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1. 緒論 

1.1 はじめに 

本研究は，SH-60Kで発生したトランスミッションピッチモードの不安定化1)の発生原因を解明することを目的とする． 
トランスミッションピッチモードとは，ヘリコプタのメインロータを支持するトランスミッション部の弾性変形モードを

指し，SH-60KのほかにもAH-64において，同様なメインロータの支持系の弾性変形モードが不安定化したとの報告2)があ

る．SH-60Kは我が国で開発された海上自衛隊の哨戒ヘリコプタ3)，AH-64は陸上自衛隊にも導入されている戦闘ヘリコプ

タである．それぞれを図1-1, 1-2に示す． 
 

 
図1-1 海上自衛隊SH-60K 

（2012.9.16，岩国航空基地祭にて白石勝彦氏撮影） 

 

 

図1-2 陸上自衛隊AH-64D  

（2014.9.28, 立川防災航空祭にて筆者撮影） 

 

AH-64の事例2)では，ワールモードの安定性という言葉を使っている．ワール(whirl)運動とは，回転体一般に見られるふ

れまわり運動であり，運動方程式を線形化し行列形式で表現したときに，質量行列と剛性行列は一般的に対称となるのに

対し，減衰行列に歪対称項として現れるジャイロ項(gyroscopic term)の作用により発生する4)．航空分野では，プロペラの

ワール・フラッタが一般的に知られており5)，プロペラを支持するナセル部分の弾性変形によりプロペラが回転軸まわりに

ふれまわる運動が不安定化する．プロペラのワール運動を図1-3に示す．ヘリコプタ・ロータについても，ジャイロ項は存

在するので，ワール運動を行う固有モードがある筈である．本研究は，SH-60Kで発生したトランスミッションピッチモー

ドの不安定化を題材に，ヘリコプタ・ロータにおいてワール運動をともなうモードが不安定化するメカニズムを検討する．  
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ピッチ運動 ヨー運動
ワール不安定

（ピッチとヨーが連成）

Ω

 

図1-3 プロペラのワール運動
6) 

 

ヘリコプタ・ロータは次節に述べるようにプロペラと異なり，プロペラのワール・フラッタを扱うモデルをそのままヘ

リコプタ・ロータに適用することはできない．本章では，SH-60Kのトランスミッションピッチモードの不安定化を検討す

るための準備として，ヘリコプタ開発の歴史を振り返り，ヘリコプタおよびそのロータについて述べる．特に，プロペラ

とは異なるとの観点でのヘリコプタ・ロータの特徴を整理する． 

1.2 ヘリコプタ開発の歴史 

1.2.1 固定翼機との相違点  

世界初の有人動力飛行は1903年のWright兄弟によるものであることは衆目の一致するところであるが，ヘリコプタの初

飛行については諸説ある7)．1907年のPaul CornuやLousi Breguetによるものだとする説もあるが，1930年代のBreguet，Igor 
Sikorsky，Henrich Fockeに至って初めて実用に供することのできる段階に至ったとする見解が有力のようである8)．ヘリコ

プタの飛行に際しての技術的課題は，垂直離陸可能な動力を有しているかという点と，離陸したのちに安定した飛行が可

能で自由自在に思う方向へ移動が可能かの2点が最も本質的な課題であろう．前者については出力重量比の優れたエンジ

ン，後者についてはフラッピングおよびリード・ラグを可能とするハブとブレードのヒンジ結合様式，および，ブレード・

ピッチ角のサイクリック操舵が，現代のヘリコプタに通じる解決方法となっている．1907年のCornuやBreguetでは，ヒン

ジ結合やサイクリック操舵が採用されておらず，1930年代のBreguet，Sikorsky，Fockeではこれらが採用されるようになっ

たのが，ヘリコプタの実用的な初飛行年代は1930年代とする根拠であろう．特にハブとブレードのヒンジ結合様式，およ

び，ブレード・ピッチ角のサイクリック操舵は，ヘリコプタ・ロータがプロペラと異なる点であり，本研究での検討を進

める上で必要不可欠な要素となっている． 

ヘリコプタの初飛行，実用化が固定翼に先を越された理由について，Leishmanは垂直離着陸するために必要となる出力

を持つエンジンの必要性をあげている
8)
．Wright兄弟に始まる黎明期の固定翼機と，CornuやBreguetを含む同時期のヘリコ

プタの機体重量とエンジン出力の関係を図1-4に示す．  
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図1-4 機体重量―エンジン出力の関係
9,10,11) 
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本図において，原点を通る直線はパワーローディング（単位馬力あたりの機体重量）一定を意味する．傾きが立ってい

るほど，パワーローディングが低く，機体重量に対してエンジンが高出力であることを示す．本図から次のことがわかる．

黎明期の固定翼機と同時期のヘリコプタのパワーローディングはほぼ同じである．黎明期のパワーローディングで，Wright
兄弟を始めとする固定翼機は飛行に成功しているが，CornuやBreguetの初飛行は怪しいとされている

12,13)
．実用的と評価さ

れるヘリコプタのパワーローディングは，現代の固定翼機とほぼ同じレベルであり，黎明期の固定翼機よりも低い．現代

のヘリコプタと固定翼機の比較では，ヘリコプタのパワーローディングが低い． 
以上から，1900年代初頭のエンジンは，固定翼機の飛行には十分な能力を有していたが，ヘリコプタの飛行には能力不

足であり，現在の固定翼機とほぼ同じパワーローディングを達成できるエンジンが出てきた1930年代に入って，ヘリコプ

タは実用段階になったと言えるだろう． 
なぜ，ヘリコプタの飛行には固定翼よりも高いエンジン出力が必要なのかを以下に説明する．ありていに言えば，ヘリ

コプタも固定翼機も空気を掻いて揚力を発生する．空気を掻くということは，揚力と反対の鉛直下方に空気を翼の作用で

押しやることであるから，翼が空気の塊に与えた運動量の変化が揚力となる．運動量則を空気にあてはめる場合，単位時

間あたりに翼を通過する空気の質量として，マスフロー m を用いる
14)
．マスフローに発生する速度変化を v とすれば，揚

力は L ，運動量の観点から次の式で表される． 

( ) vmmv
dt
dL ⋅−=−=                                                       (1-1)  

マフフロー m は，ホバリング（空中停止）するヘリコプタの場合，ロータ面を通過する空気の質量とし，次のように表さ

れる
15)
． 

iH vRm 2ρπ=                                                        (1-2)  

ここで， ρ は空気密度， R はロータ半径， iv はロータ面に発生する鉛直方向の誘導速度である． 
空気のマスフローに対して，運動量則を適用する際には，空間に固定された検査体積(Control Volume)を想定し，検査体

積に流入する運動量と，検査体積から流出する運動量の総和をとり，検査体積の運動量変化とする
14)
．ロータを囲むよう

に検査体積をとることで，検査体積が受ける外力にロータが発生する揚力の反作用が含まれるようになるが，それ以外に

検査体積表面の圧力の効果もある
14)
．ロータ近傍で検査体積(control volume)を取り出した場合，揚力発生により検査体積

表面の圧力は，上流では大気圧よりも小さく，下流では大気圧よりも高くなる．このため，式(1-1)が成り立たない．上流

および下流で検査体積表面の圧力が大気圧になるよう，ロータを囲む検査体積を鉛直方向に長くとれば，検査体積内の運

動量変化はロータ揚力に等しくなり式(1-1)が成り立つ．式(1-2)はロータ面を単位時間当たりに通過する空気のマスフロー

であるが，検査体積の上流面と下流面だけに空気の出入りがあり，側面は空気の流れに沿うようにすることで側面から空

気の出入りが無いように検査体積をとると，質量保存則により検査体積の上流面から流入するマスフローと，下流面から

流出するマスフローも，式(1-2)で表される．圧力が大気圧と同じになる程度に離れた上流は空気が静止しているので速度

は0，圧力が大気圧と同じになる程度に離れた下流での速度を ∞v とした場合，揚力Lは， 
[ ] [ ]{ } { } ∞∞ =−−=−−= vmvmmvmvmL  0下流上流                                     (1-3)  

となる．ロータが行った仕事率 P は，力に速度を乗じたものであるので，揚力方向である鉛直方向成分の積をとると， 

ii vvmLvP ∞==                                                    (1-4)  

となる．一方，エネルギー保存則の観点から，上流と下流との単位時間当たりのエネルギー差 E∆ は， 

222

2
10

2
1

2
1

∞∞ =−=∆ vmmvmE                                           (1-5)  

である．マスフローのエネルギー増 E∆ はロータが行った仕事率 P に等しいので， 

 ∞∞∞ =⇒= vvvmvvm ii 2
1        

2
1 2                                           (1-6)  

が成り立つ
8,15)

．以上から，機体重量Wと揚力Lが釣り合うとし， ∞v と iv の関係式(1-6)と式(1-2)で示されるホバリング時の

ヘリコプタのマスフローを式(1-4)に代入し，ヘリコプタのホバリング時の誘導速度 Hiv と，重力に抗してホバリングする

ための仕事率 HP を求めると次式となる
15)
． 

22 R
Wv Hi ρπ

= ， 22 R
WWPH ρπ

=                                           (1-7)  
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つぎに比較のため固定翼に対して同様な検討を行う．固定翼の誘導抗力係数 DiC は，翼端渦による誘導速度からアスペ

クト比 RA により、次式で表される14)．これを機体重量W ，飛行速度V ，空気密度 ρ ，主翼の全幅 Wb ，翼面積 WS により

有次元化し，誘導抗力を算出すると次のようになる．  
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==⇒=                                 (1-8)  

図1-5に示すように固定翼の誘導抗力は，固定翼近傍では誘導速度により下向きに偏向した速度V’に対し垂直に発生する揚

力の上流速度方向成分である．固定翼機を水平飛行させるための仕事率として，力ベクトルと速度ベクトルの積をとる際

に，座標系を上流の速度ベクトルを基準にとるか，翼近傍での速度ベクトルを基準にとるかの2つの表現方法がある． 

iv

iα

L

iD

( )WL i =αcos

V

V ′

 

図1-5 固定翼機の誘導抗力 

 

上流の速度ベクトルを基準にした場合の速度と固定翼機が発生する推進力（抗力と逆向き）と揚力（重力と逆向き）は，

航空機の速度ベクトル V （図1-5とは逆向き）と固定翼機が発生する力のベクトル F から，つぎのように表され，固定翼機

が重力に抗して飛ぶための仕事率 FP は次式のようになる． 

{ } { } iF
T

i
T VDPWDV =⋅=⇒−== FVFV            ,0 ,  ,0 ,0 ,                                  (1-9)  

次に翼近傍の速度ベクトルを基準に取った場合は，つぎのように表される． 

{ } { } { } { } iF
TT

i
T

i
T

ii WvPWvVvV =⋅=⇒−≅−=−≅−= FVFV           W ,0 ,0cos ,0 ,0  , ,0 , ,0 ,cos αα            (1-10)  

式(1-9)と式(1-10)の仕事率 FP は等しいので，そこから誘導速度を算出し，式(1-8)の誘導抗力を代入すると次式となり，誘

導抗力に抗するため，つまり重力に抗して飛行するための仕事率は次式のようになる． 
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v

πρπρ
====                               (1-11)  

式(1-3), (1-4), (1-5), (1-6)はヘリコプタか固定翼かに関わらず成り立つ運動量およびエネルギー変化に関する法則なので，式

(1-11)の固定翼の誘導速度から，逆に固定翼のマスフローを求めると次式のようになる．  
2
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Wm πρ                                      (1-12)  

ヘリコプタの式(1-2)と固定翼の式(1-12)との比較から，つぎのことがわかる．固定翼機の主翼の全幅とヘリコプタのロ

ータの直径が同じ RbW 2= で，機体重量，空気密度も同じだと仮定すると，固定翼機とヘリコプタの誘導速度および重力

に抗して飛行するための仕事率は次のようになり，固定翼機は飛行速度または滑走速度に反比例して仕事率を減少させる

ことができることがわかる． 
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ρπρπ
===                                (1-13)  

固定翼機が離陸するため滑走を行うのは動圧をかせぐためであるが，運動量的見地からは単位時間あたりに固定翼が掻

くことができる空気の質量を大きくするためであり，空気のマスフローを大きくすることで誘導速度を小さくすることが

できる．これに対し，図1-6に示すように，垂直離陸するヘリコプタは，空気のマスフローを大きくとることができない

ので，誘導速度を大きくとる必要があり，より強く空気を掻く必要があると言えるだろう． なお，式(1-7)はホバリング

または垂直離陸する際のヘリコプタについてであり，ヘリコプタが前進飛行する場合は，固定翼と同じ式(1-11), (1-12)が
適用されることを述べておく． 
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誘導速度

飛行（滑走）速度  
2

2







= W
F

bVm πρ  

誘導速度

 

iH vRm 2ρπ=  

固定翼の滑走離陸または水平飛行 ヘリコプタの垂直離陸またはホバリング 

図1-6 固定翼とヘリコプタの単位時間あたりに掻くことができる空気マスフローの違い 

 
式(1-7)の理論馬力と実際の馬力の関係を図1-6に示す．およそ，理論馬力の2倍以上の出力を可能とするエンジンの出現

をもってして，実用的な観点での垂直離陸が可能となったことがわかる． 
 

1

10

100

1000

10000

1 10 100 1000

エ
ン
ジ
ン
馬
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ヘリ現代

理論馬力の2倍

 

図1-7 ヘリコプタのエンジン出力と理論馬力の比較
9,11) 

 

ヘリコプタの垂直離着およびホバリングのためには，固定翼機の滑走離陸および水平飛行よりも大きな仕事率が必要と

なるのであるが，このホバリングできることがヘリコプタの能力の真価を発揮する機会である．東日本大震災時に，道路

などの地上の交通手段が途絶した被災地に対して，救難，物資輸送などを行ったのは自衛隊や消防，警察などのヘリコプ

タである．学校の校庭程の広さがあれば，離発着が可能なだけでなく，着陸する場所が確保できない条件でも，人員や物

資を吊り上げ下げすることが可能な機器を自衛隊，消防，警察などのヘリコプタは装備している（図1-8）．また，軍事的

な観点からも，例えば，SH-60Kは護衛艦の飛行甲板から垂直離発着し，海上でホバリングし機体からソナー（音波探知機）

を海中に吊下して敵潜水艦を捜索する対潜戦などを行う3)．これらは，ヘリコプタ以外の手段では不可能である． 
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図1-8 ホバリング（空中停止）能力によって可能となる人員救助（訓練展示） 

（H26.9.28, 立川防災航空祭にて筆者撮影） 

 

1.2.2 オートジャイロからヘリコプタへ  
前述のとおり実用的なヘリコプタの出現は1930年代に入ってからとするひとつの根拠として，オートジャイロが1920年

代にヘリコプタが実用化されるまでのつかの間の成功をおさめたことがある．オートジャイロはヘリコプタと異なりロー

タが動力駆動されておらず，風車のように自転するロータで揚力を得る航空機で，米国で郵便輸送に使われるなど数百機

が製造された16)．1920年代から1930年代におけるオートジャイロは，ブレード・フラッピング機構と，ブレード・ピッチ

角のサイクリック操舵という後のヘリコプタが受け継ぐ必要不可欠な技術の開発機会となっている． 
固定翼機の開発を行っていたJuan de la Ciervaは，自身が開発した固定翼機が失速事故を起こしたことを契機に低速でも

失速しない飛行機を目指した結果として，翼を回転させることで動圧を稼ぐことを発想した16)．Cirevaのオートジャイロは

通常の固定翼にロータが追加された形態となっており，エンジンは機首のプロペラを駆動する．プロペラ駆動により地上

滑走を始めるとロータが自転を始め，それにより揚力を発生するとの発想である．彼は，風車に対して回転面に鉛直では

なく平行な方向からの風が吹いている場合でも風車が回転することの観察に基づいて，ロータを回転させて揚力を得られ

ると考えた17)．初期の試みは，機体がロールして転覆する失敗を繰り返した17)．機体が滑走する際に，機体の左右で，機

体の進行方向とブレードの回転方向が同じ方向となる側と，逆向きになる反対側では動圧が異なり，前者のほうが動圧が

高くなる．このため，動圧が高い側の揚力が大きくなり，動圧が低い側へロールしてしまうのである． 
この揚力の不均衡問題に対する対策として，Cirevaはブレードが羽ばたき（フラッピング）可能となる機構を設けた8,16,17)．

これにより，前進飛行時，機体の飛行速度とブレード回転速度が同じ方向をとなる側では動圧が高くなるため，ブレード

が上方にフラップ・アップし，反対側では動圧が低くなるため下方にフラップ・ダウンし始める．図1-9に示すように，上

方にフラップ・アップすると，迎角が小さくなり，下方にフラップ・ダウンすると迎角が大きくなる効果があるため，結

果的に動圧の変化に即した釣り合い状態に至り，左右で揚力をバランスさせる仕組みとなっている． 
結果として，図1-10に示すように，ロータ面が回転軸に対して垂直ではなく，後方に傾く．Cirevaはこの機構の採用によ

り，1923年にオートジャイロの初飛行に成功している8,16)．フラップ機構の導入後，ブレードに加わる空気力に応じてブレ

ードがフラッピング（上下）運動する際に発生する回転面内方向のコリオリ力がブレード根本の集中荷重として入らない

ようにするため，回転面内方向にもブレードが運動可能とする機構が設けられ8,16)，これがブレードのリード・ラグ運動で

ある（図1-11）． 
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：合成速度

：ヘリコプタ飛行速度

：ロータ回転速度

：フラッピング速度

前進側（ブレード回転速度とヘリコプタ飛行速度が同方向）

後退側（ブレード回転速度とヘリコプタ飛行速度が逆方向）

迎角：小，動圧：大

迎角：大，動圧：小

 

図1-9 ブレード・フラッピングによる迎角などの変化 

 

ブレードがフラッピングしない場合
の仮想面（ピッチ角一定）

フラッピングの結果
として得られるロー
タ回転面

ロータ回転軸

回転軸に対
する垂直面

風が吹いてくる方向

 

図1-10 ブレード・フラッピングによる左右の揚力バランス（オートジャイロ） 

  
フラッピング運動 リード・ラグ運動 

図1-11 フラッピングとリード・ラグ運動 

 
Cirevaのオートジャイロは固定翼を元にしていたので，その操縦方法は固定翼を踏襲しており，エルロン，ラダー，エ

レベータから構成されていた18)．ただし，低速では舵の効きが悪くなるので，ロータのダイレクトコントロールとして，

ロータをジンバルの上に載せ，操縦によりジンバルを傾ける方法を途中から採用した18)．これにより，エルロンを含む固

定翼は取り除かれ，水平尾翼からエレベータも取り除かれた18)． 
これに対し，1934年にRaoul Hafnerがロータ・ブレードのピッチ角をサイクリックに変化させる機構を有するオートジャ

イロA.R.IIIを開発した8,16)．ロータ・ハブは機体に対し固定されているが，ブレード方位角に応じロータ回転周波数Ωの周

期でブレード・ピッチ角を変化させるのである．これにより，ホバリング状態において，前方でブレード・ピッチ角を大
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きく，後方でブレード・ピッチ角を小さくすると，後方でブレードがフラップ・ダウンし始め，前方ではフラップ・アッ

プし始め，ロータは右に傾く．この結果，機体はロールする．左右方向にブレード・ピッチ角の大小を設けると，ピッチ

角一定の場合に比べてロータが前傾，または，後傾することでエレベータと同じ機能を発揮する．Hafnerのサイクリック

操舵方式は，Cirevaのダイレクト操舵よりも優れていた16)のであろう．後のヘリコプタではサイクリック操舵方式がほぼ全

面的に踏襲されている． 

ピッチ角一定の場合
（サイクリック無）

サイクリック操舵の場合
（前：ピッチ大，後：ピッチ小）

z(下方）

y(右舷）

 

図1-12 サイクリック操舵による操縦（オートジャイロ） 

 

1930年代から1940年代にかけてオートジャイロは米国の一部で郵便輸送に供されるなど数百機が製造された8,16)が，1940
年代以降ヘリコプタに駆逐されることになる．ヘリコプタは，垂直離陸するための出力を可能とする出力重量比に優れた

エンジンの出現に加え，オートジャイロで実用化されたフラッピング，サイクリック操舵を取り込み，ホバリングから自

在に前後左右に進む能力を身につけた．ホバリングできるヘリコプタにより，基本的には垂直離陸とホバリングできない

オートジャイロは駆逐されることになったのである．現在のヘリコプタのほとんどは，Hafnerのスパイダー機構ではなく，

スウォッシュプレート機構によりサイクリック操舵を行っている．スウォッシュプレート機構を図1-14に示す． 
ヘリコプタが前へ進むための操作手順はつぎのようになる．スウォッシュプレートを前に傾けることで，前方でブレー

ド・ピッチ角が小さくなり，後方でブレード・ピッチ角が大きくなる．この結果，後方でブレードがフラップ・アップし

始め，前方ではフラップ・ダウンし始め，スウォッシュプレートに平行な面を目指して，ロータは前傾する．ただし，前

述のとおり，前進速度が出てくると，左右の動圧差が発生するので，ロータ面はスウォッシュプレート面よりも後ろに傾

く（図1-13）．横に進む場合も同様であり，スウォッシュ・プレートによりブレード・ピッチ角を方位角に応じて変化させ

ることで，ブレードをフラッピングさせ任意の方向にロータ面を傾けることが可能となり，これがヘリコプタ操縦の基本

原理である．図1-12に示すオートジャイロの旋回方法は，ヘリコプタにもそのまま適用されるが，オートジャイロとは異

なりホバリングしたヘリコプタに適用すれば，図1-12は右へ進むための操縦手順となる． 

 

スウッォシュ・プレート面：
ピッチ角が一定となる面

フラッピングの結果
として得られるロー
タ回転面

ロータ回転軸

回転軸に対
する垂直面

進行方向

 

図1-13 前進飛行におけるブレードのフラッピング 
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スウォッシュプレート：

この機種では外側が回転
して、内側は回転しない

ピッチリンク：

スウォッシュプレート
の傾きに応じブレード
ピッチ角を偏角させる

 

 

 

 

 

コレクティブ操舵： 

スウォッシュプレートを上下に

平行移動させることで，４本の

ブレード・ピッチ角が同じ変化 

 

 

 

 

サイクリック操舵： 

スウォッシュプレートを傾ける

ことで，図中右側のブレードは

ピッチ角増，反対側のブレード

はピッチ角減 

図1-14 スウォッシュ・プレートによるブレード・ピッチ偏角機構
19) 
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1.3 ヘリコプタ・ロータの動力学問題 

以上から，ヘリコプタ・ロータの力学的問題は，剛体としてのブレード運動だけでブレード1本当たりフラップとリード・

ラグの2自由度を有するので，4枚ブレードのロータでは2×4=8の自由度を有することになる．上記は，弾性変形を考慮し

ない場合であるが，ヘリコプタ・ブレードはアスペクト比の大きな梁であるため，実際には曲げおよびねじり変形が発生

する．加えて，支持系の弾性変形によりハブ運動の自由度も有する．このような特徴に応じたヘリコプタ・ロータの各種

不安定振動について，Biealwa20)
は次の観点で分類している． 

A 空力には準定常の仮定が適用可能か，高周波の空気力モデルが必要か 
B 空力は線形か，非線形か 
C 弾性変形の有無 
D ブレードどうしの連成の有無 
E 支持系と連成するか 

ヘリコプタ・ロータの不安定振動を本分類で整理して，表1-1に示す． 

 

1.3.1 ブレードの固有振動数  
ロータの不安定現象を整理するための準備として，ブレードの固有振動数の具体例を図1-15に示す．本図から，フラッ

プやリード・ラグの1次曲げはロータ回転周波数とほぼ同じオーダであるのに対して，高次曲げはロータ回転周波数Ωの

数倍の固有振動数を持つことがわかる．ねじり変形は Ω−Ω 64 とされている．一般的な，ヒンジ形式を持つロータの場合，

エッジ曲げの固有振動数は Ω1 よりも小さくなり，soft in-planeと呼ばれる．ラグ方向の曲げをエッジ曲げと呼ぶ．これに対

し，H-60のテールロータ(TR)など，ラグ方向の剛性が高く，エッジ曲げの固有振動数が Ω1 よりも高くなる形式をstiff in-plane
と呼ぶ． 

 

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 1.051 2.102 3.153 4.204 5.255 6.306

固
有

振
動

数
[H

z]

ロータ回転周波数 [Hz]

1st Flap

1st Lag

2nd Flap

1st Torsion

2nd Lag

3rd Flap

nΩ(n=1,2,3,4,5,6,7)

 
soft in-plane例(Tiger30)) 

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

0 500 1000 1500

固
有

振
動

数
[r

pm
]

ロータ回転周波数 [rpm]

1st Flat(Flap)

Edge(Lag)

2nd Flat(Flap)

Torsion-Asymmetric

Torsion-Collective

nΩ(n=1,2,3,4,5)

 
stiff in-plane例(H-60TR31)) 

図1-15 ブレード固有振動数 
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1.3.2 ブレード・フラッタ  
ヘリコプタ・ブレードについても固定翼のフラッタと同様に，ねじりとフラップ曲げが連成したモードが不安定化する

可能性がある．図1-15に示したように一般的にヘリコプタ・ブレードのねじりモード固有振動数はロータ回転周波数Ωの3
～6倍の大きさとなるので，空気力モデルは，Theodorsen関数などによる振動翼理論が適用される． 
固定翼機や前進飛行しているヘリコプタでは翼端渦は後方に流れ去るのに対し，ヘリコプタがホバリング時，翼端渦は

ロータ面の下方に滞留する．この翼端渦から誘導される誘導速度の影響を考慮した検討もある
23). 曲げねじりフラッタは

固定翼も含めて一般的に動圧が高いほど減衰が弱くなるので，フラッタの抑制，具体的にはフラッタ速度の向上には，翼

のねじり剛性増，翼弦方向の重心位置の前方移動が有効とされている
32)
． 

ヘリコプタが前進飛行時，飛行速度とブレード回転速度が逆方向となる後退側では迎角が大きくなり失速に近づくので，

固定翼でも知られている失速フラッタが発生する場合がある．ブレードが1回転のうち失速域となるのは後退側のみである

ので，リミットサイクルとなり破壊に至ることはない
20)
．ただし，ピッチリンク（操縦系統）に加わる飛行荷重の増大が

論点となる．CH-47実機の飛行試験で計測されたピッチリンク荷重と解析結果との比較検討をTarzaninが行っている
24)
． 

ヘリコプタの前進飛行時には，1.2.2項に述べたとおりブレードのピッチ角／迎角が周期的に変化するため，ダイナミッ

クストール現象が失速フラッタに関与する．ダイナミックストールの空力モデルについては，数多くの研究事例があ

る
33,34,35)

．  
 
1.3.3 フラッピング不安定  

1.2.2項に示したとおり，前進飛行時にヘリコプタ・ブレードは絶えずフラッピングしている．このフラッピング運動が，

ヘリコプタの高速化により不安定化するかしないかについていくつかの研究事例がある
21,22)

．フラッピング不安定は，ハ

ブ運動とは連成しないブレード1本についてフラッピングの1自由度方程式により評価される．フラッピングの運動方程式

における空気力は，ロータ回転に伴い周期的に変化するので，安定性評価はFloquetの理論が用いられている
36)
．実機の飛

行においてフラッピング不安定が発生したと報告されているSikorskyの高速実験機NH-3AについてのPaulによる検討結果

では，マッハ数によるピッチングモーメントの非線形性を考慮することで，現象をとらえたとしており，空力モデルは非

線形となっている
21)
． 

 
1.3.4 フラップ・ラグ不安定  
ブレードがフラッピング，または，ラグ運動すると，ピッチリンクやヒンジの幾何学的関係から，ブレード・ピッチ角

が変化するカップリングが発生する．古くはVertol社のH-21用に開発されたブレードにおいて，ラグ運動とピッチ運動の連

成による不安定振動が発生した
25)
．これらの不安定は，フラップ・ラグ不安定と呼ばれ，フラッピングとリード・ラグ運

動も含めた2自由度系として検討され，ヒンジ部分より外側のブレードは剛体として扱われる．サイクリック操舵のないテ

ール・ロータにおいては，フラップ・アップするとピッチ下げとなるマイナスの 3δ 角（図1-16）が設けられることがよく

あるが，この 3δ 角によるフラッピングによるピッチカップリングの効果について検討した事例
37)
もある．フラッピングや

リード・ラグ運動を機械的なヒンジではなく，梁の弾性変形により行うヒンジレスロータやベアリングレスロータでは，

ブレードのピッチ角，フラップ角，リード・ラグ角が梁の弾性変形により連成するので，それらの問題を扱った事例
39)
が

ある．ホバリング時のフラップ・ラグ不安定は，線形空気力では定係数化される
39)
が，前進飛行時には周期的空気力とな

るためFloquetの理論が適用されている
40)
．BO-105を模擬した風洞試験により各種の効果が確認されている

26)
． 

-δ3

 

図1-16 δ３角
38) 
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1.3.5 地上共振・空中共振  
ヘリコプタにおいては，脚を含む機体全体とロータが連成した不安定現象として地上共振が広く知られている

15)
．地上

共振はヘリコプタの脚も含む機体全体の動きとロータが連成しワール運動を行う不安定振動であり，Coleman41)
などによる

研究が著名である．ロータ回転面内のリード・ラグ運動とハブの運動を模擬したモデルが地上共振問題では使われる
41)
．

地上共振問題ではハブ運動を固定系，ブレード・ラグ運動を回転系で定義すると，系の運動方程式に周期項が現れる．こ

れは，固定系で定義されるハブ変数と回転系で定義されるブレード変数の間の座標変換に起因するもので，ハブ運動とブ

レード・ラグ運動を同じ座標系で記述することで定数化が可能である．具体的には，ブレード・ラグ角を固定系で定義す

るか，等方支持の場合はハブ運動を回転系で定義することにより，運動方程式は定係数となり固有値解析が可能となる
20)
． 

地上共振は，空気力を考慮しないモデルで説明可能な特定のロータ回転周波数範囲で発生する機械的自励振動である．

ヘリコプタ史上，初期においては地上共振で破壊された事例が相応にあったが，ブレードのラグ運動に対してダンパーを

設置することが有効とされるようになって地上共振が問題になる事例は少なくなった．一方，ロッキード社が1960年代に

開発した試験機XH-51Aなど，リード・ラグ・ダンパーを削除したヒンジレスロータを採用する事例では地上共振が懸念事

項の一つとなった
27)
．特に，ヒンジレスロータの場合は，ブレード・ラグ剛性が高くなるため，地上静止に脚を含む場合

のモードだけでなく，脚が地面から離れた場合のモードについての同様な不安定振動が発生する可能性があり，これを空

中共振と呼んでいる
27)
．  

 
1.3.6 ワール・フラッタ  
ワール・フラッタというと，通常は固定翼のプロペラのワール・フラッタを指す

5)
．プロペラのワール・フラッタは，固

定翼機の主翼にナセルを介して取り付けられたプロペラにおいて，プロペラとその支持系（ナセル）の弾性変形が不安定

化する現象で，Reedらによる研究が著名である
6,42)

．プロペラ回転軸の縦揺れ（ピッチング）と横揺れ（ヨーイング）の2
自由度運動で説明され，線形化運動方程式の剛性行列と質量行列は対称行列となるが，減衰行列がプロペラ回転に伴うジ

ャイロ項により歪対称となる．このため，空気力なしでの固有モードとしてピッチとロールの位相差は90度となり，プロ

ペラはワール運動を行う．一般的なプロペラではブレードがハブに剛結合されているので，プロペラのピッチングとヨー

イングは，ブレード迎角の変化となり，線形化されたブレード空気力モデルにより説明される自励振動である
6,42)

．プロペ

ラのワール・フラッタは，一般的にナセルの剛性を高めることで安定領域を広げることができる． 
 H26 (2014)年度からの中期防衛力整備計画において，我が国でも導入が決まったV-22ティルトロータ（図1-17）について

もワール・フラッタが検討されている
29)
．ティルトロータにおいて，プロップ・ロータと呼ばれる回転翼は，固定翼モー

ドでは通常のプロペラと同じ機能を有するが，ヘリコプタモードでは，1.2.2項にて述べたようにフラッピングすることで

機体を前後，左右へ進ませる機能を担う．このため，プロップ・ロータのワール・フラッタ検討では，通常のプロペラと

は異なり，ブレードがフラッピングするモデルとする必要がある．一般の固定翼機の場合に比べ，ティルトロータは1.2.1
項にて述べたように垂直離陸するための馬力が高いため，エンジンが重くワール・フラッタとしては不利な条件になって

いると思われる．V-22のプロップ・ロータのワール・フラッタを抑制するためのブレード翼形状
43)
や，固定翼のテーラリ

ング
44,45)

などが検討されている． 

 

図1-17 V-22ティルトロータ 

（2013.9.20，日本防衛装備工業会の調査団としてベル社訪問時
46)
） 
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ヘリコプタのロータにおいても，ロータを支持するトランスミッション部分とロータが連成した不安定現象が発生した

との報告がSH-60KとAH-64の2機種についてある． 
SH-60K開発では，試作機XSH-60Kの飛行試験において，ある速度を超えると6.7[Hz]振動と呼ばれる振動（以下，6.7[Hz]

振動と呼称）が発生することが判明した
1)
．SH-60Kは，1997年度から2004年度にかけて防衛省にてSH-60Jを母機に改造開

発が行われたものである
3)
．XSH-60Kの’X’は，試作機であることを表す．SH-60KのSH-60Jからの変更点は，対潜任務装備

の新規開発，最大重量の増加，キャビンのストレッチ，メインロータブレードの換装などである．特にメインロータブレ

ードについては，翼端部分が上方に曲がってから翼端にかけて下方に曲がる上下反角を有する特徴がある
3)
．  

SH-60Kの6.7[Hz]振動の発生は，10.5[Hz]のトランスミッションピッチモードが不安定化することにより発生する．6.7[Hz]
は全機縦曲げ1次モード，10.5[Hz] はトランスミッションピッチモードの固有振動数とされている

1,47)
．SH-60Kで，トラン

スミッション支持系とのロータが連成した不安定現象が発生したのは，SH-60Kの新ロータによる重量増がトランスミッシ

ョンピッチモードの特性を変えたことだとされている
47)
．10.5[Hz]の固有振動数をもつトランスミッションピッチモードの

不安定化が，4P変調により6.7[Hz]振動の発散につながるとされている
1,47)

．4P変調とは，XSH-60Kのロータ回転周波数

4.3[Hz]の4倍である17.2[Hz]と，トランスミッションピッチモードの固有振動数10.5[Hz]と全機縦曲げ1次の固有振動数

6.7[Hz]の和が一致していることにより，一方が励起するとロータを介して別の周波数である他方に対し加振となることを

指す
1,47)

． 
SH-60K開発では，トランスミッションピッチモードの固有振動数を高くするなどの安定化対策は見合わせられ，振動発

生を搭乗員に認知させる警報機能と，6.7[Hz]振動の増大を抑制するディセンシタイザが導入された
1)
．ディセンシタイザ

は，6.7[Hz]振動の発散過程で，機体が6.7[Hz]で振動することにより6.7[Hz]の操縦入力が操縦系統を介してメイン・ロータ

に伝達するのを緩和する機能である
1,47)

．本機能は，スティック位置信号を元に操縦系統6.7[Hz]振動を打ち消すような信号

をAFCC(Automatic Flight Control Computer:自動操縦装置）にて計算し，その信号をSAS(Stability Augmentation System：安定

増強装置)アクチュエーターより出力することで，操縦系統からメイン・ロータへ伝達する6.7[Hz]振動を低減するものであ

る
1,47)

． 
AH-64では，試作機YAH-64の地上ロータ回転において，ロータマスト（ロータの支持系）の曲げモーメントが発散傾向

を示した
2)
．AH-64は，1970年代に米国で開発された攻撃ヘリコプタで， 2社による機体の競争試作を行うフェーズ1と，

機体メーカを選定後の試作機の開発であるフェーズ2の2段階で開発が行われた
48)
．YAH-64はヒューズ社（当時）の試作機

の型式であり，量産段階では試作を表す’Y’が取れてAH-64Aとの名称になっている．  
フェーズ1に行われた地上試験で，108%NR試験時にロータマスト（支持系）の曲げモーメントが発散傾向を示し，ロー

タ駆動馬力を下げるまで，発散傾向が持続したとのことである
2)
． YAH-64開発のフェーズ2ではフェーズ1に対し，ロータ

とコクピット部の間隔を広げるためロータ高を高くする，高速飛行時のブレード荷重低減のためブレード翼端に後退角を

付与する変更が行われた
2)
．ワール不安定を避ける観点からは，ロータ高が高くなるのは，ハブのピッチ／ロールの固有振

動数が低下し，ロータ支持剛性が低くなることと等価であるため，マスト，支持桁の部材寸法増などによりフェーズ1形態

よりも支持剛性を高くした
2)
．フェーズ1と同じ条件で行われたフェーズ2の地上振動試験では，ハブ運動が発散することは

なかった
2)
． 

 

1.4 本研究の目的  

本研究ではSH-60Kのトランスミッションピッチモードの不安定化メカニズムを明らかにすることを目標とする．ヘリコ

プタ・ロータの支持系であるトランスミッションの弾性変形モードでは，プロペラのワール・フラッタと同様，ロータ回

転に伴うジャイロ項は歪対称の減衰項となるので，回転軸がワール運動するモードだと考えられる． 
プロペラのワール・フラッタは，プロペラ・ハブのピッチおよびヨー（機体軸基準）の2変数でモデル化されるので，2

種類のモードがある．プロペラ回転と同じ回転のワールモードと，プロペラ回転とは逆回転のワールモードであり，Reed
によると不安定化するのは逆回転モードである

42)
．Reedが図示している例を図1-18に示す． 
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図1-18 プロペラのワール・フラッタでのハブの動き
42) 

 

ヘリコプタ・ロータの地上共振では，ハブの運動はプロペラと同様な2変数で表されるが，前述のとおり，それ以外に，

ブレードのラグ角の自由度がある． 4枚ブレードの場合の地上共振のモードを図1-19, 20に示す． 

Time=0 or τ Time=1/12 τ Time=1/6 τ Time=1/4 τ Time=1/2 τ Time=3/4 τ

Rotor Center of Gravity

図1-19 地上共振の不安定モード（固定系）
27) 

Ωt=0 Ωt=π/2 Ωt=π Ωt=3/2π Ωt=2π

Hub
Blade

Blade

X
(機体後方）

y
(機体右方）

 

図1-20 地上共振の不安定モード（等方支持、回転系）
49) 

 

4枚ブレード・ロータの場合，フラップ角を除いてもハブ運動の2変数に加えてブレード・ラグ角が4変数となるので，合
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わせて6つのモードが存在するはずである．Dohamが示し加藤が参照している地上共振モードは，そのうちの一つである．

2章にて具体的に示すが，SH-60Kのトランスミッションピッチモードは，この6つのモードのうちの一つであり，地上共振

のモードとは異なる． 
栗城の報告では，トランスミッションピッチモードの安定性に関するシミュレーションの結果から，同モード固有振動

数10.5[Hz]を11.0[Hz]まで高めれば，トランスミッションピッチモードの不安定化速度を4[m/s]程高速域に広げることがで

き，11.5[Hz]まで上げれば全飛行速度領域で安定化させることが可能と推定されるとしている
1)
．ただし，栗城の報告では，

トランスミッションピッチモードの不安定化のメカニズムについては「速度が速くなると不安定領域に近づく」とあるだ

けである．シミュレーションの結果について言及があるものの，シミュレーションモデルについては具体的な説明はない．

そこで本研究では，トランスミッションなどの支持系を含んだヘリコプタ・ロータのバネ・マス系の線形化モデルを導出

し，空気力を含まない状態でのモード解析から，空気力なしで不安定化する可能性について整理する． 
一方，AH-64に関するSilverthornの報告によると，製造メーカ所有の解析プログラムDART(Dynamic Analysis Research Tool)

による検討から，このワール不安定現象には不安定化の主要因としてハブのピッチ／ロール運動によりブレード・ピッチ

角が変動するカップリングが関係しているとのことである
2)
．ハブのピッチ／ロール運動によるブレード・ピッチ角とのカ

ップリングは，ヘリコプタに一般的なスウォッシュ・プレート機構がハブの周辺に取り囲む形式において，ハブ運動によ

る幾何学的関係により説明されるものであり，Silverthorn以外にLoewy50)
なども図示している．ピッチ角変動が効くという

ことはブレード空気力が関与した不安定現象と考えられる．SH-60Kの6.7[Hz]振動は，特定の速度以上の高速域で発生する

ことから，ロータ空気力が関与している可能性が高い．このロータ空気力による不安定化作用に関しては， AH-64のワー

ル不安定報告に提示されているハブのピッチ／ロール運動によるブレード・ピッチ角入力のモデル式を参考にする．6.7[Hz]
振動は高速飛行時に発生することから，ロータ空気力の状態変数は周期的に変化するはずである．この周期性については，

フラッピング不安定やリード・ラグ不安定に関するPeters36)
の検討と同様，Floquetの定理を適用する． 

SH-60Kの改造母機となったSH-60Jにて，同様な不安定現象が報告されていないことについて，SH-60Jのトランスミッシ

ョンピッチモードの固有振動数は11.0[Hz]よりも高いことが理由と考えられるとしている
47)
．また，原因調査の一環として

行われたロータ回転周波数を97%に減らした飛行試験では，トランスミッションピッチモードが励起することはなく，

6.7[Hz]振動が発散することもなかったとのことである
47)
．SH-60Kの6.7[Hz]振動は特定の高速域で発生することが確認され

ているので，本研究にて構築する数値計算モデルについては，これら栗城の報告，具体的には飛行速度，トランスミッシ

ョンピッチモードの固有振動数，ロータ回転周波数の変化による安定性変化について比較検証を行う． 
 

1.5 本論文の構成 

第1章では，「緒論」として，本研究の目的について述べた．加えて，本研究を行った背景として，ヘリコプタにおける

ワール不安定の事例，類似の回転翼の不安定現象であるプロペラのワール・フラッタとの違いを述べた．特に，ヘリコプ

タ開発の歴史的経緯からヘリコプタ・ロータが，なぜプロペラと異なるかについて述べた．  
第2章では，「支持系を含むヘリコプタ・ロータの力学的特性」として，トランスミッションなどの支持系を含むヘリコ

プタ・ロータについて，バネ・マス系の線形運動方程式を導出する．導出された線形運動方程式を元に，モード解析を行

い，系が不安定となる条件について導出する． 
第3章では，「前進飛行時のヘリコプタ・ロータのワール不安定現象」として，前章で導出したバネ・マス系の線形化運

動方程式と非線形空気力モデルを組み合わせた数値計算を行う．前進飛行時のブレード・ハブ運動の周期的定常状態を算

出し，次に，この釣り合い条件からの擾乱を想定し，線形化空気力モデルを構築する．この線形化モデルの係数は周期係

数となるので，Floquetの定理により安定性を評価する．この結果と，SH-60K飛行試験における振動発生状況と比較検証を

行う． 
第4章では，「ヘリコプタ・ロータのワール不安定に関するパラメータ共振解析」として，前章の数値計算によって捉え

られた不安定現象の不安定化原因を検討する．第2章のモード解析の結果から，系の一般解を固有モードの重ね合わせで表

現し，空気力の付加により一般解を構成する係数が時間の関数とみなす定数変化法を適用する．空気力は，第3章で得られ

た空気力を用いる．加えて，同解析手法から，不安定を抑制する方法についても検討する． 
最後に第5章では，「結論」として，本研究で得られた成果を総括する． 
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2. 支持系を含むヘリコプタ・ロータの力学的特性 

2.1 はじめに 

航空機の分野において，回転翼とその支持系が連成した不安定振動としてプロペラのワール・フラッタが一般的に知ら

れている5)．プロペラのワール・フラッタ問題は，プロペラを支持するナセル部の弾性変形により，プロペラが機体軸に対

しピッチとヨーの2つ方向に動く想定で定式化される．線形化運動方程式においてジャイロ項は，歪対称の減衰項となるた

め，モード解析の結果得られるモードは，ふれまわり（ワール）運動となり，ワール運動がプロペラ回転と同じ回転方向

のモードと，逆回転方向の2つのモードがモード解析の結果得られる．不安定化するのは，逆回転モードである6,42)． 
プロペラのワール・フラッタと同様な不安定現象が，ヘリコプタでも発生するとの報告がSH-60K 1)とAH-64 2)の2機種に

ついてある．SH-60Kでは「トランスミッションピッチモードの不安定化」と呼ばれており，ヘリコプタのトランスミッシ

ョン部分は，プロペラのナセルに対応するので，プロペラのワール・フラッタに類似な不安定モードと思われる．AH-64
の事例では「ワールモードの安定性」という言葉を使っている，ヘリコプタ・ロータは通常のプロペラとは異なり，ハブ

に対しブレードの角度変位が許容されており，ロータ回転面内のリード・ラグ角と，回転面外のフラップ角の自由度を持

つ．SH-60KやAH-64の4枚ブレードのロータのワール運動について考える場合，プロペラのワール・フラッタと同様なハブ

運動の2自由度に加えて，ブレード1本当たりにリード・ラグとフラップの2自由度があるので，合計10自由度となる．これ

に対し，栗城1)，Silverthorn2)らの報告ではモード形状などの基本的な構造系の特性が明らかにされていない． 
一方，ヘリコプタ・ロータの不安定振動として，地上共振が広く知られており，地上共振はハブ運動とブレードのリー

ド・ラグ運動により定式化される41)．4枚ブレードのロータの場合，自由度は6となる．地上共振の不安定モードは，ハブ

の運動はハブのワール運動を含むものとなっており，プロペラの場合と同様，線形化運動方程式においてジャイロ項が歪

対称となるためである． 
以上を踏まえ，本章ではトランスミッション部などに対応するロータ支持系を含むヘリコプタ・ロータについて，運動

方程式を導出し，モード解析を行う．この結果から，地上共振に対応するモードも含め，プロペラのワール・フラッタに

相当するモードを導出し，それらが不安定化する可能性について検討する． 

2.2 運動方程式 

支持系を含む4枚ブレードのヘリコプタ・ロータのモデルとして，図2-1に示す系を考える． 
 

tΩ 1ζ

re

1x

2x

2番ブレード
XF

YF

XHF

YHF

1番ブレード

3番ブレード

4番ブレード

OF-XF-YF-ZF：機体座標系
OF-XFR-YFR-ZFR：機体回転座標系
OH-XHF-YHF-ZHF：ハブ非回転座標系
OH-XHR-YHR-ZHR：ハブ回転座標系

XHF

YHF

ZHF/ZHR

YHR

XHR

ζ
β

OF

OH
OH

ψ

 
図 2-1 支持系を含むヘリコプタ・ロータのモデル 
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ハブと4本のブレードを大きさのない集中質量とし，その質量をそれぞれ hm ， bm とする．ハブはバネ要素により機体座

標系 FFFF ZYXO −−− に固定されており並進運動が可能である. ハブ中心の FX 方向への変位を 1x ， FY 方向への変位を 2x
と定義する．ロータは，ハブを中心にロータ回転周波数Ωにて，上方（-Z方向）からみて反時計回りに回転する．ブレー

ドの方位角は，ヘリコプタでの慣例に合わせ1番ブレードについて真後方を0とする15)．ブレードはハブに対してヒンジを

介して連結されており，回転可能である．回転面内にロータ回転方向と同じ向きにラグ角 ( )4 ,3 ,2 ,1=jjζ を，回転面に垂

直方向の上向きにフラップ角 ( )4 ,3 ,2 ,1=jjβ を定義する．ヒンジはハブの回転中心から e だけオフセットされており，ブレ

ードの重心はヒンジから r だけ外側に位置する．角速度 { }TΩ− ,0 ,0 で回転する機体回転座標系 FRFRFRF ZYXO −−− でのハ

ブ位置 hp およびブレード位置 ( )4,3,2,1=jbjp はつぎのように記述される． 
( ) ( )
( ) ( )

( )4 ,3 ,2 ,1      

sin

2
sincos

2
coscos

  

0

2
sin

2
cos

0
sincos

cossin

21

21

=





























−







 +







 +−

+











































−

+=
















Ω+Ω−
Ω+Ω

=

jj

j

rj

j

e

txtx
txtx

j

jj

jj

hbj

h

b

πζb

πζb

π

π

ππ

π

                     (2-1)  

支持系反力，空気力，減衰を想定するが，重力は無視する．支持反力 ix xk は左辺のベクトル b に含め，空気力 Af と減衰 Df
を右辺におき，運動方程式を導出する． 

DA ffbxM −=+                                                       (2-2)  
ここで， 

{ }Txx 4321432121  , , , , , , , , , ββββζζζζ=x                                            (2-3)  

であり，行列 M の非零要素とベクトル b の要素は以下のようになる ( )4 ,3 ,2 ,1,2 ,1 == ji ． 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

{ ( ) }
( ){ }jjjjbj

jjjjjbj

jjjjjjj

j
jjjbixi
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jjbji
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πζb

b
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2
sinsin2 

2
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2
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)(
2
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)(
2
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4

22
6

2
2

2

4

1

2
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6,

2,,2

2,

2
6,6

22
2,2

,

Ω++Ω=

+Ω−Ω=










 +++Ω+Ω+






 +++Ω+Ω−











 +++Ω−+=

=







 +++Ω−=

=







 +++Ω−=

=

=

+=

+

+

=

++

+

++

+

++

++

∑









         (2-4)  

右辺の Df は，次式に示すハブ運動に関する構造減衰，ブレード・ラグ運動に対するラグ・ダンパーの減衰とし，フラップ

運動については減衰を考慮しない．空気力 Af は 3 章で述べる． 
xDf DD =                                                         (2-5)  

減衰行列の DD の非零要素は以下のようになる． 

( )
( )4 ,3 ,2 ,1  

2 ,1   

2,2

,

==

==

++ jdD

idD

jDj

xiiD

ζ
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2.3 構造振動モード解析 

式(2-2)の基本的な特性を把握するために，空気力と減衰を無視して，構造振動系の固有モード解析を行う． 

　iiiiii ζζζβββ ≅≅≅≅ sin,1cos,sin,1cos  

と近似して，変数どうしの積を省略すると，線形化方程式が得られる． 

0000 =++ xKxDxM                                                          (2-6)  

係数行列の非零要素は以下のようになる ( )4 ,3 ,2 ,1 ,2 ,1 == ji ． 

( )

( )

( )

( )





 ++ΩΩ=

Ω+=

Ω=

=







 ++ΩΩ−=







 ++Ω−==

==

+=

+

++

++

+

++
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jitrmK

errmK
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jitrmD

jitrmMM

rmMM

mmM

bji

bjj

bjj

xii

bji

bijji

bjjjj

bhii

2
sin

2
cos2

)
2

sin

4

2
2,0

2
6,60

2
2,20

0

2,0

,202,0

2
6,602,20

0

π

π

π

                                        (2-7)  

式(2-7)の係数行列は周期的に変化するので，これを定数行列とするために，つぎの変数変換を行う． 

{ } x
I

U
I

xUy















′=′=′′′′=′

4

2

4321432121  , , , ,, , , , , ζββββζζζζ Txx                                (2-8)  

2I と 4I は2×2および4×4の単位行列， ζU′ は式(2-9)で表される回転座標系から固定座標系への変換行列であり， T
ζζ UU ′=′−1

を満たす． 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 


















ΩΩ
ΩΩ−
ΩΩ

Ω−Ω

=′

tt
tt
tt

tt

sin00cos
0sincos0
0cossin0

cos00sin

ζU                                       (2-9)  

この変換により，機体座標系での右側が 1ζ ′，前方が 2ζ ′，左側が 3ζ ′，後方が 4ζ ′となる． 
式(2-9)の変数変換は時間項を含むので， x と y′の時間微分は以下のように関係付けられる． 

yUyUyUxyUyUxyUx  ′′+′′+′′=′′+′′=′′= TTTTTT 2    ,    ,                 

 式(2-6)はつぎのように変換され，係数行列は定数となる． 

TTT

TT

T

UMUUDUUKUK

UMUUDUD

UMUM

yKyDyM

′′+′′+′′=′′
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





0000
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00

000

         

2         

         

0

                                      (2-10)  

行列 000 ,, KDM ′′′′′′ の非零要素は以下である ( )4 ,3 ,2 ,1,2 ,1 == ji ． 
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( )
( ) 2
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式(2-10)からフラップ系は，次式のように分離される． 
( ) ( )4 ,3 ,2 ,1022 ==Ω++ jerrmrm jbjb 　　　bb                                (2-11)  

上式から，フラップの固有振動数は次式となり，ロータ回転周波数に比例する． 

( )01 ,9 ,8 ,7     =
+

Ω= i
r

er
iω                                  (2-12)  

式(2-10)について，表2-1に示す物性条件でモード解析を実施し，固有振動数を求めた結果を図2-2に示す．ロータ回転周波

数がSH-60Kのロータ回転周波数4.3[Hz]時にワールモード固有振動数が10.5[Hz]1)となるようにハブの支持剛性を設定した．  

 

表2-1 物性条件 

ブレード質量 bm  150[kg] 
ハブ質量 bm  400[kg] 
ハブ中心－ヒンジ間距離 e  0.4[m] 
ヒンジ－ブレード重心間距離 r  2.6[m] 
ハブ支持剛性 xk  3650000[N/m] 
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振
動
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z]

ロータ回転周波数 Ω [Hz]

ワールω1

ワールω2

地上共振ω3

地上共振ω4

シザーω5

シザーω6

フラップωj(j=7,8,9,10)

 

図2-2 固有振動数 

 

フラップ系以外のモード形状を図2-3に示す．図2-3のロータ回転周波数はSH-60Kのロータ回転周波数4.3[Hz]であり，全

てのモードについてラグ角の大きさを一致させてモード形状を示している．6つのモードのうち，4つではハブが動くが，

残りの2つではハブが動かずブレードだけが動く． 
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順回転ワールモード（ω=15.2[Hz]，アドバンシング・ラグ） 
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1x
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基準ラグ角

回転系
(xi：i=1,2)
(ζj : j=1,2,3,4)

1/4周期
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逆回転ワールモード（ω=10.5[Hz]，レグレッシブ・ラグ） 

 

図 2-3 モード形状(1/3) 
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地上共振モード（ω=4.89[Hz]，順回転，アドバンシング・ラグ） 
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回転系
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拡大図：

他のモードとラグ角を合わせて表
示しているため，ハブの動きは小さ
くなっているが，ハブは動いている．
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1/8周期

ロータの
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地上共振モード（ω=2.67[Hz]，順回転，アドバンシング・ラグ） 

図 2-3 モード形状(2/3) 
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シザーモード（ω=5.99[Hz]） 
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シザーモード（ω=2.61[Hz]） 

 

図 2-3 モード形状(3/3) 
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固有振動数4.89[Hz]と2.67[Hz]のモードは，図1-20と同じ動きとなっているので地上共振モードであり，ロータ回転周波

数0では，固有振動数も0となる．固有振動数が10.5[Hz]と15.2[Hz]のモードは，ロータ回転周波数0での固有振動数はある

値を持ち，支持系剛性に対応したモードである点で，プロペラのワール・フラッタと同じなので，ワールモードと呼ぶ．

このうち10.5[Hz]のモードが，SH-60Kのトランスミッションピッチモードに対応する．ハブが動かないモードは，ブレー

ドがはさみのような動きとなっているのでシザーモードと呼ぶ． 
図2-3ではワールモードは，図紙面上にて反時計回りであるロータ回転方向とハブのワール運動の方向が同じ回転方向で

ある場合を順回転，もう一方が逆回転となっており，プロペラのワール・フラッタと同じ特徴を有する． 
ハブが動かないモードでは，対角ブレードの動きは同相となっており，4本のブレードの重心位置は常にハブ位置にある．

これに対し，ハブが動くモードでは，対角ブレードの動きは逆相となっており，4本のブレードの重心位置はハブ位置から

ずれる．この重心位置のずれが，ハブの運動を誘起していると考えられる．ワールモードと地上共振モードの違いは，ワ

ールモードでは，ハブ位置から見てブレード4本の重心位置とハブ中立位置が同じ方向であるのに対し，地上共振モードで

はハブ位置から見てブレード4本の重心位置とハブ中立位置が逆方向になっている． 
ハブが動くワールモード，地上共振モードでは，対角ブレードが逆相になるが，この際に 31,ζζ ′′ の組と 42 ,ζζ ′′ の組の位相

差は90度である．逆相となる 31,ζζ ′′ のうち， 1ζ ′が正の最大で 3ζ ′が負の最大の場合， 42 ,ζζ ′′ は0であるが，当該モードの1/4
周期進んだ状態では 31,ζζ ′′ が0となり 42 ,ζζ ′′ が正か負の最大値になるが， 2ζ ′が正となるか， 4ζ ′が正となるかの区別がある．

この違いを，伝播方向が 4321 ζζζζ ′→′→′→′ とロータの回転方向と同じ場合をアドバンシングと呼び， 1234 ζζζζ ′→′→′→′ の

場合をレグレッシブと呼んでいる51)．シザーモードでは，常に 31,ζζ ′′ は同一， 42 ,ζζ ′′ も同一なので，この違いを見分けらな

い（ただし，アドバンシングかレグレッシブかは，回転系と固定系で，異なる場合がある）． 
以上から，ラグ角については，対角ブレードの和と差になるよう変換行列を次のように変更する． 
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これにより， 
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式(2-10)は，つぎとなる． 
0000 =′+′+′ yKyDyM                                                           (2-15)  
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行列 000 ,, KDM ′′′ の非零要素は以下であり，以下のような定数となる． 
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これにより，式(2-11)のフラップ系以外に，{ }Txx 2121  , , , xx の4変数による式(2-16)と，{ }T43  ,ξξ の2変数による式(2-17)に分離

される．本研究では，式(2-16)で表される系をハブ・ラグ連成系，式(2-17)で表される系をラグ独立系と呼び，ラグ独立系

はハブが動かないモードに対応する．  
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なお， 

( ) ( )errmmerrmmrmmrmmmmm bbbbbh +=−===+= 54
2

321    , ,   ,2   ,4      

である． 

さらに，複素変数を導入し式(2-16), (2-17)の次元を下げることを考える．図2-3に示すモード形状から， 1x と 2x の位相

差は90度となり，ハブの動きはワール運動となっているところ， { }311 ,, ζζ ′′x すなわち { }311 ,, ξξξ は互いに同相か逆相，同様

に { }422 ,, ζζ ′′x すなわち { }422 ,, ξξξ も互いに同相か逆相であるから，{ }311 ,, ξξξ と { }422 ,, ξξξ は±90度位相がずれていることに

なる．これに対応するように， { }311 ,, ξξξ を実部， { }422 ,, ξξξ を虚部とする以下の複素変数と解の候補を導入する．ハブ位

置 { }21, xx は，図2-1に示すロータの回転方向がz軸について逆まわりとなっているので， 21 xx i+ ではなく 21 xx i− とすること

で，解の候補 tez ωi
0 について，ハブのワール運動の向きがロータ回転の方向と一致するときに 0>ω となるようにする．な

お， i は虚数単位を表す． 
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このとき式(2-16), (2-17)はつぎのように変換される． 
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式(2-19)に式(2-18)の右辺第二項を代入すると次式が得られる． 
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                                 (2-20)  

ハブ・ラグ連成系の特性方程式は以下のように得られ， 

( )( ) 02 42
2

2
43

2
3

2
1 =−Ω+Ω−− ωωωω mmmmkm x                                     (2-21)  

ラグ独立系の特性方程式は以下のように得られる． 

  02 2
43

2
3 =Ω+Ω+ mmm ωω                                                    (2-22)  

ラグ独立系の固有振動数はつぎのように表される． 

   










±−Ω=

r
e1ω    

ハブ・ラグ連成系について 0=Ω とすると， 

( )( )
bh

x
x mm

kmkmmm
2

 ,0     02
3

22
231 +

±=⇒=−− ωωω                                              (2-23)  

となり，固有振動数は0と，ハブ支持剛性で決まる値とになる．前者が地上共振モードであり，後者がワールモードである．

ワールモードが非回転時に支持系の弾性変形モードに対応する点は，プロペラのワール・フラッタと同じである． 
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2.4 地上共振 

地上共振モードの固有振動数が一致する(すなわち図2-2で 43 ωω = を満たす)ロータ回転周波数において，同モードは不安

定化することが知られている41,49)．不安定現象の発生は後述するように式(2-21)の解が共役複素数になっていることに相当

する．式(2-21)はω に関する4次方程式であることに着目し，4次式の判別式を用いて不安定化条件を導出する． 

4次方程式 001
2

2
3

3
4 =++++ pppp λλλλ の判別式は 
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  (2-24) 

 
で与えられる52)．式(2-24)に式(2-21)の係数を代入し，式の整理をすると判別式はつぎのようにΩに関する8次式になる． 
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( ) 0=ΩD となるとき式(2-21)はω に関して重解をもつ．Ωが ( ) 0=ΩD の前後で変化し，式(2-21)がω に関して共役複素解を

もつとすると，虚部が負となる解において te ωi は正の実部を有するので対応するモードは不安定となる．このときω の実

部は等しいので固有振動数が一致するモードが不安定になる．これが地上共振モードの不安定である．なお，回転体一般

の運動について，回転軸が偏平している場合や，回転体が軸対称ではない場合には，固有振動数が一致するときに不安定

化することが知られている4)． 
0=Ω において ( ) 00 0 >= dD であり式(2-21)は4実解をもつが， ( )ΩD がΩの増加にしたがって符号を変える場合には， 

( ) 0<ΩD となるΩにおいて地上共振が発生するとみなすことができる．一方， re << において， ,0 , , 048 >ddd  0 , 26 <dd と

なるので，この場合には ( ) 0=ΩD は 2Ω に関する正の解を2個もつと考えられ，これらは低ロータ回転周波数側で

20
2 dd−=Ω ，高ロータ回転周波数側で 86

2 dd−=Ω と近似できる．この解を re の1次までで展開すると，地上共振モード

が不安定化するロータ回転周波数Ωはつぎのように近似される． 
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mmk
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表2-1の物性条件から地上共振が発生するロータ回転周波数の範囲を求めて図2-4に示す．この図では，式(2-21)においてω
が共役複素解をもち地上共振モードが不安定化するロータ回転周波数の範囲（数値解）と，式(2-26)により近似的に求まる

ロータ回転周波数の範囲（近似解）をあわせて示す．図2-4より式(2-26)はよい近似を与えることがわかる． 
なお，図2-2の例では， 8[Hz]から26[Hz]のロータ回転周波数において地上共振モードが不安定化しており，SH-60Kのロ

ータ回転周波数4.3[Hz]よりも高い領域となっている．実際に地上共振が問題になるのは，通常のロータ回転周波数より低

いロータ回転周波数であることが知られており15)，一見すると矛盾するように思われる．この食い違いは，地上共振モー

ドの不安定化状況の違いに起因しており，一般的に知られている地上共振では支持系に降着装置も含めた機体全体を含め

る必要がある．したがって，本研究では支持系にトランスミッション部分のみを想定しているが，支持系を機体全体に置

き換え，ブレードを除く機体全体を質点とみなした重量を hm にとり，脚も含む地面に対する機体質点の支持剛性を xk に

とることにより，本節の解析結果をいわゆる地上共振の解析に適用可能となる．  
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図2-4 地上共振モードが不安定化するロータ回転周波数Ωの範囲 

 

2.5 まとめ 

4枚ブレードのヘリコプタ・ロータについて，トランスミッション部などに対応するロータ支持系を含む10自由度の運動

方程式を導出した．空気力を考慮しない場合，この運動方程式はハブ運動とブレードのラグ運動から構成される系と，ブ

レードのフラップ運動の系に分離される．前者については，ブレードのラグ角について，対角どうしの和と差に変数を取

り直すことにより，ラグの対角差に関する系はハブ運動から独立となる．ハブ運動と連成するのはブレード・ラグ角の対

角和であり，この系は4自由度となる．このハブ・ラグ連成系の4つのモードは，いずれもハブがワール運動するが，ロー

タ回転周波数が0の時に固有振動数が0となる2つのモードと，ロータ回転周波数が0の時に支持系の剛性により決まる0では

ない固有振動数を持つ2つのモードに分かれる．前者が地上共振のモードであり，後者がSH-60Kのトランスミッションピ

ッチモードに対応し，プロペラ・ナセル・ワール・フラッタと類似のモードである．本研究では，以降，SH-60Kの場合に

ついても，トランスミッションピッチモードではなくワールモードと呼ぶことにする． 
ハブ・ラグ連成系の特性方程式は4次式で表され，固有振動数が一致する場合に不安定化することが，特性方程式から導

かれる．これが地上共振の不安定である．これに対し，ワールモードは空気力なしの条件下では，不安定化することはな

く中立である． 
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3. 前進飛行時のヘリコプタ・ロータのワール不安定 

3.1 はじめに 

前進飛行時のSH-60Kのワールモード（トランスミッションピッチモード）の不安定化事例1)や，AH-64に関するワール

不安定報告2)は，いずれも空気力を含む数値計算により，実機の不安定現象を再現したとしているが，その数値計算の方法

について具体的な記述はない．第2章では，空気力の作用がない条件では，ワールモードは不安定化することはないことを

示した．したがって，SH-60KやAH-64に関するワール不安定は，いずれも空気力の寄与によりワールモードが不安定化し

たものだと考えられる． 
本章では，前章にて空気力なしの条件でモード解析に用いた運動方程式に対して，SH-60Kの前進飛行を想定した空気力

項を付加することで数値計算を行い，SH-60Kのワールモード（トランスミッションピッチモード）の不安定化の再現を試

みる．不安定現象を再現できた場合は，SH-60Kの振動発生状況との比較を行う．空気力の計算方法は，SH-60Kと同系列

機であるUH-60Aの飛行特性計算手法に関する文献53)を参考にしつつ，UH-60AとSH-60Kの違いを反映する．ヘリコプタが

前進飛行時，ブレード運動はロータ回転に応じた周期的な運動となるので，その周期的な釣り合い状態からの変動を想定

し安定性をFloquetの定理により評価する．  
 

3.2 ブレード空気力モデル 

ヘリコプタは，経路角0，飛行速度V で定常飛行しているとし，機体に加わる抗力 hD に釣り合う水平方向成分のロータ

空気力を発生させるため機体を前傾させ，その迎角 hα は，機体に加わる重力W と抗力 hD と次式の関係にあるとする．  

hD
h

h SCV
WW

D 2
2
1tan ρa −=−=                                                                (3-1)  

ρ は空気密度， DC はヘリコプタ機体の抗力係数で， hS はその基準面積である． 
 

の正負は，飛行速
度の機体座標系ZF成
分が正のとき正．
本図では 負

飛行速度V
抗力Ｄｈ

重力W

hα−

hα

hα

OF-XF-YF-ZF：機体座標系
 

図3-1 前進飛行 

 

運動方程式(2-2)における空気力 Af は，ハブ空気力 ( )2,1=if iA ，ラグ空気力モーメント ( )4,3,2,12 =+ jf jA ，フラップ空気力

モーメント ( )4,3,2,16 =+ jf jA から構成され，これらはブレードに発生する空気力を源とする．ブレードに発生する空気力は，

分布力であるが，空力代表点に集中的に作用する力としてモデル化する．ブレードのねじり下げも考慮した等価ピッチ角

として75%半径での値が一般的に用いられる15)ので，ブレード質点位置 r とは別に75%半径位置を空力代表点 ar とする． 
 回転ハブ座標系 HRHRHRH ZYXO −−− を HRZ 軸周りに ( )( )21πζ −+− jj に回転させ，その座標系の X 軸周りに jβ− 回転

し， Y 軸を j 番ブレードのスパン方向に一致させ原点をブレードの空力代表点としたブレードスパン座標系

BjBjBjB ZYXO −−− を定義する ( )4,3,2,1=j ． 
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OH-XHF-YHF-ZHF：ハブ非回転座標系
OBj-XBj-YBj-ZBj：ブレードスパン座標系
OBj-XWj-YWj-ZWj：ブレード速度座標系

XHF

jβ

YHF

ZHFjφ

XWj

ZBj

XBj

jtu

jpu

jrujγ

YWj

YBj

ZWj

ブレード速度ベクトル
同上のブレードスパン座標系成分

jθ

( )1
2

−+Ω jt p

jζ

OHOBｊ

 
図3-2 対象とする系と座標系 

 

ブレードスパン座標系でのブレード速度成分 jpjrjt uuu  , , は，次式により表される53)． 
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  (3-2)  

誘導速度 iv を考慮し hV αsin を ih vV −αsin とする15)のが一般的であるが，誘導速度 iv の有無は迎角 hα の違いと同じ作用で

あり，釣り合い状態周りの安定性には影響を与えないので，誘導速度を省略する． 

jγ と jφ を次式のとおり定義する53)． 
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ブレードスパン座標系を WjZ 軸周りに jγ− に回転させ，その座標系のY 軸周りに jφ - 回転させた座標系は， X 軸がブレ

ード速度ベクトルに一致する．この座標系をブレード速度座標系 WjWjWjBj ZYXO −−− とする．ブレード速度座標系でのブ

レード空気力 { } ( )4 ,3 ,2 ,1 ,0 , =−− jld T
jj は，次式により求められる．  
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ρ は空気密度， jdjl cc  , は空力代表点 ar での空力係数， bS はブレード翼面積である． 
空力係数 jdjl cc  , は，後述する方法で作成した迎角ごとの数表から，ブレード迎角 ( )4 ,3 ,2 ,1=jjα に一致する係数を読み

取る．ブレード迎角 jα は次式により求められる53)．  

j
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jtjjt
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uu
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uu
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θ
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22

+
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jθ は，次節で述べるブレード・ピッチ角である． 
迎角ごとの空力係数表を作成する方法は以下のとおりである． SC1095翼型について，迎角±180度，翼素マッハ数0.3

～1.0の範囲の揚力・抗力の係数表が公開されている53)．このSC1095係数表に対し，図3-3に示すSH-60K翼型とSC1095の違

いを反映し，SH-60K翼型の係数表を推定する． 
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SH-60K翼型 SC1095

 
図3-3 SC1095とSH-60K翼型の違い3) 

 
図3-3からSH-60K翼型はSC1095に比べキャンバーが大きくなっている．キャンバーは，正の失速迎角を大きくして最大

揚力を増やし，負の失速迎角を小さくする効果があるので，迎角－抗力係数の関係を迎角-16～+14度の範囲で抗力係数は

そのままで迎角の正方向に2度平行移動させ，迎角－揚力係数の関係は，迎角-10～+12度の範囲で揚力係数を0.2増やす．

以上により，SH-60K翼型の翼素マッハ数，迎角ごとの空力係数とする．図3-4にマッハ数0.6でのSC1095とSH-60K翼型推定

の比較を示す． 
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図3-4 空力係数（M=0.6でのSC1095とSH-60K推定比較） 

 

ヘリコプタ・ブレードは，翼根に比べて翼端のピッチ角が小さくなる「ねじり下げ」を有しているので，空力代表点に

おける空力係数にはスパン方向のねじり下げの効果を反映させる．空力代表点がある迎角 jα となっているとき，ねじり下

げにより翼根側では空力代表点よりも迎角が大きく，翼端側では迎角が小さくなっているので，翼根から翼端にかけての

迎角変化に対応した空力係数の和をとり，その平均を空力代表点の空力係数とする．和を取る際に，元の係数表は翼素マ

ッハ数ごとに表されているので，翼素マッハ数ごとの和とし，翼根と翼端では回転速度による動圧が違うのでその違いを

表す重みを含め次式とする．  
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上式で， M を翼素マッハ数とし， Mr はホバリング時に翼素マッハ数 M となるブレード半径位置， Mθ は Mr でのブレード

ねじり角， Mw は動圧比による重みである．代表空力係数算出に用いた諸量を表3-1にまとめる． 

推定したSH-60K代表空力係数をSC1095翼型と比較して図3-5に示す．図3-5に示されていない迎角範囲は，失速領域とな

るのでSC1095とSH-60K翼型の差は無視しうるとして，SC1095数表53)を用いることにする． 
 

表3-1 代表空力係数算出に用いる諸量（ [Hz] 3.4=Ω m][2.8=R ） 

翼素マッハ数 M  半径 Mr  重み Mw  ねじり角 Mθ
3) [deg] 

0.2 31% 4% 7.84 
0.3 47% 10% 5.00 
0.4 63% 18% 2.17 
0.5 79% 28% -0.66 
0.6 94% 40% -3.49 
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図3-5 SH-60K代表空力係数 

 

ブレードスパン座標系での空気力
jbf は，次式のようになる53).
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機体座標系のハブ空気力 ( )2,1=if iA は，次式のようになる． 
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機体座標系 FZ 方向のハブ空気力 zAf は次式のようになる． 

{ }    cos ,sin ,0
4

1
∑
=

−=
j

jbjjzAf fbb                                                                 (3-7)  

ラグ空気力モーメント ( )4 ,3 ,2 ,1 2 =+ jf jA ，フラップ空気力モーメント ( )4 ,3 ,2 ,1 6 =+ jf jA は，
jbf のラグ角方向およびフラッ

プ角方向成分に対し，モーメント長 ar を乗じてつぎのように求められる． 
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3.3 ハブ運動によるブレード・ピッチ角変化  

一般的なヘリコプタ・ロータでは，ブレードのピッチ角を偏角させるスウォッシュ・プレート機構とハブの幾何学的関

係から，ハブがピッチ，ロール運動するとブレードのピッチ角が変動する効果がある．この効果をSilverthorn2)を参考に次

式で表す． 
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ππθθ                               (3-9)  

0θ はコレクティブピッチ角， 11  , BA はサイクリックピッチ角， PLe はブレードのピッチ角変化軸のハブ回転中心からのオフ

セット量， xl はハブのピッチ／ロール運動の基準長である．  
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3.4 ワール不安定現象のシミュレーション 

3.4.1 釣り合い状態  
ヘリコプタの定常前進飛行時，式(3-2)で表されるブレード速度のうちヘリコプタの飛行速度Vに関わる成分は，ブレード

の方位角に依存し，ロータ回転周期と同じ周期性を有するので，ロータ・ブレードの運動はロータ1回転で元に戻る15)．シ

ミュレーションを初期値 sx から開始し，ロータ1回転後の値を終端値 ex とすると，初期値 sx と終端値 ex が一致するだけ

なく，初期値 sx と終端値 ex の連続性が保たれるよう sx と ex が一致する必要がある．この条件が成り立つと，式(2-2)の運

動方程式で表される系においては，そのふるまいが周期的になり定常状態が実現される．  
ロータ1回転で元に戻る定常状態において，{ }TzAAA fff  , , 21 についてロータ１回転の周期 Ω= π2T で平均をとったロータ

3分力 { }T
ZFYFXF FFF  , , を次式のように定義する．  

∫∫∫ ===
T

zAZF

T

AYF

T

AXF dtf
T

Fdtf
T

Fdtf
T

F
00 20 1

1   ,1  ,1                                               (3-10)  

定常飛行状態においてヘリコプタに加わる重力W と抗力 22
hDSCVρ に釣り合う力をロータが発生するようロータ操縦

入力 { }TAB 110  , ,θ を設定する必要がある．この釣り合い時のロータ3分力を { }TZFYFXF FFF ˆ ,ˆ ,ˆ と表し，機体は左右対称で横滑

りしていないとすると， { }TZFYFXF FFF ˆ ,ˆ ,ˆ は式(3-1)から次式のようになる． 
2

22

2
1ˆ  ,0ˆˆ 






+−=== hDZFYFXF SCVWFFF ρ                                                    (3-11)  

 上記のように，釣り合い状態として，状態 { }Txx  , がロータ1回転で元に戻るとともに，ロータ3分力 { }T
ZFYFXF FFF  , , が釣

り合い状態での値 { }TZFYFXF FFF ˆ ,ˆ ,ˆ に等しくなる条件を求める必要がある． 
振動問題一般において定常振動解（周期解）を得るための初期値を計算する方法として，ねらいうち法(shooting method)

があり，系が不安定な場合についても繰り返し計算により初期値を求めることが可能である54)．ヘリコプタのトリム飛行

についても同様な事例55)がある．これらを参考に， { }Txxz  ,= について， es zz = を満足する sz を繰り返し計算により求める．

初期値の k 回目の推定値を ( )k
sz として， k 回目の推定の段階では1回転後の値（終端値） ( )k

ez との一致が得られておらず周

期解になっていないとする．初期値の k 回目の推定値ベクトルを ( ) ( ) ( )k
s

k
s

k
s zzz δ+=+1 と修正した結果得られる終端値ベクト

ルを ( ) ( ) ( )k
e

k
e

k
e zzz δ+=+1 とし，次式のように k 回目の推定値近傍で１次近似する． 
( ) ( ) ( )k

s
kk

e zΦz δδ =                                                                            (3-12)  
( )kΦ の ( )ji, 成分は次式により数値的に求める． 
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( )siez z は初期値 sz から式(2-2)の積分により計算される終端値 ez の第 i 成分で， jzδ は j 番目が 0∆ でそれ以外はゼロのベ

クトルである． k 回目の推定値の段階での初期値 ( )k
sz と終端値 ( )k

ez との残差を ( )k
pε とし， ( )k

sz を szδ により修正することで

( )1+k 回目の推定値では初期値と終端値を一致させることを考える． 
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上式による ( )k
szδ が， k 回目の推定から ( )1+k 回目の推定への初期値の修正量となる．行列 ( )kΦ は初期値条件 ( )k

sz に依存し

ているため ( )1+k 回目の推定値で初期値と終端値の一致は必ずしも得られないが， ( ) 0≅k
pε と見なせる時点まで繰り返し計

算を行う．式(3-13)により ( )k
ijΦ を計算する際の 0∆ は対応する変数の初期値と終端値の残差 ( ) ( ) ( ) ( )k

js
k
je

k
jp

k
j

zz −==∆ ε0 を用い，収

束判定は， ( )kz のj番目の要素を ( )k
jz と表したとき，1回転中の最大値 ( )( )k

jzmax と最小値 ( )( )k
jzmin の差分に対する比率が

0.0001以下とした． 
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初期値 ( )k
sz が真値から離れていると，繰り返し計算が収束しない場合があるので，収束判定の比率が0.5以上のときは修正



 
34  

量を半分の ( ) ( )[ ] ( )k
p

kk
s εΦIz

1
5.0

−
−=δ とすることで，繰り返し計算を収束させるようにした． 

ロータ3分力 { }T
ZFYFXFT FFF  , ,=f が，ヘリコプタの釣り合いを表す式(3-11)の { }TZFYFXFT FFF ˆ ,ˆ ,ˆˆ =f となる操縦入力

{ }T
T AB 110  , ,θ=c も同様な繰り返し計算により求める．操縦入力の k 回目の推定値を ( )k

Tc として， k 回目の推定の段階では
( )

T
k

T ff ˆ= が得られておらずヘリコプタの釣り合い飛行になっていないとする．操縦入力の k 回目の推定値を
( ) ( ) ( )k

T
k

T
k

T ccc δ+=+1 と修正した結果得られるロータトリム3分力を ( ) ( ) ( )k
T

k
T

k
T fff δ+=+1 とし，次式のとおり k 回目の推定値近傍

で１次近似する． 
( ) ( ) ( )k

T
kk

T cΨf δδ =                                                                         (3-14)  
( )kΨ の ( )ji, 成分は次式により数値的に求める． 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0∆

−+
=

k
T

k
iTj

k
T

k
iTk

ij
cfccf

Ψ
δ

                                                             (3-15)  

( ) ( )( )k
T

k
iT cf は操縦入力 ( )k

Tc から計算されるロータ 3 分力 ( )k
Tf の第 i 成分で， jcδ は j 番目が 0∆ でそれ以外はゼロのベクトルで

ある．k 回目の推定値の段階での ( )k
Tf と Tf̂ の残差を ( )k

Tε とし， ( )k
Tc を ( )k

Tcδ により修正することで TT ff ˆ= を満足する ( )1+k 回

目の推定値を得ることを考える． 
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上式による ( )k
Tcδ が，k 回目の推定から ( )1+k 回目の推定への操縦入力の修正量となる． ( )kΨ はロータ制御入力 ( )k

Tc に依存

しているため ( )1+k 回目の推定値で TT ff ˆ= は必ずしも成り立たないが， ( ) 0≅k
Tε と見なせる時点まで繰り返し計算を行う．

式(3-15)を具体的に計算する際の 0∆ は0.1[deg]を用い，収束判定は ( )k
Tε の絶対値の最大値が10[N]未満とした． ( )k

Tf が真値 Tf̂
から大きく離れている場合は，繰り返し計算が収束しないので，修正量 ( )k

Tcδ の絶対値の最大値が2[deg]を超える場合は，

修正量が2[deg]未満となる処理を行った． 
以上の釣り合い状態を求める計算手順を図3-6に示す． 
 

ロータ制御入力 の見直し

初期値 の見直し

ロータ１回転後の終端値 を初期値 から積分

釣り合い状態
（繰り返し計算終了）

( )110 ,, ABθ

sz

es zz =

トリム３分力 の計算

TT ff ˆ=

Tf

ez sz

Y

N

Y

N

 

図3-6 釣り合い状態の計算手順 

 
表3-2に示す条件にて得られた収束解を図3-7に示す．図3-7から，ハブ運動の周波数成分は Ω4 成分が支配的あり，ブレ

ード運動では Ω1 成分が支配的であることがわかる． 
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図3-7 ロータ周期解（速度90[m/s],揚力100,000[N]） 

 
表3-2 シミュレーション条件 

諸元 値 根拠 
ロータ回転周波数Ω  4.3 [Hz] 栗城1), Howlett53) 
ブレード質量 bm  150[kg] 

ロータ全体で1000[kg]と想定 
ハブ質量 hm  400[kg] 
ハブ支持剛性 xk  3650000[N/m] ]Hz[3.4=Ω 時のワールモード固有振動数が10.5[Hz] 1) 
ヒンジオフセット e  0.4[m] Howlett53) 
ヒンジ－ブレード重心間距離 r  2.6[m]  
ブレード翼面積 bS  3.5 [m2] 栗城1) 
ブレード翼端半径 R  8.2 [m] 栗城1) 
ブレード空力半径 ar  5.75 [m] 翼端半径Rの75%からeを差し引く 
翼弦長 c  0.56 [m] 栗城1) 
機体抗力面積 ( )hD SC  3 [m2] 26[ft2]56) をm2単位で切上げ 
空気密度 ρ  1.0 [kg/m3] 気圧高度 2000[m]と想定 

構造減衰比 ( ) xbhx kmmd 42 +  0.0025  

ラグダンパー減衰比 ( )rermd b Ω2ζ  0.05 Howlett53) 

ピッチ入力係数 ( )PLxele  2[rad/m] Leoni56) から読み取り 

 
3.4.2 線形化モデル  
つぎに，上記のようにして得られた周期解の周りで運動方程式を線形化して周期解の安定性を調べる. x を周期解 px と

そこからの変動 x∆ に分けた上で，変動 x∆ について2次以上の項を省略する． 

{ }T

p

p

xx 4321432121  , , , , , , , , , ββββζζζζ ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆=

−=∆

∆+=

xxx

xxx

                                         (3-16)  

式(2-6)に対し空気力を追加した線形化方程式が以下のように導出される． 

( ) ( ) ( ) fxKKxDDxMM D=D++D++D+ ppp 000                                                  (3-17)  

ここで， ppp KDM  , , は，式(2-2)における変数の積から派生する係数で，例えば次式であれば，下線部に対応する係数であ
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る． px が周期性を有するので， ppp KDM  , , も周期性を有する． 

( ) ( )( ) 11111111111111 xxxxxxxxxxxxxx pppppp  ∆∆+∆+∆+=∆+∆+=  

式(2-2)の右辺も周期解と変動に分け，変動を px 近傍で次式の形に線形化する． DD は式(2-5)で表される減衰行列である． 
xDxKxDf  D−D+D=D DAA                                                                    (3-18)  

時変の空力係数 AA KD  , は，ロータが1回転する間の各時刻 t における ( ) ( )tt AA KD  , を以下の式で求めることにより，ロータ

回転に応じた周期係数項として得られる． 
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δ

                                              (3-19)  

ここで ( ) ( )( )ttf ppjA xx  , は， ( ) ( )( )tt pp xx  , から算出される空気力ベクトルの第 j 成分を指す． ixδ と ixδ は i 番目が 0∆ ，それ

以外はゼロのベクトルである．周期解をもとに Af を求める手順は次の通りである．ロータ 1 回転中のある時刻 t におけ

る周期解 ( ) ( )( )tt pp xx  , から式(3-2)により同時刻のブレード速度 ( ) ( ) ( )tututu jpjrjt  , , を求め，同様に，式(3-9)から ( )tjθ ，式

(3-4)から ( )tjα ，式(3-3)から { }Tjj ld −−  ,0 , を算出し，式(3-6)，(3-8)により Af を求める．  

ppAA KDKD  ,, , を合わせて次式のように部分行列に分け，一部を図3-8に示す．  
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xxxx

PA      ,                                          (3-20)  

図 3-8 から， ( ) ( )tt AA DK  , は， ( )tpx と同様にロータ回転と同じ周期性を有していることがわかる．部分行列ごとに表 3-3
に示すような特徴を有している． 

表3-3 周期空力係数行列 

部分行列 サイズ 特徴 
xxK  2×2 主に Ω4 の周波数成分 

βζβζ xxxx DDKK ,,,  2×4 各行は90度位相差 

xx βζ KK ,  4×2 各列は90度位相差 

ββζββζζζββζββζζζ DDDDKKKK ,,, ,,,,  4×4 対角行列で対角成分は90度位相差 

 

表3-3に示す特徴の現れる理由を整理して表3-4に示す． AD の一部がゼロとなるのは，ピッチ角を表す式(3-9)がハブ変位

ix の関数となっているが，ハブ速度 ix の関数ではないからである． 

 

表3-4 周期空力係数の生起理由 

xxxx ζβ KKK ,,  式(3-9)による ix のピッチ角への影響 

ββζβββζζζζ DDDDDD ,,,,, xx  式(3-2)による jβ と jζ のブレード速度への影響 

ββζβββζζζζ KKKKKK ,,,,, xx  
式(3-2)による jβ と jζ のブレード速度への影響

 

 

以上により，運動方程式は次式のように線形化され，係数行列はロータ回転に応じた周期性を有する． 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )Ttt

Ttt

Ttt
ttt

sAps
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sss

+=−+=

+=−++=

+=+=
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KKKKK

DDDDDD

MMMM
xKxDxM

0

0

0

      

      

      
0

                                                    (3-21)  
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3.4.3 Floquetの定理57)による安定判別  

初期値を ]m[001.01 =∆x ，それ以外はゼロとして行った非線形モデル(式(2-2))と線形化モデル(式(3-21))のシミュレーシ

ョン結果を図3-9および図3-10に示す． 
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図3-9 時系列計算結果（速度90[m/s],揚力100,000[N],構造減衰比0） 
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図3-10 ハブ運動計算結果（速度90[m/s],揚力100,000[N],構造減衰比0） 
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ハブ位置 ( )2,1=∆ ixi は，図3-9から約10[Hz]の周期で発散傾向を示しており，その周波数はロータ回転に対し逆回転のワ

ールモードの固有振動数にほぼ一致している．ラグ角 ( )4 ,3 ,2 ,1=∆ jjζ については，対角に位置するブレードの 1ζ∆ と 3ζ∆
はほぼ同じ動きを示しており， 2ζ∆ と 4ζ∆ も同様である．図3-10からも，ハブの動きは時計回りの回転運動となっており，

ロータ回転と逆回転のワール運動となっていることがわかる． 
このワールモードの不安定現象をFloquetの定理を使って評価する．式(3-21)は次のように書き直すことができる．係数行

列は周期性である． 
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ssss
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                                                (3-22)  

このような周期性を有する線形系の安定性は，時刻 t と時刻 ( )Tt + の変数ベクトルを結びつけるモノドロミー行列の固有

値により安定判別を行うことができる57)．このモノドロミー行列は，周期解を求める際に用いた式(3-13)のΦと等しい．モ

ノドロミー行列Φの固有値を ( )20 , 2, ,1 =kkλ とした場合，ある k に対して 1>kλ なら不安定，すべての k に対して 1<kλ
なら安定と評価できる57)． 
 
3.4.4 安定判別結果  

飛行速度によるモノドロミー行列Φの絶対値が最大となる固有値 kλ の変化を図3-11に示す．式(3-9)に示すハブ運動によ

るブレード・ピッチ角変動ありの場合は，飛行速度の増加に伴い不安定化する一方，ハブ運動によるブレード・ピッチ角

変動がない ( ) 0=xPLlee の場合は，速度によらず安定となっている．ピッチ角変動なしの場合は，表3-4に示される  ,xxK  

βζ xx KK  , がゼロとなるので，ピッチ角変動ありの場合に系が不安定化するのは βζ xxxx KKK  , , の影響と考えられる． 
 モノドロミー行列Φの固有値 kλ の実部と虚部の動きを図3-12に示す．図3-12の固有値（特性乗数）の分布から，不安

定なモードはロータ1回転周期で観測すると振動的になりながら徐々に発散するものと推察される． 
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図3-11 ピッチ角変動の効果（揚力100,000[N],構造減衰比0.0025） 
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図3-12 特性乗数の動き（揚力100,000[N],構造減衰比0.0025） 
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モノドロミー行列Φによる安定判別の結果として，不安定化現象の発生領域を求めた結果を図3-13に示す．図3-13の横

軸のアドバンス比 µ は飛行速度に対応し，縦軸の σLC は翼面荷重であり，次式に示されるようにロータ揚力（機体重量）

に対応する．なお， ( )22 RRLCL Ω= ρπ は揚力係数， Rc πσ 4= はソリディティと呼ばれるロータ面積に占めるブレード面

積の比率である15)． 

( ) c
R

RR
LC

R
V L

4
   , 22

π
ρπσ

µ
Ω

=
Ω

=                                                                    (3-23)  

図3-13の数値計算ラインは，以下の手順により計算した．モノドロミー行列Φの絶対値が最大となる固有値 maxλ を，構

造減衰比 ( ) xbhx kmmd 42 + ，アドバンス比 µ ，ロータ翼面荷重 σLC により最小2乗近似する． 

( )
2

20max
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λλλλ mm ++
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

+

+
+= L

L
nh

x
d

C
mm

d
                                        (3-24)  

これから， maxλ̂ が1となるロータ翼面荷重を，アドバンス比 µ ごとに算出した． 
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図3-13 ワール不安定現象の発生領域（構造減衰比0.0025） 

 

図3-13に示すように，数値計算結果は分布するSH-60K実機飛行試験での振動発生点1)のほぼ真ん中を通っており，定性的

な傾向は実機飛行試験結果に合っている． 
 

3.5 まとめ 

SH-60Kを想定した前進飛行時のブレード空気力を算出し，2章の結果得られた運動方程式に付加し，前進飛行の数値計

算を行った．ヘリコプタが前進飛行時，ブレードの運動はロータ回転周波数に応じた周期的な運動となるので，その周期

解周りの変動について線形化運動方程式を導出した．この線形化運動方程式の空力係数はロータ回転に伴う周期性を有す

る．AH-64のワール不安定検討事例を参考に，ロータ・ハブの運動によりブレード・ピッチ角の変動が発生するモデルを

採用した．周期係数を有する系の安定性評価としてFloquetの定理を適用した結果，特定の速度以上にて，逆回転のワール

モードが不安定化する結果が得られた．さらに，飛行条件を変化させて不安定化する条件を探ったところ，SH-60K実機で

の振動発生条件とほぼ一致する結果が得られた． 
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4. ヘリコプタ・ロータのワール不安定に関するパラメータ共振解析 

4.1 はじめに 

トランスミッションピッチモードとされるSH-60Kの不安定モードは，式(2-23)で示されるようにプロペラのワール・フ

ラッタと同様なモードである．3章では，SH-60Kの前進飛行を模擬した数値計算の結果，特定の速度以上にてこのワール

モードが不安定化することが確かめられ，数値計算にて不安定化する条件はSH-60K実機での振動発生条件とほぼ同じ条件

であった．一方，2章の空気力なしでのモード解析の結果からは，地上共振モードは2つのモードの固有振動数が一致する

条件では不安定化するのに対し，ワールモードは中立であり，不安定化する理由は見当たらない．以上から，SH-60Kのト

ランスミッションピッチモードの不安定化は，空気力の影響によりワールモードが不安定化したものだと考えられる． 
本章では，空気力によりワールモードが不安定化した理由を検討する．2章でモード解析に用いた空気力なしでの定係数

の線形運動方程式の一般解は，固有モードの重ね合わせにより表現される．この一般解の係数が，空気力の付与により時

間の関数となるとして定数変化法を適用する．3章の数値計算に用いた空気力を，2章の定係数の運動方程式に整合するよ

う変換し右辺に付加し，解の係数に関する微分方程式を導出する．この線形時不変微分方程式の係数行列の固有値から，

安定性を評価する．  
 

4.2 空気力を介した不安定現象 

4.2.1 定数変化法  
2章に示したように，空気力なしの場合については，式(2-13), (2-14)により変数変換することで定係数の運動方程式(2-15)

を導出することが可能である．この運動方程式の一般解は，式(2-11), (2-19)から，固有モードの重ね合わせによりつぎのよ

うに表すことができる． 2121  , , , ξξxx の係数に現れる ( )2
1

2
2 , ixi mkm ωω − は， 式(2-19)の第1式から，固有モードにおける

( )21 xxz i−= と ( )211 ξξη i+= の大きさの比を表している． 
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                                               (4-1)  

空気力により式(4-1)で示される解の係数が時間変化するとみなす定数変化法を適用する．空気力込みの運動方程式は，

式(3-17), (3-18)に示されるように周期解周りの変動 x∆ についての線形化運動方程式となっているので， 変動 x∆ を式(2-13), 
(2-14)により変換し y∆ とする． 

  { }Txx 4321432121  , , , , , , , , , ββββxxxx ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆=∆=∆ xUy  

これにより，式(3-17), (3-18)は次式となる． 

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ] yKUUMUDDUUKKUyDUUMUDDU

yKyDyUUMMIM

D′−−−+−+D′−−−=

D′+D′+D′+′ −

   2          

 00
1

00

D
T

p
T

pA
T

pAD
T

p
T

pA

T
p




             (4-2)  

行列 000 ,, KDM ′′′ は式(2-15)と同じであり定数である． DK′ は，次式に示されるように減衰行列 DD （式(2-5)）に起因す

る剛性行列である． 
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  T
DDD

T
DD UUDKDUUDD     , =′==′  

T
PUUMM 1

0
−′ の最大固有値は1より小さいので，つぎの近似が成り立つ58)． 

( )[ ] ( ) 1
0

1
00

11
000  −−−− ′′−′≅′+′′ MUUMMIMUUMMIMM T

P
T

P  

式(4-2)に上式を左から乗じて， PM に関する項を右辺に整理すると次式を得る．右辺が0の場合の解は式(4-1)となる．  

( ) ( ) yKKyDDf
fyKyDyM

D′−′+D′−′=′D

′D=D′+D′+D′

  
000

DfDf 


                                             (4-3)  

右辺の ff KD ′′ , は，空気力に関する AA KD  , だけでなく，釣り合い状態 px に関する係数 ppp KDM ,, も含むが，以降まとめ

て空力係数と呼ぶ． 

( )
( ) ( ) 0
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0
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                                     (4-4)  

空気力なしの場合について， y∆ 以外の項を h とし右辺に移項すると次式となる． 
hy =∆                                                                                              (4-5)  

つぎに，空気力の作用を考え，式(4-5)の右辺に空気力 g を追加して次式とする． 

ghy +=∆                                                                                           (4-6)  

空気力 g は，式(4-3)の右辺に対応する空気力 f ′∆ を式(4-5)の形に合わせた次式で表される． 

fMg ′∆′= −1
0                                                   (4-7)  

空気力の追加により，式 (4-1)の係数が時刻 t に依存するとみなし，これらをまとめて c とおき，その第 i成分を

( ),201,2,i =ic と表す． 

{ }TIRIRIRIRIRIRIRIRIRIR cccccccccccccccccccc 1010998877665544332211 ,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,=c  

さらに y∆ の第 i 成分を ( ),101,2,i =iy ，次式で表される u の第 i 成分を ( ),101,2,i =iu と表す． 

    { }Txx 4321432121  , , , , , , , , , ββββxxxx  ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆=∆= yu                                              (4-8)  

これにより uy, ∆ の時間微分は以下のように得られる．
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                                                                     (4-9)  

式(4-6)は以下の連立微分方程式に変換される． 
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                                                               (4-10)  

ii uy  , は空気力が働かない場合の解なので次式が成り立つ． 
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式(4-10)と(4-11)を引き算することで，次式が得られる． 
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上式はつぎのように整理される59)． 

[ ] ( )20 ,,1   
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∂
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=∑∑
==

i
c
yg

dt
dc
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k i

k
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j

j
ji                                                                  (4-12)  

ここで，左辺の [ ]ji cc  , は次式のLagrange の括弧式である． 
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[ ]ji cc  , を ( )ji, 成分とする20×20行列は式(4-12)の左辺の係数行列となっている．この係数行列の逆行列を Γと表記して，そ

の ( )ji, 成分を ji,γ と表すと非零要素は以下のように表される． 
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                                   (4-13)  

ここで， ijN は，4×4行列 L の ( )ji, 成分 ijL を 

( )( )( )[ ]222
2

2
1

2
1 jijxixjiij mmkmkL ωωωωωω +−−+=  

と定義するとき， 1−= LN として定義される行列 N の ( )ji, 成分を表す．  
式(4-3)に示されるように空気力 f ′∆ は yy ∆∆  , の線形関数で表されるので，同様に空気力 g も yy ∆∆  , の線形関数で表され

る．式(4-12)両辺に左から行列 Γをかけると，式(4-12)はつぎのように式変形される． 
 

 
( )cAc t=                                                                                       (4-14)  

式(4-14)は20次の線形連立微分方程式である．式(4-14)を解き，得られた c を式(4-1)に代入することにより，空気力が作

用する状況での運動が解析できる．式(4-14)で表される系が不安定ならば，式(4-1)は発散し，不安定化すると判定できる． 
式(4-14)の係数行列 ( )tA は， Γと空気力 kg と ik cy ∂∂ の積である．空気力 g は，式(3-18)の線形化空気力 f∆ を式(2-13), 

(2-14)により変換した f ′∆ を式(4-7)に代入することで求められる．式(3-18)に示される f∆ を構成する係数は，ロータ回転周

波数とその高調波から構成される．したがって，g を構成する係数も f∆ と同様にロータ回転周波数の整数倍で構成される

はずである．そこで，空気力 kg を，次式のように ii uy , の線形で，その係数は定数項 00 , iuiy gg と Ωn の周波数成分を持つ周

期係数 ( ) ( )inuinuinyiny tngtng φφ +Ω+Ω cos,cos により表現する．  
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上式に基づいて係数行列 ( )tA を導出し， ( )tA の構成要素を ( )20,1; 20,1,  == mna mn とした場合，次式で表される ( )tA の

部分行列， 

( )10,1; 10,1   
2,212,2
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 ==
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
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
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



−

−−− ji
aa

aa

jiji

jiji  

の周波数成分は， ( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω と ji ωω ± から構成される． ( )tA の時変項のうち， ( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω や

ji ωω ± がある程度の大きさをもてば一周期にわたる平均は0となるが， ( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω や ji ωω ± が0に近ければ平

均が0とならず，安定性に影響する． 
3章の数値計算結果から，不安定化するのは逆回転のワールモードである．図2-2から，SH-60K実機のロータ回転周波数

[Hz]3.4 　=Ω では，逆回転のワールモードの固有振動数 2ω を含む ji ωω ± が0に近づくことはないことがわかるので，残る可

能性は ( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω が 0に近づく場合である． ( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω が 0に近づくような周波数成分

( ),,2,1 =Ω nn を空気力 ( )10,,1 =kgk が有する場合，式(4-14)の安定性に空気力が影響することになる． 
( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω が0に近づいて不安定化作用を持つ場合，運動方程式の係数（空力係数）が周期的に変化するこ
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とに起因する不安定なので，この不安定現象はパラメータ共振（係数励振振動, parametric resonnance）に分類される．

( ),,2,1=±±Ω nn ji ωω が0に近づくことがあるかを調べるため，次項では，式(4-3)右辺の空力係数の周波数成分を検討す

る． 

 

4.2.2 空気力の変換  
本項では，式(4-4)の空力係数 ff DK ′′  , の周波数成分について述べる．3章の数値計算に用いた空力係数 AA DK , などを式

(2-13), (2-14)により変換した結果が式(4-4)に示される ff DK ′′  , である． AK を次式に示す部分行列に分けると，部分行列は

表3-3に示す特徴を有している． 
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K  

変換後の T
AUUK を同様の部分行列に分割したつぎの結果について，周波数成分を調べる． 
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A
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T
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KUKK
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                                                    (4-15)  

T
A ζςςζ UKU を調べる．対角行列 ζζAK の対角要素の時間変化は，順番に位相差が90度となっているので，それらを

( )4 ,3 ,2 ,1=jjjχ とおくと， 

  TT
A ζζζςςζ

χ
χ

χ
χ

UUUKU


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





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
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， ∑
∞

= 
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n
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ijχ の第 n 成分 ( )( )( ) ( )( )( )21sin21cos ππ −+Ω+−+Ω jtnsjtnc nn から出てくる変換後の ςςAK′ の ( )ji, 成分 ijχ′ は，次のように表

される． 
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次に xAςζ KU を調べる．対角行列 xAςK の各列の時間変化は，順番に位相差が90度となっているので，その要素を

( )2 ,1;4 ,3 ,2 ,1 == jiijχ とおくと， 
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ijχ の第 n 成分 ( )( )( ) ( )( )( )21sin21cos ππ −+Ω+−+Ω itnsitnc njnj から出てくる変換後の xAςK ′ の ( )ji, 成分 ijχ′ は，次のように表さ

れる． 
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ここで， 11111100101010011011001111101000101011001111100110101111  , , , , , , , , , , , , , , , scscscsccscscscsccccssss は以下のように表され，n の
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値に応じて表4-1のように変化する． 

 
表4-1 ijmnijmijmnijm sccscs  , ,  , の定義（✔が値を持つ n ，それ以外は0となる） 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 … 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )23cossin2cos

23sinsin2sin
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πππ
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             … 
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 ✔  ✔  ✔  ✔  ✔  ✔  … 

( ) ( ) ( ) 123sincos2sin1001 +−−= πππ nnnsc  ✔    ✔    ✔    … 

( ) ( ) ( ) 123sincos2sin1100 −−+= πππ nnnsc    ✔    ✔    ✔  … 

 
このため，変換後の空力係数は，要素により特定の周波数成分のみを持つこととなる． T

A ζςςζ UKU ， xAςζ KU 以外の他の

部分行列についても，同様に周波数成分を導出することができる．結果として， ff KD ′′ , をつぎの部分行列に分割すると，

表4-2に示す周波数成分から構成される．空力係数の一部を図4-1に示す． 
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表4-2 変換後の空力係数行列 

部分行列 サイズ 周波数成分 

33111

331111

,,

,,,
,

ζζζζζ

ζζζζζζ

DDD

KKKK
K

′′′

′′′′

x

xx

xx

 2×2 
定常＋ 

ΩΩ 8 ,4  

31313

313133

,,

,,,

ζζζζζ

ζζζζζζ

DDD

KKKK
′′′

′′′′

x

xx
 2×2 ,5 , ,1 ΩΩΩ  

βζβζβζβζββ 3131 ,,,, , DDKKDK ′′′′xx  4×2 
定常＋ 

ΩΩΩ  ,2 ,1  3131 ,,, , βζβζβζβζβ DDKKK ′′′′x  2×4 

ββββ DK ,  4×4 
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4.2.3 パラメータ共振の組み合わせ  
本節では，2.2節のモード解析結果と4.2.2項の空力係数の周波数成分から，パラメータ共振が発生しうる固有モードの組

み合わせ候補を選ぶ．3章の数値計算の結果，逆回転のワールモードが発散することが分かっているので，逆回転ワールモ

ード 2ω を含む jin ωω ±±Ω に注目する． 
式(2-11), (2-19)のモード解析の結果から，各モードの固有振動数を図4-2に示す．図4-2における固有振動数の正負は，式

(2-18)の解の形に合わせたものである．SH-60Kのロータ回転周波数は [Hz] 3.4=Ω で一定となっているので，SH-60Kについ

て検討する限りにおいては， [Hz] 3.4=Ω のみを考えればよい．このため，図4-2を始めとして，横軸がロータ回転周波数と

なる図に [Hz] 3.4=Ω を図示した． 
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図4-2 各モードの固有振動数 

 

まずハブ・ラグ連成系の中のワールモードと地上共振モードの干渉を調べる．両者の干渉を表す空力係数は， xx 11 , ζζ KK ′′  

1ζxD′ と考えられ，それらは表4-2から ,8 ,4 ΩΩ の周波数成分を含む．逆回転ワールモード 2ω と地上共振モード 43  ,ωω の和

と差のうち正となる組合せは，図4-2から 32 ωω +− ， 32 ωω −− ， 42 ωω +− ， 42 ωω −− である．これらと，干渉空力係数の周

波数成分とを比較して図4-3に示す． [Hz] 3.4=Ω において固有振動数の和や差と干渉空気係数の周波数が近接しないので，

パラメータ共振の可能性がないことがわかる． 
次にワールモードを含むハブ・ラグ連成系とシザーモードの干渉を調べる．両者の干渉空力係数は  ,,, 3133 ζζζζ xx KKK ′′′  

3131331 , , , ζζζζζζζ DDDK ′′′′ x と考えられ，それらは表4-2から ΩΩΩ 5 , ,1 の周波数成分を含む．逆回転ワールモード 2ω とシザ

ーモード 65  ,ωω の和と差の中で正となる組合せと，干渉空力係数の周波数成分との比較を図4-4に示す．干渉空力係数の周

波数 Ω1 成分と 52 ωω +− ， Ω3 成分と 62 ωω −− が近接しており，逆回転のワールモード 2ω とシザーモード ( )6or  5 　=nnω との

干渉によるパラメータ共振の可能性があることがわかる． 

最後にワールモードを含むハブ・ラグ連成系とフラップモードの干渉を調べる．両者の干渉空力係数は , , , βββ xxx DKK  

1111 , , , , βζβζβζβζβ DDKKD ′′′′x と考えられ，それらは表4-2から ΩΩΩ  ,2 ,1 の周波数成分を含む．干渉空力係数の周波数成分

と，逆回転ワールモード 2ω とフラップモード ( )10 ,9 ,8 ,7=iiω の和と差のうち正となる組合せの比較を図4-5に示す．固有振

動数の和や差と干渉空力係数の周波数が近接しないので，パラメータ共振の可能性がないことがわかる． 
以上から，パラメータ共振が発生する可能性があるのは，ワールモードとシザーモードの干渉で，次式で示される

( )6or  5　=nnε が微小となる2つの場合である．以降ではこれらをそれぞれ 5=n または 52 ωω +−=Ω の場合， 6=n または

623 ωω −−=Ω の場合と表現する． 

626

525

3 ωωε
ωωε
++Ω=
−+Ω=

                                                                        (4-16)  
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図4-3 ワールモードと地上共振モードの干渉 
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図4-4 ワールモードとシザーモードの干渉 
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図4-5 ワールモードとフラップモードの干渉 

4.3 ワールモードとシザーモードのパラメータ共振解析 

4.3.1 フラップ項の省略  
前節において逆回転のワールモードについてパラメータ共振が発生する可能性があるのはシザーモードとの干渉である

ことがわかった．この組み合わせのパラメータ共振を検討対象とする場合，ハブ・ラグ連成系とラグ独立系のみを考慮し，

フラップ系は除外される．フラップ系の影響確認のため，つぎの6変数で数値計算を行い10変数の場合と比較する．  

{ }Txx 432121  , , , , ,~ xxxx ∆∆∆∆∆∆=∆y                                             (4-17)  

この6変数で運動方程式は，つぎのようになる． 

( ) ( ) yKKyDDyKyDyM ~~~~~~~~~~~~
000 D′−′+D′−′=D′+D′+D′ DfDf

                                         (4-18)  

DDff KDKDKDM ~ ,~ ,~ ,~  ,~ ,~ ,~
000 ′′′′′′′ は，それぞれ DDff KDKDKDM ′′′′′′′  , , , , , , 000 の左上の 6×6 部分行列を取り出した行列である．

DD KDKDM ~ ,~ ,~ ,~ ,~
000 ′′′′′ の非零要素は以下のように表される定数となる． 
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ff KD ~ ,~ ′′ は，表4-2および図4-1に示される部分行列から構成される． 
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初期値を ]m[ 001.01 =x ，それ以外は0として，フラップ角を含む10変数の時間応答と，フラップ角を除いた6変数の時間応

答の比較を図4-6に示す．図4-6から，6変数は10変数に比べてハブ運動の不安定化の度合いは小さくなるが，逆回転のワー

ルモードが不安定化することが確認できる． 
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図4-6 10変数と6変数の計算結果比較（速度90[m/s],揚力100,000[N],構造減衰比0） 

 

4.3.2 定数変化法の適用  
前項までの結果を受け，ハブ・ラグ連成系とラグ独立系からなる6変数のみを考慮して，逆回転のワールモード 2ω とシ

ザーモード ( )6or  5 　=nnω の干渉を調べる． y~∆ と同様，6変数に対応する cgu ~,~ ,~ をつぎのように定義する．  

 

{ } { }
{ }
{ }
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1
0

665544332211
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 xxxx

                             (4-19)  
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これにより， 式(4-12)はつぎのようになる． 

[ ] ( )21 ,,1   
6

1

12

1
, =

∂
∂

=∑∑
==

i
c
yg

dt
dc

cc
k i

k
k

j

j
ji                                                                   (4-20)  

式(4-19)において ff DK ˆ ,ˆ ′′ は， ff DK ~ ,~ ′′ からパラメータ共振を検討するために必要となる周波数成分を抽出した行列である．  
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ff DK ˆ ,ˆ ′′ の ( )ji, 成分のうち， ( )6,5;4,3,2,1 == ji ， ( )4,3,2,1 ;6,5 == ji は，ワールモード 2ω を含むハブ・ラグ連成系とシザー

モード ( )6or  5 　=nnω のラグ独立系の干渉項である．両系の干渉項は ff DK ~ ,~ ′′ の対応要素を周波数分解して， 52 ωω +−=Ω の

場合は Ω1 成分を抽出し， 623 ωω −−=Ω の場合は Ω3 成分を抽出する．例を図4-7に示す． 
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図4-7 パラメータ共振解析に供する空力係数 

 

ff DK ˆ ,ˆ ′′ の ( )ji, 成分を ijfijf DK ˆ ,ˆ ′′ とし，つぎのように表す． 

52 ωω +−=Ω の場合： ( )6,5;4,3,2,1 == ji ， ( )4,3,2,1 ;6,5 == ji  

( )
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55
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tdD

tkK

f

f
                                                   (4-21)  

623 ωω −−=Ω の場合： ( )6,5;4,3,2,1 == ji ， ( )4,3,2,1 ;6,5 == ji  

( )
( )


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+Ω=′

+Ω=′

dijijijf

kijijijf

tdD

tkK

66

66

3cosˆ

3cosˆ

f

f
                                                (4-22)  

抽出した ( ) ( )6,5;4,3,2,1,6,5;4,3,2,1,,,,,,, 66665555 ==== ijjidkdk dijijkijijdijijkijij φφφφ を図4-8に示す． 
式(4-21), (4-22)の ( )ji, 以外の ( )  ,4,3,2,1;4,3,2,1 == ji ( )6,5;6,5 == ji は，平均値を抽出し， 52 ωω +−=Ω の場合， 623 ωω −−=Ω

の場合ともに次式とする． 

  ˆ  ,ˆ
ijijfijijf dDkK =′=′                                             (4-23)  

( )6or  5 , , , , , 　=ndkdk ndijnkijnijnijijij φφ は定数である． 
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図4-8 パラメータ共振解析に供する空力係数（速度90[m/s],揚力100,000[N]） 
 
式(4-21), (4-22), (4-23)から求められる ( )6,,1=kgk を式(4-20)に代入し，係数行列の逆行列を左からかけると，次の )(~ tc に

関する微分方程式が求められる． 

( )cAc ~~~ t=                                                                     (4-24)  

この微分方程式の係数行列 ( )tA
~

は時刻 t に依存する周期関数となる．4.2.1項に示したとおり， [Hz]3.4=Ω にて，式(4-16)
で表される ( )6or  5　=nnε が0に近づくことにより，パラメータ共振が発生する可能性がある．式(4-24)から， nε が微小とな

る固有振動数 2ω と固有振動数 ( )6or  5　=nnω に対応する部分を抜き出すと次式となる． 

( ) ( )6or  5      　== nct nnn Ac
                                                                         

(4-25)  

ここで， 
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行列の各要素は以下のように表される． 

525 ωωε −+Ω= と 626 3 ωωε ++Ω= と共通の要素（ 131211 ,, kkk などは図4-8の値を使う）． 
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(4-26)  

525 ωωε −+Ω= の場合（ kijijk 55 ,φ などは図4-8の「 Ω1 (n=5)」値を使う）： 
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626 3 ωωε ++Ω= の場合（ kijijk 66 ,φ などは図4-8の「 Ω3 (n=6)」の値を使う）： 
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(4-29)  
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(4-30)  

なお，上式に用いられる iiii srqp  , , , , , −+ ϕϕ は以下のように定義される． 
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525 ωωε −+Ω= の場合を例に，時変係数の式(4-25)を定係数化する． ji,c の各成分から 

555222 , IRZIRZ cccccc ii +=+=
 

とおくと，式(4-25)はつぎのように変形される．
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ここで 
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と括れる．さらに ZjZj
t

ZiZi ccecc =′=′  ,ei とおくと，
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となる． ここで， 
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(4-31)  

複素変数を実変数に戻し 555222 , IRZIRZ cccccc ′+′=′′+′=′ ii とおくと次式が得られる．
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(4-32)  

式(4-32)の係数行列 nA′ は定係数となるので，式(4-32)の安定性は行列の固有値を用いて判定できる．
  

 

4.3.3 解析結果  
定数変化法の妥当性を検証する． 5=n の場合について，初期値を 2121   ],m[ 001.0 ωxxx −==  ，これら以外は0として数値

計算を行う．式(4-18)を積分して y~∆ を直接的に求めた数値計算結果と，式(4-32)を積分して得られた { }5522  , , , IRIR cccc を式

(4-1)に代入して )5 ,1( =kyk を求めた解析結果を比較して，図4-9に示す．なお， y~∆ の数値計算では，解析と条件を合わせ

るため式(4-18)の ff DK ~ ,~ ′′ を ff DK ˆ ,ˆ ′′ に置き換えて数値計算を行った．また，数値計算結果から式(4-1)を逆算し定数変化法

における係数を導出した結果と，式(4-32)の積分した計算結果を比較して，図4-10に示す．図4-9および図4-10から，数値計

算結果と定数変化法の解析結果はおおむね一致しており，定数変化法の妥当性が確認できる．以上から，第3章にて数値計

算により再現したSH-60Kのトランスミッションピッチモード（ワールモード）の不安定化を，パラメータ共振解析により

評価することが可能と考えられる． 
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図4-9 時間応答の比較（速度90[m/s],揚力100,000[N],構造減衰比0） 
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図4-10 定数変化法における係数の比較（速度90[m/s],揚力100,000[N],構造減衰比0） 

 
次に系の安定性について述べる．式(4-32)は線形時不変システムであり，係数行列の固有値の実部により安定性を評価で

きる．図4-11に，ロータ回転周波数Ωを変化させたときの固有値実部の最大値の変化を示す．図4-11から， 52 ωω +−=Ω の

場合はロータ回転周波数 4.4[Hz]=Ω 付近で不安定側（固有値実部のプラス側）にふくらんでおり， 623 ωω −−=Ω の場合

は反対側の安定側（固有値実部のマイナス側）にふくらんでいることがわかる．この結果から，SH-60Kのトランスミッシ

ョンピッチモード（ワールモード）の不安定化には，パラメータ共振が関与していたと考えられる．  
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図4-11 ロータ回転周波数効果（速度90[m/s], 揚力100,000[N], 構造減衰比0.0025） 

 

4.3.4 その他のパラメータ共振条件  
前項では，SH-60Kのロータ回転周波数4.3[Hz]近くで，固有振動数の和または差が空力係数の周波数に近づくパラメータ

共振は， 52 ωω +−=Ω では不安定化作用， 523 ωω −−=Ω では安定化作用であることを示した．本項では，SH-60K実機のロ

ータ回転周波数4.3[Hz]からは大きく離れるが，他のロータ回転周波数でパラメータ共振が発生する可能性がある条件につ

いて検討する． 
図4-12から，候補となるのは，ロータ回転周波数6.3[Hz]付近で 62 ωω +−=Ω と 523 ωω −−=Ω ， 2～3[Hz]付近では

523 ωω +−=Ω と 623 ωω +−=Ω の4条件である．  
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図4-12 ほかのパラメータ共振条件候補 

 

4.3[Hz]以外のロータ回転周波数についてパラメータ共振解析を行うための空力係数は，3章と同様な数値計算をロータ回

転周波数2.5[Hz], 3.0[Hz], 6.3[Hz]について実施した結果から導出した．この数値計算の条件は，式(3-23)に示されるアドバ

ンス比 RV Ω=µ と翼面荷重 ( ) ( )[ ]cRRWCL 42W= ρσ がロータ回転周波数4.3[Hz]時と同じになるように表4-4のように設定し

た． 

表4-4 ロータ回転周波数変更時の飛行条件 

ロータ回転周波数 
[Hz] 

空気密度 
[kg/m3] 

飛行速度 
[m/s] 

ロータ揚力 
[N] 備考 

2.5 1.0 52.3 33,800  

3.0 1.0 62.8 48,600  

4.3 1.0 90 100,000 SH-60K実機相当 

6.3 1.0 131.9 214,700  

 

図4-11と同様なパラメータ共振解析を行った結果を図4-13, 4-14, 4-15に示す．表4-4に示すように飛行条件はSH-60K実機
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からは大きくずれているので，これらの結果については，共振条件に近づいたときの固有値の値そのものではなく，その

ときの固有値の変化に注目する．すなわち，安定か不安定かではなく，安定化作用か，不安定化作用かに注目する． 
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図4-13 523 ωω +−=Ω のパラメータ共振解析結果 
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図4-14 623 ωω +−=Ω のパラメータ共振解析結果 
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図4-15 62 ωω +−=Ω と 523 ωω −−=Ω のパラメータ共振解析結果 

 

前項の図4-11も合わせて，図4-13,14,15から組合せによるパラメータ共振の作用を表4-5にまとめて示す． 
 

表4-5 パラメータ共振の組み合わせによる安定性のちがい 

組み合わせ 安定性 図 

52 ωω +−=Ω
 不安定化作用 

図4-11 
623 ωω −−=Ω  安定化作用 

523 ωω +−=Ω  安定化作用 図4-13 

623 ωω +−=Ω  判別困難 図4-14 

62 ωω +−=Ω  不安定化作用 
図4-15 

523 ωω −−=Ω  不安定化作用 
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表4-5から，パラメータ共振の作用が安定化となるか不安定化となるかの共通した傾向は読み取れない．回転体一般につ

いて，回転軸が非線形バネ特性をもつと和差調波振動とよばれる共振現象が発生する．固有振動数の和または差が回転体

の回転数に近接する場合についての和差調波振動は，固有振動数の絶対値の和となる組合せの場合に発生し，絶対値の差

となる組合せでは発生しない4)とされているが，それとも異なっている．次項では，この理由を考察する． 
 

4.3.5 安定性に関する考察  
式(4-32)の係数行列の固有値実部は，表4-5に示される条件のいずれの場合も同じつぎの形に表される． 

  
4
2

2 1
2
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2
1
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R ++±
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= −−λ                                                                 (4-33)  

ただし， 21  , zz は以下のように表される．  
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式(4-33)は， nA′ の )2,1( 成分である nε ′ を含んでいるので，Ωの変化により nε ′ が大きくなる場合と，小さくなる場合に分け

て，固有値の実部を近似展開する． 

nε ′ が大きくなる場合は， 2
nε ′ は 2

2010  , , nazz ∆ に比べて大きいので，つぎのように近似展開される． 
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よって， 

( )6or  5      
22

12,123,3
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∆
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+
≅ −− n

aaa nnn
Rλ                                                                   (4-34)  

表3-2に示すようにラグ減衰は構造減衰よりも大きいので na∆ は正となるため，固有値実部の最大値はほぼ 3,3a と等しくな

る．すなわち 
( ) 3,3max aR ≅λ                                                                               (4-35)  

これは，図4-11において， 4.2[Hz]<Ω ， [Hz] 4.6>Ω のとき， 52 ωω +−=Ω の場合と 623 ωω −−=Ω の場合が一致している

ことに対応する． 

nε ′ が小さくなる場合は， 0=′nε において 2
na∆ が  ,10z 20 z に比べて大きくなるので，つぎのように近似展開される． 
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0>∆ na であるから，固有値実部の最大値は次式のように近似される． nε ′ が大きい場合の式(4-35)に比べ， 10z の正負によ

り増減することがわかる． 

( ) ( )6or  5     
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a
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Rλ                                                                 (4-37)  

10z の正負を調べるため，式(4-32)の係数行列 nA′ の要素を適当な 2,,22,,2  , , , nnnn cc ϕϕ により以下のように表すと， 
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2010  , zz は次式となる． 
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(4-39)  

表4-5の組み合わせについて，式(4-38), (4-39)の諸元を表4-6に示す． 
 

表4-6 各組み合わせの安定性（＊部は式(4-39)により，和をとるか，差をとるかに分かれる） 

組み合わせ 図 安定性 Ω  
[Hz] 

n,2ϕ  
[deg] 

2,nϕ  
[deg] 

2,,2 nn ϕϕ + * 
[deg] 

( )2,,2cos nn ϕϕ +  

52 ωω +−=Ω
 

図4-11 不安定化作用 4.4 +50  -43 +7 +0.99 

523 ωω +−=Ω  図4-13 安定化作用 2.5 -122  -86 -208 -0.89 

62 ωω +−=Ω  図4-15 不安定化作用 6.5 -150 +138 -13 +0.98 

623 ωω +−=Ω  図4-14 判別困難 3.0 +174  +92 +266 -0.07 

      2,,2 nn ϕϕ − * ( )2,,2cos nn ϕϕ −  

523 ωω −−=Ω  図4-15 不安定化作用 6.5 -122 -133 +11 +0.98 

623 ωω −−=Ω  図4-11 安定化作用 4.4 -130  +45 -175 -1.00 

 
表4-6から，パラメータ共振の作用は， ( )2,,2cos nn ϕϕ ± が正のときは不安定化作用，負のときは安定化作用となっており，

式(4-37)において， 10z の正負でパラメータ共振の作用が安定化か不安定化かを判別できることの妥当性が確認される．式

(4-38)の 2,,2  , nn ϕϕ は，式(4-31)に示されるように，式(4-21)の周期性空力係数を組み合わせた 4,123,122,312,3  , , , −−− ′′′′ nnnn aaaa によ

りきまる．ここで， 4,123,122,312,3  , , , −−− nnnn aaaa は， 52 ωω +−=Ω の場合が式(4-27)， 623 ωω −−=Ω の場合が式(4-29)と異な

っているように， 4,123,122,312,3  , , , −−− ′′′′ nnnn aaaa についても 52 ωω +−=Ω 以外の場合は式(4-31)とは異なった計算式で表され

る．この 2,,2  , nn ϕϕ の積算の計算式は，固有振動数の組み合わせにより決まる． 
表4-4に示すロータ回転周波数を変えた場合の Ω1 空力係数の諸元を図4-16に示す．表4-4に示されるように空力的条件を

合わせているため，位相はほとんど同じとなっていることがわかる．表4-6の組み合わせの中で，空力係数の周波数が同じ

でも， 523 ωω +−=Ω は安定化作用で， 523 ωω −−=Ω は不安定化作用とちがいがあるのは，固有振動数の組み合わせが異

なるため， 4,123,122,312,3  , , , −−− ′′′′ nnnn aaaa の積算式が異なるためである．逆に，パラメータ共振の組み合わせが同じ場合は，

条件により安定性が変化する場合は，空力係数の位相が変化することが予想される．第3章にて，飛行速度を変化させた数

値計算を行った結果から， 525 ωωε −+Ω= の対象となる Ω1 空力係数の諸元を図4-17に示す．飛行速度の違いにより，空力

係数の位相が変化していることがわかる．この 525 ωωε −+Ω= の場合は， 4,123,122,312,3  , , , −−− ′′′′ nnnn aaaa の計算はすべて式

(4-31)で同じとなり，得られる 2,,2  , nn ϕϕ の変化を図4-18に示す．飛行速度により ( )2,,2cos nn ϕϕ + が大きくなっていく様子がわ

かる．  
以上から，パラメータ共振が安定化作用か不安定化作用かをあらわす 2,,2  , nn ϕϕ は，パラメータ共振の組み合わせに応じ
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た周期性空力係数の位相と，固有振動数の組み合わせに応じた 4,123,122,312,3  , , , −−− ′′′′ nnnn aaaa の積算方法によりきまっている． 
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図4-16 ロータ回転周波数を変えた場合の Ω1 空気係数の諸元 
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図4-17 飛行速度を変えた場合の Ω1 空気係数の諸元 
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図4-18 飛行速度により 2,,2  , nn ϕϕ の変化（ 525 ωωε −+Ω= ） 

 

4.3.6 パラメータ共振の回避方法  
最後にSH-60Kのパラメータ共振の回避方法について検討する．パラメータ共振は 52 ωω +−≅Ω 付近で発生することに着

目すると，ロータ回転周波数Ωを変化させる代わりに， 2ω を変化させてもパラメータ共振の条件を外れるはずである．ワ

ールモードの固有振動数 2ω は，ロータ支持剛性 xk に依存しているので，ロータ支持剛性 xk を変化させたときの固有値の

実部最大値を， 2ω を横軸に図4-19に示す．横軸はロータ回転周波数 [Hz]3.4=Ω のときの 2ω にとり， 52 ωω +−≅Ω の場合

と 623 ωω −−≅Ω の場合の両者を示す．図4-19から， [Hz]2.102 =ω 付近で， 52 ωω +−≅Ω の場合は不安定化作用，

623 ωω −−≅Ω の場合は安定化作用が顕著にあらわれることがわかる．また，図4-2から xk 変更前の 2ω は [Hz]45.10 であり， 

xk を増やして 2ω を大きくすることにより，不安定現象を回避できると考えられる． 
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図4-19 ハブ支持剛性効果（速度90[m/s], 揚力100,000[N], 構造減衰比0.0025, [Hz] 3.4=Ω ）  

4.4 まとめ 

2章にてモード解析に用いた空気力なしの定係数の運動方程式を左辺におき，3章の数値計算に用いた線形化空気力を変

数変換したうえで右辺におき，右辺の空気力付加によりモード解析から導出される一般解の係数が時間変化するとの定数

係数法を適用した．解を構成する係数に関する微分方程式における係数行列は，固有振動数と空力加振周波数の和や差で

構成され，この値が0に近い場合に係数の安定性に影響する．3章で不安定化した逆回転のワールモードを含む組み合わせ

の中で，シザーモードと Ω1 または Ω3 の空力加振周波数の組合せが0に近づく．この組み合わせについて係数の安定性を

評価したところ，シザーモードと Ω1 空力加振周波数の組合せは不安定化であることが分かった．この不安定は，運動方程

式の係数が周期変化することによる不安定なので，パラメータ共振（または係数励起振動）に分類される． 
パラメータ共振を回避する方法として，空力加振周波数をずらすことが想定され，共振が発生する 4.4[Hz]=Ω からロー

タ回転周波数をずらすことでパラメータ共振を回避することが解析的に示された．SH-60K実機においても， 4.17[Hz]=Ω  
(97%NR)の飛行試験ではワールモード（トランスミッションピッチモード）は不安定化していないとの結果が得られてお

り，SH-60Kのワールモード（トランスミッションピッチモード）は不安定化には，パラメータ共振が寄与していたと考え

られる． 
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SH-60Kを想定したパラメータ共振解析では，共振条件 52 ωω +−=Ω は不安定化作用， 623 ωω −−=Ω は安定化作用であ

った．SH-60Kのロータ回転周波数4.3[Hz]以外のロータ回転周波数で，パラメータ共振が発生する可能性がある条件につい

ても，同様なパラメータ共振解析を行ったところ，パラメータ共振が安定化作用となる場合と，不安定化作用となる場合

の両方の結果が得られた．この結果に対し，定数変化法における係数微分方程式の行列固有値を近似展開したところ，モ

ード間の干渉を表すクロス項の位相関係により，パラメータ共振が安定化作用となるか不安定化作用となるかを整理でき

ることがわかった．クロス項の位相関係は， jin ωω ±±=Ω で表されるパラメータ共振条件から，空力係数の周波数 Ωn に

対応した位相情報と，固有振動数の組み合わせ ji ωω ±± の両者の組み合わせによって決まる．  
最後に，SH-60K実機を想定したロータ回転周波数4.3[Hz]の条件のもとで，ロータ回転周波数を下げる以外のパラメータ

共振を回避する方法として，トランスミッション支持剛性を高くする効果について検討としたところ，パラメータ共振を

回避し安定化する効果があることがわかった． 
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5. 結論 

 

SH-60Kで発生した高速飛行時のトランスミッションピッチモードの不安定化について，その発生原因を検討した．この

モードはワール（ふれまわり）運動を行うモードであり，ブレード空気力を線形化した場合にその係数がもつ周波数成分

と，支持系を含むロータ系の固有モードの固有振動数の和または差が近接することによるパラメータ共振（係数励振振動）

が発生原因のひとつと考えられる．栗城らのシミュレーション計算によると，トランスミッションピッチモードの固有振

動数を高くすることで同モードは安定化が図られる1)とのことであるが，より簡単なパラメータ共振解析により同様の結果

を得ることができた．本研究での数値計算と解析により原因は究明されたと考える．また，一般的に，マルチボディ系で

あるヘリコプタ・ロータは多くの固有モードを有すること，ブレード空気力はロータ回転周波数の高調波成分を有するこ

とから，SH-60K検討事例と同様なパラメータ共振が他機種で発生する可能性がある．ヘリコプタ・ロータについてパラメ

ータ共振を適用した類例はなく，本研究を通じそれらの問題に対する新たな知見が得られたと考える． 
 
2章にて，4枚ブレードのヘリコプタ・ロータについて，トランスミッション部などに対応する支持系を含む10自由度の

運動方程式を導出した．空気力を考慮しない場合，この運動方程式はハブ運動とブレードのラグ運動から構成される系と，

ブレードのフラップ運動の系に分離される．前者については，ブレードのラグ角について，対角どうしの和と差に変数を

取り直すことにより，ラグの対角差に関する系はハブ運動から独立となり，ハブ運動と連成するのはブレード・ラグ角の

対角和であり，この系は4自由度となる．このハブ・ラグ連成系の4つのモードは，いずれもハブがワール運動するが，ロ

ータ回転周波数が0の時に固有振動数が0となる2つのモードと，ロータ回転周波数が0の時に支持系の剛性により決まる0
ではない固有振動数を持つ2つのモードに分かれる．前者が地上共振のモードであり，後者がSH-60Kのトランスミッショ

ンピッチモードに対応し，プロペラ・ナセル・ワール・フラッタと類似のモードである．  
ハブ・ラグ連成系の特性方程式は4次式で表され，固有振動数が一致する場合に不安定化することが，特性方程式から導

かれる．これが地上共振の不安定である．これに対し，ワールモードは空気力なしの条件下では，不安定化することはな

く中立である． 
 
3章にて，SH-60Kを想定した前進飛行時のブレード空気力を算出し，2章の結果得られた運動方程式の右辺に付加し，前

進飛行の数値計算を行った．空気力については，AH-64のワール不安定検討事例を参考に，ロータ・ハブの運動によりブ

レード・ピッチ角の変動が発生するモデルを採用した．ヘリコプタが前進飛行時，ブレードの運動はロータ回転周波数に

応じた周期的な運動となるので，その周期解周りの変動について線形化運動方程式を導出した．この線形化運動方程式の

空力係数はロータ回転にともない周期的に変化する．周期係数を有する系の安定性評価としてFloquetの定理を適用した結

果，特定の速度以上にて，逆回転のワールモードが不安定化する結果が得られた．さらに，飛行条件を変化させて不安定

化する条件を探ったところ，SH-60K実機での発生条件とほぼ一致する結果が得られた． 
 
4章では，3章の数値計算結果についてワール不安定の発生メカニズムを解析的に検討した．2章にてモード解析に用いた

空気力なしの定係数の運動方程式を左辺におき，3章の数値計算に用いた線形化空気力を変数変換したうえで右辺におき，

右辺の空気力付加によりモード解析から導出される一般解の係数が時間変化するとの定数係数法を適用した．解を構成す

る係数に関する微分方程式における係数行列は，固有振動数と空力加振周波数の和や差で構成され，この値が0に近い場合

に係数の安定性に影響する．3章で不安定化した逆回転のワールモードを含む組み合わせの中で，シザーモードと，1Ωま

たは3Ωの空力加振周波数の組合せが0に近づくので，この組み合わせについて係数の安定性を評価したところ，シザーモ

ードと1Ω空力加振周波数の組合せは，不安定化作用であることが分かった．この不安定は，運動方程式の係数が周期変化

することによる不安定なので，パラメータ共振（または係数励起振動）に分類される． 
パラメータ共振を回避する方法として，空力加振周波数をずらすことが想定され，100%NRから97%程度まで回転数を下

げることで，パラメータ共振を回避することが解析的に示された．SH-60K実機においても，97%NRの飛行試験ではワール

モード（トランスミッションピッチモード）は不安定化していないとの結果に整合している．この結果から，SH-60Kのワ

ールモード（トランスミッションピッチモード）は不安定化には，パラメータ共振が関与していたと考えられる． 
最後に，ロータ回転周波数を下げる以外のパラメータ共振を回避する方法として，トランスミッション支持剛性を高く

する効果について検討としたところ，パラメータ共振を回避し安定化する効果があることがわかった． 
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付録 運動方程式の導出 

 

運動方程式，(2-4)式の導出をまとめる．変数 { }Txx 4321432121  , , , , , , , , , ββββζζζζ=x を用いて，角速度 { }TΩ− ,0 ,0 で回転

する機体回転座標系 FRFRFR ZYX −− でのハブ位置 hp およびブレード位置 ( )4,3,2,1=jbjp はつぎのように記述される． 
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運動方程式の導出はKaneの方法を用いる．Kaneの運動方程式は，系を構成する複数の物体について，慣性力と部分速度

の内積について和を取ることで得られる60}．部分速度とは，速度を一般化速度で偏微分したベクトルである．式(2-1)で表

される系については以下のようになる． 
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( )4 ,3 ,2 ,1=jjζ についての運動方程式： ∑
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( )4 ,3 ,2 ,1=jjβ についての運動方程式： ∑
= ∂
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上記を得るために，各物体の位置の2階微分，パーシャル速度を以下に述べる．ハブ位置 hp の1階微分と2階微分はつぎの

ようになる． 
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ブレード位置 ( )4 ,3 ,2 ,1=jbjp の1階微分と2階微分はつぎのようになる． 
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部分速度は以下のように表される． 
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以上から，運動方程式はつぎのようになる． 
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( )4 ,3 ,2 ,1=jjζ に関する運動方程式： 
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( )4 ,3 ,2 ,1=jjβ に関する運動方程式： 
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上記に加え，支持系の反力を加え式(2-2)の形に整理すると，式(2-4)が得られる． 
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