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あらま し　書換え帰納法は，与え られた等式が帰納的定理 で あるか どうかを推論規則を用 い た導出によ り判定する原

理で あり，項書換え系上 で提案され様々な拡張がな され て きた．本論文で は 、 書換え帰納法を単純型付き項書換え系

上 へ 拡張す る こ とに よ り，高階関数を含む等式 に 対 して の 書換え帰納法に よる帰納的定理 の 自動証明法を実現する．

また，書換え帰納法の 推論規則が満たすべ き性質を定式化し，この 定式化に基づ い て各推論規則を適切に設計する．
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Abstract 　Rewriting 　induction　is　a 　principle　of 　proving　inductive　theorems 　by　means 　of　derivations　obtained 　by

applying 　inference　rules ．　The　principle　was 　first　proposed 　on 　term 　rewriting 　systems ，　and 　was 　extended 　variously ．　In

this　paper ，　we 　propose　the　rewriting 　induction　to　simply −typed　term 　rewriting 　systems ，　implementing　an　automated

inductive　theorem 　proving　for　higher−order 　equations ．　In　order 　to　design　inference　rules 　suitably ，　we 　also 　f（）rmulize

properties　which 　inference　rules　should 　satisfy．
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1． 序 論

　帰納 的 定 理 の 自動 証明 は プロ グラム の 検証や 等価性判定な

どを自動で 行うために 重要 で あ り，関数型プロ グラム の 計算モ

デル の 1つ で あ る項書換 え系 （TRS ）上で広く研 究され て きた．

Reddy に よ り提 案 され た書 換 え 帰納法 ［61は その 証明手法 の 1

つ で あ り，与え られた等式が 帰納的定理 で ある こ とを推論規則

を 用い た導出を 行 うこ とに よ り証明 す る．また，Bouhoulaら

に よ り反 証機能が追加さ れ，帰納的定理 で な い とい う判定を下

す こ とも可 能で あ る ［1］．しか し，TRS は高 階 関数 を表現 す る

こ とがで き ず，これ まで高階関数を含 む等式に 対 して 書換え 帰

納法を 利用する こ とはで きな か っ た．

　本論文で は，書 換 え帰納法を単純型付き項書換え系 （STRS ）

に対応す るよ う拡張す る．STRS は TRS に 単純型の 概念 を導

入 した もの で ， TRS で は表現で きなかっ た高階関数を 扱うこ と

が可能で ある ［3］．代表 的 な高 階関 数 で あ る foldlと foldrは以

下 の STRS で 表現で き る．

｛
　　　　 foldl［f，　xs ，nil ］

　 foldl［ノ，
　XS

，
cons ［m ，ys］］

　　　　 foldr［∫，
　xs ，nil ］

　 foldr［∫，　XS ，cons ［X，ys］］

→

→

→

→

毋 5

／oldl ［f，
　f［xs ，

x ］，ys］

毋 5

ノ［＝ ，foldr［f，　xs ，ys］］

　書 換え 帰納法の 基本原 理 に 関して，書換え帰納法の 本質が停

止 性 と退行性で あ る と主 張され て い る ［7］．こ れ らの 性 質 は確 か

に書 換 え 帰納法 の 本質 を 捉え ては い るが，各個別 の 推論規則を

適切に 設計するに は余 りに 抽象度が高過ぎ る．

　本 論文では ， 書 換え帰納法での 証明 が適切 に行わ れ る ため に

推論規則が満たすべ き性質を明らかに する．その 上で，書換え

帰納法で使用 する こ とが で きる推論規則を 与え る．

　STRS に おける帰納的定理 は TRS で の 帰納的定理 の 定義を
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自然な形で 拡張 した原始帰納的定理に基づ き与え られ る ［4］．本

論文 で与 え る STRS 上 の 書換え 帰納法 は原始帰納的定理か 否

かを 証明する手法 である．よ っ て，帰納的定 理 の 証明 に は直 接

適用 可 能 で ある が，反証を行 うた め に は い くつ か の 条件が 成立

す る 必 要が 出て くる．また書換 え 帰納 法 を繰 り返 し適用す る こ

とに よ り原始帰納的定理 で ない 帰納的定理を証明する手法も与

え る．

2． 準 備

　本論文で は ， 単 純型 付 き項書 換え系に関する用語 は文献 ［4］［5］

に従 う．

　基 底 型 の 集 合 B に対 して 単 純型 の 集合 は 8 ：：＝BI （51 →

52）1（51X … X　Sn）で 定義さ れ る．α → βの 形 の 単純型 を 関

数型，そ うで ない 型を非関数型 とい い ，非関数型の 集合を5珈 n

で表す．

　 関 数記号の 集合 Σ は 被定義記号 の 集合 P と構 成 子 記 号 の

fi合　e に 分割 され る （Σ ＝つ ue ）とす る．変数記号の 集合 ソ

と Σ か ら生成され る型無 し項 の全体 か らな る集合 T （Σ ，
ソ）を，

a ∈ Σ ∪ ソ 〈 tl
，
…　1tn ∈ T （Σ ，

ソ）⇒ a ［t1，．，．，tn亅∈ T （Σ，ソ）と

な る 最小の 集合で定 義 す る．

　型 関数 T は ソ ∪ Σ か ら 5 へ の 関数 で あ り，項 上 に 自然に 拡

張される．T （の＝
α で あ る とき tαで 記す．単純型付き項全て

か らな る集合を 零 （Σ，ソ）で記す．変数が出現 しない 項 を 閉 じた

項 とい う．また T．（e，ソ）中 の 項を構成子 項 とい う．型付き項 t

が非関数型の 閉 じ た 項 で あ る とき 亡を 基底項 で ある とい い，基

底項の 集合 を TnfOn（Σ）で表 す．高階変数 で ない 変数の 集合を

Vnfunで 記す．

　同 じ型の 項 の対 （1，r ）が root （1）∈ D か つ Var （1）⊇v αr （r）で

あ る と き書換 え規則 とい い ，i → r で 記 す．書 換 え 規則 の 集合

R か ら生成 され る書換え関係を T で 記す．単純型付き項 書換

え系 （STRS ）とは書換え規 則 の集 合 で あ る．

　STRS 　R の 正 規形の 集合を NF （R ）で 記す．　R が合流性，弱 正

規曲 強正 規性を 持つ こ とを それぞ れ CR （R ），
WN （R ），

SN （R ）

で 記 す．また，基 底項 上 で こ れ らの 性質が成立 す る こ と をそ れ

ぞれ GCR （R），GWN （R），a3N （R ）で 記す．

　等 式集合 E に つ い て see
、： 亡を s ≡ c ［Sl ，．．．，8n ］〈 t ≡

o ［tl，＿，tn］〈 ∀i．Si マ tiで 定義する ．

　等式 sty 亡 に つ い て，T （s ）＝α 1 → … → α n → α かつ

α ∈ Snfun とす る．こ の とき sty 　tの 完全拡張 形 （s　bl　t）
T を

新 しい 変数 x71 ，．．．，講・・を用 い て （sort ）
↑ ＝s ［z1 ，

．．．
72n ］rv

t［z1 ，＿，司 で 定 義 す る ．ま た ，等式集合 E に対 し て E ↑ を

ET ＝｛（s1tt ）
↑ISblt∈ E ｝で 定 義 す る．

　各 a
α1→’』』→απ→α

∈ C で，∀i．α i ∈ Snf。 n とな る とき，　 e は 1

階の 構造 を持つ とい う．

　項 t ∈ 7
『
（C，　Vf ． ． ）が擬似値 で あ る と は，項 t の ど の 変

数 の 出現位置 も葉 の 位置 で あ る こ と を い い ，全て の 擬値 の

集合 を PVal （e ，
Vfun）で 表す．任意 の n 引 数 の α ∈ P と

tli＿ 7tn ∈ 7
『
（C）（転 ．．，

7tn ∈ PV α1（C ，Vfun））に 対 し て

α ［ti，＿，tni が簡約化 可 能 で あ る と き ，　 STRS 　 R を擬 簡 約 化

可 能 （強 擬 簡約化可 能）と 呼び，QR（R ）（SQR （R ））で 記す．

　項の 集合 e5 が型 α の 被覆集合で あるとは，任意の s ∈ 7試Σ）

に 対 して，s 肴 tθ。 となる項 t ∈ C5 と代入 θ。が存在す る よ うな

集合で あ る．また，代入集合 C58 が変 数集合 X 　＝　｛x1 ，＿，Xn ｝

上 の 被覆代入 集合 とは，各変tw　Xlt ＿ tMn に 対して あ る被覆

集合 e51
，
＿

，e5πが存在 して C55 ＝｛｛Xl ：
＝c1 ，．．．7Xn ：

＝

on｝lC1∈ e51 ，＿ tCn ∈ e8n ｝となる代入集合 で ある．

3． 帰納的定理

　以下 で は文献 圏 に基づ き帰納的定理に 関する 定義や 定理を

紹介する．TRS 上で の 帰 納的定 理 を 自然な形で STRS 上 に 拡

張 した もの を 原始帰納的定理 と呼ぶ．原 始帰納 的定 理 は文脈 に

閉 じてい ない た め，原始帰納的定理 の 定義をその まま帰納的定

理 の 定義とする の は不適当で ある．STRS 上の 帰納的 定 理 は以

下 の よ うに原始帰納的定理を 用い て 定義される．

定義 3．1 （［4D 　等式 sblt が STRSR の 原始帰納 的定理

で あ る と は，任意の 閉 じた 代入 θ。 と基 底 根 文 脈 Sg［】に 対 し

Sg［sθ。］命 Sg［tθe］とな る こ とで あ り．等式 s　 t　t が R の 原 始

帰納的定理 で あ る こ とを R トpind　S　1f　t と記す．また，等式集

合 E につ い て ，E 中の 全て の 等式が R の 原 始帰納的定理 で あ

る とき，R トpind　E と記す．

　等 式 s　“ tt が STRS 　R の 帰納的定理 で あ る とは，あ る n が

存 在 して R ト翫 dsort とな る こ とであり，等式 Sblt が R の

帰納的定理で ある こ とを R トi。 dSttt と記す．こ こ で ，ト翫 d

は 以下 の よ うに 帰納的に 定義さ れ る．

　● 　R トpind 　Styt な らば R トBind　srt

　
・

　R
’＝｛U ＝vIR ト：i。 d　U 　rt　V ｝に 対 し R’ト

pi 。 dStyt な

らば R ト滋占5 盤 ‘

等式集 合 E につ い て ，E 中の 全て の 等式が R の 帰納的定理 で

ある と き，R ト ind 　E と記 す．

　
一

般に は原始帰納的定理 で ない 帰納 的 定理 が 存在 す る．しか

し，STRS が 適 切な 条件を 満た して い る場合に は，原 始帰納的

定理 と帰納的定理が一
致する．

定理 32 （【4D 　R を 以 下の 全て を満たす STRS とする．

（a ）GS ハ厂（R ）　（b）COR （R ）　（c）SQR （R ）

（d）C は 1 階の 構造を持っ

（e ）どの ‘→ r ∈ R に対 して も t ¢　Tr （C，ソ）

こ の とき，任意の Styt で R トpi。 dStrt く＝⇒ R ト i。dSblt ．

例 3．3 　D ＝｛foldl，foldr，αpp ｝，C ＝｛cons ，　nil ，
　bα r ｝と し，

以下の STRS 　RI を考 え る．

Rl ＝

　　　 foldl［∫，　xs ，nit ］→ xs

∫・ldl［f，　XS ，C   ・ ［X ，劃 ］→ f・刷 ∫，∫［XS ，
X ］，ys】

　　　 foldr［∫，　xs ，
nil ］→ xs

foldr［f，　XS ，　cons ［X ，YS｝］一→ ∫［X ，foldr［ノ，ω S，YS】］

　　　　　 aPP ［nit ，ys ］→ ys

　　・PP ［c備 ［x ，
xsl

，ys］→ ・  ・［X，・aPP ［XS ，y・］1

一 52 一
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r （bar）＝（List → List）→ List と し，その 他 の 関数記号

お よ び変 数 の 型 は通 例 に 従 う も の とす る．こ の とき，等式

foldl［α pp ，
　nil ］bl　foldr［app ，　nil ］は原 始 帰納的定 理 で あ り，そ

れ ゆ え に 帰納的定理 で も ある．一
方，bar［foldt［app ，　nil ］］rv

bα r ［foldr［αpp ，π洲 は原 始帰納的 定理 で は ない が，帰納的定理

で は あ る．

4． 書換え帰納法

　本節で は，STRS 上の 書換え 帰納法を与える．

　書換 え帰納法 に よる 帰納 的 定理 の 証明 は，証明 したい 等式の

集合 E に 対 して ，対 〈E ， 〉に 各種推論規則 を 繰 り返 し適 用 し

て くの，H ＞の 形へ 導出す る こ とに よ り行う．例えば，我々 が与 え

る 書換 え帰納法を用 い る と，例 3．3 で与 えた STRS 　R1 に おい

て等 式 fotdl［app ，
　xs

，
nil ］rv．app ［xs ，

nil ］が 帰納的定理 で ある こ

とを 以 下 の よ うな導出 で示 す こ とが で き る，

〈｛∫oldl ［aPP ，
　xs

，
nil ］c　 aPP ［xs ，

　nil ］｝，の〉

ト
（Simp 扼fy）

ト
（Expand ）

ト
（Simptify ）ト（Delete ）

〈の，｛aPP ［ms ，
nil ］→ xs ｝〉

正 である とは以 下 が成 立 す る こ とで あ る，

（RI1）

（RI2）

（RI3）

（RI4）

（RI5）

（RI6）

（RI7）

5N （RUH
’
）⇒ SN （RUH

”

）
→ ⊂ t →

Ht ＝　H
”

Tnfun（Σ〉上 で
蒋 ⊆マ 孟 ブ 帰

E 〃↑意
H ’

が 非 関数型 ⇒ H
”

が非 関 数型

Tnfun（Σ）上 で ”H・

E
’
↑⊆赤 脅  〃↑壷

R ト
P ・。d　E

’

uHt かつ H ’

が 非関数型 ⇒ R トpi 。 d　E
”

UH
”

どの 等式集合 L に対 して も〈E
’

uL ，〃
t

＞ト （E
”
uL ，H

”
〉

ま た，我々 が与え る書換え 帰納法で は 既存の TRS 上の 書換え

帰納法 と同様に反 証を行 う こ ともで き る．

　4．1　書換え帰納法の 基本原理

　本 節 で は書換 え帰納 法 で 利用 可 能 な推論 規 則 の 持 つ べ き性質

を明 らか に する．文献 ［7］に お い て 書換 え 帰納法は抽象書 換 え

系の 枠組みで 理 論的に整理 され，退行性 と停止性が 本質で ある

と主張され て い る．

等式集合 の 対 か ら定 数 Disproof へ の 推論規則 〈E
’

，Ht＞ト

Disproofを Disproof規 則 と呼 ぶ．　 Disproof規則が 適正 で あ

る とは，以下が成立 する こ とで ある．

（R ∬8丿 R 〆
pi。dE

’
uH ’

　 こ こ で，特 別に 図 1 で Postulate規則を 与えておく．こ れ は，

文献 ［6］で提案 され た推論規則 で あ り，補題 を 追加 す る た め に

必要で あ る が，性質 （RI6）を満た さ ない ため 適正 で は ない ．

（Postulate）
〈E ，H ＞

＜EUE
’

，
H ＞

定 義 4．1 （［7］） Rl
，
R2 を抽象書換え 系とする．こ の とき，任

意の s，t に つ い て ，s
電

t な らば sT
，

u 鳶 v 毒 t とな

る U
，
V が存 在 す る とき，　 R2 は Rl に退 行 する とい う．R2 が R1

に 退 行 し て い る こ と を REI1 （R2 ，R1 ）と記す．

定 理 4．2 （［7］）　Rl
，
R2 を 以下 の 性 質 全 てを満 たす 抽 象書 換 え

系 とする．この とき，÷ ＝鳶 が成立する，

（1）房 ⊆毒 （2）SN （R ・） （3）RET （R ・，
R ・）

こ の 定 理 を 用 い る と ， （E ，の〉ト
＊
（の，H ＞とい う導出が 存在 した

場合に ，Sl＞（RuH ）かつ RET （RU 瓦 R）かっ 7 ⊆壼
であ れ ば，E が 帰納 的 定 理 であ る と結 論 で き る．

　確か に，定理 4，2 は 書換 え 帰納法の 本質は 捉え て い るが，証

明 の 途 中で 導 出 され た対 が 満 たす べ き状 態 が 曖昧 で あ るた め，

推論規則を適切に 設計する ために は不十分で ある．そ こ で，書

換え 帰納法で 用い る推論規則を 適切に設計するた め に，証明の

途中で導出され た対が満たす べ き状態を 考慮 した 上で各推論規

則が満 た すべ き 性質を 洗い 出す．具 体的に は，以 下の 8 つ の 性

質が，書換え帰納法に よ る証明が正 し く行われ るた め に各推論

規則が満たすべ き性質で ある こ とを 我々 は明 らか に す る．

定義 4．3R を STRS とする．等式集合の 対か ら対へ の 推論規

則 〈Et，Hl＞ト 〈E
，t

，H
”

〉を Proof規則 と呼ぶ．　 Proof規則が適

図 1PQstulate 規則

　なお，定義 4，3 の 性質に 関 して，以下 の こ とがい え る，これ

は，後に 記す健全性証明 か ら見 て 取 れ る．

　 ・ 　性 質 （Rll）（RI2）（RI3）（RI4）（RI5）は帰納的定理の 証明の

際に しか用い てい ない．よっ て，帰納的定理 の非証明 のみ を行

う際 に は不 必要，

　 ● 　性 質 （RI6 ）は帰納 的定 理の 非 証 明 の 際 に しか 用い て い な

い ，よ っ て ，帰納 的定 理 の 証明 の み を行 う際に は 不必要．

　 。 　性質 （RI7）は Postulate規則 を用 い ない 場合 に は不 必要．

　以 下で は，適 正 な推論規則と Postulate規則の み を用い て 導

出を行っ た場合 に，書換え 帰納法 によ る証明 が健全で ある こ と

を示 す．

補題 4 ．4 　適用 した規則 が全 て適 正 な 〈E ， 〉ト
n

〈En ，
　Hn ＞の 導

出が存在 す る な らば，以 下が成立 す る ，

（i）　R トpind 　En　U　Hn ＝＞ R トpind　E

（ii） T・fun（Σ）上で
π ⊆マ 意 針

  ズ歳

証明． n に 関す る帰納法で 容易に示せ る， 口

定理 4．5R を停止性を持つ STRS とする．適用す る全ての 推

論規 則 は Postulate規則か適 正 な規則で あ る とする，

（i） ＜E ，の＞F
’
〈の，

H ＞の 導 出が存 在 す る とし，こ の 間 に PQstu−

late規則で 追加し た 等式全て か らな る集合を L とす る．こ の と

き R 卜pindEuL ．更に R トindEuL も成立．

（ii） 〈E ，の〉ト
＊
Disproofの 導出が存 在す る と し，こ の 間 に Pos−

tulate 規則で 追加 し た 等式全て か ら な る 集合ig　L とす る．こ

の と き R 〆pindEuL ．また 定 理 3，2 の 条件を 満 たす な らば

R 〆indEUL ，

一 53 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Institute of Electronics, Information, and Communication Engineers

NII-Electronic Library Service

工nstitute 　 of 　 Eleotronios ，工 nformation ，　 and 　 Co   unioation 　 Engineers

（Simplify）

＜EW ｛sNt ｝，ff＞

（Expand ）

〈EU ｛slrvt ｝，H ＞

〈EU ｛s2tt ｝，H ＞

5鳶5

〈EuExpdp （s ，t），Hu ｛s → t｝
「〉

（Delete　Tautology ）

＜EU ｛s　2tt ｝，
H ＞

P が s に お け る

R 完全 な出 現か つ

SN （RUHu ｛s
−・t｝↑

）

（CaseSplit）

〈E ，H ＞

（EU ｛sttt ｝，
H ＞

ヨH ’
⊂ H

（RU 　H
’

　Fpi。d　S ・・ t かつ

GCR （RUH
’

））

＜Eu ｛5 σ 盤 t σ 1σ ∈ C55 ｝，H ＞

C88 が

X （⊆Var （s ）U 　V α r （t））上の

空 でな い被覆代入集 合

（Delete）

（C −Postulate）

〈EW ｛s2tS ｝，H ＞

（E ，H ＞

　 　 　 　 　 　 ＜E ，H ＞
　　　　　　　　　　　　RUE ↑UH ト

pi。 dse ・ t
　　　　 〈EU ｛s ［yt ｝，H ＞

（S−Postulate）

　　　　　　〈E ，H ＞　　　ヨL ，（L，  〉ト
＊

〈の，H
’

〉カ、つ

　　　　　 〈E ，HUH
’
＞ SN （RUHUH

’

）

（Subsume ）

　　　　 〈EU ｛s　11t ｝，
H ＞

〈E ，H ＞

（EXtend ）

　　　〈EW ｛sort ｝，H ＞

　　〈EU ｛s［x］ort ［x］｝，H ＞

ヨs
’

型 t’
∈ RUEUH ．

ヨσ．s 「
σ ≡ s 〈 tlσ it

丁 （s ）∈ 8fun か つ z は新 し い 変数

図 2　Pro （’f規則

証明。（i） Postulate規 則 以 外 の 規 則 は全 て適 正 で あ る の で，

性質 （RI7）よ り Postulate規則を用 い ない 導出 （E 　u　L，の〉ト
’

くの，H
’

〉が存在す る．こ の と き R の 停 止 性 と性質 （RI1）か ら

RUH ’

は 停止 性を 持つ ．性質 （RI2）と RUH ’
の 停 止 性 と補

題 4 ．4（ii）よ り T と 7訂 は定 理 4．2 の 条 件 を満 た す の で

Tnf。n （Σ）上 で 命 ＝富 ，よ っ て R ト
pind　

H ’．よ っ て，補

題 4，4（i）よ り R トpindEuL を 得 る．ま た トi。 d の 定義 よ り

R トi。dEUL を得る，

（ii） 上 と同 様 に Postulate規 則 を用い な い 導出 〈E 　u　L
，の〉ト

＊

（E
’

，
H ’

〉ト Disproof が 存在す る．　R ト
pind 　E 　U 　L を仮 定 す る と

性 質 （RI6）よ り R トpind 　E ’
　U 　ff’

とな る．一
方，性質 （RI8）よ

りRYpi 。dE
’

UH
’

となるの で矛盾 よ っ て R 〆pi。 d　EUL ．さ

らに，定理 3．2 の 条件 を満 た す な ら R 〆ind 　EU 乙 も成立， □

　4 ．2 推 論 規 則

　本節 で は，STRS 上 で の 書換 え 帰納法で 使用 可能 な推論 規 則

を与え る．

　4 ．2．1　Proof規則

　適正な Proof 規則 を 図 2 で 与 え る．　 Simplify，　 Delete，　 Ex −

pand ，　 Postulate，　 C−Postulateの各 規 則 は文 献 ［61で，　 Delete

Tautology，　 CaseSplit，　 Subsume の 各規則は文献 ［2］で，　 S−

Postlate規則 は文献 ［8】で提 案 され た 推論規則を 参考 に して い

る．また ，Extend 規則 は 文献 ［5］の 拡 張形 の 定 義 を参 考 に した

推論 規 則 で あ る．

　な お，S−Postulate規 則 中で の 導出 ド は適 正 な 規則か Pos−

tulate 規則の みを 用い た導出とする．こ こ で，　 Expand 規則 中

で用 い る R 完全 の 概念 と集合 Expdp （s ，
t）の 定義を次で 与え る．

定義 4 ．6 項 t 中の 位置 p が R 完全 な 出現 で あ る と は，任

意 の 閉 じた 正 規 形代入 θ。に 対 し て tlpθv が R で 書 換 え 可能

で あ る こ と で あ る．Expdp （s ，
t）を ｛s ［r］p σ Nta 　l　l → r ∈

R
，

slp と 1 は単
一
化可能 ，

σ ＝mgu （slp ，
1）｝で定義する．

定理 4．7　図 2 の 推論規則 は全て 適正 で ある．

　さ らに ，GCR （R ）な らば 図 3 の Decompose 規則 も適正 とな

る．な お，こ の 規則 は文献 ［2］で 提案 された 推論規則 を参考に

して い る．

図 3　Decompose 規則

定理 4．8GCR （R）ならば，　 Decompose 規則 は 適正 で あ る，

　Proof規則 の効 率 的 な実 現 の た め，以下で は前記 した推論規

則 の 特 別な 場合や，適用条件の 判定が容易 に な る場合 な どを

記 す．

　a ） Expand 規則に つ い て

　擬簡約化可能な STRS 　R に 対 して は，よ り効率的に R 完全

な 出現 を 発見 で きる．具体的に は，以下の 容易に 判定で きる 3

条件 が成立す れ ば項 t の 位置 p が R 完 全 に な っ て い る．

（1）T （tlP）∈ SnfUn　（2）root （tlP）∈ つ

（3）tlpの 真部 分項が 全 て 構成子項

　b ） C −Postulate規則に つ い て

　C −Postulate規 則 は Postulate規則で 追加す る補題 に Ru
E ↑ UH ト

pi。dSrvt とい う条件を 加 え る こ とで 定義 され て お

り，こ の 条件の おか げで，C −Postulate 規 則 は適 正 な規 則に な っ
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て い る．RUE ↑UH に お け る 原 始帰納的定理 を 与 え る 方法

の
一

つ と し て，危険対を 用 い る こ と が で き る．RUE ↑UH の

危 険対 は明 らか に RUE ↑ UH の 原 始 帰 納 的 定理 で あ るの で，

C−Postulate規則の特別 な場合 と して 図 4の CP−Postulate規

則を与え るこ とが で きる．

定理 4．10　R を以 下 の 3 条件 を満 た す STRS とす る，こ の と

き，図 6 の 4 つ の 推論規則は全 て 適正 で ある．

（CP −Postulate）

　 　　 　 　 〈E ，H ＞

　　　〈EU ｛Styt ｝，H ＞
s 盤 t ∈ OP （RUE ↑ UH ）

図 4CP −Postulate規則

　c ） Decompose 規則に つ い て

　∀i．T （Si）∈ 8η顛 は性質 （RI5）を 成 立 さ せ る ため だ け に必 要

であ る．よっ て，反証の み を行 う場合は除外 して もよ い 適用 条件

となる．その ため，反証の みを 行う際には 図 5 の D −Decompose

規則 を用 い れ ば適用条件が少な く効率的 に反 証が行え る．

　 ● CWN （R ）● aOR （R＞● ∀α ∈ 5njUn．ICNFα （R ）1≧ 2

なお，本定理 で挙げた適用条件に つ い て 以下 の こ とが 言 え る．

　 ● 　GWN （R ）は Disprove4 規貝「亅を除 く 3 つ の Disproof規

則 を 用 い るの に 必要．

　 ・　GCR （R ）は 全て の Disproof規則 を 用 い るの に 必要．

　 。 　∀α ∈ 5nf。n ．IGNFa（R ）1≧ 2 は Disprovel規則を用い る

際に の み必要で，他の 1）isproof規則 に は 不必要

　4．3　書換え帰納法 に よる証明例

　高階関数を含む等式の 書換 え帰納法に よ る証明例を記す．

例 4 ．11 例 33 の Rl を 考え る，こ の とき，以 下 の 等式 （1）が

帰納的定理で ある こ とを示す，

fotdl［aPP ，　nil ］rv　foldr［αPP ，　nii ］

まず，以 下の 対を 与え る．

（D −Decompose ）

　　 〈EU ｛f［s1 ，＿，Sn ］or ∫［t1，t ．，tn］｝，H ＞

〈Eu ｛Sl 　or 　tl，．．1Sn
　ty　tn｝，H ＞

f ∈ e

（｛foldl［aPP ，　nil ］ty　foldr［aPP ，nil ］｝，の〉

（1）

　入力が 関数型 の 等式で ある こ と か ら Extend 規則を適 用 して

以下の 対が 得 られ る．

図 5　D −Decompose 規則

系 4．9CCR （R ）であ る とき，　D −Decompose規則は性質（RI6）
と （RI7）を満たす．

　4 ．2 ．2　Disproof規則

　図 6 に Disproof 規 則
一

覧を 記す．　Disproof規則は 全て 文献 ［2］

で提案された推論規則を 参考に して い る．な お，Diprove4規 則

の θ。 は閉 じた代 入 とす る．

〈｛∫oldl ［aPP ，
　nil

，
zs ］ty　foldr［αPP ，

nil
，
zs ］｝，の〉

　等式 foldt［app ，nil ，z ε］ty　foldr［app ，　nit ，xs ］の 左辺 の 位置 ε

に Expand 規 則 を適用 す る．この とき，

　Expd
ε （foldl［aPP ，　nil ，xs ］1foldr ［aPP ，nil ，xsD ＝

　　　　　｛
Nil ・ ty ／oldr ［αPP ，　nil ，nii ］，

ノo姻 αPP ，（aPP ［nil ，
＝］）、

xs ］

　　　rv 　f・酬 αPP ，鵺 ，c・ ns ［x ，xs ］］｝
であ る ので，以下の E1 と Hl の対 （E1，Hl＞が導出され る．

（Disprovel ）

　　〈EW ｛sbl 　x ｝，H ＞

　 　　 　Disproof

（Disprove2 ）

＝ ≠Var （s ）カ
、
つ τ （s ）∈ SnfiLn

〈EW ｛∫［s1 ，
＿ tSn ］or・x ｝，

H ＞

Disproof

ノ∈ C かつ x 　E　V 。fun か つ

ヨtE 　GNF
．（。）  ・

Toot （t）十ノ

　 　　 　 　　 　 Disproof

（Disprove4 ）

　 　　 ＜EU ｛s　2i 　t｝，H ＞

（Disprove3 ）

　〈E ヒリ｛∫［S1，『『，Sn ］or 　9［‘1，．．，tm］｝，H ＞　∫，9 ∈ C カ、つ

　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 　∫十 9

Disproof

ヨθ。，5θσLR≠ 孟θ。↓R か つ

丁 （s）∈ 5
嶼 。

　 E1　 ＝ 　Expd ε（foldt［aPP ，nil ，IS 】，foldr［alrp ，nil7Z5 ］）

　 H1　　＝　　｛foldl［alrp ，
　nil

，
zsI → foldr［aPPl 　nil ，XS ］｝

こ の 対に Simplify規則を適用 する と，

E2 − ｛
　　　　　　　　　　nit 　 ry 　 nit

！・ldt［αPP，x，xs ］盤 α刎 皿
，ノσ姻 αPP ，

贓
，
＝ s］］｝

と Hl の 対 〈E2 ，Hl ＞が 導出 さ れ る．　 Delete規則 に よ り等式

nil 　rt　nil が消え，以下の 対が 得られる．

〈｛f・ldl［aPP ，X ，XS ］rv 　aPP ［X ，f・ldr［αPP ，　nil ，XS ］］｝，
H ・〉

　以後 も同 様 に導出を 行 っ てい くが，こ の証明 を成功させ る た

めに は ，以 下 の 等式を 補題 と し て 追加す る 必 要があ る 。

αPP ［xs ，aPP ［ys ，2s ］I　rv　aPP ［aPP ［xs ，ys］，zs ］

図 6Disproof 規則

　こ れは導出中に Postulate規則を 用い て追加 す る こ とが で き

る．補題 の追加 に よ り， 最終的に （ ，H ＞とい う形の対を導出す
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る こ とが で き，等式 （1）が原始帰納的定理で ある と判定される．

よっ て，等式 （1）が 帰納 的定 理 で あ る こ とが 示 され る．

例 4．12 例 4，11 と同様 に例 3．3 の STRS 　RI を考 え る．た だ

し，e ＝｛cons ，nil ｝とする，こ の とき，以下 の 等式 （2）が帰納

的 定理 で な い こ とを示 す．

fol〔il［αPP］or ∫0 ‘〔ケ ［αPP］ （2）

　例 4．11 と同様 に Extend ，　 Expand ，　 Simplify，　 Deleteの 各

規則 を用 い て導出を行 っ て い く と，

。・ns ［x ，αPP ［xs ，c・ns ［y，ys］］］・ ・　c・n ・［y，αPP ［ys，c・ ns ［m ，　xs ］］］

を E ’

中に 含 む対 （EI，H
’

〉を得る．こ の 対に は Decompose 規

則 が適用 で き，

が帰納的定理 で ある こ とを示 した い．しか し，等式 （3）は原 始

帰納的定理 で な い た め，書換 え 帰納法を単純に 行 っ た だ けで は

帰 納 的定 理 で あ る こ とは示せ ない ．こ こ で 次の 等 式を 考え る，

foldl［aPP ，　nil ］rv ∫oldr ［aPP ，　nill

こ の 等式は例 4，11 で 原始帰納的定理 で あるこ とが 示 されて い

る．Rl ＝RI　U ｛foldl［app ，　nil ］］→ foldr［app ，　nil ］｝とす る と

SN （Rl）は 容易に 示 さ れ る．さ らに，書換 え 帰納法に よ り

Rl ト
。 ・。d わ副 ∫・ldl［・PP ，

　nill】・・　bar［ノ・ld・［aPP ，
　n 凋］

も容易 に示さ れ る．定理 4，14 よ りこ れ は

R ・ ト言、nd 　ba・ ［f・ldl［・PP ，　nit ］］・・　bar［f・酬 ・PP ，
　nil ］］

で あ るため，等 式 （3）が 帰納的定 理 で あ る こ と が 示され る．

　 　 　 　 　 　 　 　 x 「 y 宮

αPP［毋 S
，
C・ ns ［y ，ys］］　b・　aPP ［y・ ，・ 侃 ・ ［毋 ，副

ig　E ”

中に 含む 対 〈E
”

，
H ’

〉が導出さ れ る．こ の とき，等式 mbly

は Disprove1 規 則 の 適 用 条 件 を満 たす た め，定 数 Disproofが

導出される．よっ て，等式 （2）は原 始帰納 的定理 で な い と判 定

され る．さ らに R1 は定 理 3．2 の 5 つ の 条件を満 た して い るた

め，等式 （2）が 帰納的定理で ない こ と も示 され る．

　こ の 例 で は，例 3．3 と同 様に C に 関数 記号 bαr を 含 ん で い

た と し て も，bα r は Rl に も求め たい 等式 中 に も含 まれ ない 記

号 で あ る こ とか ら，書 換 え帰 納 法 の 証明に は直接影響 し な い，

しか し，T （bar）；（List →List）→ Listで ある こ とか ら定 理

3，2 の 条件 （d）を 満 た さ ない た め 等 式 （2）が 帰納的定理 で ない

こ と は 示され な くな る．

　4 ．4 　原 始 帰納 的 定理 で な い 帰納 的定 理 の 証明

　先に 挙げた 書換 え 帰納法に よ る帰納的定理 の証明 は ， 本 質的

に は原 始帰納的定 理 を証明す る手 法で ある．その ため，帰納的

定理 で ある に も関わらず原始帰納的定理 で な い もの は証明で き

ない ．以下 で は，先 に挙 げ た書 換 え 帰納 法を用 い て よ り多くの

帰納 的 定理 を 証明す る手法を提案する．

定義 4．13 　導出 （E ，H ＞ト
＊
〈E
’
，Ht ＞につ い て，こ の 導 出 が

STRS 　R の 下で の 導出で ある こ とを （E ，
H ＞R ト

’
〈E

’

，Ht＞R で

記す．文脈か ら R が明 らか な場合 は R を省略す る．

　証明中で用い る STRS 　R に R ト呂ind　E となる等式集合 E を

追加す る こ とに よ っ て，ト跡憙を求 め る こ とが で き，原始帰納

的定 理 で ない 帰納 的 定理 を 証明す る こ とが 可能 と な る．

定 理 4．14　R ト翫 dE と な る E が 存在す る とす る．また，

R ’⊆RuE とす る．こ の とき，　 SN （Rt）かつ 任 意 の 等式 E 「

に つ

い て 導出 （E
’

，の＞R ，ト
＊
（ ，H

’
＞Rt が存在す るな らば R 堅晶 E ’．

更に R トind　E
’

も成立．

例 4 ．15 　例 33 の STRS 　RI を考え る．こ の と き，

bar［fotdl［aPP ，　nitl ］ty 　bα r ［foldr［aPP ，
　nil ］｝ （3）

5． 結 論

　書 換 え帰納法の 推論規則が持つ べ き性質を明らか に した上で，

STRS 上 での 書換 え 帰納 法 を構 築 した．本研 究 の 成 果 に よ り，

高 階 関数を 含む 等式に 対 し て も書換え 帰納法を 用い た 帰納 的 定

理 の証明が 可能 とな っ た．

　本研究で は STRS に おける書換え 帰納法の 枠組み を定め たに

過ぎない．よっ て，証明を 効率的に 行 うた めの 推論規則の 適用

戦略の 考案が今後の 課題 であ る．また，証明の 際に は補題の 追

加 が必 要 とな る場合が 多い ．補題生成法に 関して は TRS 上の

書換 え帰納法で も広く研 究され て き たが，STRS 上 で も補題 生

成法 に 関す る 議論が 必要で あり，今後 の 課題の 1 つ と して挙 げ

られ る．
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