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第1章 緒 請

流体輸送,圧力伝達などのための管路が種々の機械や施設に広く用いられている｡これらの流体

管路では水撃,油撃あるいは脈動などと呼ばれる波動現象が発生することがある｡これを積極的に

利用する水撃ポンプ,パルスジェットなどの例もあるが,ほとんどの場合には機械などの性能や安

全性の面から見て波動ほ有害である｡いずれにしても波の発生を予測し,その振舞を適切に制御す

る必要性があるので多くの研究が波の発生機構と伝ばの両面について行われてきた｡しかしながら,

さらに詳しく検討すべき問題が残されていること.も事実で,その一つに弾性管内の波の伝ば問題が

ぁる!1)

流体の圧縮性と慣性に基づく波動が弾性管内で起きると波の伝ばの様子は剛管の場合とは異なっ

たものになることばよく知られており,管の弾性を考慮した波の伝ば速度の近似式も広く用いられ

ている｡しかしながら,それ以上のことについては,若干の研究がなされているが,まだ十分に整

理されているとほ言いがたく,確実な知識が得られてはいないと言っても過言ではない状況にある

と思われる｡弾性管内の流体の波動を調べるためには管と流体のそれぞれが振動,波動の媒質であ

り得るのであるから両者が相互に影響しあう達成現象としてとらえる立場が不可欠のように思われ

る｡ところが従来は問題の発端が管内流体の波動であるためにとくに流体に重点をおいた検討が多

くなされてきた｡それでほ広い範囲にわたって彼の性質を調べるとき統一的に理解することが困難

になる場合もある｡そこで,本研究では弾性管と管内流体の系に生じる波動をとくに達成波動と呼

ぶことにし,その性質を管と流体の双方の運動に注意を払いながら解析的に詳しく調べ,その結果

の一部については実験的な確認も行うことにした｡

ここで管の弾性を考慮した波動のこれまでの主な研究について簡単に振り返っておきたい｡この

問題が具体的にとりあげられたのはYoung(2) (1808)の頃からと見てよいと思われる｡ Youngは

管が非常にやわらかい場合の伝ば速度の公式を導いているが,これは血管内の血液の流動という医

学的な問題への関心からだったようである｡このような医学的な関心からの研究は現在でも行われ

(3)
ていて,岡によって解説がされている｡ Young以後,管の剛性が少し増して管の弾性と流体の圧縮

(4)
性を同時に考慮しなければならない場合の伝ば速度をKorteweg ( 1878)が導いている｡この

Korteweg の式は簡単でもあるにもかかわらず,合理的なもので実用性が高く,現在でもよく用い

られているものである｡ Kortewegは音響学的な方法でこの式を導いたのであるが,同じ式が水

(5)
撃問題にも適用できることがJoukovsky (1898)によって見出されている｡それでこの式の

(6)(7)
発見がJoukovsky に帰せられることもある｡それから少し遅れてBoyle, Froman, Fieldは超
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音波域にある特定の振動数帯域で管内流体の波が管の肉厚が薄いときに限って顕著な分散性を示す

(8)-8頚

ことを実験的に見出し,管壁の振動も関与しているとして簡単な解析も行っている｡(1930-1939)

しかし,非常にせまい範囲だけを対象しているので十分な研究と言うことはできない｡このBoyle

らの研究あたりまでが,いわば古典的な研究に属すると見られ,それ以降は計算機の発達とともに

姻
解析を精密,かつ,複雑にする傾向が顕著になる｡このうち, DeArmondら(1972)は本論文

の第3章に述べるものとやや類似の解析を行っているが,円筒かくのせん断変形を考慮する一方で

曲げ剛性を無視するなど細部については検討の余地を残しており,結果も見通しよく整理されてい

aカ a8)

るとは言えない｡そのほかほ過渡現象についての研究が多く,実験も水撃や衝撃について行われて

(1LL-卦-CZl)

いる｡近年の研究で重要なのはむしろ剛管内粘性流体の波動に関するものであろう｡この分野では

(1)

理論が体系化され,実験的にも確認されて,確立されたものになりつつあると考えられる｡

さて,管路の波動の最近の研究では過渡応答や振動数応答を直接の対象としたものが比較的多い

ようである｡これほもちろん工学的な要請に基づくことであり,本研究でも最終的には同じ目標を

持っものであるが,その前の段階として波の性質を詳しく調べ,その知識を基準にしながら実際問

題の近似的な処理の方法を検討した万が一般性のある確実な結果が得られるように考えられる｡そ

こで,本論文でほ第一の目標を弾性円管と流体の達成波動の基本的な性質を調べることにおき,そ

れとあわせて実用的問題への対応として近似計算法などの検討をでき得る範囲で行うこととした｡

本論文を便宜上,第1編 解析的研究(第2章-第6章)と第2編 実験的研究(第7章,第8

章)とに分ける｡

Ci'3凹

第1編のうち,まず,第2章では流体を非粘性としたときの達成波動の性質,とくに各波動モー

ドの分散性について解析的に調べる｡また,従来から用いられている伝ば速度の近似式の精度と適

用限界についても調べる｡

幽¢尋
第3章では流体の粘性を考慮した場合の達成彼の解析を行い,とくに流体の粘性と達成波の減衰

との関係について検討する｡

餌
第4章では第3葦の解析法を簡単化して管路の坂動数応答の近似計算式を導き,その精度を検討

し,･応用例についても述べる｡また,得られた近似式を用いて管材の内部摩擦が達成波の減衰に対

して及ばす影響についても調べる｡

餌
第5章では,一般の波動系において方程式の解が波数の偏角によって伝ばモードと非伝ばモード

とに分類できることを示し,任意に与えられた境界条件を満たすためには通常の波動解である伝ば

モードだけでなく,波としての性質を持たない非伝ばモードも-般解の構成に必要なことを示す｡

また,数値的検討によって達成波でほ非伝ばモードを省略した解析が近似的に可能であることも示
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す｡

CZ7)

第6章では達成彼の非軸対称モードを無視できるための理論的な根拠を第5章で導入する波動モ

ードの伝ば,非伝ばの性質の面から検討する｡
㈱

第2編,第7章では第1編の解析結果のうち,第2章で調べた達成波の分散性についてノヾルス法

を用いた実験によって確認を行う｡
㈱㈱

第8章では,第3章,第4章で調べた達成波の減衰に関する性質を,管内空気中を伝わる音波と

粘性液体を封入した円管の縦振動についての実験によって確認する｡また,この実験によって流体

が気体の場合にほ粘性だけではなく,熱伝導も減衰の原因になることが明らかになったので,それ

を考慮した理論の補足も行う｡

第9章は本研究の結論である｡

-
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記

本論文で用いる主な記号はつぎのとおりである｡

∫, γ,

ex., e,,

i :時 間

♂ :円筒座標系｡ただし, βは8.3.3項において気体の温度の意味に用いる｡

ee :円筒座標系における単位ベクトル｡

α :管の平均半径

h :管の肉厚

∂ :管の内半径

∂′ :管の外半径

¢, w, u, v :円筒かく理論における管の変位成分〔図2.2,図6.1〕

F, W, U, V : ¢, w, u, vの振幅

E :管材のヤング係数

y :管材のポアソン比

pp :管材の密度

応:管のせん断剛性の補正係数｡ただし, 8.3.3項では気体の温度伝導率

D = Eh3/12(1-リ2)

kT- Eh / (1-リ2)

ks- 応Eh/2
(1+〟)

管の曲げ剛性

管の引張り剛性

管のせん断剛性

I -

p,h3/12

M -

p,h

Mr :管の曲げモーメント

T= :管の軸方向引張り力

To :管の周方向引張り力

¢∫ :管の軸に垂直な断面におけるせん断力

H :管の回転慣性モーメント

FE :管の軸方向慣性力

F, :管の半径方向慣性力

♪′ :管内壁で流体から管に作用するγ方向の圧力

r′ :管内壁で流体から管に作用する∬方向のせん断カ

ー
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q :流体の粒子速度

q,. q,, qo
: qのx, r, o方向成分

q,o:管内平均流れの速度

ql : qの非回転成分

q2 : qの回転成分

♪ :流体圧力の変動分

K :流体の体積弾性率

pL:流体の密度

c :流体中の音速 (- ^r/pt.

〟 :流体の粘度

〟 :流体の動粘度

α .

∬方向に進む波の位相速度

αタ.

X方向の群速度

α*:散逸性の波におけるαに対応する複素量

β : ∬方向の波数

β*:散逸性の波におけるβに対応する複素量

A :波 長

w :角振動数

/ :振動数

∂ :時間的対数減衰率

∂′:空間的対数減衰率

Cl, C2, C3--I :達成波の第1次,第2次-･-モード

Fl, F2, F3･･･- '.剛管内流体の第1次,第2次, ･･--波動モ-ド

Tl, T2, T3:管単独の波動モード

j :虚数単位

7T :円 周 率

e :自然対数の底

Re:複素数の実部

Im:複素数の虚部

log:常用対数

-
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1n :自然対数

grad :こ う 配

diy :発 散

rot :回 転

V2 :ラブラシアン

I"(I): n次の第1種ベッセル関数

I"(a): n次の第1種変形ベッセル関数

9(a)
-

Jo(I)/zJl(2)

F(I)
-

Jl (a)/zJ.(I)

以下は無次元量の定義である｡

ワ
ニ

a/h

甘 - b/a- 1-1/2可

S -

K/E

p
-

pp/pL

a -

a/c

盲9 -

α9/c

す - β･a

了 - A/a

w
-

wa/c

7 - fa/c-wa/27TC

面 -

N/bc

〔式(2.24)コ

〔式(4.13) 〕
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第1編 解 析 的 研 究

本編でほ弾性内管と流体の達成波動の解析法および数値計算の結果について述べる｡達成波とい

う用語は管と流体の達成の効果の大小にはかかわりなく,管と流体の基礎式を連立させて得られる

すべての波動解を意味するものとする｡計算結果の整理にあたっては達成波と非達成の管と流体の

波動の比較をできる限り行って,やや複雑な達成波の性質がどのようにもたらされるのかという物

理的な考察を中心に検討をする｡

本編の内容を類型化すれば三つに分けられる｡第2章は流体を非粘性とした場合で,分散性を中

心とする達成波の性質が検討の対象であり,本論文を通しての基礎である｡第3章,第4章は流体

粘性を考慮した精密および近似の解析で,波動の減衰に関することがらが検討の中心である｡第5

章,第6章でほ基礎式の解のうち,波としての性質を持たないものの意味を検討し,境界条件の与

えられた問題の解析法を調べる｡これによって無限長系の解析と有限長系の解析との理論的なっな

がりを明確にできる｡

-
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第2章 流体が非粘性の場合の基礎的解析鋤鍋

2.1 緒 昌

本章では管内流体を非粘性とし,また管を無限長と仮定して解析を行い,分散性など達成波の基

本的な性質を調べる｡そして,その結果を基礎にして従来から用いられている伝ば速度の近似式の

精度や適用限界の検討も行う｡本章での検討は後の各章における議論の基礎にもなるべきものであ

る｡

2.2 解 析

2.2.1 基礎式 管と流体の達成波動を広い範囲にわたって調べるためには,用いる

基礎式は精度のよいものでなくてはならない｡そこで,管の運動方程式にはHerrmann - Mirsky

(3)

の円筒かく理論を用いることにする｡これほ回転慣性とせん断変形も考慮したもので,最低次の軸

対称波動モードに対して全波長域で三次元弾性論によるものとよく一致する計算結果を与えること

が確認されている｡一方,流体については半径方向の運動を考慮する必要があるので,三次元の運

動方程式と連続の式を用いる｡

はじめに管内壁に流体力が作用する場合に対して管の運動方程式を Ⅲerrmann らの考えに従っ

て導いておく,この場合,粘性を考慮していないので管にはたらく流体力は管壁に垂直な圧力だけ

である｡図2.1は管の微小要素における力

とモーメントのつりあい関係を示したもの

である｡軸方向引張り力 T3,周方向引張

り力Te,軸に垂直なせん断力 oc,およ

び曲げモ-メントM= ほ管の平均半径r-

α面上での単位長さあたりの値であり,慣

性力Fs
, F,および回転慣性モーメント 図2.1 管のつりあい関係

HEまr-a面上での単位面積あたりの値である｡また, ptが流体による圧力である｡図2･1に示

した関係を式で表わせば

∂Ml

∂∬

∂TE

∂ X

∂¢∫

∂∬

- Q=
+ H-0

+ Fェ - 0

Te

-
~⊥- + F, +

-｣pt
- 0

α α

ー
8
-

∂

(2.1)



式(2.1)の各項ほ, ♪∫の項を除いて図2.2に示した管の変位成

分u, w, 4･で表わすことができる｡まず,弾性に関するものに対

してほ 6&, 6o,
T.′をそれぞれ

Ts, Te, Q3に対応する方

向の応力成分とすれば次式が成り立つ｡

･r -

∫_:I,…6L(1･三)
d-- I_::226edこ

Q&

-I_::≡{-(1･‡)dE･
ML

-I_::…6c
(1+‡)こd∈

ここにこはr-aを原点とするr方向の局所座標である｡各応力成

分はひずみ成分と次式で関係づけられる｡

6J;
=

{&r=

E

1-J)2

応E

E
(e∫+リee)I

6o=丁=丁(eo+veL)

2 (1+JJ )

ところが,ひずみ成分は

∂〝(

r∬′

γ∫′
=

8u(

∂こ

8w
+ -

∂∬

0 original state

@ Displaced state

図2.2 管の変位

(2.3)

(2.4)

であるから.式(2.4)を式(2.3)に,式(2.3)を式(2.2)に代入して積分を実行すれば式

(2.2)の各式は管の変位成分で表わされる｡なお,式(2.4)に含まれる〝(は(の位置におけ

る軸方向変位であるが,変位を直線的に仮定するために, u香r- a (こ-0)における軸方向変

位として

u(
-

u
- こ4･ (2.5)

となる｡さて,式(2.3)の第3式のせん断の応力とひずみの間の比例係数は横弾性係数に定係数

応を乗じたものになっている.このKほ,変位分布を式(2.5)のように直線的に仮定した結果,

三次元理論によれば断面上で一様な値をとるはずのないr∫rやr‡rが円筒かく理論では一様な値に

なるために必要とされるせん断剛性の補正係数である｡ Gはポアソン比少だけの関数であって,J㌃

が弾性体中の横波の速度に対する Rayleigh 波の速度の比に等しくなるように定められる｡とく

に本論文で計算例に用いたソニ0.3のときにはG-0. 860である｡

つぎに慣性力と回転慣性モーメントは

-
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F,--pp

F,-- pp

H --

pp

(2.6)

から求められる｡式(2.2) , (2.6)の積分結果を式(2.1)に代入して整理すれば次式を得る｡

(-D芸+ks･I詰)¢･(三豊-‡器)u-ks記-o

(三吉-i-芸)¢-(kT器-M詰)u一号器-o

-ks器一号記-(怒+芸-ks芸･M蒜)w.‡p[-o
ただし,

Eh3
∂ -

12(1-リ2)
kT -

1-リ2

M- pph

ks -
KEh

2(1+JJ )

である｡また,式(2.7)の第3式においては

∫_hh',22ad.EE

- [1n(1･÷)]_hh/,22≒ヱ+浩

(2.7)

(2.8)

(2.9)

という近似が用いられている｡式(2.7)が,管内流体からの圧力♪′が作用するときの管の基礎

式である｡

つぎに流体については線形化された運動方程式

pL器ニーgrad
p

と線形化された連続の式

∂♪
---Kdiv q
∂t

(2.10)

(2.ll)

を用いる｡式(2.10) ,
(2.ll)からqを消去すれば,圧力pに関する波動方程式が得られる

-
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が,これを軸対称の場合について円筒座標系で表わせば

(器+‡£.芝一三器)p-o

ただし, c2-K/pL である｡

以上の管と流体の基礎式を連立させるための条件は

p[ -[p],-b

と管内壁における管と流体の半径方向の速度の連続条件

F q,j,=b

である｡

2.2.2 無限長管における波動解

つぎのようにおく｡

4･ - 町 sin β(x-αi)

u -U sin β(x-αt)

w
- W cosβ(x-αt)

P
- R(r) cos β(x-αt)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

基礎式の解として∬軸に沿って進む正弦波を考え,

(2.15)

(2. 16)

式(2. 15) , (2. 16)は可能な解表現のうちの一つにすぎず, sinとcosの役割を入れ替えた形に

したものや定常波の形にしたものなども考えることができるのであるが,本質的な違いはない｡ま

ず,式(2.16)を式(2.12)に代入して整理すれば

(#･
1 d

--- -+
m2

r dr

m-
βJ(α/ど)2-7

R(r) - 0 (2. 17)

(2.18)

式(2. 17)は零次のベッセルの微分方程式であるが, r-0でR(r)が有限な値をとるべきことか

ら解は次のようになる｡

R(r)- PJo(mr)

これを式(2. 16)に代入すれば

P
-

PJo(mr) cosβ(x-αt)

これを流休の運動方程式(2. 10)に代入して, qの成分について解くと

ニifl-

(2. 19)

(2.20)



qs= P

q,=-P

Jo(mr)

PL
a

mJl (mr)

pL8a

cosβ(x-αt)

sinβ(x-αt)

(2.21)

式(2. 15)の第3式,式(2･21)の第2式を管と流休の速度の連続条件式任4に代入すれば,圧

力の振幅を意味する係数pを管の半径方向変位振幅wで表わすことができる｡

P -

-W
pL@2a2

mJI(mb)

これを式(2.20)に代入してr-bとすれば,式(2.13)から

p[- -WbpLβ2α2g(mb)cosβ(x- αt)

ただし

g(a)=
zJl(I)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

式(2123)を式(2.15)とともに管の基礎式(2.7)に代入すれば,管の変位振幅F, U, W

に関する同次の一次代数方程式が得られる｡

･D@2･ks-I@2a2,F-(fβ2-‡β2α2)u･
ksβW- 0

- lニーβ2 ㌃β2α2)F･･k,β21Mβ2α2,U

･号βw-
o

ks@F･ iTβu･結･

この方程式を行列を用いて表わせば

All A12 A13

A22 A23

対称 A33

∂ ∂2

74+
ks@2-M@2a2+

-pL@2a29(mb)
α

式(2. 26)が自明でばない解を持つためには

T(α, ♂)

All A12 A13

A22 Az)

対称 A,,

- 0

(2.25)

(2.26)

(2.27)

でなければならない｡これが達成波動の波数βと位相速度αの関係を定める方程式である｡この方

-
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程式はA33 に9(mb)という超越関数を含むので代数的に解くことばできず, β-α関係は数値的

にしか求められない. β-α関係を求めると, a-βα
, A-27r/βなどの関係を用いて, a-

β関係,スーα関係などに変換することができる｡

さて,位相速度αは波のある特定の位相の点が移動する速さであり,波の性質にかかわる最も重

要な量の一つであるが,波動現象でほ別の速度の概念が必要になることも多い｡とくに,パルス性

(32)

の波などでは群速度α9 が必要になるが,これほ次式で定義される｡

∂w ∂α ∂α

α9=-=α+石β=α~一人∂β αβ
■

∂^
(2.28)

α9 をβの関数として求める場合には,式(2.27)によってβ-α関係を定めた後に,同じ式(2.

27)に陰関数の微分の定理を用いて

∂α ∂r

∂β ∂β
(2.29)

を計算してαとともに式(2･ 28)に代入すればよいが, Tほ実際には行列式の形で与えられてい

るから,式(2. 29)の分子と分母は行列式の微分の定理を用いて計算しなければならない0 α9

は単一の波長成分だけを含む彼のエネルギーの搬送速度を意味するほか,卓越した成分波が存在す

るようなパルス性の波の伝ば速度の近似値でもある｡

ところで, α<cであれば式(2.18)によってmほ虚数になるので, 9(mbわ計算にほ式(2･

24)によって変数が虚数になるようなベッセル関数を扱う必要が生じる｡この場合には,

Jn(jz)-j"I"(I) (2.30)

(33)

なる関係を用いて9(mb)を変形ベッセル関数で表わしておけば計算を実数の範囲内ですませるこ

とができる｡

以上は管と流体の達成がある場合であるが,非達成の管と流体の波動についてほつぎのように計

算すればよい｡まず,流体がないときの管の波動に対しては,式(2.25)第3式のWの係数のう

ち流体力に基づく最後の項を省略すればよいが,この場合には式(2. 27)と同形の方程式を展開

するとα2に関する三次方程式になる｡つぎに,管が剛体であるときの管内流体の波動に対しては,

管内壁r-bでq, -0であるから,式(2.21)の第2式より

Jl(mb)- 0 (2.31)

(～SS)

が満たされなければならない｡ところが, Jl(a)の零点はzの実軸上に無限個存在するので,こ

のうち負でないものを z.-0, a.-3.8317, ,
zi

, ･･･-とすれば,式(2.31)は次

式と同じである｡

-
13-



mb-zi

これに式(2. 18)を代入して整理すれば

a-cJ*

(2.32)

(2.33)

特別な場合として, I.･にzl -0を代入すればα-cとなるが,これが剛管内の流体の最低次の

波動モードの位相速度で,自由空間を伝わる平面波と全く同じになる｡

これまでの議論は流体に軸方向の平均流れがない場合についてであったが,平均流れがあっても

それが管断面上で一様な速度分布を持っと仮定できれば達成波の解析はこれまでと同様に行える｡

qsoを平均流れの速度とすれば,波としての流体粒子速度qとの合成速度は q･oe8 +qである｡

このことを考慮して流体の基礎式(2.10) ,
(2.ll)を書き直すと

pL (£+q=0£)q-gradp

(£+ q30£)p--Kdivq

また,管と流体の速度の連続条件は式(2. 14)の代わりに

･q,],-b - (ft+qLO£)w

(2.34)

(2.35)

(34)

となる｡これは境界面が変形するときの非粘性の流れの境界条件の一般式を適用して線形化するこ

とによって導かれる｡基礎式としては以上が異なるが,ほかほq.o -0の場合と同じであり,解析

手順もほとんど変わらない｡管内壁にほたらく流体の圧力♪′ の計算結果は

P[- -Wb pL(α-q,0)2･g(m′b)cosβ(x-αt)

m'- @j*

ただし,

(2.36)

(2.37)

g(m′b)の計算は式(2.24)の定義による｡式(2.36)を式(2.15)とともに管の基礎式

(2.7)に代入して整理すれば,平均流れのある場合のβ-α関係を定める方程式が式(2･ 27)

と同様の形で得られる｡
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2.3 計算結果と考察

2.3.1 管単独の波動 管と流体の達成波動は後に示すように独特の性質を持って

いるが,非達成の管と流体のそれぞれの波動の性質を受け継いでいる面もかなりある｡非達成の流

体の波動は,位相速度の計算式が簡単な式(2･33)となることからも明らかなように,単純な性

質を持っているが,管単独の波動はそれに比較してやや複雑である｡それゆえ,管単独の波動につ

いてはその性質をあらかじめ簡単に整理しておくことが必要である｡また,この解析で用いている

円筒かく理論は精度のよいものであるが,それはもちろん制限された範囲内におけることなので適

用可能な範囲を評価しておくことも必要である｡これらのことがらは, Herrmann らの論文にも

述べられているのであるが,短波長域だけが強調されていることや高次モードに言及されていない

ことなどから,本研究に対してはやや不十分なので,ここで改めて検討しておきたい｡

Ⅲerrmann
-
Mirsky の理論

では管単独の波動に対して三つの

波動モードが計算できるが,その

位相速度と波長の関係の計算例を

三次元弾性論や他の円筒かく理論

による結果と比較して図2.3に示

す｡縦軸は弾性横波の速度で無次

元化した位相速度であり,横軸は

無次元波長丁- A/aの逆数であ

る｡ Herrmannらの理論以外の

計算式は三次元理論については付

録Ⅰに示したが,他はつぎのとお

りである｡まず, Fluggeの理

(35)
論は

3
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＼
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図2.3 各種理論による管の非違成波動の位相速度

(kT詰-M詰)u･(一号£3･告£)w-o

(一号=3.号£)u+(D芸+f2+芸+M詰)w-o
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この理論では曲げ剛性は考慮されているが,回転慣性とせん断変形は無視されていて,二つの波動

モ-ドが得られる.また,膜力理論はさらに曲げ剛性を無視したもので,形式的には式(2.38)に

おいてβ-0としたものに等しい｡

∂2 ∂2
｢
-〟-‥-

8x2 8t2 a+ヱ生壁=oα ∂∬

祭器+(怒･M詰)w-o

(2.39)

最後に,式(2･ 39)の第2式から半径方向の慣性力を除き,二つの式をまとめてuについて表わ

すと,棒を伝わる縦波の式に一致する｡

E
∂2α

∂∬2

∂2u

~pp前丁=0
(2.40)

さて,図2.3においてHerrmannらの理論は第一次モードでほ全波長域で三次元理論とよく一致

しているが,二,三次モ-ドの短波長域では一致の程度が悪くなり,妥当性が失われる｡これほ,

高次モードの短波長域では変位分布の直線性の仮定が無理になるためと見られ,達成波動への応用

もこの領域でほできない｡

つぎに最も重要な一次モードの性質を各波長域ごとに調べてみる｡長波長域では式(2. 40)に

よる結果とよく一致することからも明らかなように管の運動はほとんど縦波になっている｡波長が

短くなると位相速度ほ低下するが,この領域でもよく一致する式(2.39)の膜力理論と式(2.

40)の差から,半径方向の慣性力の影響によるものであることば明らかである｡つまり,管の運動

は波長が短かくなるにつれ半径方向の成分が大きくなるのである｡さらに波長が短くなると位相速

度は極小値を経て再び増加するが,これは主に波長と管の肉厚が接近することによって曲げ剛性の

効果が現われるためである｡しかし,これを考慮した FIGgge 理論も脱落し,せん断変形と回転

慣性を考慮した Herrmann らの理論だけが最後まで妥当性を保つ結果になっている｡以上のよう

に,波長が短くなるほど,すなわち振動数が大きくなるほど管の運動や変形状態は複雑になり,考

慮すべき要因が多くなる｡

2.3.2 達成波動 管と流体の達成波動の位相速度の計算結果を管単独および剛管内

流体の波動と比較して図2.4に示す｡横軸はl/^ としたが,これは分散性が波長と管断面寸法の

比によって支配されているという事情がある反面で,実際面では振動数で整理せざるを得ないこと.

も多いのでそれと表現を近づけることを考慮したためである｡図2.4は管の平均半径と肉厚の比を

20とし,そのほかのデータはほぼ鋼管と水を想定したものになっている｡各波動モードの名称を
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記号で示してあるが, Cl, C2,

･--は達成波, Fl, F2, ---ほ

非達成の流体波動,すなわち管が剛

体の場合, Tl, -･-ほ管だけの場

合を表わし,数字ほもちろん冬場合

の波動モードの次数を意味する｡こ

の記号ほ本論文を通して用いられる｡

図2.4では実は図示範囲内に存在す

るc6以上, F6以上のモードが省

略されているが,それらについてほ

第5章で波動モードの性質を別の角

度から検討する際に表現法を変えて

示される｡

さて,達成波の各モードは図2.4

から明らかなように独特の分散傾向

を持っているが,波長域ごとに非達

成の管あるいは流体の波動モードの

u
l

l
l

l

､し＼

LILILl

LtI]
L■t]
Lttl
Ltt]
Bttl
川■tl
BtI]
Ⅳ■■l

~ー--､

tt[tt.ttltyy..㌔
c2t1＼3Y.I
l＼¶

C5

C4
I

I
一

･L:t､＼､,i;…きゞt<tqvlE…＼＼＼/
､勺

E5l′

/T1

Fーヽ Li=l<-

M,A,I

ヽ_.メ/

LtLLLIIt l■■nlllllll LLLILtL(

0.11101/i

71=20. pT=7.8. p=0.3. s=9.857×10-3

(steel pipe
-

Water)

図2.1遠戚波および管と流体の非達成波の位相速度

いずれかの特徴をかなり受け継いでいる｡管単独の波

動の性質は前述したので,ここで剛管内流体の波につ

いて簡単に触れておく｡ Fl, F2,
--などの最大

の特徴ほ管断面上での圧力分布にある｡そこでF 3ま

での圧力分布を図2.5に示す｡ Flは平面波と同じで,

圧力は全断面で同位相であるが,高次モードでは節円

で区切られた位相が互いに反対の領域が現われる｡節

図2.5 剛管内流体の波動モードの

管断面上での圧力分布

円の数はモードの次数から1を引いたものに等しい｡図2.5の分布形はぇによらない｡圧力分布は

式(2. 19)によって計算されるのであるが,ベッセル関数の変数に含まれるmの値が式(2･32)

によって不変となるからである｡達成波の圧力分布はもっと変化に富んだものになるが,圧力分布

の計算式はやはり式(2.19)であり, mの定義も剛管の場合と同じく式(2.18)であることか

らわかるように達成波の位相速度が非達成の流体のあるモードのものに近ければ圧力分布も類似し

たものになる｡
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ここで達成波の各モードの性質を波長域ごとに検討する｡まず,最低次のC lは大まかには剛管

の場合のFlが管の弾性によって変化したものと言うことができる｡しかし,管の影響は波長域ご

とに異なった形をとる｡長波長域では管は流体圧力に対する応答として主に半径方向の変位を生じ,

応力成分としては周方向のいわゆるフープ応力が主になる｡また,管の慣性力は小さい｡このとき,

管の変形に伴う内容積の変化が流体の柱の軸方向の圧縮に対する剛性を見かけ上低下させるように

作用するので位相速度はFl (cに等しい)より小さくなるが,ほとんど非分散的である.波長が

管径の数倍から数分の-の範囲ではC lは著しい分散性を示すが,これは明らかに管の半径方向の

運動とそれに伴う流体の運動が大きくなることによるものである｡この領域では流体が管の運動に

対して付加質量的に作用していると見ることもできる｡短波長域ではC lは再び非分散的になるが,

長波長域と異なって位相速度は剛管の場合に非常に近くなる｡これほ波長が短いと管の変形に際し

てフープ応力だけでなく軸に垂直な断面でのせん断応力も大きくなるので,流体圧力に対する変形

の抵抗が大きくなり,結果的に剛管に近くなるためであろう｡

図2･4から明らかなようにC2モードの長波長域では管の縦波が主であり,短波長域では流体の

運動が主になるものに変化する｡管の縦波はその運動様式から非粘性流体との相互作用は小さく,

それゆえc2の長波長域では位相速度はTlに近くなるのであるが, C2の方がわずかながら大き

くなる｡管材のポアソン比yが零でない限り,管の軸方向の伸縮に伴って半径方向の変位も生じる｡

このとき,内部に流体が含まれていると, C2モードの長波長域では流体の圧力ptは管の半径方

向変位wとほ位相が反対なので,流体ほ管の運動を妨げるように作用する｡これが結果的に管の軸

方向の剛性を見かけ上増大させ,位相速度も流体がないときより大きくなるのである｡ P[とu'の

位相関係は後に理論的に調べることにする｡

C 3以上のモードでは,位相速度の値はやや異なるが,その変化の傾向は管が剛体の場合の高次

モードによく似ていて,流体が主な役割を果たしていることを示している｡

ところで図2.4に示した範囲ではある任意の波長に着目すると各モードの位相速度の大小関係が

つぎのように見出される｡

::;:∴2,::;:∴3, ‡(2･41)
この式では各モードの名称がその位相速度を表わしている｡式(2. 41)の関係は達成波の位相速

度が管単独の高次モード(T2以上)より小さい範囲で一般的に成立するが,その理論的な説明は

つぎのようである｡式(2.27)において要素A33を次のように二つに分ける｡

-
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A33
-A;3 +A3N3

β
A3,3

-告･訪+
ks@21M@2α2, A,JE-

i]
pLβ2a29(mb)

α

すると方程式(2.27)はつぎのように変形できる｡

A3/E
-

All A12 A13

A22 A23

対称 A,'3

All A12

A12 A22

(2.42)

(2.43)

波数βを固定すると式(2.43)はαだけに依存することになるから,形式的につぎのように書く｡

X (α)ニーY(α)/ Z(α) (2.44)

ここでア(αFOは管単独のαを定める方程式であり, α-0のときy>0となることが確かめられ

る｡また, Z(0)>0であること, Z(α)-0の根のうち小さなものをαc とすればαc-E/pp(1-y2)

であることも計算によって確かめられる｡このαc の値は図2.3から明らかなように管単独の高次

モード(T2, T3)のαのHerrmann-Mirskyの近似における下限値であり, Tlモードの

αの上限値より大きいからYlα)/Z(α)-0の根は0<α<αc の範囲に必ず1個だけ存在する｡一

方, 1/X(α)-0は式(2.31)に同値であるから, X(αkD特異点が剛管内流体の各波動モード

の位相速度となる｡これらの点に注意して式(2.44)の関係を図示すれば図2.6のようになる｡

X,･ (i-1, 2,
-･･･)はX(α)の各分枝である｡式(2.41)

の関係はこの図によって明らかである｡式(2.41)の関係ほ

管と流体の物性値の組合わせなどには無関係に成立する｡実は

図2.4の短波長域では達成波のあらゆるモードの位相速度が互

いに接近するのでそのままでは計算しにくいのであるが, Fl,

F 2,
--の位相速度が既知であることから達成波のαの存在

範囲を式(2.41)で知ってから数値計算すれば容易に解が得

られる｡

つぎに管内壁上の流体圧力p[と管の半径方向変位wとの位

相関係を調べてみる｡式(2.23)を式(2.15)の第3式で

割れば

♪′

- --bpLβ2α29(mb)
W

図2.6 遠戚波の位速度分布の説明図

(2.45)

この式の右辺ほ式(2.42)のA,'Sすなわち式(2.44)の左辺のX(α=こ(-a/ b )を掛けたも
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のになっている｡つまり

a

~TX(α)
(2.46)

それゆえ,x(α)<0ならば♪′ とwは同位相,X(α)>0ならば反対位相である｡ところが,図(2.

6)から明らかなように達成波の各モードの位相速度を代入したときのX(α)の符号は, αがTlモ

ードの位相速度より大きいか小さいかだけで定まる｡つまり,達成彼の位相速度が同じ波長の管単

独の場合の位相速度より小さければ♪′ とwは同位相,大きければ反対位相である.このことば達

成波動を流体圧力によって管を励振する現象とみなせば,一般の線形の強制振動系で共振点をほさ

んで励振力と変位応答の位相関係が逆転することと同じ現象と考えることができる｡いま仮りに,

p[とu,が同位相の場合を1型,反対位相の場合をⅠ型と名づけると,図2.4においてTlとの位

相速度の比較からClは全域でⅠ型, c2では長波長域からⅠ, I, Ⅰ, Ⅰと変化し, C3以上で

は長波長域ではⅠ型,短波長域ではⅠ型になっていることがわかる｡

つぎに,エネルギ的に検討してみる｡達成波のエネルギが管と流体にどのよとな割合で分布して

いるかを知ることば波の性質を明らかにするための有力な手段となるからである｡ 1波長あたりの

ポテンシャルエネルギを?/I,運動エネルギをrアとし,添字p , Lで管と流体を区別して謬′′`t.アを管

と流体に分ければ,これらは次式で計算される｡

2(/■p - 27ra

才'L- 2 7T

/I/2
I

-(6&eL+6e ee+rェ,Tl,)

/I/2
2

lo^dxJ:去
⊥rdr

(1+i-)dE

･p -

2汀al;dxl_hh:≡ipi(告)2.(3n2‡(.+÷)dこ
/､L - 2 7r I:dxl:

ip-rdr

(2.47)

(33)
′■L

,･'/iの計算にほベッセル関数の積分に関するLommelの定理を適用することができる｡とこ

ろで次式が成立する｡

′'p+′IL-,ノーp+,/L… 才 (2.48)

式(2.48)の略証はつぎのようである∬軸の正,負の方向に進む性質も振幅も全く同じ二つの波

を考えると,これらのz/i , ,2(/･p などはもちろんおのおの等しくなる｡これら二つの波を重ね合わ

せると定常波ができるが,この定常波の1波長あたりのポテンシャル,運動エネルギの1周期中の
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最大値をoZ,/-max
,しアmaxとすればcFlmax-

2(W;+Wi),
.t･lrmax

- 2(-Yp +し9; )であるこ

とが確認される｡ところが,定常波ではエネルギ保存則によって㌢ー'max -｡アmaxとなるので結局,

式(2･48)が成立することになる｡さて,重要性の大きいCl, C2の二つのモードについて各エ

ネルギのうちの流体の分担率cz;/g,し方/g,の波長による変化を計算した結果を図2.7に示す｡

この図からも図2.4に関連して

述べた各波長域でのこれら二つ

のモードの特徴が再確認される｡

clモードでは,長波長域で運

動エネルギのほとんどを流体が

持ち,管はポテンシャルエネル

ギの一部を持っているにすぎな

賞
しu

)

%if,/-e
′′-/′

′/′
■■■

---lI-ー~｢~--r

1node

I'//

jc'2n...
I

JL/e

′現代
ll

__ー_ー士亡d手
llllllll Ill-

0.1 1 10

図2.7 Cl, C2モードにおける流体のエネルギ分担率

いが,中間の波長域では管の役割が顕著に増大していることがわかる｡また, C 2モードでは長波

長域で管が,短波長域で流体が主になっていることがエネルギの面からも明らかである｡ところで

C lモードでほ全域でしy-L>LFL となっているのに,C 2モードではこの大小関係が交互に逆転して

いる｡そこで実際に'-i/;とし9'7iの差を計算すると｡

LZ/'L -しYL
-

7Tb2w2 lo^cos2@xdx･pL@2a2g(mb) (2.49)

この式の右辺は式(2.45)の右辺に負の係数を掛けたものになっている.それゆえ, ♪′とwと

が同位相のときにほLZ/i-<,9,TL
,反対位相のときにはL/i/Ll>しy7

となる｡したがって,図2･4の説

明に関連して述べたC2モードの長波長域における Pt とu)の位相関係は図2.7からも知ることが

できる｡

なお,式(2.48)の達成彼のポテンシャルエネルギと運動エネルギが等しいという関係は彼の

性質のうちの-つにすぎないが,数値計最の結果が実際に十分な精度でこの関係を満足しているこ

とば計算が正しく行われたということの有力な傍証となる｡本節に示した数値計算の結果ほすべて

この方法で験証されている｡ 1

以上は?- 20の場合を例に

調べた結果であるが,達成波で

は管の肉厚に関するパラメータ

7の影響も大きいので,つぎに

それをClモードについて調べ

てみる｡図2.8はヮをパラメ-

77=lO

20

JJJIJlll

46Q

ll

80

[lllJll

100

JJJIJ[JI

O1 1

図2.8 Clモードの位相速度の甲による変化

(計算データは図2.4に同じ)
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タとしたときの位相速度の変化である｡管が薄いほど弾性管であることの影響が大きくなることば

当然であるが,甲の値によらず丁>20であればほとんど非分散的とみなせる｡ Clモードの中間

波長域での分散性の主因が管の半径方向の運動であることば前述したとおりであるが,図2.3に関

連して述べたように波長が管径の数倍以上であれば管はほとんど膜力だけに支配されるので,達成

波でも分散性が生じはじめる波長は肉厚との関係は小さく,ほぼ平均半径との関係だけで定まると

考えられるo それとは逆に図2.8で位相速度の極小点は甲が大きいほど短波長側に移動するが,こ

れは極小点が管の曲げやせん断などの影響を受けて生じるものなので波長と肉厚の比に大きく依存

するためである｡

図2.8に対応する群速度を図2.9に示す. C lモードのα9 は極小値と極大値を持つが,極大値

の周辺でα9>c となっていることが特徴的である｡剛管内流体の波動では式(2.28)と式(2.

33)から

a9
=

I+ (a.1/@b)2

となって,
α9はcを越えるこ

とばない｡群速度についてほ第

7章で実験に関連して再び検討

する｡

つぎに平均流れがある場合の

分散曲線を図2. 10に示す｡こ

の図ではq-3.…q&./c - ±0.1

としたときのCl, C2モード

の位相速度を qs.- oの場合

と比較してあるが, lqB.t を

1⊃1

1日

(2.50)

71=10

2040

JJIJIJJL

60

l■■■

80

100

JJJJJIJ 一l11Il11

0.1 1 10 1/i

図2.9 Clモードの群速度の平による変化

(計算データは園2.4に同じ)

大きめにとったのはあくまでも平均流れの影響のしかたを明らかにするためであって,実際の管内

流れでこれほどの平均流速を持つことはほとんどないであろう｡図によれば,平均流れによる位相

速度の変化の幅はCl, C2の短波長域ではq=oにほぼ等しく, Clの長波長域でもqsoに近い,

それに対してC lの中間波長域とC 2の長波長域では平均流れによる変化ほ小さくなっている｡図

2.7に示した達成波のエネルギ配分などからみて流体が主である領域では位相速度は平均流れの影

響をほとんど直接的に受けるのであるが,管が主になっている領域では影響を受けにくいのである｡

図示を省略したC 3以上のモードも全域で流体の役割の方が大きいので位相速度はq..に近い幅の

-
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変化をすることが確認された｡なお,

管が剛体のときには位相速度は式(2.

33)の右辺qsoを加えたものになる｡

2.4 伝ば速度の近似式の検討

2.2節で述べた解析法はその目的か

ら精密なものになったが,これを実際

的な問題に適用するのは能率的ではな

い｡一方,弾性管内の流体の波動に対

しては古くから近似的な解析法が研究

され,その結果は現在でもよく用いら

れているが,それらの近似式の精度や

適用限界などは明確になっているとは

言いがたい｡そこで実用的な問題への

対応として本節でほ従来から用いられ

ている近似式の精度などについて検討

a

3

2

I

l

C2

Ell㌔
ヽ

ヽ

ヽ

ヽ
ヽ
ヽ

GZ5 ■■.-■__

■~■-----_

/-----

C1

JIJIJJJLJJJlllJl ALJJIJJJ

10111/-^1

図2.10 Cl, C2モードの位相速度に

対する流体の平均流速の影書

(計算データは図2.4に同じ)

しておきたい｡本節で調べる近似式はいずれも波を非分散的であると仮定したもので,図2･4との

関連で言えばC lモードの,場合によってはC2モードも含めての長波長域だけを対象としたもの

になっている｡これら二つのモードの長波長域,すなわち低振動数域でほほぼ非分散的であること

から波の振舞は一次元の波動方程式で記述できることが期待され,そこから伝ば速度を精度よく,

かつ簡単に近似することが関心事になるのである｡

さて,精度の検討には基準が必要であるが,ここでは管に対しても三次元弾性論を用いて計算し

たいわば厳密な伝ば速度を用いることにする｡ 2.2節の解析法は精密なものとは言え,円筒かく理

論を用いたものである｡円筒に限らず,かく理論は本来,かくの曲率半径に対して肉厚が小さい場

合を対象にしたものであるが,実用されている管の中にほ薄肉とは言えないものも少なくない｡こ

のような場合に対しては定性的には問題がないにしても,円筒かく理論を用いた解析では定量的に

どの程度の正確さで計算し得るのかが明らかになっていない｡それゆえ,厳密値を基準にして精度

を評価しなければならないのである｡厳密な解析法ほ付録Ⅰに記す｡なお,厳密な解析によっても

波の性質に関する前節の議論には何らの変更も要しないので,計算結果の直接的な提示は省略する｡

(4)

近似式としてまず取上げなければならないのはC lモードに対するKortewegの式であろう｡

α
=

1 + 2Ka/Eh

=

√丁了市

-23-
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この式ほ管の弾性と流体の圧縮性の双方を考慮したものとしては最も古いものに属する｡管の肉厚

が大きいときにほ式(2.51)を若干修正して次式が用いられる｡

α
=

1 + 2K(D2+Dヲ)/E(Do2･-Dヲ)

ここにDo-2a+h

は管の外径, D,I -

2a-hほ内径である｡

式(2.51) (2.52)
I

による値の厳密値に

対する相対誤差をA

として, Aの波長に

対する変化を図2.ll

に示す｡図の(a)は鋼

管-水, (b)ほ硬質塩

化ビニル管-水を怨

定したもので,いず

れも実線が式(2.

ニ√｢-i 2S(甲+I/4甲)

×10-2

f∧
可=10-

ー

20

4

I

-^=20!

劉4

.6＼
ヽ
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l

n
u
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4
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〟
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1

la)声=7.8. y=03. S=9.857メ10-3

図2.11 近似式(2.51),

(2.52)
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lb)声=1.42. vこ0.37. s=0.818

(2. 52)の精度

51)の,破線が式(2.52)の誤差を示す｡まず,鋼管の場合にほワニ0.6 (Do/Di-ll)

というかなり極端な厚内管であっても式(2.51) ,
(2.52)の誤差は1%未満であってどちら

の近似式も精度上の問題は少ない｡逆に言えば式(2. 52)の利点はほとんど発揮されない｡これ

ほS-K/Eが小さいので甲の効果が減殺されてしまうためである｡ここでは鋼管と水を考えたが,

通常の金属と液体の組合せでほSの値は小さくなるのでここにおけるのと同様の結果になると考え

られる｡一方,ビニル管を想定した図2. ll(b)では式(2.52)の方が精度はよいが,いずれにし

ても鋼管の場合に比べると誤差は格段に大きくなっている｡その原因を深くほ追求していないが,

管材と流体の物性値が互いに接近していることがかかわっていることば確実である｡それゆえ,管

材がプラスチック類の場合には式(2.51)
,
(2.52)の結果ほ金属管の場合ほどよい精度を持

たないことに注意しなければならない｡

さて,図2. 11でほI-が20以下になるとこれらの近似式がほとんど意味を持たなくなっている

ことが明らかである｡これはC lモ-ドに分散性が現われるためで,これによって近似式の高振動

数側の限界が定まる｡ -1>20を式(2.51)を用いて振動数に変換すると
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/ <
20a I + 2S?

(2.53)

となる｡これが振動数で表現された近似式の適用可能域である｡ちなみにワニ20, 2a-1cmと

すると鋼管一水では12.7 kHZ以下,ビニル管一水では約3 kHZ以下が近似式の適用可能範囲

であり,これらの近似式で処理できる問題は多い｡

流休を含む管の縦振動が問題になることもある｡たとえば管端で管路は閉じているが管ほ軸方向

に自由に動ける場合に坂動する流体圧をかけたとすると閉端にかかる圧力で管の伸縮が生じる｡こ

れはC2モードが励起されているのである｡このような場合を扱うためにCl, C2モードの1/

丁一→0における極限の位相速度を近似式として用いることを考える｡式(2. 27)の各要素に具体

形を入れて展開し,各項の共通因数であるβ2で除した後にβ-→ 0とする｡その際βが小さければ

式(2.18)によって明らかなようにmb も小さくなるので,式(2.24)においてベッセル関数

をそれぞれ第1項だけとって得られる g(mb )の近似値

2c2

g(mb)
@2(a2- c2)b2

(2.54)

を用いる｡この式(2.27)のβ-→ 0の極限はα2に関する二次方程式になるが,具休的に書くと

･(if･E.･旦㌣2)a4-[k,iif･.-L-芸･3T2‡･M(宕.芸)c2]α2

･i岩(.-…･母型ic2-o
(2･55)

ここで D/a2≪kT
,すなわち

1/1272≪1としてD/a2をkT との比較において無視し

てαについて解くと

α
=

C (2.56)

根号内の複号は負がCl,正がc2モードに対応している｡ここでは式(2.56)を極限操作によ

って求めたが,全く別の手頃で同じ結果に到達することもできる｡それは管の基礎式に半径方向の

慣性力を省略した膜力理論を用い,流体に関しては♪とq･がrに依存せず, q,がγの一次式に

なっているとして達成波の解析をするもので,式(2. 56)は物理的にはこのような意味の近似に

なっているのである｡なお,式(2.56)でy-0とするとClのαは式(2･51)に一致し,C

2のαは弾性棒を伝わる縦波の速度(i77I に一致する｡

式(2.56)によるαの厳密値に対する誤差を鋼管一水,塩化ビニル管一水の場合について平に

対する変化として図2. 12に示す｡厳密値は了- 100におけるものを代表として用いた｡ Clに
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ついては式(2.51)の精度と大差ないが, c2

はそれよりよい精度で得られている｡それゆえ,

式(2.56)はC2モードも含めて検討するとき

に用いるべきもので, Clだけでよければ式(2.

51)を用いる方がよい｡式(2.56)の成立範

囲も丁>20とすればよい｡ Clに対しては式¢.

53)で評価できるが, C2モードに対してはα

を 仔7訂 で近似すれば了>20は

f<よJE-
(2.57)

となるから,これを目安にすればよい｡

2.5 結 岩

本章では管内流体を非粘性とし,円筒かく理論

と流体の基礎式を連立させて達成波動の性質を解

析的に調べ,つぎの結果を得た｡

ー♂

一q

162

103

ヽ
ヽ

入=100

ヽ

ヽ

ヽ
ヽ

ヽ

ヽ

ー､-､､こき､､､､､ヽ＼ヽヽ

ヽ

＼
＼

ヽ ＼

ヽ ヽ
ヽ_

Cー

C2

､＼､､､､ここ::::､＼､､
ヽ

ヽ

＼

ヽ

JJJJIIJl lllllll一

1 10 q 100

声-7.8 , y=0.3
,s=o.9857xlO-3

声=1.12
, v=0.37 . S=0.618

(1)達成波の各モードは非達成の管単独および管 図2. 12 近似式(2.56)の柿度

が剛体のときの管内流体の各波動モードの特徴を各波長域ごとに受け継ぎながら全体としては達

成波に固有の分散傾向を示す｡

(2) C lモードは長波長域では非分散的で流体が主な役割を果たすが,管の弾性の影響により位相

速度は流体中の音速より小さくなる｡波長が短くなって管径の数倍から数分の-までの領域にな

ると管の半径方向の運動とそれに伴う流体の運動が激しくなるためにC lモードには著しい分散

性が生じる｡

(3) C 2モードは長波長域ではほぼ管の縦波としての性質を示し,位相速度も管単体の縦波のもの

に非常に近いものとなり, Clモードと同様に非分散的である｡波長が短くなると管の半径方向

の運動を受けて位相速度は急激に小さくなり,短波長域でほ流体を主にした波動モードに変化す

る｡

(4) C 3以上の高次モードほ位相速度の値がやや異なるが,剛管内流体の高次の波動モードに類似

の性質を示す｡

(5)管内流体に一様流があるときには,エネルギ分布などからみて流体が主な役割を果たす領域で

は達成波の位相速度は一様流がない場合の値と一様流の速度の和にほぼ等しくなるが,管が主で
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ある領域でほ位相速度に対する一様流の影響は小さい｡

(6) Cl, C2モードの長波長域(A> 20a)でほ伝ば速度の近似計算が可能である.このうち,

Clモードに対してはKortewegによる式(2.51)が, Cl, C2モードを同時に扱うときに

は式(2･56)がかなりよい精度で成立する｡ただし,管がプラスチック類で流体が液休の場合

にほ近似の精度ほ若干劣ったものになる｡
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第3章 流体に粘性がある場合の基礎的解析朗餌

3.1 緒 Fa

第2章では流体を非粘性と仮定して達成波動の解析を行った｡この結果ほ達成波の性質を知るた

めの基礎資料というだけではなく,流体粘性が小さい場合の実際の波の振舞もかなり正確に表わす

ものと考えられる｡しかしながら,流体は程度の差はあれ必ず粘性を伴うものであり,また,実際

面では粘性のかなり大きい流体を扱わなければならないことも多い｡したがって,達成波動におい

てもその伝ばに対する流体粘性の影響を調べておく必要がある｡そこで本章ではやほり管を無限長

として線形の範囲で精密な解析を行い,減衰を中心にした流体粘性の達成波への作用を調べること

にする｡

3.2 解

3.2.1 基礎式 まず管の方

程式について述べる｡流体粘性がある場合に

は流体力として壁に垂直な圧力のほかに壁に

平行なせん断力も考えなければならない｡そ

れゆえ,管の微小要素のつりあい関係は図3.

1のようになるが,これを式で表わせば

∂Ml b h
- -

OL + H-一 丁J- 0
∂∬ 2α

8T. b
-

+ F& +- T[- 0
∂∬ α

88Qx∴登･F,･‡p[- 0

図3.1 管のつりあい関係

2.2節で行ったのと同じ方法で式(3.1)を管の変位で表わすと

β ∂2 J ∂2

a 8x2 a 8t2

8w bh

u~ks訂-~Tt=02α

(3.1)

β ∂2 J ∂2

a ∂x2 a ∂t2

∂2

kT訂;~M
-,-5i_,i

:4
-

J)kT 8w b
- ---

T[- 0
α ∂∬ α

-ks器一号器-(i:T･f.-ks蒜･M蒜)

-28-

∂
w +-P[- 0

α

(3.2)



つぎに流休についてほ線形化したナビエ･スト-クスの方程式と連続の式を用いる.

∂q l
.

.

4

=ニー-grad♪
+ニーNgrad div q-Nrot rot q

8i pL

-

-K
div q

ここで流体粒子速度qを非回転,回転の2成分に分解するo

q-ql+q2, rOt ql-0, div q2- 0

(3.3)

(3.4)

(3.5)

式(3.5)の分解によって,式(3.3)
,
(3.4)の二つの式が満たされるためにはつぎの二組の

方程式が十分条件となる｡

1 4

=~-grad ♪+-tNgrad
diy ql

PL

--K div ql

8q2
- -- N rot rot q2
8t

式(3.6)から qlを消去すれば

-(c2･%N%)

div q2-0

N-テ丁)diy grad?

つぎに管内壁に作用する流体力PI , r′をqとPで表わせば

p[-[p･ipdivq-2p%,],=b

･]-[-p(%x,+管)],=b
また,管内壁でほ管と流体の相対速度ほ各方向とも零であるから

[q3コ′-a -i
8t

[q,L-b-

h
tL+2 ･/I

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3. 10)

が満たされなければならない｡以上が基礎式である｡

さて,粒子速度qを式(3.5)によってqlと q2に分けたが,これは求解の便宜のためである
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と同時に物理的に意味のある分割にもなっている｡非回転,回転成分は言い換えれば圧縮性,非圧

縮性の成分でもある｡したがってq.ほ圧縮性の流体波動には不可欠である｡しかし, q2が関与

しない波動は存在する.たとえば自由空間における平面波ではrot q-0であるからqにq2 は含

まれない｡ところが,波が固体壁に接する空間で生じると qlだけでは壁と流体の速度の連続条件

を満たすことができず, q2 が必要になる｡つまりq2 は境界層を表わす成分と言うことができる｡

管内という制限された空間で生じる波の場合にば q2 は非常に大きな役割を演じる.

3.2.2 無限長管における波動解 はじめに減衰性の波を表わす解には二つの型がある

ことに注意しておきたい｡それらを流体圧力について表現すると

P(x, r, i)-P(r) exp[jβ(x-α中t)]

♪(x, r, i)-P(r)exp[j(β*x +wi)コ

(3.ll)

(3.12)

ここにα*, β* ほ複素量である｡式(3.ll)と(3.12)の違いの要点は指数関数で表わされ

ている因数の中で≠と∬の係数のうちのいずれが複素数になっているかということである｡式(3.

ll)ではtを固定すれば♪はxに関して完全に周期的になるが, tの増大とともにpは減衰する｡

本論文ではこれを自由減衰解と呼ぶ｡一方,式(3. 12)ではtに関しては周期的であるが, Pは

∬とともに振幅を変化させる｡時間的減衰がないということば粘性による散逸を補うだけのエネル

ギが外部から補給されていることにほかならず,式(3. 12)は強制力のもとでの波動を表わすも

のである｡ただし,強制力と言っても方程式が同次であるから分布的なものではなく, ∬軸上のい

ずれかの点にある境界で集中的に加えられるものである｡ここでは無限長管を考えているが,これ

は境界条件についての具体的な検討を含まないという意味である｡式(3. 12)の型の解を強制波

動解と呼ぶことにする｡二つの型の解の実際的な意味は自由減衰解が管路の過渡現象に結びつき,

強制波動解は坂動数応答に関連する｡これら二つの解の間には以上のような相違があるが,解析手

順の面では大差がないので,以下においては自由減衰解を中心に述べていく｡

さて,式(3.ll)を式(3.8)に代入し, P(r)について解いたものを改めて式(3.ll)に代

入すれば

p
-

AJo(mr)exp[jβ(x-α*t)]

m =

i?
c2- (4/3)jNea*

(3.13)

(3.14)

ここで♪がγ-0で正則であることを考慮してある｡式(3.13)を(3.6)の第1式に代入して

qlについて解けば
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ql&- A′Jo(mr) exp[jβ(x-αヰt)]

ql,-

A′若Jl'mr'exp[j@'x-α*t']

A/ - A

ただし

c2-(4/3)jN@a*

Ka*

つぎに

q2
-

Q2(r) exp[j@(x- a*i)]

とおいてo2=
. Q2′をQ2の成分として式(3.7)の第1式を書き直すと

(器+‡£.n2)Q2c･r,-0

¢2,(γ)-

n = β

.〟

α*+ jNβ

d

石T
O2B(r)

これを解いて式(3. 17)に代入し, q2を成分ごとに表わせば

q2c- BJo(nr) exp[jβ(x-α*t)コ

q,,=
-B｣旦Jl(n,) exp[j8(x-α*t)]

n

つぎに管の変位をつぎのようにおく｡

4･ - F exp亡jβ(x-α*t)コ

u -U exp[j@(x-a*t)]

u) -W exp[jβ(x-α*i)]

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

q=ql +
q2であることを考慮して,式(3.15)と(3.20)の和および式(3.21)を式(3･

10)に代入して』′とβについて解けば

A/--
@2a*h

2I!y
Jl(nb)F

-

ma*h
B ---

Jl(mb)F
-

2y

ただし

β2α*

nY
Jl･nb,U

･i%*Jo･nb,W

j@a*
Jl(mb)U-- Jo(mb)W

Y
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y--iiJo･mb,Jl(nb,一若Jl･mb･Jo(nb,n

さて,管内壁に作用する流体力♪′
, r′を

p[- Rl eXp[jβ(x-α*t)]

Tl- R2 eXp[jβ(x-α中t)]

(3.23)

(3.24)

とおく,ここで式(3.9)にP, qの具体形を代入し,式(3.22)
,および(3.16)の関係を

用いてA, A′, B を消去すれば式(3.24)のRl, R2が管の変位振幅を用いて表わされる｡

h

Rl-すβ2α*[2p-jpL@α*Q(nb)G]F+β2α*[2p-jpLβα*Q(nb)G]U

-[
pLnβ2α*2G +

2jpβα*

h

R2=すPLmβ2α*2 Q(mb)Q(nb)G･F+ pLmβ2α*2Q(mb)Q(nb)G･U

-β2α*[2/∫-jpL βα*Q(nb)GコW

Q(I)≡

G -

Jl(a)

Jo(a)

mnQ(mb)+β2 Q(nb)

ただし

(3.25)

(3.26)

(3.27)

である｡

式(3.25)を式(3.24)に代入した結果を式(3.21)とともに式(3.2)に代入すれば, F,

U, Wに関する同次の連立一次方程式が式(2.27)と同様の形で得られる｡ただし,係数行列の

各要素は具体的にはつぎのようになる｡

bh2
All - D82+ ks- Ie2α*2一言㌃PLmβ2α*2Q(mb)Q(nb)G

A12ニー旦β2+i-β2α*2一石pLmβ2α*2@(mb)Q(nb)G
bh

α α

A13 -

-jksβ+器β2α*[2pl･pL@α*Q･nb,G]
∂

A22 -

kTβ2-Mβ2α*2--pLmβ2α*2Q(mb)Q(nb)G
α

A23 -

-セヱj@ '土β2α*[2〟-jpLβα*Q(nb)G]α α

ASS
kT D

a2 al

ksβ2+Mβ2α*2一ニー
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このように求めた連立方程式の係数行列の行列式を零に等置したものがβ -α*関係を定める方程式

であるが,これを形式的に

∫(α*, β)-0 (3.29)

と表わしておく｡

さて, α*には位相速度と減衰の二つの情報が含まれている｡減衰の表現のしかたにはいくつかあ

るが,ここでは対数減衰率を用いることにすれば

a
- Re(a*) 6 -

-27T

Im(α*)

Re(α*)
(3.30)

である｡

強制波動解を計算するにはこれまでの解析で現われたexp[jβ(x-αヰt)] という因数を

exp[j(β*x
+
wi)]で置き換えればよい｡これほ式(3.29)においてβ--,β*,-βα*-→

A

の置き換えをすることにほかならず,実数のwを与えて対応する複素波数β*を求めることになる｡

β*が定まれば強制波動解の位相速度α′と対数減衰率∂ ′は次式で計算される｡

α/-

a)

Re(β*)
∂′- 27r

Im(β*)

Re(β*)
(3.31)

∂′ほ式(3.30)による自由減衰解の∂とは意味が異なる｡ ∂はもちろん時間的な減衰を表わすも

のであるが. ∂′は空間的な減衰を表わす｡

剛管の場合にはr-bでq=-q,
-

0であるから,式(3.15)と(3.20)の和にこの条件

を適用すると,式(3.23)で定義されるyを用いて

y - 0 (3.32)

がβ-α*関係を定める方程式となる｡

3.2.3 数値計算 方程式(3.29)は複素超越方程式である｡これからβ-α* 関

係を定めるのにここでは最急降下法を用いた｡これはβにある実数値を与えたときに,式(3.29)

から作ったスカラー関数

A (a*)- (Re(T))2+ (Im(T))2 (3.33)

が極小になるα*の値を求める方法である｡そのためには α*-αR+ jα′ として αR

-α′平面

上のある点からAが最も急速に値を減じる方向に距離◎だけ移動したときにAが最小になるように

する操作を繰り返えせばよい｡ Aの最急降下の方向は-gradAの方向であり, @ほ

∂
-

A (a*- @gradA)-0
∂◎
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においてAをテーラー展開の二次の項までで近似したものから求められる｡

･-(HR£.Ht£)A/(思念+芝£)2A
(3.35)

この式に含まれる各微係数ほ∂r/∂α* ∂2T/∂α*2からコ-シー･リーマンの関係などを用いて)

計算できるo α*の出発値として第2章で計算した流休が非粘性のときのαの値を用いたが, 10~10

程度の精度で収束するのに要する計算回数はほぼ4- 6回である｡強制波動解のβ*も同様に計算し

た｡

計算結果の検証はつぎの方法によった｡ 1波長,単位時間あたりの達成波の散逸エネルギはー㌢を

(38)
散逸関数として

⊃穿-
27r

ただし

(3.36)

---

2p[(芸)2+(f)2+(i)2]･p(貨.a)2一号(蔦･号十筈)2
(a.37)

一方,各瞬間の達成波の1波長あたりの全エネルギはすでに示した式(2. 47)を用いれば

･-

,+ ,+ ,･+
I. (13.38)

である｡式(2.47)の各式の破鏡分量にはもちろん本章で計算したものを用いる｡容易にわかる

ようにタと6'の関係は

二.I-
- (3.39)

である｡式(3. 29)によってα*を計算した後に.yとId才'/ diを改めて計算して両者の一致の

程度を調べた｡式(3.39)は正しい解が満たすべき必要条件の一つにすぎないが, α*の計算過程

で用いた最急降下法とは全く独立なものなので検算の方法としては有力なものと考えられる｡ α籾ミ

正しく求まっていれば等式(3.39)は10~10以下の精度で満足されたが,少数ながら最急降下法

では正しくない値に収束してしまうこともあったのでこの検証法は有効であった｡なお,
--'〆や6の

計算に際してP
, qなどが本章では複素数となっているので共役関係を用いて各物理量を実数化し

たのと同じ結果を得るように配慮する必要がある｡

また,式(3.26)で定義されるQ(2)について, Im(a)キ0でI a l≫1ならばf oI≒1

であるがQの計算に必要なベッセル関数の値はきわめて大きくなることがある｡それゆえF I lが

大きいときに¢を定義式どおりに計算しようとすると計算不能に陥りやすい｡ところがベッセル関
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数を漸近展表撃ると大きな値をもたらす因数が¢の分子と分母に共通に現われるので,あらかじめ
これを除いた式を用いて計算した｡本章の計算ではこの単純な注意は不可欠であった｡本章では現

われないが,ベッセル関数と同じく円筒関数に属する-ンケル関数や変形ベッセル関数の比を計算

する際にも同様の注意が必要である｡

3.3 計算結果と考察

3.3.1 剛管内粘性流体の波動 管が剛体の場合についてはこれまでにも多くの研究

が行われているが,そのほとんどが管路の動特性を直接の対象にしており,波の基本的な性質とい

う面にはあまり関心が払われていないように思われる｡達成波の性質について調べるためには剛管

の場合について知っておくことが好都合なのでここで整理しておく｡

流体粘性の波動への作用としてほ位相速度の低下と減衰をもたらすことが代表的なものである｡

そこで,自由減衰解の位相速度をα,流体が非粘性のときの対応する位相速度をαoとして,粘性に

よる位相速度の低下率(α｡- α )/α｡を図3.2に示す｡これに対応する対数減衰率∂を図3.3に

示す｡計算ほFl, F 2の二つの管内波動モ-ドと比較のために自由空間における平面波について

も行った｡平面波では式(3.ll)において♪(γ)を定数として式(3.8)に代入した結果から
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4
__

了打Nβ

αo ~α

∂
-

1-(‡和)2
≒

1-(i万有)2

87r2 〃

｢-す~ 了

87T2 N2
●

9 丁2

(3.40)

となる｡ただし,式(3･40)の最右辺の近似値は面す≪1のときのものである｡なお,剛管でほ

平均半径aは意味を持たないので,ここでは了-A/bとした｡これらの図でパラメータとして用

いられている万-N/bcの値は2b-1cmとすると常温の水では万≒1.3×1017,グリセリン

でほ〃-1･2×10~4の程度であり,多くの油類ではこれらの中間の値をとる｡

さて,図3.2, 3.3によると粘性の影響は各波動モードごとに全く異なっている｡とくにFlと

平面波の違いは著しい｡減衰についてみると平面波では式(3.40)からも明らかなように6は面

/丁にほぼ比例するが,短波長域を除いてF lでは6は序言にほぼ比例する.

F2の6はFlと平面波の中間の傾向を示す｡波長が短くなると万が同じであれば各モードの6の

値は接近するが,平面波の減衰が管内波のものを上まわることばない｡各モードのこのような違い

は結局は粒子速度分布の違いからもたらされるもので,当然のことながらせん断応力が大きくなる

速度分布であるほど粘性の影響は大きく現われる｡

図3･4は自由減衰解のF lモードの軸方向粒子速度の計算例である｡図は万-10-3の場合で,

1周期を12等分したはじめの半周期分を示してあるが,図中の甘L - ql /c の尺度は周期の最

初にす-p/K -1となるように定めた｡各曲線に付した数字は時刻の経過を示す番号である｡図

3.4によれば管内壁の近くに境界層と呼ぶにふさわしい速度こう配の大きい領域の存在が語られ,

この計算例でほ了- 1までほ波長が短くなるほど境界層の厚さがほぼ単調に減少していくのがわか

る｡しかし, A- 10-O･5でほ甘=の分布は断面上での各点の位相の変化が著しいものに変わり,複

雑になる｡図3･2においてF lの6に極小値が現われ,短波長域で再び増加する傾向があるのは盲.

の分布のこのような変化に対応しているものと考えられる｡

ここで, F lモードの境界層が薄い場合を対象にした∂の近似式をエネルギ的に導いてみる｡剛

平板に接した半無限領域を占める粘性流体が角振動数wで平板に平行な方向に坂動するとき,厚さ

がほぼ 満と評価される境界層が現われるが,その外側では速度分布はほとんど一様になる｡

このとき,平板の単位面積あたり,かつ1周期あたりwpLJN/紬･Q2 だけのエネルギが境界

(39)

層内の摩擦のために失われる｡ただし,馴ま平板から十分に離れた位置での粒子速度の振幅である.

管内の波動であっても境界層が管断面寸法に比べて十分に薄ければ,単位面積あたりの失われるエ

ネルギは平板の場合とほぼ同じになると考えられるから, 1波長, 1周期あたりの散逸エネルギを
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6ム とすれば

品 ≒ 27rb･7TPL
(Q(x)i2 dx (3.41)

で近似できよう｡一方,流体の持つ1波長あたりの全エネルギgJは波を定常波と考えて運動エネル

ギの周期中の最大値に等しいとすればよい｡境界層が薄ければ,粒子速度は全断面でほぼ一様とみ

なせるから

1

才~≒- 7Tb2pL
2

対数減衰率の近似値

を∂.とすれば,式

(3.41),(3.42)

から

(▲β

6^ ---

2才/

(3.43)

F lモードでは αo

-cであり, (αo-

α) / α｡ ≪ 1であ

るからα≒cとみな

せる｡するとw≒2

7TC/lとなるので式

(3.43)はさらに

つぎのように変形さ

れる｡

8^ 空塑-
=.､伝右b2c

(3.44)

(0(x))2dx

チ_1=

.†
-

･___･

l
●

(3.42)

内= 10-3

図3.4 Flモードのqhの分布
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式(3･44)による6^を図3･3にあわせて示した｡それによると6^ はNが小さく,図示の範囲

では了が大きい領域で精密値とよく一致する｡これはFlモ-ドのエネルギ散逸がほとんど管壁近

くの薄い境界層内だけで起きていることを示しているが,管内の波動では境界層の存在のために自

由空間における波動とはかなり異なる性質を持つことになるのである｡したがって管内粘性流体の

波動を近似的に解析する際にも境界層の影響を適切に考慮しないと,とくに減衰の評価の面で正確

さを欠く恐れがある｡なお,ここでは了≦ 100の範囲について計算したが,波長がさらに大きい

場合,すなわち振動数が小さい場合には自由減衰する場合より,強制力の作用のもとでの波動の方

が重要性が大きいので,つぎに述べる強制波動解に関連して説明する｡

図3･5は強制波動解のうち,応用上とくに重要

(荏)
なFlモードの盲′, 6′と7-wb/2汀Cの関係

を比較的低い振動数域のやや広い範囲で計算した

結果である｡図3.5 (b)でlog6′とlog7が直

線的な関係をほぼ満たしている領域が見られるが,

そこでは6′の近似値として式(3.43)の 6^が

よく一致している｡これからも明らかなように面

が大きくなければ自由減衰解と強制波動解とでほ

位相速度や減衰率ほ互いに接近した値をとると考

えてよい｡ 6′と6^ がよく一致する領域は境界層
t-

が管内径に比べて十分に薄い領域である｡しかし,

坂動数が非常に小さくなると盲′はかなり急激な減

少傾向を示して零に漸近し, 6′もほぼ27rなる一

定値に漸近するようになる｡これは低振動数域で16

は境界層が厚くなって管路全体を覆うようになる

ためで,このような領域では近似式(3.43)ば

もちろん使えない｡このことを明確にするために

168165 1計10-し
N

∩ ∩ ∩

o-81O-410-2f1

(a) Phase ve一ocity

27r

＼く＼､ヾ
＼亡＼､ヽ
ーi≡■■■■ii;

---6^

2

一句頂163-N

16.

65

1d

∩ ■-■■■■■■

10d10-.1J2T1

(b) LogarithmJC decrement

軸方向の粒子速度の計算例を図3.4と同じ表示法 園3.5 強制波動Flモードの位相速度と滅表率

で図3.6に示す｡ 7-10-4という低い振動数でほ甘3 はほぼ回転放物面状となり,各時刻ごとの

甘s 分布ほrに沿っての位相差がほとんどないものになっている｡しかし,振動数が大きくなるに

したがってコアの部分と境界層の部分の区別がしだいに明瞭になり,境界層が薄くなっていく｡ 7

>
10-2では時間的な減衰を伴わない点を除けば図3.4の自由減衰解のす.分布に酷似したものに

なっている｡また,超低振動数域では波というよりは交番圧力によって引き起こされた流れと見る

方がよいであろう｡このことは速度分布がポアズイユ流れに近くなることからも明らかである｡
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(注)モードの名称ほ誤解の恐れがない限り,自由減衰解と強制波動解に対して同じものを用いる｡

3.3.2 達成運動

ここでば前章の流体

が非粘性の場合の計算

結果との比較を容易に

するために流体に適当

な粘性を付与した以外

は計算データは前章と

同じものを用いた｡達

成波動でも流体粘性の

主な効果は位相速度の

低下と減衰をもたらす

ことである｡そこで,

はじめに自由減衰解

のC 1 C 2モ-ド
I

について求めた位相

速度の低下率( α｡

-α)/α｡と対数減

衰率6を7をパラメ

-タとして図3.7,

3.8に示す｡ここに

α｡はもちろん流体

に粘性がないときの

各場合の位相速度で

ある｡まず, clモ

ードでは(αo-α)

/ α｡と∂ はともに

甲に対する依存性は

小さく,とくに了>

10では剛管の場合

N - 10-3

図3.6 強制波動･Flモードのqェの分布
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p-=7.8. v=03, S=9.857×10-3,向=10-5

Clmode
l

--I---- C2mode

Clrnode
,

------- C2node

図3･T Cl, C2モードの位相速度の粘性 図3.8 Cl, C2モードの6の7に対する変化

による低下率の甲に対する変化

のFlモードと-ほとんど変わらない｡これに対してC2モードでは両者とも甲に対する依存性は大

きく,数値的に検討してみると丁>10の領域では(α.-α )/α., 6はともに甲にほとんど比

例している｡この領域でのC2モードほ第2章で述べたように管の縦波が主であるが,流体から管

に作用するせん断力は管が薄いほど大きな影響を及ぼすことによるものである｡ C2モードでは

( αo-α )/ αoと∂はともに波長が短くなると急激に小さくなるが,これは管の運動が半径方向

の成分を主にするようになるので管壁での流体のせん断力を介しての流体粘性の作用が小さくなる

ためであることば明らかである｡

さて,図3･7, 3.8を比較すると( α｡-α ) / α｡と∂の変化の様子にほ著しい類似性が見ら

れる｡数値的にはC 2モードの短波長域を除いて

6 ≒ 27r
αo

~

α

(3.45)
ao

という関係がほぼ満たされている.式(3.45)ほ実は図3.2, 3.3のFlモードでも短波長域を

除いて成立している｡このような関係が成立する理由を簡単なモデルを用いて検討してみる｡波の
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代わりに振動を考えて, 1自由度のバネ･質量系に微小な線形の摩擦力がはたらいているものとす

る｡その運動方程式は

d2x

m前丁+kx+f=0
(3.46)

ただし,ここでほmは質点の質量, kはバネ定数, fは摩擦力, xは質点変位とする｡ここで/の

位相がxに対して7r/4 radだけ遅れているものとする｡するとXをxの振幅として

x
- x･e,'d*L I

- FXe-,'チejo* (3.47)

とすることができる｡ただし, w*は複素数である｡式(3.47)を式(3.46)に代入して実部と

虚部を分ければ

w喜一 LO2+ w享-

F

‥L1

F
2ww[=

~昂
(3.48)

ここではw岩-k/m
, w-Re(A:), w[-Im(w*)とした｡式(3.48)の第1式を第2式で

辺々割れば

(a)o + w)(wo
-

w)

2ww[ +去-.
(3.49)

Fが小さければ減衰角振動数wほwo にきわめて近く, w[はwやwoに比べて非常に小さいこと

ば明らかなので,式(3.49)は近似的につぎのように変形できる｡

Wo
~

W A(

(少o 山)

ここで, 6-27TWI/w であることに注意すれば

6 - 27r
Wo ~W

Wo

(3.50)

(3.51)

これは式(3.45)に対応するものである｡式(3.51)を導く過程で用いた基本的な仮定は摩擦

力fが変位xに対して7T/4 radの位相遅れを持つということだけであった｡それゆえ,式(3.45)

と(3.51)の類似性から見て式(3.45)が成立するということば波動系であっても主たる変位

とそれに作用する摩擦力の問に同様の位相関係が存在していることを示していると考えられる｡実

際に式(3･ 43)の誘導過程で用いた平板に接する領域での粘性流体の振動では,板から十分に離

れた位置での流体の変位に対して壁面上で板から流体にはたらく摩擦力は正確に7T /4 radだけの

位相遅れを持っことが明らかになっている｡

つぎに, 7を20に固定して無次元動粘性係数面を変化させた場合の(
αo-α )/αoと6を図
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3.9, 3.10に示す｡Cl,C2モードとも長波長域では(α.-α ) /α.と6はともに､信子

にほぼ比例し,とくにClモードの6ほFlモードに対して導いた式(3.44)の6^でかなりよ

く近似できる｡これらのことがらほ剛管内のF lモードの場合と同様に達成波でも長波長域では管

壁付近の薄い境界層内でほとんどのエネルギ散逸が生じていることを意味していると考えられる｡

このあたりの事情をよりはっきりさせるためにC 1, C2モードの軸方向の粒子速度分布の代表例

を図3.ll, 3.12に示す｡すIの値の決め方ほ図3.4と同じである｡まず,図3.11のClモー

ドでほ丁≧10の領域でのqc分布はFlモードと酷似するものであることがわかる｡しかし, A

- 1では様子は大きく変わって管の中心側にも速度こう配が大きくなる領域が見られる｡この変化

はもちろん管ならびに流体の半径方向の運動の影響によるもので,解析的には位相速度αが音速c

より小さくなるために零次の第1種変形ベッセル関数が分布の基調になっていることが知れる｡図

3.7, 3.8において短波長域での∂などの変化が長波長域と異なるのは速度分布のこのような変化

に対応するものであろう｡つぎにC2モードでは長波長域(了- 100)では流体は管に付着して

管壁の近くだけが大きく動き, Clモードとは全く異なる様相を示す｡この波長域でのC2モード

は管の軸方向の伸縮が主になっていることによるものである｡この場合にも境界層が減衰に関して
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図3.9 Cl, C2モードの位相速度の粘性によ 図3.10 Cl, C2モードの6の面に対する変化

る低下率a)jVに対する変化 (計算データは図3. 9に同じ)
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は大きな役割を果たす

のであるがその実態は

C lやF lとほとんど

同一視できるものであ

ることば,図3.12(b)

のようにq& の分布を

管と流体の相対速度に

変換するとClモード

などのq&分布にきわ

めてよく似たものとな

ることから明らかであ

る｡波長が短くなって

C2の∂がその近くで

極小値をとる了-100･5

の場合にはqヱ分布は

長波長域とは全く異な

っていて速度こう配は

全体に小さくなってい

る｡

以上の自由減衰解は

-A
=102

7-20.声-7.8,
v-0.3 , S-9.857×1013, RJ-1013

図3.11 Clモードのq.の分布

A ≦ 100の領域についてのみ計算したが,波長がさらに大きくなると境界層が厚くなって波の性

質が変化することば剛管の場合と同じである｡そのような場合も含めてつぎに強制波動解について

述べる｡図3.13, 3.14に面を一定とし,甲をパラメータとしたときのα′,6とf-wa/2汀C

の関係をClとC2に分けて示す｡さらに図3.15, 3.16に甲を一定とし,面をパラメータとし

た場合の計算結果を示す｡まず, C lモードについては管の弾性の影響で位相速度が小さくなるも

のの変化の傾向は図3.5に示したF lモードの強制波動解とよく似た結果になっている｡ただし,

図示範囲を越えた高い振動数域では管と流体の半径方向の運動によってα′が小さくなることば自由

減衰解と同じである｡一方, C2モードでほClモ-ドとほ異なり,超低振動数域では盲′は小さ

くなるものの零ではない一定値に漸近し, ∂′も極大値を経て零に向う傾向を示す｡低振動数域では

管の伸縮に付着して動く流体の速度分布ほ境界層が厚くなって管路全断面に及ぶ結果,回転放物面
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状になるが,管に対す

る相対速度として見た

ときの流体の振幅ほ振

動数とともに小さくな

るので,減衰率も低下

していくものと考えら

れる｡なお, C2モー

ドの∂′の極大点以下の

現象は流体の粘性が普
o

通に用いられる油程度

のものであれば,機械

振動ではほとんど遭遇

しないような低い振動
_5

数域のものである｡

3.4 結 昌

本章でほ流体の粘性

も考慮に入れて解析を

行い,達成波の減衰を

中心とする性質につい

て調べた｡

RIJtivI Ye(OCltY O† flLJid

to pipe VVaI( (-^=102)

(b) lC)

図3･12 C2モードのqsの分布(計算データは図3･11に同じ)

(1)まず,管が剛体のときにほ波長が管内半径より大きい領域での最低次のF lモードの減衰ほ管

内壁に接して現われる薄い速度境界層内の摩擦を主因として生じる｡そしてこの領域では対数減

衰率の簡単な近似式(3.43) ,
(3.44)が成立するが,波長が非常に長くなると,あるいは

振動数が非常に低くなると境界層が厚くなり,管路断面全域を覆うようになるので波の性質は大

きく変化し,前述の近似式も成立しなくなる｡

(2)境界層を全く伴わない自由空間内の平面波では対数減衰率は波長が大きくなるほど低下し, ど

lモードとは傾向もオ-ダも全く異なるものとなる｡ Flモードと平面波との比較により管内粘

性流体の波動の減衰に対して境界層が果たす役割の大きさを知ることができる｡

(3)達成彼のCl, C2モードのl>20aの分散の小さな領域での減衰機構ほFlモ-ドと同じ

く,管内壁付近にできる速度境界層内の摩擦によるものが主である｡とくにClモードでばFl
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B
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o61041O2f

(b) LogarithmlC decrement

声=7,B
, y=03. S=9.857xlO-3,向=10-5

図3. 13 強制波動Clモードの位相速度と減衰率

の平による変化

3

5

B

2

可ー

∩ ∩ (

6610.10-2f

(a) Phase ve一ocity

■巳=岩≡ヨ■

(71

0

∩ ∩ ∩

o-616.1d2f

(b) Logarithmic decrement

図3. 14 強制波動C2モードの位相速度と減車率の

甲による変化(計算データは図3･ 13に同

じ)

モードと同様に近似式(3.44)が成立する領域がある｡

(4) Fl, Cl, C2モードでは位相速度の粘性による低下率と対数減衰率の間に式(3.45)で

示される平行的な関係が近似的に成立する領域があるが,これは波動の主たる変位とそれに作用

する粘性による摩擦力との間に約 Tr /4 radの位相差があるということで説明できる｡
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図3. 15 強制波動Clモードの位相速度と減衰率

の万による変化
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∩ ∩ ∩
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(a) Phase velocity

I

●○

匹
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164
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-6

∩ ∩ ∩
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(b) Logarithmic decrement

図3. 16 強制波動C2モードの位相速度と減衰率の

面による変化(計算データは図3. 15に同

じ)
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(25)

第4章 管路の振動数応答の近似計算式

4.1 緒

粘性流体と弾性管の系に生じる波動現象は実際の機械･装置類においても性能にかかわる重要な

問題であり,波の振舞は理論によって的確に把握されなければならない｡この点から見ると第3章

の解析法は実用性に富んだものとは言えず,実際上の問題の処理のためには合理的な近似計算法が

必要と考えられる｡

さて,管路の動特性としては定常振動における振動数応答と過渡応答が重要であり,そのどちら

もが精度よく簡単に計算できることが望まれるが,達成波動の過渡応答については検討すべきこと

がらがまだ多く残されているので,ここでほさしあたり目的を振動数応答に限定した近似式につい

て検討する｡

本章の近似式は,つぎのような考え方で導かれる｡第2章,第3章の結果によれば,達成波は波

長が管径の約10倍以下の領域では管と流体の半径方向の運動などのためにやや複雑な性質を呈す

るが,長波長域では重要なのはCl, C2の二っのモードだけで,しかもこれらのモードの性質は

比較的単純なものになる｡そこで対象を長波長域に限れば管と流体の基礎式を簡単化することが可

能になり,強制波動解の複素波数を振動数に関して陽に解いた形で求めることができるので繰返し

計算は不要になる｡また,近似解を計算に便利な遷移行列の形に表わすこともできる｡この近似法

の精度はよく, Cl, C2の二つの波動モードを統一的に扱うことができるのであるが,実際には

C lモードだけでよい場合も多いのでさらに簡単化した近似法についても述べる｡近似式の精度は

第3章の計算結果との比較で検討する｡

なお,管･流体系の減衰要因には流体粘性以外に管材の内部摩擦も実際には存在する｡そこで本

章で導いた近似式を用いて内部摩擦の達成波の減衰-の影響について簡単な検討も行う｡

4.2 近似式の誘導

はじめに管について考える｡波長が管直径の約10倍より大きい領域では, C lモードにおいて

は管の慣性力はほとんど影響せず, C 2モードにおいては軸方向の慣性力だけが重要になることば

第2章の検討で明らかであり,流体に粘性があってもこの事実に変化はない｡また,長波長域では

管に生じる弾性力としては膜力だけが重要であって曲げやせん断はほとんど無視できることも図

2･3から明らかである｡そこで管については半径方向の慣性力を省略した膜力理論を用いる｡
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図▲1近似的な管のつりあい関係

図4･1は,この近似における管の微小要素のつりあい関係を示したもので,これを数式化すれば

∂3L+F,+-r′-0
8x a

Te b

---Pt-
0

α α

T& Te およびFs ほ膜力近似でほつぎのようになる｡

･&-k,(器+y言) Te-kT(言+り器)
Fl--M

∂2〟

8t2

記号は第2章と全く同じである｡式(4.2)を式(4.1)に代入すれば

∂2

-
〃 ---:･･･

8t2
α +
JJkT 8u) b

--+-
T[

- 0
α ∂∬ α

少kT ∂u

α ∂∬

b

･宕w--p[-oα

(4.1)

(4.2)

(4.3)

つぎに流体についてであるが,ここでは粒子速度qを式(3.5)に従ってqlとq2に分けて考え

る｡したがって精密にほ式(3.6)と(3.7)が基礎式になるが,これをつぎのように簡略化する｡

まず,式(3.6)の代わりに

∂ql∫ 1皇室
8i pL 8x

∂♪
-ニ

ーK
8t

∂qlc

∂∬

2
+-ql,
r

(4.4)

を用いる｡これはつぎのことがらを根拠にして導かれた｡まず,図3.2 , 3.3か-ら平面波に対する

粘性の影響ほ長波長域ではF lモードに比べて非常に小さいが,これは管内波動では流体粘性は主

にq2成分を介して効果を現わすことを意味する｡そこで,式(3.6)の粘性項をq2との比較にお

いて無視する｡そしてqlの成分 ql.とpはrに依存せず, ql′はrの1次式になると仮定する｡
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pやqlの成分ほ式(3.13), (3.15)のようにベッセル関数によってr方向の変化が決められ

るのであるが,低振動数域では変数の値が小さくなるのでベッセル関数は第1項だけで近似できる

と考えた結果である｡式(4.4)では半径方向の運動方程式が欠けているが仮定により∂♪ /∂γ-

0であるからr方向に加速度を生じる要因がなくなるためである｡ ql,は単に式(4.4)の第2式

を満足するように決められる｡

つぎに式(3.7)の第1式をq2& だけで表わすと

管-N(S2+チ £･8H2)q2, (4.5)

となるが, q2は境界層の形成に関与する成分でr方向の変化が本質的に重要であり,しかも長波長

域では∬方向の変化ほγ方向の変化に比べてはるかに小さくなるので,式(4.5)の∬に関する微

分項を省略する｡そしてq2,はやはりq2に関する連続の式 div q2 -0を満たすように決められ

るとすれば,式(3.7)に対する近似は~っぎのようになる｡

∂q2.
→- 〃
8t

管+(
∂ 1

- + -

∂γ γ

1 ∂
+- -

γ ∂γ

q2,- 0

q2s

また,管内壁に作用する流体力については式(3.9)の代わりに

♪′= ♪ ,

r′= ~〟

杏,管壁における管と流体の連続条件についてほ式(3.10)の代わりに

∂〟

[qls+ q2=],=b--
8t

'

8w

[ql,+ q2,j,=b-
-

8t

(4.6)

(4.7)

(4.8)

を用いる

以上が近似の基礎式であるが,これを解く手順は3.2節で述べたより精密な場合との類似点が多

いから簡単に述べる｡ここでは解を定常波の形に仮定する｡式(4.4), (4.6)はそれぞれつぎの

ように仮定した解で満足される｡

ql㌔= A sinβ*x･ejoL

ql,-

A孟*(宕-β*2)
cosβ*x･e,'oL

p
-

A環cosβ*x･ej也`
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q2s- BJo (nr) sinβ*x･e'ldL

q2′ニーB
L*Jl (nr) cosβ*x･ejのL
n

ここにA, Bは未定係数である｡管の変位を

u-U sinβ*x･eiQL ,
w-w cosβ*x･ejdL

(4.10)

(4.ll)

とおいて,式(4.9), (4.10)とともに式(4.8)に代入して, AとBについて解くと

A -

β -

F(a)-

ただし

2jwβ*2F(nb)U + (2jwβ*/b)W

il-2F(nb))β*2- w2/c2

1jw/I.(nb))(a)2/c2- β*2)u- †2jwβ*/bJo(nb))W

ill 2F(nb))β*2- a)2/c2

Jl(a)

zJo(a)

(4.12)

(4.13)

管が剛体のときにはU-W-0で, Aキ0, Bキ0であるが,この条件から式(4.12)の2式の

共通の分母を零に等置したものがβ*-w関係を定める方程式になる｡この式をβ*について解いて

β*- 士
W

c 1 - 2F(nb)
(4.14)

8g)

この式は表現法が異なるがBrown が剛管に対して導いた式の液体に対する特別な場合と内容は一

致する｡このことからも明らかなように,ここで検討している達成波の近似式ほ流休に関しては,

Brown の近似と同じものを採用している結果になっている｡

さて,管の弾性を考慮する場合には式(4.9), (4.10)に式(4･12)を代入した結果をさら

に式(4.7)に代入してp[とr′をUとWの一次結合で表わし,それを式(4･11)a/ともに式(4･3)

に代入すればUとWGこ関する同次の連立一次方程式が得られる｡この方程式の係数行列の行列式を

零に等置したものが達成波のβ*-w関係を定める方程式であるが,これを整理するとβ*2に関する

二次方程式に.なる｡これをつぎのように表わす｡

G.c4β*4- G2W2c2β*2+G,w4- o

ただし

Gl- 1 - 2F(n b)

G2- I + pS(1-2F(nbH+ 甲Si2+甘2F(nb)-4リ甘F(nb)i

G,- pS+甲b2sF(nb)+ 2甲S2(1-)J2)(p+甲b2F(nb))
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したがって

β㌘2-

β2T2 -

w2

c2

w2

c2

G2+ G…- 4GI G3

2GI

G2- G芸- 4GI G3

2Gl

(4.17)

が陽に解いたβ*とwの関係で, βたがclモードの, β誉がc2モードの複素波数である｡

さて,式(4.9)以下においてsinβ*αとcosβ*∬の役割を入れ替えた形にしても式(4.15)に

到達することば明らかである｡それゆえ,近似の方程式系の一般解を管の軸方向変位について表わ

せば

u
- (U. cosβ苧x +U2Sinβ苧x +U, cosβ菅x+ u. sinβ誉x)ejqL (4.18)

解を遷移行列の形に表わしておくと管端における境界条件を考慮する際に便利である｡ C lモード

では流体の軸方向の運動が, C2モードでは管の軸方向の運動が主になることから状態ベクトルの

成分としては, qsの管断面上の平均値, ♪, uおよび管の全軸力2打aTsの4つの量を選ぶとよし1.

これらの量の共通因数ejdLで除したものに改めて宙,谷,5,チなる記号をあて,式(4･18)か

ら出発して計算すると次式が得られる｡

杏(x)

`ii(I)

a(x)

/＼

T(x)

klCl(x) klSl(x)

-J15■1(∫) JICl(〟)

Cl(x) Sl(x)

-mlSl(x) mlCl(x)

k2C2(x) k2S2(x)

-l2S2(x)
l2C2(x)

C2(x) S;(x)

-m2S2(x) m2C2(x)

ただし,

Ci(x)- COS@!x, S,･(x)- sin@!x (i-1,2)

なる略記法を用い,さらに

ki-
-2jw

F(nb)w2/c2-(1-2F(nb))Eiβf/b

l,A- 2pL山2

m,.- 2･TrakT

a,.-
aβチ

とした｡ここで

il-2F(nb))βf2-w2/c2

F(nb)βf- E.･/b

il-2F(nb))βf2-w2/c2

(β,--LEE )
β

リil-2F(nb)1β苧2-(I,+2(11y2)?bSF(nb)1a)2/c2

il-2F(nb))βf2- il+2(1-リ2)QS)w2/c2

a(x)-[谷(x),谷(x), ^u(x),チ(x)]T
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とおいて式(4.19)を

Z(x)- iB,.i(x))a

と略記し, x-0とおいたうえでuについて解けば

u- (B.･,･(0))-1z(o)

これを改めて式(4.23)に代入すると

Z(x)- (T.I,･(x))Z(0)

Ti,A(x)- (B,,i(x))iBi](0))-I

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

となる｡ けり(〟))が遷移行列である｡その要素を具休的に求めておくと便利なことも多いので,

式(4.20), (4.21)の記号を用いて以下に記す｡

Tll -

T13 -

r2l -

T23 -

T3l -

T33 -

T4l -

T43 -

-klCl
+ k2C2

k2- kl

klk2 (Cl - C2 )

k2 - kl

llSl - l2S2

k2- kl

-llk2Sl
+ l2klSl

k2- kl

-Cl
+ C2

k21 kl

k2Cl
-
klC2

k21 kl

mlSl - m2S2

k2- kl

-mlk2Sl
+ m2klS2

k2- kl

T12 -

T14 -

T22 -

T24 -

T32 -

T34 -

T42 -

T44 -

-klm2Sl
+ k2mlS2

ml l2- m2ll

kl l2Sl
-
k2llS2

ml l2
1 m2ll

-llm2Cl
+ l2mlC2

ml l2 -

m2ll

JIJ2 (CI - C2 )

ml l2- m2ll

-m2Sl
+ mlS2

ml l2- m2ll

l2Sl - llS2

ml l2- m2ll

mlml (-Cl + C2 )

ml l2- m2ll

ml l2Cl
- m2llC2

ml l2
- m2ll

(4.27)

以上に求めた近似式を便宜上,近似Ⅰと呼ぶ｡以上の経過から明らかなように近似ⅠではC 1, C

2の二つのモードを同時に扱うことができる｡しかしながら,管が両端で固定されていれば管の縦

振動,すなわちC2モードは励起されにくいのでClモードだけを考えればよいであろう｡このよ

うな場合を対象にさらに簡略化した近似式を考える｡剛管の場合にほ式(4.14)が成立するが,

この式における音速cを流体が非粘性の場合のC lモードの伝ば速度の近似式(2.51)で置き換

えてみる｡すると

(d

β*- 士-
C

1+2S7

1-2F(nb)
(4.28)

が複素波数の一つの近似式になる｡これに対応する遷移行列はβ*の内容に式(4.14)と(4.28)
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の違いがあるだけで,次式のように表現すれば形式的には剛管の場合と同じになる｡

cos β*∬

jwpL Sinβ*x

@*(l12F(nb))

β*il12F(nb))

}WPL

cos β*∬

sinβ*∬

/＼

¢(0)

(4.29)

以上を近似皿と呼ぶことにする.近似Aは簡潔なうえにすでに確立している二つの近似の組合せな

ので理解しやすいが,精度は近似Ⅰに比べるとかなり劣る｡

ここで近似解の相似性について触れておきたい｡式(4.14), (4.17),(4.28)はいずれもつ

ぎの形をしている｡

(d

β*- 士-Q(F(nb))
C

(4.30)

ここにQはNとwが関係する要因としてF(nb)だけを含み,そのほかにはNやwを含まない｡

式(4.30)を式(3.31)に代入すると

α/-

Re(珍) 6′= 2汀一旦竺埋
Re(♂)

(4.31)

したがって, ¢の値が同じであれば,すなわち〝∂が同じ値であればα′と∂′は同じ値をとることに

なる｡ところがnb-仁了話丁訂であるから,α′や∂′を論ずるときには振動数と粘性に関する無

次元量は統一されて忘/面の形のものだけを考えればよいことになる｡実際に,精密な計算結果で

ある図3.5, 3.15, 3.16において高振動数側の一部を除いて異なる面に対する各曲線が振動数

をずらせれば互いに重なり合うほどの類似性を持っているのは盲/面が同じであれば近似的には同

一視できるということの具体的な現われである｡

つぎに,近似Ⅰにおいて流体が非粘性となる極限の場合を調べてみる｡それには〃-0とすれば

1/n-0,したがってF(nb)-0となるからこれを式(4.16)に代入すればよい｡このようにし

てから方程式(4.15)をw -βαの関係を用いてα2の二次方程式に変換すると,その恨は第2章

で求めた伝ば速度の近似式(2.56)に一致する｡式(2.56)は極限操作で求めたが,物理的な

意味は近似1の誘導過程から知ることができる｡

1.3 近似式の精度と応用例

4･3.1 近似式の精度 有限長管に生じる波動を近似的に解析する場合に誤差をもたらす要因は

二つに分けられよう｡一つは基礎式の精度に由来するもので波の伝ば過程で位相速度や減衰率の誤

差となって現われる｡もう一つは境界条件についても基礎式と同程度の近似をとらなければならな

いことによるものである｡たとえば,管端でピストンないしプランジャーで流体を加振するときに
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ピストン等の径によって管端での流体粒

子速度分布は当然異なるが,粒子速度を

平均化することによって問題の一次元化

を図っている近似式でほこのような細部

の違いを解析に折り込むことはできない

し,管端での管の拘束状態も近似式を用

いては完全には指定できない｡これらは

いずれも近似化ということが力学的にほ

系の自由度を減少させる操作であること

から生じるものである｡このようなこと

については次章で詳しく検討するが,結

論として境界条件の細部の違いは系全体

の挙動に対して大きく影響しないことが

多いので,ここでは基礎式の精度につい

てだけ検討する｡

まず,剛管に対する式(4.14)の精

度は厳密値との比較によってほ調べられ

ていないようなので,それから述べる｡

式(4.14)のβ*から式(3.31)によって

α′と∂′を求め,それらを図3.5に示し

た精密な値と比較して求めた相対誤差を

△α, △∂とし,それらの7に対する変

化を図4.2に示す｡ ∂′の精度はα′に比

べて相当悪いが,誤差を1%まで許容す

ればほぼ7< o.3の領域でこの近似式は

使用できる｡ i-o.3はc-1.5× 105

cm/s, 2 ∂-1cmとすれば約90kHzに

相当し,通常の目的のためにはこの限界
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図4.2 式(4.14)によるFlモードのα/と6の精度
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図4.3 近似Ⅰ ･Clモードのα′, 6の誤差の平による変化

(計算データは図3.13に同じ)
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図4.4 近似Ⅰ ･C2モードのα′, 6の誤差の甲による変化

(計算データ(ま図3.14に同じ)

はばとんど問題にならない｡この近似式の表現は簡潔であり,合理性の高いものと言えよう｡

つぎに達成波動の近似Ⅰの精度を示す｡図4.3, 4.4はNを一定にマをパラメータとしてCl ,
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c2モードの誤差を分けて示したもので

精密値は図3.13
, 3.14に示した｡ま

た図4.5, 4.6はNをパラメータとした

ときの誤差で図3.15 , 3.16の精密値

に対応するものである｡ l△α垂, l△

6Fはともにf-104 付近から増大し

始めるが,これはこの近似では省略した

管と流体の半径方向の慣性力などが無視

できなくなるためで,このことによって

高振動数側の限界が定められる｡この限

界は振動数にして剛管の場合の約1/1 0

になるが,それでも普通の目的のために

は十分な領域を覆っていると言えよう｡

なお,低振動数側にはとくに限界は現わ

れない｡

ところで図4.2-4.6ではF△αfや

I△6 lの非常に小さな領域までを示し

てあるが,これは誤差の変化の傾向を知

ることが目的であって,実際上の目的の

ためにも1△α Jやl△6 lが非常に小

さいことが有意義であることを主張する

ものではない｡精度評価の基準として用

いた精密値は第3章で述べたように円筒

かく理論を用いて求めたものであり,そ

の意味ではすでに近似になっているので,

このことをとくに注意しておきたい｡実

際には10~3以下の領域で誤差の大小を

区別しなければならない理由はほとんど

ないと思われる｡

つぎに,近似Ⅰの誤差を図4.7に示す｡

図4.5 近似Ⅰ ･Clモードのα′, 6の誤差のN(こよる変化

(計算データは図3.15に同じ)
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図4.6 近似Ⅰ ･C2モードのα′, 6の誤差のNによる変化

(計算データは図3.16に同じ)
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図4.7 近似Ⅰ･Clモードのα/, 6の誤差

(計算データは図3.13に同じ)
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l△α lとl△6 lの計算法は近似Ⅰの場合と同じである｡近似nの精度は近似Ⅰに比べて格跡こ

悪くなっているが,甲が大きすぎなければClモードが主になる現象に対して実用に供することば

可能であろう｡

ところで,近似lではヮが小さいほど,近似且では甲が大きいほど誤差が大きくなっていて, ?

に対する誤差の傾向が逆になっている｡近似1では膜力理論を用いているので管の肉厚が小さいほ

ど精度がよくなるのほ当然であるが,近似皿では管と流体の管壁における速度の連続条件などに注

意が払われていないので,管の運動が相対的に大きくなる薄肉管ほど精度が悪化するものと考えら

れる｡

4.3.2 近似式の応用例 本章で導いた近似式の簡単な応用例として,図4.8に示される系の振

動数応答を計算してみる｡この系で

は流体の圧力振動であるC lモード

はもちろん発生するが,それと同時

に∬-Jの閉端にかかる流体圧が管

の伸縮運動,すなわちC2モードも

励起することになる｡ 図4.8 振動数応答の近似計算を行った系

/へ

さて,境界条件はx-0においてほ♪を既知量とすると

谷(o):既知
,

5(o)-o

谷(l)-jwグ(l), チ(I)-方b2谷(l)+M,w2グ(l)

である｡まず,式(4.32)を式(4.25)に適用するとつぎの2式が得られる｡

[^;::;]-[;二;:][Z::;]･に卜(o,

[:::;]-[;32:;;][^:::;]･[;]?･o,
式(4.33),(4.34)から谷(l)

,チ(l)を消去すると

[-:.I::]-に;｣｣i[:b2
これを式(4.35)に代入して整理すると

i[こ:]-に;舵:
- ![;'･]II][;二:

;(ww2][::;:]
T14

T44

T14

T44

0 j (I)

7Tb2M( w?

[;:≡]谷(o,‡

][_:｡_]-[::_-]卜
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これから?(I)/谷(o).節(l)/谷(o)を求めることができる｡x-lでの管の軸変位令(l)に対
/＼

してはp(0)よりも谷(l)の方が強制力とし

て直接的な意味を持つからC(l)/谷(o)に
/へ /′＼

代えてU(l)/ ♪(l)を計算する方がよいと

思われるが,この計算も簡単である｡

以上の方法で計算した数値例を図4.9,4.10

に示す｡図では谷(o)をpl,盲(l)を♪2,

^u(l)をU2と表わしてある｡計算データは

図中に示したが, a-lcm, h-0.1cm, l

-200cmの鋼管と適当な粘端の質量ほh'
-

h'…Ml/pタa3-o, 53
, ∞の三つの場合を選

んである｡ 〟′ -∞は∬-Jにおいても管を

固定しているのと同じであるからC2モード

は励起されない｡ MI -∞以外の場合には管

の軸振動,すなわちC2モードの共振によっ

て管の両端間の圧力伝達特性が大きく影響を

受けていることがわかる｡ C2モードの発生

がない両端固定管の場合には近似nを使うこ

/＼

ともできる｡式(4.29)において¢(∫)-0

とすると

/へ＼

♪(∫) 1

i(o) cos@'l
(4.38)

となるが,これによる計算値も図4.9に破線

で示した｡近似Ⅰで計算したMt -∞の場合

との差異はこの場合には非常に小さい｡それ

ゆえ,甲が大きすぎず,しかもC2モードの

影響がない場合には簡単な近似札を用いる方

がよいと思われる｡

ここでほ簡単な問題を例に選んだが,管の

径や材質が途中で変化したり, 〟-0での管
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図1.9 図4.8の系の両端管の圧力伝達特性
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の運動が無視できなかったりして問題がやや複雑になっても遷移行列法の特長を生かせば計算は比

較的容易に実行できよう｡

4.4 管材の内部摩擦の影響

これまでは達成波の減衰の原因として流体の粘性だけを考えてきた｡しかし,波の伝ば経路にお

いて波の力学的エネルギーを熱に変える要因として管の弾性変形を伴う達成波では管材の内部摩擦

も考えなければならない場合もあり得る｡そこで,本節では4.2節で導いた近似Ⅰがよい精度を持

っているので,これを用いて彼の減衰に対する内部摩擦の影響について調べておきたい｡
(40)

さて,固体の,とりわけ金属材料の内部摩擦の原因は多様である｡ そして,それを解析的に

(41)
表現するための力学的なモデルもいくつか提案されている｡ しかし,ここではそのようなこと

には一切立ち入らないで,内部摩擦があれば振動状態にある固体の応力とひずみの間には必ず位棉

のずれが生じるという事実だけに着目して検討する｡応力とひずみの間に位相差があれば両者の間

の比例係数としての弾性係数は複素数になる｡すなわち,

E*-E(1+j¢) (4.39)

ここに¢は応力に対するひずみの位相遅れ(単位は rad )であって金属材料では特別な場合を除い

て¢≪1であり,また,式(4.39)の表現は¢がそのように小さいときに限って許されるもので

もある｡ ¢は損失率とも呼ばれ,その固体を単体で振動させたときの減衰の指標の一つで,その振

動の対数減衰率を6M とすれば6M -7r ¢の関係にある｡達成波への管材の内部摩擦の影響を調べ

るには¢に適当な値を与えたうえで,これまでの解析におけるヤング係数Eを式(4.39)のE*で

置き換えればよい｡近似Ⅰでは式(4.16)の第2, 3式に含まれるSを

S*- S / (1+j¢) (4.40)

で置き換えればよい｡図4.11ほヮ-3, 40の二つの場合について¢をパラメーターとしたとき

の対数減衰率で,流体粘性と内部摩擦の双方による減衰を表わす｡前述のように近似Ⅰでほ解に相

似性があるので図の横軸をj/jVとしてある｡この図から明らかなようにClモードよりもC2モ

ードの方が,また, Clモードでほヮの大きい方が, C2モードでほヮの小さい方が内部摩擦の影

響を相対的に大きく受けている｡内部摩擦はひずみを通してのみその効果を発現するのであるから

達成波のポテンシャルエネルギのうちで管材のひずみエネルギの占める割合が大きいほど内部摩擦

の影響が大きくなるのである｡また,流体粘性による減衰が小さい領域ほど内部摩擦の影響が目立

つことも当然である｡ /や〃にもよることではあるが, ¢が10~3以下であれば減衰要因としては

流体粘性によるものの方が卓越する場合が多いであろう｡管材が金属であれば,特殊な材料でない
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限り低振動数域では¢が小さいことが多

いので,高粘度の液体に対しては管材の

内部摩擦ほ無視できると考えられる｡

なお,図4.11は¢をパラメータにし

て描かれているが,これは特定の材料に

ついて¢が振動数によらず一定とできる

ことを意味するものではなく,あくまで

も∂′への¢の影響を調べたにすぎない｡

¢には振動数依存性があることの方がむ

しろ普通であるから,そのような場合に

は力学モデル(Voigt モデル,三要素モ

デル等)の使用が可能であれば式(4.39)

のE*をそのモデルの式に置き換えればよ

いし, ¢が実験データとして与えられて

いるだけならば式(4.39)の¢を実験

式などによって振動数とともに変化させ

ればよい｡
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図1.11 達成波の減衰に対する管材の

内部摩擦の形書

4.5 結 岩

本章では前章の解析を簡単化し,粘性流体を含む管路の振動数応答の近似計算式を導いた｡

(1)流体については管が剛体の場合のBroⅥ1による近似式と同じ考え方を採用し,管については

半径方向の慣性力を省略した円筒かくの膜力近似の式を用いて導いた近似ⅠではC 1
,
C2モード

の波数を振動数の関数として陽に解いた形に表わすことができ,これから構成した遷移行列によっ

てA > 20 aの領域に対する振動数応答を精度よく計算できる｡

(2)C lモードだけを対象にしたより簡単な近似値nはBrown の近似式と伝ば速度に関する

Korteweg の近似式の単純な接合であって簡潔であるが,精度は近似Ⅰとの比較において劣る｡し

かし,管の肉厚に関するパラメータ7?が10以下の金属管であれば第一近似の目的のために使用す

ることは十分に可能である｡

(3)近似Ⅰの計算式を用いて管材の内部摩擦の達成波の減衰-の影響を検討した｡達成波のエネル
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ギ分布において管のひずみエネルギの占める割合の大きい甲が′トさい場合のC2モードにおいて内

部摩擦の影響は最も顕著であるが,金属管の場合には特別の場合を除いて内部摩擦は小さいので,

達成波の減衰の原因としては流体粘性によるものとの比較において無視できることが多いと考えら

れる｡
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(26)

第5章 管の境界条件に関する検討

5.1 緒 看

第2章,第3章では境界条件を考慮せずに達成波の伝ばに関する性質だけを対象に精密な解析を

行った｡しかし,現実の管路では特別な場合以外ほ境界条件を考慮に入れて解析することが必要で

あるから管路の全長にわたるような系の主要な現象と種々の境界条件がどのように関連するのかを

知ることば不可欠である｡

さて,本研究の対象は連続体の線形波動･振動に属する問題であるが,この分野で境界条件をも

含めて精密に解析する方法ほ十分に確立されているとは言えないようである｡特別な場合として異

種異径｡丸棒を接合した系における弾性波?2)剛管内粘性流体の波(14)などの研究で境界条件
を精密に扱うことを志向した例は少数ながら見られるが,それらの方法は複合系である達成波の解

析に直ちに応用できるほど整理されたものではない｡そこで,本章でははじめに連続体の一般的な

一次元的波動の境界値問題の扱い方の整理を試み,その方法によって達成波の問題における境界条

件について精密な解析を行い,その結果から近似的な扱い方の合理性の有無などを調べる｡

5.2 伝ば項と非伝ば項

連続体の波動では媒質の種類によって基礎方程式が変わるが,波の性質という面では類似点も多

く,共通に議論できることもある｡そこで本節では対象を達成波動に特定せずに連続休の一次元的

な線形波動一般における境界条件の検討の方法を考察してみる｡なお,ここで言う一次元的波動と

は空間座標が1個という意味ではなく,弾性棒や管,あるいは管内流休など細長い連続体において

軸に沿って進行したり,定在したりする波動･振動現象を想定して用いる用語である｡

さて, ∬軸に沿って生じる一次元的な波動を解析する際に用いられる解の形の一つにつぎのよう

なものがある｡

p
-

Q･exp⊂j(βxIWi)] (5.1)

ここにpは変位や圧力などの物理量であり, Qはpの振幅,あるいはx軸に垂直な断面上での振幅

分布関数で∬やiを含まない｡解の表現のしかたには式(5.1)の形以外にもいくつかあるが,い

ずれも適当な変換によって式(5.1)の形に帰着できる｡式(5.1)のように仮定した解,あるい

は解の組をその間題の基礎方程式に代入して解析を進めればβとwの関係を定める特性方程式に到

達する｡これを形式的に
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G(β, A)- 0 (5.2)

と書いておく｡この特性方程式は,系の基礎式が軸対称の場合なども含めて三次元理論そのものか,

三次元理論を含むものであれば一般に超越方程式になり,三次元理論によらないはりや円筒かくの

問題では周知のように代数方程式になる.第2葦の式(2.27)や式(2.31)はα-a/βの置

換によって前者の例となる｡いずれにしても,系に∬軸の正負を区別する方向性がなければ, βと

-βが同時に式(5.2)を満たす｡方向性がなければ基礎式は∬の正負に関して対称となっている

からである｡このことば基礎式の近似の程度や散逸の有無にはよらない｡この対称性によってG(β,

a)をβの多項式,あるいは無限級数の形に展開すればβの偶数べきしか現われないことになる｡

したがって,特性方程式の係数がすべて実数となる非散逸系ではwをある実数とすれば,それに対

応するβは絶対値の等しい正負の実数,反対符号の一組の純虚数,および互いに符号が反対の二組

の共役複素数のいずれかに分類されることになる｡このようにして求めたβを式(5.1)に代入す

ると, βが実数であればpはβの符号によってx軸の正か負のいずれかの方向に進む正弦波となる

が, βが純虚数ならばpにはx軸に沿っての位相の変化がなく,波としての性質は現われない｡ β

が複素数の場合にはその偏角によって波の性質を帯びるか否かが決まるが,非散逸系ではβの虚部

がかなり大きく, pに波の性質がほとんどないことが多い｡このようなことから, βが実数の場合

の波動モードを本論文では伝ばモード,あるいは伝ば項と呼び, βが実数以外の場合を非伝ばモー

ド,非伝ば項と呼んで区別することにする｡弦の振動や弾性棒の縦振動に用いられる一次元の波動

方程式

∂2p
__

c2一旦セ8t2 8x2

- 0 (5.3)

は伝ば項しか現われない特別な場合である｡

さて,ほりや円筒かくの振動問題のように特性方程式が代数方程式になり,ある山に対応するβ

が有限個しかない場合にほ,基礎式の一般解はすべてのβに対応する特解の重ね合わせとなること

ば周知のとおりである｡特性方程式が超越方程式になる場合には特定の山に対応するβほ一般に無

限個あるが,この場合にもすべてのβに対応する特解の重ね合わせが一般解になると考えることば

自然である｡力学的に見れば,一般解の項数ほ明らかに軸に垂直な断面上での系の自由度に依存し

ている｡ βが有限個となるような問題では変位分布を直線的に仮定するなどの操作によって系の自由

度を大幅に減らしているのである｡一般解が無限級数となる簡単な例ほ剛円管内の非粘性流体の波

動である｡式(2.32)におけるmは式(2.18)で与えられているが, α-a/βの変換を施すと

m- (A/c)2- β2

-62-

(5.4)



これを式(2.32)に代入してβについて解けば

β
- 士 lw/ c)2- (I,I/b)2 (5.5)

Jl(a)の零点ziは無限個あるからβも無限個あることがわかる｡しかし, I,･は番号iととも

にいくらでも大きくなるから,有限のwに対して実数値をとるβは有限個しかないこともわかる｡

すなわち,伝ば項は有限個だけで,一般解を構成する残りの項はすべて非伝ば項となるのである｡

このことば後に示す達成波でも同じで,多分,連続体の一次元的波動において一般的に成立すると

推測される｡

ここで,非伝ば項の役割などを知るために0≦∬を占める何らかの半無限長系を考え, ∫-0で

時間的に調和変動が起きるものとする｡すると,一般解の各項のうち, Im(β)< 0となる波数に

対応する非伝ば項の係数はすべて零でなくてはならないことがわかる｡これらの非伝ば項は∬の増

大とともに発散するからである｡それゆえ,残る

非伝ば項はIm(β)> 0のものばかりであるが,

これらは∬の増加に従って指数関数的に値を減じ

る｡つまり,境界から離れると系の運動は実質的

に有限個の伝ば項だけに支配されることになる｡

非伝ば項は境界条件との適合のために現われると

見なせるから境界項という名称もふさわしいと思

われる｡有限長系では, Im(β)< 0となる一群

の非伝ば項はもうー方の境界の近傍で意味を持っ

境界項となる｡その簡単な具体例としてはりの曲

げ振動の初等理論の両端固定の場合の固有関数を

伝ば項と非伝ば項とに分けて図5.1に示す｡非伝

ば項が影響する距離は伝ば項の位相に換算して測

らなければならないが,非伝ば項の波数の虚部が
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図5.1 両端固定はりの曲け振動に

おける伝ば項と非伝ば項

伝ば項の波数(実数)に比べて大きいほど相対的に近距離までしか影響は及ばない｡この点から見る

とここに示した例は非伝ば項の影響距離が大きい場合の典型例のようである｡

さて,伝ば項と非伝ば項で構成した一般解の各項の係数は与えられた境界条件を満たすように決

められなければならない｡一般解が有限項のときには係数の決定は簡単であるが,無限項のときに

は注意が必要である｡厳密な決定が可能な場合とそうでない場合があるからで,式(5.1)の¢に
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相当する振幅分布関数の間に直交性があるかないかによる｡直交性のある例は剛円管内非粘性流体

の波動で,たとえば圧力♪はJo(mr)で振幅分布が決められるが,二つの波数βiとβ.に対応す

るmをmiとmk とすれば

0 ( i*k)

IobJo(m･･r"o･m-,rdr-

i2.I..zi,,2(i=k,

('33)
Z1.

(5.6)

である｡これは Lommelの定理に剛管の条件,式(2.31)を適用すれば求められる｡式(5.6)

を用いれば,一般解の各項の係数はフーリエ級数の場合と同様に決められる｡しかし,このような

操作が常に可能というわけではなく,係数は境界条件が近似的に満足されるように遠点法や最小二

乗法を用いて決めざるを得ないこともある｡この場合には数学的な意味での厳密性という点では問

題も残るが,数値計算の結果の精度については各問題に応じた方法で数値的に検証できるので実際

上の問題は少ない｡

さて,以上に述べてきた非伝ば項の性質からみて,境界条件を考慮しない無限長系での解析が伝

ば項だけを対象とするものであることは明らかである｡しかし,それが長い有限長系に対しては漸

近的な近似になっていると言うことができよう｡

なお,本論文では伝ば項,非伝ば項という名称を用いたが,最近,古賀らは円筒かくの振動問題

(43)
で本論文の非伝げ項に相当するものを縁亀城解と呼んでいることを指摘しておきたい｡

5･3 流体が非粘性の場合の達成波動 一境界条件との関連-

5.3.1 波数スペクトル 前節の議論によれば一定振動数で調和運動している一次元的な連続体

の解析は,その振動数における波数をすべて求め,それらに対応する特解をすべて重ね合わせて一

般解を構成し,境界条件を満たすように係数を定めれば一応完了することになる｡しかし,その前

提として,各振動数における波数の分布,すなわち坂動数に対する波数のスペクトルをあらかじめ

知っておくことが望ましいし,波数スペクトルだけでも定性的ながら有効な考察が可能なこともあ

る｡そこで図5.2に複素領域で計算した波数スペクトルを示す｡計算式は式(2.27)にα-w/β

の変換を施したものであり,計算法はNewton -

Raphson法を用いた｡計算データは図2.4と同

じである｡比較のために,非達成の管と流体の波数も示した｡各場合とも伝ば域と非伝ば域の間の

連続性を考慮して曲線に名称を付してあるが,これは図2.4で用いた波動モードの名称と同じであ

る｡ただ,破線で示したCC, TCは達成波と管単独の実部,虚部がともに値を持つ複素波数を,

Re(β)I a, Im(β)-w平面への投影として示したもので,これらはいずれも山が大きくなる

とほかの曲線に合流して消滅する｡そのほかの曲線はすべて各平面上に値を持っ｡また,各曲線上
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lmβ 10 0 10

Reβ
20

図5.2 遠戚波および非違成の管と流体の波数スペクトル

(計算データは囲2.1に同じ)

でβ-0となるwは各波動モードのしゃ断振動数で,各モードの伝ば,非伝ばの性質は達成波と非

達成の流体では振動数がしゃ断振動数より大きいか,小さいか決められることがわかる｡しかし,

管単独の場合にほ性質がやや複雑であってT3ほしゃ断振動数以上で非伝ば的になっているが,同

じことは三次元弾性論で計算した弾性丸棒の波動にも見られる｡図5,2では,位相速度はα-a/β

の関係によって実波数域にある曲線上の1点と原点を結ぶ直線の傾きで,群速度ほ式(2.28)の

関係によってその点における接線の傾きで表わされている｡第2章で示した図2.4などは,図5.2

の一部の表現法を変えたものになっているのである｡

さて,この計算に用いたHerrmann -

Mirskyの円筒かく理論の精度は非伝ば域については全

く末検討である｡そこで,この点をまず確かめたが,この円筒かく理論による管単独の波数は図5.2

を大きく覆う領域で三次元弾性論によるものとよく一致し,図上ではその差を区別できないほどで

あった｡また図示の範囲ではHerrmannらの理論と重なるもの以外に三次元弾性論によっても波数

は発見されなかった｡それゆえ,三次元理論では存在するはずの他の波数は虚部が非常に大きく,

それから導かれる波動モードほすべて非伝ば性が非常に強くなるので,管端近傍の管の応力分布な

どを精密に計算しようとする場合以外ほ明らかに無視することができ,波の大域的な振舞にはほと

んど影響しないと考えられる｡

図5.2においてはwを一定にしたときに現われる実波数は各場合とも有限個しかないが,虚数お

よび複素数の波数は円筒かく理論で近似した管単独の場合を除いて分布の傾向から明らかに無限個

となることに注意しておきたい｡また,達成波でばC3モードのしゃ断振動数以下で伝ば性を持っ
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のはCl, C2の二つのモードだけである. 2.4節および第4章で近似の対象をCl, C2だけに

限定することができたのほ.実はそれ以外のモードが低振動数域で伝ば性を持っていないからとい

うことが理論的な根拠だったのである｡

ここで,応用上は低振動数域が重要になるので品<2の領域での各波動モードと境界条件のかか

わり方を検討してみる｡ちなみに, 2α-1cm,流体を水と

すれば品-2ほ約95kHzに相当する｡さて,図5.2の品<

2ではC3, C4---ほF2, F3 ---と,
C CはTCと非

常に接近しており,品-oでこれらほ完全に一致する｡この

ことからも明らかなように, C3,
---は流体の運動を主に

し, CCは管の変形を主にする非伝ばモードである｡そこで,

C3以上のいくっかの非伝ばモードと流体が主になる伝ばモ

ードの軸方向粒子速度qs の断面上での分布の代表例を図5.3

に示す｡圧力♪の分布もこれに相似である｡いま,管端で平

らな頭部を持ち,管内径と等しい直径のピストンで流体を加

振する場合を考えてみる｡この場合,伝ばする波はC lモー

ドの形をとることば明らかであるが,図5.3に示され

るようにClのqェ 分布は平たんではないので, Cl

モードだけでピストン面との速度の連続性を満たすこ

とはできない｡そこで, C3以上の流体が主になる非

伝ばモードによってこの差が埋められるのである｡こ

のように, C3, C4-･-は管端での流体の粒子速度

や圧力などの分布に密接に関連して発生する非伝ばモ

ードなのである｡一方,
C Cモードの特徴を調べるた

めに平均半径γ -

α面上での各方向の応力振幅の軸応

力に対する比を図5.4に示す｡この図はCl, C2の

二つの伝ばモードについても示してある｡第2章で調

べた各モードの特徴に従って, Clでは6e が大きく

rば小さい｡また, C2ではorL が主でTはほとんど

問題にならない程度である｡これに対して, C Cモー

ドではrと♂｡が大きく,とくにrはCl, C2に比
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ベてきわだって大きい｡これはccが管端での管の半径方向の拘束に関係が深いことを示している｡

端的な例として静的な場合を考えると,内圧が高まれば管は端から離れたところではほぼ一様にふ

くらむが,管端で半径方向変位が拘束されていれば管端に近づくにつれてふくらみは徐々に小さく

なるわけで,変形の様子からせん断応力rが大きくなることも明らかである｡ CCモードは管端付

近のこのような変化を主に表わす項となるのである｡それゆえ,流休圧力に対する応答として管の

半径方向変位も生じるC lモードとの関係は大きいと考えられるが,管の軸方向運動が主になるC

2モードに対してほ影響が小さいと考えられる｡

以上をまとめると,低振動数域では達成波の非伝ばモードはいずれも管端において主にClモー

ドとの相互作用によって発生するが, C2モードとのかかわりは小さいと考えられる｡

5.3.2 数値計算例 達成波動において非伝ば項の影響が具体的にどの程度かを見積もるために,

つぎの問題について数値的に検討した｡ ∫ ≧0を領域とする半無限長管の管端∬-oで管のすべて

の変位が拘束され,管路も閉じているとする｡そして∬--にClモードの波を∬の負方向に発射

する波源があるとすれば,管端で波は反射されることになるが,その状態を代表的な振動数につい

て調べてみる｡任意の位置における波の状態は入射波と反射波の重ね合わせで表現することができ

るが,それを式(2.21)などを参照して軸方向の粒子速度qs について複素数形で表示すれば

q,- AIJo(mlr) exp[-j(βlX+wt)]

(5.7)
00

+∑ BiJ.(mir)exp[j(β,･x-wt)]
('=-I

』1を係数とする項が入射波であり,残りはすべて反射によって生じるものである｡反射波にはC 1,

C2の二つの伝ばモードと, Im(β) > 0であるすべての非伝ばモードが含まれるが,とくにC C

モードにはRe(β)が正負の二つのものがあることに注意する必要がある｡ qLに対応してPや管

の変位4･, u, u'なども同様に表現することができる｡たとえば

w
- Al
mlJl(mlb)

β1W

(:)O

r∑
β`

Fjー一目

exp[-j(β1X+wt)]

mill (m,･b)

βid
exp[j(βiX-a)i)]

などとなる｡一方,境界条件は

4･ - u
-

w
- 0 (x - 0)

qt= 0 (x- 0, 0 ≦r ≦ b)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

以上によって, wとAlを指定したときに反射波の各項の係数B,･を決めなければならない｡この場

合に, ∬軸に垂直な断面上での振幅分布関数の間に直交性があれば,それを用いることができるが,
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達成波にはそのような性質はないと判断される｡図5.2において, C7, C8,
---がT3と交わ

るあたりで一定のwに対するβに多価性が見られる｡これはこのような振動数得で一般解を構成す

るときに,一つのw-β曲線分枝に属する特解を加え合わせる必要のあることを意味する｡ところ

が, βがごくわずかしか違わない場合には振幅分布は類似したものになるから,これらの解の間に

直交性があるとは考えられない｡ある関数系が直交系であるというときには例外の存在は許されな

い｡それゆえ,達成波では直交性はないと考えられるのである｡このような事情から,係数β`の

決定に際しては近似法を用いざるを得ないが,ここではアルゴリズムの簡単さから遠点法を用いナち

まず,式(5.7), (5.8)などの反射波の項数をnで打ち切る｡そして境界条件のうち,式(5.10)

は0≦r≦bを等分して(n-3)偶の分点で満たすようにすると(n-3)偶の一次方程式が得

られるが,これと式(5.9)から導かれる3個の方程式を連立させればn個のBiが決定できる｡

反射波の級数はC 1
, C2の二つの伝ば項とIm(@- )< 100のすべての非伝ば項で構成したが,

品≦2ではいずれもn-34であった｡このとき,式(5.10)は断面上の平均値で10-5 以下,

局所的には10-4程度の精度で満足されていた｡

さて,計算結果はp, q&と管の半径方向変位wについて図5.5に示す.横軸は入射波であるC

lの各振動数における波長をAlとしてx/スlで表わし,縦軸ほそれぞれの量の入射彼の振幅を0.5

としたもので,計算結果は入射波と反射波の和である｡入射波と反射波の干渉で定常波が生じてい

るが,その波形は管端付近を除いてほぼ完全な正弦波になっている｡これほ反射波の基本成分がや

はりClモードであって, C2モードの成分がほとんど含まれていないからである｡定常波の位相

は非伝ば項の影響で振動数が大きくなるほどずれている｡それは拘束による管端の近傍での管の剛

性の増大のためにこの部分の伝ば速度が少し大きくなり,遠方から管端の方向を見たときに管の長

さが見かけ上少し減る方向に生じている｡振動数が大きくなるほど位相のずれが大きくなるのはw

が大きくなるほど伝ば項の波長ほ小さくなるのに対して図5.2からわかるように非伝ば項のIm(β)

の変化は小さく,管端から非伝ば項の影響が及ぶ距離には大きな変化はないからである｡図5.5で

はw- -0.2のときの位相のずれほきわめて小さいので,それ以下の振動数域では非伝ば項は管の全

長にわたるような現象に対してほとんど影響しないと見てよい｡つまり, c lモードの伝ば速度の

近似値を用いて一次元問題として解析することが可能になるのである.品-0.2ほ図5.5の中に示

したように波長にすればll/a≒26.6であり, 2.4節で示した近似の限界l--20と比較的近い

値になっている｡

本章で-まず議論を精密化したのは,以上に述べてきたように,関与する要因の多い達成波動で

も支配的な要因とそうでないものがあり,その区別を明確にすることによって簡単な近似で扱いた
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いという要請の妥当性を理論的に確か

めることが主な目的であった｡ここで

は単に一つの簡単な境界条件について

計算しただけであるが,非伝ば項の性

質を考えれば,ここでの結論にある程

度の一般性を持たせてもよいことは明

らかである｡この結果,達成波の境界

条件として重要なのはClモードに対

しては管路が開いているか否か,ある

いは非同次の間題ならば流体粒子速度

や圧力の平均振幅などであり, C2モ

ードに対しては管の軸方向の拘束状態

などであって,そのほかの要因は主に

非伝ば項が関与することなので管全長

にわたるような現象に対しては無視で

きることが明らかになった｡ただ,管

端の状態は実際には弁などによって管

路が部分的にしか開いていなかったり,

LW5i
■■■■-

か:.2lβ
∩

ゐ=2;.2)弓x
∩ #.I/A,..

■■■■■■-一

&!1 態+
u-l

&
一ヽ W 入l

㌔
2

1

0.2

2.38a

5.21a

26.6a !TW5i
∩

..n5
-■■■■l ♂.II1,..

■■■■一

ld…….2i-
l■■■■-l ■■■一u

図5.5 ｢管完全固定,管祐閉鏡｣鵜における

入射波(Clモード)と反射波の合成

波

あるいはエルボなどを介して他の管に接続されていたりするなど複雑な場合が多いが,そのような

場合に境界条件を合理的に一次元近似をするためにはどのようにすべきかなど今後検討すべきこと

も多く残されている｡

5.4 流体に粘性がある場合の達成波動 一棟界条件との関連一

粘性流体の波動など散逸系では一般に実波数は存在しない｡そこで少しあいまいであるが,波数

が実数に近い複素数であるものを伝ば項,それ以外のものを非伝ば項と呼ぶことにする｡実際には

散逸が過大でなければ,波数は対応する非散逸系のものから偏角がわずかに移動する程度のことが

多く,実数に近い波数の一群と他の波数の一群との間には偏角に大きな開きがあるのが普通なので,

上述のような基準でさしつかえのないことが多い｡

図5.6は図5.2と同じデータに無次元動粘度jV-10~5を付与して計算した波数スペクトルで,

図5.2の実波数に対応するものを図の(a)に,それ以外のものを(b)に分けて,それぞれ実部と虚
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図5.6 流体に粘性がある場合の遠戚波の波数スペクトル

(〟-10~5
,他のデータは図5.2に同じ)

部を示してある｡これらの図では基本的にほ達成波だけを示しているのでモード名のCほ省略した｡

図5.6(a)のCl, C2のRe(β)ほ低振動数域で直線的に描かれ,非分散的のようになっている

が,これは図示が困難なためであって,実際には第3葦で示したように粘性による分散が非常に低

い振動数では生じる｡また,図(b)では煩雑さを避けるためにRe(β)は主な分枝の途中までを示

してある｡図5.6を図5.2と比較すると坂動数が大きい領域ではかなりの違いが見られるが, -w<

2の低振動数域でほ粘性は波数の偏角に小さな変化を生じさせているだけである｡したがって,各

波動モードの伝ば,非伝ばの性質は粘性によって大きく変わることばないので,境界条件と各波動

モードとのかかわり方も前節で調べた結果とほぼ同じである｡それゆえ,第4章でCl, C2のニ
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つのモードだけを対象に近似式を導いたことは妥当なものであったと言えるだろう｡

図5.6は図5.2と近いものではあるが,減衰ほ式(3.31)から明らかなように波数の偏角に支

配されるので,減衰までを考慮する限りは差が小さくても同一視することばできない｡二つの図の

近さば具休的には粘性の有無によらず,共振振動数に大きな変化がないなどの点に現われる｡

5.5 結
■ ｣

呂

本章では管端で境界条件が任意に与えられたときの精密な解析法について考察した｡その結果,

つぎのことが明らかになった｡

(1)達成波動の問題に限らず,一般の一次元的な線形波動系において方程式の解には波としての性

質を持つ実数の波数のもののほかに波数が複素数または虚数であって波としての性質を欠くものも

存在する｡実波数の解を伝ば項,それ以外のものを非伝ば項と呼ぶ｡

(2)任意に与えられた境界条件を満たすためには伝ば項以外に系の自由度に応じた数の非伝ば項を

考慮して一般解を構成する必要がある｡

(3)非伝ば項は境界の近傍でのみ伝ば項と比較し得るほどの値を持っが,境界から離れると急速に

値を減じる｡したがって境界からある程度離れた領域においては波動は実質的に伝ば項だけに支配

される｡

(4)流体が非粘性の場合の達成波の低振動数域では伝ば項はC 1
,
C 2の二つのモードだけで,他

はすべて非伝ば項となる｡非伝ば項のうち, C3, C4,
--などは管端における流休の圧力や粒

子速度分布の断面上での変化を表わすものとなり, C Cモードは管端での管の半径方向の拘束を表

わすものになる｡

(5)達成波の低振動数域では非伝ば項は境界からの到達拒離が非常に短いのでそれらを無視しても

波動の管の全長にわたるような挙動にほほとんど影響がない｡それゆえ, Cl
, C2の二つの伝ば

項だけを対象にした達成波の近似解析ほ理論的に妥当である｡

(6)流体に粘性があっても達成波の各モードの伝ば,非伝ばの性質には少なくとも低振動数域では大

きな変化はなく,流体が非粘性の場合に対して導かれた結論(4), (5)は流体に粘性があっても成立す

る｡
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(27)

第6章 非軸対称波動モードに関する検討

6.1 緒 岩

本論文の解析はこれまでは対象を軸対称の現象に限ってきた｡これは簡単のためでもあるが,逮

成波動では非軸対称の現象は起きにくいという定性的判断があったためでもある｡この考えは流体

中の圧力伝ばが少なくとも低振動数域では等方的にしか起こらないということに関連しており,妥

当性が著しく欠けるとは思われないが,理論的に明確な検討をしておくことが望ましい｡そこで第

5章で導入した波動モードの伝ば,非伝ばという性質の面からこの間題を検討してみる｡

6.2 解 析

ここでは管の基礎式としてFliigge の円筒かく理論を

用いる｡これは回転慣性とせん断変形の影響を含まないの

で非常に高い振動数の領域では意味を失うが,低振動数域

での精度はよい｡図6.1に示したように,管の平均半径(㍗

-a)面上の変位として, x, r方向のu, u)に加えて,

β方向の成分を〃とすれば,管の運動方程式は内壁に作用

する流体圧力♪′ の影響を考慮してつぎのように書ける｡

Coordin■t●‡

図6.1 言己 号

ikT器+ify(i:+%4)A22-M諾2iu+iil宕詰

･i一号器+iy芝㌫+%T£)w-o
1+JJ kT 82u

2 α ∂∬∂β ･iiiiy(kT･3%2)
3-y D ∂2 kT

-
-

+I-･･-･二

a2 ∂x2 ■ a-2 チ
8u)

∂β

1-J) D 83 )JkT

T~t3 話方;+~ α

2D 84 D

+
-

a2 8x2802

82 kT
+-

a2

&Iu･(一
告+1)2+

詰-M器ト

3-JJ D ∂2L=旦_ゼニ+i1
2 α2 ∂∬2 α2

kT

言㌻+M 慕)w-1I-0

(6. 1)

式(2.8)の記号を用いた｡一方,流体の基礎式は非粘性の場合を考えるので式(2･10),(2･11)

がそのまま使える｡たぞし,演算子やqばもちろん三次元的なものと解釈しなければならない｡ま

た,管と流体の達成の条件,式(2.13), (2.14)にも変更はない｡解析手順は, βに関する因
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数が現われることや,ベッセル関数の次数が高くなるなどの違いはあるが,第2章の軸対称の場合

と類似したものになるo まず,流体の基礎式は♪やqの成分をつぎのようにおけば満たされる.

p,
- PJ"(mr)cosnO exp[j(@x-wi)]

qs
-

-ヱむJ.(m,)
cosno exp亡](ex-wi)]

PLW

qe
-ヱ土竺(I"_1(m,)+I..I(m,))sinnoexp[j(βx-wt)]2pLW

q,

-一器{J･-.(mrトJ-.･mr,,cosnoexp[j･@x-wt,]
m

- √(ル

これに対応して管の変位をっぎのようにおく｡

u -U cos nO exp[j(βx-wt)]

v -V sin no exp[j(βx-wt)]

u) -W cos nO exp[j(βx-wt)]

(6､2)

(6､3)

(6.4)

(6.5)

式(6.3),(6.4)のそれぞれの第3式を式(2.14)に代入すれば, pとwの関係が定まる｡こ

の関係を用いたうえで,式(6.2)でγ-∂とすれば,

♪J =W
2pLW2JN (mb)

mIJ.ll (mb)-I..I(mb))
cos no exp[j(βx-wi)] (6.6)

式(6.5), (6.6)を式(6.1)に代入すれば, u, V, W(こ関する連立一次方程式が得られるが,

その係数行列は式(2.26)と同様に対称である｡

この行列の行列式を零に等置したものが, wとβの関係を定める方程式であるが,これを形式

的に

G(β, w)= 0 (6.7)

と表わしておく｡ wに一定の実数を与えて式(6.7)をβについて解くと, 5.2節で述べたように

この場合も問題が∬軸の正負に関して対称であるから, βは正負の実数,符号が反対の一組の純虚

敬,および符号が互いに反対の二組の共役複素数のいずれかに分類できる0

βが実数であれば式(6.2), (6.3), (6.5)の諸量は進行波となるが,それ以外は進行波とし

ての性質を欠く｡ある波動モードが起きやすいか否かというあいまいな分類は,その波動モードが

伝ば的か,非伝ば的かという分類によって意味を明確にできるというのが本章の検討の基本である｡

6.3 計算結果と考察

方程式(6.7)を用いて計算した複素波数のスペクトルをn-1,2,3の場合について図6.2に示
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す｡ここでも比較のために非達成波の管と流体のβ-w関係をあわせて示した.図中, CC, TC

とあるのは図5.2の場合と同じく,達成波と管単独の複素波数の各平面上への投影で,それ以外の

曲線はすべて各平面上に値を持っ｡各曲線のうち,伝ば域にあるもの,すなわち波数が完全に実数

域にあるものには名称をつけてあるが, C (n, i)はo方向の波数がnで,同一のβに対するw

が小さい方からi番目の達成疲の伝ばモードを意味する｡ T (n, i), F(n, i)ほ非達成の管

と流体の伝ばモードで, n, iの意味は達成波と同じである?

さて,図6.2によれば,剛管内流体の非軸対称波動モードはすべて零でないしゃ断振動数を持ち,

しゃ断振動数以下では波数が純虚数となって非伝ばモードとなっている｡すなわち,低い振動数で

は非軸対称の圧力分布が波として管内流体を伝わることばできないのである｡これに対して,管単

独の場合にほT(1, 1)だけがw-0から伝ば性を持つが,他はw-0の近傍ではことごとく非

伝ば的である｡

達成波ではC(1,2)とC(1,3), C(2,2)と C(2,3)が非伝ば域で結合するなど, β-a

曲線は図5.2の軸対称の場合に比べてやや複雑にほなっているが,各曲線が各領域ごとに非達成の

管あるいは流体のいずれかのモードに位置や傾向が近く,そのモードの特徴を濃厚に受け継いでい

る点などは軸対称の場合と類似している｡各nにおけ

る最低次モードC (∩, 1)はT(∩, 1)に沿って,

また, T(n, 1)より低振動数側にあるので,管が

主になる波動モードで流休は付加質量的な役割を果た

すものと考えられる｡ C(n, 1)もn-1の場合を

除いてしゃ断振動数は零ではなく,非常に低い振動数

域でほ非伝ば的である｡ a

-0から伝ば性を持っ唯一

の非軸対象遵一説波c( 1,1)ほいわゆる管の槙振動のモ

ードであって,軸に垂直な面内での管断面垂心の移動

を伴う運動をする点がn≧ 2のモードとは異なってい

る｡一方,非達成のF(n, 1)は管の弾性があると変

化してC(n, 2)となって現われるが, c(n, 2)ほ

いずれも低振動数域では伝ば性を持たず,しかもその

しゃ断振動数はF(n, 1)と同様にかなり大きい｡

以上はn-3までの結果であるが, nが大きくなる
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図6.3 しゃ断振動数の分布

とこれまでに述べてきたことはさらに強まる傾向にあ

る｡それを明らかにするための資料としてn-0から10までのしゃ断振動数の分布を図6､3に示
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す｡しゃ断振動数は,たとえば達成波では式(6.7)でβ-0としたときにこの方程式を満たすw

として求められる. nが大きくなるほど, c(n, 1)のしゃ断振動数は大きくなり,伝ばモード

は相当に高い振動数まで出現しないことがこの図からわかる｡

以上の検討から明らかなように,低い振動数域で流体が主な役割を果たす達成波の非軸対称の伝

ばモードは一つも存在せず,また,管が主な役割を果たす伝ばモードもいわゆる横振動のモードを

除いては低振動域でほ存在しない｡それゆえ,機械工学で普通に問題となるような低い振動数域で

は,管端で課せられた境界条件に非軸対称の要因が含まれていても,それが管の横振動を励起する

ものでない限り影響は管端の近傍にとどまって管の全長にわたるような現象に大きな影響を及ぼす

ことはないと考えられる｡

以上からもわかるように,非軸対称現象のうちで遭遇する機会が最も多いのは流休を含んだ管の

横振動である｡この場合には,流体は単に付加質量として作用するだけで,剛性的な面-の寄与は

ばとんどないと考えられる｡そうであれば,この問題は流体を単に質量要素として考えたはりの曲

げ振動の初等理論

84w

EI石;~ +(PPA.+ pLA2)

82w

8t2

- 0 (6.8)

でかなりよい近似ができるであろう｡ただし, I, Alほ管実休の断面二次モーメント,断面積,

A2は管路の断面積である｡式(6.8)からβ-w関係を求めて無次元化すると

e14-
-w2
Si2p甲2+ 甲(〟ll/2)2)

(?2+ 1/ 4)

となる｡この式によるβ-w関係を図6.2 (a)の原

)

点付近を拡大したものと比較して図6.4に示す｡両

者は[β l<o.16,波長にして^->40の範囲で

はよく一致している｡つまり,流体を含んだ管の横

振動は伝ば項の半波長が菅平均直径の約1 0倍以上

であれば,式(6.8)を用いて近似計算ができるが

それより波長が短くなる場合には精密な理論を用い

なければならない｡
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図6.4 n=1の場合の波数の近似値

(計井データは図6.2に同じ)



6.4 #
■-

看

本章では達成波の非軸対称モードの性質を前章で示した波動モードの伝ば,非伝ばの観点から検

討した｡

(1)達成波の非軸対称モードは横振動のモードを除いて低振動数域において伝ぼ睦を持たないので,

横振動の発生のない条件下では達成波動を軸対称問題として解析することば可能である｡

(2)横振動のモードであるC (1,1)は波長が管半径の約40倍以上であれば,管内流体を単なる

付加質量とみなしてはりの曲げ振動の初等理論で解析することができる｡

-77
-



第2編 実 験 的 研 究

本編では第1編の解析結果のうち,とくに重要な分散性と減衰について行った実験について述べ

る｡
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(28)

第7章 伝ば速度の振動数依存性

丁.1 緒 育

第2章での解析結果によれば,達成波動の最大の特徴は各モードの顕著な分散性であろう｡これ

を確かめるために,流体の粘性が小さく,伝ば速度への影響が無視できるような場合について実験

を行い,伝ば速度の振動数に対する依存のしかたを調べた｡

さて,弾性管一流体系の波動の実験はこれまでにもいくつか行われているが,本研究ととくにか

かわりの深いものとしてはB.yl｡
,
Fr.man,

Fie.L8sN専らの一連の研究がある.これはやはり
分散性を対象にしていて,定性的には本研究の内容と一致する面もあるが,検討した領域が実験的

にも理論的にも非常にせまい範囲に限定されており,結果の解釈にやや合理性の欠ける点もあって,

現在から見れば不十分と言わざるを得ない｡また,それ以外にほ水撃や衝撃の実験はされているが,

分散性を直接の対象とした実験は見当らないようである｡実際上問題になる管路の波動現象は水撃

など過渡現象の形で現われることが多いが,分散性という波の性質の基本的な側面についても実験

的に調べられておくべきだと考えられる｡

7.2 実験の方法

7.2.1 実験装置 波の伝ば速度の測定法は原理的に定常波によるものとパルスによるものとに

分けられる｡前者では振動数と波長を測定してそれらの積の形で位相速度を求めることになるが,

この方法について予備的に検討してみたところでは,波長の測定を広い振動数範囲で正確に行うこ

とが困難であった｡これは達成波に複数の波動モードが存在することに加えて,装置の中で測定対

象の部分に対してその周辺の部分の剛性を十分に大きくとれなかったために対象外の振動モードも

励起されてしまうことが原因と見られ,達成波に対してこの方法を用いるためには実験装置にかな

りの工夫が必要のように思われた｡そこでパルス法を用いることにしたが,これは有限整数周期だ

け正弦波形を一とるいわゆる｢ーン･バースト･パルスを発射して一定長さの管路を伝ばするのに要

する時間を測定するものである｡この方法では装置が簡単になることもあって励起される波動モー

ドは測定対象のものにほぼ限られ,しかも伝ば速度の差を利用すれば各波動モードの識別が容易に

できるという利点がある｡しかし,その反面でつぎのような大きな欠点もある｡この方法は一応は

群速度の測定を志向するものと言えようが,分散性の強い系ではパルスは進行しながら大きく変形

することになる｡そのために,伝ば時間の測定にあたってはある幅の不確実さを許容しなければな
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らないことと,そのようにして

測る速度は群速度そのものには

ならないことに注意しなければ

ならなかった｡

図7. 1に実験装置の配置を示

す｡送波器⑨から管内に発射さ

れたパルスは受渡器⑥で検出さ

れ,送波器-印加される電圧と

ともに2現象シンクロスコープ

⑨に送られ, ⑲で写真掃影され

①
[蚕]

TRIERPULSE
⑧

7

⑧⑪

54

+｢
②

･/yRtNtnu&3

POLYS
FOAM

①pulseG.n.,ate, ②AmpI"ier ③Transmitter
④Retainer

⑤pi,. ⑧R.ceiy., ⑦Retainer ⑧Amplifier
⑨0sciHoscope

⑥ph｡t.g,aphingAparatus ⑪ Tank ⑧ Leve一 Meter

図7.1 実 験 装 置

る｡写真上で両信号の立ち上り時刻の差を読み取って達成波の伝ば時間とするのであるが･後述す

るように受渡信号の立ち上りが非常に不明確になるときに伝ば時間を例外的な方法で決めざるを得

ない場合も若干あった｡ ⑲ほ脱気孔を兼用した液位計であるが,液位は管中心から約60cmとし

た｡なお,管は両端から全長の約20%の位置を発泡スチロール片を介して水平に支えたが･これ

によって生じる管の静たわみは無

祝する｡

つぎに図7. 1①のパルス発生器

の回路構成を図7.2 (a)に,各部

のタイミング関係を同園(b)に示

す｡ ①はC R発振器で連続正弦波

を出すが,これが出力パルスの搬

送波となる｡ ①の出力を②で方形

波に変えた後に分周器③で搬送波

●

A
O
O

●l

茎

L豆
0

0
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②一③luuuuuumJuuL________"…____"".
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1 rTo ｣
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JiTl

⑤-⑥｢｢..
..∵⊥匝卑
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-

--I-:.:I-ll::,TTl:I-:;-::･l.-
(b)

園丁.2 パルス発生器の構成

の周期Toの2N倍(Nは可変整数)の周期の方形波に変換するが,この周期が出力パルスの発生周

期になる｡ ④'と⑤は単安定マルチバイブレータで, ④は③の出力の立ち上りで⑤は④の出力の立ち

下りでトリガされてそれぞれ長さが可変の方形波を1個ずつ出すo ⑤の出力はアナログゲート⑥の

制御端子に加えられるが, ⑥は制御端子電圧が高レベルにあるときだけ①からの信号を出力側に逮

すのでトーン･バースト･パルスが得られるo ④の出力の長さは⑥の出力の立ち上りの位相が適正

になるように, ⑤の出力の長さほ⑥の出力の長さそのものになることを考慮して決めるo

さて,パルスの発射周期は前に発射したパルスが管内で十分に減衰して続いて発射するパルスと
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の干渉がないように決めるが,本実験では(28 -

213)×To､

の範囲で選んだ｡また,パルスの長さT2はできる限り長い方が

スペクトル純度が向上するが,観測上からは伝ば速度と管長か

らもたらされる制限がある｡そこで,参考のために計算した繰

り返しのない単一パルスのスペクトル分布図7.3などから,低

坂動数域でToが大きくなる場合でも10 T.程度は確保するよ

うにした｡スペクトル純度が悪いとパルスの中心振動数が不明

確になって伝ば速度と振動数の関係を調べようとする本実験で

は結果にはっきりした意味が与えられなくなるからである｡

送波器には電磁形と圧電形の2種類を用いた｡電磁形のもの

は電話用受話器(R-60)の振動板を厚さ0.2cmの軟鋼円板

に変更したもので,約20kHz以下の領域で用いた｡圧電形の

ものはチタン酸バリウム磁器製の円筒形振動子(共振振動数26

0 1 w/叫 2

0 1 w/叫 2

0 1 叫/仙 2

園丁.3 パルスの振動数スペクトル

kHz,および40 kHz)で高い振動数の領域で用いた｡これらは図7.4に示すように保持具によっ

て管に装着した｡比較的低い振動数域でC 1
, C2の二つのモードが同時に発生し,受波信号の写

真でClモードの立ち上りが先行するC2モードの後部と重

なって明確に観測できない場合があった｡このような場合に

はC2モードはほぼ管の縦波であるという解析結果を参考に

して図7.4(a)のように,保持具を二つに分割して間に緩衝

ゴム帯を設けてC2モードの発生を抑えた｡図7.4に見られ

るように送波面は管端に正しく一致していないが,その差ほ

管長の0. 5%未満なので誤差に含めて処理した｡

受渡器には圧力変換器(半導体ひずみゲージ形, PMS-

5---2H)を使用した｡本来の用途である圧力測定では受圧

膜の共振のために使用できる振動数域ほ限定されるが,本実

験でほパルスの到来の検出が目的なので,共振点を越え,応

答が得られる限り, 240k日z付近まで用いた｡高い振動数域

では受渡信号は離散的に現われる限られた範囲の振動数得で

あったので,受圧膜の高次の共振モードの応答を利用したも

のと推測される｡受波面は管端に一致させた｡
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7.2.2 試料 実験に用いた管は引き抜き成形された黄銅管でq-a/hの値が17.5 と10.7

の2種類である｡管の内外面は本実験における最小の波長などに比較して十分に滑らかである｡管

内流体には水道水を用いた｡水そのものに対して特別な脱気処理は行わなかったが,気泡は波の伝

ば速度に大きな影響を及ぼすので,水を管内に注入してから数日間は放置して遊離してくる気泡を

除くなどの注意はした｡水温は19-23℃の範囲内であったが, 20℃を代表温度とする｡このと

きの水の物性値はK-2.197×105N/cm2, pL-0.998g/cm3, c-1.483× 105cm/sである｡

水のこれらの物性値に対して計算した無次元量を含めて表7. 1に管の諸元を示す｡表中のJは管の

全長である｡なお,水の粘性や管の内部摩擦などの散逸的な要因は本実験の場合には伝ば速度への

影響という点では小さいので無視する｡

蓑丁.1 供 託 管 の 諸 元

管番号 αC氾 hcm /cm EN/cm2 J} p,g/cnf 甲 S P

No.1 2.625 0.15 501.0 8.47×106 0.35 8.41 17.5 2.59×10-2 8.43

No.2 2.675 0.25 500.5 〟 〟 〟 10.7 〟 〟

7.3 実験結果と考察

はじめに供試管No.1を用いて測定し

た伝ば速度を図7.5に示す｡図中に示

したα,
αgの曲線は第2葦の計算法

で求めた各波動モードの位相速度と群

速度である｡ここでは横軸を振動数と

してあるが,これは測定値に対しては

パルスの搬送波の振動数/｡の意味で

ある｡各波動モードの名称はこれまで

と同じであるが,このうちFlモード

としてあるのは結局流休中の音速を意

味している｡なお,測定値がいずれの

モードに属するのかを明確に判定でき

ない場合もあるので測定値にはモード

の区別を与えていない｡

さて,図7.5によると測定値は計算

ー＼○Experiment

○
､＼

㌔二二:g,heo.y
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図7.5 管N(11の実験結果
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されたα9 曲線にほぼ沿う形で分布している｡これは群速度の持つじょう乱伝ばの速度という意味

と本実験で用いているパルス法との関係から期待されることである｡それゆえ,第2章の理論は達

成波の分散性の主な特徴をほぼ正しく表現することができると言ってもよいであろう｡しかしなが

ら細部においては一致の程度が十分ではない領域が見られる｡とくにC lモードで分散性の大きい

5-11kHzの領域では測定値はα9 の計算値よりやや大きめになっている.この理由として,図

7.3などからわかるようにパルスのスペク

トルが純粋ではないために,パルスの中心

成分よりやや大きい群速度を持つ振動数の

成分によって受波信号の立ち上りが支配さ

れるので,測定される伝ば時間がパルスの

中心成分の群速度から計算される値より/ト

さめになるということが推測される｡この

あたりの事情を数値的シミュレーションに

よって調べてみた｡

まず,図7.6(a)を参照して送波端にお

ける圧力の理想的な入射波形を数式化する

と

P(0 i)-
′

∫

I

0

I.

EZ/～

LO

○

I.

__^^

b三5.012.103Hz

^A""_"___
~¶

(b)

VYVVv''ーー'ー~ー

図丁.6 受波パルスのシミュレーション

Sin woi, IMTo ≦t<IMTo+nTo

0, IMTo+nTo ≦ t < (I+1)MTo

(7.1)

ここにwo-27rfo , To-1/foであり, M, n, Iはいずれも整数でM>nとする｡式(7.1)

をフーリエ級数に展開して各成分波にそれぞれの波数を付与して合成すれば,任意の時刻と場所に

おける♪がつぎの形の式で計算される｡

･(x

i,-,!liAiCOS(怒t-@iX)･B･･sin(怒t
-

e･･x)i
(7･2)
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ただし, @iは角振動数がiwo/MのときのClモードの波数である. x-lとすれば,管の長さ

だけ進んだときのパルスの形が計算できる｡数値計算にあたっては波数と振動数の関係をあらかじ

め十分に広い範囲で十分な密度で計算しておき,式(7.2)に必要なβ,･を補間法で求めて用いたo

そのほか, n-8, M-128としたが,これは計算能率から定めたもので実験条件とは一致しな

い｡ 10~3 程度の精度を確保するのに式(7.2)の級数は500項以上を必要とした｡図7.6(b)-

(d)に供試管No.1のClモードについて計算した例(fo -103･7, 1039, 10412Hz)を示す.パル

スにかなりの変形が見られるが,だいたい三つの部分に分けられる｡振幅が小さく,規則性も乏し

い前駆波とも称すべき部分,振幅の変化はかなり著しいものの搬送波とほぼ同じ周期を持つ信号本

体の部分,およびこれに続く振幅の小さいじょう乱である｡さて,実際に測定されるのは信号本体

の立ち上り点の速度である.そこで前述した各部の特徴を考慮しながら,シミュレーションの結果

を観察して信号本体の立ち上りを図7.6のs点のように定める｡そしてs点の時刻から算出した速

度をα∫ とする｡ここで注意すべきことばS点は一意に決定できるものではなく,いく分かの任意

性を許容せざるを得ないことである.それゆえ,
αsの値もある程度のあいまいさを持つことにな

るが,これは波動現象に特有の不確定性の一つの現れとも考えられ,分散性の波の伝ば速度を本実

験のように測定する限りは避けられないことである｡しかし, S点として可能な範囲にはおのずか

ら限界があり, αs は数パーセントの幅の中で上下するだけなので,このあいまいさば以下の議論

には大きな支障とはならないと考えられる.このようにして求めた αsを図7.5にあわせて示したも

測定値は α9より αsの方によく一致するが,測定値も αs もパルス先端の速度という意味である

からこれは当然と言えるだろう｡このような測定法では群速度そのものは得られないのである｡位

相速度と群速度は波動現象にかかわる最も基本的な速度の概念ではあるが,これらだけですべてが

尽されるということにはならないのである.いずれにせよ, αs の導入によって理論と実験の一致

はよくなる方へ向うことは確実である｡ C2モードなどでも同じことが生じているはずであるが,

測定値はα9 によく一致するのでシミュレーションは割愛した｡

ところで,図7.5では測定値が得られていない領域がいくつかある｡このうち, C2モードの約

6kHz以下とc3, C4で測定できなかったのは実験技術などが原因であって,そのモードの固有

の性質によるものではない｡しか

し･ Clモードのα9曲線の極小書

点より高い振動数域でほこのモー

ドの性質によって観測できなかっ o o5 1 qx/qx,max 0 0.5 1 qx/qx,n,ax

たと考えられる｡図7.7にC lモ 園丁.T 管No.1,Clモードのq.分布の計井例
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-ドの流休の軸方向粒子速度の計算例を示すo ただし,これはパルスではなく,連続正弦波に対す

るものであるo管と流体の半径方向運動が著L,いと考えられるfo -104･4Hz(≒25kHz)では督

路中心部の軸方向速度は極端に小さくなっており,実際には粘性によって管壁付近の速度も小さく

なるはずであるからC lモ-ドは軸方向に進む流休の波としての性質が乏しくなっていると考えら

れるo観測できなかったのはclモ-ドのこのような性質によるものと考えられ.高い振動数填で

ほ弾性管内の流体の疲としてはC2. C 3などの高次モードの方に実質的な意味があるように考え

られるo

つぎに図7.8に実際に

観測したパルス波形の例

を示す｡各写真とも上段

が受疲信号.下段が送波

器への印加電圧である｡

受渡信号は振動数域ごと

に変化に富んだ波形を示

すが,これは系の強い分

散性のためと考えられる｡

(a)ではClのパルスに先

行する振幅の/トさなC 2

モードのパルスが認めら

れるo また, (c)のように

I(⊃1 I.=5.986Hz , 1f,.5/d･∨

(bJ fo=18.ODOHz. 0.5rns/dtv

(⊂) fD- 22.D8DHz. 1r[s/a,v

(d) fo=38}74Hz . 1rnsJdlV

(e) fo=45,067Hz . 1rns/dlV

Lf) fo=49朋4Hz. O.5ms/dN

園T.8 パルスの鞍AJJ例

受政信号そのものは明確に認められるにもかかわらず,その立ち上りほ全く不明確なものも若干あ

った｡このような場合には測定から除外するか,可能であれば受疲.送波面信号の中心間の時間差

を用いた｡この方法で得られる速度ほパルス先端の速度を求める本実験での原則的な方法によるも

のとは少し異なる値になるはずであるが,測定値の分布傾向からは区別することができなかったo

管No.1の実験を補強するために行った管No.2についての実験結果を図7.9に示す｡ (‡∫ は計算し

ていないが, α9と測定値の対応は管No.1とほぼ同様であるo
またαc との対応からC3, C4モ

ードと考えられるパルスが少数ながら観測されているo

以上のように,達成疲の分散に関する第2董の解析結果は実験によってほぼ確認することができ

る｡しかしながら,本実験の方法は前述したように精度の点で問題を持つものであり.分散性の波

の伝ば速度が一意性のより高い形で得られるような実験方法の開発が望まれる｡
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達成波の伝ば速度の坂動数依存性に関す

る実験は以上のとおりであるが, Krause

らの研究88)が本章の内容と密接に関連する

のでここで簡単に触れておきたい｡ Kra-

useらは水を満たした管の一端をエアガン

から発射された弾丸で打撃し,発生した波

を管端からの距離を変えたいくつかの点で

流体圧力や管の応力の変動として記録し,

波の到来時刻と距離の関係から伝ば速度を

求めている｡打撃によって起きる波は広い

範囲の振動数成分を含んだものになるから,

C 2モードでは全域のうちで最大の群速度

を持つ低振動数非分散域(図7.5, 7.9参

顔)によって受信波形の立ち上りが決まる｡

また, Clモードでも計算上現われる群速

度の最大点付近の成分は前述したようにほ

とんど伝ばしないから実質的に群速度が最

め
iZI
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図7.9 管No.2の実験結果

大になる低振動数非分散域の成分で受信波形の立ち上りが決まると考えられる｡つまり,この方法

で検出されるのはcl , C2モードとも低振動数域の伝ば速度である｡ Krauseらは実験結果を理

論値と比較しているが計算式は第2章で導いた近似式(2.5り と全く同じものである｡ Krause

らの実験と計算の比較を表7.2に引用して示す｡ただし,記法は本論文で用いているものに改めて

ある｡表中,管単独とあるのは水を含まない場合のもので計算値はJ何である.実験と理論は

かなりよく一致している｡第2章の検討によればc 2モードの伝ば速度は低振動数域で管単独の場

合をわずかながら上まわるのであるが,表7.2でほその特徴がすべての場合に明確にとらえられて

いる｡

Kraus｡らの研究は達成波動のうち, c 1, C2の二つのモードの低振動数非分散域だけを対象

とした結果になっていると言える｡本章の実験では精度などが十分でないために,前述のC 2モー

ドの特徴などを確認できなかったが,全く異なる方法で行われたKrause らの研究でこの点は補わ

れていることになろう｡
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蓑丁.2 Krauseらによる実験値と計算値の比較

管材料

無次元量
伝ぱ速度×105cⅢ/s

管単独 C■1 C2

S JJ P E] 実験 計算 実験 計算 実験 計算

アクリル 0.4051

〟

0.0298

0.37

〟

0.33

1.194

〟

2.777

7.193 2.182 2.126

′′

5.131

0.518 0.563 2.240 2.275

〟

アルミ

ニウム

3.667

4.763

2.177

5.156

0.676

1.275

0.664

1.300

2.243

5.283

2.257

5.197

7.4 #
J-

昌

黄銅管に水を封入した系においてパルス法による伝ば速度の実験を行った｡その結果,つぎのこ

とが明らかになった｡

(1)パルス法による測定値の分布傾向ほ第2章で示した計算法によるC 1
, C2モードの群速度と

かなりの一致を示し,少数ながらc3, C4モードと見られるパルスも観測された｡このことによ

り,第2章の解析法は実際の系に対してもほぼ妥当な結果を与えると判断される｡

(2)しかしながら, C lモードの分散性の強い領域では測定値の方が計算値よりやや大きくなった.

これは本実験法がパルスの先端部の速度を求めるものであるために,パルス中に含まれるパルスの

中心成分より大きな伝ば速度を持つ振動数或分によって実際のパルス先端部の速度が決められるこ

とが原因と考えられる｡したがって,本実験法は定量的な精度という点でほ改良すべき面がある｡

(3)C lモードの群速度曲線の極小点より高い振動数域ではC lモードほ観測されず, C2以上の

高次モードだけが観測された｡これは流体の粒子速度分布などから見てClモードは高振動数域で

は伝ばする波としての性質が弱くなるためと考えられ,高い振動数の領域ではC2モードをはじめ

とする高次モードの方が伝ばする性質が強い｡
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(29)(30)

第8章 達成波動の減衰

8.1 緒

伝ば速度とならんで減衰も波動の重要な性質である｡第3章,第4章では流体に粘性がある場合

の波の性質を解析的に調べたが,その結果によると粘性は主に速度の境界層内の摩擦によって波に

減衰をもたらすことが明らかになっている｡そこで,この点について実験的に検討した｡

さて,管内流体の減衰性の波動についてはこれまでにもかなり多くの実験が行われているが,そ

の多くは振動数応答や過渡応答を実測して計算値と照合することで理論の妥当性を判定しようとし

ている｡しかしながら,理論,とりわけ減衰機構を検証するための実験としてはそれだけでは必ず

しも十分とは言えない｡その主な理由をあげると多くの場合,減衰は共振振動数や過渡現象の基本

周期などにはあまり影響せず,共振振幅やパルス性の波の変形などに影響が現われる程度なので現

象の中の小さな変動について理論と実験の比較をしなければならないということがある｡その一方

である限られた範囲内では仮定された減衰機構が何であってもそれによって与えられる中心成分の

減衰量が同程度であればこれらの応答の計算結果はかなり類似したものになってしまう｡そして実

験条件を注意深く選ばないと実験対象系からその周辺へのエネルギ漏えいが生じて誤差が大きくな

る可能性もある｡条件を変化させても妥当性を保っという意味で,考えられている減衰機構が一般

性を備えていることを確かめるためには周囲とのエネルギ授受がなるべく少ない条件下で減衰率を

測定し,それが関係諸量にどのような形で依存するのかという法則性の面から調べることが必要と

考えられる｡本章の実験は以上のような考え方に基づいて行われた｡

なお,本章の実験は線形理論が適用できる場合のものである｡波の坂幅が大きくなって非線形効

果が無視できないような問題については別の検討に従わなければならない｡

8.2 減衰率の測定法

減衰率の測定法として本実験でほつぎの三つのうちから場合に応じて必要なものを用いた｡方法

そのものは一般的なものであるが,名称は一般化していないように思われるのでここでほ一応つぎ

の名称を用いる｡

(1)自由減衰法:ある固有振動モード(有限長系の定常波)を励起しておいて励振力を断てば自由

減衰するわけであるが,振幅がA(dB)だけ低下するのに要する時間をt^(s)
,固有振動数を

fo(Hz)とすれば
AlnlO

∂
=

20fo t^

-88-

(8.1)



である｡ t^の測定には振幅を対数変換してペン書き記録するレベルレコーダを用いるが,紙送

り速度やペンの応答速度に制限があるので∂と/｡の積が一定以下の場合に適した方法である｡

なお,この方法ではdBを単位として記録した振幅レベルの時間に対する直線性から減衰の坂幅

依存性の有無を容易に判定できるという利点がある｡

(2)共振法:一定振幅の力で励振したときの共振曲線のピークの鋭さから減衰率を求めるもので,

共振点の振動数をf.
,振幅が共振点を1としてRなる割合になるピ-クの両側の2点の振動数

を′1
, ′2(/2> /1)とすれば

7rR f2- fl

Jl-ガ2 fo
(8.2)

この場合,用いるべき共振曲線は本来は変位振幅に対するものであるが,速度や加速度の振幅も

(f2- fl)i foであれば精度的にほとんど問題なく用いることができる.ただし,励振振動数

の安定性は普通4ないし5けたほどであるから,り2- /1)の計算で極端なけた落ちが生じる

ようであれば使用を避けなければならない｡それゆえ,自由減衰法よりも減衰がやや大きい場合

に用いられる｡なお,普通はR- 1/√す≒ 3.01dBとすれば式(8.2)の係数が簡単化される

ので,そのようにすることが多い｡

(3)パルス法:前章の実験で用いたトーン･バースト･パルスを管の一端から入射して,管路途中

の2点で測定した圧力振幅をpl , ♪2(P.> P2), 2点間のパルスの伝ば時間を△t(s)とす

1n(♪1 / ♪2)

/o△J
(8.3)

ただし, /0(Hz)はパルスの搬送波の振動数である｡この方法は前に述べた二つとは異なり,固

有振動を用いないので坂動数に対する測定密度を自由に選べる利点がある｡しかし,分散が大き

い系では波形の変形が大きいので使えないし,伝ば速度が大きい場合には管路を長くしなければ

ならないなど,使用にあたって制限になることも多い｡それゆえ,パルス法は分散が小さく,伝

ば速度も小さい波に対して最も適したものである｡

これらの異なる方法で測定した減衰率を二つの方法を重ねて使用できる領域で比較してみると

実験誤差の範囲内で相互に一致することばもちろん確認できる｡

8.3 管内空気を伝わる音波の減妻

まず,管内流体を空気とした実験について述べる｡この場合には管の弾性変形ほほとんど起こら

ず,実験対象系と周辺系との力学的な結合をほぼ完全に断つことができるので,減衰率の測定は比
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較的容易である｡しかしながら,液体とは違って気休では圧力変化に伴う温度変化が大きいために,

管壁と気体の間に熱流が生じて減衰の原因になる｡つまり,減衰ほ粘性と熱伝導の二つの原因によ

ってもたらされるのである｡それゆえ,流体として暗黙のうちに液体を考え,粘性だけを考慮した

第3章,第4章の理論を本実験と直接比較することばできない｡そこで本節では新たに気体を対象

にした波動の近似解析法を検討して実験結果はそれと比較することにする｡このように本節の実験

は本論文のこれまでの理論で扱ってきたものとは性質を異にする系を対象としたものになるが,熱

伝導の効果は後述するように気体の動粘度が見かけ上大きくなったのとほぼ同じ形で現われるので,

本節の実験結果にやや間接的ながら第3章,第4章の理論のうち剛管の場合に対する検証の意味を

持たせることば可能と考えられる｡

8.3.1 実験装置 方法は主としてパルス法を用い,低い振動数域で部分的に共振法を用いた｡

図8. 1にパルス法の装置を示す｡これは前章の実験で用いた伝ば速度の測定の場合と基本的にほぼ

①pulse generator ② power amp=fler ③Transm'tter

(猷≦)pressure transducers (約Amp1'f'ers ⑧osc川oscope

⑨A-r pump ⑬ Des-cator

図 8.1 パル ス 法の 装置

同じ構成であるが,圧力の測定点を管路途中の2箇所としたことと反射波を遅延させて測定対象の

パルスとの干渉をなくすために管が長くなっていることが異なる｡測定部長さJlは200-480

cm,遅延部の長さJ2 ほ400cm以上とした｡送波器③としては波形の点からみて小形のダイナ

ミックスピーカ(口径4-6cm)がすぐれていたが,管径との寸法の不一致により取付部にできる

空洞の固有振動がパルスの立ち上りの衝撃で励起されて観測の妨げになる場合があるので,空潤を

なるべく小さくして固有振動数を上げ,測定対象域からはずすことが必要であった｡図8･2は共振

法の装置で,圧力を励振端ともう一方の閉端で測定してそれぞれ♪1 , ♪2としたが, ♪1が駆動

力, p2がそれに対する応答の意味になる｡実際にはスピーカの駆動電圧をほぼ一定にして振動数
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葦塁圭≡

c::
∴ 二･

トく･---------------･

① cR Generator ② power amplif■er ③Frequency counter

④ speaker ⑤昏pressure transducers ⑦⑥ Amplifiers

(詠AC Voltmeter(2ch,) ⑬ Amphtude ratio meter

⑪ phase meter ◎ osc州oscope

図 8.2 共振法の装置

を変化させるのであるが,共振点付近では♪2 のみならず♪1も大きく変動して駆動力一定の条件

が近似的にも満たされない｡そこで♪l , ♪2の電圧信号を⑦-⑨によって増幅した後に精密な整

流回路と割算回路とで構成した振幅比計によってI p2 /Pl lを求めて6の測定に用いた｡図8.2

の装置は位相計⑪も用いることによって振動数応答の測定にも使用した｡

表8.1に主な実験条件を示す｡表中のEは位相速度が式(2.51)で近似できるとして管の弾性

の影響を評価するために計算した

C
-

a

- 1
- 1 +2S?

(8.4)

である｡ただし,空気は1気圧, 20ocの状態を想定した｡ Eの値ほ最大でも1.5×10T5程度に

しかならないので,この実験では管をほぼ完全な剛体とみなすことができる｡なお,空気の物性値

は後出の表8.2に示した｡

表8.1 主 な 実 験 条 件

実験

番号
管材料 b

Cm

h

CⅠn

E

温度○C

パルス法 共振法 振動数応答

No.1 アルミニウム 0.31 0.085 o.87X10-5 20.6-20.9 20.6-21.8 19.9-20.6

20.9-22.1

2 ′′ 0.415 ′′ 1.1〝 18.3-19.1 22.9-23.1

3 〟 0.50 0.1 1.2〝 16.9-17.5 21.7-22.4

20.9.-21.9

4 鍋 0.715 0.37 0.17〝 18.8-19.5

5 鍋 1.00 0.ll 1.1〝 17.3-18.0

6 鍋 1.685 0.45 0.29〝 20.7-20.8

7 黄銅 2.55 0.25 1.5〝 18.5
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8_3.2 実験結果 以上に述べた方法と条件下で測定した対数減衰率6を図8.3に示すo 円形

で示される測定値はパルス法,三角形は共振法によるもので,共振法はパ)L,ス注が適用できない低

図8,3 円管内空気を伝わる音波の測定結果

振動数域で部分的に実施したo ,く′レス法で式(8.3 )によって6を算出する際に必要な伝ば時間△t

ほll /cの値で代用した｡ △tはわずかながら粘性fi:どの影響を受けるが.剛管に対しても成立す

る式(3.45)の関係によ-,て評価すると,園8.3の結果に対して△t-I. / c としたことによる

影響ほ最大で3%程度,大部分の測定値に対しては1%前後の誤差にとどまる｡なお,パルスの観

測例を図8.4に示すo各場合とも上が図8.1の④,下が⑤の圧力変換器で検出された圧力波形でパ

ルスの振幅比はこのような写貞から決定した.この場合,分散による波形の変形がほとんどないの

(a) No.l, 1.=350cm,fo=562Hz (b) No.6, Jl=480cm,fo=562Hz

図 8.1 パルスの観測例
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でパルスは原形をほぼ保ちながら,そして減衰しながら進行している様子がわかる.一方,共振法

では管長をJ-130-200cm とし,冬場合とも三次までの共振点についての測定結果を示してあ

るo

さて,図8･3ではlog/ - log ∂ の関係が示されているが,各場合とも測定値が図上でほぼ直

線状に分布していることが見出される｡剛管内粘性流体の波動( F lモード)に対してほ対数減衰

率について式(3.43)なる近似式が成立するo これを参考にしながら, No･1-NQ5のパルス法に

よる測定値を処理して実験式を作ってみると

[∂(cm), /(Ⅲz)] (8.5)

となる｡ところが,この実験での代表的な状態である1気圧, 20Qcの空気の動粘度〃-0,1501

cm2/sを式( 3.43)に代入すると,式(8.5)右辺の分子の値を 0.687に置き換えたものにな

って,実験値の方が約47%大きくなる｡この差が実は熱伝導によるもので,空気のプラントル数

をP,- 0.72として後出の式(8.26)によって粘性と熱伝導の双方を考慮した6の近似の理論値

を計算してみると

1.013
[∂(cm), ∫(Hz)コ (8.6)

となって,理論と実験は非常によく一致する｡図8.3で各場合に対応して描かれている直線は式

(8.6)によるもので,No,1-No･5については共振法で求めた低い振動数域まで∂の実験値と理論

値との一致はよい｡ No.6とNo･7では一致の程度が悪くなっているが,これらの場合には減衰が小さ

いのでパルス法での測定部の長さ f1が実験室規模では十分にとれないこともあって ♪lと♪2 の

値が接近し,式(8.3)を用いて∂を算出する際に1n( ♪. /♪2)に対する読み取り誤差が相対的

に大きくなったものと考えられる｡

つぎに別の角度の検討として図8.2の装置を用いて振動数応答の測定を行った｡図8.5に表8.1

の実験条件でNo.1とNo.5の場合の結果を示す｡管長はいずれも 200cmである｡図8.5に併記した

曲線は第4葦で導いた遷移行列･式(4.29)に剛管の場合の波数の近似式(4.14)を適用して計

算したものであるが,動粘度Ⅳの代わりに熱伝導効果までを含む等価動粘度〔後出式(8･21 )〕

Ne.- 0.326cm2/sを用いている.この計算値は後に示すより簡単な式(8.28)によっても図上

では区別できないほどの差しか生じない｡実験値と計算値ほ振幅比,位相差ともよく一致している

と言えよう｡このように気体に対してはNの代わりにNeq を用いれば見かけ上熱伝導効果のない

単純な粘性流体として計算することば十分に可能である｡
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以上の実験は熱伝導効果までを含

む現象についてのものなので,それ

を考慮していない第3章,第4章の

理論の直接的な験証にはならない｡

しかし,式(8.5)と(8.6)の一

致は減衰のうち,粘性に起因するも

のが式(3.43)と同じ形で生じ,

それに類似の法則性に従う熱伝導に

よる減衰が加わっているという考え

方を支持するものなので,もし,熱

伝導効果がなければ減衰は式( 3.43 )

の形で起きることを示すものと言え

よう｡少なくとも,それを否定する

現象は本実験では何ら見出されない｡

式(3.43)は管内流体の波動では

減衰は主に薄い境界層内の摩擦によ

ってもたらされるとの仮説に立って

導かれたものであるから,現実の減

衰機構もそれとほとんど同じと見て

よいと考えられる｡

なお,つぎに述べる理論は管断面

形状や気体の種類を問わないところ
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図8.5 振動数応答の測定例

(No.1およびNo.5, ∫-200cm )

から,円管以外に正方形断面の管と空気で,また,円管とアルゴン,二酸化炭素でここにおけるの

と同様の実験を行ったところ,やはり理論と実験はよく一致した｡その詳細はここでは省略する｡

8.3.3 気体に対する理論の補足 これまでにも述べてきたように,管内流体が気体の場合に

は熱伝導も減衰の要因になるのであるが,その機構はほぼつぎのようである｡圧力変化に伴う気体

の温度変化ほ管壁から離れたところではほぼ断熱的に起こる｡しかし,管壁ほ熱容量が大きいので

ほぼ定温の状態を保っ｡それゆえ,管壁に接する部分の気体にほ近似的にみて等温から断熱まで状

態変化の様式が連続的に変化する薄い層,温度境界層が生じる｡この層を通じての気体と管壁の間

の熱の授受が断面上での気体の平均粒子速度と圧力の関係に位相のずれをもたらし,摩擦力が作用
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(19)
するのと同様の結果になるのである｡このような現象は古くから知られており,理論的にはBrown,

その他によって検討されているのであるが,十分には普及していない｡それは明らかに理論がかな

り複雑な形をしているためと考えられる｡ところが,粘性も熱伝導も広い振動数範囲にわたって非

常に薄い境界層によってその作用を現わすという点に着目すれば理論を簡単化することができ,し

かも管断面形状は任意のものを扱えるようになる｡以下において,そのような簡易な近似理論を導

くが,ここでは管の弾性変形ほ一切無視する｡

なお,本項においては第1章に示す基本的な記号のほかにつぎの記号も用いる｡

x, y 二次元直角座標

/へ /へ

P, q.,

s ラプラス変数

p, q=,
-

のtに関するラプラス変換

』 任意断面管の断面積

工 任意断面管の内周長さ

c, 気体の定圧比熱

r 気体の比熱比

G 気体の温度伝導率

p, 気体のプラントル数 P, -

N/G

β 気体の温度の変動分

β｡ 気体の絶対温度の平均値

p 気体の密度の変動分

p. 気体の密度の平均値

♪｡ 気体の絶対圧力の平均値

c. 気体中の断熱的音速 c.
-

T♪./po

はじめに, y-0で剛平面に接している二次元半無限空間を考え, y>0の領域に満たされた粘

性流体に波が壁に平行に生じるものとする｡ 〔図8.6(a)〕運動方程式は演算子を二次元のものとす

れば精密には式(3.3)となるのであるが,第4章で検討したように右辺第2項の作用ほ管内の波

動では第3項の作用に比べて小さいので無視する｡また,壁の近くでほl∂2q. /∂y2I >i∂2q./

∂x2lであり,この波ほ本質的にx方向の縦波であるからIq9l<lq&l, l∂p/8y l<l∂p/∂xl

であることに注意すれば運動方程式は簡単化されて,ラプラス変換を用いて表わせばつぎのように

なる｡

∂2盲. s 〈

q~

有q∫=8y2

/＼

1 ∂♪

poN 8x

これをy-oで盲‡- o
, y--でl盲Ll 辛-であるとして解くと

-95-

(8.7)



.へ

qJ'=~

/へ､

･.-e-J79,詰
(8.8)

右辺括弧内の第2項が境界層を表わす｡さて,管内の波動でも境界層が断面寸法に比べて薄ければ

y軸を管壁上の任意の点から壁に垂直に内側に向けてとれば壁の近くの速度分布は式(8.8)のよ

うになると考えられる｡そこで,式(8.8)を用いて盲s の断面上での平均値盲"を計算する｡境

界層が薄ければその影響は管壁に沿って現われるだけなので,全断面にわたって積分する代わりに

盲桝ニーよ(AILre-J?gdy) (8.9)

とすることができる｡ただし, y*はIexp卜√~訂~訂y*)l< 1となるようなyの適当な値とする｡

式(8.9)を整理すると

pos盲〝--(-吉Jf)譜
(8･10)

これが一次元近似の連動方程式である｡気体の粘性の効果はこの式によって表わされる｡

P

y

eJ

LX
′クク欠才ククククククククX+%++r%/y,

図8.6 速度と温度の境界屑の説明図

つぎに熱伝導の効果を検討する｡これは一次元近似の連続条件に組み込まれる｡まず,基礎式は

線形近似で

/へ＼

sp+ po div盲-o

S ^

v2甘--o
-

応

Po- Cp
r

- 1

S

GPoCp

pooo, i. fo･i.

(8.ll)

(8.12)

(8.13)

これらの式は順に連続条件,エネルギ方程式,状態方程式である｡式(8.13)の第2式の各項の

分子は本来は微分量であるが,各量の変動が小さいとしてこのように表わす｡ここでも〝-oで定
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温の剛壁に接している二次元の半無限空間を考え,波が∬方向に進むものとする｡ 〔図8.6(ち)〕波

長が大きければ壁の近くではl∂2甘/∂x2l 蛋 l∂2甘/∂y2伽成立するから式(8.12)は簡単

化されて

S ^

- --
βニ ー

応

S

Gpo Cp

これをy-0で甘-o, y-∞でL甘iキ-として解くと

甘-⊥(-e一指y)谷poCp

(8.14)`

(8.1 5)

式(8.8)から式(8.10)を導いたのと同様の方法で,谷の断面上の平均値6tmを式(8.15)

から計算すると

甘桝-た(.-i-J亨)谷
つぎに式(1.ll)を式(8.13)の第2式を用いて変形してから断面上で平均すると

〈 po 〈 ∂甘H
s?

-- s Om+ Po -- 0
0o

A

8x

(8.16)

(8.17)

ただし, ♪はもともと一様に近く, lqgl≪lq=Iであることを考慮した｡式(8･17)に式

(8.16)を代入し,式(8.13)の第1式によって β｡を消去すれば,

si..吾(r-1,Jf‡谷ニーrpo曾
(8･18)

これが一次元近似の連続の式で,谷の係数の第2項が熱伝導の影響を表わす.この項の有無で,谷

と盲桝の関係に位相の変化が生じることば容易にわかる｡

式(8.10)と(8.18)とを連立させれば管内気休の波動問題を解くことができるのであるが,

もう少し使いやすい形に方程式を変形しておく.盲,盲mがともにe(エなる因数を持つとすれば式

(8.10)
, (8.18)からこに関する特性方程式が得られるが,それを解くと

E-i-i
C o il･吉(r-.,方)/(1一言Jf)(8･19,

さて,この近似理論では管の断面寸法に比べて速度と温度の境界層が薄いことを前提にしていた｡

ところが,式(8.8)
, (8.15)から谷.

,甘の境界層の厚さをそれぞれl仔7Tl,
lJ言~77l

で代表させることができる｡これらの数倍も壁から離れれば壁の影響ほほとんどなくなるからであ

る｡それゆえ, √有7盲~, JTはともにA/Lに比べて非常に小さい量であるべきで,このこ

とを考慮して式(8.19)の近似をさらに進めると
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こ-士
S

Co

ここでつぎの記号を導入した｡

･e4

-N(le岩)2

2A
b..ニー

L

(8.20)

(8.21)

(8.22)

式(8.21 )の意味は熱伝導の効果が第一近似では粘性効果と同形であることに着目して,粘性と

熱伝導の双方をNeq なる等価勤粘度を用いて見かけ上粘性だけとして扱おうというものである｡

また,これまでの議論は管の断面形状は特定されていないので相対する壁間の距離が境界層の厚さ

に比べて十分に大きければ任意でよいのであるが,彼の減衰の面から見て式(8.22)で定義され

る内半径を持つ等価な円管を想定することができる｡

特性指数を式(8.19)から(8.20)-と変形したので,方程式(8.10)
,
(8.18)もこ

れに適合するように書き直す｡

雲.pos(1+吉､厚)2首相-0

sp･,po碧-o
/へ

(8.23)

これが近似方程式の最終的な形で,凡¢を定義したのに合わせて粘性と熱伝導の双方を粘性抵抗

の形で連動方程式に組み込み,連続条件は見かけ上断熱条件下での圧縮性を表わすとしてある｡

ここでs-jw
,こ-jβを式(8.20)に代入して,式(3.31)と同様の関係からα′,6′

を求めると

a/- co

2汀
6/ニー

beq

何7す㌃ / beg <1であれば,式(8.25)の近似をさらに進めて

(8.24)

(8.25)

(8.26)

これほエネルギ的な考察から導いた式(3.43)と同形で, bcq- b, Nc. -Nとすれば,すな

わち円管で熱伝導がないとすれば両者ほ一致する.また,式(8.24)と(8.26)から6′≒ 27T
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(c.-α′) / c.となるが,この関係は式(3.45)そのものである.

(19)

さて,式(8.20)に対応するEの精密値は円管についてだけすでに求められているが,本論

文の記法ではつぎのようになる｡

･-士三[il･2(r-I,F(jb)‡/il-2F(jbJf)iY
(8･27)

ただし, F(zkD定義は式(4.13)に従うものとする｡ここでベッセル関数を漸近展開してF(I)杏

近似し, N/sb2≪1であることなどに注意すると式(8.21)の第一近似は式(8.20)の円管

の場合に一致する｡つまり,ここで求めた近似式は物理的には速度と温度の境界層が管断面寸法に

比べて薄いことを前提にしていたが,数学的には Brownの理論の漸近展開の意味を持つのである｡

円管以外では精密値が得られていないので,ここで式(8.20)の円管の場合と式(8.27)を数

値的に比較してみる｡表8.2に示す定数を用いて式(8.27)から空気.アルゴン,二酸化炭素お

よび特別な場合としてr-1とできる液体について;を計算し,それから求めた;′, 6′を精密値

とした｡結果を図8.7に示す｡図の横軸はj/凡.-a'b2 /27rNc.で, i- wb/27(C. ,

丸q-Ne. / bco の無次元化による｡図8.7には各種類の流体に対する式(8.27)による値

と式(8.20)
;すなわち式

(.8.24)
, (8.25)によ

る近似値のほかに∂′について

ほ式(8.26)による結果も

示した｡これらの近似値には

図8.7の表現では流体の種類

による差異はない｡図8.7に

よればj/jVeQ>10 の領

域での&′
, 6′の流体の種類

による差ほ小さく,近似式も

比較的よい精度を持つことが

わかる｡

ちなみにj /Ne.- 10 は

∂-1cm,気体を空気とすれ

ば約3.3Hzであって振動的な

現象でこの限界が障害になる

q.(8.26)-

で喪転;､＼
Eq.(8,25

∩

＼

＼

＼

『■■■l

I

≧ヽ

王ヽ

l

o-21102T/向eq1♂

図8.7 &′, 6/の近似値と精密値
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表8･2 20oC, 1気圧における気体の物性値

Po r P, Co 〟 Neq

g/cm3 cm/s cm2/s cm2/s

空気 1.205×10-8 1.403 0.72 3.435×105 0.1501 0.3265

アルゴン 1.662 1.67 0.666 3.191 0.1336 0.443

二酸化炭素

液休

1.842 1.302

1.0

0.80 2.676 0,0793 0.1418

ことは少ないと考えられる｡

図8.7にほ現われないが,式(8.20)には高振動数側にも限界がある｡これほ精密な式(8.27)

でも同じで,その主因は式(3.3)右辺の第2項を介しての粘性の作用と,波長が短くなるために

生じる軸方向の熱伝導の影響が無視できなくなることによるもので,これらの要因が自由空間にお

ける平面音波の減衰の主因と同じであることに着目して試算してみると,これらによる減衰が境界

層による減衰と同程度になるのは直径が数cmの円管内空気では100kHz以上においてである｡実

際にはこれ以下で影響がではじめるから10kEz前後が近似の限界と見積もられる,0

ここで導いた近似理論は適用可能な振動数の限界を上下に持つが,簡潔なものであり,形式的に

r- 1とすれば熟的効果は消去されて液体にも使用できるので広く応用できると考えられる｡液体

に用いる際にほ式(8.23)においてNeQ
- N

, TPo -Kとすればよいが管の弾性が無視でき

る場合に限られることば言うまでもない｡

なお,方程式(8.23)の解を使いやすいように遷移行列で表わすとつぎのようになる｡

cosh こx

S

Ttloこ

TL)oこ

S
sinh こ∬

sinh こx coshこx

(8.28)

8.4 遠戚波動の減衰

管内流体が液休のときにはほとんどの場合に管を流体に対して剛体であるとみなすことはできず,

管の運動を考慮することが必要になる｡実はそのような場合には管に接触したり,管を支持したり

する物体の運動も無視できないことが多い｡それゆえ,対象とする波動･振動モードだけを純度よ

く取り出すことや周囲へのエネルギ漏えいを無視できる程度に抑えることに注意を払わないと達成
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波の伝ば径路における減衰の機構を明らかにすることができない｡第2章,第3章の解析などから

明らかなように達成波には低振動数域でc 1, C2の二つの主要な波動モードが存在するが,現在

までのところ,良好な実験が可能であったのはC2モードについてであった｡これは棒の縦振動と

ほぼ同じ要領で実験を遂行できる｡以下にその方法と結果を示す｡

8.4.1 実験装置 実験は主に共振法により,一部の減衰が小さい場合については自由減衰法

も用いた｡図8.8に実験装置を示す｡管の一端を電磁形励振器④で非接触励振し,他端にとりつけ

た小形加速度形⑧(質量1.8g )で管の縦振動を検出する｡スイッチSは自由減衰法を用いるとき

i
-
.
I
.

‡∴-Ll･.･二一･･

Stee一p一ate

Thin elastic fi一m

CzN ity

① cR Generator ②power amp仙er ③Frequency COUnte｢

④ E一ectromagnetic exciter ⑤昏piPe end covers

⑦ supporters ⑧ Accelerometer ⑨ AC Voltmeter

㊨ osc川oscope ⑲′しevelrecorder

図8.8 C2モードの減衰測定装置

(共振法,自由減衰法)

に励振回路を開くためのものである｡管は支持器⑦で支えるが,支持点は対象とする共振モードの

節点である｡節点以外で支えると当然のことながら減衰ほ大きくなり,結果が混乱する｡ ⑦は図中

に示したようにナイロン片やゴム片を介して比較的大きなブロックにいわば軟固定をする構造とし

たが,固定しないと減衰が大きくなることがある｡管端ほ薄い弾性膜(塩化ビニル)で液体を封じ

ているが,これは管端の運動が直接液体に伝わるのを防ぎ, Clモードの発生を抑えるためである｡

液温は供試管と同質の管に同じ液体を封入したダミー管を供試管の近くに平行においてその液温を

熱電対で測定した値で代用した｡液体では粘性の温度変化が大きいので液温を20 ± 0.5oCの範囲

に保っように管理した｡

試料として用いた管は黄銅製で,諸元はa-0.54cm, h-0.118cm (ワニ4.576),
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pp- 8.41g/cm3, E-1.022×107N/cm2,ソニ0･35およびl-300cmである｡液体には粘

性係数を簡単に変えられるのでグリセリン水溶液を用いたが,その物性値としてこの実験で必要な

粘性係数と音速はともに密度の関数の形で測定したデータが公表されているので,ここでは精密な

比重計で密度を測定し,対応する粘性係数と音速をそれらのデータから補間法で求めて用いた｡表

8.3に各場合の実験条件を示す｡

第8.3 主 な 実 験 条 件

実験番号
濃 度

mass%

1.252

1.228

1.198

1.148

1.096

0.998

1.953×105

1.903

1.863

1.775

1.688

1.483

4.81

1.15

0.309

0.0801

0.0317

0.01

6.72

6.85

7.02

7.33

7.67

8.43

5.12×10-5

1.25

0.345

0.0938

0.0376

0.014

20.0.-ノ20.5

20.2-20.3

19.8-20.5

20.0-20.2

20.0-20.3

20.3-20.5

管 単 独

8.4.2 実験結果 まず,励振振動数を掃引して管端における加速度応答を記録した例を図8.9

に示す｡この図の横軸はほぼ坂動数の対数目盛になっている｡ (ただし,若干の誤差があるのほ振
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図8.9 管端における加速度応答の参考記録例

(実験No.4 )

動数と紙送り速度が同期していないためである｡)また,支持点を2次の共振モードの節としたので,

支持点がそのモードの節に一致する2, 6次の共振ピークは高くなり,腹に一致する8次の共振ピ
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-クは低くなっている｡このようなことから,図8.9はあくまでも参考にすぎないが,
30次くら

いまでは明確に励起されていることがわかる｡しかしながら, 20次の共振点(約10kHz )の近

くに,その物理的な機構は不明であるが,管材の内部摩擦の顕著なピークがあって10次以上では

それに向ってピークの高さが減っていく｡この領域では共振法しか使えないが,共振法は元来,そ

の共振モ-ドが他の共振モードとは独立していることを前提に使用できるものなので,共振ピーク

のレベルが低すぎると隣のモードのすその影響で減衰率の精度が悪くなる｡そこで本実験では測定

範囲を12次の共振点までとした｡なお,図8.9と同様の記録は各実験ごとに行って,測定時に励

振が正常にできるか否かの判定資料とした｡

図8.10にC 2モードの対数減衰率∂の測定結果を示す｡このうち,No･7ほ液体を封入しない管

単独の状態で振動させたときの滅

衰で,管材の内部摩擦が主因と考

えられ,達成波の減衰に対しては

バックグラウンドの意味を持つ｡

前述したように,約10kHzの点

に内部摩擦のピ-クがあるので図

示範囲ではそれに向って∂は/と

ともに大きくなっている｡No･7の

実験値の対応して描かれている曲

線(一点鎖線)は∂を/の5次式

で表わした実験式によるものであ

る｡

さて,No･1-No･6が達成波C 2

モードの減衰であるが, ∂の測定

値は低振動数域ではいずれも1 /

√アにおおむね比例する形で分布

している｡これほ図3.16に示さ

hb.1にゝ

rb2(. ､q

i=

○

○'qヾ

○､く＼○

○○○○

l<

､可

l<

ii=
○､ヾ＼､

i= iSi≦
卜b3.ヾヾ

､<

○＼､､

一､○
ヽヽこ
､ヽこ ○●
iS ヽヽ ○

＼tNo.4(ミ
ii ヽヽ
己ーLip
iZ)
＼○

E5 ヽヽ
ヽヽ

i)

＼ー砿5(;㌔

-----≡i;こーl⊇ヽ

▼

●

､ヽ●

＼､●●●ー′

○､

○′

∵--●ダ
○○′′

､--,,/.I
Nor)

/:
//イ

__I.′一

_.___■｣-.......-.一,

ll[Ill l[l[JrJJ

103foHzjぴ

図8.10 C2モードの減衰率の測定結果

れる理論的な結果と傾向において一致するものであり,この領域での減衰が主に流体粘性によって

もたらされていることを意味している｡これは,また,管だけのNo･7との∂の差を見ても明らかで

ある｡一方, /が大きくなると∂は極小値を経て管単独のNo･7の曲線に沿う形で変化するようにな

るが,これは明らかに粘性よりも内部摩擦による減衰の方が卓越するようなるためである｡実験値
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と比較するための理論値は第4章で求めた近似Ⅰによって計算した｡すなわち,式(4.17)で与

えられるC2モードの波数β2*に式(3.31)を適用して6′を計算するのであるが, 4.4節に示

した複素弾性係数を用いる方法で管材の内部摩擦を考慮したもので実線で,管を完全弾性体とした

ものを破線で図8.10に示した｡内部摩擦はNo.7の曲線を表わす実験式によって計算に取り入れた｡

内部摩擦を考慮した計算値は傾向において実測値とよく一致しており,一部を除けば定量的にもか

なりよく一致していると言えるであろう｡管内流体が水であるNo.7は他に比べて実験と理論の一

致が悪いが,その原因として実験上の精度の影響が大きいと考えられる｡空気の場合の図8.3のNo.

6, No･7でもそうであったが,減衰が小さいと減衰率の測定精度は一般に悪くなる傾向にある｡そ

れだけ,外因の影響を直接的に受けやすくなるためであるが,いずれにしても水のような低粘度の

液体でも粘性は内部摩擦と比較して必ずしも無視できるものではない｡一方,粘性が大きければ管

材の内部摩擦は低い振動数域で無視することばできる｡

以上の実験によって, C 2モードの減衰への流体粘性の寄与が大きいものであることが明らかに

なり,第3葦,第4章の解析法がほぼ妥当であることが確認された.この実験ではClモードにつ

いて調べることはできなかったが,解析的にほCl, C2モードは同一の理論で扱われるものであ

り,本実験はその理論の部分的な証明の意味を持つので,ここでの結果がC lモードに対する理論

の妥当性の有力な傍証にはなると考えられる｡

ところで,高粘度の油を含む鋼製油圧管の縦振動の減衰を管材の内部摩擦だけに帰して説明した

論鼎あるが,そのような結論に一般性がないことは本実験で明らかである｡金属材料の内部摩擦
はいわゆる構造に敏感な量であって,組成や加工履歴によってかなり変化するものと言われるが,

著者の経験では鋼や銅でも1kHz以下の低い振動数域でほ図8.10のNo.7と6のオーダにおいて同

程度であることが多い｡それゆえ,特別な場合を除けばC 2モ-ドの散逸要因としてはやはり流体

粘性が最も重要であると考えるべきであろう｡

8.5 結 昌

管内空気を伝わる音波(Flモード)とグリセリン水溶液を封入した黄銅管の縦振動(c2モー

ド)の減衰について実験的に検討した｡

(1)管内流体が空気の場合,波動の減衰率は第3章で導いた近似式(3･43 )と傾向はよく一致す

るが,実験値の方が約47%大きくなる｡これは,一般に流体が気体の場合には圧力変化に伴う温

度変化が大きいのでほぼ定温壁となる管壁との間に熱の授受が発生し,これが粘性とともに減衰の

原因となるためで,これを考慮して補正した理論による計算値は実験値によく一致する｡
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(2)流体が気体の場合に現われる熱伝導の効果は第一近似においては気休の動粘度が見かけ上増大

したのと同じ形になる｡このことを利用して粘性と熱伝導の双方の効果を等価な動粘度で表現する

と簡単な近似理論が導かれる｡

(3)C 2モードの減衰率は,第4章で導いた近似Ⅰにより,管材の内部摩擦をも考慮して計算した

値とかなりよく一致する｡ただし,流体の粘性が小さい場合には一致の程度は劣るが,これは

減衰率が小さいために主に実験上の誤差の影響を受けたものと考えられる｡
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第9章 結

本論文では弾性円管と管内の流体が達成する波動の伝ばに関する性質を第1編(第2章-第6章)

で解析的に調べ,第2編(第7章,第8章)において解析結果のうち代表的な点について実験的に

検討した｡本研究で得られた結論はつぎのとおりである｡

(1)第2章では流体を非粘性として達成波の分散性を中心とする性質を調べた｡

(a)C 1, C2の二つのモードは長波長域においてはほとんど非分散的であり,それぞれ流体,あ

るいは管の縦波が主になる｡波長が短くなり,管径と比較し得る程度になるとこれら二つのモー

ドは主に管の半径方向の運動とそれに伴う流体の運動のために著しい分散性を示す｡

(b)C 3以上の高次モードの性質は管が剛体のときの流体の高次の波動モードに類似する｡

(｡)管内流休に一様流があるときには,達成波の性質が流体が主になるような領域では位相速度は

一様流の速度に近い幅で変化するが,管が主であるような領域では変化の幅は小さい｡

(a)c 1, C2モードの長波長･非分散域に対しては伝ば速度の近似計算が可能である｡ C lモー

ドに対してはKorteweg による式(2.51)が, Cl, C2の二つのモードを同時に扱うとき

には式(2.56)が,とくに金属管の場合にほ精度よく成立する｡

(2)第3章では流体の粘性を考慮に入れて,波の減衰に関することがらを中心に調べた｡

(a)cl, C2の二つの達成彼のモード,および管が剛体のときのFlモードの減衰は波長が管径

の約1 0倍以上の領域では管壁に接して生じる流体の薄い速度境界層内の摩擦が主な原因となっ

て生じる｡ただし,波長が非常に大きくなったり,流体粘度が大きすぎたりすると境界層が厚く

なって管路の全面を覆うようになるので波の性質ほ変化し, Cl, Flモ-ドでほ波というより

交番圧力による流れとしての性質を示すようになる｡

(b)境界層が薄い領域ではF 1
,
C lモードの対数減衰率の簡易な近似式(3.43 )などが成立す

る｡

(3)第4章では第3章の解析法を簡単化して粘性流体を含む直管の振動数応答の近似計算式を導いた｡

(a)C 1
,
C 2の二つのモードを対象にした近似Ⅰは波長が管径の約10倍以上の領域で非常によ

い精度を持つ｡

(ち)C lだけを対象にしたより簡単な近似Ⅱは近似Ⅰよりほ精度が劣るが, C2モードの発生がな

く,肉厚が極度に薄くない金属管であれば十分に実用が可能である｡

(c)近似Ⅰの計算式を用いて管材の内部摩擦の達成波の減衰に対する影響を調べたが,金属管の場

合には内部摩擦は小さいことが多いので流体粘性による減衰と比較して無視できることが多いと
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考えられる｡

(4)第5章では境界条件が任意に与えられたときの解析法について検討した｡

(a)一般の一次元的な波動系の方程式の解は実波数を持つ伝ば項と虚数,複素数の波数を持つ非伝

ば項とに分類できる｡一般解はすべての伝ば項と非伝ば項の一次結合となる.

(ち)非伝ば項は境界の近傍においてのみ伝ば項と比較し得るほどの値を持つが,境界から離れると

急速に小さくなる｡

(c)達成波の低振動数域では伝ば項はCl
,

C 2の二つだけで,残りはことごとく非伝ば項である｡

(d)達成波の非伝ば項ほ低振動数域では無視しても影響ほ小さく,このことにより, Cl, C2の

二つのモードだけを対象にした近似計算が可能になる｡

(e)流体に粘性があっても達成波の各モードの伝ば,非伝ばの性質には大きな変化はない｡したが

って,第4章の近似法の理論的な根拠の一つが,この検討によって与えられる｡

(5)第6章では達成波の非軸対称モードを検討し,管の横板動のモードを除いてすべての非軸対称モ

ードは低振動数域では実波数を持たず,非伝ば的になっていることを確認した｡したがって達成彼

の解析に際して,横振動の発生のない条件下でほ非軸対称モードを考慮する必要はない0

(6)第7章では水を封入した黄銅管についてパルス法で伝ば速度の実験を行った｡伝ば速度の測定値

は第2章の方法による群速度の計算値と分布傾向においてかなりよく一致した｡このことから,罪

2章の解析法ほ実際に妥当であると判断される｡しかしながら,この実験法はパルスの先端部の速

度を求めるために,一部において群速度と少し異なる値となった｡これは明らかに実験法の問題と

考えられるので,達成波動,さらに一般的に強分散性の波動系の群速度の測定法については改良す

べき点が存在すると考えられる｡

(7)第8章では減衰に関する実験を行った｡

(a)管内流体を空気としてそれを伝わる音波の対数減衰率を調べた結果,単純な粘性流体として計

算する第3章の近似式(3.43)に傾向はよく一致するが実験値の方が約47%大きくなる｡こ

れは気体でほ圧力変動に伴う温度変動が大きいために定温壁として振舞う管壁との間に発生する

熱伝導も減衰の原因となるためである｡

㈹気体の場合に現われる減衰に対する熱伝導の効果は第一近似においては気体の動粘度が見かけ

上増大したのと同じ形になる｡このことを利用して粘性と熱伝導の効果を等価な動粘度で表現す

ると管内気体の波動の簡単な近似理論が導かれる｡

(c)(a)項で述べた実験値ほ(b)項で述べた理論による値とよく一致する｡これは管内流体の波動にお

いて速度と温度の境界層が薄いとする理論的な考察の妥当性を証明するものである｡
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(d)黄銅管にグリセリン水溶液を封入した系の管の縦振動はC 2モードが定常波となって現われた

ものであるが,その対数減衰率の測定結果は第4章で導いた近似Ⅰを用いて管材の内部摩擦も考

慮して計算した値とかなりよく一致する｡したがって,第4章,およびこれと近似的には一致す

る第3章の解析法は達成波の減衰に関してほぼ妥当な結果を与えると判断される｡

本研究ではそのほかに管の外壁に流体や固体が接している場合にそれらの物質の影響で達成波の

¢2)
性質がどのように変化するかという点についても調べたが,その結果の要点を付録Ⅱに示す｡
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付録Ⅰ 円管に三次元弾性論を用いた達成波の解析

2.4節で近似式の精度を検討する際の基準として管に三次元弾性論を用いた計算値を使用したが,

ここでその解析法を述べておく｡

弾性体の三次元運動方程式は

pp器-(A+2M,graddiv
u-Mrotrotu (Ⅰ.1)

ただし, uは変位場, A, Mは Lameの定数とする. A, MはE,りとつぎの関係にある｡

JJE

(1+y)(1-2y)
,

M-
E

2(I+y)

(Ⅰ.2)

式(I.1)を粘性がある場合の流体の運動方程式(3.3)と比較してみると流体では圧力こう配の

項が現われるほか,左辺のfに関する微分の階数が異なる｡とくに後者の違いのためにこれらの方

程式の表わす現象ほ全く違うものになるのであるが,形がよく似ているので求解のための演算には

類似点も多い｡ここでも〝が非回転,回転の2成分に分けられるとする｡

〟= 〟1+〟2, rOt〟.-0, div〟2-0

〟1
, 〟2はそれぞれスカラー,ベクトルのポテンシャルを持つ｡

ul- grad p, u2- rOtrOt(¢e.)

式(Ⅰ.3)
,
(Ⅰ.4)により,方程式(Ⅰ.1)はつぎの2式に分解される｡

v2p一三謡-o, v2¢一三謡-o

c亨-

^ + 2M

Pp

ただし

方程式(Ⅰ.5)の解として

p- Q cosβ(x-αi), 4･-F sinβ(x-αt)

を仮定すれば

-
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(Ⅰ.5)

(Ⅰ.6)

(Ⅰ.7)



Q -

BIJo(nlr)+ B2Yo(nlr)

F- CIJo(n2r)+ C2Yo(n2r)

ただし,

nl- β (α/cl)2- 1
,

n2- β (α/c2)2- 1

u
- UェSinβ(x-αt) ･

e&+ u, cos β(x-αt) ･e,

ここで

とおいて式(I.3), (I.7), (I.8)からU,, U,を求めると

U.--βiBIJo(nlr)+B2Yo(nlr)I+ n…(CIJo(n2r)+C2Yo(n2r))

U,-
-nliBIJl(nlr)+B2Yl(nlr))-βn2iCIJl(n2r)+C2Yl(n2r))

つぎにγニー定の面上に発生する垂直応力 ♂,とせん断応力 r"は

6,=A divu+2M一旦生 rn=M
∂γ (慧･%,i)

(Ⅰ.8)

(Ⅰ.9)

(Ⅰ.10)

(I.ll)

(Ⅰ.12)

で計算される｡これを具体的に計算して, 6,の振幅をsr , r,Lの振幅をT,& とすれば

s,--Bli(ff2A･nfM)Jo(nlr,-nfMJ2･nlr,‡

-B2i(i*2A+nfM)Yo
･nlr,-nWY2

(n2r,i
+βn…M亡CliJo(n2r)- J2(n2r)I+ C2†Y.(n2r)- Y2(n2r)l]

Tn-28nlMIBIJl(nlr)+ B2Yl(nlr))

+n2(β2- n茎)(CIJl(n2r)+ C2Yl(n2r)I

(Ⅰ.13)

ここで管の内外の表面における境界条件を考えると,まず,管内壁では,流体との応力と速度の連

続性から

%-q,, 6,--?, I,･-0 ･r-b,
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また,管の外壁ではすべての応力が零となるから

6,- 0
,

Tn= 0 (r=b+h) (i.15)

式(Ⅰ.14), (Ⅰ.15)に第2章で求めた流体の式(2.20), (2.21)と式(Ⅰ.ll),(I.13)

〔実際にはこれらにcosβ(x-αi)などを乗じたもの〕を代入すれば,未定係数P, Bl, B2,

Cl, C2,に関する同次の連立一次方程式が得られるが,この係数行列の行列式を零に等置したも

のが流体が非粘性の場合の達成波の厳密なβ -

α関係を定める方程式となる｡実際の数値計算に際

してはαの値によってはnl, n2が虚数になることがあるので,ベッセル関数の代わりに変形ベッ

セル関数を用いれば実数の範囲内で計算することができる｡

もし,管内に流体がなければ式(Ⅰ.14)の代わりに

6, = 0, Tr== 0 (r=b) (I.16)

となる｡これと式(Ⅰ.15)を式(Ⅰ.18)が満たすための条件からBl, B2, Cl, C2について

の連立一次方程式が得られるので,これから管単独の厳密なβ-α関係が定められ声｡図2.3の三

次元理論による計算値はこのようにして求めたものである｡

¢1)
なお,管単独の場合の三次元解析はGazis によって詳しく行われている｡
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付録Ⅰ 管外壁に接する物質の達成波動-の影響

本文第1編の解析では管の外壁に接する物質は存在しないと考えてきた｡しかしながら,実際に

は管が流体中に没していたり,固体中に埋め込まれていたりすることも多く,そのような場合には

管の運動に伴って管外の物質も運動したり,変形したりするから,波は管内流体,管,および管外

物質の達成したものとなり,管外物質がない場合とは異なった性質を示す｡このような問題も第1

編におけるのと同様の方法で解析できるが,ここでほその要点と主な計算結果を示すことにする｡

なお,ここでは第1章に示した基本的な記号に加えてつぎのものが必要になる｡

K′ 管外流体の体積弾性率

p'L 管外流体の密度

c′ 管外流体中の音速 c′
-

p' 管外流体の粘度

〃′ 管外流体の動粘度

E′ 管外弾性体のヤング係数

り′ 管外弾性体のポアソン比

p'E 管外弾性体の密度

Hill(a)
,
H£2)(a) n次の第1種,第2種-ンケル関数

HJz ) Hil)(I)の略記

K, (I) n次の第2種変形ベッセル関数

SL - K /K/

p-'L
-

P'L/pL

N′ -

N// b′c′

SE -

E//E

p妄
-

p£/ pL

Ⅰ. 1 解 析

まず,管の基礎式であるが,ここでは図Ⅰ.1のように内外の表面に分布力が作用するとしなけれ

ばならないので,つぎのようになる.

(-D蒜･ks･I芸)¢.(三豊a 8t2三言)
b/h

u-ks芸一芸TI-一丁E-02α
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∂2 J ∂2

8x2 a 8t2

_ks旦-∂∬

)o-(kT

リkT ∂u

α ∂∬

∂2

--M
∂x2

∂2

~ks万有

リkT
∂w b b′

u1
-

--一丁′+-
TE- 0

α ∂∬ α α

･M&)
∂ ∂/

w+-PT--Pc-0
α α

(Ⅱ.1)

基本的な記号ほ第2章,第3章

と同じである｡管の変位,内壁

に作用する分布力を第3章の式

(3.21), (3.24)と同じに

おく｡管内流体に粘性があれば,

式(3.24)のRl, R2はもち

ろん式(3.25)がそのまま使

え,非粘性のときにほRlは式

(2.23)などから変形すれば
図恥1 管のつりあい関係

よく, R2は零となる｡つぎに外壁にはたらく分布力について

PE-R3 eXp[jβ(x-αヰt)], rE-R4eXp[jβ(x-α*t)] (Ⅰ.2)

とおく｡ここに現われる R,, R.を式(3.25)の R., R2と同じく管の変位振幅の一次結合

で表わすことができれば,式(Ⅰ.1)はF, U, Wに関する同次の連立一次方程式に帰着できるの

で,これまでと同様にβ-α*関係などを定めることができる｡ R3, R.をこのように表わす手順

は管の内と外では境界条件が異なるために関数の種類が違うものになるが, Rl, R2を求める手

順と大差はない｡ここでは,簡単のために管外物質が無限領域を占める非粘性流体の場合を例にと

る｡ ♪に関する波動方程式(2.12)と同形の方程式が管外流体にも成立するが,その解をつぎの

ように表わすことができる｡

P- iAH島1)(m′r)+ BHi2)(m′r))exp[jβ(x-αヰt)コ

m′-士βJ

ただし

(Ⅱ.3)

(Ⅰ.4)

ここでハンケル関数の漸近式を用いてrが大きい領域での波の振舞を調べてみる｡ Im′rl> 1な

らば,式(].3)の漸近式は(B)(9)
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P
%

2

7rm′ r [Aexpij(@x･m,r-@a"-i)i
･

Bexp(j(ex-m′r-βα*-i)‡]
(Ⅰ.5)

である.式(Ⅰ.4)によるとm′には符号が反対の二つの値があるが,常にRe(m′)>0のものを選

ぶとする｡またβ>o, Re(αり>0とすると,式(Ⅰ.5)のAを係数とする項はrの正方向-,

βを係数とする項はγの負方向-進む成分を持つ波であることがわかる｡ところが,ここでは管外

流体は無限領域を占めるとしているから管の運動に伴ってひき起こされた波が反射などによってγ

の負方向に進む波に変換されることばない｡したがって,係数のうちβほ零となる｡つまり,第1

種の-ンケル関数だけを考えればよいのでH51)(a)-H,I 伝)と略記する｡これは管外物質が変わって

も同じである｡式(Ⅰ.3)を書き直すと

p
-

AHo(m′r)exp[jβ(x-αヰt)] (r≧b′)

この式を式(2.10)と同形の運動方程式に代入して半径方向の粒子速度 q,を求めれば

q,= A
jm'Hl(m'r)

p/i βα*
exp[j@(x-at)]

(Ⅱ.6)

(Ⅱ.7)

r-b′においてq,-8w/ ∂t であることから, AとWの関係を定め,式(Ⅱ.6)に代入してr

-∂/とすれば

R3-

OH(a)=

ただし

〆β2α*2

m/QH(m/b)

Hl (a)

H. 伝)

W (Ⅰ.8)

(Ⅱ.9)

一方, TE-0であるからR.は零である｡

管外が粘性流体と等方均質な弾性体の場合には結果だけを示しておくが,求め方は基本的には非

粘性流体の場合と同じである｡

粘性流体の場合には

R3 -

-‡β2α*[2p,-jp,Leα*QH･n,b,,GH]F

-β2α*[2p,-jp,L@α*QH･n,b′,GH]u-[p-2α*2GH-
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R4 - - ‡pL,m,β2α*2QH･m,b,"H･n,b,,GHF

+p'Lm′β2α*2QH(m′b′) Qtl(n′b′)GNU-β2α*2亡2p′- jp'Lβα*QH(n′b′)GH]W

m/-士β

〟/-±β
ja*
ニー･･-････て- - 1

β〃/

弾性体の場合には

R3ニー筈β[品-p,E82α*2QH(n,b,･GH]v
･jβ [宗一p,E62a*2QH･n,b,,GH]u-[

R4ニー‡
p,Em′β2α*2QH･m,b,, QH･n,b,, GHF

+ p'Em′β2α*2QJl(m′b′) QH(n′b′) GNU
-

jβ

m/-士β

〟/-士β
2p/E(I+J/)

E/
α*2- 1

E/

b/( 1+J/)

-

p/En/e2a*2GH W

[丁詣-p,E@2a*2QH･n,b,･GH]w

(Ⅰ.ll)

(Ⅰ.12)

(n.13)

式(Ⅰ.10), (Ⅰ.12)に含まれる ¢〟は式(Ⅰ.9)によるが, G〝はいずれの場合もつぎの式によ

る｡

GH-

m′n′QH(m/b′)+ β2QH(n′b′)
(Ⅰ.14)

以上に求めたR, , R.を R., R2とともに場合に応じて選択して用いる.

さて,これまでは位相速度を複素形の α*として,自由減衰解の形の解を考えてきた｡これほ,

粘性や内部摩擦など物質の性質に由来する散逸要因が存在しなくても,管外壁から管外物質中への

波,すなわちエネルギの放射が起これば達成波は減衰するからである｡しかし,このような放射は

必ず起こるとは限らない｡放射の有無が何によって決められるのかを調べてみる｡簡単のために管
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の内外が非粘性流体であって, α*が実数でc′より小さいとしてみる.すると式(I.4)によって

m′は純虚数になるが,このとき

Hi(jz)ニーヱとe-てK,I(a)
)-ix

汀

(Ⅱ.15)

という開j#,C;)用いると,管外では♪はm′〒ノm〝としてK.(m〝,,なる関数で,方向の変化が定め
られることになる.ところが, m">0ならばrの全域でK.(m"r)>0であるから, ♪にはr方向

に位相の変化が現われず, γ方向に進む波としての性質がないことになる｡それゆえ,放射は起き

ないo このような解は確かに存在するのであるo このようなとき, Ko(m"r)はrの増大とともに

急激に値を減じるので管外壁の運動による管外流体の運動は管外壁の近傍に局在したものになるこ

ともわかるo 以上のようにm′が虚数ならば放射は起きないが,式(Ⅱ.5)右辺第1項からわかるよ

うにm′は波数ベクトルのr成分の意味を持つo そのm′が虚数のときにr方向の波にはならないとい

う議論は,第5章で検討した伝ば,非伝ばの議論と本質において同じである｡言い換えれば,放射

の有無は管外流体の運動がγ方向に伝ば的か非伝ば的かということの別の表現にすぎない｡

ここで, -ンケル関数に関連した数値計算上の注意を記す｡ -ンケル関数の性質として

1im

lzI-00
Hi(I) 三;:mm:;:<': ‡ (Ⅱ･16,

ということがあるので,式(Ⅰ.4), (Ⅱ.ll), (Ⅰ.13)のm′, n′の符号には任意性がない｡放射

があるときにはRe(m′)> 0, Re(n′)>0としなければならないが,このときIm(m′)< 0とな

り,式(Ⅱ16)からγ--でl♪l-∞などとなってしまうことがある｡これは自由減衰解である

から,先に放射されたものほど振幅が大きいということから生じることで,物理的に矛盾した解で

はない｡一方,放射がなければ式(‡.16)からIm(m′), Im(n′)はいずれも正でなくてはな

らない｡そこでm′やn′を計算したらその偏角を調べて,前述の注意に適合しなければ符号を変えな

ければならない｡この点が管内流体に関連して現われるベッセル関数とは異なるのである｡

Ⅰ. 2 計井結果

管外物質の達成波への影響のしかたは(1)付加質量効果, (2)剛性効果, (3)放射減衰効果, (4)粘性減

衰効果などに分けられよう.このうちどれが卓越するかば,管外物質の種類と達成波の各モード

の運動様式によって決まることである｡ここでは管外物質として非粘性,粘性流体と弾性固体,管

内流体には非粘性流体を考えて数値計算した結果を示し,冬場合の特徴を考察する｡なお,モード
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の名称はこれまでどおり, Cl, C2 ･- とする｡

Ⅰ.2.1 管外物質が非粘性流体の場合 管材として鋼を,管内外の流体として水を想定して計

算した｡図Ⅰ.2はC lモードの位相速度で, α<c′であるから放射は起きない場合である.管外流

≡買ヨ
I)E)~~叫-､､､､､

ヽー-I------､､､､､､＼

~■-l-l--

~ーーーーーーh=Y､_i
,,,,I::,,,,'^,,,'',,

__/,,′′′′,7′,7,I,,/

′′~′/i′′

′′

′′
′′

′eo
′ー00

ーヽSvht<

l1-J-ll-

;;-i__-_J'/I-/,/Z,I,Z2'/r^^

l■■n1Illf.) llll)l-I

0･1 1 10
1/i

vvith
Ertlrior fILJid

--------

yvithout Ext●rio(fluid

声=7.B, p-0.3, S-9.857×10-3, i:- 1, Sし-1

図Ⅰ､2 管外が非粘性流体の場合のC lモードの位相速度

体がない場合に比べ, αは小さくなっており,付加質量的な効果が現われている｡管の半径方向の

運動が激しい領域でαの低下が著しいが,これは管が大きく動くほど管外流体の運動も大きくなる

ためで,付加質量効果の特徴と言えよう｡なお,長波長域ではαは管外に流体があってもなくても

ほとんど差はないが,この領域では式(2.51)による伝ば速度の近似が可能である｡
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図Ⅰ.3 管外が非粘性流体の場合のC2モードの位相速度 図Ⅰ.4 図Ⅰ.3の位相速度に対応するC2モードの

(甲以外の計井データは図Ⅰ. 2に同じ) 放射による減車率
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図Ⅱ.3, Ⅰ.4は同じ条件で計算したc2モ-ドの位相速度と放射による減衰率である｡管外流体

の影響はαに対してほ大きくないが,放射による減衰が管径の数倍の波長域で非常に大きくなって

いるo この領域ではC 2モードでも管の運動の半径方向成分が大きくなるためである｡

以上のようにC lとC 2でほ管外流体の影響のしかたは全く異なる｡その解析的な背景は前述し

たとおりであるが,物理的な解釈はつぎのようになる｡管の半径方向変位wの正位相の部分で排除

された流体ほ,振動数が小さければwの負位相の部分-軸方向に移動する時間的な余裕があるo そ

れゆえ,流体の運動は管軸方向が主になり,波として半径方向に伝ばしていく性質が現われない｡

しかし,振動数が大きいと流体はこのような形でほ管の運動に追従しきれなくなるので,半径方向

に位相の正負の変化が生じ,波としての性質を帯びるのである｡

Ⅰ.2.2 管外物質が粘性流体の場合 ここでは管外流体に適当な無次元動粘度N′を付与した以

外は前項と同じ条件で計算した｡図Ⅰ.5, I.6にClモードの減衰率をそれぞれ甲,斤′をパラメー

タとして示すo 図Ⅰ･5でほ甲が大きいほど6が大きくなっているが,これは管が薄肉であるほど管

内流体の圧力に対する応答としての管の変形が大きくなり,それに伴う管外流体の運動も大きくな

るためである｡図Ⅰ.5では6はJ有にほぼ比例し, A-が大きければ6ほJ苛7了に比例する傾向を持

つ｡これは第3章で調べた管内流体の粘性による減衰と共通するものであり,この場合にも減衰に

対して境界層が主な役割を果すことを示している｡しかし,管内流体による減衰に比べて非常に小
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図Ⅰ.5 管外が粘性流休の場合のC lモードの6の甲による変化
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図Ⅰ. 6 管外が粘性流体の場合のC lモードの6の斤′による変化

(甲以外の計算データは図Ⅰ. 5に同じ)

さく, 7 - 20の場合についてN-jVとして管の外と内の流体粘性による減衰率6を比較してみる

と,前者は後者の約1/ 100ほどである｡これは,管外流体の運動の方がはるかに小さいためにほ

かならない｡なお,言うまでもなく, clモードの減衰の原因は管外流体の粘性だけである｡

つぎにC2モードの位相速度と

減衰率をN′をパラメ-タにして図

Ⅱ.7, Ⅰ.8に示す｡ αの粘性によ

る低下は1- >10で顕著である｡

これはこの領域ではC2モードが

ほぼ管の縦波として振舞うために

とくに粘性の影響が大きくなるた

めで,図Ⅰ.8の∂の傾向からもこ

れは明らかである｡ c2モードの

減衰をもたらすものは長波長域で

は主に粘性,波長が短くなると放

射が卓越するようになる｡長波長

域での6はN′がjVと同じならば管

内流体の粘性によるものと近くな

10a5

10-3

162.5

164J5

164

内=10-

_′

-----N=0

l▲一■l l▲l▲l■

102

l▲▲▲一

10-2 1011 1/A 1

声-78.
Plo.3.

S･9.857･10-3, iL･1 , q･1,り120

図Ⅰ.丁 管外が粘性流体の場合のC2モードの位相速度
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図u. 8 図Ⅰ.Tの位相速度に対応するC2モードの

粘性と放射による減衰率

る｡管の縦波としての運動様式から見れば,粘性流体が管の内にあるか外にあるかば大きな違いに

はならないからである｡

Ⅰ.2.3 管外物質が弾性体の場合

ここでは鋼管-水の系がコンクリー

ト程度の弾性固体で覆われているとし

てC lモードについてだけ計算した｡

この場合には減衰は生じないので図‡. 9

に位相速度を示す｡この場合の効果は

剛性的でαは大きくなる｡

しかし,必ずしも剛管とみなせるほど

にはならない｡長波長域でほ非分的で

つぎの近似式が成立する｡

p-:78･ v=0･3･ S三9･857XIO-3, bt'=2･3, y′=0･2, SEミ0･1

図Ⅱ･ 9 管外が弾性体の場合のC lモードの位相速度

図甘･10 軸に垂直な断面内の力の bE-

つりあい

Ew

(1+y/)b/,
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という関係と,管内流体に対して成立する

2K α2

♪J=T
b c2- a2

W (Ⅱ.20)

という関係を代入すれば求められる｡式(Ⅱ.17)による計算値を図Ⅰ.9に破線で示したが,この

例でほいずれも0.3%未満の誤差を生じているだけであるo 式(刀.17)も場合に応じて有効に

使用できると考えられる｡
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