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弄1章 まえがき

プログラムの意味を形式的に記述し,取り扱うことは,プログラ

ムを見通しよく設計するために重要である.プログラムの形式的意

味記述のためには,適当な計算の数学的モデルが必要である.プロ

グラムあるいは計算を数学的議論の対象として扱う際,数理論理学

的な手法を用いる立場はTuring , Cburch の計算可能性の理論以

莱,プログラム図式の理論, scottのプログラム束の不動点理論等

様々な方面で何度か用いられて来ている.特に近年,論理型プログ

ラミング,関係データベースなどに見られるように,実際にユーザ

によって行われるプログラミングにおいて,論理学約手法の有用性

が改めて注目をあつめている.そこで,プログラムの形式的モデル

を論理学的対象として与える公理的意味論,即ちプログラム正当性

の検証の理論が,意味記述法として有用であると考えられる.

また近年,計算機システムの並列化に伴い,並列プログラムの生

産性,悟輯性を向上させるための工学的手法として,並列計算の数

学的モデルに関する議論の重要性がたかまっている.

しかし並列計算と呼ばれるものは,オペレーティングシステムの

ように複数のユーザのための資源管理,プロセスの制御等を主に問

題とするもの,またスーパーコンビュータ,推論マシンのように計

算の高速化のために並列化を行うものなど,その形態,レベルも様

々であり,それぞれの場合によって問題の関心は異なったものとな

る.したがってその数学的モデルにも様々なものが提案されており,

またプログラムの意味記述の方法にもいくつかの種類がある.

本研究の目的は,並列性を含むプログラムの形式的意味記述のた

めの論理学約手法を確立することである.

本論文では,公理的意味論が特に有効であろうと思われる局面と

して,ユーザレベルでの並列プログラミングを想定し,そこで使用

される言語のモデルとして,共有資源型と通信型の二種類のモデル

について,それぞれ形式的セマンテイクスを与え,各モデルについ

て議論の対象となるプログラムの性質の検証のための公理系を与え
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る.

さらに,並列プログラムの公理的検証体系について, Aptの完備

性(Apt Bergstra Meerteins 79)の概念を拡張し,幾つかの結果を

示す.

1 . 1 並列プE)グラム

.従来から碇案されている並列計算の形態およぴその数学的モデル
について,次の4つの点から分類することができる.

(1)各プロセスの動作が時間的に同時に起こるという事実を陽に

モデル化するか,あるいはひとつ下のレベルでは各動作は逐次的に

実行されるものとしてモデル化するか.

即ち,ハードウェアアルゴリズムなどでは各セルの動作は実際に

同時におこなわれており,各セル間の入出力の同期な.どを問題とす

るときは同時性を陽に表すモデルが必要となる.あるいは脳などの

生体における情報処理等も同時性を陽に表すモデル化が適している

と考えられる.一方,タイムシェアリングシステム,あるいはファ

イル管理のプログラムで,実際にヘッドが一つしかないディスク装

置などにおさめられたファイルを複数のユーザが共有する場合など

は逐次的な動作におとして扱うモデルが適している場合がある.

同時性を陽に表すモデルとしてはC S P(Hoare 78)のfailure

model(Hilner 80),ベトT)ネット(ベクトル加算系) (Peterson 81),

またセルオートマトン等がある.一方,逐次的動作におとして議論

するモデルとしてはフロー表現,イベント表現(Shaw 78)などがあ

る.このように逐次的動作におとして議論するモデルについては,

各プロセスをいかなる噸序で実行しても,その動作がプログラマの

意図したものとなっていることを示す問題,即ち実行の速度独立性

が議論の対象となる.

(2)システム●全体が無限に続く実行を意図したものか,あるいは

有限時間の後に実行を終了してその結果を残すものか.

即ちオペレーティングシステムやコンピュータネットワークなど
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は外部からそれなりの干渉がないかぎり,無限に動き続けることを

意図している.あるいは生物の遺伝子のプログラムも,次々と世代

を交代しながら無限に自己の複製を産み出す並列システムといえる.

このような無限な実行を扱うモデルとしてはdl言語(泉 稲垣

本多 昭58)等がある.無限な実行を扱うモデルに関しては次のよ

うな点が議論の対象となる.即ち,実行が続く間,そのシステムに

串る条件が成立ち続けることを示す間嶺(不変性)
,また各7'ロセ

スについてあるプロセスが不当に実行を長く待たされることがない

か(fairness)等である.一方有限時間で終了する7'ロセスとしては,

concurrent prolog (Shapiro 83)等で書かれた問題解決の7'ログラ
l

ム,またスーパーコンピュータ等で計算の高速化のために並列化を

行った7'ログラムなどがある.またoccan(INHOS 84),CorLCurrent

rascal(Brinch Hansen 77)等のシステム記述言着でも有限時間で終

了する並列プログラムを書くことが可能である.このような有限な

実行のモデルとしては,相互道徳逐次型プロセス系(c S P)

(Hoare 78), cobegin-coend 文(ONicki 76)等がある. ■これらのモ

デルについては,実行が終了した後の結果の正しさ,あるいはいか

なる人力に対しても実行が有限時間で終了するか否か(停止性)な

どが議論の対象となる.実行が終了した後a)結果の正しさを議論す

る問題の例としては8isantine-General Agreement(Lamport

Shostak Peasa,to appear)の問題がある.

(3)各プロセスの情報の交換は共有資源によるか,適悟によるか.

即ちオペレーティングシステムの資源管理,プロセッサの割当て

等の仕事に関する問題は本質的に共有資源のモデルで扱われるべき

である. Concurrent Pascal(Hansen 77 )はモニタ(Andrews

Scbneider 83 )によって共有資源の管理を行う並列プログラム記述

書着である.このように共有資源を扱うシステムの問題として,複

数のプロセスが同時に同じ資源を不当にアクセスすることを避ける

間超,即ち相互排除性,また共有資源をお互いに奪いあうなどして

実行が先に進まなくなるようなことはないことを保証する問題(チ
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ッドロックフリー性)等が議論の対象となる.また共有資源の割当

てに関する問題の例として｢哲学者の食事｣ (Dynning Phirosophor

Problem)(8rinch Hansen 73), ｢喫煙問題｣ (Smoking Problem)

(peterson 81 )等がある.一方通倍型の情報交換を行うシステムに

ついては, C S P,Concurrent Prolog(Shapiro 83)のように通倍に

よってプロセス間の同期をも実現する場合があり,通悟機能による

同期がデッドロックフリー性などを保証できるか否か等が議論の対

象となる.通悟型の並列システムに関する例題としては,先にのべ

たBisantine General Agreement(Lamport Shostak Pease,

to appear)の問題,またはDrinking
Phirosophor Problem(Chandy

Misra 84)等がある.またオブジェクト指向プログラミング

(shapiro Takeuchi 83)などは,すべての動作をプロセス間の通倍

によって実現するシステムと考えられる.

(4)システム全体のプロセス数は固定されているか,動的に変化

するか.

T S Sのようなシステムにおいて,複数のユーザから送られる各

タスクをプロセスとみなし,それらを制御するシステムは,各ユー

ザのlogin,logotltをプロセスの生成,消滅と考えれば7'ロセス数の

動的な変化を含むシステムと考えられる.またConcurrent Prolog

のように並列性と再帰呼び出しを兼ね備えた言語は,必然的にプロ

セス数の動的な変化を含みうる.一方コンピュータネットワークの

ようなシステムはハードウェア的に独立した一台の計算機を一つの

プロセスと考える.ことによって,プロセス数の固定された並列シス

テムとして扱うことができる.あるいは同じT S Sシステムであっ

ても,各端末機をプロセスと考えた場合は,プロセス歎の固定され

た並列システムの例となる.

フロー表現,イベント表現(shaw 78)等はプロセス数の動的変化

を含む場合のモデルである.またC S P等はプロセス数が固定され

た場合のモデルである.

本論文では,次のような並列プログラムを対象とする.
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(1)原則として,プログラムの実行は一つ下位のレベルでは逐次

的になっているものと考える.このような考えかたは,複数のプロ

セスが一つのプロセッサで処理される場合,或いはファイル等を共

有する場合などは自然な仮定である.また共有資源を持たず,通悟

機能によってプロセスが結合されている場合は,通悟以外の動作に

ついては同時に行われたか,逐次的に行われたかは本質的な問題で

はない.

このような並列プログラムはある種の非決定性プログラムとして

扱うことができる.

例として, Pl.P2 の二つの7'ロセスがそれぞれ,

Pl : Ⅹ1:=0 ; y:-ⅩⅠ+ 1

P2 : Ⅹ2:=1 ; y:-Ⅹ2+ 1

のような7'ログラムであったとするとき, Pl,P2 を並行に走らせ

た場合に,たどる可能性のある実行系列は次のようなものとなる.

xl:=0 ; y:-Ⅹ1+ 1 ; Ⅹ2:=1 ; y:=Ⅹ2+ 1

Ⅹl:=0 ; Ⅹ2:-1 ; y:-Ⅹl+ 1 ; y:=Ⅹ2+ 1

Ⅹ2:=1 ; y:-Ⅹ2+ 1 ; xl:=0 ; y:-Ⅹ1+ 1

すなわちPl,P2 を並行に走らせる7'ログラムは, PlとP2 の実

行系列をシャッフルした系列を非決定的に選ぷプログラムであると

考える.このように並列プログラムをある種の非決定性プログラム

とみなす考えかたは従来からよく見られる方法であり.形式的意味

を与える際には有用な方法である.

非決定性プログラムとしての並列プログラムの実行を図式的に見

てみると,次のような未として考えることができる.即ち,プログ

ラムは計算機のある内部状感(初期状感)から実行を開始し,ある

最小単位となる動作を実行するごとに内部状態を更新していく.こ

の様子は,初期一状感を根とし,各節点に状感を持ち,その節点から

出る枝に実行された動作が対応するような未として表される.例と

して上のPl,P2 が並行に走る7'ログラムについて,その実行を未

5



で表すと次ページ図1. 1のようになる.これについては第4章で

再び触れる.

並列プログラムの形式的セマンテイクスを定義するということは,

即ち,与えられた初期状慮の集合に対してこのような未の集合また

はその一部を抽象化して定義することと考えられる.こうしてプロ

グラムの性質は,そのプログラムから定義される未の性質として議

論することができる(EherSOn Clarke 80).例えば,実行の速度独立

性の問題などは,与えられた7'ログラムと初期状感の集合から定義

されるいかなる未の,正常な実行をあらわすいかなるバスについて

ち,プログラマの意図する条件が成り立つかどうか,という問題と

なる.

本論文ではこのような未の集合のすペてのバスまたは,すべての

有限な^'スの集合,及び,すべての初期状感すなわち根と,正常な

終了をあらわす状感(葉のうちのあるもの)の対の集合等でセマン

テイクスを定義する.

本論文の最後の部分の結果は,並列プログラムを非決定性プログ

ラムと考えて,検証体系を与えたことによって得られたものである.

(2)すべてのプロセスは有限時間内に計算を終了し,計算結果を

出力するものとする∴

この仮定は,本論文では,ユーザプログラムのように何らかのア

ルゴリズムを実現したプログラムを対象としていることによる.従

って,オペレーティングシステムあるいはconcurrent pascal

(Brinch HanseA 77)のようなcycle 文を含む言藷によって書かれた

プログラムのように,無限に動き続けることを意図したシステムを

対象にするには不適当であるように思われるかもしれない.しかし,

オペレーティングシステム●の多くの部分が,有限時間で完了するア

ルゴリズムの繰り返しからなっていることからわかるように,無限

に実行が続くシステムについて議論する場合も,ある時点から有限

時間内での動作にのみ注目して考えることも多い(例えば,ある人

力が入ってから,その結果が出力されるまで)
.また無限に実行が
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図 1. 1 計算の木



続くシステムの多くの性質は, (fairness 等の適当な制限を考慮す

れば)有限時間で停止するプロセスの自然な拡張によって与えられ

ることが多い.したがってこの仮定のもとでも,無限に動き続ける

ことを意図したシステムに関する諌論も1ある程度は可能である.

(3)本論文では共有変数型のモデルと,通倍型のモデルの両方に

ついて.それぞれ形式的な検証体系をあたえる.

共有変数型の並列プログラムのモデルとしては,有限佃のプロセ

ズを有限状態のスケジューラによって同期をとるモデル:正規並列

プログラム(R G C)を導入する.プロセス間の同期機構を有限状

厳に制限することは,特に強い制限ではない.その根拠は,後に示

すように,二倍セマフォのような同期機構は有限状慮のスケジュー

ラによって記述できることによる.また山下らは(山下 稲垣 本

多 昭55)で有限状慮のスケジューラをもつ並列7'ログラム図式

(c p s) (c s pではない)を扱っている. C P Sのスケジュー

ラは,各プロセスの命令の一種である通倍命令(C S Pの通悟命令

とは別の機能を持つものである)を入力アルファベットとする有限

オートマトンで表される.このような有限状感スケジューラを持つ

C P SがConcurrent Pascal風のモニタ機能で同期をとるような7'

ログラムを記述する能力があることを示し,実際的応用のうえで十

分な記述能力があることを主張している.本論文で扱うR G Cは禾

質的に解釈付のC P Sと同等である.

また通悟型のモデルとしては川oare 78)の相互遺伝逐次型プロセ

ス系(c S P)を採用する. C S Pはプロセス間の情報の交換及び

同期を,適悟命令機能(先述のC P Sの通悟命令とは異なる)によ

り行うもので, Adaの待ち合わせ(rendezvotlS),またはINMO S

グループのoccam(川MOS 84)等のモデルとして取り入れられている.

本論文では,いずれのモデルでも並列動作の入れ子(nesting)は

許さない.これ時主に,理論が煩雑になるのを避けるためである.

(4)本論文で扱うモデルはいずれもプロセス歎は有限佃に固定さ

れたものである.この点について, Brinch Hansenは,次のよう
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に述べている(8rinch Hansen 77).即ち, 7'ロセスの動的な生成,

抹消はプログラミング言語の意味付けや首藤処理系の設計を複雑に

するのみで.その長所を十分に引き出す場合はまれである.

Concurrent Prolog は並列性と再帰呼び出しを兼ね備えた言語で

プロセスの動的な生成,抹消を含むが,このような論理型の言岳に

ついては,本論文で扱うような手続き型の言語に対する公理的意味

論とは別の異なる意味記述法を導入すべきと考えられる.

'即ち,本研究で対象とする並列プログラムは通常のユーザプログ

ラムのように,何等かのアルゴリズムを実現したようなものを憩定

している.

なお,本論文では,並行(concurrency)と並列(parallelism)め

区別は特に行わず,いずれの呼びかたをされるものに対しても並列

プログラムという用語を主に用いる.

I . 2 プログラムの正当性枚証の理論

プログラムの正当性検証の理論は, 1 9 6 0年代にFloyd(Floyd

67)によって始められ, Hoare(Hoare 69)によって論理体系として

確立された.その後, Hoare論理では扱えないプログラムの停止性

等や,非決定性プログラム,再帰呼出を含むプログラム,また無限

に実行が続くプログラム等をも議論の対象とするため,様相論理を

基にした論理体系(pnueli 77,Manna Pnueli 79,Hare1 80),あるい

は述語変換系を基にした研究(Flon Suzuki 81)等が行われてきた.

これらの研究は当初は,プログラマ自らが設計し実現したプログ

ラムが,プログラマが意図した仕様を満たすことを,自動的にある

いは会話約手法によって証明するためのシステムの開発を目標とし

ていたが,数学的,技術的限界から,そのようなシステムが現実的

でないなどの批判があった.また｢プログラムの正しさの数学的証

明｣の,プログラムの悟輯性を保証するものとしての有効性を疑問

視する意見もあり(De Millo Lipton Perilis 79),暫くは7'ログラ

ムの正当性検証の理論は,その理論の意義について議論があった.
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しかし,近年ソフトウエアの設計,開発の上でプログラムの形式

的意味記述の重要性が紀識されるようになり,またプログラミング

における論理的アプローチの有効性が様々な形で詑められるに至り,

プログラム検証の理論の研究は,その意義を広く経められつつある

といえる.

プログラムの形式的意味記述の手法としては,プログラムの不動

点理論から発展した表示的意味論(中島 昭57,8enson 82)
,ウィ

ーン定義法のような操作的意味論(LtJCaS 81),アトリビュートグラ

マ等の他に,抽象データ型を用いた方法に代表される代数的意味記

述法(北 坂部 稲垣 本多 昭58)等がプロダラミング言語及び

その処理系の設計,実現への応用等を目的として研究されている.

しかし,これらの手法はすペての局面において有効であるとは言え

ない.例えば,既に存在するプログラミング言語によって実現され

たプログラムの働きをユーザに理解させる方法として,その言語の

代数的意味記述のみから理解させようとする試みは適当とは思われ

ない.即ち,代数約手法は,言語の設計者,インプリメ ンタにとっ

ては優れていても,それだけではユーザに対して不親切であると考

えられる. プログラムの正当性検証の理論は,その研究開始当時

の目的から,比較的ユーザに近い局面での応用に適した意味記述法

であるといえる.即ちEuclid(Lanpson et a1 77), I 0 T A

(Nakajina Yuasa Kojina 80) , Clear(Bustall Goguen 81),Clu

(Liskov Snyder Atkinson 77)などの検証性の高い7'ログラミング

言語や抽象データ型の理論を基にした開発用ツール-の応用,プロ

グラミングの初級者に正しいプログラムを構造的に作成する方法の

教育(Alagic Arbib 78)などの応用の多くはプログラマのための試

みといえる.またプログラムの証明から,ドキュメントを作成した

り,プログラムリストにコメントつける際の参考とする等の面でも,

他の意味記述法`よりもユーザには利用しやすい.さらに,プログラ

ムの中で使用したデータ型の性質を,抽象データ型を用いて記述し

てあった場合,プログラムの正当性の検証に抽象データ型の公理を
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用いることも可能である(Nakasi巾a Honda Nakahara 80).即ち,代

数的意味記述法も公理的意味記述法と組み合わせて用いることによ

り,より多くの局面で有効となるであろう.

したがって,プログラムの正当性の検証の理論は,特にユーザに

近い局面での応用を考えて,議論すべきと考える.

例えばプログラムの設計,検証が容易であるようなプロダラミン

?'言語とその言語に対する検証システム,及び通常a)高級プログラ

ム言藷-のコンパイラ等をもつプログラミング環境を考える等の応

用は有効と思われる.

プログラムの検証の理論で最もよく知られているのは, Hoareの

部分的正当性検証体系(Hoare 69)である. Hoareの体系では, 7'ロ

グラムPが条件申を満たす人力に対し,もし実行が停止すれば,出

力結果が条件Yを満たすことを. pが人力条件○と出力条件Yに関

して部分的正当であるといい,

申(P) Y

という式であらわす.これを論理式として公理と推論規則から形式

的に証明することによって, Pの正当性を検証するのがHoareの方

法である.この方法は言わばプログラムの計算の結果のみについて

の形式的議論であり,プログラムが暴走することはないか(停止性),

あるいは計算の途中で配列の添字が指定された範囲をこえたりしな

いか等,プログラムが正常に終了するか否かについて,即ち計算の

制御については議論の対象とはならない.後に,プログラムの停止

性または,再帰呼出を含むプログラム,手続き呼出の際の引き敷の

受け渡し, go to 文なども扱えるよう拡張された体系(Alasic

Arbib 78)などが報告された.

一方,非決定性を含むプログラムについてその計算結果及び計算

の制御について検証を行うために, Hoareの体系の拡張ではなく始

から別の論理体系を用いる方法も提案された.即ち,様相論理をと

りいれた方法として時制論理(Temporal Logic) (Pnueli 77) ,
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拡張されたHoareの体系と様相論理を結びつけたダイナミック論理

(DynamicLogic) (Hare1 79),また述蕗変換系(predicate trams

former)を用いることにより7'ログラムが正常に結果を出すための

最弱前条件(weakest pro-condition)を求める方法(Flon
Suzuki

81)である.

時制論理では通常の論理記号の他にG, F等の論理記号を用いる.

これは様相論理の□, ◇にあたるもので直観的にはGVとは,ある

時点から先は常にVが成立ち続けることをいう.この記法を用いる

と, 7'ログラムPの申とVに関する部分的正当性申(PI Vは, P

の終了した時点にい,ることをhalt,で表すこ･とにすると,

申⊃G(halt p ⊃V)

によってあらわされる.

またダイナミック論理では□, ◇の論理記号にプログラムPを対

応させ, [P] V,くP> Vといった記法を用いる.これらの意味

はそれぞれ｢Pの終わった時点ではいつもYが成り立つ｣ , ｢Pの

終わった状感でVの成り立つものが少なくとも一つ存在する｣であ

る.これらの記法を用いると,申(PI Yは

申⊃ [P] Y

によって表される.

また最弱前条件では. 7'ログラムPと出力条件Vから, Pが停止

して結果がYを満たすために人力が満たすべき最も弱い条件をPと

Vに関する関数wpの倦と考え, wp(p, V) のように表す.即ち,

申⊃wp(P, V)

は申 〈PI YかつPが停止することを意味する.

これらの記述,検証の手段のお互いの関係はHarel(Hare1 80)が

ダイナミック論理と他の体系との関連について論じている.また

(Majster-Cederbaun 80)でもwpによる意味論と他の意味論との関係

が議論されている.

並列プログラムの検証の体系のうちのいくつかは非決定性プログ

ラムの検証体系に関する結果をもとにしたものである.非決定性プ
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ログラムの性質が.そのプログラムが作る未の性質として表現され

ることは先に述べた通りである.事実,非決定性プログラムの検証

に関する研究のいくつかは,その目的として並列プログラムの検証

をあげている(Pnueli 77)
.即ち並列プログラムの性質は,それを

非決定性プログラムとみなした時に,その非決定性プログラムの実

行によってつくられる未の性質として議論される.しかし,実行に

よってつくられる木の性質を表現する富岳は,形式的検証にはその
●

ままは使えない.プログラムの検証に用いられる言語は,プログラ

ムを実行する以前に得られるもの,即ちプログラムの構文を用いて

表現する言落でなければならず,なおかつ,推論規則は構文の構造

にそって噸吹通用できるものでなければならない.以下にあげた検

証体系はいずれもプログラムの構文をもちいて,その性質を記述し,

推論するような体系となっている.

並列プログラムの意味論,正当性検証体系に関する研究として,

共有資源型,通悟型共に, Hoareの公理系の拡張(Owicki Gries 76,

Lanport 80,Apt Francez De 宜oever 80,Gerth De Roever 84,

Lamport Schneider 84,Soundararajan 84),様相論理(Pnueli 77,

Abrahamson 79,Manna Pnueli 79,Manna Pnlleli 81,Manna Pnueli

83),述蕗変換系(FIon Suzuki 81,Elrad Francez 82 )を用いる方

法が提案されている.これらの体系のうち, Hoareの体系を拡張し

たものとしては,通倍型の並列7'ログラムに対しては(Apt Francez

De Roever 80,Lanport Schneider 84,Soundararajan 84) 等があ

る.これらはいずれもプログラムのモデルとしてC S Pを採用して

いる.また共有変数型の並列7'ログラムに対しては, (Owicki

Gries 76,Lanport 80.Apt 81)等がある. Hoareの体系は先に述べ

たように,計算の結果のみに着日した性質の検証体系であったため,

これを並列7'ログラムに拡張したとき.次のような点が問題となる.

即ち並列プログラムの正しさとして特に関心がもたれるデッドロッ

クフリー性,共有資源の相互排除性などの計算の制御に関する性質

についての検証が出来ないという点である.この点については様々
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な工夫がなされ, (Owicki Gries 76)に見られるようにC S P,秦

件付臨界領域のような特定の制御方式については計算の制御に関す

る性質についての検証も-応可能である.

しかしさらに次のような問題点が残されている.上に述べた体系

では,例えば, Pl,P…,･･-･･, Pれ というn佃のプロセスが並列に

走るプログラム

PI H P2 IJ･･-･･JI PA

に対して,入力条件申と出力条件Vに関する部分的正当性の検証は

次のようにして推論される.即ち,ある述語の列

申I,02,･･････,申,,
, Vl,V2,･･････, V..

に対し,各プロセスごとにある性質

申I (PI I V1

4)2 (P2 I V2

中A (Ph ) V^

を証明し,かつ申.,02,･･-･･,申h にある関係が成り立ち,かつ

Yl,Y2,･･････, VA にある関係が成り立つとき,

∧申i (PI JIP2 1I･･-･･1] Pn ) ∧Yi

が善かれ,そこから,

申(PI II P2 1l･･････II PれI V

を結論する,といった手噸をふむ.

この方法では,プログラムの構文を各プロセスに分ける推論規則

を与えている. Hoareの公理系は. 7'ログラムをbegin-end,while

do, if then等の単独でまとまったモジュールの組合せ,即ち構造

化された構文を用いて記述することによって,意味紀述が簡潔にな

るというインスタンスと考えられる･.しかし並列動作は意味記述の

簡潔さのためより,高速化等の実現の都合上生じた構造と考えられ

るため.並列に走るプロセスの組合わさったプログラムの各プロセ

スをモジュールとして,全体を構造化された構文とみなすにはモジ

ュール間の結合が複雑でありまた強すぎると考えられる.その結果.
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4)1.4)辛,･･････,4)^ に成り立つある関係(例えば4)I.申2,･･････,中れ

が共有変数を含まない等)のような付帯条件が数多く付くなど推論

規則が複雑となる.このような体系のもとでの証明は,推論の各ス

テップがプログラムの各部分の直観的な意味を理解するために,証

明全体をみわたす必要がある等ドキュメントとして読みづらい等の

問題点を含む. Hoareの体系の証明が優れている点として, 7'ログ

ラムの働きを,実行時の動きを逐次追うことなく,その構文上から

ズタティツクに理解することができるという点があげられるが,こ

のようにプログラムの見かけ上の構造にとらわれた証明ではその長

所は十分に生かされない場合が多い. LaqLpOrtは

Hoareの記法の意味を変更して,ある程度プログラムの動的な面が

推論規則に現れるような体系をC S P(LaMPOrt Schneider 84),及

び共有資源型(L…port 80)のプログラムにういてあたえている.

一方,時制論理を用いる体系(HaMa
Pnueli 83,Manna Pnueli 79),

被防護命令プログラムに対する最翁前条件を用いる体系(Flo仙

Suzuki 81)等は,プログラムの実行をある程度ステップワイズに

追う形の証明を行うものといえる.即ち,並列プログラムは,動作

的には非決定性7'ログラムとして扱うことが可能であることから,

並列プログラムの検証を非決定性プログラムの検証として行う考え

かたである.このような体系の特徴として,その適用範囲の広さが

あげられる.即ち,並列7'ロ9'ラムを一旦非決定性7'ログラムに変

形してから検証を行うため,公理と推論規則は非決定性プログラム

に関するものを与える.従って.いかなる同期メカニズムを使う並

列プログラムも,非決定性プログラム-の変形手続きさえ与えられ

れば,公理と推論規則は共通のもので十分である.さらに時制姶理

を用いる方法ではプログラムのデッドロックフリー性,相互排除性

などの計算の制御に関する性質についても,直接的に表現し検証す

ることが可能である.また披防建命令7'ログラムの性質は,実行時

につくられる実行系列の未に関する性質として形式的に与えられれ

ば,不動点を用いた表現に機械的に変換可能であること(Emerson

1 5



Clarke 80)
,及びその不動点が単調な関数の最大あるいは最小不

動点で与えられれば容易に公理系が待られること(Flon Suzuki 81)

より,最弱前条件による方法も表現能力に関しては強力である.

しかし,これらの方法はいずれもプログラムの変形を伴うため,

既にある言着で実現されたプログラムのドキュメントとしては不適

当であり,また会話型の半自動証明などにも向かないといえる.す

なわも,時制論理による方法等は,先に述べたようなプログラムの

設計,検証のための首藤とその言語に対する検証システムのほかに,

通常の並列プログラム言語-のコンパイラをも用意した環境への応

用を考える場合に有効と思われる. Wolper のダイナミック論理に

基づくスケジューラの合成法(Nolper 82)等はその種の試みとみな

すことも可能である.また,被防護命令プログラムに対する最弱前

条件を用いる体系は.純粋に証明論的な議論の対象として考えるの

が適当と思われる.

本論文では,ユーザが並列性を含むプログラムを設計するために

適した言語を憩定し, Hoare統の公理系の並列版の短所を補った検

証体系,即ち非決定性プログうム-の変形を含むことなく,計算の

制御に関する性質の検証も可能で,かつプログラムの見かけの構造

にとらわれず,できあがった証明からプログラムの動作を追うこと

が容易であるような検証体系を与える.

即ち,まず共有資源型並列プログラムのモデルとして,正規並列

プログラム(良 G C)を導入し,その検証体系をダイナミック論理

の拡張として与える.次に,通悟型の並列プログラムのモデルとし

てC S Pを採用し, cーentralized approach(Elrad Francez 82)によ

る換証体系を与える.

最後に,並列プログラムを非決定性プログラムとして検証を行う

体系の証明論的性質としてAptの完備性(Apt 81)の概念を拡張して

待られた結果を｣いくつか示す.
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井2+ 正叔並行プE)グラムの牧征件系

本章で扱う共有変数型の並列プログラムは次のようなものである.

①.すべてのプロセスは,分岐,連接,及び脱出条件が書かれた

繰り返しの組合わさった構造により,計箕を行う.

⑧.プロセス敷は動的に変化することはなく,有限佃に固定され

ている.

⑧.各プロセス聞の同期の条件は,許される実行系列の集合を表

す正規表現として与えられる.

並列プログラムの正当性として示すべき性質には次のようなもの

が考えられる.

(1)速度独立部分的正当性･･･いかなる噸序で実行されても計算結

果は出力条件をみたす.

(2) 停止性･･･どのプロセスも無限ループに陥ることはない,

(3) デッドロックフリー性･･･計算が途中で行き止まりになってし

まうことはない.

(4)相互排除性･･･複数の7'ロセスが同時に臨界領域にはいるこ

とはない.

本章では,正規プログラム(R G)の形で書かれた非決定性プロ

グラムの検証体系として(Hare1 79)が提案した第一陣ダイナミック

ロジック(R G-D L)を拡張し,上紀の(1), (3), (4) についての

検証体系を与え,その無矛盾性及び完全性を示す.すなわち,

良 Gを拡張し,上記①. ⑧. ⑧を満たす並列プログラムのモデル

(R G C)を導入し,また論理紀号といくつかの公理,推給規則を

補うことによって.新しく論理体系R G C- I Lを提案し,その無

矛盾性と完全性を証明する.

2. 1 正規並行プE]グラム

本筋では上に述べたような条件①, ⑧, ⑧を満たす並列プログラ

ムを紀述できる書籍として正規並行プログラム(氏 G C)を定義す

る.このR G Cは, (Hare1 79)によって導入された非決定性プロ9'
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グラムの記述言藷である正規プログラム(良 G)の拡張として次の

ように定義される.

2. 1 . 1 R G Cのシンタックス

プログラムに現れる変数記号をx,y,･･･等で,関数記号をf,g,･･･等

であらわす.引数を持たない関数記号を定数記号という.それらか

ら作られる項をrとし変数をⅩとするとき,

Ⅹ ;
=

T

を割当文という.

また,書記号のない述藩論理式pについて,

P ?

を判定文という.代入文と判定文を基本命令という.

プログラムのシンタックスは,そのプログラムの実行系列を表す

正規表現で与えられる.即ち,

〔定義2. 1〕基本命令の集合∑の上の正規表現を正規プログラム

(氏 G)という.即ち,

(i) ¢, ¢,および基本命令はR Gである.

(ii) α, βがRGなら, α;♂, α∪β,
α★ はR Gである.

演算記号の結合の強さの噸序は*, ;, ∪とする.必要に応じて

括弧(,)を用いることもある.以下では正規表現とそれが表す系列

の集合とを同一視する.直観的にはα;♂, α∪β,
α★ はそれぞ

れ次の図2. 1のような非決定性のフローチャートを表す.

l■

■■
α;♂ α∪β

囲2. 1 RGに対応するフローチャート
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この表現を使うと

分岐, ifP thenAelseB,

連接, A; B.

繰り返し, NhilePdoA

はそれぞれ,

P?;AUrP?;B,

A ; B,

( P?;A)
*

; rP?

によって表すことができる.((Hare1 79)ページ2 1参照)

〔定義2. 2〕 α1.･･･, αn
, qがR Gのとき,次の形の表現

(､αl Hα2 1(･･･l暮α. ) n d' n q2 ∩･･⊥n qh

を並列構造(P S)という. R GならびにP Sを正規並行プログラ

ム(R G C)という.

ここで, llおよぴ∩は.それぞれ,シャッフル演算,ならびに共

通集合の演算を表す.よく知られているように,正規集合のクラス

紘, lIでも∩でも閉じているので, P Sの表す集合もやはり正規集

合である.

2 . 1 . 2. R G Cのセマンディクス

R G Cのセマンテイクスは,領域βとその上での解釈を指定する

ことによって定まる.まず状感の概念を導入する.

〔定義2. 3〕空でない領域βが指定されているものとする.この

とき,各関数,各述番および各定数のβ上での解釈と変数のとるβ

上の倍.の組を状感という.以下では,関数,述蕗,定数の解釈を一

つに固定して嶺給を進めるので,単に変数のとる値の組を状感とい

う.以下で, i巨Qは.状慮iで述韓Qが成り立つことを表す.ま

た,以下では, i辞Qと書いて,状感iで述蕗Qが成立しないこと

を表す.また任意の状態iで述韓Qが成り立つとき単に巨Qと書く

〔定義2. 4〕ユニバースUは,状感の集合である.

〔定義2. 5〕 R G Cα･に対して,ユニバースU上の関係m(α)

を以下のように定義する.
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(i)まず,基本命令に対してはつぎのように定義する. x:ニーに

対しては,

m (･Ⅹ:ニー)- ( (i, j) I i ∈U,かつ,

jは,状感iでのTの債が存在するとき

その倦をⅩに代入して得られる状感. I .

また判定文Q?に対しては,

m (a?)≡ ( (i, i) I i ∈U, i巨QI .

(ii)次に,基本命令の系列wに対しては, m (Ⅴ)を次のように

定義する.

w=8 (空系列)に対しては,

m (c) - ( (i, i) I i ∈Ul .

eを基本命令とするとき.
w≡u ; eに対しては,

m (Ⅴ) -m (u) Om (e )

ここに, ○は関係の合成を表す.

(iii) R G Cα･に対しては,

m (α) -∪}
m (Ⅴ)

ここで, Uw はαに含まれる各wについての和集合をあらわす.

〔定義2. 6〕任意のk≧0について, el, ･･･,ek ･･･,eれ を基本命

令,i｡,･･･,ik･･･,ihを状感とする.

このとき 0くk≦nについて,

(ik_I,ik ) e m (e k )

を満たすならば,

<8,i｡>くel
,il>･･･くe,,,iA>

ないしは

<e,io>くel
,il>･･･くeA,iA>く⊥>

を計算履歴という.ただし⊥は計算がそれより先に進めないことを

表す記号である.

〔定義2. 7)計算履歴u, Ⅴを,

u=く18
,io>くel,il> ･･･くeh,i.I>

v-くc,i｡'>くel･.1I'> ･･･くe..
,1J>

● ■ ●

とする.これらの連接uvは,iA -i｡'のときにのみ定義され,
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u v-くe,i｡>くel,il> ･･･くeh,ih><eI ,il'>
･･･く en',1n'>

■ ●

とする.

〔定義2. 8) Ⅰ (⊂U)を状慮の集合, αをR G Cとする.この

とき, αとⅠに対して,計算履歴集合H (α, Ⅰ)を次のように定

義する.

(i)まず基本命令については次のように定義する.

割当文Ⅹ ;ニーについては,

班 (Ⅹ ;
〒r,Ⅰ)≡ (くさ,i>く⊥>･ I i ∈ I,かつ

(i, j) ∈m (Ⅹ:=r)となる jが存在しない. I U

(くs,i>くⅩ:=r,j> I i ∈ Ⅰ,

(i, j) ∈m (Ⅹ:-T) ) ∪

(く8,i> t i ∈ II .

判定文Q?については,

H (a?, Ⅰ)- (くc, i>く⊥> I i ∈ Ⅰ, i臣Q〉 ∪

(く8,i>く8?,i> I i 伝 Ⅰ, i巨QI U

(く8,i> t i ∈ Ⅰ〉 .

(ii)次に基本命令の系列wについ七は次のように定義する.

w- 8については,

H (8, Ⅰ) - (くc,i> I i ∈ II .

次に, uを基本命令の系列, eを基本命令とするとき,

w-u ; eに対して

H (u ; e, I) -

H (u,Ⅰ) H (e, (j I ]i ∈Ⅰ,(i,j)
∈m (u) I )

U 班 (u,Ⅰ)

ここで, H (u,Ⅰ) H (ら, (j li ∈Ⅰ,(i,j) ∈m (u) I )

は計算履歴の連接をその集合に自然に拡張したものである.

(iii)一般に, 氏 G Cα･に対しては,

H (α, Ⅰ) -∪}
H (w, Ⅰ)

H (α, Ⅰ)は. Ⅰに含まれる状愚からαを実行したときにたど

る計算履歴の集合である.なお定義からわかるようにそれにはαの

2 1



アレフイクスを実行したときの計算履歴も含まれることに注意され

たい. 以上の定義より次の補題は容易に証明される.

〔捕遼2. 1) α, Pを任意のR Gとし, Ⅰ (⊂U)を状態の集合

とする.このとき

(i) 班 (α∪β, Ⅰ) -班 (α, Ⅰ) U H (♂, Ⅰ)

(ii) H (α ; ♂. Ⅰ) -班 (α.I) U 班 (α,Ⅰ) 班 (β, Ⅰ' )

ここに,Ⅰ'- (j I ∃i ∈Ⅰ ∧(i,j) ∈m (α) )

(iii) H･(α･, I) -H (α,Ⅰ) UH (αi, Ⅰ) H (α, Ⅰ")

ここに,Ⅰ-- (j I ]i ∈ Ⅰ∧(i,j) ∈m (α暮) I

(iv) 冗 (打∩β, Ⅰ) -H (α, Ⅰ) n H (♂, Ⅰ)

(v) R G Tが存在してH (αll P, Ⅰ) -H (T, Ⅰ) □

遡 αを,

(x> 1 ? ; (even(x)?;x:=x/2 U

odd(x)?;x:=3x+1))i ;x=1?

とするとき,

Ⅰ - (i I i巨Ⅹ-5Iに対する計算履歴集合H (α, Ⅰ)は,

(< c,
x=5

>,

< e,
x-5 ><1>,

< 8, x=5 >< Ⅹ> 1 ?, x=5
>-,

< e, x=5 ><Ⅹ> 1 ?, x=5 ><⊥>,

< e, x=5 >< x> I ?, x=5 ><odd(x)? , x=5
>.

< e,
x=5

><Ⅹ> 1 ?, x=5 ><odd(x)? , x=5 >

<x:=3xll, x- 1 6 >,
･･･)

となる.

2. 2 R G Cで表現される並行プE)セス

前章で導入したR G Cは,第2章のはじめにで与えた条件①, ⑧,

⑧を満たす様な並列プログラムをモデル化する能力があることはそ

の定義から理解できる.ここでは,その有効性について考えるため

に,従来考えられてノきたいくつかの共有資源ないしは共有変数に基
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礎をおく同期方式のうち2値セマフォと条件付臨界領域(c C R)

をR G Cで記述する方法を示す.

R G Cでは,有限固定個数の並行に走る7'ロセスPl , P2,･･･,

P..はR G, αl,α2,･･･, α.t のシャッフル

αI (t α･2 fl･･･lf α･れ

で表され,それらの同期は, R G6l,d2,･･･, 6n の積

q=6I n62 ∩･･･n dn

で表現さ.れている.すなわちαI ll α･2 H･･･Il α.,は, n佃のプロ

セスが並行に走るときに,考えることのできるすべての実行系列を

表しており,そのなかから♂に含まれる系列だけを可能な実行系列

として許すことによって,並行プロセスの同期を実現している.こ

のように,許される系列の集合ないしはそれらが満たすべき条件を

与えることによって同期条件を表すという考えかたは, (山下,棉

哩,本多 昭5 5)の有限状態スケジューラを有する並列プログラ

ム図式(C P S)早(Canpbell,Harbeman 74)のバス式(path

expression)などで採用されている.特に,バス或は,共有資源に

対する操作の正しい系列の集合を規定するものであり,操作の名前

の系列の集合を表している.このような意味で, R G Cは,バス式

による同期機構の自然なモデルであるといえよう.

共有変数に基礎をおく同期機構として,バス式の他に,セマフォ

(semaphore)
,条件付臨界領域(conditional

critical region,

c cRと略記する)
,モニタ(monitor)などが考えられている

(Andrews, Schneidr 83).これらの同期機構のうち, 2値セマフォ

及びC C Rは次のように表現することができる.

〔1〕 2値セマフォ 2値セマフォによって制御される実行系列は,

｢P操作が実行されるとⅤ操作の実行後でなければ次のP操作は実

行されない｣という性質で特徴づけられる.問題にしているP操作,

Ⅴ操作で指定■される臨界領域に含まれる命令の集合を∑c で,また,

∑c の命令とP操作, Ⅴ操作以外の命令の集合を∑とすれば,上の

性質を持つ命令系列の集合は,
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(∑暮 p (∑∪∑c )
*

Ⅴ)I

というR Gで表現される.なお, P, Ⅴ操作は,セマフォ変数をⅩ

とすれば,
.値0,1のxへの代人Ⅹ

: -0,
Ⅹ : -lによって実現さ

れる.

〔2〕条件付臨界領域(C C R)共有資源Rを有するn佃のプロセ

スPl , P2,･･･, P.からなる並列7'ログラムを考える.各7'ロセ

スPiが共有資海Rに関して,

with R when Bi do Si

というCtRを含むものとする･ここにr Biは条件文･ Siは命

令系列である.まず上記のプロセスPiの共有資源Rに関するC C

Rの部分は

､( rBi ?)I (Bi ? ; Ⅹ ;-0 ;Si ; Ⅹ :-1)

と表されるので, Piのその部分をこのように置き換えて待られる

R Gをαiとする.ここにⅩはRに関する2値セマフォ変数である.

さて, C C Rを含む上記の並列プログラムをR G Cで表現するに

は,共有資源Rに関する相互排除の条件を表すR G♂1と通常要求

される公平な7'ロセスの実行を保証する条件を表すR G d2 を構成

し,

(α) II α2 暮l･･･1Iα.I ) ∩ (ql n d2 )

とすればよい.

まず, q.紘,次のように構成される●.

♂1-( ∑* ((Bl? ; Ⅹ : - 0 ; ∑* ; 忠ll;

∑* ･, sI2; ･･･, ∑* ･,

SIkl･,∑*
･,

Ⅹ ;
- 1~) ∪･･･

∪ (Bれ? ･,
Ⅹ

･
.

-0 ; ∑* ; a hI ;

∑書･･･∑暮; a
nk,I ; ∑暮; Ⅹ .･

= 1)I

∑' )I

ここで, ∑は, C C Rに含まれない命令の集合である.また,各

Siは簡単にSi -Si.; Si‡;･･･Siki (i -1.
･･･,

n)のよ

うな基本命令の系列であるとしている. Siに∪や*が含まれる場
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合にも,上記の構成法は容易に拡張できる.

次に, q2 については,待ち行列として機能する(山下,稲垣,

本多 昭 55)で用いられた形の有限状感スケジューラを構成し,こ

の有限状慮スケジューラで定まる有限オートマトンの受理する集合

を表す正規表現として62 をもとめればよい.待ち行列のとり待る

状慮の致は.プロセス歎がn備に固定されているので,たかだか,

.n価からk佃(0≦k≦n)選ぶ噸列の敷の合計である.
n偶のプ

ロセスP､1,P2,･･･Pn に対して,有限状態スケジューラの状感集合

Qを次のように定義する.

Q- i 〔e〕 I U i 【ili2･･･i k 〕 I 1 ≦k≦n, ili2･･･i k は

1からnまでの整数からk相違んで得られる噸列I .

ここで, (ili2･･･i i 〕は,プロセスがPil, Pi2･･･. Pikの噸

に待ち行列に並んでいることを示している.また〔e)は,待ち行

列が空であることを示している.

さて,待ち行列が〔ili2･･･i A 〕であるとき,そこに含まれない

7'ロセスPh が7Bh ?を実行して待ち行列に加わると,待ち行列

は, Pit, Pi2･･･, Pik, Pn となる.一方待ち行列がPiI, Pi2

･･･, Pikであるとき,その先頚のPilがBil? ; Ⅹ :
-0を実行し

て臨界領域にはいると待ち行列はPi2･･･, Pikになる.従って,育

限状感スケジューラの状慮遷移関数6は次のように定められる.

8 ( 〔ili2･･･i k ) ,

7Bh?)
- 〔ili2･･･i k m〕

(但し, 1≦m≦nかつm≠ il,･･･, m≠ ik )

8 ( (ili2･･･i k ) , Bit?) - (i2･･･i k )

8 ( (8] ,

7Bh?)
- 〔m)

6 ( 〔m〕 , B..?) - (e〕

∂ (q, 令) -q

(但しq∈Q,かつeは7Bh?L, B.?以外の命令. )

R G C d2 を構成するには,この有限状態スケジューラで,初期

状態を〔e)
,最終状感集合を(

〔8) Iとして定まる有限オート

マトンの受理する集合を表す正規表現をもとめればよい.
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2. 3 牧証♯系R G C- I L

並列7'ログラムの正当性として戟給すペき性質としては,先に述

べた仙速度独立部分的正当性, (2)停止性, (3)デッドロックフリー性,

(4)相互排除性がある.本章では,ダイナミックロジック(Hare1 79)

の体系R G-D Lを拡張して,上記の(I), (3), (4)の証明が可能な論

理体系を与える.

･ここで論理式Rの証明が可能とは,論理体系に含まれる公理から

推論規則だけを用いてRを推論できることである. Rが証明可能で

あることを卜Rであらわす.

～. 3. 1 R 伝-D Lの概事

まず, Harelの非決定性プログラムの検証体系であるR G-D L

(Hare1 79)について,その概要を述べる.

〔定義2. 9〕 R G-D Lの論理式を次のように定義する.

(i)述簿記号pと項Tl.･･･, TA から作られる素命題

p(
Tl,･･･, T- )

はR G-D Lの論理式である.

(ii)論理式p, a, R Gα,と変数Ⅹに対して,

rP,
P v a, ]ⅩP, [α] P

は,いずれもR G-D Lの論理式である.また,

｢ [α] rP

杏

くα) P

と略記する.その他に,

rP v a,
7 (rP vrQ) , ｢ (]ⅩrP(x))

をそれぞれ,

P3Q, P^Q, V I A(x)

と略記する.

(定義2. 1b) R G-D Lの論理式の真偽は次のようにして決め

られる.

(i)素命題p( Tl.･･･, T,, )について,
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iF p(
TI,･･･, rh )肝

｢状慮iでp( Tl,･･･, Th )の解釈の結果が真. ｣

(ii) i巨A v B肝｢i巨Aまたはi巨B. ｣

i巨rA肝｢i巨Aが成り立たない. ｣

i巨]ⅩA(x)
1･# ｢あるⅩが存在してi巨A(x).｣

(jii) PがR G-D Lの論理式, αがR Gのとき,

i巨[α] P肝｢〉j(i,j) ∈m (α)に対してj 巨P. ｣

直観的争こは[α] Pはαのすペての実行に対してもそれが終了す

れば必ずpが成立することを,また くα) Pはαが停止してPが成

立するような実行のしかたがすくなくとも一つ存在することをあら

わす.

以上のセマンテイクスのもとで,次の公理系R G-D Lが完全か

つ無矛盾であることが,川are1 79)で示された.

〔公理〕

命題論理におけるすべての公理(例えば,(細井 昭49) 138 頁参

照)と次の4つの公理( -R),(?R),(;R)及び( UR).

(-R) [Ⅹ:=r] P≡p 〔Ⅹ/r〕 ,

tこ

ここに, Pは述藩論理式, P 〔Ⅹ/T)はPにおける変数Ⅹのす

ペての自由な出現に丁を代人したもの.

(?氏) [Q?] P≡Q⊃P

(; 良) [α ; β] P… [α] [β] P

(UR) [α∪β] P≡ ( [α] P∧ [β] P)

〔推論規則)

(M P) P P

a

[α] P⊃ 【α] a

(* Ⅰ)

P⊃__lα] P

-P⊃
[α★ ] P

]ⅩP(x) ⊃]ⅩQ(x)

(*C)

i(nll) ⊃ くα) P.(n)

P(a) ⊃ くα★ ) p(0)
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2 . 3 . 2 R G- 1 L

前節で述べたRG-DLに新たな論理記号=をつけ加える.こう

して拡張された論理体系をR G-I Lと呼ぶ.

〔定義2. 1 1〕 R G-ILの論理式は次のような式である.

(i) R G-D Lの論理式はR G-I Lの論理式である.

(ii) αがR G, P, QがR G- I Lの論理式であるとき,

互p, [α] p, p∧Q, rP

はR G- I Lの論理式である.

〔定義2. 12〕 RG-ILの給理式EPの真偽は次のように定め

る.

i巨富p肝｢∀u∈H( α, (il )について,

Last(u)巨Pあるいは Last(u) -⊥. ｣

ここで,

i; u=< 8,i> ･･･<e,j> のとき.

⊥; tl-< e,i> ･･･くe,j>く⊥> のとき.

Last(u)=

直観的には,Ep杖, αの実行中は常にPが成り立ち続けること

をあらわす.

R G- I Lの公理系を次のようにあたえる.

〔公理系R G- I L〕

〔公理〕 良 G-D Lの公理ならびに次の5つの公理

B【= H E

(? Ⅰ)

(∪Ⅰ)

( ; Ⅰ)

(* Ⅰ)

I- ‥ー■-■
ー--■

.吋P
≡ [Ⅹ:=T] P∧P

正p≡Q⊃P

互□互p …J-.9LIp∧互p
互=邑p…Ep∧ [α]Ep
Ep…[α事】互p

〔推論規則) R G-D Lの推論規則.

〔定理2. 1〕■R G- i Lは無矛盾である.

(証明) R G-I Lの推論規則は, R G-D Lのそれと同じである

から,新たに付け加えた(-Ⅰ), ･･･,(+Ⅰ)の5つの公理が定義2.
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1 2のセマンテイクスのもとで真であることを示せば十分である.

(,-Ⅰ)について;

まず,

i巨[Ⅹ ; -r] P∧Pならばi巨 Ⅹ ;
= r

を示す.

(i. i' ) ∈m (Ⅹ : -r)

なるi'が存在する場合には,

H (I : -T, (i) )= (< c,i>,< c,i><x : -T,i' > I

となる.いま

i巨[Ⅹ ;ニー】 P∧P

であるから,定義2. 1 2より

i巨 Ⅹ ; = T

が成立する.一方

(i, i' ) ∈m (Ⅹ : -T)

なるi'が存在しない場合は,

H (Ⅹ : -T, 〈i) ): (く s,i>,く c,i><⊥> )

であり, i巨Pより,やはり定義2. 1 2によって

i巨 Ⅹ : = r

i巨 Ⅹ :
= r

i巨P

(i, i')∈m (Ⅹ :ニー)

i巨[Ⅹ ; -T] P∧P

2 9
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なるi 'で
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(? I)については, (-I)と同様にその妥当性が証明できる.

(∪Ⅰ)について;

i巨7-Ep∧Ep
ならば

i巨互正互p
の証明.

･任意の

u∈打(α∪β, (iI )

について,

Last(u)- ⊥ あるいは Last(tI)巨P

であることを示す.

補選2. 1 (i)より,次の2つの場合を考えればよい.

u∈H (α. (iI )の場合,

i巨Ep
より

Last(u)- ⊥ あるいは Last( u)巨P

となる.

u∈H (♂, (iI )の場合も同様である.

逆に,

i巨互正互p ならばi巨官P

となることは,

H (α, (i ) ) ⊆H (α∪β, (i〉 )

より明らか.

i巨:互pについても同様である.
( ; Ⅰ)について;

i巨Ep∧ [α]ヱp
ならば

i巨互二互p
の証明.

補遼2. 1 (ii)より,佳意の
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u∈H (α ; ♂, (i〉 )

について,

Last(tl):⊥ あるいは Last(u)巨P

であることを示す.まず,

u∈H (α, li) )

の場合には,

i巨rlL9LP

より,明らかに

Last(u): ⊥ あるいは Last( u)巨P

となる.一方,

u∈H (α, (i〉 ) 冗( ♂, ‡j I (i,j) ∈m (α) ) )

の場合は, ul , u2 が存在し

u = u l u 2 ,

ul∈H (α. (iI )

かつ

<e,j>u2 ∈H (♂, (j l (i,j) ∈m (α) I )

となる.今,

i巨[α】Ep
より,

(i, j) ∈m (α)

なる任意のjで

j巨富p
である.

従って,

Last(u2)巨P または Last(u2)- ⊥.

また

u
=

tl I u 2

であるから

Last(u)-Last(u2).

従って,
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Last(tl)-⊥ あるいは Last(u)巨P

となる.逆に,

i巨互=互p
ならば

i巨:互p∧ [α]Ep
であることは以下のように示される.仮定より,任意の

u∈H (α ; e, (il )

に対して,

Last(u)- ⊥ または Last( u)巨P

である.まず,

H( α; ♂, (i〉 ) ⊃H (α, (i〉 )

より,

i巨.LFp

がいえる.また,

i巨[α】Ep
が成り立たないとすると,

u' ∈H (α, (i〉 )

が存在し,

(i,Last(u')) ∈m (α)

かつ

Last(u')炉Ep.
すると,ある

u
'

∈H (P, ( Last(u ') I )

について,

Last(u-)≠⊥ かつ Last( u')折P.

ここで. u' , u -に対して,

Last (u' u ') -Last(u ')

より

u' u
'

∈H (α ･, e. (i) )

について,
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Last (u' u') ≠⊥かつLast (u' u')臣P

となり,これは

に反する.

(* Ⅰ)について,

i巨[α♯-]:互p
な.らば

i巨互=p
の証明を以下に示す.補遭2. 1 (jii)より,まず

u∈H (α暮, (iI ) H( α, (j I (i,j) ∈m (α* ) I )

の場合には. uは

u- ul u
>

のように分けられて,

u'
∈H.(α' , (i) )

かつ

u
'

∈H (α, (j 暮(i,j) ∈m (α♯ ) ) ) .

ここで,

i巨[α暮〕互p
より,

(i, j) ∈m (α' )

なる任意のjについて

j巨富p.

ゆえに,

Last(u')巨互p.

従って,

u- ∈H (α. (j I (i,j) ∈m (α♯ ) I )

より

Last(h) =⊥ あるいは Last( u)巨P.

また,

u∈H (α. (iI )
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の場合は,

(i, i) ∈m (α' )

より

i巨FLP
となり,任意のuについて

Last(u): ⊥ あるいは Last( u)巨P

は明らかである.逆に,

i巨Epならばi巨[α']Ep

であることは,次のように証明される.

H( α暮, (iI ) ⊃H (α暮; α. (i) )

より,

i巨互二pならばi巨
である.ゆえに,(;Ⅰ)より,

i巨[α暮】LJrFp.

(証明終)

〔定理2. 2) R G- I Lは完全である.

(証明) R G-I Lの任意の論理式は,新たに付加した 5つの公

理( -Ⅰ), ･･･,(*Ⅰ)を用いて,それと同値なR G-D Lの論理式に

変換できることを示す. =で囲まれている最も大きいRGαの構成

に関する帰納法で証明する.

(i) αがQ?またはⅩ ;ニーのときには,それぞれ公理(?Ⅰ),(-Ⅰ)

を用いれば,同値式こ=を含まない論理式に変形できることは明らか
である.

(ii) αがαI Uα･2 , αI;α2 または α1事 のときには,それ

ぞれ公理( ∪Ⅰ),(;Ⅰ)およぴ(♯りと,帰納法の仮定とを用いて,=
を含まない式に変形できる. よって, R G-D Lは完全であるこ

とが示されているので(Hare1 79), R G- I Lも尭全となる.

(証明終)

2. 3. 3 R ら C- 1 L

前節で述べたR G-I LをR G Cに拡張し, 良 G C-i Lを与え

3 4



る.

〔定義2. 1 3) 氏 G C-ILの姶理式を次のように定義する.

(i) 良 G-I Lの始理式は. 氏 G C- I Lの始理式である.

(ii) αを又 G C.またP, QをR G- I Lの姶理式とするとき.

Q⊃耳p
はR G C- I Lの姶理式である.

･論理式の意味はR G-I Lの場合と同様に定義される.

先に述べた並列プログラムの部分的正当性,デッドロックフリー

性,相互排除性はR G C-ILの姶理式を用いて次のように記述さ
J

れる.

A.部分的正当性;αを(α1 "･･･"α.) n qとする.各7'ロセ

スα1の最後に, haltiをプール値をとる変数として

halti : =true

という割当文を付け加えて,各プロセスを,

αi ; haiti .･ -trtJe

とすれば,プロセス全体が停止に至っていることは,

^i (halt i -trtle)

で表される.

従って, αが,人力条件Qと出力条件Pについて部分的正当であ

ることは,

Q⊃E(∧i (halt i -true) ⊃P

と表される.

B.デッドロックフT)-性; eI
,

･･･,

e..をR G Cα･に含まれる

命令とすると, αのデッドロックフ.リー性は,

E( (vi.,,.く ei>true) ∨( ∧i.I,.halti))

と表現される.

C.相互排除性:プロセスPl. P‡のそれぞれの臨界領域に,セ

マフォ変数ⅩI. X2を対応させる.すなわちi;1.2 についてPl

が臨界領域内の命令を実行中であるとき

Ⅹi ==0

3 5



となる.このとき,人力条件をQ,スケジューラをdとすると,相

互排除の条件は,

Q二

と表せる.

(｢ (■Ⅹ1-0∧Ⅹ‡-0)

R G Cをαとし-, R G-D Lの姶理式をp, Qとすると以上の性

質はいずれも, RGC-ILの姶理式Q⊃EPの形をしている.

従って,以下で導入するR G C-I Lの公理系はその無矛盾性と

完全性より,並列プログラムの正当性として示すペき性質のうち上

紀A∴B, Cの三つがRGC-ILの姶理体系のもとで形式的に証

明可能であることがわかる.

〔公理系 R G C- I L〕

〔公理〕 R G-I Lの公理.

〔推論規則〕

RG-ILの推論規則に,次の3つの推論規則(llI),(∩Ⅰ),(CI)

をつけ加える.

(llI)

(R Gα･i (1≦ i ≦n)の任意の命令eについて)

P⊃ [e] P

P⊃ αl lt ･･･ ll α･-

(∩Ⅰ)

互p 三互池

互瓦互(Q∧P)

(C I)

這> p⊃Q

EQ
〔定理2. 3) R G C-∫ Lは無矛盾である.

(証明)(∩Ⅰ)の妥当性については,補麿2. 1の(iy)より明らか

である.また(C I)についても定義より明らかである.

( I(Ⅰ)が妥当であることは以下のように示される'.いまi巨Pであ

るとする.
■H

(α. ft･･･f(αh, (il )のすべての要素について,

その長さに関する帰納法を用いる.

(i)仮定より,く丘.i> のiで, i巨Pとなる.
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(ii)帰納法の仮定として,

H (α1 1I･･･I] α.
, (il )の長さn以下の任意のuについて,

Last(u)≠⊥ならば Last(u)巨P

であるとする.

このとき,長さn†1の

v∈H (αl "･･･Il α･..
, (i) )

について

Last(u)≠⊥

であるとすると,長さnの

u∈H (α1 1t･･･lI αA
, (il )

が存在して

Ⅴ=uくe,j>

と書き表わされ,帰納法の仮定から

Last(u)F P.

そこでP⊃ [e] Pであるからj 巨P.

〔定理2. 4〕 R G C- I Lは完全である.

(証明) R G-I Lの完全性より, αが

(証明終)

α1 1t･･･llαh あるいは αI nα'2

の場合に, R G Cα･とR G- I Lの輪理式Q, Pについて

Q⊃互p
が成立するならば,々の証明が可能であることを示せば十分である.

任意のR G-D Lの論理式について.それと同値な自然数上の述

蕗が存在すること(Hare1 79),および定理2. 1, 2. 2より,任

意のR G-ILの論理式に対して,それと同債な自然数上の述寿が

同様に存在する.従って, a. Pは述韓論理式であるとして差し支

えないので,以下ではそのように仮定する.

(i) αがα1 1l･･･lI α.の場合.

巨Q⊃Ep
ならば,

Q⊃R. R⊃P
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であり,かつαに含まれる任意の基本命令eに対して,

R⊃ [e] 良

である述爵Rの存在をしめす.

述韓Ⅹに対して状魔の集合(i I i巨ⅩIを7( (X)と書くこと

にする.また,印(e, X)でⅩが成立する状感で基本命令eが実

行可能ならば,それを実行した後で成立する最線条件,すなわち最

強後条件(strongest post condition)をあらわす.

そこでRk を次のようにおく.

R暮 三芳Q

R=l -Rk VVi Sp(ei,Rk )

ただし, eiはαに含まれる基本命令, Viはすペて由基本命令

についての給理和をあらわす.

明らかに,

Rk ⊃Rk.1

である.また,

冗(Rk)
= ( Last(q) I u∈H (α, 7F (a)),Last(u)≠⊥

かつuの長さがk以下. I

である.

(Rk I k≧Olの最小上界をRとすると,

n (R)≡ ( Last(u) Iq ∈H (α, 7F (a)),Last(u)≠⊥I

であることを以下のように示すことができる.

明らかに.

巨Q⊃R.

ゆえにR G- I Lの完全性より,

卜Q ⊃ R･･--･･-----･----------･川

また,巨Q⊃Epより
7F (R) ⊂7t (P)

したがって,一巨R⊃P.ゆえに,

卜R ⊃ P･･-･･---･･----･-･･---･･--I- (2)

また, i巨Rなる任意のiについて.ある
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u∈H (α,花(a))

が存在して,

Last(u)- i

とすることができる.ここで, (i,j) ∈m (8)なるjを考えると,

uくe,j> ∈H (α, 7F (Q) )

である.ゆえに,

j ∈ 7F (R)

言い替えると

j 巨R.

したがって,

巨R⊃ [e] R

となり

卜R⊃ 【○〕 R

が得られる.

ここで(暮lI)により,

トR⊃互R.
武川, (2)及び,(cI)により,

卜Q⊃Ep.
(ij) αがαl nα2 の場合.

巨Q⊃Ep
を仮定する.

(i)の場合と同様にして, α1 , α2 についてRI , R2 をつく

る.ただし, i三1,2 に対して

7r (Ri )-.( Last(u)Iu ∈H (αi .
7F (a)),Last(u)≠⊥I .

すると,

巨Q⊃互;=Ri .

( ∩Ⅰ)により,

卜Q⊃:α1 ∩ヴ_むi

H( αI nα.2 , 7F (a))≡

(RI A R2 )
･･･････-･-･･-･････-････

(3)

H( α'
, 7F (a))nH (α‡ .

n (a))
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であるから.

R=RI ∧R2

とすると,

n (R) - ( Last(u)I u∈H (α1 ∩α'2 , 7F (a) ) I

を清たす.

巨Q⊃言p
より,

7F (R) ⊂好(P),

ゆえに

トR⊃P.

式(3)および(Cりにより,

卜Q⊃:互p.

2. 4 5E明朗

(証明終)

`本筋では, 良 G C- I LによるデッドロックフT)-性の記述と証

明の例を示す.よく知られた｢5人の哲学者の食事｣の問題を, 2

人の哲学者の場合にして考える. Pl,P2 の2つの7'ロセスがFl,

F2 という2つの資源を共有しているものとする. Pl,P2 はいず

れもFl,F2 を同時に使用して処理el,e2 を行って停止する. Fl,

F2 はいずれもPi (i-1,2)に確保されると, eiが終了するまで

解放されることはないものとする.

このような並行処理系はR G Cでは次のように表現される.各Fi

に対して変数fiを対応させる. fiは一種のセマフォ変数である

が,次のように動作を決めることにより通常の動作をするセマフォ

よりR G Cでの扱いが容易になる.すなわちfiは0, 1, 2いず

れかの債をとり, fi
-0のと善F1は解放されており,

fi -1,

2のときは,'FiはそれぞれP.,またはP2 に確保されていること

をあらわす.

Pj がFiを確保,解放するという操作は,表2. 1, 2. 2のよ
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うな境井pJ,Vj をfiにほどこすこととして表現される.表2.

1, 2. 2で/は僅が定義されないことを表す. Pj を記述するR

G Cは次のようになる.

(fl ;-pJ (fl); f2 :-pj (f2)∪

f2 : -pJ (f壬) ; fl ; =P j (fl))

e j ;

(fl ;-VJ (fl); f2 :-Vj (f2)U

f2 : -Vj (E2) ; fl .･ -V j (fl)) ;

(halt j-true)

♂はR Gで紀述すると長くなるので.有限状感の同期機構として

図2. 2に示す.この機械の初期状慮sIを受理状感として,それ

が受理する首肯の正規表現を求めるとそれがR G♂である.

表2. 1 p演算

fi EI] j=2

0- 1 2

1 / /

2 / /

表2. 2 v演算

ーi EI] j=2

0 / /

1 0 /

2 / 0
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図2. 2 スケジューラ q
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ここで, m. n = 0,1,2 に対して

fI -m∧f2 =nを(m, A)と書くことにすると次式が成立

する.

卜(0,0) ⊃_rT( 7(I,2) ∧7(2,I))･･-･･･････-････････(4)

ここでIj を

Ij ≡((0.0)∧(0,j) ∧(j,0) ∧(j,j))⊃

( ∨‡ <aJ.>truevhaltj)

とする. ここでa
j,はPj に含まれる基本命令であるとすると,

任意のs, jについて.

ト(Il ∧Ⅰ壬) ⊃ [a j.]
(Il ∧ Ⅰ2 ) ････････････(5)

式(5)およぴ(" Ⅰ)により,

L (II ^ I2 ) (II ^ I2 )

fl, f2 のとりうる値が0, 1, 2であることより,

Il ∧ Ⅰ2 は次のようになる.

(7(1.2) v7(2.1))⊃ (Vs くals>true V

Vs <a2s>trtie V

(haltI ^halt2))

一方,

卜(0,0) ⊃(Il ∧Ⅰ王)

であるから,上式より

卜(0,0) ⊃ (I I A I2 ) ･･････････････････(6)

そこで,式帆(6)および(nI)により,

卜(0,0) ( ∨書 くals>trtle

vV.くa2暮>true

v (haltI^halt2)) ･･･････････････(1)

m式は(P' lf P2 ) n qが停止しているか,いずれかの7'ロセ

スが常に動作できることをあらわしている. (4. 3肺, B参照)

(例終)
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2. 5 まとめ

本章では,共有変数をもつプロセスが並行に走るようなプログラ

ムの,許される実行系列の集合を与えることによって,同期条件を

定めるようなモデル, R G Cについて,結果が速度独立に正しいこ

と,デッドロックフリーであること等を証明する公理系R G C-

I Lを導入し,その無矛盾性と完全性を示した.並列プログラムの

性質として,本章で扱わなかった停止性等についても, R G Cにう

いての,ダイナミックロジックの拡罷を進めることにより,扱うこ

とが可能であると予憩している.しかし,公理系が複雑なものとな

ることが予憩され.それについては,そのような形式化が望ましい

か否かを含めて,さらに戟給を必要とするものと考える.
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事3+ 相互洗骨豊次型プE)セス系の&柾

H｡チreが捷美した相互適倍逐次型7'ロセス系(Co州unicating

Sequential Processes : C S P) (Hoare 78)は,共有変数を含ま

ず,プロセス間の情報の交換及び同期を通倍命令という機能によっ

て行う,並列計算のモデルである.

ここで通倍命令とは,プロセスPから入力を受け取る命令

P ? Ⅹ

または,プロセスQに出力を送付する命令

Q ! r

であり.前者を人力命令,後者を出力命令という.ここで, Pは

発偉元, Qは送付先と呼ばれる.又, Ⅹは標的変数,丁は式である.

二つのプロセスP, Qは通倍命令によって次のように通倍を行う.

プロセスPの実行が出力命令 Q! Tに至り,かつプ.ロセスQが入

力命令 P?Ⅹに至り, TとⅩの型が一致したとき, Ⅹにrの値が

代人される.このような同期,通信の方式は, A a aの待ち合わせ

(rendezvous),またはI NMO Sグループのo c c a m(INMOS 84)

等に取り入れられ,広く受け入れられている.

C S Pの検証,意味論に関する報告は先に第1章で述べたように,

Hoare流の部分的正当性検証の論理体系を拡張したもの(Apt

Francez De Roever 80, Levin Gries 81, Lanport Schneider 84,

Ossefort 83, Soundararajan 84)の他に.代数的あるいは表示的意

味記述をあたえるもの(Brooks 83, Brooks Hoare Roscoe 84, De-

Nicola 83, Francez Lehblann Pntleli 80, Francez Hoare Lehnann

De JZoever 79, Hoare 81, Milner 80), Temporal Logicを用い

るもの(Manna Pnueli 83),最鋸前条件(weakest precondition)を与

えるもの(Elrad Francez 82)等がある.本章では, R G Cの場合と

同様に,まず与えられたC S P7'1t)グラムに対し状感の集合を考え,

その上の二項関係を定義することによって,プログラムの実行中の

詳細を無視し入出力関係のみに着目したセマンテイクスを与える.
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このセマンテイクスを定める際に,多くの類似の論文で行われてい

るような,個々のプロセスについてそれぞれの意味を定め,後にそ

れらをもとに,全体の意味を定めるといった方法をとらず,プログ

ラム全体について,ある1ステップの実行の効果と,続いて実行さ

れるプログラムの残りの部分の意味から,全体の意味をきめるとい

う方法をとる.このような方法は, (Elrad Francez 82)め

centralized approach と同じものであり,また,表示的意味論に

おける接続法(continuation)の拡張とも考えられる.またこq)定

義のしかたは,各7'ロセスの制御構造に被防護命令の他に go to文

等を加えた場合にも,容易に拡張できる.本章では次に,これらの

セマンテイクスをもとに, C S Pの部分的正当性を証明する公理系

を提案し,その無矛盾性を示す.この体系は,セマンテイクスを定

義したときと同様に, centralized approachに沿った推論の手順を

たどる証明を可能にするものである.

しかし,二項関係を基本にした論理体系では,そのセマンテイク

スが命令の実行に関する情報を表現できないために, C S Pのデッ

ドロックフリー性を扱うことはできない.

そこで,本給文では, C S Pの実行可能な命令系列と,その命令

系列を実行途中に通る状態も含めて記録するセマンテイクスとして,

計算履歴集合を, centralized approachによって定義する.続いて,

C S Pの部分的正当性とデッドロックフリー性を,同時に検証する

公理系を与え,その無矛盾性(soundness)を示す.

3. 1 C S Pのシンタックス

C S Pの各7'ロセスは,通倍命令をもつ披防護命令(gurade.d

co州and)である.いくつかの論文では,通一倍命令はプログラム中

の任意の位置に現れることはできないとしている.例えば,川oare

78)によれば防護の直後には入力命令のみが現れる.また(Apt

Francez De Roever 80)では防護には通悟命令は現れないとして

いる.さらに(Lanport Schneider-84,Ossefort 83)では,披防護命
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令の任意の場所に通倍命令が現れることを許している.

本給文では,(Levin Gries 81, Soundararajan 84,Elrad Francez

82, Manna Pnueli.83)等と同様に,通倍命令は防護の直後だけに

現れるものとする.そのシンタックスは以下のように定義される.

xを7'ログラム変数, Tを項とするとき, Ⅹ･.-Tを割当文という.

またP, Qをプロセス名とするとき, P?x および, Q! rを通悟

･命令という.特に前者は入力命令,後者は出力命令という.またP,

Qはそれぞれ先棒元(sotJrCe),送付先(destiJlation)という.また

skipはスキッ7'命令とする.また,防護とは出現する変数が自由

変数のみの述藷である.

〔定義3. 1)ステートメント(以下では｢文｣と呼ぶ)は次の,

i),ii),iii)で定義される.

i)空系列Aは文である.

ii) Aが文であるとき, Ⅹ:-T ; A は文である.

jii) BJ, ･･･,Bkt が防護,Cl,･･･,Ck がskip文または通悟命令,A.,･･･,Ak

及び, Aが文であるとき,

iiBl;Cl-Al□･･･□ 8k;Ck - Akii;A

及び

虫81;C'-Alロ･･･口 Bk;Ck -

Ak9i;A

は文である.

〔定義3. 2〕 文Al, ･･･,Ak が次の条件i), ii),iii)を満たすと

き,各文をプロセスとよぶ.

i)各Aiは, Piという名前をもつ.以下では,プロセス自身を表

す記号Aiと.その名前Piを同一視する.

ii)各piに現れる変数は全て各iについて定められた変数の集合

Viの元であり, i≠jならば, vi nVJ -¢とする.すなわち

共有変数は存在しない.

iii)各p iた現れる遺徳命令はいずれも通倍相手,即ちその先棒元

または送付先として自分以外のプロセス,すなわち, Pl,
･･･,Pi_l,

Pi.1,･･･,P.のいずれかを指定している.
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(定義3. 3〕 Pl,･･･, P.,がプロセスであるときPl tl･･･tl Ph

をC S Pプログラムという.

定義から直ちにわかるように,任意のプログラムから,あるプロ

セスのプレフィクスを取り去ったものは,常にプログラムとなって

いることに注意されたい.

〔定義3. 4〕 2つの通倍命令Cl , C2 について, Clが7'ロ

.セスQの人力命令p?x,かつ,
C2 がプロセスPの出力命令Q!T

(あるいはその道)であるとき,すなわちClとC2 が通悟をする

ことができるとき,

〝(Cl , C‡)

とかく.また,

target(P?x)=P, target(Q!r)=Q

とする.またCI , C2 の実行をcl ヽC2 で表す.

3. 2 C S Pの部分的正当性の牧証

3. 2. 1 状態集.台上のこ項Pg係

最初にC S P7'ログラムの状感の集合を考え,その上の二項関係

によってセマンテイクスを定義する.状慮及びその上の二項関係は

基本的にはR G Cの場合と同様である.

〔定義3. 5) C S P, P…Pl l卜･･lt P.の状態とは,プロセス

Piに現れるすべての変数の集合Vi (1≦ i ≦m)とすると,

VIUV2∪･･･UVA

の中のすべての変数の値の組である. C S P, Pのとりうるすべて

の状感の集合をUp で表す.

〔定義3. 6〕 C S PプログラムPの各割当文Ⅹ:=rおよび通悟

命令の対Ck …P?x, Ck …Q! TについてUp 上の二項関係

m( Ⅹ･.--T) , m (Ck ヽCk )

を次のように■定義する.

m (Ⅹ;ニー) - ((i,j) I jは状慮iにおける

Ⅹの値をrの値に更新して得られる状態I
.
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m (ck ∈Ck )は, p( Ck , Ch )の場合のみ定義され,

m (Ck ∈Ch ) -m( Ⅹ:-T) .

以下,与えられたC S Pプログラムに対して,その初期状態と終

了状態の対の集合となるような二項関係を定義する.

〔定義3. 7〕 C S P, P≡p. I)･･･ll Ph に対して, U,上の

二項関係m( PI If･･･f( P,, )を次のように定義する.

. (i) m(
^ tl･･･ll A): ((i,i) I i ∈ Up ) ,

(ii)Ⅹ:-TがPL(' Ⅹ:-T; P
L')の命令で(i,i')∈

m (Ⅹ:-T) ,

かつ,

(i',j)∈m (Pl lI･･･H P L' ll･･･tt Ph )

のとき,

(i,j) ∈ m( PI l[･･･)I x:=T; P L' JI･･･lI P,. ) .

(iii) m番目のプロセスの先頭のif文;

iiBl･,Cl -SIロ･･･ロBk ; Ck ーSk ii

のCl,･･･, Ck がいずれも通悟命令で,その通悟相手の7'ロセスが

全てAのとき,

m( Pl lf･･･(ti_i,Bl;Cl -Sl口･･･□Bk ; Ck
-Skit;

P n' lI
･･･

ll P,. ) -¢.

(iv) m番目のプロセスの先頭のdo文:

坐BI;CI -Sl □･･･□Bk ; Ck ーSk9i

め,すべてのh(1 ≦h≦k)で, i UBh またはCh の相手がAであ

るとき(この条件をL En と書く),

(i,j) ∈･m( PIIJ･･･II P巾' "･･･II Pn )

ならば

(i,j) ∈m( Pll[･･･lI坐BI;Cl -Sl口･･･□

B
k;Ck I-Sk Od;P n' II･･･II P.. )

(v) m番目の7'ロセスの先頭のif文のある防護Bk,およびs番

目のプロセスの先頭のif文のある防護Bsについて, あるiで,

in Bk ∈BL,かつp( Ck
, CL )のと.き,

(i',i)e m (PI "･･･" Sk ; P n' II･･･
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" S L ; P s' 1I･･･" PA )

かつ

(i,i')∈m( C- ヽCL )

ならば,

(i,j) ∈m( Pl ff･･･"ii･･･□Bk ; Ck -Sk ロ･･･Li; Pn' lI

･･･]Iii･･･□BL ; CL -SL □･･･ii･, Ps' "

･･･1I
P., ).

(vj)(i,j)∈m( P) I]･･･II Sk ; PJ "･･･H P., )

かつi巨Bk のとき.

(i,j) ∈m( Pl lI･･･llif･･･□Bk ;Skip -Sk □･･･ii;

P..' tI･･･11 P,I ).

(v五)(i,j)∈m( Pl "･･･ll

iiBl;CIーSI □･･･□Bk ; Ck ーSk旦i;

虫Bl;ClーSlロ･･･□Bk ;Ck ーSk Od;

P..I ll･･･" Ph )

であるとき,

〔すなわち, ii文とそれに続く虫文の内部が字面の上で全く同じで

あるとき, 〕

(i,j) ∈m( P) JI･･･ll

doBl;Cl -Sl □･･･ロB A;Ck-S k Od;

P..' ･･･fl P A ).

直観的には. (i,j) ∈m( Pl lI･･･]I Ph )であることは, R G

Cの場合と同様に,状慮iから7'ログラムPI II･･･" Ph を実行し

たら,状慮jで停止することが可能であることを示している.すな

わち二項関係m( Pl l卜･･lt P. )はプログラムの実行中の詳細を

無視し,入出力関係のみに着目したセマンテイクスであるといえる.

〔例3. 1)次の7'ロセスPI , P2 からなるC S P7'ログラム

Pl " P2 について考える.

Pl ≡ Ⅹ:=X｡;do x> 1 ; P2 !
Ⅹ-Ⅹ;=Ⅹ-1 od

(≡Ⅹ:-Ⅹ｡;Pl'と書く)
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P2 =Z::1 ;坐trqe; Pl ? yーZ:-Z *y
9i

(≡z::1 ; P2'と書く)

このとき状愚iを

i巨Ⅹ｡=3 ,

とし, jを

j 巨z -6∧Ⅹ- 1 ∧y-2

とすると,

(i, j) ∈m (PI If P2 )

となることが,次のようにしてわかる.

定義3. 7(i) 〔以下(i) ･･･(v式)は定義3. 7中の番号)

より,

(j, j) ∈m( A tl A).

j 巨L E2 より(iv)を適用して,

(i, i) ∈m(
^ tl P2').

x- 1⊃L Elより j 巨L El .

(iv)を適用して,

(j. j) ∈m( Pl' JI P2').

ここで,

jI巨z =6∧Ⅹ-2∧y-2

とすると,

(jl , j) ∈m(Ⅹ;-Ⅹ-1)

より, (ii)を適用して,

(jl, j) ∈m(Ⅹ:=x-1･, Pl' JI P2').

また,

j2巨z -3∧Ⅹ-2∧y-2

とすると

(j2, jl ) ∈m(z:=Z *y)

より, (ii)を適用して,

(j2, j) ∈m(Ⅹ:=Ⅹ-1;Pl' Il z:-z *y; P2') .

また,
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j3巨z -3∧Ⅹ- 2∧y-3

とすると

j3F x> 1 ^true,

かつ

〝 (P壬!Ⅹ. Pl?y) ,

(j3, j2) ∈m(P2l.xヽPl?y)

･より, (v)を適用して,

(j3,j) ∈m (iLx>1; P2!Ⅹ-Ⅹ;:Ⅹ-lil ;Pl'

lliitrue; Pl?y-2::Z *y ii ;P2') .

(v武)を二回適用して,

(j3, j) ∈m( PI' JI P2') .

以上を繰り返すと

i'巨Ⅹ-3∧z- 1

のとき,

(i' , j) ∈m( Pl' lI P2')

が得られる.さらに,

iカ 巨Ⅹ-3

とすると,

(i. i-) ∈m (Ⅹ: -Ⅹ｡)

かつ

(i", i') ∈m (z:=1)

より,( ii)を2回適用して,

(i, j) ∈m (PI H P2 )

となる.

(例終)

3. 2. 2 C S Pの部分的正当性の枚5E

以下では/前節で定義したセマンテイクスをもとにして, CS P

の部分的正当性の検証のための公理系について述べる.ここで提案

する検証体系はHoareの体系と同じ記法を用いる.
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〔定義3. 8) 7'ログラムPが入力条件○と出力条件Vについて

部分的正当であるとは, 4)の成り立つ状感からPを実行して,停止

すれば常にVが成り立つことを言う.すなわち,任意の

(i, j) ∈m (P)について,

i F=4I ならば j 巨Y

である.

本論文ではPの4), Yに関する部分的正当性を

4I (P) V

とあらわす.以下述轟及び○ (p) Yの形の式を論理式という.

以下ではC S Pの部分的正当性の検証体系を示し,その無矛盾性

を証明する.

C S Pの部分的正当性を証明する体系は次に定める.

まず推論規則をしめす.

C I 1)

r

申(PI Y

ここで, rは論理式の並びで次のi). -iv)の規則にあてはまる

式の並びをすべて含む.

i ) Pが

Pl ll･･･11 Ⅹ:=T; P L' " ･･･ll P A

のとき, xを適当な述轟とすると,

申(Ⅹ:=T)父.

x (PI II･･･" PL' ll･･･11 Ph I V

ii) Pが,

P' "･･･llii･･･□Bk ; Ck -Sk 口･･･ii; Pn'

lI･･･llii･･･口BL ; CL -SL □･･･ii; Ps'

" ･･･ lI P
A

かつp( C). ,
CL )のとき,

中∧Bk ∧B L (Ck ヽCL I x,

x (PI II･･･ll Sk ; Ph' ll･･･

ll SL ; Ps' II･･･ll Ph ) V
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iii) Pが,

Pl "･･･llii･･･□Bk ;Skip -Sk 口･･･ii; Pれ' ll･･･lIPA

のとき,

申∧Bk (Pl [I･･･tl Sk ; Ph' Il･･･ll PA ) Y

iv) Pが

Pl l[･･･"虫Bl;Cl -SI口･･･□Bk ; Ck -Sk9i; Ph'

n ･･･H P A

のとき,

中∧L Eh (PI ll･･･" Ph' lI･･･" PA I V,

申∧7L Eh (Pl lI･･･ll

iiBl;ClーSI □･･･口Bk ; Ck ーSkii･,

坐BI;ClーSI □･･･□Bk ; Ck →Sk5埴;

P n' ll･･･1] P A ) V

C I 2)

V (x/T)

4) (Ⅹ:=r) V

ここで, V (x/T〕は, Yのx の全ての自由な出現に, Tを代入

したもの.

C I 3) Ck -P ! T, C L =Q? Ⅹとして,

申⊃Y 〔x/T〕

申(Ck ヽCL ) V

C I 4)

○' 申' (pI Y

申(PI V

申(P) ○' 4I'

○ (P) V

○⊃V

申(A ll･･･" A) Y
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公理として次のものを採用する.

C Al)任意のP,任意のYについて,

false (P) Y.

C A2) Pに少なくともひとつAでないプロセスが存在し,かつ推

論規則1)のi) -iv)のいずれの規則にもあてはまらないとき,

･即ち,任意のAでない7'ロセスPk について.文の先頭がif文でか

つ防護に続く命令がすべて通倍命令で,かつこれらの通倍命令のど

の対ck , CL についてもp( ck ,
CL )が成り立たないとき,

任意の申, Yについて,

申(PI Y.

C A3)自然数論の全ての定理.

C A2)はPがこれ以上実行が進まない場合をあらわす.このよ

うな場合の扱いは,次肺で辞しく触れる.

〔定義3. 1 0)論理式中(P〉 Vについて,次のように定義され

るラベル付の未を,その証明図という.

(1)根のラベルは? (P) Vである.

(2)すべての内部節点のラベルは,その子供の節点のラベルから推論

規則によって直接に導出できる.

(3)すべての葉は,ある内部節点で使われた推論規則

C i 1) iv)の前程

申∧7L En (Pl lI･･･IJ

iiBl;Cl -Sl □･･･□Bk ; Ck ーSkii;

虫Bl;Cl -Sl □･･･□Bk ; Ck -Sk旦旦;Ph'

II･･･" P^ ) V

の子孫であり,かつそのぅベルは,

申(PI ll･･･lf

doBl,･CI -Sl □･･･□B k ; Ck -S A Od;

であるか,または,公理をラベルとしてもつ.
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この公理系について,すべての公理が妥当なものであり,またど

の推論規則についてもその前提にふくまれる式がすべて成立すれば,

その結論の式も成立することは,定義3. 7から証明できる.しか

し定義3. 1 0で与えた証明図では,証明の最上段に公理以外のも

のが現れうるので,そのような通常の無矛盾性の証明では証明図の

定義の妥当性を保証するには不十分である.この推論体系の妥当性

は次の定理で保証される.

〔定理3. 1〕任意のC S P7'ログラムPと任意の述蕗申, Vにつ

いて,申(P) Vの証明図が存在するとき,佳意の

(i, j) ∈m (P)

について,

i巨4'ならばj 巨V.

(証明) (i, j) ∈m (P)であることが決定するまでに適用さ

れた,定義3. 7の規則の適用回数に関する帰納法を用いる.

(1) (i, j) ∈m.(P)であることが,定義3. 7の規則の1

回の適用でわかったとする.これは,

P=^ fI･･･II
A

の場合のみである.このときは定義3. Tおよび推論規則C I 6)

より明らかに定理は成立する.

(2)帰納法の仮定として,定義3. 7の規則のt回以下の適用で

(i', j) ∈m (P' )

がわかったとき,任意の述希xについて, i'巨X,かつ

父(P' ) Yの証明図が存在すればj 巨Yであると仮定する.

(i, j) ∈m (P)であることがt +1回でわかったとする.こ

のt+1回目に適用されたのが定義3. 7のii) -vi)のいずれの

規則であったかによって場合分けをする.

ii)の場合:この場合, p'は,

P) IJ･･･TI P L Ir･･･" P,,

であり,

(i',j)∈m (Pl 11･･･11 PL (J･･･lJ Ph ) ,
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(i,i')∈m (Ⅹ:=T),

かつ,

(i,j) ∈m (Pl "･･･l) I:-T; PL' ll･･･11 Ph )

である.

今, i巨申であったとする.そして, ○ (P) Vの証明図は,規則

CI 1)のi)より次のような部分

申(Ⅹ:-TI x x (Pl
･･･"

PL' lI･･･ll P., I Y

中 〈PI Il･･･" Ⅹ:=T; P L' Ll･･･lI PA ) V

を持つことに注意する.この前程に現れる式のうち

○ (Ⅹ:=TI x

からは,これに規則C I 2)を適用し,

申つ父〔x/T〕

が待られる.即ち,

i巨申

ならば
ヽ

i'巨X

となる.

また,もとの証明図の

x (Pl ･･･ll P L' IL･･･ll Ph I V

を根とする部分未は,根それ自身の証明図となっている.ここで帰

納法の仮定により

i'巨X

ならば

j 巨V

が結論される.

iii)の場合:このときは, m (P) - Qであるので,嶺意は空に

満たされる.

iv)の場合;このときは,
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(i,j) ∈m( Pl tt･･･tl P■' tl-ll P. ) ,

(i,j) ∈m( Pl tl･･･tl旦旦Bl;Cl -St □･･･

ロBk ; Ck -Sk9i; P巾' ll･･･IIP^ ) ,

でありかつ,

i巨L Eh

となっている.そして,中(PI Vの証明囲は,規則CI 1)の

iv)より次のような部分

中∧L E. (PI "･･･ll P/ "･･･ll P.._I Y

申(PI II･･･lldoBl;Cl -SI □･･･ □Bk ; Ck ーSk9i;

P..I II･･･I) P^ ) V.

をもつ.この前提に現れる式

中∧L Eh (PI Jt･･･ll Ph' tI･･･([ Ph I V

を根とする部分未は,根それ自身の証明図となる.よって,帰納法

の仮定より

i巨○∧L Eh

ならば

3 FY

である.

v)の場合;このときは.

(i',j)∈m (Pl "･･･" Sk ; Ph' "･･･

" SL ; P s' "･･･II P^ ) ,

(i,i')∈m( Ck ヽCL ) ,

(i,j) ∈m( Pl ll･･･

Ilii･･･ロBk ; Ck -Sk □･･･ii; Pn' ll･･･

llii･･･□BL ; CL -SL ロ･･･ii; Ps' ]卜･･

H P.. ),

そして,

i巨Bk ∧BL. かつ P( Ck ,
CL )

となる.また,規則CI 1) a)ii)より,申(P) Vの証明図は次
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のような部分

申∧Bk ∧BL (Ck 叫CL I x

x (PI tl･･･" Sk ; P-I I(･･･

]I SL ; P._' "･･･II P. I Y

申(PIJI･･･IIii･･･□Bk ; Ck -Sk □･･･ii;

P.I n･･･"ii･･･□BL ; CL -SL 口･･･Li; P.'

I暮･･･" Ph I Y

をもつ.その前准a)式の一つ,

4I∧Bk ^BL (Ck ～CL )実

に規則2)を適用すると

4I∧Bk ∧B一 ⊃X (x/r)

が得られる.従って,

i巨4)

ならば

i'巨X

となる.また

父iPl "･･･" Sk ･, P.' lI･･･II SL ; P.' Il･･･" Ph ) Y

を根とする部分未は,根それ自身a)証明囲となる.帰納法の仮定よ

り.

i'巨X

ならば

j 巨Y.

vi)の場合･.このとき,

i F Bk ,

(i,j) ∈m( Pl "･･･" Sk ; P-I "･･･II PA ) ,

(i,j) ∈m( Pl "･･･"if･･･□Bk ;Skip -Sk

□･･･ii; P/ ll･･･llPA).

である.

規則CIl)描)より鉦明図は次■のようになる.
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○∧Bk (Pl ll･･･II Sk ; P■' "･･･fl･･･ll Ph I Y

O IPI Il･･･Ilif･･･ロBk ;Skip -Sk □

･･･fi; P/ )l･･･II Ph ) Y

上の推始規則の前兼を根とする部分未は,根それ自身の証明図と

●なり,帰納法の仮定より

i巨4I∧Bk

ならば

j 巨Y.

v叢)の場合:このときは,

(i,j)∈m( Pl tt･･･tl

iiBI;ClーSI □･･･□Bk ; Ck ーSkii;

doBl;Cl -SI □･･･□Bk ;Ck -Sk Od;

Ph' (f･･･ (I P,, ) ,

〔ii文とそれに続く虫文の内部が全く同じ〕

(i,j) ∈m( Pl ft･･･"卓旦Bl;Cl -Slロ･･･ロ

Bk Ck -Sk Od; Ph' "･･･ft Ph )

となっている.規則1) iv)より証明図は次のような部分

申∧7L E■ (Pl tt･･･ll

iiBl;CI -SI □･･･□Bk ; Ck ーSkii;

虫Bl;Cl -Sl □･･･□Bk ,･ Ck ーSk5垣;

Ph' fl･･･" Ph I Y

4I (Pl ll･･･"

旦旦Bl;Cl -Sl □･･･口Bk C■ -一S k Od;

P-' fl･･･ P,. ) Y

を持つ.このとき, i巨L E.ならば,定義3. 7iv)より概に解

決している.したがってi巨7L E.■の場合を考える.このとき,
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中∧7L E. (PI II･･･"

iiBl;Cl -Sl □･･･口Bk ; Ck ~Skii;

虫BI;C暮 -SI □･･･□Bk ; Ck -Sk
_9d;

･･･" P.. I V

を根とする部分未は,その証明図になるとは取らない.なぜなら,,

定義3. 1 0のiii)より.葉に

･申IPI
J]･･･"

虫BI;Cl -Sl ⊂〕･･･□Bk ; Ck -S*由; P.'

"･･･lI P.. ) Y

というラベルの節点をもつかもしれない.そのような場合は次のよ

うな変形を行うことにより.新たに証明囲とすることができる.す

なわちもとの証明図の

中(Pl (f･･･fl

虫Bl;ClーSl □･･･ロBk ; Ck -Sk5担; P巾'

II･･･l( PA I Y

を根とする部分未(これはそれ自身の証明図となる)杏.葉に出現

するすべての同じ式の上にのせる. (図3. 1 a) , b)参照) .

これによって,

申∧7L E. (Pl lI･･･ll

iiBl;ClーSl □･･･□Bk ; Ck ーSkii･,

虫BI;Cl -Sl口･･･□Bk ; Ck ーSk9i;

P/ Il･･･II P,. I V

の証明図を得た後,帰納法の仮定を適用する.即ち,

i巨4'∧7L E.

ならば,

j 巨Y.

今, i巨7L E.の場合を考えているので.

i巨○

ならば

j 巨Y.
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a)

4) (PI II･･････[]do･･･*･･･od;Ph"･･････lI Phl V

.7LEb
∧申(PIT(･･････l(if･･･*･･･fi;do･･･*･･･od;PhlJ･･････II Ph) V

b)

申(Pl l[･･････](do･･･*･･･od;PhII･･････" P,LI Y

7LE.
∧○ (Pll[･･････=if･･･*･･･fi;

中∧LEn (Plll･･･lIPn"･･･IIPA) Y 規則1)ivd+

申(PI If･･････(ldo･･･*･･･od;Ppll･･････llP^) Y

7LE. ∧.4' (PllI･･･"if･･･*･･･fi;do ･･･*･･･od;Pn暮]･･･I( PAI Y

固3. 1 証明図の変形
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〔例3. 2)

前節で述べた披鉦体系による.部分的正当性の検証例を示す.例

3. 1のプログラムPl暮I P‡について考える.すなわち, Pl ,

P壬 を次に与えられるものである.

PI
≡X:-Xo;虫 x>1; P2 ! ⅩーⅩ;-Ⅹ1l od

(≡Ⅹ-Ⅹ｡;pl'と書く)

P2 ≡Z :
-1 ;do trtle; P1 9 yーZ:;Z *y 9i

(≡z:=1 ; P2'と書く)

そこで.

中≡Ⅹ｡ ≧0, Y≡ fact(Ⅹ｡)= z

とするとき.

4I (PI II P2 I Y

となることを証明する.

すなわち,

2 ≡ (fact( Ⅹ｡)-z *fact( Ⅹ) )

とすると,

4) (Ⅹ: -Ⅹ｡ I申∧x=Ⅹ○

申∧Ⅹ-Ⅹ｡ (z:=1I O∧Ⅹ-Ⅹ○ ∧z= 1

(規則c l 1) i) 〕

上の推論はⅩ: -x｡をまず実行し続いてz::lを実行した場合

に対応する. x:
-Ⅹ｡とz::1.を逆境に実行した場合に対応する

推論も同様であるので省略する.次に.

4)∧Ⅹ-Ⅹ○ ∧z; l⊃x

より規則C I 4)を適用して

x (PI' " P2'l V

とする.図3. 2に ′

x (Pl' H P‡'I Y

の証明を示す.

図中の**については,推姶規則CI 2) , CI 3)-を適用して

公理に到達する. x:王Ⅹ-1とz:;z *yを道場に実行した場合に対

応する推始も同様である･
(例終り)
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Ⅹ>0∧Ⅹ†1-y∧z*fact(x)*(x+1)-fact(XHO)+y3X I (PI'JI P2') V

x>o'∧Ⅹ11-y∧z*fact(x)I(x+1)-fact(xふ)+y (p.'fl P字'I V,

Ⅹ>0∧Ⅹ11-y∧z事fact(x)+(x+1)=fact(x｡) (ヱ:=ヱ*yl x>0∧Ⅹ†1==y

∧z*fact(x)I(xll)=fact(xo)*y, ･･･*
】

x∧Ⅹ>1∧Ⅹ-y (Ⅹ.･:Ⅹ-1〉 Ⅹ>0∧true∧Ⅹ†1〒y

∧z+fact(x)*(x+1)=fact(xo)･･･ * :

x∧Ⅹ>l∧Ⅹ-y (x:=Ⅹ-1; Pl'"z:-Z*y; P2') V

x∧Ⅹ>1 (P2!ⅩヽPl?yl x∧x>1∧trtle∧Ⅹ-y･･･**

x∧Ⅹ>1∧true (if･･･fi; PllIIif･･･fi; P2'〉 V･･･*1

x∧Ⅹ>11 (if･･････fi; PI'flP2'I V x∧ x≦1 (^Jf P2'〉 V･･･

I (Pl'llP2'l V

*2の子孫

descendant of fornula * 2

Ⅹ∧ x≦1 ∧true (^1t^) V x∧ x≦1.∧trtJe (^Ilif･･･fi; P2'I V
･･･公理二

x∧ x≦1 (^IIP2') V

図3. 2 x (Pl'flP2') Vの証明図
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上の例では,証明国中に全く同じ部分未が現れたのでその部分を

省略した.このように自明な冗長部分は,割当文が何個所も現れる

場合は常に現れる.それらはいつも省略可能である.

例えば次のようなC S Pの場合,

Pl : Ⅹ :
-1 ;do ･･･上垣

P2 : y :
=l ;虫･･･ 9i

OをⅩもyも含まない述爵とすると,

4I (PI ll P2 I V

の証明の最初ゐステップ,即ち.根の子孫は次のようになる.

(1)

4)∧Ⅹ-1 (∫ ;
-1I 4)∧x=1∧y-1

申∧Ⅹ-1∧y-1 (do ･･･

odJIdo
･･･

odl
V ･･････***

申(Ⅹ :
- 1) ○∧Ⅹ- 1 4I∧Ⅹ- 1 (do ･･･

od" P2 ) V

4) (Pl lI P2 I Y

○∧y- 1 (Ⅹ :
≡l一

4)∧Ⅹ- 1 ∧y- 1

中∧Ⅹ- 1 ∧y-1 (do ･･･

odlldo
･･･

(2)

od)
Y ･･････* * *

申(y :-11更∧y-1 申^7+千+1 (Pl "do ･･･

odI
V

4) (Pl " P2 I V

ここで. ***の子孫は全く同じ部分未となる.これはC S Pプ

ログラムPI II P2 が, Ⅹ ;
-1を先に実行してもy

: -1を先に

実行してもその後の計算に影響を及ぼさないこと着意味している.

このことを利用して,プログラム全体の証明図を小さくすることが

できる.

〔定義3. 1 1〕 akLを割当文とする.
C S P7'ログラムPが次の

ような形をしているとき,

a11;a‖;-;altl;Pl' l暮

a21;a22;･･･;a2‥;P2' ll･･･"

a,.1;a.辛;･･･;a.I.;P,,'
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ここで.

Wl = a ll; a 12;●●●; a Ill,

W2
=

a 21; a 一書;●●●; a 212.

W h
=

a
Al;

a
JI2;●●●;

a^th

とする.またwI .
W‡ ,

･･･

, YA をシヤフルした結果のひとつ

杏, wであらわす.

〔定義3. 1 2〕 7'ログラムPの割当文aI. a2. ･･･, at の系

列

u ≡ a 1; a 暮;●●●; a I,

に対して, Up 上の二項関係m (u)を次のように定義する.

-(u,-[

m (aI) , uがaIのとき

m (aI) 0 m (a2;･･･;a tI ) ,

uがal;a2;･･･;a t のとき.

ここで, ○は関係の合成をあらわす.

〔補選3. 1〕 n個の割当文系列

W]
=

a II; a I2;'''; a Ill.

W2 = a
21;

a
22;''';

a 2t2,

W h
=

a
hl;

a
A2;●●●;

a AtJL

をシャッフルした結果のひとつwに射し.

(i, i' ) ∈m (w)

かつ,

(i' , j) ∈m (PI' " P壬' "･･･" PA' )

ならば,

(i. j) ∈m (all;a‖;･･･;altl;Pl'

" a11･,a‡‡･,････,a‡‥･,P‡'

II･･･Il a
hI;a."･,････,a ht血･,P..I

) .

(証明) Ⅴの長さに関する畑納法を用いる.
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l w I -1の場合には.定義3. 7 (ii)より明らか.

I w I -L +1の場合には.

w=a
kl;W' , I Y' I -L とするとき,帰納法の仮定は次のよ

うになる.

(i

I
,

i' ) ∈m (w' ) ,

(i' , j) ∈m (PI' )I P2' Jl･･･JI P.t' )

ならば,

(i

'
,

j) ∈m (all;a=;･･･;altl;PI'

fl ail;a22･,･･･;a2‥;P2'

lf･･･(( a
k2;･･･;a"k;Pk'

lI･･･l( a
hl;a A2;････,a Ath;Ph'

) .

いま.

(i, i' ) ∈m (y) .

である.すると,定義3. 1 2より,あるi 'が存在して,

(i, i ') ∈m (a kl)
,

(i廿, i' ) ∈m (w' ) .

をみたす.ここで帰納法の仮定より,

(iカ, j) ∈m (all;all;･･･;altl;Pl'

tl all;a22;･･･;a2=;P2'

ll･･･IL a k2;･･･;a ktk Pk'

IJ･･･ll a.,1;a.,2;････,a
A"･,P,.'

) .

定義3. 7 (ii)より.

(i, j) ∈m (aII;all;･･･;altI;PI'

JJ all;a22;･･･;a2t2,･P2'

l(･･･ll a kI;a k2;･･･;a k" Pk'

l(･･･ll a
Al;a A2;･･･;a At.,;Ph'

) .

(証明終)

〔補題3. 2〕割当文の系列wI. W2,･･･.W.をつないだ系列

W = Wl ; W2 'I ●●● ; W A

について, (これは, wl.W暮,･･･,Ⅴ.のひとつのシャッフル結果

である)
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(i, j) ∈m (Ⅴ)

であるならば, yl,Y2,･･･,YA の任意のシャッフル結果w'につ

いて,

(i, j) ∈m (Ⅴ' )

である.

(証明)次の事実に着目する.

wl , V2
,

･･･

, Y.,の任意のシャッフル結果は, yl , W2 ,

･･･

, wh をつないだ系列

Y = Yl ; Y2 ;
●●●

; YJL

が与えられたとき, yから次の操作を繰り返すことにより待ること

ができる.即ち,割当文の系列

u = a
1;

a
2;●●● ; a k ; a k+I;●●●; a t

のa k とa
I.1が異なる7'ロセスPL , PL･に含まれる命令である

とき(即ち,異なるvl , Vl･に含まれる命令であるとき) ,それ

らをいれかえて

■

tl = a I; a 2;●●● ; a k+1; a k ; ●●●;a I

とする.

今

Ⅴ ≡ a
I;

a
2;●●● ; a I-1 ; a I ; a k+I; a I+2;●●●; a I

かつ, a k とa
k.1が異なる7'ロセスに含まれる命令であるとする.

定義3. 1 2より,

(i, j) ∈m (Ⅴ)肝

(i, il ) ∈m (al;a2;･･･ ; a k_1 )

(il , i2 ) ∈m (a k ; a I.1 )

(i2 , j) ∈m (a I.2;･･･;a I )

ここで, a k とa
k.1は同じ変数を含まないので,

(il ,
i2 ) ∈m (a k.I ; a k )

/定義3. 1 2より

(i, i).e m (al;a2;･･･ ; a k_I ; a I.I ;

a k ; a k. 2;･･･;a I )
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以上の繰り返しで,任意のw'について

(i, j) ∈m (Ⅴ' )

(証明終)

〔定義3. 1 3】入力条件4'.出力条件Y,割当文の系列wについ

て,

4I (wI Y

肝

i巨4), (i, j) ･e m (y)ならばj 巨Y

〔補題3. 3〕割当文の系列wl , W2 ,
･･･

, Wh をつないだ系

列

W =- WI ; Y2 ; '''

; W7L

について

4I (wI V

ならば,
,w'

, w2 ,

･･･

, W^ の任意のシャッフル結果w'につ

いて,

4) (w' I Y

(証明)定義3. 1 3及び補据3. 2より明らか. (証明終)

〔補潜3. 4) t≧2とするとき,

中(al; a2; ･･･; a k ;`･･･;a t I V

であるための必要十分条件は,あるxが存在して,

4I (alI父

かつ

x (a2; ･･･;′ a
k; ･･･; a I I V.

(証明) if方向の証明については,定義3. 1 2及び3. 1 3より

明らか.

only if 方向については,次のようにして証明される.

a k が

Ⅹk : = T I

という割当文であったとする.任意のYについて
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Y 〔xk/Tk〕 (Ⅹk: -r
kI

V

を清たす.

従って, al; a2･, ･･･; a I ; ･･･;a t について,

Y 〔Ⅹt/rt) (Ⅹt; -r
tI

Y

V 〔Ⅹt/T
t〕

〔Ⅹt_I/T I_I 〕

(Ⅹt_1: -T‥1 I V 〔Ⅹt/ T
t〕

V 〔Ⅹt/ ど
t)

(xt_1/ど_I〕 ･･･ 1Ⅹ2/T2 〕 〔ⅩI/ TI 〕

(Ⅹ1;ニーI I

V 〔Ⅹt/T
t〕

〔Ⅹt_1/T‥I ) ･･････ 【Ⅹ2/T2 〕

となる.ここで先に証明したif方向を繰り返し使うと,

V 〔Ⅹt/T
I)

〔x‥I/T‥I 〕 ･･････ 〔Ⅹ2/T2 )

(a2; ･･･; a A
･,

･･･;a I I V

かつ

V 〔Ⅹt/ T
t〕

〔Ⅹt-1/T_1〕 ･･･ 〔Ⅹ2/T2 〕 〔Ⅹl/ rl )

(al; ･･･,･ a ～;
･･･,･ a I ) V.

となる.ここで,

申(al; a2; ･･･; a). ; ･･･;a t ) V

であるならば,

申⊃V 〔Ⅹt/ T

t〕
〔Ⅹ‥)/r‥)〕 ･･･

〔Ⅹ2/T2 〕 〔Ⅹ1/ Tl )

となることは容易にわかる.従って,父を

V (Ⅹt/T
t〕

〔Ⅹトl/r‥l 〕 ･･-･･ 〔Ⅹ2/r2 〕

とすれば

中(al一 x

かつ

x (a2; ････, a
k; ･･･; a t I V.

となる.

補選3. 4より次のような推論規則を考える.
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C I 7)

中_ (al; ････, a A ; ･･･; a I_1 I x x (a t I V

4- (al; ･･･; a k ; ･･･;a I_1;a t 〉 V

この推論規則を先に示した公理系に組み入れて使用するために,

推論規則CI 1)の一部を次のように変形する.即ち, C I 1)の

･前提i)に代えて,次の前提i' )を採用した公理系を考える.

i' ) w.
,

w2
,

･･･

, Wh をn佃の割当文の系列とすると,

C S PプログラムPが次のような形をしているとき,

wI;Pl' "

w2;P2' II ･･･ lI

wh;P h'

w)
,

w2
,

･･･

,
W^ をつないだ系列

W = Wl ; W2 ;
'''

; W7I

について

申(w) x x (PI' II P2' Il･･･ll Ph' I V

申(wl;Pl' IIw2;P2' ll･･･ll wh;P h' ) V

〔定理3. 2〕推論規則C I 1)のi)をi' )に置き換えた推論

規則及びc I 2) -C I 7)
,公理C

Al) -C A3)からなる公

理系は無矛盾である.

(証明)規則を置き換えた公理系の証明固から,もとの公理系の証

明図が構成できることを示す.即ち,証明図中に出現するすべての

4I (w)父

という形の式について,これを取り除くことが可能であることを示

せばよい. Ⅴの長さに関する帰納法を用いる.

lwl-iのとき,この場合は, i' )はi)そのものである.

l w I - t + 1のとき,

4) (w) x
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が成立すれば,補題3. 3より,あらゆるw'について

○ (w' I x

が成り立つ.即ち,

○ (wI父

を根とする部分未を,それ自身の証明図とみると,同様なあらゆる

4' (w' I x

.の証明図がCI
7)を何回か適用することによってられる.ここで

あるw'を固定して考え,

wI ≡a ; w
》

とすると,補題3. 4より,

申(al x'

かつ,

x' (w p) x

となる父'がそれぞれのw'について存在する.すなわち,

*1;Pl' llw2;P2' [I･･･ ll w,.;PA'

のwl ,
W2

,

･･･

, Wh のそれぞれ先頭となるどのaiについても

申(ai) x'i

実'i (w'i)父

を成立させる父' iが存在する.したがって証明図の根の子供の部

分

II P2' II･･･ll P,.I 〉 VO (w) x (Pl' tl P_2' ll･･･" Ph' 〉 Y

4･ (wl;Pl' 1t w2;P2' ll･･･II w.,;P,,' ) Y

を図3. 3のように変形することができる.

ここで, w"1, ･･-･･,

W"hはいずれもあるw'の先頭からそ

れぞれaiを取り去ったものであり.長さはw'より短い(即ちwよ

り短い)
.ここですべての,

x'i (w'il実

にそれぞれ痛納法の仮定を適用して, CI 1) , i)だけを使った

証明図に書き改めることができる.
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____…_ __ー

･･･中(ai) x'i X'i (wl;Pl'"･･･1lwi';Pi'_ll･･･"wh･,Ph') V ･･････

申(wl; Pl'II･･･I]wi';Pi'lI･･･llw,.;Ph' I V

図3. 3 規E!1CI 1) i)を使った証明図への変形
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3. 3 C S PのデpJドE]ッタフ[J一世の故証

前節ではC S Pのセマンテイクスとして,状感集合のうえの二項

関係を定義し,部分的正当性の検証体系を与えた.しかし,この論

理体系では,そのセマンテイクスが命令の実行に関する情報を表現

できないために. C S Pのデッドロックフリー性を扱うことはでき

ない.例えば次のようなC S Pを考える.

Pl = if true ; skip
- if trtle ;P2!1-Ⅹ:=1

fi

□ trt)e ,･ skip- Ⅹ.･=1 fi

Pl'= if true ･,

skip
-

x:=1 fi

P2 = if true ; skip
一

之:=1 fi

このとき, Pl lI P2 とPl'II P2 について,両者に現れる7'ログ

ラム変数はいずれもⅩとzで同じであり,また,

m (PI (I P2 ) -m (PI' fl P2 )

- ( (i, j) I j 巨 Ⅹ- 1 ∧z - 1〉 .

となる.しかしPl ll P2 はif文で枝別れがあり, 1行目の

trtJe ; Skip
- if true

;P2!1-Ⅹ.･=1
fi

を実行時に選択した場合, p2!1の実行ができず,デッドロックと

なる.このようにプログラムがデッドロックを起こすか否かは,状

感集合上の二項関係だけからは判断できない.

そこで,本筋では, C S Pの実行可能な命令系列と,その命令系

列を実行途中に通る状感も含めて紀嫁するセマンテイクスとして,

計算履歴集合を,やはり前節と同様にして, centralized approach

によって定義する.続いて, C S Pの部分的正当性とデッドロック

フリー性を,同時に検証する公理系を与え,その無矛盾性(sound-

ness)を示す.

ここで定義する計算履歴は. 2章で定義したR G Cの計算履歴と

は敏妙に異なっている.即ち⊥の使い方について, R G Cの場合は

単に実行の選択が出来ないことを意味したが, C S Pの計算履歴の

場合は後にわかるように⊥はデッドロックを意味する.また計算履

歴集合についてもR G Cの場合はアレフイクスをも含めた定義とな
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っていたが,
C S Pではプレフィクスは含めない.記法については

計算履歴に関しては,定義の都合上,状態とその状態から実行され

た命令を対にして<, >で囲むことに変えるが,集合については特

に混乱はないと思われるので,同じ記法を用いる.

3. 3. 1 計井居慶生食

〔定義3. 1り 次のような形の系列を,計算履歴という.

くil,el>くi2,e2>･･････くin_I,e
)I_l>くiれ.

C>

くiI,el>くi2,e2>･･････くiJ,-I,e
A_l>くiA. ⊥>

ただし, ek は割り当て文またはFE( Ck , CL )を満たすCk ,

CL の通信Ck ヽCL で,あり, 0<h≦nについて

.
(ik,ik.I)e m(eh ).

(定義3. 1 5〕 C S PプログラムP=Pl fl P2 1(･･･II P,,,お

よび状態の集合Ⅰ ⊆up に対して,計算履歴の集合H (P. I)杏

次のように定義する.

( i) H( ^ f[･･･fl A, Ⅰ )≡ (くi, s> I i ∈ II .

(ii) P…Plll･･･" Ⅹ:-T;P L' "･･･II P,,のとき,

i ∈l , (i,i') ∈m (Ⅹ:=T) ･･-･-･-･･-･･････※

かつ,くi',e>で始まる計算履歴(以下 くi',e> wのように表す)が,

H(PllJ･･･rl P L' ff･･･lJ PA, (i') )

の元であるとき,

くi,Ⅹ:=T>くi',e> w∈H( Pl " ･･･" Ⅹ:=T; P L' ]l

･･･ rl Ph , Ⅰ)

(iii) P≡PllI･･･"ii･･･ロBk;Skip -Sk□･･･生; Pn'

" ･･･ tI P..

のとき, i ∈Ⅰで,

i巨B k ･････････････････-･･･････-････････※

であり,かつ,

w∈H(PIIl･･･"Sk･, Ph' II･･･ItPA , (i ) )

ならば, wは,

H(PI II ･･･ (Jii･･･□Bk;Skip -Skロ･･･ii;Pn'

II･･･ll PれⅠ)
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の元である.

(iv) P≡PII]･･･Ildo･･･□Bk;Skip -Sk□･･･9i; Pn' "

･･･H P.,

のとき, i ∈Ⅰで

i巨B k ･･･････････-･･･････-･･････････-･･※

･であり,かつ,

w∈H(PIJ(･･･IJSk,･虫･･･口Bk ;Skip -Sk □

･･･od;Pn' It･･･" P., , (i I )

ならば, wは

H( Pl lI･･･ A9.･･･□Bk ･,Skip -Sk 口･･･9旦;

Ph.I Il･･･.]l P., , Ⅰ)

の元である.

(v) P≡PI J[･･･IJ坐B';C' -S) □･･･□Bk ; Ck -Sk旦卓

; P.h' ff ･･. fl P,.

の場合,

i∈Ⅰ
.かつ1

≦h ≦k なるすべてのBh

についてi巨BI.ならばch は逓伝命令で

かつその道倍相手のプロセスがすべてAで

あるとき, (即ち. i巨L Eh であるとき)

･･･････････････耗

wがH( Pl (l･･･" Ph' fI･･･lJ Ph , (i ) )の元ならば

w∈H( PI II･･･"旦旦Bl;Cl -Sl □･･･□Bk ;

Ck -Sk Od; Ph' ll･･･lf Ph , Ⅰ)

(vi)プロセスPiが,

坐Bl;Cl -Slロ･･･□Bk ; Ck ーSk旦旦,･ Pi'

または

iiBI;Cl -Slロ･･･□Bk ,･ Ck -Skii; Pi'

のとき

[BI;Cl
-I.+SIロ･･･口B)( ,･

Ck -Sk ] ,･ Pi'

と書く.
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また,上のような形をしたPiについて,記法Pi /k をそれぞ

れ次のように定める.

(坐Bl;CI -Slロ･･･□Bk ;1Ck -Sk □･･･口BL ;

CL -SL 9i･, Pi' ) /k

は,

Sk ;坐Bl;ClーSIロ･･･□Bk ; Ck .-1'Sk □･･･

ロBL ;.CL -SL 9i;
Pi'

を意味する.また,

( ifBl;Cl -Slロ･･･□Bk;Ck-Sk □･･･□

BL;CL -SLii;Pi' ) /k

は,

Sk;Pi'

を意味する.以上の記法のもとで,

P… PllI･･･lI [･･･■□Bk;Ck-Skロ･･･] ･, Ph' ll

･･･ll
[･･･□B

L;CL-S Lロ･･･]
･, P s' 1l･･･" P A

の場合,

i ∈Ⅰ , i巨Bk ∧B i , P( Ck , CL )

かつ , (i,i')∈m( C- ヽCl )のとき,

･･･ ･･-･･ ･･･ ･･･ ※

くi',e>wが

H( Pl ll･･･ll

[･･･□Bk;Ck-Sk口･･･】 ;Pn'/k tl･･･"

[･･･□B
L;CL-SL□･･･] ;P

s'/i
ll･･･ll Ph, (i') )

の元ならば.

くi, Ck ヽCL>くi',e> wは

H( Pl ll･･･ll

[･･･□Bk;Ck-Sk□･･･] ;P..' "･･･ll

[･･･□BL,･CL-SLロ･･･] ;P s' JJ･･･J) P., , I)

の元である●.

(y最) P…^ "･･･II ^でなく,かつi ∈Ⅰについて(ii)
- (vi)

のいかなる※の条件もあてはまらないとき,
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くi,⊥> ∈H (P, I) .

〔例〕次のPl , P2 で定められるC S P7'ログラムP≡Pl " P2

について,

Pl ≡ 坐 Ⅹ>1; P2!Ⅹ-Ⅹ;-Ⅹ-1 od

P2 = Z:-1 ;do true; Pl?yーZ:-Z *y 虫

(≡z:-1 ; P2'と書く)

このとき,状慮iを,

i巨Ⅹ-3. j 巨z'-6∧Ⅹ-1∧y-2

とすると,

くj, e> ∈H(
A ll^ , (j I ) 〔定義3. 1 5 (i) 〕

また,

j 巨L E壬

より,

くj, 8> ∈H(
A JI P2', (j 〉 ) 【定義3. 1 5 (v) 〕

さらに,

j 折Ⅹ>'ユ(巨L EI)
l

より

くj, e> ∈H( Plll P2', (j ) ) 〔定義3. 1 5 (v) 〕

また

jI巨z-3∧Ⅹ- 1 ∧y-2,

かつ,

j2巨z-3∧Ⅹ-2∧y-2

とすると,

(jI,j) ∈m( z:=z *y) ,

かつ,

(j2,jl)∈m( Ⅹ:=Ⅹ-1)

より

くjl,女:-之 *y>くj,c> ∈H(Plll P2', (j ) )

くj2, I:=X-1>くjl. Z:=Z *y> <j, e>

∈H( Pl ll P‡', (j壬I )

〔定義3. 1 5 (ii) 2回適用〕
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ここで,

j3巨z-3∧x=2∧y-3

とすると

j3巨x>1,

(j3,j2) ∈m (P2!ⅩヽPI9y)

･より,

くj3, P2!xヽPl?y>くj2, Ⅹ:=Ⅹ-1>

くjl,a:=Z *y> くj. e> ∈H(PllJ P2', (j3) )

以下同様の繰り返しで,

<i,z:=.1> ･･･くj3,P暮! xヽPI? y>くj2,Ⅹ;=Ⅹ-1>

くjl,Z:=2 *y> くj, e> ∈H( PI II P2, (i I )

となる.

3. 3. 2 T-ツドE)ッタフIJ一世の故証

前節で定義した計算履歴集合を用いてデッドロックを形式的に特徴

づけ,その定義のもとでのデッドロックフリー性の検証体系を示す.

〔定義3. I 6)あるC S P7'ログラムが状態iでデッドロックで

あるとは,少なくともひとつAでないプロセスが存在し,位意のA

でない7'ロセスPk について.ステートメントの先頭がif文かdo文

でi臣L Ek かつiで真となる防護に続く命令がすべて通倍命令で.

かつ,これらの通倍命令のどの対cL,Ck についてもp (CL,Ch )

が成り立たないことをいう.

あるC S PプログラムP≡Pl ll P2 "･･･" Ph が入力条件4)め

もとでデッドロックフT)-であるとは, 4Iの成り立つ任意の状膿i

からPを実行したとき,途中で通るいかなる状感でも7'ロ9'ラムの

残りの部分がデッドt)ックにならないことをいう.すなわちすJ<て

のw∈H (P. (i I i巨4'l )についてwの最後が<j, ⊥> でな

いことをいう.また, Pが人力条件4)と出力条件Vについて部分的

正当であることは次のように表せる.すなわち.佳意の
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<i,e> ･･････<j. 8> ∈H (P, (i I i巨4)) )

について, i巨4'ならばj 巨Yである.

この定義は3. 1肺の部分的正当性の定義と等価になる.

以下では, Pが4), Yについて部分的正当かつ申についてデッド

ロックフリーであることを,

4I 【P】 V

.とあらわす.前節同様,この形の式と述蕗をあわせて給理式と呼ぶ.
以下ではC S Pの部分的正当性及びデッドロックフリー性につい

て,計算履歴集合を定義した手職と同様なcentralized approachに

そって推姶を進める公理系を以下に与える.この公理系は前節で示

した部分的正当性の検証体系の推姶規則の一都について,前提とな

る式を付け加えたものである.したがって以下に示す体系での証明

は付け加えた前程以外の部分についてはそのまま3. 1節に示した

部分的正当性の証明体系での証明となっている.

以下に公理と推論規則を示す.

CJ 1)

申【P】 Y

ここで. rは論理式の並びで,次のi) -v)にあてはまる式の

並びをすべて含む.

i) -iv)部分的正当性の推始規則CI
1)のi) -iv)に示す式

のl, Iをすべて【, 】に置き換えて得られる式の並び.

v) pのAでないすべてのプロセスについて,その先頚がif文であ

るとき.

0⊃( VL,k (Bh ∧BL ) ) VVL BL

ここで. VL,k はp (CL,Ck )なるL,hについ ての姶理和,

VL はCL がskip文であるようなLについての姶理和を表す.

この式をブロッキングフリー条件という.
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CJ 2)
●

.里⊃Y
(x/Tl+∴

4I 【x:;T】 V

ここで, V (x/r〕はVのx のすペての自由な出現にrを代入し

た式セある.以下,同様の紀法を用いる.

cJ 3) Ck をp ! T, CL をQ?Ⅹのとき,

申∋Y 〔x/T)

4I 【Ck ヽCL 】 Y

CJ 4)

4)⊃4I' ○' 【P】 V

中【P】 Y

CJ 5)

4' 【2_】 4'' 4'' } V

4) 【P】 Y

C J 6)

4)⊃V

申【^ I(･･･ll ^】 V

公理として次のA'1) , A'2) , A'3)を採用する.

A'1)任意のC S PプログラムP,任意a)述韓Vについて,

Ealse [P] V.

A'2) Pが推論規則CJl)のi)-iv)の条件のいずれもあて

はまらないとき,任意の述希中, Vにつ'tlて,

4) 【P】 Y.

A'3)自然数姶のすべての定理.

〔定義3. 1 7)給理式4) 【P】 Vに射し,次のような始理式を節

点のラベルとして持つ未をその証明図という.

(1)根のラベルは4I 【P】 Vである.

(2)すべての内部節点のラベルは,その子供のラベルを前捷として

直接に推治される.

(3)すべての葉は,ある内部節点で使われた推始規則

CJ 1)のiv)の前捷
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中∧rL E. 【Pll卜･･I暮

iiBl;ClーSl□･･･□Bk;Ck~Skii;

虫Bl;Cl-Sl□･･･口Bk;Ck-Sk9i;P.'

"･･･" P A ] Y

の子孫であり,かつそのラベルは

4' 【PII[･･･lI虫Bl;Cl -Sl □･･･

口Bk;Ck-Sk9i; P.' lI･･･"PA 】 Y

であるか,または公理をラベルとしてもつ.

この公理系は3. 1肺で示したC S Pの部分的正当性の検証体系

に,推論規則CJ 1)の前碇v)をつけ加えたものとなっている.

すなわち, ○ 【P】 Yの証明図が存在することは,申(P) Vの証

明図が存在し.かつ,その証明囲に現れるすべてのX (P' ) Vと

いう形の式について, P- の空でないすべてのプロセスの先頭が

i一文であるならばブロッキングフリー条件が成立すること(この

ような証明図をブロッキングフ7)-な証明図.と呼ぶ)と等価である･

以下に.この体系が部分的正当性とデッドロックフリー性を同時

に検証するものであることを示す.

〔補題3. 5〕 ○ 【P】 Vの証明図が存在すればPは人力条件申と

出力条件Yについて部分的正当である.

(証明) 4･ 【P】 Vの証明図はそれ自身4' (P) Vの証明図である.

定理3. 1よりPは人力条件申と出力条件Yについて部分的正当で

ある. (証明終)

〔補題3. 6〕あるw∈H (P, (i I i巨申I )について, wの

最後がくj, ⊥> であれば. 0 (PI Yのブロッキングフリーな証明

図は存在しない.

(証明)くj, ⊥>で終わるyのもっとも短いもの牢ついて･それが
冗 (P, Ⅰ)の元であることがわかるまでに定義3. 1 5の規則が

適用された歯数に関する帰納法を用いて証明する.

(1) くj, ⊥> ∈H (P. (i l i巨OI )

であるとき,定義3. I 5よりPの^でないすべてのプロセスにつ

8 2



いて先頭はiE文かdo文であり. k番目の7'ロセスの先頭がdo文であ

るならばそのdo文についてL Ek はjで成立しない(そうでなけれ

ば定義3. 15v)が適用できる) . 中(PI Yのいかなる証明

囲も次のような部分をもつ.･すなわちすべてのdo文について推論規

則CJl)のiv) (の【. 】を(, )に置き換えた規則,即ちCI

1) i▼) )を何回か適用し,すべてのAでないプロセスの先頭はif

文となっている(図3. 4参照)
.このとき.

iではこの図の最上

段でのブロッキングフリー条件が成立しない.すなわち, 〟 (C..

Ck )の成立するL,h で, VL,. (Bk ∧BL )が成立すれば,

Pに関して定義3. 15のiy)が適用でき,また, CL がskip文で

あるLについてVLBL が成立するなら,定義3. 1 5の(jii)ま

たは(iy)が適用できる.ゆ.えに. 4･ (PI YのブロッキングフT)

-な証明図は存在しない.

(2)帰納法の仮定として.

｢H (P' , (i I i巨Ⅹ〉 )にくj.･⊥> で終る元が含まれること

が定義3. 15のt回以下の適用でわかったとする.そのとき,

X (p' ) V

のブロッキングフリーな証明図は存在しない. ｣と仮定する.

7LEl∧･･･∧17LEh∧申(if･･･*･･･fi;.do･･･*･･･od;Pl (I

if･･･*･･･fi;do･･･*･･･od;P2 ff･･･

fI

if･･･ *･･･fi

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

;do･･･ *
･･･od;Ph) true

7LE,∧7LE2∧申(if･･･*･･･fi;do･･･*･･･od;PI J(

if･･･ *･･･fi ;do･･･

rLEl∧○ (if･･･*･･･fi;do-*･･･od;P. 1l

do･･･ * ･･･od; P

*･･･od;P
2II ･･･lldo･･･*

21I
･･･ lJdo･･･* ･･･od;

･･･od; P

P.,) true

申(do･･･*･･･od;Pl " ･･･ lldo･･･*･･･od;Phll ･･･ ((do･･･*･･･od;P.I true

図3. 4 推始規E!1Il) iv)の逮月
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そこで, t+1回目に適用されたのが(ii)
- (vi)のいずれで

あったかによって場合わけをする.

(ii)の場合には,

くi,Ⅹ:-r>くi',e> ･･････くj, ⊥> ∈H( Pl ll･･･IL

x:=r; P L' Il･･･" Ph , (i I i巨申) ) .

であり,証明囲は次のような部分をもつ.

4I_(I:-rI X X (pI"･･･" PL' "･･･" Ph ) Y

4) (PIll･･･" I:-T;PL' ll･･･ll P. ) Y

ここで,

X (PIIl･･･II P L' "･･･II PA I V

を根とする部分未は.それ自身の証明図となる.したがって,もし,

申†Pl "･･･Il x.･=T,･PL' (I･･･ JI Ph l Y

のブロッキングフリーな証明が存在したとすると,

Ⅹ (PIIl･･･" P L' ll･･･" PA I V

のプt2ッキングフ7)-な証明図が存在する.しかし,定義3. 1 5

のii)より,

くi',e>･･･くj, ⊥> ∈H( Pl ll･･･" PL'l(･･･lt PA , (i') )

一方,

(i,i')∈m (Ⅹ:三T)

のとき,

i'巨Ⅹ

より.

くi',e> ･･･くj, ⊥> ∈H( Pl 11･･･II PL'll･･･"

P.
, (i' ( i'巨ⅩI )

となり,これは帰納法の仮定に反する.

(iii)の場合には.

<i
,e>･･･くj,

⊥> ∈H( PIIl･･･Ilii･･･□Bk ;Skip -Sk 口･･･ii
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; Ph' lI･･･ff P., , (i J i巨ⅩI )

定義3. 1 5のiii)より,

くi
,e>･･･<j,

⊥> ∈H( Pl ll･･･" Sk ; Ph' "

･･･" PA , (i ) ).

であり,また

i巨○∧B-

･より

<i
,e>･･･くj,

⊥> ∈H( PI Il･･･JJ Sk ; Ph'"

･･･H Ph , (i li巨4)∧Bk I ) .

である.このとき証明図は次のようになる.

●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●●●

申∧Bk (Plll･･･II Sk ; Ph' Il･･･lt Ph I Y

申(PllI･･･11if･･･ロBk;Skip -Sk □･･･ii;

P..I J[･･･JJ P^ i Y

ゆえに,

申(Pl "･･･"if･･･ロBk ;Skip -Sk 口･･･ii; Ph'

Ll･･･I[ P.. ) V

のブロッキングフリーな証明が存在したとすると, (ii)の場合と

同様にして,

4)∧Bk (Pl ll･･･II Sk ; Ph' "･･･" Ph ) V

のブロッキングフリーな証明図が得られることになり.これは,帰

納法の仮定に反する.

(iv)の場合には,

<i
,e>･･･くj.

⊥> ∈H( Pl "･･･ll坐･･･□Bk ;Skip ーSk □･･･9i;

P■'

である.定義3. 1 5のiy)より.

くi
.e>･･-･･くj,

⊥> ∈H(

であり,また.

8 5

･･･ " P A , (i l i巨ⅩI )

S k ; do･･･od･,

Ph' ･･･lI P., , (i I )



i巨B k

Bk ⊃17L E■

である.

くi ,e> ･･･くj. ⊥> ∈H( PII卜･･

(i

Sk;虫･･･9i;P.'Il･･･ ll Ph,

li巨7L Eれ∧申∧Bk) )

である.一方,証明図は次のような部分をもつ.

7L E.∧4'∧Bk (Pl"･･･JISk;坐･･･9i;

P■' ･･･" P A I V

7L 氏.∧4' (Pl lI･･･"ii･･･□Bk ;Skip -Sk

□･･･fi;･do･･･od; Ph' 11･･･It P,, I Y

申(Pl"･･･lI坐･･･□Bk;Skip ーSk□･･･9i;

PJ "･･･ll PA ) V

ここで,

○ (Pll)･･･"虫･･･ロBk;Skip -Sk □･･･9i;Ph'Il･･･IIPh ) V

のブロッキングフリーな証明図が存在したとする.この証明図で,

7L Eh∧4'∧Bk (Plll･･･)lSk;虫･･･旦旦;P.'"･･･IIPh I V

を根とする部分未は,それ自身その証明図になるとは限らない.と

いうのは,定義3. 1 0の(3)より,葉に

申(P11I･･･"do･･･ロBk;Skip -Sk □･･･Od;Ph' ･･･暮IP A I V

というラベルを持つかもしれない.そのような場合は次のような操

作を行うことによって,新たに.

7L Eh∧4'∧Bk (PIII･･･" Sk;虫･･･9i;P.' ･･･ll PA ) V

の証明図を作ることができる.すなわち,定理3. 1の証明のとき

と同様に.

申(Pl11･･･■ll虫･･･ロBk;Skip -Skロ･･･9i;P巾'l(･･･ll Ph ) V

の証明図自身をその葉に出現する同じ式のうえにのせる(図3. 1

参照) . このようにして得られた.
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7L
Eh∧4I∧Bk Sk;do･･･od; P..' 1J･･･J) PA I V

の証明図はもとの証明図がブロッキングフリーならばやはりブロッ

キングフリーである.これは柵納法の仮定に反する.

(v)の場合には,

<i
,e>･･････<j,

1> ∈H( Pl"･･･ "do･･･od;Ph'

"･･･fI Ph, (i I i巨申I )

である.定義3. 1 5 (v)により,

くi
,e>･･････くj,

⊥> ∈H( PJ IJ･･･IJ P..'"･･･lJ

P A , (il ) ,

又,

i巨L E■

より,

くi
,e>･･･くj,

⊥> ∈H( Plff･･･If Ph'"･･･ff Ph,

(i J i F L En ∧中) ) .

一方,証明図は次のような部分を含む.

L E.. ∧4) (PI Il･･･LI PA' ll･･･lI Ph ) Y

41 (Pl lI･･･1Ido･･･od; Ph' tl･･･I] P.. ) Y

これがブロッキングフ7)-な証明図であったと仮定する.すると,

L Eh ∧4) (PIIJ･･･lI P■' lJ･･･ll P., ) Y

を根とする部分未から,

L E■ ∧○ (Plll･･･I暮 P■' ll･･･ll P■ I Y

のブロッキングフリーな証明が得られ,帰納法の仮定に反する.

(yi)の場合には,

くi, Ck ヽCL >くi',e>･･････くj, ⊥> ∈H( Pl ff

･･･H [･･･DBk,･C). -SkD･･･] ;PJ JI

･･･ll [･･･口BL;CL -S L口･･･】 ;P,I "

･･･" PA , (i I i巨中) ) .

である.ここで.
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p (ck , CL ) , i巨Bk ∧BL

かつ

(i,i')∈m (C- ヽC一)

である.

ck, CLは.いずれもdo文に含まれる場合とif文に含まれる場合

がある.今,C.がif文. CL がdo文の場合を考える.すると,証

明囲は囲3. 5のようになる.ここで,

4l∧L E,∧Bk∧BL (C-k 叫CLI
X,

より

(i,i')∈m (Ck 叫CL ) .

定義3. 1 5の(vi)より.

くi'.e>･･････<j. ⊥> ∈H( PllI･･･llSk;P■'

I[･･･H SL;虫･･･□BL;CL ~SL口･･･9i･'

p.I H･･･" Ph , (i' I ) .

したがって.

i'F X.

Ⅹ (Pl"･･･lISk;Ph'It･･･"SL;do･･･od;Ps'lt･･･t]Ph) Y

4'∧rLEn∧Bk∧BL (Ck-CL)
rX

4'∧7LEn (P'Jf･･･l(if･･･□Bk;Ck-Sk□･･･fi;Ph'lt

- tlif･･･□Bl;CL-→S一口･･･fi;

do･･･□BL;CL-SL口-od;Ps'"･･･ll PA ) Y

申(PI It･･･IIif･･･□Bk;C).-Sk口･･･fi;PA'tt

･･･=do･･･口BL;CL-SL□･･･Od;Ps'IJ･･･11
Ph ) V

図3. 5 征明固
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いま,

4' (Plll･･･"ii･･･口Bk;Ck -Skロ･･･ii;

Ph']l ･･･ "坐･･･□BL;CLI--SL□･･･5担;

P s' "･･･H Ph ) Y

の証明で,ブロッキングフリーなものが存在したとすると, (iv)

の場合と同様に,

Ⅹ (P'Il･･･llSk;Ph'"･･･L]SL;虫･･･9i; Ps'lI･･･"PA ) Y

を根とする部分未から,ブロッキングフリーな

Ⅹ (PIH･･･llSk;P.'Il･･･"SL;坐･･･9i;Ps'LI･･･"Ph ) Y

の証明が得られる.これは帰納法の仮定に反する.

Ck, CL がいずれもif文に含まれる場合は,

X (PI"･･･" Sk;Ph'[l･･･" SL;P.' lI･･･" P,,I V

の証明図がそのまま得られ上と同様の戟論となる.

C-, CL がいずれもdo文に含まれる場合は,証明を図3. 6のよ

うな変形を繰り返すことによって,

Ⅹ (PlfJ･･･11 Sk;坐･･･9i;P.'

"･･･"SL;虫･･･9i;Ps'H･･･lIPA I V

の証明図を得ることができる. (証明終)

〔定理3. 3 〕申【P】 Vの証明図が存在すれば, Pは申とVに

ついて部分的正当かつデッドロックフリーである.

(証明)申【P】 Vの証明図はブロッキングフリー条件の部分を除

けば,そのまま○ (PI Vの証明図として読める.従って,補題3.

4より部分的正当が保証される.また, ○ 【P】 Yの証明図が存在

すれば,

4' (p) VのブロッキングフT)-な証明図が存在することになり補

潜3. 5よりPはデッドロックフT)-である.

(証明終)
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a) modified

proof scheme

申(PI=･･･LIdo･･･od;Pn' 1l

･･･=do･･･od･,
Ps' ll･･････llPh ) Y

X (PI[l･･････" Sk;do･･･od; P..'Il･･･

"SL;do･･･od;Ps'[l･･･[lPh) V

申(Plll･･･lldo･･･od･, Pn'll

･･････lldo･･･od;Ps'l]･･･ll PA) V

b) proof scheme of

申(P) V

c) subutree of

proof scheme

of申‡P〉
Y

申∧7LEs∧7LEn (Pl ll･･･[lif･･･fi･,do･･･od;Pn'lI

･･･Ilif ･･･fi;do･･･od･, Ps'1l･･･]I Ph I V

4'∧17LEn (Pl 11･･･llif･･･fi;do･･･od;Ph' ll

･･････[ldo･･･od;Ps']I･･････"Ph ) V

Ⅹ (Pl tl･･････11Sk;do･･････od; Ph'll･･････

[lSL ;do･･････od; Ps'[卜･････llP,, I Y

図 3. 6 変形された証明図
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〔例3. 3)

例3. 2の証明において,空でないすべてのプロセスの先頭がif

文となるの､は,

x∧Ⅹ>1 ∧trtle (if x>1;P2!Ⅹ-I:=Ⅹ-1 fi;P)' JI

iftrue ;PI?y-a.･-Z *y fi,･Pz'〉 Y

及び,

X∧Ⅹ≦1∧trtle (A lliftrtle ;Pl?y-

z:=z *y fi;P2'I Y

の2つの式である.

前者のブロッキングフリー条件は,

父∧Ⅹ>1∧true⊃ (Ⅹ>1∧true)

となり,また後者のブロッキングフリー条件は,

ズ∧Ⅹ≦1∧false ⊃false

となり,いずれも成立する. (例終)

3 . 4 まとめ

本章ではC S Pのセマンテイクスとして状感集合の上の二項関係,

及び計算履歴の概念を定義し,それらをもとにC S Pの部分的正当

性及びデッドロックフリー性を検証する論理体系を提案し,その妥

当性を示した.ここで述べたセマンテイクスでは停止性は扱われて

いない.すなわちここで定義したセマンテイクスはいずれも停止し

た状愚からさかのぼって定義されている.したがって実行時に停止

しない^'スを選択した場合については議論の対象になっていない.

このような停止しないような実行をも含めたセマンテイクス,なら

びにそれに基づく検証方法については今後の錬居であゃ.

またI公理系の完全性に関する議論も,今後の錬産として残されて

いる.
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弟4手 並列プE]グラムの牧証と9t術杓階Jiの完併任

本章では.並列プログラムの検証体系について,その数学的性質

を諌給する. Aptらはプログラムの検証における述藷のクラスにつ

いての重要な概念として,完備性(completeness)の概念を導入した

(Apt Bergatra Heerteins 79).直観的には.ある述藷のクラス^が

完備であるとは, 7'ログラムのクラスを遜とするとき,任意のP,

Q∈^, s∈遇についてP (a) Qが成立するならば,すべての中

間表明を^から選んで証明が可能であることをいう. (Apt

Bergatra Heerteins 79)では&としてwhile 7'ログラムのクラス

を選び,帰納的述岳,帰納的可算述蕗,有限反証的述蕗等のクラス

の完備性についていくつかの結果を示した.それによると,帰納的

可算述蕗,有限反証的述韓等のクラスは完備であるが両･方の和をと

ると完備ではない.また帰納的述蕗については,そのままでは完備

でなく,特別な変歎を含めることを許すことによって完備となるこ

とがしめされた.

さらに(Apt 81)では題として条件付睡界領域によって制御される

cobegin-coend 文を許す並列プログラムを選び,やはり帰納的述語

のクラスの完備性について議論した.

以上の結果は,プログラムの性質のうち取扱いが可能であるもの

が部分的正当性に限られるHoare挽の公理系,あるいはそれを拡張

したOwiki(Owiki Gries 76)の公理系をもとにして得られたもので

ある.一方.並列プログラムの正当性換鉦体系として第1章に述べ

たようにOtdikiらa)方法の他に. Flon,Suzuki (Flon Suzuki 81)

の公理系,即ち並列プログラムを非決定性プログラムとして検証を

行う体系が提案されている.この体系の特徴としては,第1章で述

べたように,プログラムの制御に関する性質も含めて,様々な性質

の議論が可能であることである.

一般に並列プログラムの制御に関する性質についての議論は,部

分的正当性についての敢輪より困難であり,それらを扱う公理系も
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複雑なものとなる.従ってそれによってなされる証明についての証

明論的な議論はより重要なものとなると考えられる.

本章ではFloh,Suzukiの体系をもとに,完備性の概念を一般的

な7'ログラムの性質の証明に拡張して議論する. Flon,Suzukiの

体系の特徴として,次のような点があげられる.すなわち,そこで

扱える性質は特定なものに固定されておらず,任意の7'ログラムs

の構文からつくられる連続ないしは単網な述希関数の最大ないしは

最小不動点で表現される性質ならば,一般に取扱うことが可能であ

る.また一般に並列プログラムの性質は.ある述藩閥歎の不動点を

用いてあらわすことができることが, (Emerson Clarke 80)によっ

て知られている.

従って,プログラムの多様な性質の証明について考える際,個々

の正当性についてそれぞれ公理系を価別に与え,それらを個々に議

論する必要はなく.一般的な取扱いが可能である.

そこで本章では,不動点によって表現されたプログラムの性質の

証明についての完備性を一般的に定義し,算術的階層の各クラスの

完備性についていくつかの結果を示す.

4. 1 祇防iI命令

本章では並列7'ログラムをDijkstra 流の被防護命令(guarded

comannd)(Dijkstra 76)のd o文によって表現する.披防護命令は

非決定性プログラムの一種で次のようなものである.

AI ;坐Bl -Al □B2 ーA2 □･･･□Bh ーAh9i

ここで,各Ai (i:1,
･･･,A)は作用(action)で,自然数の集合N上

の代入文の並びである.また, Biは防護(&uard)と呼ばれ, N上

の帰納的述蕗である.

A]は初期値の設定である.上のステートメントの実行は次のよう

にして行われる.すなわちBi (i=1,
･･･,n)評価し,その結果が其

であるもののうちから一つを非決定的に選び,対応するAiを実行

する.そして同様の動作を繰り返し,すべてのBiが偽になったと
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きに停止する.

cobegiA-COend 文等の並列7'ロ9'ラムがいかにして被防轟命令で

表現されるかは文献(Emerson Clarke 80, Flon StJZuki 81)等に述

べられている.ここでは例を示すに留める.

次のようなプログラムを考える.

x:=0;

cobe&in
,

repeat

repeat

coend

produce;

when true do x:_-x+1 end foreverl)

吐旦旦X>0 虫x･･=x-1 end;

constlれe forever

このプログラムは,被防轟命令では次のように表される.

pcl･.=pc2:=0･, x･.=0 ;

卓旦

pcl-0-produce; pcl:-(pcl†1)nod2 □

pcl=1∧true-x･.=x+1･, pcl;≡(pcl+1)hOd2 □

pc2=0∧x>0 -x:-x-1; pc2:≡(pc2†1)nod2 ロ

pc2-1-coJIStlne ; pC2:=(pc2†l)nod2

9i

次にC S Pから被防護命令-の変換例を示す.第3章で使用した

例のプログラムPI H P2 は,被防護命令を用いて次のようにあら

わせる.

pcl:=0 ･,pc2;=0;
Ⅹ;=x o .･ z:…1 ;

虫pcl- 0∧pc2-0∧x>1-∫.･-Ⅹ ;pcl:=1 ;pc2;-1 □

pcl≡ 1 -Ⅹ;=Ⅹ- 1 ;pcl:三0 □

pc2= 1 一之:=Z*y ;pC2:-0 9i

ここでは,弟1章で述べた非決定性プログラムの実行を木で表す

方法について形式的に扱うため,計算木(co叩utation tree)を導入

する.
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(定義4. 1〕 状感iは各プログラム変数からN上の値への写

像である.

〔定義4. 2〕 7'ログラムsと初期状感iに対して,計算未

了(s,i)を次のように定義する.初期状慮とは初期値設定の結果,

得られる状感である.

禾の各節点は状感によってラベルづけられている.未の根のラベ

ルは初期状感iである.各校はsの防轟によってラベルづけられて

いる.

各節点から出る枝は.その節点にラベルの状感で其となる防護に

よってラベルづけられており,その先に続く節点は各校につけられ

た防護に対応する命令を実行した結果の状感でラベルづけられてい

る.

マ(s,i)の根か~ら子孫に向かう各道は, sをiから実行したとき

の実行系列に対応している.根から始まって,他の道の真のプレフ

ィ ックスにならない道をフルパスりull path)と呼ぶ.

披防護命令プログラムの性質は,それを実行した時の計算未の性

質として表すことができる.

4. 2プログラムの牡牛と不地点理ii

4. 2. 1 完備東上の阿赦と不動点

N上の述韓全体からなる領域は,次のような半場序⊆のもとで完

備束となることが知られている.

P⊂Q 妨 7F(P) ⊂ 7F(a)

ここで7F(P)は,述蕗Pの成立する状慮の集合を表す.

邑藍 本章では以下のような紀法を用いる.

A⇒B ･･-･･ AならばB,

VkhBk ･･･ BI V B2 V･･･V Bh ,

∧khBk ;･･ Bl ∧B2 ∧･･･∧BA ,

]x ≦n p･･･ ]x(p∧x ≦n ) ,

∀x ≦n p･･･ 〉x(x ≦At
.,I-p) ,
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A-1p･･-･････作用Aの実行後,述轟pが成立するための最弱前

条件.

7F(P) ･･････述轟Pの成立する状娘の集合.

⊂･･-･-･-･････ 半噸序.

U S･･-････････半噸序集合Sの最小上界.

Uka k ･･････鎖aI ⊆a2⊆｣･･の上限.

n s･････-･-･･半噸序集合Sの最大下界.

nka.◆･･････鎖a･I ⊇a2⊇･･･の下限.

〔定義4. 3)完備東をなす領域βについて,

i) β上の関数fが単調(monotone)あるとは.すべてのⅩ, Y∈B

について

Ⅹ⊂Y

ならば,

f(‡)⊆f(Y)

となることである.

ii) β上の部分集合Aが有向集合であるとは, Aのすペての有限部

分集合について,その上限および下限がAに含まれることである.

J.ii) B上の関数fが上から連続(contintJOuS from above)である

とは, βの任意の有向集合Dについて

f(n D)=∩ (f(‡) t‡ ∈D〉

となることである.

iv) B上の関数fが下から連続(continuous fro竹below)である

とは.おの任意の有向集合Dについて

f(U D)=∪ (f(‡) l‡ ∈DI

となることである.

v) β上の関数fが連続であるとは, fが上かつ下から連続であ

ることである.

vi) B上の関数fが上からa?連続であるとは,任意のB上の鎖

dl ⊆d2 ⊆･･･

について
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f(∪ ( di I )-∪ (f(di) li ≧1 I

となることである.同様に下から41連続であるとは,任意のB上の

鎖

dl ⊇d2 ⊇･･･

について

f(∩ ( di I )=∩ (∫(di) Ii ≧1 I

となることである.

上からかつ下からo連続であるとき単にo連続であるという.

容易にわかるように連続ならばα連続であるが, α連続であって

も連続であるとは限らない.

(定義4. 4)完備束をなす領域B上の単調な関数fについて,

(Ⅹ ` Ⅹ∈β, Ⅹ-∫(Ⅹ)I

の最大元と最小元が常に存在する.最大限を最大不動点,最小限を

最小不動点と呼び,それぞれ

gfp.‡f(‡),

1fp.‡f(‡)

で表す.以下fが1変数の場合,単に1fp.X f, gfp.‡ fのように

書く.

最大不動点および最小不動点は次のように特徴づけられる.

fが単鋼な場合,

1fp.‡f(‡)≡∩ (‡ lf(冗)⊆‡ I

gfp.Xf(X)-U (X I‡ ⊆f(X))

またBとして述語全体からなる領域をとった場合, fがdl連続な

らば,

lfp.Xf(X)=Ukfk(false)

gfp.Xf(X)=nkfk(true)

最大および最小不動点,単鋼あるいは連続な関数等に関する基本

的な性質を次にまとめておく.いずれもよく知られた結果であるの

で証明は省略する. ((Park 69)等参照)

1) fが連続であるならfは単調である.
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2) f(X,Y)がX およびy について下から(上から)連続である場

令. Ifp.Xf(X,Y)(&fp.Xf(X,Y))も下から(上から)連続である.

3) f(X,Y)が‡およぴY について下から(上から)連続である場

令, g∫p.Xf(X,Y),l∫p.XE(X,Y)はいずれもY について単鋼である.

4) ∫(‡･Y)がXお.よぴyについて単粥である場合, &fp.Xf(X,Y),

1fp.Xf(X,Y)はいずれもY について単鋼である.

･

5) (不動点畑納法)

‡ ⊆f(‡)

ならば

X E:&fp.Xf(X)

である.

述轟の上の開放は,状膿の集合の上の関数ともみなすことができ

る. RPち述啓開敷fは述爵PをQに移す.とすると. fは7F(P)杏

7F(Q)に移す状慮集合上の関数である.以下述藩閥歎とそれに対

応する状慮集合の上の開放を同じ紀号を用いて表す.

gl(X), g2(X)が連続な述幕閣致で, A~Iが帰納的関数の代人の

みからなるとき,

fI(X)- gI(X)^g2(I)

f2(X)- gl(X)∧g2(X)

fき(‡)- A~l( gl(‡))

はいずれも連続である.

4. 2. 2 不h点ii理式とモの征fy)

被防轟命令7'ログラムの性質は.前節で述べたように,その計算

未の性質として表現することができる.しかし計井禾は.プログラ

ムを実行した後に得られるもので,実行前に未の性質を戦給するこ

とは難しい. 7'ログラムの性質を実行に先だって載給するには,そ

の性質が例えばHoare洗の記法のように,プロ9'ラムの構文を用い

て表現され七いることが望ましい.

本筋では以下に, E■ersoA-Clarke の定理(E+erson Clarke 80),

およぴFlon-StlZqkiの定理(Flea StlZtlki 80)についてその概要を
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述べる. E≠ersoA-Clarke の定理は攻防iI命令によって書かれた

7't)グラムの性質を. N上の述清からなる領域上の関数(述韓閑散)

の不軌点を用いて表す方法について述べたものである.またFlon-

Suzukiの定理は,単鋼な開放の長大不動点あるいは連続な関数の

最小不動点で真司された性質の証明体系の作りかたについて述べた

ものである.

まずプログラムの性質を計3(未についての性質として表現するた

めの計算未式(co叩tJtation tree forMla:C T F)を導入する.

以下に示すのがCT Fの例とその意味である.

川∀fullpath jhOde.R. ･･･マ(s,i)のすペてのフルパス上にRが成

立する状感でラベル付けされた節点が存在する.換言すれば,

r

sをiから実行したとき,いかなる逆を選択してもいつかは必ず

Rが成立する. J

となる.

(2)〉fullpath∀nodeR. ･･･マ(s,i)のすペてのフルパス上のすべて

の節点でRが成立する.すなわち

r

sをiから実行したとき,常にRが成立し続ける.
J

(3) ]ft)11path〉00nodeR. ･･･マ(s,i)にあるフル^'スが存在し,そ

のバス上の節点は有限佃を除いて,すべてRの成立する状態でラベ

ル付けられている.すなわち

r

sをiから実行した時,ある時点からRを常に成立し続けるよう

にすることが可能である. J

上のRがさらにC T Fであってもかまわない.

上のようなCT Fで表現された性質を, sの構文を用いた表現に

するために不動点姶理式(fixpoint for…1a:F P F)による紀法を

導入する.

〔定義4. 5】 次のような真申を不動点始理式という.

7'ログ●ラムsの述希R.,･･･,R, (=R)についての正当性を表現

するF P Fの構文はRl,･･･. Rk , Sの防建Bl ,
･･･, B^

.およ

び変数Xl. X2. ･･･に
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(i)姶理輯井∧. ∨. ｢.
⇒. ･･･

(ii) sの各作用AI,A2.･･･AA の各J[翁前条件溝井

AI~I
.A2-1.

･･･. Ah~I

(iii)不動点輯3t子1fp,g∫p

をはどこして得られるものである.

F P Fの解釈はN上でその構文に従ってなされる.次の命据はF P

Fがプログラムの性質について十分な表現力をもっていることを表

す.

〔命題4. 1) (E■ersoA- Clarke)C T Fで表現された任意の性

質に対して,それと等価なF P Fに変､換するアルゴリズムが存在す

る.又. ∀00.ヨooを含まないCT Fはm連続な関数のみからなる

F P Fに変換される.

〔例4. 1〕プログラム

s :doBl -Al □B2 -A2 □･･･口B,. -AA Od

述藷Rに対し, CT F,

VfullpathVnodeR

紘,

T! (X) -R∧∧kA(Bk ⇒Ak~lx)

とすると.

&fp.I r.(X)

と等価になる.

また,次のCT F.

jfullpathVrLOdeR

は, ｢少なくともひとつマ(a,i)にあるフルパスが存在し,そa)^'

ス上の節点は,すべてRの成立する状慮でラベル付けられている. ｣甚

ち, r

sをiから実行したとき.常にRが成立し続けるような実行

が可能である. Jという意味になる.これは,

tD!(X):R∧VkJL(Bk ⇒Ak~1X)

とすると,

gfp.X o:(X)

1 0 0



と等価になる. rR. tP!のJE大不動点をそれぞれ

tdip∀
(a. R)

Nipヨ(s. R)

と書くことにする.以上の二つを7'ログラムsの不変的性質と呼ぶ.

プログラムの性質を不動点によって特赦付けることの利点は,吹

に述べる命捜に示されるように.その公理系が容易に得られること

である.

〔命母4. 2) (Flon-StI&tlki:長大不動点証明規則)

任意の7'ログラムsと述韓Rについて, sの宍についての性質

pre(s,戻)

がある単鋼な述韓開放胡(I)のJE大不動点&fp.X oi(X)と等価であ

ち,かつ次の条件M, (2)を充たすとするとき,

(1)&fp.X o;(X)と等価な述寿が中間表明として与えられる.

(2)述蕗p, Qに対して. P⇒○; (a)という形の式を証明する公理

系が存在する.

このとき.

P⇒oi (P)

P亡さpre(a,宍) ･･･F. I.

という規則を付け加えることによって,

′P∈ケpre(s,罷)

に対する完全かつ無矛盾な公理系を得ることができる.

上の規則は不動点帰納法と同じ形をしている.
~

〔命題4. 3) (Flon-St)zuki:最小不動点証明規則)

任意のプログラムsと述韓Rについて, sの更についての性質

pre(a, 戻)

があるo連続な述韓関数胡(X)の長小不動点1fp.X o;(X)と等価で

あり,かつ次の条件M. (2Iを充たすとするとき.

(1)巨0;L (fa-1se) …J( i)となるN上の述蕗J (i)が中間表明

として与えられる.

(2)述蘇P, Qに対して, P⇒○; (a)という形の式を証明する公理
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一

系が存在する.

このとき.

J(ttll) ⇒胡(J(A)) ,

_J(0)
]nJ(A) ⇒pre(a, R)

という規則･をつけ加えることによって,

P⇒pre(a, 戻)

に対する完全かつ無矛盾な公理系を得ることができる.

4. 3 完m牲

前節では,不動点で特徴付けられた性質の証明体系の一般的な形

について述べているFloA-Sqzukiの結果を紹介した.本筋ではま

ずAptが導入したNhile プログラムの性質の部分的正当性について

の完備性の定義を紹介する.続いてプt)グラムの一般的な性質の証

明について,完備性の概念の拡張をおこなう.

本章の始めにも述べたように述蕗のクラス^が性質

pre(a,戻)

の証明について完備であるとは,

Q,宍∈ A

のとき,

Q⇒pre(a,戻)

の証明が, ^からすべての中間表明を選ぶことによって可能である

ことをいう.

4. 3. 1 Hoare洗の体系に基づく完備性

N上の7'ログラムのクラス,&w として次のようなものを考える.

(1)N上の代入文は&"の7'ログラムである.

(2)sI. S2
∈遜w であるとき,

sl ,' S2 ∈ &I- ,

while Bdo sl e &w

ただしBはN上の帰納的述鋳である.

遜w の部分的正当性の証明についての完備性を次のように定義する.
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〔定義4. 6〕 (Apt8er&atra Meerteins 79) 述韓のクラス^が

&w の部分的正当性について完備であるとは,任意のs, sl,

s2
∈&N･ P, Q∈一について次が成立するこ阜である･

(1)^は,帰納的述韓との始理棟について閉じている.

(2) 巨P ('sl ; S‡ 〉 Q

ならば,あるR∈^が存在して

巨●p (s1 I R.

巨R (s暮I a

である.

(3) 巨P (while Bdo sI) a

ならば,あるR
e^が存在して

巨P∈ケR,

巨R∧B (s) A

巨R∧rB⇒Q

である.

上の定義は部分的正当性についてのHoare流の体系の推論規則,

L P (sI I R L R (s2 I a

L P (sI ; S2 I a

卜P亡一R 卜R∧B (sI 氏

トP (while Bdo s)

ならびに

の結論に現れる述蕗がAに入れば,前捷に現れる述韓も^に含まれ

ることを要求している.

このように,プログラムのある性質についての完備性とは.それ
＼

を証明する公理系の形に依存して定義されることがわかる.

4. 3. 2 ･完4ttの一曲化

上に述べたように,プログラムの様々な性質について完備性を定

義するためには,個々の性質についてそれぞれ公理系を与え,それ
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ぞれの公理系に従って完備性を定義しなければならない.しかし,

前章の命題4. 2.及び4. 3より,披防練命令についての様々な

性質について証明体系の一般的な形式が示されているので,それに

基づいて完備性を一般的に定義することができる.

〔定義4. 7)述韓のクラス人が,ある阜珊な述清閑歎o.'の最大不

動点と等価な性質

pre(a, R)

の証明について完備であるとは,任意のs,任意のQ,RI,･･･, Rk

(-戻) ∈一に対して

巨Q⇒pre(s, 戻)

ならば,

卜Q亡O P,

卜P亡かOi (P)

となる･P∈人が存在することである.

同様にあるu連続な述清閑歎o;の最小不動点と等価な性質

pre(a,戻)

の証明について人が完備であるとは,任意のs,任意のQ, Rl ,

･･･, Rk (-戻) ∈Aに対して

巨Q⇒pre(a,戻)

ならば.

トQ⇒ ]L J( i),

卜J(i+1) ⇒o;( ∫( L) ) ,

卜7J (0)

である]L J( i)∈人が存在することである.
●ヽ

上の定義は前に述べたNhile プログラムの場合と同様に,結姶に

現れた述蕗が^に入れば前提に現れる述蕗もAに含まれることを要

求している.すなわちpre(a,宍)が長大不動点の場合には,証明

の形ば,

P E*0; (P)

P⇒pre(a,戻) ･･-･････F. Ⅰ)

QE*pre(a,宍)
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のようになり,中間表明としてPが出現する.

また長小不軌点の場合には,証明の形は,

Q亡ケJ( T)

J(Lll) ⇒胡( J( L_) ) . J (0)

J( L)ラ re(a, R)

Qt* L J( L) L J( i) ⇒
r_e(a, 戻)

Q⇒pre(a,戻)

のようになり,中間表明として. ]L J( L)が出現する.

4. 4 井桁的P[Ji

N上の述蕗は,それが定義するN上の関係の複雑さによって階層

構造をなすことが知られている(Him■aれ 78).この階層構造は,各論

理式に現れる束縛紀号の入れ子の欺によって特徴付けられる.

〔定義4. 8〕 r≧0について,

(1)∑○｡ - Ⅲ○｡= (帰納的に決定可能なN上の関係

を定義する述蕗のクラス.ト

(2)∑○,.1= (P(xl,･･･,X.. ) I

P(xl.･･･.XA ) = ]y a(xI,･･･,Xh
,y),

Q(xl,･･･.Xh
,y) ∈rIO, I .

(3)nO,.1= (P(xI,･･･.X,, ) l

P(xl,･･･,XA ) = ∀y a(xI,･･･.Xh
,y),

Q(xl,･･･.Xh
,y)ヽ∈∑○,

) .

(4)AO, - ∑O, nnO, .

∑o1は帰納的可井述希のクラスに.またno1は有限反証的(香

定をとると帰納的可算となる)述韓のクラスに一致することが知ら

れている.

さらに次ぁことがいえる.

〔命遼4. 4)すべてのr≧0について,

(I) R∈∑○,肝7R∈rI●,

1 0 5



かつ

R∈nO,肝7R∈∑Or .

(2)r ≠0のとき,

AO, ⊆∑O,

かつ

AO, ⊆ⅢO, .

(3) ∑0. Uno. ⊆AO‥l .

(命概4.′ 5】井術的階有の各クラスは,すべてのr≧0で表4.

1のような閉包性をもつ.

表4. ■1.算術的階層の閉包性

∑○, no, AO,

帰納関数の代入

∧ , ∨

~7

]≦ . 〉≦

]

∀

0

0

×

○

○(r≠0) ×

0

0

0

0

×

× ○(r≠0) ×

本筋の内容はHinhan(HiMLan 78)によるものである.
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4. S -Ak化された亮4ttにPIする持Jt

プログラムsが次のようなものであるとき,

doBI -Al lIB2 -A2 "･･･"BA -AA9i

(定義4-. 9〕述清閑歎oiが正則(norMl)であるとは次の条件を満

たすことである.

(I)sのすペての作用At (1≦t≦A)は帰納的関数の判当文だけから

なる.

(2)sのすべての防鼓Bt (l≦t≦n)はすべて珊納的述韓である.

(3)oiの変数X およぴRj (1≦j ≦k)はすべて偶数回の否定であらわ

れる.

(4)oiのなかに不動点演算子は含まれない.

〔補選4. 1〕 o;が正則であるとき, r>0について,

P∈∑○, (rIO, ,
AO, )

かつ,

Rj (1≦j ≦k)∈∑○, (rIO, . AO, )

ならば

o; (P) ∈∑○, (rIO, , AO, ) .

(証明) ∑○, (rIO, , AO,)は∧, v,偶数回の否定,帰納的関

数の代人について閉じていることより明らか.

〔補選4. 2〕 o;が正則ならばo;は連続である.

(証明) o;(x)-‡のときは明らか.連続閑散は∧, ∨,偶数回の否

定,帰納的関数の代人について閉じていることより,その他の場合

も容易にしめせる.

〔定理4. 1) oiが下記の条件をみたす正則な述藩閥歎であるとき,

oiの最小不動点と等価な性質

pre (a, R)

の証明について∑●r (r.>0)は完備である･

条件;oil(false) …J(i)

となる

JくL) ∈∑Or

が存在する′
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(証明)巨Q⇒pre(a, 戻)

のとき,

○;の連続性より,

1fp.X 0;(X) =UL 0;I (false) .

oiL (false) …J(i)

より,

FJ(0) --false,

ゆ､えに,

卜rJ(0) ,

また,

巨J(Lll) ≡oi( J( i))

より,

卜J(L†1) ⇒○=`J( L)).

さらに,

巨Q⇒1fp.‡ oi(X)

より,

QE:UL 0;I (false) .

あるmが存在して,

Q⊆oih (false)
●

すなわち,

Q⊆Jh).

ゆえに,

卜Q⇒ヨL J(L)

となる.

]L ∫(L) ∈∑0.

であることは,

J(i) ∈∑○･,およぴ∑○,が]について閉じていることより明

らか. 1(証明終)

〔定理4. 2〕 oiが下記の条件をみたす正則な述藩閥歎であるとき,
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○;の最大不動点と等価な性質

pre (a, A)

の証明についてrIO, (r>0)は完備である.

条件: o;L (true) …J(i)

となる

J(i) e nO,

が存在する.

(証明)巨Q⇒pre(s, 氏)

のとき,

L Qc*P,

卜P⇒oi( P)

となるPを次のように与える.

P=n L OiL (true)

胡の連続性よりPはgEp.X o.I(X)と等しくなる.ゆえに

トQ∈ケP,

卜P⇒o.I( P)

は明らか.

P∈rIO,

であることは次のようにしてしめされる. Pは,次の鎖

true⊇oi'(true)⊇Oi2(true)⊇o;3(true)⊇･･･

の下限である.

条件より

oiL (true)…J(i)

となるJ(i)
∈nO,が存在する.次の鎖

J(0) ⊇J(1) ⊇J(2) ⊇
･･･

の下限は

∀l J(L)

となり

P≡∀しJ(L) .

flo,は∀●について閉じているので
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∀L J(L) ∈r70, .

ゆえに

P∈nO.
. (証明終)

(定理4. 3〕 oiが定理1と同様の条件を満たす正則な述藩閥歎で

あるとき, o;の最小不動点pre(s,戻)の証明について,

巨Q⇒pre(a,戻) ,

かつ,

Q. R∈nO.

ならば,中間表明は∑○‥1から選ぶことができる.

(証明)定理1の証明より]L J(L))∈∑○‥lを示せば十分で

あるが,これは定義より明らかである. (証明終)

最大不動点の証明について∑0.が完備であるか青かは一般には

未解決である.しかし部分的な結果が次にしめされる.

〔補題4. 3〕次のような関数の最小不動点を考える.

fso (Ⅹ) -Qv X vVt sp (Ⅹ∧Bt, At)

ここで,

sp (Ⅹ∧Bt, At)

は. X∧Btが成立している時, At奄実行した後の最強後条件を表

すものとする.このとき,

lfp.X f寺○

を満たす状感の集合は,プログラムsをQが成立する`状愚から実行

したときにできるすべての計算未の節点につけられたすペての状慮

の集合(これをN (a, a)で表す)と一致する.

(証明)まず,

7F(l∫p.X f8o )⊆N (a, a)

を示す.ここで

1

7F(lfp.X fso )

はfS｡を状慮集合の上の関数とみたとき,やはりその最小不動点に

なる.すなわち,

lfp.X fS.-UL fS.L (false)
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より,

7F(1fp.X f'｡) -UL7F(f‡｡L (false) )

となる.

したがって. N (a, a)がf$lの不動点であることをしめせばよ

い.

N (s, a) ⊆7F(a) UN (a, a) U

リーsp (N (a, a) ∩7F(Bt) , At)

より,

N (a, a) ⊆fsl (N (a, a) )

は明らか.

i ∈f暮○ (N (a, a) )

については,次の3つの場合がある.

状慮iでQが成立する場合iは計算未の根である.ゆえに,任意

のi ∈ 7F(a)について,

i ∈N (a, a)

ゆえに,

n(a) ⊆N (a, a)

次に状感iが

i ∈N (a, a)

の場合は,明らか.また,

i∈Ui SP (N (a, a) ∩7F(Bi) , Ai)

の場合. iはある計算未である状慮jの子供となっている.

したがって,やはり,

i ∈N (a, a)

ゆえに,

fs4 (N (a, a) ) ⊆N (a. a)

したがってN'(a, a)はf事｡の不動点である.

次に,

N (a, a) ⊆7F(1fp.X f暮○ )

i! il il



を示す.これは,佳意の

i ∈N (a, a)

について, iがある計井未の深さk-1の節点であれば,

i巨fsok (false)

となることを示せばよい. kに関する帰納法で示す.

k-1の場合;

iはあ.る計算未a)根である.ゆえに,

i巨Q

ここで,

f●○ (false)-a

より,

i巨f暮｡ (false)

k-mの場合;

jをある計算未の深さm-1の節点であるとすると,

j 巨f書oh (false)

が成り立つとする.ここで, jの任意の子供iについてあるtが存

在し,

j 巨Bt

かつiはjからAt を実行した結果の状感である.従って.

i巨sp (f84h (false)∧Bl. At)

ゆえに,

i巨f81■◆l (false)

従って,佳意の

i ∈N (a, a)

8こついて,

i巨U■ f暮Ih (false)

即ち.

i ∈ 7F(l∫p.X fso )

〔定理4. 4) R及びQが∑○,の元であるとき,

f暮｡L (false)=F (L)
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となる∑○,の元F (i)があるなら, wip∀ (a, 良)の証明に

ついて, ∑Orは完備である.

(証明)中間表明として, f‡○の最小不動点

1fp.X fS｡

を考える.このとき.

rs'(1fp･Ⅹf‡｡) =R∧∧tA( Bt⇒At-111fp･Ⅹfso)

.より

巨Q⇒Nip∀ (a, 良)

ならば,

卜Q⇒1fp.X ffo

かつ,

卜Ifp.X f‡｡⇒R∧∧tA( Bt⇒At~llfp.X f8o)

を示せばよいが,捕遭4. 3より,

7F(lfp.X fso) -N (s. a)

明らかに.

巨Q⇒1fp.X fso

また,

巨Qヰwip∀ (s, A)

ならば,佳意の

i ∈N (a, a)

について,

i巨R

かつ, IはN (a, a)の元であるから,いかなるBtについても,

i巨Bt

ならば, iからAtを実行して到達する状鹿jについて,

j ∈N (a, a)

ゆえに,

j 巨1fp.X f'○

すなわち,
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i巨Bt⇒At~Ilfp.X f書○

ゆえに,

N (a, a) ⊆7F(R∧∧t^( BtE*At-llfp.X fs.)

即ち,

巨1fp.X fso⇒R∧∧t^( Bt∈ケAt~11fp.X f$○)

よって,

トIfp.X f8o⇒T; (lip.X fs｡)

が示される.また.

1fp.X f8o≡ ]L F (i)

より,

lfp.X f$○∈∑○,

となることが､,定理4. 1の場合と同様に示される. (証明柊)

〔補選4. 4)関数gslを次のように定める.

gsk (X) -

(R∧∧tA7Bt) v X

v (R∧Vt- (Bt∧At~1Ⅹ) )

gs][の最小不動点は,ある状感から7'ログラムsを実行したとき

にたどる. Rが成立しつづける有限長a)フルパス(これをsのRバ

スと呼ぶ)上の状感の集合を特徴づける.

(証明) sのあらゆる計算未のRバス上の状感の集合を

M (s, R)

であらわす.補選4. 3のときと同様にまず

7F(1fp. X gSR) ⊆M (a, 良)

であることを, 班 (s, R)がgs)Lの不動点であることを示す

ことによって証明する.まず,

M (s, R) ⊆ (7F(R) nnt7F(7Bt) ) UM (a, R)

∪ (7F(R) nut (7F(Bt) ∩7F(At~1M (a, R) ) ) )

より,

M (s, R) ⊆gsR (M (s, R) )

は明らか.一方.

gs][ (M (s, R) ) ⊆M (a, R)
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については.次の3つの場合がある.

i∈ (7F(R) nnt7F(7Bt) )

の場合, iはi自身を根とする計算未の長さ0のRバ･ス上の節点で

ある.次に,

i ∈M (a, R)

この場合は明らかにiはRバスの上にある.最後に.

i∈7F(R) nut(7F(Bt) ∩7r(At~IM (a, R) ) )

この場合,

i∈Ut (a(Bt) ∩7F(At~IM (a, R) ) )

より, 1ステップ実行することにより, Rバス上の節点の至ること

ができる.また,

i巨R

より, iもRバスの上にある.従って, M (a, R)紘, gsR

の不動点である.

一方,

M (a, R) ⊆ n(1fp.X 革SR)

であることは,･次のようにして証明される.

状巌iがR^'スの上にあるなら,そこから計算木の葉(EPち,

∧tA7Btが成り立つ状慮)に至までの最小のスチッ7'数をLと

すると,

i巨gskL'1(false)

となることをLに関する帰納法で示す.

L - 0のとき:

この場合iは葉であり.

i巨∧tA7Bt

すなわち,

i巨gSR(false)

L -kのとき,

i巨gskk'1(false)

であるとする.ある状感iで
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i巨R

かつ,葉までのステップ歎がk+1であるとする.ここでいかなる

Btも成立しなければ, iは葉であり既に解決している.従って,

あるBtが存在し,

i巨Bt

そこで, Atを実行して状感jに至る.ここで帰納法の仮定より,

j 巨gsRk'1(false)

したがって.

i巨Bt∧At~･]g‡lk'1(false)

ゆえに,

i巨(R∧∧tA7Bt) vg8Ak'1(false)

∨ (R∧Vth (Bt∧At~1g8kk'1(false)))

すなわち,

i巨g‡Ak'2(false) (証明終)

〔定理4. 5〕 Rのすペての要素及びQが∑o.の元であるとき,

gskL (false)≡G (i)

となる∑○,の元G (L)があり,かつ,人力条件Qについて, a

が停止するなら, wip] (a, R)の証明について∑○,は完備で

ある.

(証明)中間表明として,

lfp.X gSR∧1fp.X f sl

を用いる.

巨Qt*wip] (a, 良)

ならば,

巨Q⇒lfp.X gsA∧lfp.X fso

かつ,

巨1fp.X gs][∧1fp.X fso⇒

o: (1fp.X gsR∧1fp.X fso)

を示す.佳意の,

i ∈ 7F(a)
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について.補選4. 3より,

i ∈7F(l∫p.X fS｡)

ゆえに,

巨Q⇒1fp.X fso

また,人力条件Qについて, sが停止することより, iを根とする

計算未のバスはすペて有限長である.また,

巨QE*wip] (s, R)

より, iを根とする計算未のバスの上では常にRが成り立つ.従っ

て, iはRバス上の節点である.即ち,

i ∈M (s. R)

捕捉4. 4より,

i巨1fp.X gSA

以上より,

トQ⇒lfp.X g‡R∧lfp.X fso

となる.また,

巨Ifp.X gSk∧1fp.X f事○⇒

R∧Vth( Bt ⇒At-1 (lfp.XgsR∧1fp.X fso) )

について,任意の

j ∈ n(lfp.X gSk∧lfp.X fSo)

について,補遭4. 4より jはRバスの上にある.ゆえに,

j 巨R

また,いかなるBt についても,

j 辞Bt,

ならば,明らかに

j 巨Vth( Bt 亡かAt~1 (lfp.X g'■∧1fp.X f$4) )

そうでなければ,補埠4. 4より, jはR^'スの上の状感であるこ

とより,あるB､が存在して,

j 巨Bt

かつ. At~1を実行した後に到達する状感j'について,

j' ∈M (s, 氏)
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さらに,補題4･ 3より

3 E N (s, a)

より,

j' ∈N (a, a)

再び,補逝4. 3, 4. 4より,

j'巨1fp.X g‡JL∧1fp.X f$○

従って,

j 巨VtA( Bt ⇒At-I (1fp.Xg'R∧1fp.X fso) )

即ち,

7((l∫p.X gSR∧lfp.X f81) ⊆

7r(R∧Vth( Bi E*Ai-I (lip.XgSk∧1fp.X fso) )

これより,

卜1Ep.X gs&∧1fp.X f$○亡ケ

R∧Vth( Bi ∈〉Ai-1 (1fp.XgsR･∧1fp.X fso) )

が示せる.

次に,

lfp.X gSJL∧lfp.X fsl∈∑○,

について,

1fp.X fso∈∑○,

は定理4. 4で既に解決している.

1fp.X gSR∈∑○,

についてはまた,

1fp.Xg‡R≡ ]L G (L)

より,

1fp.Xg暮][∈∑○,

となることが,定理4. 1の場合と同様に示される. ∑○,は有限

偶の給.理積について閉じているので(命題4. 5) ,

ifp.XgsR∧1fp.X fs｡∈∑○,

となる.
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4. 6 まとめ

本章では. Aptの完備性を,プログラムのより一般的な性質の証

明に拡張し,算術的階層の各クラスについて,その完備性を戟給し

た.

本章で扱ったのは,主に連続な関数の不動点であるが,それらは

先に述べたように,次のような性質を含む.即ち,

｢プログラムの実行中Rが成立し続ける. ｣

及び,

｢プログラムの実行中にいつかはRが成立する. ｣

である.これらは,様相姶理におけるロR, ◇Rに相当し,プログ

ラムの有限時間内の動作を紀述するための基本的な要素となってい

る.

本章で示した結果は,解決すべき問題のごく一部であり,最小不

動点で示される性質について, nO.が完備であるか,また最小不

動点,最大不動点両方について, AO,はどうか, (最大不動点に

ついてはAO｡が完備でないことは(Apt 81)の結果より明らか)

などついては,更に研究を要する.
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J[5+ あとがせ

本給文では,並列プログラムの形式的意味記述法として,公理的

アプローチによる検証体系を,共有資源型のモデルと通倍型のモデ

ルについて与えた.本給文で捷美した検証体系が対象とする性質は

プログラムの部分的正当性,デッドロックフリー性などである.こ

れらの性質はいずれも,第4章で述べたような表現を使うと,ある

連続な閑散の最大不動点で与えられるようなものである.それ以外

の性質としては,例えばプログラムの停止性等があるが,このよう

な性質についての検証体系を,本給文で与えた体系と同様なもの,

即ち, R G Cに対してはダイナミックロジックの拡張として,また

C S Pに対しては, centralized approechに沿って検証を進めるよ

うな形で与えることは,今後の錬遭として残されている.

本論文では,並列プログラムの公理的意味論を,主にユーザのプ

ログラムに近い形のものを対象として与えてきた.これは.まえが

きにも述べたように,公理的意味給は比較的ユーザに近い局面で,

その応用を考えるべきであるという立場からである.すなわち,今

後このような研究をさらに進めるにあたって,次のような方向が考

えられる.

公理的意味論以外の方法として提案され,研究が行われている様

々なプログラムの意味記述法の幾つか,例えば抽象データ型の代数

的意味記述法などについて,従来報告されている成果から, ･これら

の意味記述法は.音希設計や首藤処理系の実現のための工学的手法

としては有望であるといえる.しかし.先にものべたように実際の

ある7'ログラミング言落によって書かれたプロ9'ラムの,働きを,

その昔希の設計.実現に用いられた意味論から理解しようとするの

は現実的ではない.一方,公理的意味論が首藤設計などの手法の基

礎として有力であるという報告はあまりなされてはいない. (僅か

に.コンパイラ生成系P a C Cのコード生成部においてHoare流の

記述の利用が試みられた)このように.現在までの研究の方向をみ
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る限り.首藤の設計.実現に有望視されている意味始と公理的意味

姶は,その応用分野を分担するような傾向がうかがえる.したがっ

て,これらの意味始がそれぞれの分野で工学的手法として確立され

るためには,公理的意味姶と,首藤の開発のための意味給との関係

が明確になっていることが望ま.しい.それは,単に紀述能力の比較

といった理絵的な考察に留まらず.例えばある種a)セマンテイクス

-コンパイラ,即ち,書籍開発のための意味記述から音岳のユーザ

のための意味記述への変換系の開発につながるような方向を目指す

べきであろう.

また,さらに進めて.プログラムの証明を,そのユーザに対する

ドキュメントとして利用できるような形で記述する方法に関する研

究,及び.ドキュメントとしての証明を,実現されたプログラムあ

るいはその7'ログラムを紀述している首藤の仕様から組鼓的に作る

方法に関する研究などが考えられる.

もうひとつの方向として,前書にも述べたように,近年計算機シ

ステムの並列化がすすめられているが,並列性を含むプログラムに

対する意味記述法としては,公理的意味論. C S Pの表示的意味論

以外には,多くは報告されてはいない.特に,並列計算のモデルは

数多く提案されているにもかかわらず.並列プログラムに意味を定

義する手法としては,逐次型,あるい非決定性プログラムの意味記

述法を応用,拡張したものが多く.並列プログラムの意味記述のた

めに新たに考案された手法はあまりみられない.

詳細な考察はここでは行わないが,近年姶理型プログラミング,

関係データベース,さらに広い意味ではオブジェクト指向プログラ

ミング等もそうであるように.姶理学的手法をとりいれた並列プロ

グラミングの形式が注目されている.これらの事情を考慮すると.

今後,当初から並列プログラムの意味記述を目的とした新たな意味

論が考案されるとしたら.数理給理学的手法に基づくものである可

能性は大きいと思われる.そのように考えると,新しい意味論が公

理的意味給の研究から生ずる可能性が十分にあるといえる.
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