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は じ め に

本論文は･,筆者が名古屋大学大学院工学研究科博士課程(前期およ

び後期)において行なった,整数計画問題の組み合せ論的解法に関す

る研究a?結果をまとめたものである･

整数計画法は,組み合せ最適化問題に対する一般的定式化の一つで

あり,その汎用性から考えて,整数計画問題の効率的解法を明らかに

することは,実用的見地からも大きな意義があると考えられる.整数

計画問題の解法に関しては,古くからさまざまな角度･より研究が行な

われているが,いまだに未解決の問題も多い.

本論文が整数計画問題の解法に関する研究の一助となれば幸いである･
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第1章 整数計画法とその問題点

1. 1 ~ま え が き

I 940年代の半ばに,最初の電子式計算桟ENIACが,
Eekert およびMauchly&こよって開

発されて以来,この30年余りの問に,電子計算機のハードウェア技術およびソフトウ主ア技術･

は長足の進歩をとげてきT:.そして,それに伴なって,人間が紙と鉛筆だけを用いて行なっT=

場合ほは物理的Gこ不可能とさえ思われるような,大量の情報の複雑な処理が可能となってきT=.

その結果,轟々の生活を支える各種の生産活動も,ますます大規模かつ複雑なものとなりつ

つあり,しT=がって,これらの生産活動を行なうシステム0)最適化の問題の重要さもますます

増しつつある.

これらのシステムには,連続系と離散系とが存在する.線形連続系の最適化問題の代表阿な

解法である線形計画法については,すでに多くの研究がなされ,非常に大規模な問題が妥当な

時間の範朗円で解かれている.一方,離散系の最適化問題の一般的定式化である整数計画法で

は,組み合せ的問題を対象としているT=めに,大規模な問題を解くT=めfこは,最新の高速計算

機を用いT=としてもなお;かなり多くの計算時間を必要とする.

しかし,上で述べT=最適化問題の申で整数計画問題の占める割り合いが決して少なくないこ

と,およぴ,整数計画法の汎用性を考慮すると,整数計画問題に対する効率的解法を明らかに

することは,理論的興味のみならず,実用的見地からも,非常に大きな意味があると考えられ

る.

以下,本章では,初めfこ, 1.2で整数計画問題の一般阿定式化とその中で0 -1計画問題の

占める位置について述べる.次に, 1.3では,整数計画問題の解法とその問題点.および,

BraMh-and-BouI]d法の重要さについて述べる. 1.4では, BraI]Ch-a刀d･-Bou刀d法にもと

づく,*法の構成上の問題点(こついて述べる.最後に1.5では,太論文の各章で取り扱かうこと

がらについて概観する.

1. 2 整 数 計 画 法

整数計画問題は,一般に,次のように定式化される.

〔整数計画問題〕

xl
,
X2

,-･,･X.n を,整数値をとる変数とする.このとき,制約条件F(Xl･X･2,･･･,

xn)を夷とするx.,I,2,･･･ ,Xnの値の組合せのうち･目的娼数y(xl･
X2････

･Xn)

を最小(まT=は最大)にするものを求めよ.

-
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･このような形で定式化される組み合せ最適化問題は非常に多く知られて串り,これらの全

てを示すのは困難であるが,代表的な例としては,たとえば,乗務員のスケジューリングの

問題,ジョブ･ショップのスケジューリングの問題,巡回セールスマンの問題,目的関数が

2次の割り当て問題, ･ナップザック問題,固定費つきの輸送問題.非線形関数の近似の問題,

データベースの設計の問題などがある.(3･5~9)

これらの整数計画問題のかなりの部分は,変数がoまT:は1の値しかとら七い0 -11計画

問題である.ま'T=, 0
-1計画問題以外の整数計歯間題であっても,適当な変換をほどこす

ことにより, 0-1計画問題ほ帰着できる問題がかなり多く存在する.以上の理由により,

本論文では,主として0-1計画問題を扱うこと書こする｡

1. 5 整数計画問題の解法とその問題点

上で述べT=整数計画問題の⊥殿田解法としては,主として,以下のような方法が用いられて

いる.

(i)線形計画法の修正による解法(T=とえは,文献(4)) .

(ii)列挙法まT:は動的計画法による解法(T=とえば,文献(1))

dii) Bra刀¢h-a力d-8ouI]d法による解法(T=とえば,文献(8))

これらの解法のうち, (i)は,制約条件が線形不等式まT=は等式として与えられ,かつ,目的

関数も線形である場合ほは,かなり大規模な問題をも扱いうる.しかし,取り扱える問題の形

式が限られていること,およぴ,問題を解く過程で制約条件が順次増えてゆくことなどの理由

から,この方法が有効とはいえない場合も多い.

次(こ, (ii)の解法は,取り扱える･問題の形式がかなり自由であるという特徴を持つが,いわゆ

るしらみつぶし的解法であるため,計算時問および記憶容量の点で,大規模な問題の解法とし

ては適していないと考えられる.

さいごに, (ji主)の方法は,(ii)の方法と同様に,取り扱える問題の形式がかなり自由である.蕊

T=,この方法では,目的弟数の下界(まT:は上界)を与える評価朗数,解空間を分割する手続

き,およぴ,次Gこ処理すべき部分問題を選択する手続きを巧みにえらべば, (ii)の方法よりも,

かなり強力な方法となる.

さらに.Jこの方法は,アルゴリズムの実行途中で生成されT:未解決な部分問題を並列に処理

できることなどの理由から,最近各所で開発されている,マルチプロセッサ･システムに非常

書こ適した解法であると考えられる.

まT=, B,anch-arid-B.u刀d法での,解空間の探索過程が,人工知能の問題での状態空間の

- 4
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探索過程とかなり類似していることから, (J'ii)の解法に関する研究は,人工知能の問題に対して

寄与するところも大きいと考えられる.

以上の観点から,本論文では,整数計画問題の解法として, Brat)ch-and-Bound法にもと

づくアルゴリズムをとりあげて論ずることにする.

1. 4 Branch-and-Bound法の問題点

Brar)ch-and-Bound法にもとづく整数計画法のアルゴリズム牽構成する場合,以下の3つ

の問題に対する方策がアルゴリズムの効率に大きな影響を及ぼす.

(i)解空間の分割方法: k一億をとる刀偶の変数によって記述される最小化問題を考える.この

とき,各変数xいX写一････-X去一に与えうる値の組合せは, kn通り存在す争･本論文で述べる

Brat)ch-a丑d-Boundアルゴリズムでは,与えられT=問題に含まれる変数の申から,変数を1

つえらび,この変数に値を与えることによって,与えられT=問題をk個の部分問題に分割する.

この処理は, kn個の要素からなる解空間をk個の部分空間に分割することを意味する.ここ

に,各部分空間は.与えられT=問題を分割して得られ.るk偶の部分問題のいず叫か1つfこ1対

1fこ対応する.問題の分割を行なうT=めに値が与えられる変数を,以下では分割変数と呼ぶこ

とにする.

与えられT=問題に含まれるn個の変数の中から.どの変数を分割変数として選択するかによ

って,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数は大きく変化すると考えられる.

(ji)目的関数の下界の評価方法: Branch-aI]d-Bour]dア}L,ゴリズムでは,与えられT=問題を分

割して得られる各部分問題の最適解に対する目的関数の値の下界を評価する.そして,もしそ

の下界が,アルゴリズムですでに得られている.制約条件をみT=す可能解による目的関数の値

よりも大きいことが瑚られれば,その部分問題は,与えられT=問題c)東通解を与えることはな

いので,その処理を中止することができる.

よって,各部分問題の目的幽数に対する.より厳密な下界が得られれば,アルゴリズム申で､一

処理される部分問題の個数が削減されることは明らかである.

(iii)部分問題の選択方法: BraI]Ch-ar)a-Dour)dアルゴリズムの実行途中で得られる,未解決な

部分問題の集合の申から,アルゴリズムで次に処理すべき部分問題を選択する手続きは,サー

チ関数まT=は･サーチ･ストラテジとよばれる.

BraI]Ch-and-Boundアルゴリズムでは.与えられT=問題に対する最適解による目的関数の

値fこ,より近い値を与える可能群が,より早くみつけられるはど, (ii)で述べT=理EE)によ.り,ア

ルゴリズム申で処理される部分問題の個数は,より削減される.

-
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よって.未解決な部分問題の張合中から,次に処理すべき部分問題を選弔するサーチ関数の

えらび方によって,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数は,大きく変化しうる.

以上の3つの問題点に対する方弟が,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数fこ大きな

影響を及ぼすが,アルゴリズムの実際の計算時間に影響を及ばす他の要因は,ちらろん, ･部分

問題1個当りの処理に要する計算時間である.すなわち,計算浅内部での.部分問題の表現方

汰,および,部分問題fこ対す.る,各種の処理車読きの効率が.アルゴリズムの実際の計算時間

に及ぼす影響は大きい.

組み合せ最適化問題のBranch-and-Bout)d法による解法では,解かれる問題が大規模とな

るのにともなって,アルゴリズム申で処理される部分問題の個敬が指数関数田ほ増加すること

はさけがT=いことであるように思われる.よって,アルゴリズムの計算時闇をさらに短縮する

T=めには,新T=な方法を導入する必要がある.

高い処理能力を持つ計算機システムを実現するT:めの方法の一つとして,マルチプロセヅサ

ーシステムが提案されてきT=.まT=,近年におけるL SI技術の発達にともない.いくつかの

システムがハードウェアとして実現されてきT:.このよう∴な計算機システムの上で動作する並

列形アルゴリズムの構成方法とその性質を明らかほすることは.単に,より大規模なブ阻み合せ

最適化問題を解くことを可能にするのみならず,将来の計算機システムの発展(こ対しても寄与

するところは大きいと考えられる.

まT=,アルゴリズムの実現に必要な記憶容量も,アルゴリズムを計算機の上で実現する際の

問題の1つである.一般に,取り扱う問題が大規模になればなるほど,計算機の内部には,よ

り大量の情報が記憶されなければならない.

アルゴリズムの実現fこ必要な記憶容量は,問題を計算機円部で表現するT=めに用いられる方

氏,および,ア)I,ゴリズムで用いられるサーチ関数の種類によって大きく影響される.

一方,近年におけるLS I技術の発展(こともなって,大容量の記憶装置を用いることが可能

になってきているとはいえ,アルゴリズムの実現(こ用いることができる記億容量はやはり限ら

れている.

よって,より大規模な問題を,より効率良く解くT=めには,問題を計算機内部で表現するT=

めのデータ構造とその処理手続き.および,アルゴリズムの実現に必要な記憶容量を自由に制

御しうるサーチ関数の開発の2つが必要不可欠な問題となる

1. 5 本論文の概要

前節で述べT=考察にもとづき,本論文の各章では,次のような問題を扱う.

～
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第2章では,まず, o
-1計画問題の一般阿定式化の1つである.擬似ブール計画法につい

て考え,制約条件式と目的関数の特徴を向いて目的関数の下界および上界を評価する方法を提

案する.1つぎに.日田関数の下界および上界を用いて分割変数を決定する方法について述べる.

さらに,これらの評価関数を用いT:擬似ブール計画法のアルゴリズムを与え,このア.)レゴリズ

ムの効率を実験的に調べT=結果について述べる.

第3章では,まず,擬似ブール計画問題の記述に用いられる,擬似ブール朗数およびブール

関数の計算機内部での効率阿な表現方法について述べる.つぎ(こ,これらの関数を,ハッシン

グの技法を用いて効率良く処理する手続きを提案し,これらの手続きの実行に必要な計算時間

を理論的に解析する.さらに,これらの処理車続きを用いて実現される擬似ブール計画法のア

ルゴリズムと,従来の数式処理方法による擬似ブール計画法のアルゴリズムとの計算時間の比

較を行なっT=実験結果について述べる.

第4章では,まず,含意の関係を用いて目的関数の下界をより厳密に評価する方法,およぴ,

第2章で述べT=問題の分割方法よりも融通性に富む,分割変数の決定方法を提案する.つぎIこ,

アルゴリズム中で用いられる評価関数の強力さと評価関数の計算時間が.アルプリズム全体の

計算時間に与える影響について考察する.さらに,上で述べT=2つの評価関数の有効さを調べ

るT:めの実験を行ない,上記の考察の結果と比較する.

第5章では, 0- 1喜一†画問題の申で,効率附な解法が最も得られにくい問題の1つとして和

られている,最小被虐問題について考察する.まず,制約条件の性質を用いて目的関数の下界

を評価する方法を示し,つぎに,制約条件の特徴を用いて分割変数の選択を行う手続きを示す.

さらに,これらの評価関数fこ関するいくつかの性質を明らかにし,最小被覆問題を解くアルゴ

リズムを与える.また,このアルゴリズムの計算時間を,従来の解法の1つである阿部のアル

ゴリズムの計算時間と比較する.

第6章では,マルチプロセッサ･システムの上で動作する並列形Brar)ch-and-Bou丑dアル

ゴリズムPDFAを提案し, PDFAの実現に必要な記憶容量とその計算時間に関する,いくつか

の性質を明らかにする.さら(こ, PDFAの効率を調べるT=めのシミュレーシヲンの結果につい

て述べる..

第7章では,アルゴリズムの実現に必要な記憶容量を自由に制御できる,
Brat)ch-and-

B.und法のサ-チ関数を2つ提案する.さらに,これらのサ-チ幽数を用いるアルゴリズム

の計算時間について考察し,実験結果と比較する.

最後fこ,第8章では,残されT=問題点と,今後の研究の方向について述べる.
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第2章 目的関数と制約条件式の特徴を利用した

擬似ブール計画法のアノレゴリズム

2. 1 ま え が き

第1章でも述べT=ように, BraI'Ch-and-Boul'd法にもとづく塵数計画法のアルゴリズムを

設計する場合,次の3つの点がアルゴリズムの効率を左右する重要な問題である:

(i)可能解の集合の分割方法

(iけ 可能解の部分集合に対する目的関数の下界の評価方法

(iii)次に解くべき部分問題の選択方法

本章では,上記の3つの問題点のうち･主として･ (i)およぴ(ii)の点につシ､て考察し･これら

の問題点に対する方策を明らかにする.さらに,これらの方卿こもとづいて,擬似ブール計画

法のアルゴリズムを構成する.このアルゴリズムは,以下の章での議論の基礎を与える.

以下,本章では,初めに2.2で,以下で扱う,擬似ブール計画問題の定式化を行なう.つぎ

に2.3では,目的関数の下界および上界を,目的関数および制約条件式の特徴を用いて評価す

る方法について述べる. 2.4では与えられT=問題をその部分問題に分割する方法について述べ

る. 2.5では,制約条件式および目的Bg数の性質を用いて問題に含まれる変数の個数を削減す

る方法について述べる.さらに. 2.6では,以上の考察にもとづいて,擬似ブール計画法のア

ルゴリズムを構成する. 2.7では,このアルゴリズムを計算機の上に実現し,実験を通じてそ

の効率を評価しT=結果について述べる.

2. 2 擬似ブール計画問題の定式化

この節では,以下で取り扱う擬似ブール計画問題を一般的に定式化する.

まず,変数の定義域を,つぎのように定める.

xj∈‡0,1i for l≦j≦野

つぎに, x1, X2,･･･, Xnを要素とするn次元ベクトルⅩをつぎのように表わす.

･Ⅹ仝(xl,X2,-,Xn)

〔定義2.I 〕ブール関数FQ()を次式で与える.

F鵬仝た1Fi'Ⅹ'

Fi(Ⅹ,仝F7-1xjeij,
(i=1, 2, -.5,

j=1

丁 9 -

(2.1)

(2.2)

(2.3)



ここに, ∨および恥まそれぞれ論理和および論理積を表わす.まT=, xjeijは,

e''j∈(0.1,uiとして,次式で与えられる.

xjeij･
△

-xj if eij-0

Ⅹノif Eり■-1

1 if eij-a

ここに,x-jは変数xjの否定を表わす･

〔定義2.2 〕凝似プール関数v(I)を次式で定義する.

FjZ4

v (x)仝i三IaiYi(I)

yi(Ⅹ)全]yj8ij･

n

(i-1, 2, ･･･

,m)

(2.4)

(2.5)

ここ書こ, aiは実数とする.まT=, Xj は, ∂z'j∈(0.1Iとして,次式で与えられる.

xj∂ij仝i∴:8811;;.L≡:
( 2･6 ,

〔定義2.3〕擬似ブー}L,計画問題P(y, F)は.式( 2.3 ),式(2.5)のF(Ⅹ)およぴy(I)

を用いて,次のように与えられる.

制約条件F(Ⅹ)-0のもとで, y(I)を最小にするⅩを求めよ.

与えられT=問題が最大化問題の場合には,この問題を-y(Ⅹ)の最小化問題として定式化しな

おすことができる.まT=,全てのブール関数は,式( 2.3)の積和形のブールBg数として表現で

きる.さらに, V(x)を構成する項Yi(Ⅹ)が式( 2.5)の形をしていない場合には,次式に示す

ようなブール式の代数式-の変換公式を用いて式( 2.5 )の形を得ることができる.

x V y-x+y -x･y

x - 1 - x

よって,定義2.3の定式化は一般性を失なわない.

定義2.3で定式化される疑似ブール計画問題では,制約条件F(x)=0を満足する可能辞の集合

の要素の個数は0(2n)となりうる.この種の問題をBra力Cl1-a力d-Bound法によって解く場合,

(i)可能解の集合の分割方法

(ji)可能解の部分集合に対する目的Bg数の下界(上界)の評価方法

の2つは,アルゴリズムの効率に影響を及ぼす重要な要因である.次節以降では,これらの間頓

-
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について考察する.

2. 5

_目的関数の下界および上界の評価

この節では,目的関数v(I)および制約条件式F(Ⅹ)の性質を用いて, v(Ⅹ)の上界およ

び下界の値を評価する方法について述べる.

軒ブール制約条件F(Ⅹ)-0を繭T=すべクトルⅩの菓合をS.(F)で表わす.すなわち,

s(F)■=A(ⅩLx∈‡o,ll ,F(Ⅹ)-OI
(2.9)

制約条件F(･Ⅹ)-0のもとでの. y(Ⅹ)の最小値および最大値を与える閑数iBf(v,F)お

よ.0(:sup(v, F)を次のように定義する. T=だし●,以下では, v(Ⅹ). F(Ⅹ)に含まれる変

数x.jに値v∈(o,I )を与えて得られる式をそれぞれy(xj-V),F(xj-V)で表わす.すなわち,

v(xj-V)仝v(xl, ,Xj-1 ,V,Xj+1, ,Xn)､

.▲■

.
.

.

F(xj-V)=AF(xl･
･Xj-1 ,V･xj+1 ･‥､･xn)

〔定義2.4〕

inf(y, F)仝

sup(y,F)仝

ぜ巴

(2.10)

(2.ll) ∴

㌢(Ⅹ) , ㌢(Ⅹ)が定数関数のとき

1≦j≦n[芸冒..1)
inf(y'xj-7J',a)];F(x)…00'とき

皿1I】

Tl;_4,[買;i
in

f〔y(x序j',F'xj=?ij')];それ以外㌫..≡,

v(Ⅹ) , v(Ⅹ)が定数関数のとき

買)?,;n[芸言.,1)Sup(y'Xj-V'･0)];F(Ⅹ)…0のとき

皿1Ⅰ】

1≦i≦5.[買言i
Sup(y(Xj-Eij'･F'xj-eij')] ;それ以外のとき

(2.13)

ここに, Iiは次式で定義される集合である.すなわち, F(Ⅹ)が式(2.3)で与えられる

とき,

Ii-‡jl l≦jくn, cij-0鮮争 eij-ll

まT=.了ijは次式で与えられる.

了ij仝‡1
if eij=0

0 if eり-1

関数illf(y, F), sup(y, F)に関して,次の定理が成りT=つ.

- ‖i!
-

(2.14)

(2.15)



〔定理2.1 〕

i血f(V.I F)i-in‡y'Ⅹ'ix∈s'F'I

srup(-v, F淋axiv(Ⅹ)Ix∈S(F)i

〔証明〕 定理2.1の証明は付録1(1)に示す.

(2.16)

(2.17)

いi,;,T:H薮i刀f(y･
F),

sup(y･･F,は_そ-れぞれ･制約条f41Fー(Ⅹ,･=8のもとでのv(Ⅹ,の追払
下界と上界とを与えている. 'ところが,これらの娼数の値を計算するT=めGこは,全ての可能解

に対するy(Ⅹ)の値を知らなければならないことが式(2.12),および式(2.13)より容易
●

に知られる.よって,これらの日数を㌢(x)の下界および上界の評価に用いることは実際由と {

要

は言えない.そこで,次のように,帰納阿演算の深さをk段以下に制限しT=関数2bk(y･ F)

およびubk(y･ F)を与える･ .
▲

-鳩賢け s

,～ ･､

J%L

~Yを
ヽ~

〔定義2.5〕 ㌢(Ⅹ)が次式の形をしていると仮定する.

v(Ⅹ)仝ao+讐aiYi(Ⅹ)i=1
(2.18)

ここに, aoはy(Ⅹ)の定数項を表わす.まT=, F(Ⅹ)は式(2･3)で与えられると.する･こ

のとき, ebo(㍗,F),ubo(y.F)杏,それぞれ次式で定義する.
ELZl

-..-,ぞL紬(y･F)仝ao+i=3皿in(ail
0)

ELZa

ubo(y.F)仝ao+
∑ max(ai, 0)
i-I

g (2.19)

(2.20)

k21に対するebk(y,F)およびubk(y,A)はそれぞれ次のように定義される･

ebb(y,F)仝

2Lbk(㌢,F)仝

y(Ⅹ) ; y(I)が定数崩数のとき

T去;<n[冨IEn(.,1)eb(A-I,(y'Xj=V',0)叩(Ⅹ)-0のとき

芸子<s[jmEllnieb(ト1,(㍗(り-∈ij'･ F(xj=EE'j')];

それ以外のとき (2･21)

軍報

v(Ⅹ) y(Ⅹ)が定数囲数のとき

1≦ノ彰[vmEa(Xo.1)
ub･(k--1)(y(り-甘)I 0)j;F(Ⅹ)…0のとき

ma且

皿1I】

1<∠<s
[jmEalXi 2Lb(k-1)(y(Xj-eij),F(xj-さij))];

それ以外のとき (2･22)

-
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関数ebk,ubkは,それぞれ制約条件F(Ⅹ)-0のもとでのy(Ⅹ)の下界および上界となっ

ており,しかもkの値を増すことによっそ,それぞれinf(y,F)およぴsup(y,F)の値に単調

`こ収束する.すなわち,次の定理が成り立つ.

〔定理2.2 〕

(i) ∀k之0･ ebb+1(y,F)≧ebk(y,F)

∀k主0･ ubk+1(V･F)≦ubk(y･F)

(ii) ∀k主n･ ebb (y･F)-imf(㌢･F)

∀k>n･ ubk (y･F)-sup(v,F)

〔証明〕 定理2.2の証明は付録1(2)に示す.

次fこ･例題を示し,この例題に対して, ebb(y･F)の値を求める･

〔例題2.1 〕

制約条件

F(I)-xIX2V x2X3V x3Xl-0

のもとで,目的関数

y(Ⅹ)ニー5Xl-7x2-9x3

+xIX2+6x2X3+4x3Xl

を最小化するⅩを求めよ.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

例題2･1のF(Ⅹ), y(Ⅹ)に対する, ebb(y･F)I(A-0･1･2･3 )の値は･それぞれ次のよ

うfこして得られる.

(i) e-bo(y,F) :式(2.19)より,

ebo(y.F)ニー5 -7 -9
-

-21 (2.29)

(ii) ebl(y,F) :式(2.21)より,

ebl(y.F)

-max(mill(2bo(v(xl-1),F(xl-i)),eb.(y(x2-1),F(x2-I))),

fnin(ebo(v(x2-1),F(x2-1)), eb･o(y(X3-1),F(x3-1))),

miI･(2bo(y(x3-1),F(x3-1))･ 2bo(y(Xl-1),F(xl-1))))

(2.30)

-
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である.一方,

v(xl -1)ニー5-6x2-5x3+6X2~x3

y(x2-1)ニー7-4xl-8X3+4x3Xl

㌢(x3-1)ニー9-Xl -X2+xIX2

であるので,

ebo(グ(Xl-1)一F(xl-1))--5-6-5=-16

eb･.(V(X2-1)･F(x2-1))ニー7-4-3=-14

eb.(y(X3-1)･F(x3-1))ニー9-1-1--ll

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

を得る.式(2.34)-式(2.36)を式(2.30)に代入することにより,次式を得る.

eb･1 (y. F)-皿aX(miD(-16; -14), mir'(-14, -ll), nil)(-ll, -16))

-ma主(-16. -14, -16)ニー14

(iJ'i)eb′2(y･F):eel(㍗.F)の場合と同様にして･

F(xl-I)-甘2甘3

F(x2-1)-す3す1

F(x3-1)-Yl官2

であることから,次式を得る.

ebl(㍗(Xl-1),F(xl-1))

-min(2b.(y(Xl-1, x2-1),F(xl-1,X2-1))

ebo(y(Xl-1, X3-1),F(xl-1,X3-1)))

-miI1(-ll, -10)-〟ll

2bl(y(X2-1),F(x2-1))

-mi力(-ll. -10)ニー11

eb
I(y(X3-1),F(x3-1))

-皿iI】(-10, -10)≡-10

(2.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

よって,式(2.41)-式(3.43),式(2.21)より,

eb2(y, F) -max(mi刀(-ll, -ll).Jr)in(-ll, -10),皿ir)(-10, -ll))

-皿aX(-ll, -ll, -ll)--ll (3.44)

を得る.

紬 ebL3(y,F):ebl(y,F).a2(y,F)の場合と同様にして,次式を得る.

eb2(y(Xl-1),F(xl-1))ニー11

eb2(y(X2-1),F(x2-1))- -ll

eb2(y(X3-1).F(x3-1))ニー10

--

14
-
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(3.47)



よって,式(3.45)-式(3.47)および式(2.21)より次式を得る.

eb3(y, F)

-LnaX(Lniz)(-ll, -ll).皿iI](-ll, -10), min(-10. -1l,))

-max(-ll, -ll, -ll)--ll (3.4･8)

例題2.1の最通解は, (xl, X2. X3)-(1, 1, 0)で,こ0)とき, y(x)の値は-ll

である.上記の計算によりeb.(㌢,F)ニー21, 2bl(y,F)--14, eb･2(y,F)ニー11, ebt3(g,F)ニ

ー11であることが知られる.この例題で, ebb(y,F)でkの値を増すことにより,よりinf

(㍗. F)fこ近い, y(Ⅹ)の下界が得られることが知られる.まT=, eb2(V,F)-eb･3(y.F)=

.i刀f(y.F)がなり立つことも知られる.

2. 4 問題の分割

この節では,まず与えられT=問題をその部分問題-分割する方法が,アルゴリズム申で処理

される部分問題の個数に対して及ぼす影響について述べる.次に,次節で述べる擬似ブール計

画法のアルゴリズムで用いられる分割方法について述べる.

次節で述べる療似ブール計画法のアルゴリズムでは,問題に含まれる変数に値を与えること

によって,問題をその部分問題に分割する.以下では,分割を行なうT=めに値を与えられる変

数を分割変数と呼ぶことにする.問題に含まれる変数の申からどの変数を分割変数にえらぶか

によって,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数が大きな影響を受けると考えられる.

T:とえば,次の例題を考える.

〔例題2.2 〕

制約条件,

F(Ⅹ)-xIX2＼/′ x2X3V x3Xl

のもとで,日田関数,

v(Ⅹ)-xl+3X2+5x3

を最小化するⅩを求めよ.

Branch-and-Bou力d法で問題が解かれる過程は木によって表わされる.ここほ,木の節点

fこは部分問題が1対1に対応し,木の枝は,部分問題の分割を表わす.上で述べT=例題を,分

割変数のえらび方を変えて,次節に示すアルゴリズムと同様のア'}レゴリズムで解いT=ときの木

を図2･1に示す.同図で,分割変数をxl･X2･X3の順にえらんだ場合,最適解を得るまでに6個

-
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の部分問題が処理されることが知られる.一方,分割変数を, x3,X2.Xl又侶, x3
,
X1,

x2の順にえらぶことfこより,わずか2個の部分問題だけを処理すればよいことが知られる.

このように,分割変数のえらび方fこよって,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数は

大きく変化する.以下では,いわゆるヒューリスティックを用いT=,分割変数の選択方法につ

いて述べる.

与えられT=問題がn偶の変数を含む場合,分割変数の選び方は, 72通りある.これらのn通

りの選び方のうらで,最も効率的であると思われる方法は,分割変数として,次の条件をみT=

y(x) =4

(a)分割変数を, xl, X2,X3の頓にえらんだ場合

X･= (u,u,1)
乙bo= 6

y(x) =4

(b)分割変数を, x3,X2･Xl又はx3･Xl,X2 の頓にえらんだ場合

図2.1 例題2.1に対する≠木〝

×は,枝刈りが行なわれたことを表わす

-
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す変数xj を選ぶことである.

ebk(y(Xj*-V*)I F(xj*-V*))

2 ebb(y(Xj-V)一F(xj-V)),

for l<-Vjくn･ ∀v∈(o, 1)

ここに, V*∈(0.1)･ 15ij*51nとする.

式(2.51)の条件を満足するようにxj*,V*をえらぶとすると,部分問題,

p( y (xj*-V* ).F(xj*-V*))

(2.5.I)

(2.52)

は,可能な72通りの分割の結果得られる, 2 n個の部分問題の申で最も早く処理が打ち切られ

る(枝刈りされる)部分問題であることは明らかである.

以上の考え方fこもとづいて,･まず,変数xjの,分割変数としての適切さ,および不適切さ

を評価するT=めの関数皿eritk
･およびde皿eritkを･それぞれ次のように定義する.

meritk (㍗.F･j)

△
皿aX

-

vE(0.1)(ebb(㌢(Xj=V),
F(xj=V)))

de皿eritk(y,F. j)

△皿ir)
-

vE(0,1)(ubk(y(Xj=V)･
F(xj=V)))

吹(こ,分割変数を選ぶ手続きselectkを,次のように与える.

〔手続き2･1〕(selectk)

入力:目的関数 v(Ⅹ),制約条件式F(Ⅹ)

出力:分割変数

方法:

(i) J--(xiI15;i5=7l･for l≦､t/j<_n･

meriもkL(y･
F･ i)>Lneritk(y･ F･

j))とする,･

(ii) JJI=1ならば･ Jの要素をselectkの値として･手続き終了;

(iii)lJl22ならば, K-(xi lxi∈J.for∀xi∈J,

demeritk(y,F, i)≦demeritk(y.F,j))とする;

K中の任意の要素をselectkの値とする;

手続き終了.

(2.58)

(2.54)

先に示しT=例題2.2で,各変数の皿erito,de皿eritoの値は次のように計算される.

-
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皿eriもo(㌢,R 1)-皿aX(0. 1)-1

皿erit｡(㌢･R 2)-弧ax(0. 3)-3

Lneri-to (v･
F･ 3)-皿aエ(0. 5)-5

demerito(y･F･ 1)-min(8, 9)-8

de皿erit.(y･F･ 2)-miD(6, 9)-6

demeriもo (y･F･ 3)-血id(4, 9)-4

よって･変数x3 がselect.(g･ F)によって与えられる分割変数となる.

2. 5 部分問題の縮小

この節では,部分問題をその性質を用いて癌小する方法について述べる.部分問題の縮小は,

部分問題ほ含まれる変数の個数を減少させることによって行なわれる.

〔定義2.6 〕(ブール関数の既約形)

式( 2･3 )で与えられるブール関数F(Ⅹ)を構成する各積項の次数がすべて2以上のとき,

すなわち次の条件式(2.55)が満T=されるとき, F(Ⅹ)は既約形であるという.

IIiI2-2forl≦.､∀i≦s

ここに, Iiは式(2.14 )で与えられる集合である.

(2.55)

F(x)が既約形でない場合, F(x)を構成する横項申に,次式のような項Fr(Ⅹ), (1≦.

r.≦､8 )が存荏する.

Fr(Ⅹ)-Ⅹ芸rp
(2･56)

F(Ⅹ)は積和形のブール関数であるので, F(Ⅹ)-0であるT=めfこは, Fr(Ⅹ)-0でなけ

ればならない･すなわち･

x芸rp-oである･よ-て,変数xpの値は･
Xp= Erp

でなければならない.

(2.57)

以上の考察fこもとづいて, F(Ⅹ)を既約化する手続きは,次のように書かれる.

〔手続き2.2〕(F(x)の既約化)

入力: F(x)

出力:F(Ⅹ)を既約化して得られるブール関数

F.(Ⅹ)- 1B/'F′i(x)
zl-1

-
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方法:

Stepl:F′(Ⅹ)-F(Ⅹ)とする;

Step2:F′(Ⅹ)中から. F'i(Ⅹ)…0である項をすべて取り除く;

(i) F′(Ⅹ)申に, F′i(Ⅹ)…1である項が存在すれば, F′(Ⅹ)-■1として,

手続き終了;

(ii)そうでなくて,かつノ F′(x)中に,単一の変数のみからなる横項が存在

しなければ.手続き終了;

(iii)それ以外の時, Step3へ;

Step3:F′(I)申から.単一の変数のみからなる環項を1つえらぴ, F′i(Ⅹ)≡

xjei]とする;

変数xjfこ,値盲ijを代入する;

F′(Ⅹ)-F′(xj-eij)として, Step2へ.

F(Ⅹ)香,手続き2.2によって既約化して得られ考ブール関数をF′(I)とする.このと

き,擬似ブ-ル計画問題P(v, F)の最適解が,擬似ブール計画問題p(v, F′)の最適解と

一致することは,この節のはじめfこ述べT=考察より明らかである. T=だし, F(Ⅹ)の既約化

を行う時に値が代入されT=変数の値は, P(y, F′ )においても,そのままとする.

次にアルゴリズムの実行途中で少くとも1つの最適解の候補が得られている時に用いられ

る,部分問題の縮小の方法について述べる.

〔定理2.3 〕

cを定数とする 制約条件F(Ⅹ)-0のもとで,

㌢(Ⅹ)≦C

を満足するⅩの集合をrとする.すなわち,

T仝(ⅩIx∈(o.1)n ,F(Ⅹ)-0, y(Ⅹ)≦C)

まT=,

ai>C-2b.(y,F)

iの集合を1とする.

このとき,次の命題が成り立つ.

yi(E)-o･ for､せi∈1･ ∀E∈T;ifT≒p(

-
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(証明〕

T二≒〆とすると,

2b-.(y･F)<～y(x)≦C

であることから,次式が成り立つ.

ai > 0 . ∀L' ∈ I

このとき,

yi(E)主1

(2.63)

(2.64)

(2.65)

をみT=すi∈1およびE∈Tが存在すると仮定すると. ai>0であることから,

y(E)主2b.(y･F)+ai>C (2･66)

となり, E∈Tであることに反する.よって,式(2.65)を繭T=すiおよぴEは存在しな

い. Q.且D

ア}L,ゴリズムのある時点までに得られている,最適解の候補に対する日田関数の値をCopt

とする.定理2･3fこよれば･この時, aL.>copt -2bo.､(y･F)を満T=すiに対して, Yi(I)

-oを制約条件につけ加えることによって.部分問題を縮小することができる.すなわち,釈

T:に得られる制約条件式F′(Ⅹ)は次式のようになる.

F′(Ⅹ)-F(Ⅹ)>(iYuYi(Ⅹ))
ここに, Uは次式で与えられる

u-( ill三.iくm･ ai>C-2b.(y･F))

(2.67)

(2.68)

式(2.67)で, (Yi(Ⅹ))の中に,単一の変数のみからなる項が含まれている場合には･

F′(Ⅹ)は既約形とはならない.この場合には,この節の前半で述べT=F(Ⅹ)の既約化の手続

き(手続き2.2 )を用いて,部分問題をさらに縮小することができる.

2. 6 擬似ブール計画法のアル才リズム

この節では,前節までに行なってきT=考察にもとづいて,擬似ブール計画法のアルゴリズム

を与える.

〔アルゴリズム2.1 )

入力'.擬似ブール計画問題P(y, F);

出力:P(y･ F)の全ての最適解の集合Xopも;

Ⅹoptに対する目的関数の値Copt ;
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T=だし,問也p(v, F)那.制約条件1.I(Ⅹ)-0を満足する可能解を持T=ないと

きには･ XopL -♂, Copt
-A(X-･が出力される･

記法:以下のアルゴリズム叫でEi.未解決な部分問題に対応する変数のベクトルⅩを要

素とする集合をJとする.まT=.変数xjに値が割り当てられていないこ上を.

xj-JLで表わす.

方法:

Stepl : 〔初期設定〕

T-((u, u,
,

u)),xopL-♂,
Copt--とする;Step2-;

Step2 : 〔部分問題の選択〕

(i) I-〆ならば,St･ep8へ;

(ij) Z≒.〆ならば.手続き2.3 (後述)を用いてS中から,変数のベクトルを1つ選

び･これをⅩ.とする;Ⅹ.を島カゝら取り除いてStep3-;I

Step3 : 〔制約条件の処理〕

F(Ⅹo)を手続き2.2を用いて既約化して得られる式をF′(Ⅹ)とする;

(i)- F′(Ⅹ)…1ならば･ Step2へ;

(J'i)そうでなければ, Step4へ;

Step4 : 〔目的関数の処理〕

y(xo)を簡単化して得られる式をv′(Ⅹ)とする;

(i) 2bk(y′,F') > Coptならば, Step2へ;

(ii) y′(Ⅹ)が定数関数ならば, Step7へ;

(iii)それ以外の時. Step5へ;

Step5 : 〔部分問題の縮小〕

y′(Ⅹ)-a'o+ ∑ a′iY′i(I)とする;

(i) a; >Copt -2b.(y･F)かつ･ Y'i(Ⅹ)が単一の変数のみからなるようなiが

存在すれば,この条件をみT:す全てのi `こついて,

Y'i(I)=Xji-0

として. Step3へ;

(ii)上記の条件を満足するiが存在しなければ, Step6へ;

Step6 : 〔部分問題の分割〕

xj-･Selectk(y′,F′)とする;

ら■コウ :▲コ■i G己■;

Ⅹ1-(Xl･X2･-･Xn)とするとき･

-
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ebb(v′ (x}'-7})I F′ (xノ--i,)) <(.ol)i (2.69)

を満足する全てのV∈i o,1 )について.

)-)∪(首l･
･了ノ⊥1･7J･首)･十1･-･首〃)

として･ SLep2-;

t

Step 7
.' 〔最適解の院拍のtLi-顔こj

v′(Ⅹ)は定数関数である. y′(x)の値をaJoとする.

(i) a′o<Coptならば,

Ⅹopt-(Ⅹ. ), copLt--a′｡

とする. )中からpbk(V(I),F(i) )>Coptとなる要素を取り除く;

Step2へ;

u'i) ao-Coptならば,

Ⅹopt-Ⅹopt
u(x｡)

としてStep2へ;

Step8 :〔停止〕

アルゴリズム終了｡

晦､

〔手続き2.3 〕(部分問題の選択)

入力:部分問題の集合∫ ;

出力'.部分問題Ⅹ ,

方法:

′

Zの要素の中で, 2bk(y(Ⅹ.),F(Ⅹo))の値が最小であるような要素の集合を)と
′

する;次にZの申で,含まれるuの個数が最小である要素を1つえらび, Ⅹとする;

手続き終了･

次に,例題を与え,この例題がア)i,ゴリズム2.1ほよって解かれる過程を少しくわしく示す.

〔例題2.8 〕

制約条件

F(x)-甘1X12君3> x-4X-5X-6> xIX4＼/ X2･X5V x3X6- 0

のもとで,次式の目阿関数を最小にするⅩを求めよ.

(2.70)

y(Ⅹ)
- 13Xl+13x2+26x3+11X4+11x5+22x6+36XIX2+18XIX3+ 6Ⅹ1X5+ xIX6

+18x2X3+6X2X4･+x2X6+5x3X4+5x畠X5 (才71 )

-
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以下では, Jの要素を,次の形で表わす.

〔(貰い72, I ㌻n ), Pb
k〕

(2･72)

′ヽ_′

ここほ, xjは･変数xjに割り当てられている憤を表わす..まT=, Abkは, e'b.A(y(I),

F(Ⅹ))の鮭を表わす. T:だし.以下ではk-0としT:.

〔例題の解法〕

Stage ♯o

stepl :I-(〔(u,u,u,u,u,u). -cK,〕)

Ⅹopt-p(, Copt-∞;

step2:I-(〔(u,u,山,u.u,u). --〕)

xo-(u･
u･ u. u･ u･ u, );

Step3 :F′(x)-F(Ⅹo)-F(Ⅹ);

Step4 :㌢′(Ⅹ)=㌢(Ⅹ｡)-㌢(Ⅹ);

Steps :

Step6 : selecto(y′,F′)-x3

∫-∫∪(〔(u, u, o,u,u,
u), o〕, 〔(u,

u, 1,u.u,
u), 26〕);

Stage ♯1

step2:∫-(〔(u,u, 0,u,u,u), 0〕, 〔(u.u. 1, u, u,
u), 26〕);

xo-(u. u, o. u. u,
u);

Step3 :F′(Ⅹ)-F(Ⅹ.)

-xIX2> x4X5X6> XIX4V x2X5;

Step4 : ㌢′(Ⅹ)-㌢(Ⅹo)

-13xl+13x2+11X4+11X5+22X6+36XI X2+6xI X5+xI X6+

6X2 X4 +x2 X6 ;

Steps :

Step6 : select.(y′,F′
)-x6･

Z--)u([(u. u. o. u,u, o). o], ((u, u, o, u, u, 1), 22]);

Stage ♯2

step2:∫-(〔(u,u,0,u,u,0),0〕,〔(u,u･0, u,u･1),22〕,

〔(u, u, 1,u,u,u),26〕),

x. --(u,
u, o. u,u, o);
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Step3 :F′(Ⅹ)-F(1_.)

-xIX2> x4X5> xIX4＼/ X2X5;

SteノP4 :〆′(Ⅹ)-v(Ⅹ.)

=13Xl+13x2+11X4+11x5+36XIX2+6XIX5+6x2X4;

Steps :

Steps : sLelect.(v′_,F′ )-xl ;

′-′∪(〔(o. u,o. u,u,o),o〕,〔(1, u,0. u,u,0), 13〕);

Stage ♯ 3

step2:∫-(〔(0, u,0, u,u,0),0〕,〔(1, u,0. u,u,.0),13〕,

〔(u,｡,o.
｡,u∴),22〕,〔(u,｡,1,u,｡,u),26〕)

Ⅹb-(0. u,0. u,u･0);

Steps :F(Ⅹo )-x-2Vx4X5>x2X5･,

X2ー･l･ x5ーOI X4←1･

Ⅹ｡-(o.1,0.1,0.0) ;

F′(Ⅹ)…0 ;

Step4
.'y′(Ⅹ)-y(Ⅹo)-30

;

Step7 :Xopt-((0,1,0.1,0.0)),

Copt←3 0 ;

Stage♯4

step2:∫-(〔(1,u,0…,u, 0), 13〕,〔(u,u,0,u,u, 1),22〕,

((u. u, 1. u, u,
u), 26])

xo((1,u, 0. u, u, 0);

Stcp3 :F(Ⅹo)-x4X5V x4 V X2X5

X4ー0, x5ー1, x2ー･O

xo-(1･0･0･0･1･0 )

F′(Ⅹ)…0 ;

Step4 :㌢′(Ⅹ)-30;

Step7 :Ⅹopt-Ⅹopt u(( 1,0,0,0,1,0))

Stage ♯5

step2:∫-(〔u,u,0,u,u,1),22〕,〔(u,u,1,u,u,u),26〕)

Ⅹ｡-(u,u,o,u,u, 1);

-
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step3 :F′(Ⅹ)-F(Ⅹo)

-xIX2 VxIX4Vx2X5 ;

sLep4-: y′(Ⅹ)-22+14xl+14X2+11X4,+11X5+36xIX2+6xIX5+6X2X4 ;

step5 :Copt -2bo(y′,F′
)-30-22-8･ 14>8･ 11>8,

/.xl(01 X2(OI X4(OI X5(0;

Ⅹo-(o,
o, o, o, o, 1);

Steps :F′(Ⅹ)…1;

Stage ♯6

step2:I-([(u,u, 1,u,u,u), 26]);

Ⅹ -(u, u, 1, i, u, u);

Step3:F(Ⅹo)-x4X5VX6VxIX4>x2X5Vx6･X6-.0･Ⅹo-(u･u･1･u･u･0)I

F'(Ⅹ)-x4X5VxI X4>x2X5 ;

Stcp4 : ㌢′(Ⅹ)-26+31xl+31X2+16x4+16x5+36xIX2+6XIX5+6X2X4;

Steps :Copt-ebo(V′･F)-30-26-4･ 31>4･ 16>4,

∴xl-01 X2--01 X4-01 X5--0

Ⅹo-(o, o. 1,0,0.0);

Step3 :F′(Ⅹ)…1 ;

Stage ♯7

step2:I-♂;

Step8 :停止.

例題2.3が解かれる様子を図2.2に木を伺いて示す.

-
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2. 7 実験およびその結果

この節では,前節で示しT=擬似ブ-ル計画法のアルゴリズムを実際に計算機のプログラムと

して実現し,その効率を調べT:結果について述べる.

2.7.1 アルゴりズムの実現一

前節で示しT=アルゴリズム2･1を,FORTRAN(JIS7000程度)で実現しT=･使用しT=計

算機は,名古屋大学大型計算機セン々-のFACOM230/60･使用しT=コンパイラはFORTRAN

⊥Dである.まT=,このプログラムを実行するのには約45KW(1W-36bits )を要しT=･

2.ワ.2 問題の作制方法

以下で示す実験に用いられT=擬似ブール計画問題は,次の3つのパラメータを与えて･計算

機の一様乱数を用いて発生されT: :

(i) n :問題に含まれる変数の個数',

(ii) s :制約条件式F(Ⅹ)の項数;

(ii.i)m :目的関数y(Ⅹ)の項数.

- 26
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さらfこ,問題の形を指定するT:めfこ,制約条件式および日田関数の各項の次数を,それぞれ,

次のように定めT=.

(i)制約条件式については,各積項FL'(x)に含まれる変数の個数が2,3,4である確率を,それ

ぞれ, 27%, 46%, 27%としT=.

(ii)日田関数については,各項項Yi(Ⅹ)に含まれる変数の個数力士, 1,2,3,4である確率をそれ

ぞれ, 36%, 36%, 21%, 21%としT=.

2.7.5 実 験1

実験1は,アルゴリズム2.1で用いられる,目的関数の下限の評価関数ebkの有効さを調べ

るT=めのもので,次のようにして実行されT:.

2,7.2で述べT=方法によって,扱似ブール計画問題を発生させ,これらの問題を, Aboを用

いT=場合およぴ2blを馴､た場合について･アルゴリズム2･1で解き,それぞれの場合の計算

時問およぴアルゴリズム中で生成されT:部分問題の個数を測定しT=.

表2.1および表2.3に, n-10の場合およびn-20の場合のア}L,ゴリズムの計算時間を示

表2. 1 アルゴリズムの計算時間(n-10)

s＼-
1020304050

10

′~∂o 0.3100.8011.402.282.82

′∂1 0.4561.031.712.723.23

比 1.471.291.221.191.14

20

′∂o 0.3020.6561.l71.472.05

lJb1 o.5111.031.622.092.82

比 1.691.571.381.421.38

30

′∂o 0.3590.6650.8351.061.16

′∂1 0.5851.021.341.731.86

比 1.631.531.601.631.60

40

Lbo o.313_0.5350.7321.061.05

lb.1 o.5040.8861.201.751.75

比 1.611.661.64.1.651.67

50

lbo o.3320.4900.7060.8980.906

′∂1 o.5440.8091.131.421.52

比 1.641.651.601.581.68

(単位:秒)
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表2.2 生成された部分問題の個数A( n-10)

千-＼-
102030年050

10

′∂.o 13.621.025.936.941.1

′∂1 13.518.922.833.33L5.1

比 o.99■30.9000.8800.9020.854.

20

f∂o 12.616.622.423.224.9

EZZI 12.315.018.519.722.4

比 0.9760.938~0.8260.8490.900

30

[bo ll.813.112.813.912.6

lb1 ll.511.512.312.らll.7

比■ 0.9750.8780.96~10.8990.929

40

′∂o 8.708.008.2010.l9.30

lb1 8.407.507.909.309.30

比 0.9660.9380.9630.921.1.00

50

leo 6.406.007.007.405.60

～∂1 6.306.006.807.305.20

比 0.9841.00pO.9710.9860.929

蓑2.5 一アルゴリズムの計算時間(n-20)

s＼-
20406080100

20

～∂o 5.2518.739.6101111

～∂■1 7.7522.655.5106166

比 1.481.211.401.041.50

40

lbo 4.7711.727.2_37.748.6

～∂1 7.1618.441.754.975.6

比 1.501.57l.53l.461.56.

60

lb-o 4.4010.Oil.416.2.17.9

lb1 7.4615.522.128.233.7

L比 1丁701.551.94l.741.岳8

80

lbo 2.434.846.909.118.09

′∂1 一4.828.6513.016.015.6

比 1.981⊥791.881.761.93

- 28 -



表2.4 生成された部分問題の個数(n-20)

s■＼.-
20406080100

20

f∂o 58.7113208380400

f∂1 50.2-81.8159288~311

比 0.8550.7240.7660.7590.776

40

′∂o 45.486.8127163174

Llb1 35.271.7102130138

比 0.775.0.8260.8020.7950.796

60

Leo 40.153.451.451.252.7

lil 34.347.446.346.850.2

比 0.8550.8880.9010.9140.953

80

f∂o 17.418.420.619.816.4

lb1 l6.318.2?.119.316.0

比 0.9370.9890.9760.9750.g76

す.まT=.表2.2および表2.4に, n-10の場合およびn-20の場合,アルゴリズム申で

生成されT=部分問題の個数を示す.これらの計算時問および部分問題の個数は,いずれも各々

の場合についての2 0問題の平均である.

麦2.2および麦2.4より.アルゴリズム中で生成される部分問題の個数は,評価組数として

2blを用いT=ときの方が, 2b.を伺いT:ときよりも減少することが湖られる･しかしながら･

アルゴリズムの計算時問は,逆に, 2blを用いT=時の方が多くなっている･これは･次の理由

によると考えられる･ 2blの値を計算するT=めには,最悪の場合･ 2×n偶の2b.の値が必要

である.* このT=め,一般に, 1つの部分問題を処理するT=めに必要な計算時間は. 2blを用

いT=時の方が, 2b
oを用いT:時よりも増大する. 2blを用いることによる計算時間の増加の割

合が, 2blを用いることによる部分問題の減少の割合よりも大きい場合には･アルゴリズム全体

の計算時間は, 2blを用いT=時の万がかえって増大することになる.

*)式(2.21)参照
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2.･7.4 実 験 2

実験2では,アルゴリズム2.1の効率と,従来の擬似ブール計画法のアルゴリズムの効率と

の比較を行なっT:.

従来の擬似プール計画問題の解法としては, P. L. 8afmlerらのアルゴリズム(3)などが和ら

れている.このアルゴリズムは,制約条件を持T=ない擬似ブー}t,関数の最大化の問題を扱.うも

のである.

2･7･2で述べT=方法によ_つて,制約条件を持T:ない( s -0 )擬似ブール計画問題を発生さ

せ.これらの問題をアルゴリズム2.1で解いT:時の計算時問およびアルゴ1)ズム申で生成され

T=部分問題の個数を測定しTこ. T=だし,評価関数はeboを用いT=.表2.5に,計算時問および

部分問題の個数の.各1 0･問題についての平均値と標準偏差とを示す.この実験で, n -3■0,

m≧80の問題では,記憶容量の不足のT=め完全には解かれない問題も存在しT=.

表2.5 ア)i/ゴリズムの計算時問および生成されT=
部分問題の個数(制約条件なし)

nm

計算_時間(秒) 生成されT=脚敵

平均値標準偏差 平均値標準偏葦'

1010 0.1720.067 20.86.9

1020 0.4550.135 36.3.13.4

1030 0.8340.270 47.618.2

1640 1.280.345 51.117.2

1050

2010

1.670.610

0.8900.830

54.028.7

64.451.3

2020 1.050.480 46.816.9

2030 2.981.63 88.74.7.6

2o40 7.182.47 14650.5

2050

3020

27.821.3

4.084.82

395268

105130

3040 30.833.7 269228

3060 91.843.9 558235

72 :変数の個数

m:目的関数の項数
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表2.6 P.L flamme
rらのアルゴリズムの

計算時間

目的関数の くり返しの 計算時間(秒)

項 数 回 数 (工/0を含む)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

ill

12

13

14

15

16*

17*

18*

19*

20*

21*

10

10

10

10

10

10

20

20

20

20

20

20

30

30

30

30

40

40

40

5

10

i(I

20

29

48

10

19

29

34

40

50

30

38

50

70

54

74

143

50 80

50 98

6

8

6

16

33

34

12

17

28

97

118

148

50

120

212

>77

0.48

2.0 2

0.90

2.3 1

7.35

ll.40

2.02

4.9 9

9.3 6

37.96

65.44

110.95

24.06

106.17

239.03

>116.22

>84 >117.57

>154 >238.38

>6 >72.45

>9 >57.44

>7 >51.62

*)記憶容量の不足のT=め,完全には解かれていない

表2.6に, P. L. EaLnmerらの行なっT=実験(3)の結果を示す. T=だし,この実験は次の条件

のもとで行なわれT=.まず.アルゴリズムは, FORTRAN ⅣGで記述され, IBM360/50上で

実現されT=.まT=.実験に馴､られT=問題は,変数の個数と日田関数の項数と考与えて,乱数

を用いて発生されT:.この実験で,一部の問題は記憶容量の不足のT=め完全には解かれていな

い.

表2.5
,表2. 6より,アルゴーjズム2.1は,少くともP.

L.flamLnerらのアルゴ.リズ

ムと同程度の能力を持つと考えられる.
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2.8 む す び

本章では, Branch-and-B.uDd法にもとづく擬似ブール計画法のアルゴリズムを構成する

T=めに必要な,いくつかの問題点について論じてきT:.さらに,擬似ブール計画法のアルゴリ

ズムを提案し,実験をとおしてその効率を調べT=結果について述べT=.実験の結果によれば,

実現されT=システムは少なくとも従来の解法と同程度の能力を持つこLとが和られT=.

さら書こ大規模な問題を効率良く#.くT=めには,次の間題点を解決しなければならない.

(i)本章で示しT=擬似ブール計画法のアルゴリズムでは,ブール関数および擬似プール関数

の数式処理を行なちている.よって,アルゴ■)ズムの計算時圃を短縮するT=めには,これらの

関数,を効率良く処理するT=めの,データ構造と数式処理アルゴリズムを開発する必要がある.

tii)評価関数eblは, 2b.よりも目的関数の下界に関して･より良い評価を与える･しか

しながら, eblの計算に要する時間は･ eboよりも多くなる.その.T:め2･7節で示しT=実験の

轟曲内では,アルゴリズムの計算時間は, eblを用いT=場合の方がeb10を用いT=時よりも多く

なっている.一般に,アルゴリズム中で用いられる評価関数の強力さと評価関数の計算時間の

間には, trade-offがあると考えられるから,アルゴリズム全体の計算時間を最小にする,逮

度に強力な評価関数を尊びき得る可能性がある.

(iii)本章で示しT=凝似ブール計画法のアルゴリズムでは,次に処理すべき部分問題として,

ebkの値を最小にするものを選択している(手続き2･3 )･この方策は･Best-Bou｡dSearch

と呼ばれる方法である.この方策を用いて全ての最適解を求める場合(こ処理される部分問題の

個数は,他の方策を用いT=場合よりも少ないかあるいは等しいことが容易(こ和られる.しかし

ながら.この方第を用いTこ場合には,ア)I/ゴリズムの実行途中で保持される未解決な部分問題

の個数は,変数の個数nの増加に伴なって指数関数附に増加する.よって,記憶容量の不足の

T=めに,大規模な問頑を処理するのは困難となる場合が多い.よって.与えられT=記憶容量の

範朗円で効率良く問題を解く方策を開発する必要がある.

M 本章で示しT=アルゴリズムは,いわば汎用の擬似プール計画問題の解法である.これに

対して,特定の形の問題の処理に適しT=.専用のアルゴリズムを構成することは.理論的興味

のみならず,実用的見地からも大い`こ意味があると考えられる.

(v) Bra刀Ch-and-B.uI]d法の実行途中の未解決な部分問題は,互いに独立に処理が可能で

ある.よって, Branch-ar)a-BouDdアルゴリズムを,各部分問題のレベルで,並列に実行す

ることが可能である.並列形Branc上raI'd-Bou刀dアルゴリズムの開発およびその特性の解析

は,実用阿見地からも大きな意味があると考えられる.

以下の章では,これらの問題について論ずる.すなわち･第3章では(i)について,第4章で

-
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は(ii)について,第5章では仙こついて,第6章ではN)について,さらに第7章では, (iii)につい

て,それぞれ述べることにする.
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第3章 ハッシングの技法を用いた数式処理

アルゴリズム-とその擬似ブール計画法への応由

5. 1 ま え が き

第2章で述べT=擬似ブー}t,計画法のアルゴリズムは,ブール制約条件のもとで擬似ブール関

数で与えられる日田関数を最小化する.このアルゴリズムでは,部分問題は原問題に含まれる

変数の一部に値を与えることによって得られる.よって,このアルゴリズムを実現するT=めに

は,ブール関致および疑似ブール関数の数式処理が必要で-ある.

これらの関数の数式処理を行う際の問題点の一つは,数式の簡単化をどのようにして行うか

ということである.簡単化の処理の中心となるのは,同類項をみつけ出す操作であり,これは,

与えられた集合中に,ある要素が存在するか否かの判定を通して行なわれる.この判定を実現す

る方法として,主に次の3通りの方法が考えられる,(1)

(i)線形探索にもとづく方法

(ii) 2分探索Iこもとづく方法

(jii)ハッシングfこよる方法

数式の簡単化Gこ要する計算時間を,項と項との比較の回数によって評価することにする.処

理される数式の項数をmで表わすと,上訊i)および(ii)の方法を伺い,=遥合の.数式の簡単化に
要する計算時間は･それぞれ0(m2)およぴ0(mlog2m)となる･よって(i)の方法では,項数

の多い数式を効率良く処理することは困難である.一方, (iii)の方法は,計算時間や;0(m)でよ

いので,大規模な数式の処理に適している.

この章では,ハッシングの技法を用いT=,ブール関数および虎似ブール関数の数式処三哩アル

ゴリズムを控案する.さらに,これらの数式処理アノレゴリズムを,擬似ブール計画法のアルゴ

リズムに適用することを試みる.

これらの数式処理ア)i,ゴリズムは,次の特長を持っている,まず第一に,数式の処理に要す

る計算時間が0(m)である.第二に,ハッシュ関数として特別な形のものを採用することで,

積項が単一の変数からなるか否かの判定が高速に行える.これらの点から,この章で提案する

数式処理アルゴリズムは,多数の項からなる数式の処理に適するものである,

本章では初めfこ, 3.2で,この章で扱うブー}t/関数および擬似ブール関数を定義する.まT=,

これらの関数の,計算機の記憶装置内部での表現方法(以下では内部表現と呼ぶ)について述

べる.次fこ, 3.3では,ハッシングの技法を用いT=数式処理.ア}L,ゴリズムと,線形探栗Gこもと

づく数式処理アルゴリズムとについて述べる. 3.Aでは,これらの数式処理アルゴリズムの計
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算時間の理論的解析を行なう.

最後に, 3.5では,両者のアルゴリズムを用いて実現されT=, 2つの擬似ブー}L,計画法のア}L,

ゴリズムの効率の比較を行なっT=実験の結果iこついて述べる.

3. 2 ブール関数および擬似プール関数とそれらの内部毒現

この節では.初めに,以下で扱われるプール関数および擬似ブール関数を定義する.さら一に,

これらの朗数が擬似ブール計画法のアルゴリズムの申で果す役割fこつ←､て述べる･次に･これ

らの数式の効率附な処理を目的としT=内部表現を与える.最後に,数式を構成する項のレベル

での基太田な演算がどのようにして実現されるかを示す.

5. 2. 1 ブール関数と擬似プール関数

xj∈(0･ 1)I (j-1, 2,･･･J去),Ⅹ仝(xl･X2,･･.･･ Xn)とする.ブール関数F(x)および

換似ブールBg数y(Ⅹ)香,それぞれ次のように定義する_

〔定義3.1 〕

ブール関数F(Ⅹ)は次式で与えられるものとする.

F(Ⅹ)=AやFi(Ⅹ)R"-i]

Fi(Ⅹ)仝In･1 xjEij,(i-1,2,･･･, ら )

j-1

(3.1)

ここに, >およびFIcま,それぞれ論理和および論理積を表わす.まだ, Xje'jは, eij∈(0,

1,ち,∫)として,次式で与えられる.

if eij
= O

if eij
- 1

xjeij仝 1 ; if Eり
- t

0 ; if ∈り
= f

ここに, x-jは変数xjの否定を表わす.

〔定義3.2〕

擬似ブー}L,因数㌢(I)は次式で与えられるものとする.

FHI

v(I)仝
∑
aiYi(Ⅹ)ニ

qf=i!

yi(Ⅹ)全品 xj∂ij (i-1,2,-,m)
ノ=1

-
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ここに, ai.(i-1,2,･･･, m)は整数とする.まT=, xj∂ijは∂ij∈(.0,1)として,次式

で与えられる.

xj∂ij仝i;j,:
;:
88:.～,i.'≡:

(3･4)

第2章で述べT=擬似ブ.-ル計画法のアルゴリズムは,ブール制約条件F(Ⅹ)-0のもとで,

凝似ブール関数で与えられる目的舶数y(Ⅹ)を最小化する.そ0)過程で,これらの数式に対

して次の処理が必要である.

(1) ブール関数の処理

式( 3.1 )で与えられるブニル閑数F(Ⅹ)に含まれる変数の一部に, 0まT=は1を代入して

得られる式を,

F(Ⅹ)仝も盲i(Ⅹ)
⊂iコ

qE～L!

で表わす.このとき･ブール式の処理E.ま次の(i)-(iii)の操作からなる.

(i)音i(Ⅹ), (1≦_i皇6)を求めること

(ii) F～i(Ⅹ)I ( 1≦-i 51& )が単一の変数からなるか否かの判定*

(iii)F～(Ⅹ)の簡単化,すなわち,

′■ヽ-_′ ～

Fi(Ⅹ)声Fj(Ⅹ) if i≒j

となるよr:～:･Eすること**

(3.5)

(3.6)

(2)擬似ブール関数の処理

式(3)で定義される擬似ブール関数v(x)に含まれる変数の一部に, 0まT=は1を代入して得

られる式を,

E2月
b.ら

ダ(Ⅹ)仝∑ aiYi(Ⅹ)
lL-1

として,次の(i), (ii)を擬似ブール関数の処理と呼ぶ.

(i)苛i(Ⅹ), (15ii5Lm)を求めること

(ii)首(Ⅹ)の簡単化,すなわち,
′■ヽ.′ ′■ヽ一′

Yi(I)≠Yj(Ⅹ) if i≒j

となるようにすること

(3.7)

* ) 積項が単-の変数ほなれば,その変数の値が自動的fこ定まるという理由ほよる.
′ヽ､_′

′ヽ′ ′ヽ､ノ ′ヽヽノ

**'雷.詣品チ芸'i(是認語誤漂Lo,L品誌･,fEミ.(Ⅹ)…Fj'Ⅹ)で表わす･なお,ここでいう式の簡靴`こ

-
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5. 2. 2 数式の内部表現

定義3.1, 3.2によって定義きれT=プール組数および擬似ブール関数を計算機で処理するT=

めには,これらの式を記憶装置内部で表現する必要がある.以下では,ここで剛､T=表現方法

について述べる.

(1)ブール関数の円部表現

まず,式( 3.1 )の各Fi(Ⅹ)fこ対して,次式で定義される2つの整数6i
,Tiの噴序対(以下

では,単に対という) (6i.Ti)を対応させるy

6i仝∑2j~1
jEli

Ti仝∑ 2j~1
jEJi

ここに･, 1i,Ji( i =1,2,-,i)は次式で与えられる.

Ii仝(jll≦j<n･･ (∈ij-1)>(eij-0))

Ji金(jl15;j<n, (Eij-1)∨(eij-f))

(3.9)

(3.10)

式( 3.1 )のブール関数F(A)fこ対して,次式で与えられる集合を対応させる.
JL..

((oi.Ti)I l≦.i5;I) .さ
(3･11)

式( 3･1 1 )で与えられる整数の対の並びは･計算機の記憶装置内部では,整数形2次元配

列などで表現される･以下では一 6L'･Tiの2進数表項をそれぞれqi.･riで表わすことにする･

T=とえば,積項Fi(Ⅹ) -Xl･X-3･X5は,計算機円部では･ qi-10101･Ti-10001によって表

わされる.

(2)擬似ブール関数の内部表現

式(2)の各Yi(Ⅹ)に対して,次式で定義される整数7]iを対応させる.

7i仝∑ 2j-1
j∈K'

ここにK'は,次式で与えられる.

K'仝ij l`1≦j<_72,∂ij-1･1

(3.12)

(3.13)

式(3.3 )の擬似ブール関数y(Ⅹ)fこ対して,次式で与えられる, 72iとaiとの対の並びを

対応させる.

((TJi,ai)Il<_i5Lm)

以下では71iの2進数表現をりiで表わす.

(3.14)

(3)ベクトルxの内部表現

擬似ブール計画法のアルゴリズムの途中に現われる,未定要素を含むn次元ベクトルⅩに対
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し,次式で与えられる-2つの整数∈, βの対(ど, ♂)を対応させる.

∈仝∑2ノ~1
j∈1,1

o 仝∑ 2j-1

jEN

こ.こに, M. Nはそれぞれ次式で定義される.

M仝(} Ll<_j皇n, Xj-u)

N仝(jl l<～j主n, xj-1)

(3.15)

(3.16)

ここに, xj-uは,変数xjの値が未定であることを表わす.

以下では･ E･o q)2進数表現をそれぞれE･ eで表わすことにする･ T=とえば, Ⅹ-( 1,

0,a. I,0 )は光l -X4 -1, X2-X5-0, X3
-uであることを表わす.このⅩは,計算機内

部では, E-oo100, e-10010ほよって表わされる.

3.2.5 数式の処理

F(Ⅹ), v(Ⅹ)を構成する各項およびベクトルxを上記のように.内部表現することによって
t

計算機のビット処理機能を利用して,数式に対する種々の演算が容易にかつ高速で実行される.

T=とえば,積項ギうしの比較,積項に含まれる変数の一恵-の値の代入.積項が単一の変数か

らなるか否かの判定などの演算は,次のようにして実行される.

(1)積項どうしの比較 ゝ,王

Fi(Ⅹ)…Fj(Ⅹ)であるか否か,およぴYi(x)…Yj(x)であるか否かは･次の閑係によ

って判定される.

(i) Fi(Ⅹ)…Fj(Ⅹ)(-) 〔6i-6j] ∧.〔Ti-Tj]

(ii) yi(Ⅹ)…Yj(Ⅹ) (-)りi
-

7?i

(3.17)

(3.18)

ここに(-)は対等を表わす.

(2) Fi(Ⅹ)fこ含まれる変数の一部-の値の代入

積項Fi(Ⅹ)に含まれる変数の一部に値を代入して得られる積項を.次式で表わす.

Fl(Ⅹ)全品xjTij ( 3.19)

i■±コ

ノ■=1

変数xjに与える値をcjとし, xjほ値が与えられないことをcj-uで表わすことにする.

ii!■i

eijとcjとの値の組み合せに対するEijの値は表3.1に与えられる.

表3.1によれば,任意の項Fi(Ⅹ)の内部表現とⅩの内部表現とから, ～F,.(Ⅹ)の内部表現を

-
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尊びくことができる. T=とえば,積項Fi(Ⅹ)-

xl･丁3･X5に対して値(cl, I

C5)-(1･0･

u, 1,0 )が与えられT=取得られる項は, Fi(Ⅹ1

-1
･ X3･ 0となる.よって, FL'(Ⅹ)の円部表現

は, 6i-00100,rL'-00001となる.

′ヽ_′ ～ ～

-ブ投fこ, Fi(Ⅹ)の円瓢表現6i,てiは, Fi(x)

の内部表現qi,てiおよびxの円部表現E, 8から,

次式fこよって導かれる. (付録2(1)参照)

qi
-E^qi

ri - (.e< 6i) ⑳ri

蓑5.1 Eijとcjの値に対
する首ijの値

eij＼cj
01u

o(Tjー tfO

I(Xj) ∫.t1_

.t(1)
ttt-

∫(0) fff■

(3.20)

ここiこ, <および⑳は,それぞれ論理積および排他的論理和を表わす.にだし,各演算は要

秦(柄)ごとに行なわれるとする.

さらに, Fi(Ⅹ)-0あるいはFi(x)-1となるか否かは,次のようにして知られる. (付

録2(3)参照)

(i) Fi(Ⅹ)-0 (⇒ (rqi)∧riキ0

(ii) Fi(Ⅹ)-1 (⇒ qi-0かつてi-ol

(3.21)

(8.22)

ここに, ｢は,各要素ごとの否定を表わし, 0は,整数oの2進数表現(00'･･･0)を表わす.

(3) Yi(Ⅹ)に含まれる変数の一部-の値の代入

積項Yi(Ⅹ)'辛こ含まれる変数の一部ほ値を代入して得

られる積項を次式で表わす.
′ヽ_′

～yi(Ⅹ)A=貞xj∂i}
ノ=1

8ijと変数xjに与えられる値cjとの組み合わせGこ

～
′ヽノ

対する8ijの値は,表3.2fこ与えられる.環項Yi(Ⅹ)

【i亡■コ

の円部表現7?iは, Yi(Ⅹ)の内部表現りiおよぴⅩの円

部表現E, eのうちEを用いて次式によって導かれる.

(付録2(2)参照)

首i-E<りi

垣3･2-I 8ijとcjの値に

対するgijの値

･＼ノ
01u

o(I) 000

I(Xj) *01

′■ヽJ ～

8ij-*は, Yi(Ⅹ)-0で

あることを表わす.

(3.24)

まT=, Yi(I)-0あるいはYi(Ⅹ)-1となるか否かは,それぞれ以下のようにして和られ

る. (付録2(4)参照)

(i) yi(Ⅹ)-0･(-) ｢(Eve)∧71i≒
0

(ii) Yi(Ⅹ)
- I (-) 〔｢(E>e)<りi-0〕∧〔号i-0〕

-
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(4) Fi(x)が単一の変数からなるか否かの判定:

与えられT=債項Fi(Ⅹ)の内部表現(6i.-Ti )のうちoiが次の性質をみT=せば, Fi(Ⅹ)は

単一の変数からなる.

6i-2j~1 for so血e j･ 1<jくn (3.2て)

この性質は,次節で述べるハッシングの技法を用いT=数式処理17ルゴリズムで有効に用いら

れる.

5. 5 数式処理アルゴリズム

この節では, 3.2.2で述べT=形式で内部表現されT=ブニ)i,関数および擬似ブール関数に対し

て, 3.2.1で述べた処理をほどこすアルゴリズムを示す.このアルゴリズムはハッシングの技

法を用いており,効率良く処理を行うことができる.さらに･.このアルゴリズムを,線形探策

にもとづく従来のアルゴリズムと比較することで,その特徴を明らかにする.

3. 3. 1擬似ブール関数の処理アルゴリズム

疑似ブール関数y(Ⅹ)の内部表現((り1,al), (乃2･a2),･･･, (りm,am))香. 7i

をキーとするハッシュ･テーブルとして実現する.ハッシュ関数としては,次式で定義される

h争を剛､る･同一のハッシュ･アドレスを持つ異なるりiに対しては･線形リストを構成する･

hp(り)仝皿Od (ヤ･p)
+1 (3･28)

ここに,
pは2を原始根とする素数である.

一式( 3.7)で与えられるg(Ⅹ)の簡単化は,以下に示されるアルゴリズム3.1によって行な

われる.このアルゴリズムで用いられるy(I)のデータ構造を図3.1に示す.

IIEAD L I NK Y' a'

′~-

∫

∫

′

7?'l α′l

7]'2 α′2

77'3
a,3

り'4 α′4

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

図3. 1ハッシュ･テーブルによるy(Ⅹ)の実現
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〔'-アルゴリズム3.1 〕 (ハッシング)

入力:㌢(Ⅹ)-讐aiY～i(Ⅹ)
i=1

出力･:甘(Ⅹ)を簡単化して得られる式,
2

y'(Ⅹ)-c′ +iZ=1ai Yi(Ⅹ)

方法:

Sもepl :〔初期設定〕

i-1, 2←0. c′ ー0 ;

EEAD(j)-0 for 1<j<n;Step2へ;

Ei占:±:i

Step2 : 〔YパⅩ)が定数か否かの判定〕

(i)管i(Ⅹ)-0ならば. step5へ;

(J'i)管i(x)-1ならば, c′-c′ +aiとしてStep5'-;

Sもep3 : 〔同一項の除去)

Sもep311 : j--hp(苛i) , A-frEAp(i)とする;

Step3･2:ti)A-0ならば, Step4 へ･,

(ii)k≒0ならば, steps.3へ;

′ヽ-′

Step313 (i)y'k(Ⅹ)…Y i(Ⅹ)ならば,

a'k･-←a′k+aiとしてStep 5へ;

(ii)Y′k(Ⅹ)≠管i(Ⅹ)ならば,

k-LINK(A)としてStep3.2へ;

Sも叩4 :〔項の格納〕

2-2+1, Y′c(Ⅹ)-Yi(I), a′e-ai ,

LINK(2)-fIEAD(j), HEAI)(j)-2 として, Step5へ;

Step5 :〔アルゴリズムの終了の判定〕

i-z' +1とする;

(i) i≦mならば･ Step2へ;

(ii) i>mならば,アルゴリズム終了.

(3.29)

(3.30)

ハッシングの技法を用いT=このアルゴリズムに対して,線形探索にもとづく処理アノレゴリズ

ムを以下に示す.このアルゴリズムは,アルゴリズム3･1のStepl, Step3,およびStep4

を変更することにより得られる.
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〔アルゴリズム3.2 〕(線形探累)

1TZ ～

入力.'y(Ⅹ)-∑at Yi(Ⅹ)
i-I

出力: V(Ⅹ)を嘘単化して得られる式,

y.(x)-a, +fAa,tL Y′i(Ⅹ)

ut?u

方法:

(3.31)

(3.3●2)

Stepl : 〔初期設定〕

t-←1, 2-0,
c′-0として,

Step2へ;

step2 : 〔 Y～i(Ⅹ)が定数か否かの判定〕
こi=!⊆コ

(i) yi(Ⅹ)-0ならば., Steps-;

iiヨ■i

(ii) yi(Ⅹ)-1ならば. c′-c′+aiとしてStep5へ;

(iii)それ以外のとき, Step3-;

Step 3 : 〔同一項の除去〕

Sもep3.1 :(i) 2-0ならば,･Step4-;

(ii) 2≒0ならば, A-1としてSl･ep3.2-;

′■ヽ_′

Step3.2 :(i)y'k(Ⅹ)-Yi(Ⅹ)ならば, a'k-a%+.aiとしてStep5へ;

(ii)y′k(Ⅹ)≒軍i(Ⅹ)ならば, step･3.3-;

Sもep3.3 : kーk+1とする;

(i)k<～2ならば･ Step312へ;

(ii)k>2ならば. step4へ;

Step4 : 〔項の格納〕

2-2+1, Y･c(Ⅹ)-～Yi(Ⅹ)I a′e-aiとしてStep5-;

Step5 :〔アルゴリズムの終了の判定〕

i-i +1とする;

(i)i51mならば, step2へ;

(ii)i>mならば,アルゴリズム終了.

5. 3. 2 ブール関数の処理アルゴリズム

ブール関数F(Ⅹ)の数式処理は,擬似ブール関数の数式処理と同様に,ハッシングの技法を

用いて効率良く行なわれる. T=だし,この場合には, Fi(Ⅹ)の内部表現(6i･Ti)のうちの6i

をキーとして検索を行なう.まT:,ブール関数の処理では,積項が単一の変数からなるか否か

宮
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の判定が行なわれる･この判定は,式( 8･2 7 )と･整数の剰余類fこ閲す早次の性質(9を用い

て容易に実現される.

〔性質3･1〕
pを･ 2を原始根とする素数とする.このとき一次の式が成り立つ･

2i≒2}modp if
J･キj, 1<-i･ j<p･ (3･33)

性質3･1,式( 3･27 )およびハッシュ関数hpの定義から･異なる単一の変数からなる積

項は,異なるハッシュ･アドレスを持つことは明らかである.

与えられT=横項Fi(A)が単一の変数からなるか否かを判定するアルゴリズムは,次のように

与えられる.

〔アルゴリズム3.3 〕

入力:積項Fi(A)の内部表現6i

出力:積項Fi(Ⅹ)が単一の変数からなるとき(Fi(Ⅹ)-.ーⅩjor X-j),変数のインデックネ)A

を出力する.積項Fi(Ⅹ)が単一の変数からなる項ではないとき, j-0を出力する.

記法: pを･ n以上の2を原始根とする素数とする･

2つの配列BASE及びINDEXの各要素は,それぞれ,次の値を保痔しているものとす

る.

BASE

･i,仝i
2.j~1

INDEX (i)

; if i-hp(2j-1)

;それ以外のとき

;if i-hp(2j~1)

;それ以外のとき

ここに･ 1く-iip･ 1<j<nである･

方法:k-hp(qi)とする･

(i)BASE(A)-6iならば, j-INDEX(k)とする.

(ii)BASE(A)キ6iならば, j-0とする.

(3.34)

(3.35)

アルゴリズム3.3で計算されT=Fi(x)に対するハッシュ･アドレスは,そのまま.以下に

示すブール関数の数式処理アルゴリズムで用いることができる.

〔アルゴリズム3.4 〕

- 亀 -

入力:F(Ⅹ)-> Fi(Ⅹ)
i=1

-
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【i己空:

出力:F(Ⅹ)を簡単化しそ得られる式,

F′(Ⅹ)仝↓F;.(x)
Ll-1

方法:

Stepl : 〔初期設定〕

(3.37)

i(1･ i(0･ f)ag(0',

fIEAI)(j)ーO for lijくPとする;Step2へ;

Step2 : 〔項が定数か否かの判定〕

【iこ≡i

(i)Fi(Ⅹ)-0ならば, Step6へ;

(ii)～Fi(Ⅹ)-1ならば･ step7-;

(iii)それ以外のとき, Step3へ;

Step 3 : 〔項が単∵の変数からなるか否かの判定〕
こiiE

(i)Fi(Ⅹ)が単一の変数xjからなる項xjeijならば･ ⅩにXj-reij･を代入する;

～

f)ag-1として, Step与へ;

(ii)Fi(Ⅹ)が単一の変数からなる項ではないならば, Step 4-;

Step4 : 〔同一項の除去〕

′ヽJI

Step4･1:jーhp(oi) ; k-trEAD(j)とする;

Step4･2:(i)k-0ならば, Step5へ;

(ii)k≒0ならば, Step4.3へ;

′■ヽヽ.′

Step4.3:(i)F′k(Ⅹ)…Fi(Ⅹ)ならば, Steps-;

′■ヽヽノ

(ii)E′k(Ⅹ)≒Fi(Ⅹ)ならば,

k-LINK(A)としてStep4.2へ;

Steps : 〔項の格納〕

J～

t-t. + 1, F't.(x)-Fi (I),

LINK(t)ーEEAI)(j), BEAD(j)-t, Step6へ;

Steps : 〔アルゴリズムの終了の判定〕

iーi +1とする;

(i)i≦mならば. Step2-;

(ii)i>mかつflag-1ならば,

′ヽJI

Fi(Ⅹ)-di(x)forl≦_i_<_t, s-tとしてStepl-;

(iii)i>mかつflag-0ならば,アルゴリズム終了;

Step7 : [F' (x)-I ]

F′(Ⅹ)-lとする;アルゴリズム終了.
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上記のアルゴリズムで･一変数flag.は,式の商学化の途中で単一の変数からなる項を処理す

る時に,値1が代入される.このとき,擬似ブール計画問題の制約条件がF(Ⅹ)-0であるこ

とから,その項を形成する変数の値が一意に定まる.その結果･そ甲時点までに処理されT=項,

F′i(x), ( 1≦_l≦t )もさらに簡単化される可能性がある.よって,単一の変数から･なる

項が処理されT=場合には, F′(Ⅹ)全体を再び評価しなおす必要がある.まT=, Step 7が実行

されるのは, Step2で, Fi(Ⅹ)-1であるような項を処理しT:場合である. F′(x)は積和

形のブール関数であるから'この場合には･ T:だちにF′(Ⅹ)-1とし.てよい.

上記のアルゴリズム3.Aでは,ハッシングの技法を用いて,ブール関数の簡単化の処理を行

なっ.ている.線形探累にもとづいてプールBg数の簡単化を行なうアルゴリズムは,アルゴリズ

ム3･4のStepl. Step4･ St6p5を変更することによって以下のように与えられる.

〔アルゴリズム3.5〕 (線形探索)

.～ * ～

入力:F(Ⅹ)->Fi(Ⅹ)
i=1

G己±コ

出力:F(Ⅹ)を簡単化して得られる式,
t

F′(Ⅹ)
->F;･(Ⅹ)
i=l

方法:

(3.38)

(3.39)

Stepl :〔初期設定〕

iー1. tー0. flagー0 ;Step2へ;

Step2 : 〔項が定数か否かの判定〕

′､ ′

(i)Fi(Ⅹ)-0ならば. Step6へ;

′ヽ■.ノ

(ii)Fi(Ⅹ)-1ならば, Step7へ;

(iii)それ以外のとき,Step 3へ;

Step3 : 〔項が単-の変数からなるか否かの判定〕

rijならば,

ⅩにXj=reijを代入する;ti)～ft(Ⅹ)が単一の変数xjからなる項xj
～

flag-1として･ Step6へ;

(ii)F～i(I)が単一の変数からなる項ではないならば･ Step 4- ;

Step4.1 :(i)t-oならば, Step5へ;

(ii)tキ0ならば, A-1として, Step4･2へ;

step4.2 :(i)F′k(Ⅹ)…音i(Ⅹ)ならば, sもep6-;

′■ヽ_′

(I'i)F′k(Ⅹ)≒Fi(Ⅹ)ならば. Step4.3へ;

Step4･3 : k-A+1とする;

-
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(i)k<tならばSLe.p4.2-;

(ii)k>tならばSLep5へ;

Stetp5
.I 〔項の格納〕

iiコ▼コ

tーt+1･ F't(Ⅹ)-Fi(I)とする;

Step6へ;

Step6 : 〔アルゴリズムの終了の判定〕

iーi +lとする;

(i)il≦mならば, step2-;

～

(ii)i>mかつf)ag-1ならば, Ft'(Ⅹ)-F′i(Ⅹ) for l<i<t, s-tとして,

Steplへ;

(iii)i>mかつflag-0ならば.アルゴリズム終了;.

Step7 : (F'(x)-i ]

F′(Ⅹ)-1とする;アルゴリズム終了.

3. 4 アルゴリズムの計算時間の理論的解析

この節では.前節で述べT:数式処理アルゴリズムの計算時問の理論的評価式を示す.さ

らに,全ての項が異なる場合について,それぞれのアルゴリズムの計算時間の上限を求め

る. T=だし,数式処理の内容については,擬似ブール関数の処理とブー}L,関数の処理とが

本質的には同じであるので,以下の考察では,主として擬似ブール関数の処理ア}L,ゴリズ

ムに関して行なう.

3.4. 1 アルゴリズム5.1, 5.2の計算時間

式( 3.3 )で与えられる擬似ブール関数y(Ⅹ)に含まれる変数の一部に0まT:はlの

値を与え,さらに,アルゴリズム3.1によって簡単化を行なって,次式が得られT=とする:
′ヽノ

T=だし,以下では,初めに与えられるYi(I), ( 1くi<m)の中には, Yi(Ⅹ)-0又

はY～i(Ⅹ)-1となる項は含まれないとする.
2

v′(I)仝∑a,i Y′i(Ⅹ)
i-i

(3.40)

このとき,ア}L,ゴリズム3.1.アルゴリズム3.2の計算時間の一般的評価式は,次のよ

うに与えられる.

T-tl+m･t2+T3 +2･t4 +m･t5 (3.41)

辛)同一の入力(こ対して,アルゴ.)ズム3.1とアルゴリズム3.2の出力は明らか(こ一致する
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ここ書こ･ tl･t2･t4･t5は,それぞれ,アルゴリズムのStepl,Step2.St?p4･Step5を1固

実行するのに要する時間(m, 2に依存しない定数)とする. T3は,ア}L,ゴリズムが終了す

るまでに要するStep 3の計算時問の総和を表わす. T3の値は,処理される擬似ブ-ル関数y

(I)の性質に強く依存するので,その一般的評価は困難である.

まT=, tlの値は,アルゴリズム3.2では定数であるが.アルゴリ女ム3.1では.ハッシュ

･テープ}L,の大きさpの一次式として次のように与えられる.

tl -α･ p+∂

ここに, a, A Ei定数である.

(3.42)

3.4.2 アルゴリズム5. 1, 3.2の計算時間の上限

ア}L,ゴリズム3.1およぴアルゴリズム3.2の計算時間が最大とな.るのは,ず(Ⅹ)が次の条

件を満たす場合である.

〔条件3.1 〕
〝J

i亡『
5■ヨ

y(Ⅹ)-∑ ai Yi(Ⅹ)
i-I

′ヽJl

とする.この時,各Y‖Ⅹ)は以下の式を満足する.

′ヽ_′
′■ヽJl

(i) Yi≒0 < Yiキ1 for 1≦_i≦_m

′ヽ.ノ ～

(ii) yi(Ⅹ)…Yj(Ⅹ) if iキj, 1くi.'j51m

(3.43)

(3.44)

(3.45)

条件3.1がなり立つ場合の,アルゴリズム3.1およぴアルゴリズム3.2の計算時問の上限は,

以下のようにして求められる.

(1)アルゴリズム3.1の計算時間の上限

アルゴリズム3.1に関して,次の仮定を置く.

〔仮定3.1 〕 ハッシュ･テーブルの要素1JEAD(j)を始点とする線形リストの長さの期待

値は,アルゴリズムの各時点で, jの値にかかわらず一様である.

条件3.1および仮定3.1のもとでの, Step3のi回目の実行の際の積項間の比較回数の期待

値は(i-1)/Pで与えられる.よって, Step3の′■回目の計算時間の期待値は, c. dを定数

として,次式で与えられる.

c
･(
i -1

)/p+d

-
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よって, Step3の計算時間の総和r3 の期待値<r3 >は,次式で与えられる.
7n

<T3 >-i!l(c･ (i-i)/p"']

=c･(m-1)･(77l-2)/(2p)+d･m (3.47)

式(3.4 1 ), ( 3.42)およぴ(3.47 )より,アルゴリズム全体の計算時間の期待値

<r>は,次式で与えられる.

<T>--a･p+a+m･t2 +c･(m-1)I(m-2)/(2P)+d･m+m･E4+･m･i5

=c･(m-I)･(m-2)/(2p)+(t2+E4+t5+d)･m+a･p+A

(3.48)

<T>を最小にするpの値p* は,

∂<T>/ap--c･(m-1)･(m-2)/(2p2)+a-o

をさについて解くことjこより,次式で与えられる.

c･(m-1)･(m-2)/(2a)

ここで,さらに, m>>1と仮定すると,入 -Vc/(2a)として･ p

p*--l･m

この時, <T>の最小値<T> は,次式で与えられる.
*

<T>
～-

(イ亘言言+i2+t｡+t5+d)･m+a

(3.49)

(3.50)

*

は次式で近似される.

(3.52)

式(3･52)より･アルゴリズム3,1.の計算時間の上限が0(m)セあることが知られる･

このことにより,与えられT=凝似ブール関数㌢(Ⅹ)の項数mに応じて･ pを動阿にp*

に設定するようfこアルゴリズム3.1を修正して得られるアルゴゾズムを,アノレゴリズム3.1*

と呼ぶことにする.

(2)アルゴリズム3.2の計算時間の上限

条件3.1のもとでは,アルプリズム3.2のStep3のi回目の実行の際の積項間の比較回数

はi -1である.よって, Step3のi回目の実行に要する計算時間はe, gを定数として,

次式で与えられる.

e･ i+g

よって. Step3の計算時間の総和は次式で与えられる.

〝J

T3 - ∑ (e･i+g)
i-1

-e･m(m-1)/2 +g･m

ゆえに,アルゴリズム3.2の計算時問の上限は,次式で与えられる.

T-i +m･t2+e･〝l(m-1)/2+g･m+m･14+m･′5
1

-e･m･(m-1)/2+(t2+t4+15+g)･〝l+tl
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よって,
m≫1の場合には,アルゴリズム3.2の計算時間の上掛ま0(d)であることが知

られる.

5.4.5 アルゴリズム5.4,3.5の計算時聞

ここでは,ブール関数の処理と擬似ブールLu.f1の処理との違いにつIL,て述ベ,ブール関数の

処理アルゴリズムの計算時間について南野な考察を行なう.

3.2.1およぴ3.3.2で述べT=ように,プール弱数の処理内容は,主亨こ次の2点で擬似ブール

関数の処理内容と異なっている.すなわち,

(i)単一の変数からなる項がなくなるまで,すなわらアルゴー)_ズム3･4･ 3･5でf)ag-0

となるまで,式全体の処理をく り返さなければならない.

■

(ii) Fi(Ⅹ)…1である項がみつけられT=時には, T=だちにF′(羊)--1として,ア)I,ゴリズ

ムを終了してよい.

そのT=め,ブール関数の処理アルゴリズムの計算時間の解析は, ･擬似ブー)i,関数の処理アル

ゴリズムの計算時間の解析よりもー殻に困難となる.

T=とえば,次の式( 3.5 6 )のようなF(x)に対して,式全休の処理のく り返し回数は,最

悪の場合∫回必要である.

′ヽ-′

F(Ⅹ)-xIX2V x2X3>-･ >x-iXi+1 >･･･>x5-1X,＼/X5
(3.56)

このF(x)を処理するT=めには,アルゴリズム3.5で0( ∫3)回の項の比較が必要となる.

しかしながら,式全体の処理の1回のく り返しに着目すると,ブール関数の処理内容は,上

記の(ii)の点を除いて,太質的には同じである.よって,擬似ブール関数に対して置いT=条件

3.1と同様な以下の条件のもとで.ブール関数の,式全体の処理の1回0-)くり返しに要する計

算時間は最大となる.

〔条件3.2〕

へ.
∫

′〉

F(x)-V Fi(x)

u"室H

5■正i

とする.この時,各Fi(Ⅹ)は以下の条件を満足する.

′ヽ_′ ′ヽ■′

(i) Fi(Ⅹ)≒0 ∧ Fi(Ⅹ)≒1 for lii≦ー∫

lii)貰i(x), 1≦_i≦Sは･全て2個以上の変数からなる
′ヽノ ′ヽ′

(iii)Fi(Ⅹ)≒Fj(Ⅹ) if i≒j, 1≦_i･j5is

(3.57)

(3.58)

(3.59)

条件3.2のもとでは,単一の変数からなる項は存在しないT:め,式全体の処理は1回だけ行
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なわれる.まT:.この条件のもとで.,.i,ブール;見放の処矧時間に閲しT.,･3･4･2で述べた,顔

似ブール関数の処理時間に舶する結iilと同様の績采を得る.

まず,･線形探宗にもとづくアルゴリズム3.5の.汁罪時間は, 0(s2-である.次に,ハッシ

ングの技法を用いT=アルゴリズム3.4では.ハッシュ･テーブルの大きさpをアルゴリズム

3.1の場合と同様に適当に定めることにより.そ0)計算時間はOl( I )となることが和られる.

以下では,与えられT=ブール朗敬の項殻∫に応じてpの値を動刑に最適値p*に設定するよ

うにアルゴリズム3.4を修正して得られるアルゴリズムを,アルゴリズム3.4* と呼ぶことに

する.

5.5 実験およぴその結果

この節では,アルゴリズム3.1およぴアルゴリズム3.2の効率を評価するT=めに行なっT=･

2つの実験とその結果について述べる.

実験1では.前節で与えられT=アルゴリズム3.1とアルゴリズム3.2の,計算時間の評価

が妥当であることを確認する.まT=.南アルゴリズムP)計算時間の比較を行なう.

次に.実験2では.数式処理をハッシング0)技法を用いて行なう場合と線形探累にもとづい

て行なう場合とについて. 2通りの擬似ブール計画法の求辞システムを実現し,それらの効率

の比較を行なう.

5.5.1 実 験 1

一様乱数を用いて,条件3.1をみT=す30変数の擬似ブールBg数y(Ⅹ)を発生させT=.この

y(I)香,ア)I,ゴリズム3.1およびアルゴリズム3.2によって処預し,それぞれのアルゴリズ

ムの計算時間を測定しT:. T=だし, y(x)の項数mは, m-100.
200, 300. 400. 500としT=.

まT=,ア}L,ゴリズム3.1については, mの各値に対して.各々20通りのy(Ⅹ)を発生させ.

その計算時間を測定しT=.

図3.2にpの値を変化させT:場合の.アルゴリズム3･1の平均計算時間を示す.同園より･

アルゴリズム3.1の計算時間の上限の評価式(式( 3.48 ) )が妥当であることが和られる.

すなわち,式( 3.4 8 )で,

ko-c･(m-1)I(m-2)/2

kl=a

k2-(12+t4+15+d)･m+A

(3.60)

辛)条件3.1が満T:されていれば,アルゴリズム3.2の計算時間は, v(i)の項数mのみほ依存し'v(Ⅹ)
の形ほはよらない.
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とおくと,次式の鴎敬形を得る.

<T>-ko/p+kl･P+k2 (3.61)

この式は,一因3.2の各曲線を適切に表現していると考えられる.従って,式( 3.48)吃

基づいて行なっT=アルゴリズム3.1* の存荏の予測は,正しかっT=ことが結論される.

乙■iコ

令
■`~■ヽ

/∧′

ヽ-

臣

普
駄
滝

′~ヽ

国
ヽー

匝

盟
駄

烏

200 i100 6oo 8oo 1000 1200 p

ハッシュ･テーブルの大きさ

図5.2 アルゴリズム5. 1の計算時間

(図中の･は,計算時間の最小値を表わす)

100 20() 300 hoo 500 m

㌢(Ⅹ)の項数

周5.5 アルゴリズム5.1*とアルゴリズム

5.2の計算時飼の比較
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そこで,図3･2において･最小の平均計算時間を与えるpの値にもーっとも近い, 2を原始根

とする素数を･各mの値について求め,とれをアルゴリズム3･1*のp*の値としT=.アルゴ

リズム3;1* の平均計算時問およぴアルゴリズム3.2の計算時間を表3.3に示す.まT=これを

グラフ化しT=ものを図3.3に示す.同図より,アルゴリズム3.1* ぉよぴアルゴリズム3.2の

計算時間がそれぞれ0(∽),0(㌔)であることが知られる.このことから.計算時問の上限の

評価式が妥当であることが和られる.まT=,アルゴリズム3.1* を用いることfこよって.特に

mの値が大きい揚合の計算時闇が大幅に改善('n-500で,約4%書こ)されることが知られる.

表3.5 アルゴリズム5.1*とアルゴリズム5.2の計算時聞の比較

Eヨ
辛

計算時間(ミリ秒)

比(%)p

Alg.-3.1*Aーg.3.2.

100 83 44236 18.6

200 163 88898 9.8

300 269 132~1,984 6.7

400 373 17513,501 5.0

500 491 2195,442 4.0

皿: ㍗(Ⅹ)の項数

p*‥ハッシュ･テーブルの大きさの最適値

5.5.2 莫 験 2

数式処理アルゴリズムの実現方法が互い(こ異なる,次の2つの換似ブール計画法の求静ソフ

トウェア･システムを実現しT=.システム3.1は,ブール関数および廃似ブー}t,関数の処理を,

それぞれアルゴリズム3.1*ぉよぴアルゴリズム3.4* を用いて行なう.一方,システム3.2

は,これらの関数の数式処理を,それぞれアルゴリズム3.2およびアルゴリズム3.5を用いて

行なう.一様乱数を用いて発生されT=30変数の擬似ブール計画問題書こ対する.両システムの

計算時間を表4.4に示す.同表で5. mは,それぞれ制約条件式F(Ⅹ)の項数および目的関数

v(Ⅹ)の項数を表わす.まT=,表中の各値は. ∫,
mの各組み合せについて,それぞれ20問題

を解いT=ときの平均値である.
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表5.4 システム5.1とシステム5.2との計算時間の比薮とシステムの改善度

皿` 20 60 100

sシ■女テム 3.23.ll 3.2ー3.1Ⅰ 3.23.1Ⅰ

全体 3A.413.400.3 95_588.87.2 414.0-360.012.6

o数式処理 0.3860.3794.2 12.76.0553ー2 90.937.161.1

比率十醐 ll.210.9 13.46.76 20.79.41-

合一体■ 4,424.097.7 44.240.29.0 110.099.010.3

60数式処理 2.031.7018.7 13-69.6929.0 32.1.21二234.3

比率十吻 45.740.4 31.124.3 30.122.1

全体 7.234.4139.3 16.212.127.3 20.415.426.1

l20数式処理
5.332.5153.3 9.074.8048.4 9.985.0053.0

比率†鋤 73.956.7 56.439.9 49.431.2

I)比率:数式処理の時間の全体の時間に対する比率;
s ‥F(I)の項数;m:㍗(I)の項数;

Ⅰ ‥改善度

以下では,システムの改善度として,次式で定義されるⅠを用いる.

Ⅰ仝(T2 -Tl )/T2×100(%) (3.62)

ここに, Tl･T2は,それぞれシステム3･1およびシステム3･2の計算時間を表わす.まT:I

数式処理に要しT=時間の,システム全体の計算時間に対する割合をF/'T比と呼ぶことにする.

図3.4にシステムの改善度を,図3.5にF/T比を示す.図3.4より,とくに数式処理に閑

しては改善度1が目的関数の項数mの値の増大とともに増す傾向がみとめられる.これは,図

20 60 100 m

㌢(Ⅹ)の項数

:システム全体の改善度

:数式処理部分の改善度

図5.4 システムの改善度
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3.2にもとづく予測と一致する.

療似ブール計画法のアルゴリズムはBr'anch-a月d-BouDd法にもとづいており,アルゴリズ

ムの進行途中においては,原問題に含まれる変数の一部に値を与えることによって,いくつか

の部分問題が生成される.あきらかほ,これらの部分問題を構成する制約条件の項数および目的

関数の項数は,それぞれ原問題の制約条件の項数および目的国数の項数より少ない.しT=がっ

て.
mの値の減少によってアルゴリズム3.1*の効果が戚少する図3.2の効果を考慮すれば図

3.4に示されT=処理時間の改善度は良好であるといえよう.

システム全体の改善度は,制約条件式の項数∫が増大するにつれて増す傾向にあることが認

められる.これは.数式処理部分の計算時間が全体の計算時間EZ:占める割合,すなわちF/T

比が∫の増加にともなって減ずるT=めであることが図3.5より知られる.まT=,-5-120 の場

合に･システム全体の改善度がmの増大にともなって減少しているのは, mの増大にともなう

F/T比の減少がこの場合とくに著L'いT=めであることが同じく図3.5より知られる.

3_6 む す び

本草では,ハッシングの技法を用いて数式処理ア}L,ゴリズムを構成することにより,多数の

項を持つブー)i,関数ならぴほ擬似ブー)i,関数を効率良く処理できることを示しT=.まT=,これ

らのアルゴリズムを用いて擬似ブール計画法のシステムを実現することにより,システム全体

の計算時間もかなり改善されることを示しT=.

なお,本章での実験に用いT=擬似ブール計画法のシステムでは,部分問題を生成するときに

は,必ず原問題に立ちかえって変数に値を与えるようにしている.この場合, ⊥っ前の部分問

題鯉嘩t#･Jtl部分問題をつくるようほシステムを改良すれば,ハッシングを用いT=効果はさ

ら(こ有効になると考えられる.

まT=,ア)i,ゴリズム3.1* は,変数のべき乗を含む多項式の数式処理の範幽にまで容易に拡

張できるので.この種の数式処理に粥して.かなりの有効さを持つことが予想される.

本章の実験には,名古屋大学情報工学科のIFACOユ/1230/38が用いられT=.まT=,本草に示

しT=アルゴリズムの実現にはFORTRANⅣ -Sが用いられT=.
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第4章 擬似ブール計画法のア)レゴリズムにおける

･評価関数の強力さとアルゴリズムの計算時間の関係

4. 1 ま え が き

o -

1計画問題などの整数計画問題をBraz]ch-and-Dour)d法にもとづくアルゴリズムで解

く場合,ほとんどの問題で,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数は,問題に含まれる

変数の個数に対して,指数関数附に増加する.そのT=め,これらの問題を解くのに要する計算

時間も,含まれる変数の個数に対して指数関数附に増加する.

したがって,これらの問題を効率良く解くためには,アルゴリズム中で処理される部分問題

の個数を減少させることが重要な問題となる.アルゴリズム中で処理される部分問題の個数を

減少させるT=めには,効率良く問題を分割すること,部分問鎮のより厳密な下界(まT=は上界)

を用いること,および.未解決な部分問題の集合の申から.次に解くべき部分問題を巧みに選

択すること,の3つの点が重要である.一これらの目的のT=めに,しばしば,ヒュ-リステイク

スを用いT=評価関数が用いられる.

しかしながら.一般に,より強力な評価関数は,より多くの計算時間を必要とする.そのT=

めに,必ずしも,強力な評価関数の導入がアルゴリズム'全体の計算時間を短縮するとは限らな

い.それ故,どの程度強力な評価関数を用いるかが,この種のアルゴリズムの効率を決定する

要因となる.

本章では,擬似ブール計画法のアルゴリズムで用いられる評価幽数の強力さとアルゴリズム

全体の計算時間との娼係について述べる.すなわち.まず,問題の分害rJに用いられる変数の選

択を行なうのに用いられる評価関数の強力さを変化させ,アルゴリズム申での問題の分割回数

と全体の計算時間の変化を調べる.次に,目的関数を構成する積項間の含意の肖係を用いてよ

り厳密な目的Bg数0)下界を与える手続きを伺いT=場合0_),アルゴリズム中での問題の分割回数

と全体の計算時間の変化を調べる.

以下では,初めに, 4.2で擬似ブール計画問題の定式化を行なう.次に, 4.3では,含意の

関係を用いT=,目的関数0)下界の評価方法について述べる. 4.4では,問題の分割方法につい

て述べる. 4.5では,実験に用いられる擬似ブi-ル計画法のアルゴリズムを記述する.さらに,

4.6では, 4.3および4.4で与えられT=評価関数の強力さとアルゴリズム全体の計算時間との

鍋係について考察する.最後に, 4.7では, 4.5で与えられT=アルゴl)ズムを実現し,評価関

数の強力さを変化させT:と重の,アルゴリズムによる問題分割の回数と,アルゴリズムの計算

時間との変化を測定しT:結果について述べる.
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4. 2 擬似プール計画問題の定式化*

まず,

xj∈(0.1), for l<jくn

x仝(xl･X2･････Xn)

とする.

xを変数とするブール朗敬F(x)を次式のように菱わす
∫

F(I) A.V FL'(I)
=

L'-i

n

Fi(Ⅹ)
=A
FL
xj∈ij
ノ=1

for I < i <s

ここに, xjeijは. eij∈(0.1,u)として,次式で与えられる.-

xjeij △

Xノ● ; if eij-0

xj;if ez･j去1

1 ; if eij-a

次に, xを変数とする凝似プール関数y('Ⅹ)を次式のように表わす.
Fjil

v(Ⅹ)仝ao +∑aiYi(x)

hf?i!

yi(Ⅹ,=A品xj8ij
f.r l<i<m

ノ=1

ここに, xj∂ijは, ∂ij∈(0,1)として,次式で与えられる.

,
if 8ij-0

xj ,
if 8ij-Ixj∂ij仝ixT

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

〔定義4.1 〕

F(Ⅹ), y(Ⅹ)香,それぞれ式(4.8 )および式(4.5 )で与えられるブール閑敬および擬

似ブール関数とする.擬似ブール計画問題P(v, F)を次のような最小化問題とする.

制約条件,

F(Ⅹ) - 0

のもとで,日田Bg数y(Ⅹ)を最小にするxを求めよ.
＼

(4.7)

*)擬似ブール計画問題の定式化ほ関しては,すでfこ,第2章で詳細に述べT=.よって,この節では,定式化ほ輿

しては簡単ほ述べる.
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第2章で述べT=擬似ブール計画法のアルゴリズムはBrar)ch-af)d-Bound法にもとづいてい

る.第2章でも述べT=ように, BrarICh-and-Bound法によって最小化問超を解く場合には,

次の2つの評価用数の艮し慈しがアルゴリズム全体の効率に大きな影響を及ぼす.

(1)目的関数の下界を与える評価関数

(2)問題の分割方法を決定する評価関数

4.3節およぴ4.4節では, 4.5節に示される虎似ブール計画法のアルゴリズムで用いられる

評価関数について述べる.

4. 5 含意の性質を用いた目的関数の下界の評価
･･ ;1

この節では,含意(logica'1 implication )の性質を用いT:･目阿国数の下界の評価方
■■■

ヤF.

.法について述べる. 号〉J.

まT=,この方法の計算時間の複雑さについても述べる.

以下では,式( 4.5 )で与えられる擬似ブール朗数㌢(Ⅹ)の係数は,次式を病T:していると

仮定する.

i;llI'<:::rr;≡:≡:<～m
(4･8'

第2章で示しT=y(Ⅹ)の下界を与える関数ebo (y,F)と等価な関数eb(y)杏, y(Ⅹ)の定

数項および負の係数の総和として,次式で定義する.
1n

eb(y)仝 ao +∑ ai

L'-r+1

(4.9)

関数eb(y)は,計算は容易であるが, y(Ⅹ)のはとんど自明な下界しか与えない. y(Ⅹ)

のより良い下界を求める方法として,第2章では,制約条件式の性質を用いる関数ebk(V,

F)を提案しT=-.第2章の定理2.2に示しT=ように, kの値が変数の個数77に漸近するのに伴

なって, 2bk(y･F)の値は,制約条件F(Ⅹ)-0のもとでのy(x)の最小値に噺近する･しか

しながら, ebb(y･F)の計算時間は, kの値の増加に伴なって指数ga数阿に増加する･そのT=

め,第2章での実験0)結果からは, ebl(y.F)を用いT=場合ですら,アルゴリズム全体の計算

時間はebo(y,F)を用いT=ときよりも増大してしまっT=.

そこで, ebb(㌢,F)にかわる方法として,以下ではブール関薮の間の含意の朗係を用いてy

(Ⅹ)の下界を評価する方法を提案する. ･エの方法の基本的な考え方は,次のようである･

f(Ⅹ)･g(Ⅹ)をブール関数とし, I(Ⅹ)･g(Ⅹ)の含意の粥係をf(Ⅹ)1-g(Ⅹ)で表わす･こ

の時,次の命題が成り立つことは,含意の定義から明らかである.
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〔グ(Ⅹ)
-′(x)

〕 iff

(I(x)-g(x)>o for-∀`x■∈(o.I)n 〕
-(4.10)

次に, a･ b.をEE怠の正の放とする.このとき, g(I)-I(Ⅹ)であるとすると,次式が

成り立つ.

a･f(Ⅹ) -b･g(x)

=

(a-b)･′(Ⅹ)+b･(I(x)-g(Ⅹ)) i (a-b)･f(Ⅹ)

よって,次式を得る.

a･f(Ⅹ)I- b･g(Ⅹ) 2mif,(a-b, 0)

(4.ll )

(4.12)

式(4.1 2 )の右辺の値は,式( 4･9 )で与えられるebを用いて得られるa･f(xトb･9(Ⅹ)

義下界
1J

-

bよりも大きい.すなわち,上記の方法Tei.i.-9･られる下界は, ebを用いて得られゐ下

娘りも良い評価を与える.

上で述べT=考え方を一般化すると,次o)ようになる.･

まず,

a>0･ bi>0, for l<i5;q

かつ,

gi(Ⅹ)-I(Ⅹ), for l≦i≦q

とする.このとき,次式を得る.

q

a･f(Ⅹ) -∑ bi･gi.(3E)
i-1

-(a一畳bi)･f(Ⅹ) +Lgbi･(I(Ⅹ) -gi(Ⅹ))
i-1 i-1

>(a-3bi).I(Ⅹ)
Ll-I

q

>_miI】 (a - ∑bi
, 0)

q"-i]

また,逆に,

ai > 0 , for l<_i≦q, b>0

め)つ,

g(Ⅹ)■-fi(x),T for l≦:iくq

とすると,次式を得る.
q

∑ai･fi(x)
-b･轟(Ⅹ)qgggFJ

q

-∑ai･(fi(I)一着(Ⅹ))
J■-1

q

之(lZ=.ai-b)･9(I)

q

≧mi刀(∑ai-b,0)
i-1

q

+ ( ∑at -b)･r官(Ⅹ)
J､-1

(4..13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

L
-. -

■

以上の考察より,含意の関係を用いT:㌢(Ⅹ)の下界の評価手続が以下のように得られる.
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〔手続き4.1 〕

入力: ㌢(Ⅹ)

出力.'g(Ⅹ)の下界eb

記法.'v(Ⅹ)は,次式の形をしているとする.

v(Ⅹ,-ao

+去at･･/i(x,-,!:1bL･g,(Ⅹ,
ここに,

for 1< i <r

>O for 1<i<q･;'L;;;

'
,

;
であるとする.

(4.19)

(4.20)

方法:

Stepl
.'(i) r-oまT:はq-0のとき,

steps-;

(ij)そうセないとき,Step2-;

Step字: i-1･2･-･ rについて･ Step3･ Step4を行なっT=後, Steps-;

Step3:j-1,2,-, qについ七. sもep4を行なう;

step4:(i) gi(Ⅹ)-fi(Ⅹ)かつ･ ai2bj

ならば,

ai (
ai

-

bj,

bj ( 0 .

とする;

(ii) g.i(Ⅹ)⊥fi(Ⅹ)かつ. ai <bj

ならば,

bj ( bj
-

ai ,

αiー0,

とする;

step5:eb-ao+2bjとする;
ノ=1

手続き終了.

次に例題を示し,この例題に対して手続き4.1を適用してy(Ⅹ)の下界を求めてみる.

〔例題4.1 〕

y(Ⅹ) =8xIX4+7x2X4X6+5X3X6+3xIX2X5+2x5X6-2X4X5- 3x2X5X6

-4xIX5-4xIX5X7X8-6X3X4X6-6x4X7X8X9 (4･21 )

を最小にするⅩを求めよ.
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式( 4.2 1 )を構成する各項のうち,手続き4.1のStep4の(i)の条件を満T:す項の対は存

荏しない.しかし, Step4の(ii)-の条件を満たす項の対は.次の2対が存在する.すなわら,

第1 0項と第3項~: x3X4･X6-X3X6

およぴ,

第7項と第5項:x2X5花 -･ X5X6

(4.22)

(4.23)

である.これらの2対の項に対して, Step4の(ii)の処理をほどこし,係数がoとなる項を取

り除くと,式( 4.21 )の㌢(Ⅹ)は,次式のように変換される.

V(x)-8XIXL4+7x2 X4X6+3XI X2X5-2x4X5-X2X5X6-4XIX5-4xIX5X7X8

-x3X4X6-6X4X7X8X9 (4.24)

式(4･24)の㌢(Ⅹ)の貞の係数の総和を求めると･-18となる.一方一式(4･21 )の貞

の係数の総和は-25である.

まT=･例題4｡1の最適解の1つは, Ⅹ-(o,o,o.1,1,0.1,1,1′)であり,このⅩに対してy(Ⅹ)

ニー8であることが:和られる.

よって,例題4.1に対して,手続き4,1で求めT=y(Ⅹ)の下界は, v(Ⅹ)に直接eb.を用いて

求めT=下界よりもかなり改善されることが知られる. 如

4. 4 問題の分割方法

この節では,次節で示す擬似ブール計画法のアルゴリズムで用いられる.問題の分割方法に

ついて述べる.

ブール関数F(x)および擬似ブール関数y(Ⅹ)に含まれる変数xjに値vllE ( 0,1 )を与えて

得られる式を,それぞれ, F(xj-V)およびy (xj-V)で表わすことにする.すなわち,

F(xj-V)仝F( xl･ ･･･,

Xjl･V･Xj+1一････Xn) (4･25)

y(xj-V)-Ay(xl･････ Xj-V
,Xj+1,

････ Xn ) (4･26)

問題p(y. F)に含まれる変数xjに値v∈(o,1)を割り当てることによって得られる,

p(y, F)の2つの部分問題は,

p( y (xj-0)･F(xj-0))

およぴ,

p(グ(Xj-1),F(xj-1))

で表わされる.

(4.27)

(4.28)

以下では,問題P(y, F)から,式( 4.27 ),式( 4.28 )の2つの部分問題を得る過

程を.問題p( v, F)の分割と呼ぶ.まT=.分割の過程で値が割り当てられT:変数xjを,
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問題p(v, F)に含まれる′三個の変数のうち,どの変数を分割変数としてえらぶかによっ

て, P( V. F)の段通辞を求めるアルj.リズム中で処理される部分問題の個数が大きな影響

を受けると考えられる.よって.分割突放の選択方法は,部分問題の目的関数の下界の評価方

法とともに,アルゴリズムの効率を高める上で重要な問題である.

まず,変数xjの分割変放としての良さを評i此する関数として,~ 2つの関数皿eriもおよび

de皿eritを,次式で定義する.

Lr)eri上(y･ j)

仝 皿aX(L eb(y(Ⅹj-V))い,∈(o.I))

demerit(y. j)

仝 min(ub(㌢(xj-7,))l~7,∈(
0.1 ) )

(4.29)

(4.30)

ここに.関数ebは式(4.9 )で与えられる.まT=,関数ub'は, y(Ⅹ)の定数項および正

の係数の総和として.次式で与えられる.
r

ub(V)=Aao+∑ ai

i--1
(4.31 )

次に,関数皿eritおよびde皿eritを用いて.変数の間の順序娼係<を.次のように定義

する.

〔定義4.2〕 (関係<)

変数 xi, Xjに朗して,朗係

Xi < Xj (4.32)

が成り立つのは,次の(i), (ii),(iii)の条件のうちのいずれかが成り立つとき,かつ,そのときに

限る.

(i) merit(y.i) > 皿erit(y,j)

(ii)merit(y.i) merit(y,i),かつ,

demerit(y,i) < demerit(y,j)

(iii)merit(y.i)
-

皿erit(y,j),かつ,

deT.Criも(y･ i) demerit(y･j) ･かつ･

iくj

上記のように定義される関係<は,変数の集合上の全順序関係であることは明らかである.

第2章で述べT:アルゴリズムでは,分割変数として,関係<'IC関する最小元を選択している.

しかしながら,問題Pに含まれる変数の個数をnとすると,問題Pに含まれる変数の中から,

-

63
-



娼係<に朗する最小元を求めるT=めには,少くとも, n回のmeritの値の計算を必要とする.

そのT=め,第2章に示しT=ア}L,ゴリズムでは.'分割変数の選択に多くの計算を必要としT=.

以下では,~上記の選択方法よりも計算量が少なくてすむ分割変数の選択手続きを与える.

Branch-arid-BouI]d法で問題po が解かれる過程は,木B-(V, E )で表わされる.こ

こに, Vは節点の集合, Eは枝の集合である. V申の各節点には,問題po の部分問題が対応

する.まT=, Bの頗にiま,問題po が対応する. E申の枝(pi ,Pj)は,部分問題pjが.Pi

を分割して得られT=部分問題o)一つであることを表わしている.

部分問題piのレベルを,木Bの根po から節点Piに至るパスの長さで定義し, le℡el (Pi)

で表わす.

すなわち, (Pj,Pi)∈Eとする'とき,

level(Pi-仝ilevOei;pii,f.PIE;=ifP三iu,.( 4･-

以下に示す,分割変数を選択する′手続きでは, d( 15=d≦n )を与えられT:とき.変数の

間0))i頃序娼係をレベ■ルdごとに計算しなおすことにする.

〔手続き4.2〕 (分割変数の選択)

入力:部分問題P(v,F)

変数の間の噸序関係を計算しなおすレベルの間隔d ;

出力:分割変数 xj*;

記畠:以下では,変数の順序集合を,

r仝( x(1), X(2)･ ････

X6b)

で表わす.

方法:

sもepl :〔rの再構成〕

(i) level(P)-k･d (A-0.1,･･･, L n/d｣)

ならば,変数間の順序娼係が

X6･)<X(i+1) for l王iくn-1･

(4.34)

(4.35)

となるように, rを構成する.

(ii) level(P)≒k･d･ forl<Vk≦ Ln/d｣

木Bの根poから･Pに至るパス上で構成されT:rのうち,最も深いレベルに屈す

る部分問題に対応するものを.部分問題pに対するrの値とする
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Step2 : 〔分割変数の選択〕

部分問題pに含まれる変数の中で, rの最小の要素を,分割変数り*とする.

こ0)手続きで, dの値を1とすると.問題の分割を行なうT=ぴに必ずrを構成するてとにな

る.まT=逆にL革の値がnの場合には.原問題p.に対して一回だ(ナrを構成し,以後は,つねに

このflを用いて分割変数の決定を行なうことになる.

dの値を増すと,分割変数の決定に要する平均計算時間は減少するが, dの垣を増すと･一

般はは,アルゴリズム申で処理される部分問題の個数は増大すると考えられる. dの値と.顔

似ブール計画法のアルゴリズムの計算時間との田係については, 4.6節で考察する.

4.5 アルゴリズム

この節では,前節までで述べT=評価関数を用いT=,擬似ブール計画法のアルゴリズムを示す.

zを,未解決な部分問題に対応する,変数のベクトルxを要素とする集合とする. Iの中か

ら.次に処理すべき部分問題に対応するベクト}L,Ⅹを選択する手続きを,次のように与える.

〔手続き4.3 〕 (部分問題の選択)

入力:ベクトルⅩの集合′ ;

出力:∫の要素Ⅹ｡

方法:

Iの要素中で,最も深いレベルにある部分問題に対応するⅩを要素とする集合をz′ とす

る.すなわち, J′ は, J中で,含まれる‡`の個数が最小であるようなⅩを要素とする集合

である.次に, Z′の中で, eb(y)を最小にする要素を1つえらぴ,これを･ I.とする･;
i

手続き終了.

擬似プール計画法のアルゴリズムは,次のように与えられる.

〔アルゴリズム4.1 〕

入力:擬似ブール計画問題p(y,F) ;

出力: p(y.F)の全ての最適解の菓合Xopt ,

Ⅹoptに対する目的粥数の値Copt ;

T=だし.問題p (y,F)が,制約条件F(Ⅹ)-0を満足する可能解を持T=ない時には･

Ⅹopt -〆, Copt -00が出力される.
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記法:以下では, Iを,未解決な部分問題に対応する変数のベクトルⅩを要素とする集合とす

る･まT=･変数`xjチこまだ値が割り当てられていないことを, xj-uで表わす.

方法:
J

Stepl : 〔初期設定〕

1-( (u. u,･･･,

u)).Xopt-♂. Copt--とする;■step･2ぺ;･;L

Step2 : 〔部分問題の選択〕

(i) z-p(ならば, Step8へ;

(ii) zキ〆ならば,手続きA.3を用いて.Z申から,変数乃ベクト}掩1つ選び.これを

Ⅹ｡とする;Ⅹoを∫から取り除いてStep3へ;

Step3 : 〔制約条件の処理〕

F(Ⅹo)を既約化して得られる式をF′(Ⅹ)とする*;

(i) F′(x)…1ならば, Step2へ;

lii) F'(Ⅹ)≒1ならば,-Step4へ;

Step4 : 〔目的関数の処理〕

v(Ⅹ.)を簡単化して得られる式をy′(Ⅹ)とする;*t!

li) eb(y′)>Coptならば, Step2へ;

(ii) v′(Ⅹ)が定数関数ならば, Step7へ;

(iij)それ以外のとき, step5へ;

Stcp5 : 〔部分問題の縮小〕
′

Eiil

㌢′(Ⅹ)-a'o +∑ a'i Y′i(Ⅹ)
i-1

a'i > O for I < i < rr

a′i < O for 臣′+1く.i<桝′

とする.

′

EiiZ

(i) a′i>Copt-∑ a′i

i-r I+1

(4.36)

(4.371

(4.38)

かつ, Y′(Ⅹ)が単一の変数のみからなるようなiが存在すれば,これらの条件をみ

T=す全てのiについて,

Y'i(I) =

Xj (0

として, Step3へ;

(ii)上記の条件をみT=すiが存在しなければStep 6へ;

辛) F (xo)の既約化およびv(xo)の簡単化に関しては･第2章2･5蔚および第3章参照.

* )目的Bg数の下界を用いT=部分問題の縮小ほ関しては,第2章2･5節参照･
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SLep6 : 〔部分問題の分割〕

手続き4･2を用いて得られT=分害'J変数をxj*とする･
Ⅹ.-(¥1 ･首2･

･･･, ㌻n )と

~ するとき,

eb(y(Xj -V)) 5:Copt

を満足する全てのv∈(0,1)について,

I-IU(¥1･
･rXJj-1

･ V･首j+1･････X～n )

として, Step2へ;

Step7 : 〔最適解の候補の更新〕

v′(Ⅹ)は定数娼数である. v′(I)の値をa'.とする.

(i) a′o < coptならば.

Xopt-( Ⅹoト
copt-α′o

とする. /中から, eb(V(Ⅹ.))>Coptである要素を全て取り除く;Step2-;

(ji) a'o -coptならば,

Ⅹopt- Ⅹopt u(Ⅹさ)

としてStep2へ;

Steps : 〔停 止〕

アルゴリズム終了.

4. 6 評価関数の強力さと計算時聞

この節では, 4.3節および4.4節で与えT:評価関数の強力さと,それらを用いT=擬似ブール

計画法のアノレゴリズムの計算時聞について考察する.

4. 6. 1目的関数の下界の評価方法とアルゴリズムの計算時間

4.3節では,目的関数の下界を与える関数を2種類示した.一つは.式( 4.9 )で与えられ

る評価関数であり,他の一つは,手続き4.1で与えられる,含意の関係を用いT=評価関数であ

る.
J

目的関数v(Ⅹ)の項数をmとする.この時,式( 4.9 )の組数の計算に必要な時間はo(m)

である.一方, 1組の積項Yi(Ⅹ)とYj(Ⅹ)の間の含意の関係を調べるのに要する時間を1単

位時間として,手続き4.1の計算に必要な時間は0(m2)となる.* よって,評価関数自体の計

辛)手続き4. 1の計算時間が最大となるのは,正の係数を持つ項と負の係数を持つ項が同数ずつ存在する場合である.
この時,手続き4･1では,争慮の関係がrB2/4回調べられる.

-
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算時間の複雑さに関しては,式(4.9 )の方が手続き4.1よりも小さい.

しかしながら, 4.3節でも述べT=ように,か(x)を構成する項の申に,

ai-> 0 ･ aj < 0かつ, Yj(Ⅹ) -Yi(I) (4.40)

を満T=すような項の組が存在する場合には,手続き4.1'･Eよって与えられる日田関数の下界の

値は,式(4.9)によって与えられる目阿関数の下界の厩よりも大きくなる.すなわち,手続

き4.1の方が.式(4.9 )よりも,日田Bg数のより良い下界を与える.

BraI,Ch-and-Bour･d法では,目的国数の下界がより厳密に評価き.れればされるはど,アル

ゴリズム申で処理される部分問題の個数は減少すると考えられる.これは, T=とえば,ア}L/ゴ

')ネム4･1のStep4でのeb(V′)>Coptの条件･まT=は･ Sも_ep6での式(4.3 9 )の条件

まT=は･ Step 7(i)でのeb(y(Ⅹ.I)) >Coptの条件によって処理を中止される部分問題の個数

が増加するからである. (以下では.これらの条件によって部分問籍の処理を中止することを,枝刈りを

行なうと言う. )

よって,評価ga数の厳密さと,アルゴリズム全体の計算時尚に朗して二次の考察が得られる.

評価関数1と評価関数2を考える･ Kl･ K2を,それぞれ評価関数1,評価関数2々用いT=時

にアルゴリズム申で処理される部分問題o)個数とする･まT=･ toを･評価関数の計算時間を

除いT=･部分問題1個当りの計算時間とする･さらに･ tl I t2を･それぞれ評価関数Ⅰ,秤

価関数2の1回当りの計算時間とする･このとき･ Tl, T2を,それぞれ評価関数1･評価Bg数

2を用いT=場合のアルゴリズム全体の計算時間とすると･ Tl･T2は･それぞれ, El･K2･

′｡･ `1, ～2を用いて,次式で表わされる･

Tl -(io+ilk)･EI

T2
-(to+t2

)･K2

ここで,

K2- KI - △K

t2- 11 + △l

とおくと.次式が得られる.

(4.41 )

(4.42)

(4.43)

(4.44)

T2 /Tl

-‡(i.+il+△i)･(Kl-△K)i/i(i.+tl)･Kl)

-‡(i.+tl+△i)/(i.+ll))/‡(･Kl-△K)/KII
(4･45)

よって･ T2/Tl <1となる条件は･

(1o+tl+△l)/(to+tl)<(Kl-△K)/Kl (4･46)

I.

- 68
-



で与えられる.すなわち,評価関数の厳密さを増すことによって枝刈りされる部分問題の,全

体の部分問超の個数に対する割り合いが,'評価個数の計算時間の増分の,部分問題1個当りの

計算時間に占める割り合いよりも大きければ,アルゴリズム全体の計算時間は減少すること‡こ

なる.

4. 6. 2 分割変数の選択方法と計算時間

4_4節で示しT:.分割変数を選択する手続きは,変数の間の順序関係を構成しなおす間隔d

をパラメータとして含む.さて,部分問題pのレベルをeとし,木Bの根p.からpに至るパ

ス上で,最も深いレベルでflを再構成しT=部分問題をpiとする.まT=.部分問題pE'のレベルを

eiとする.このとき,一般GE-eとeiの差が大きくなればなもはど,部分問題pにおける変数

の実際の噸序関係と･ rの申でのそれらの変数の噸序娼係とは.一致しなくなる傾向にあると考

えられる.よって,一般に, dの値が大きくとられればとられるはど,手続き4.2で選ばれる

変数xj は分割変数として不適当になりやすい.その結果, dの値を増せば増すほど.アルゴ

リズム中で処理される部分問題の個数は増すことになる.

一方,手続き4.3の計算時間は, dの値によって次のように変化する.まず,部分問題pで,

手続き4.3によってf'が再構成されT=とする. T=だし. pのレベルをeとするとき,

0くe<n -d (4.47)

であるとする.まT=. d22と仮定する.

pに. d-1回以下の分割をほどこして得られる部分問題の集合をIdとする.すなわち一

pt>pjによって, Pjがpをr回分割して得られる部分問題の一つであることを表わすと,

Idは次式で定義される.

･d仝‡pjlp享pj･0≦rくd-1i
(4･48)

Id.中のレベル( e+r)にある部分問題の個数は,明らかに, 2r個である.

レベルeにある部分問題が,アルゴリズム4.1中で枝刈りされる確率をa(e)とする.まT=.

Idの要素の中で,手続き4.3によって分割変数の決定を行なわれる部分問題の集合をRdとす

る.このとき, Rdの要素の個数は.以下のようにして求められる.

Rd申のレベル( e+r )(こある部分問題の個数をN,で表わすと, N,は次式で与えられる.

〃o = 1

N,-N,-1 ･(1-a(e+r))･2

r

-2r
･ ∩ ( 1 -a(e+i))

, for r>1
i-1

よって, Rdの要素の個数は,次式で与えられる.
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iRdl
d-1

= ∑ 八rr

T-0

-d-z1 2r
･lrl(1-a(e+i=

戸=O i-1
(4.51)

部分問題pで再構成されT=rは, Rd中の全ての要素で用いられることになる.手続き4.2

のStep2の計算時問は, Step lの計算時問と比較して無視できるほど小さいと仮定.して,

部分問題pでrを構成するのに要する時間をl(e)とすると,手続き4.2の平均計算時間T･t2)

tま-･次式で与えられる.

T(e)
〒 t(e)/IRdl

d11 r

-

t(e) /〔∑2r･191(1●-a(e+i))〕r-0

(4.52)

式(4.52 1で, a(A)は, eに依存しない定数であり,かつa<1/2と仮定すると,式

( 4.52 )より,次式を得る.

d-1

T(A) -

t(e) /
∑ 2r ･(1-α)r
r-0

-

i(e)･(2･(i-a)-i)/((2･(1-a))d- 1) (4.53)

よって. dの値が増ガロする-のに伴なって,手続き4.2の平均時間は指数関数阿に減少する.

第2章で述べT=アルゴリズム2･1の各ステップの計算時間を測定しT=_結果から,分割変数の

選択に要する時間がア}L,ゴリズム全体の計算時間に占める割り合いはかなり大きいことが知ら

れている.よって. 4.6.1での考察によれば, dの値が適切にえらばれれば,アルゴリズム全

体の計算時間を最小書こすることができると期待される.

4 7 実験およぴその結果

この節では, 4.3節および4.4節で述べT=評価娼数の有効さを調べるT=めの実験とその結果

について述べる.まT=.これらの実験結果に対して4.6節で述べT=,評価飼数の強力さとアル

こ-

ゴリズムの計算時間との関係に幽する結果と比較考察を行う.

実験は次の2?からなる.まず,実験1では,分割変数の選択を行なう手続4.2で,パラメ

ータdの値を変化させT=ときの,問題の分割回数およぴアルゴリズム全体の計算時間の変化を

調べる.次に,実験2では,部分問題の目阿関数の各項間の含意関係を用いて日田関数の下界

をより厳密に評価する,手続き4.1の有効さを調べる.

4. 7. 1アルゴリズムの実現と問題の作製方法

4.5節で述べT=擬似ブー}L,計画法のアルゴリズムを, FORTRAN Ⅳ で記述し,名古屋大学

工学部情戒工学科の計算機FACOM 230/38 上で実現しT:.実現されT=システムでは,第3
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章で述べT=ハッシングの及法を用いて,プール関数および擬似ブ-ル関数の数式処理を行なっ

ている.辛

実験に用いられT=問題は,第2章で述べT=実験と同様の方法で,計算機の一様乱数を用いて

発生されT=.発生声れる擬似ブール計画問題の規模を定めるパラメータは,次の3つである.

〝 :問題に含まれる変数の個数

5 :制約条件式F(Ⅹ)の項数

m :目的関数v(A)の項数

まT=,以下の実験で, TおよぴBはそれぞれ,次の値に関する10問題についての平均値を

表わす.

T :アルゴリズムが終了するまでの計算時闇

B '･アルゴリズムが終了するまで(こ分割されT:部分問題o).個数

4.7.2 実 験 1

手続き4.2の有効さを調べるため,手続き4.2を用.いて分割変数を選択した場合と,部分問

題に含まれる変数の申から,計算機の一様乱数を用いてランダムに分割変数を選択しT:場合と

について,アルゴリズム4.1の計算時間Tおよび分割の回数Bを測定しT:. T=だし,解かれT=

問題は. 7Z-30; 5-0; m-20,40, 60,80, 100の5種類各1 0問題である.まT=,手続き4･2

のパラメータdの値は30(-n)としT:.まT=,実験1では,日田関数の下界は,式( 4.9 )杏

用いて評価し,手続4.1は用いない.

図4.1に,分割変数の2通りの選択方法を用いT=場合o)アルゴリズムの計算時間Tと分割の

回数Bを示す.同図より,分割変数をランダムほえらんだ場合に比べ,手続き4.2を用いT=場

合には,計算時間,分割回数ともに大幅に削減されることが知られる.よって,目的関数の下

界および上界を用いて分割変数を選択する手続き4.2は,極めて有効であると結論される.

*)第3章で述べた,数式の内部表現の方法を用いることほより,手続き4･1で用いられる,債項間の含意の関係

の検査は,計算機のビット処理機能を用いて容易ほ実現される.具体的な方法【こ関しては,付録3で述T-<る.
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図4. 1 分割変数の選択方法とアルゴリズムの計算時問および分割回数の関係

次に,手続き4.2でパラメータdの値を変化させて,アルゴリズム4.1の計算時間Tおよび

分割の回数Bを測定しT=. T/Bの値は,ほぼ,部分問題1個あT=りの平均計算時間を表わし 一

ていると考えられる.この値を,以下ではT/B比と呼ぶことにする.

パラメータdの値を変化させT=ときの, T, BおよぴT/βの変化を図4.2および図4.3に

示す. T=だし.図4.2は, n-30, I-0,
m-20の場合を,まT=図4.3は, 72-3d.5-0,

m-100の場合をそれぞれ表わしている.
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両図より･次のことが知られる･まず, dの値が増すと･分割の回琴はほぼ単調に増加する

が, T/B比は逆にはぼ指数関数的に減少する.その結果,図4.2では, d-4および5で計

算時間T~が最小値を持つ.まT=,図4.3では. dの値が増すと,. Tの値ははぼ単調に減少して,

d-30で最小となる.これは, dの値が10以上では,分割の回数がはとんど一定になるT=め

である.
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図4.2 アルゴリズムの計算時間(T),分割の回数( ら)およぴT/B比

とパラメータdの関係( n-50,ら-0, m-20)

T a T/B
【sec】 【msec】

16o 8oO boo

lho

120 6oo 300

100

8o

6o

ho

hoo 200

200 100

30 d

10

rを再構成する間隔

図4.5 アルゴリズムの計算時間(T),分割の回数(ら)およびT/B比

とパラメータdの関係( n-30, s-0, m-1∞)
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両者の問題での分割回数の増え方の違いは,両者の問題での変数の項序関係の変動Gこよるも

のと考えられる.すなわち･前者の問題では･原問題p中の変数の頃序飼係<と･各部分問題

中の変数の噸序ga係が大きくくい違うのに対して,後者の問題では,原問題p申の変数の順序

朗孫が,各部分問題中の変数の問でも比較的よく保T=れていると考えられる.

次に,変数の個数n,制約条件式の項数sおよび目的娼数の項数m●0)いくつかの値について

パラメ⊥タdの値を変化させ,T:時のアルゴリズム4.1の計算時間を麦4.1に示す.同義より,

次のことが知られる.

(1)まず, n-2b, ∫-40. m-20;72-30. ∫-0,桝-20;7Z-30. ∫-60. m-20の

3種類の問題では.それぞれd-10, d-5, d-10 で計算時間が最小になる.

(2)次に, dの値を変化させT=場合の計算時間の最小値をT皿i刀で,まT=, d-1の場合の計

表4. 1アルゴリズム4. 1の計算時間とパラメータdの関係

(a)A -20

ら 皿d 123451020
TmiI]

T(-d-1)

0

20 1.220.800.640.550.490.420.41 0.366

40 4.613.212.542.212,201.661.58 0.343

60 16.210.78.898.077.535.845.13 0.316

80 26.417.213.612.212.59_.018.08 0.306

loo 37.523.819.517.416.513.512.2 0.327

40

20 1.621.321.181.151.131.051.06 0.648

40 4.673.653.203.082.762.552.38 0.510

60 7.845.955.354.594.303.863■.60 0.459

80 10.27.226.515.875.703.923.73 ･0.367.

100 13.89.778.337.517.076.125.47 0.395

ら 皿d 1235101580
TEnin

T(d-I)

_0

20 2.651.741.421.401.642.483.46 0.528

40 13.58.597.065.344.533.863.71 0.276

60 37.123.318.315.813.110.99.69 0.261

80 94.358.945.435.333.224.823.4 0.248

100 15皇.95.474.959,754.441.136.5
0.240

60

20 2.742.252.041.751.621.661.80 0.591-

40 9.267.236.365.174.323.863.77 0.407

60 2l.415.713.611.09.558.498.22 0.384

80 39.427.725.121.718.416.715.1 0.383

10() 55.7年1.435.729.925.823.121.3 0.382

℃Ilir)仝Lnirl(T)
~ d
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算時間をT(d-1)で,それぞれ表わすことにする.第2章で述べT=擬似ブール計画法のア

ルゴリズム(アルゴリズム2･1 )で用いられている,分割変数を選択する手続き(手続き2.3)は,

本章で述べT=手続き4.2でd-1の場合と等価である.よって,■ Tmir)/T(d-1)は.分割変

数の選択方法の改良にともなう･システムの計算時間の短縮度と考えられる▲表4,1より･

Tmin/T(d-I)の値は, nが大きい場合; 5が小さい場合;mか大きい場合に,ともに減少

す･る傾向が見うれる.-すなわち,手続き4.2は,第2章で述べT=選択方法と比較して,より大

規模な問題に対して,効率がよいと考えられる.

4.7.5 実 験 2

次書こ,目的関数を構成する積項の間の含意関係を用いて,目的関数の下界のより厳密な評価

を与える,手続き4.1の有効さを調べるため,次の実験を行な■った.

まず,アルゴリズム4.1における目的関数の下界を,式( 4.9 )を直接用いて評価するシス

テムと,手続き4･1を用いて評価する㌢ステムとを実現した.ただし一 これらのシステムで･

分割変数の選択を行なう手続き(手続き4.2 )のパラメータ♂の値は,変数の個数〝に固定し

た.

次に, n-30. ∫-0. m-20.40.60.80.100 の5種類の問題各1 0問を上記の2つのシステ

ムで解き,システムの計算時問および分割の回数を測定しT=.図4.4に,両システムの平均計

算時問および分割の回数の平均値を示す.

同園より,手続き4.1を用いることにより,分割の回数,計算時間が共にかなり改善される

ことが和られる.すなわち,計算時間は, m-20の場合を除いて. 23-33%程度短縮され,

mの値が増すのに従って.より短縮される傾向がある.まT=,分割の回数は, mの値が増すの

に従ってより削減される傾向がある.特に, m-100の場合には.約67%削減されている.

mの値が増すのに従って分割の回数がより削減される0)は, mの値が増すのほ従って,含意関

係が成り立つ横項の対が増すことにより,式( 4.9 )の方法よりも厳密な下界が得られやすく

なるT:めであろう.まT=,
mの値が増すときに,計算時間が短縮される割合はどには計算時間

が短縮されないのは, 4.3節でも述べT:ように,式( 4.9 )の計算時間がp(m)であるのに対

し,手続き4.1の計算時間が0(m2)であることによると考えられる.
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図A. 4 含意の関係を用いた目的関数の下界の下界の評価方法の効果

4.8 む す び

本章では,擬似ブール計画法のアルゴリズムで用いられる評価関数の強力さとアルゴリズム

全体の計算時間との畠係について考察を行なった.さらに,4.7の実験を通じて,次の2点を

明らかにしT=.

まず,手続き4.2のパラメータdの値を,解かれる問題の性質に応じて変化させることによ

り,アルゴリズム全体の計算時間を短縮することができる.つぎに,含意の関係を用いて目的

関数の下界を評価することにより,アルゴリズムの計算時間が効果的に短縮される.

手続き4.2を用いて問額を解く場合,計算時間を最小にするパラメータdの値は,解かれる
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問題の性質によって異なる.よって,解かれる問題の性質に応じてパラ.,1L一々dの値を動的に

変更して問題を解くシステムを構成することが可能である.そのT=めには,擬似ブール計画問

題の特徴の抽出と自動分規を行なう必要があるが,これは今後の課題である.

まT=, 4･5で示しT=扱似ブール計画法のアルゴリズムでは･手続き4･2にヰって分割変数の

決定を行なっており,かつ･次に解くべき部分問題が, depth-first皿annerで選ばれる.

よっ-て- それ以降で解かれる部分問題の分割変数の決定を.ブール関数および擬似ブール関数

の処理とある程度独立に行なうことができる.そこで,アルゴリズム4.1から分割変数の決定

を行なう部分を､分離し,それぞれの部分を別の処理装置(C王'ロ)上で,同期をとりながら並行

(c.ncurreBt)書こ実行することが可能i:･ある.これによって,アルゴリズムの計算時間がさら

に短縮されると期待される.

この並行処熟ま･第6章で述べる一BraDCh-and-BouDdアノレゴリズムの並列化とは異な?

ているが,第6章の並列化とも共存しうる方法である.上で述べT=並行処理のT:めのア}L,ゴリ

ズムの開発は今後の課題である.
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第5章 最小被覆問題の擬似ブール計画法による解法

5.1 ま え が き

最小被覆問題は,論理回路の簡単化の問題に端緒を発している.(5)まT=,この問題以外にも,

グラフ理論,オペレーションズ･リサーチなどの分野で,最小被顧問題に帰着され恵ものがいく

っか,mられている.(2･3)
ヽ

最小被虐問題は,典型的な0- 1計画問題の1つであるが,問題の解法としては,線形計画

法の修正による､もの(2)ぉよびBra力Ch-a力d-Bound法によるもの(1)などが知られている.整数

計画問題としての最小被覆問題は,非常に単純な形をしているが,まT=,効率阿な解法が得ら

れにくい問題として知られている.その理由の一つとしては.線形の目的関数の各変数の重み

(係数)が全て1であるT=めに,一般的な整数計画問題の解法で用いられる,目的関数の下界

がそのままでは有効に利由できないことがあげられる.

よって,最小被覆問題の効率的解法を明らかにすることは,理論的興味のみならず,実用的

見地からも意義があると考えられる.太章では.制約条件の性質を利用して目的関数の良い下

界を得る方法を提案する.つぎに,第2章,第4章で述べてきT=汎用アルゴリズムを基礎とす

る,最小被覆問題向きの効率的解法呑明らかにする.さらに,このアルゴリズムを計算機プロ

グラムとして実現し,その効率を従来の解法と比較する.

以下では,まず5.2で,最小被覆問題を擬似ブール計画問題として定式化する.次に, 5.3

では,制約条件式の性質を用いて,目的関数の下界を評価する方法について述べる. 5.4七は.

制約条件における各変数の出現回数を用いて分割変数をえらぶ方法について述べる. 5.5では,

5.3および5.4での考察にもとづいて最小被覆問題を解くアルゴリズムを提案する.最後に,

5.6では,このアルゴリズムの効率を調べる実験の結果について述べる.

5. 2 最小被覆問題の擬似ブール計画法による定式化

まず･ xj∈(0. 1)･for l≦j≦nとし,変数xjを要素とするベクトルを･ Ⅹ-(xl,

x2,

,Xn)で表わす･次に･ Ⅹを変数とするブールBg数F(Ⅹ)を次式で定義する･

F(I) & Fl(x) ･ F2(I)･･････････････ F (I) (5･1)
1n

F阜(Ⅹ)
=A
aEl･Xl> a卓2･X2> -.-VaL･n.Xn,

for i < i <m (5.2)

ここに, aij∈(0.1 ), 1主i≦m. 1≦j≦nとする.
←

F(x)を制約条件式とする最小被麿問題p(y, F)杏.次のような擬似プール計画問題とし
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て定式化する.'

〔最小被摩周題〕
.

ブール制約条件:

F(I) - 1

o)もとで,日田国数:

v(i)仝xl+X2+･･･
+xn

を最小化するⅩをもとめよ.

･ (5.3)

(5.4)

上記のように定式化される最小被覆問題は,一般の操似ブール計画問題と比較して,次の2

つの特徴を持つ.

(1)制約条件式F(A)に含まれる変数は,常に肯定の形で現れる.

(2)目的関数は線形,かつ,各変数の係数は全て1である.

本章で示す最小被麿問題の解法は,第2章,第4章などで示しT=一般の擬似ブール計画問題

の解法を,これらの特徴を積極的ほ用いて,問題向きGこ改良して得られT=ものである.

5. 5一目的関数の下界の評価

この節では,前節で述べT=,最小被覆問題の特徴を伺いて,目的関数の下界に閑する定理を

轟く.さらに,この定理を用いて,目的関数の下界を評価する手続きを与える.

まず,式( 5･1 )で与えられるブール関数F(Ⅹ)において,変数xjを含む和項Fi(Ⅹ)の個

数をりで表わす.すなわち,

tj仝I(illくi<m,aij-1) I (5.5)

吹(こ･ tj･ 1<jく72を大小噸にならべかえて得られるn項組をTで表わす･すなわら,

T-A(t¢)一i(2), , lob) (5･6)

ここに,

i(j)>t(j+I) ･for
l< Vj<n-1

とする.

(5.7)

辛)最小被覆問題の制約条件は,次式のような不等式条件で与えられる場合が多い.

a･'l･Xl+a軍2･X2+
･･･

+a･'n･Xn≧l･ for l≦i<m

明らかほ,この条件は,式( 5.3 )のブ-ル条件と等価である.本章では,第2章などでの野似ブール計画

問題の定式化と統一的ほ扱うT=めほ.最小被覆問題を式( 5.3 )を用いて定式化する.
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〔定義5.1 〕

最小被覆問題p(㌢, F)に対して,ナール制約条件‥ F(Ⅹ)-1を満足する可能解の集合を

S(F)一で表わす.すなわち.

s(F)仝(Ⅹix∈(o,1)n ,F(Ⅹ)-1)
(5.8)

まT=･最小被覆問題p(y, F)の最適解の集合をS*(y･F)で･1まT=･最適酔こ対する目的閑

数の値をC(V, F)で,それぞれ表わす.すなわち.

s*(v',F)仝(EIE∈S(F) ,

〔∀Ⅹ∈s(F), y(E)<v(Ⅹ)〕),

c(v.F)全山in (v(x) lx∈s(F) )

(5.9)

(5.10)

与えられT=P(y. F)に対して, C(y, F)の下界を評価する手続きの基礎を与える定理を

以下に示す.

〔定理5.1 〕 (Bou刀ding Theorem)

F(Ⅹ)を式( 5.1 )で与えられるブール関数, TをF(Ⅹ)に対して,式( 5.6 )で定義され

る72項組とする.この時.次の2つの命題が成り立つ.

(1) c(y,F) - 1 iff i(1) -m

(2) c(V･F) 2 A if
ikz--11tG･)<m,

for k>2

〔証明〕 定理5.1の証明は付録4(1)に示す.

(5.ll)

(5.12)

定理5.1より, c(y, F)の下界を評価する手続きが次のように与えられる.

〔手続き5.1 〕 (C(V, F)の下界)

入力:最小被覆問題p(v. F)

出力: C(v. F)の下界L(y,F)

方法:

step 1 :F(Ⅹ)に対して,式(5.6)で与えられるTを構成する;5-0･ A-0と

して･ Step2へ;

step 2 :(i) ∫2mならば･ Step3へ;

(ii) s<mならば･まず, A-k+1とし･次に, ∫-I+i(k)として･

Step2へ;

-
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Steps :L(v･ F)ー-k+v(Ⅹ)の定数項;手続き終了.

次に.簡単な例題を示し,この例題に対して, L(v, F一o)値を求めてみる.

〔例日5.1 〕

ブール制約条件:

F(Ⅹ)-(xl>x3Vx7 )･(X2>x6VxlO)･

(xl>xt3>x8 )･(X2>x4>x8)･

(x4Vx5VxlO)I(X3>x6Vx9)I

(x4>x7Vx8 )L･(xl'>x8>xIO)e

(x3Vx5>x91･(x4＼/X6>x ) =1
10

乃もとで,

V(x)=Xl+x2+
- +XIO

を最小(こするxを求めよ.

(5.13)

(5.14)

まず,式( 5.1 5 )に対するTを求める.

tl-i(1･ 3･8)I-3,, t2〒l(2･4)i-2-

t3-I(1･ 3, 6･ 9)I-4, t4-I(4, 5,ア･ 10)l-4･･

t5-I(5, 9)L-2,, t6-I(2, 6,
10)l-3,,

t7-I(1, 7)I-2, t8-I(3, 4, 7, 8)I-4‥

t,-I(6, 9)i-2, tl.-I(2, 5, 8,
10)i-4,

∴ T-(4▲ 4, 4, 4, 3. 3, 2, 2, 2, 2 )

t(1) +i(2)-8<1 0･

i(l) +i(2) +i(3)-1 2>1 0

であることより, L(y, F)-3を得る.

例題5.1の最適解に対する目的関数の値c(y, F)は, 3である.よって,この例題に対し

て, L(v, F)-C(y, F)であることが知られる.

5.4 問題の分割

第2章,第4章でも述べT=ように, Branch-ar'd-Boundアルゴリズムの計算時間は,問題の

分割方法によって大きな影響を受ける.この節では,目的関数の下界および上界を用いた,問

-
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題の効果的な分割方法について述べる.

最小被覆問題p(v,F)に含まれる変数の1つに,値o･およぴ1を与えることによって,

p(y,-F)の2つの部分問題を得ることができる.以下では,L.問題の分割を行なう際に値が割

り当てられる変数を,分割変数と呼ぶことにする.

次の節で示す最小被覆問題を解くアルゴリズムでは, F(Ⅹ)申に最も多く現わーれる変数,す

なわち,式( 5.6 )のTの第1要素t(1)に対応する変数を分割変数として選択する. F(Ⅹ)中

に最も多く現われる変数を分割変数として選択するのは,以下の理由による.

y(Ⅹ), F(Ⅹ)に含まれる変数xjfこ値vを代入して得られる式を,それぞれv(xj-V),･

F(xj-V)で表わす.まT=, F(Ⅹ)の項数にy(x)の定数項を加えT=値は,明らかにC(v,F)

の値の上界を与える.この値を,以下ではU(y, F)で表わす.すなわち,

u(y, F)=A
m+y(Ⅹ)の定数項 (5.15)

〔定理5.2 〕

F(Ⅹ)中に最も多く現われる変数のうらの任意のlつをxj*とすると,次の2つの不等式が成り立つ.

(i) L(y(xj*-0),F(xj*-0))>L( v (xj-0),F(xj-0))

for 15iVj≦n

(ii) U(v(xj*-1),F(xj*-1))く U(y(xj-1), F(xj-1))

for l<
Vj<72

〔証明〕 定理5.2の証明は,付録4(2)に示す.

(5.16)

(5.17)

定理5.2は,次の2点を主張しているJ

(1) p吋卿･に含まれる各変数に値0を割り当てて得られるn個の部分問題の目的関数の下界

の最大値は,変数り*に値oを割り当てTことき得られる.

(2)蝕LV沖..iに含まれる各変数に値1を割り当てて得られるn個の部分問題の目的Bg数の上界

の最小値は,変数xj*に値1を割り当てて得られる.

以上の理由により, F(Ⅹ)申に最も多く現われる変数xj*を分割変数として選択すること

fこする.

まT=,変数x/によって分割されT=2つの部分問題のうら,xj*に1を割り当てて得られT=

部分問題の方が, xj*に0を割り当てて得られT=部分問題よりも有望な部分問題であることが,

定理5.2から知られる.
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51. 5 ･最小被覆問題のアルゴリズム

この節では,最小被覆問題の性質を利用しT=,l問題の縮小の方法について述べ,次に,最小

被覆問題を解くアルゴリズムについて述べる.

5.5.1 問題の縮小

c(y, F)の値をcとすると,最小被覆問題p(y, F)の最適解の個数I s*(v, F)lは最

大(冒)個となりうる.まT=,.実用的見地から考えても,全ての最適解を求める必要がある場

合は比較的少ないと思われる.よって以下の議論では,最適解のうちの1個のみを求める場合

について考える.

最小被覆問題を解くアルゴリズムの効率を向上させる上で,定理5.1から導びかれる次の2

つの性質は重要である.

まず,式( 5.6 )で与えられるTで, i(1)に対応する変数をxj*とする.この時,次の命題

が成り立つ.

C(v(xj*-0), F(xj*-0))主C(V(Xj*-1),F(xj*-1)), if i(I)-m

(5.18)

この命題が成り立つことは,定理5.1の(1)より明らかである.この命題より,以下のことが

知られる.すなわち, F(Ⅹ)に含まれる変数のなかに, tj*- mである変数xノ*が存在すれば,

解の最適性をそこなうことなく,部分問題p(y(xj*-0), F(xj*-0))の処理を中止してよい.

次に, F(Ⅹ)の項数が2である場合について考える.すなわち,F(Ⅹ)は次式で表わ_古れる.

F(Ⅹ)-Fl (Ⅹ)･F2 (Ⅹ)

Fl(Ⅹ)-all ･.Xl>
a12
･X2>･- V aln･Xn

F2(Ⅹ) =a21 ･XIV
a22 ･X2 >･･･> a2n･Xn

この時, ㌢(Ⅹ)の定数項を¢とすると,次の2つの命題が成り立つ.

(1) c(ダ, F)-c+1 if i-(I)-2

(2) c(y, F)-c+2 if i(I)-1

(5.19)

(5.20)

(5.21)

■■･'/
メ ∫

(5.22)

(5.23) t･r 慧<',

これらの2つの命題が成り立つこともまT=,定理5.1より明らかである.これらの命題より,

以下のことが知られる.まず, m-2の場合,
Fl(x), F2(I)に共通に含まれる変数x}

が存在すれば, xj*-1として得られる解はp(v, F)0)最適解を与える.まT=,これは,式

(5.18 )の命題でm-2の場合でもある.

次に, Fl(x), F2(x)に共通に含まれる変数が存在しない場合には, Fl(x), F2(A)に含ま

れる変数をそれぞれ1つずつえらび,これらをxjl, Xj2とする.このとき, xjl-1, Xj2-1と

して得られる解は, p(v, F)の最適辞を与える.

m之3以上の場合にも,同様の性質を用いて部分問題の縮小を試みることも可能である.し
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かし,
m>3以上の場合には,各Fi(Ⅹ)に含まれる変数の組み合せがかなり多くなるので,上

記のようにして問題の縮小を行なうことが得策であるかどうかはやや疑問である.よって,こ

こでは,このような場合には問題の縮小は偏には行なわないLCとにする.

さらに, F(Ⅹ)申に,単一の変数xjのみからなる項Fi(Ⅹ)が存在すれば,制約条件がF(Ⅹ)

-1であることから,変数xjに値1を代入してよい.

1以下ほ示す最小被覆問題のアルゴリズムでは,以上のような問題の縮小のみを行なうことに

する.

5.5.2 アルゴリズム

最小被覆問題を解くアルゴリズムを以下に示す.

〔アルゴリズム5.1 〕

入力:最小被覆問題p(v, F);

出力: p(y, F)0)最適解*opt;

C(v, F)の値 copt;

記法: sを,未解決な部分問題に対応するベクト)i,Ⅹを要素とするプッシュダウン･スタック

とする. Sの先頭に要素Ⅹをプッシュダウンする操作を, S<-Ⅹで表わす.また, Sの

先頭から要素を1個ポップアップしてⅩに代入する操作を, Ⅹ<=Sで表わす.さらに,
S

は,ア)i,ゴリズムの実行前に空(p()に初期化されているとする.

さらに,変数xjの値が未定であることを, xj-uで表わす.

方法:

Stepl : 〔初期設定〕

S<-( u, u, ･･･,

u), Copt-∞とする; Step2へ;

Step2 : 〔バックトラック〕

(i) S-〆ならば, Step7へ;

(ii) S≒dならば, Ⅹo<-Sとして, Step3へ;

step 3 : 〔部分問題の簡単化*]

F(Ⅹo)を簡単化して得られる式をF′(Ⅹo)とする;

･)ここでのF(Ⅹo)の簡単化とは,次の2つの操作を意味する･

(1)単一の変数xjのみからなる項Fi(xo)が存在すれば,変数xj(こ値l食代入する･

(2)同一項の除去

これらの2つの按作は,署3費ゃ述べT=ハッシングの技法を用いて高速で実行することができる･
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･(i) L(V(xo-),
F′(Ⅹo)) ≧CoptまT=は,

F′(xo)…0ならば, Step2へ;

(ii) F′(Ⅹo)…1ならば, step6へ;

巾ii)それ以外の時, Step4へ;

Step4 : 〔問題の縮小〕

-(i)
tj*-mである変数xj*がF′(xo)中に存在すれば,.xj* -

1としてStep_6-;

(ii) tj串±mである変数xj*がF′(A.)中に存在しない場合, m- 2であれば,

F;(Ⅹ.o), F'2(Ⅹ0)から,各々1個ずi,変数をえらぴxjl, Xj2とする; xjl-1,

xj2ー1としてStep6へ;

(iii)それ以外の時, Step5へ;

Steps : 〔問題の分割〕

F′(Ⅹo)中に最も多く現われる変数を1つえらぴ,これをxj*とする;

Ⅹ.
≡ (71,首2,

,首n)とする;

s <- (貰1,首2,
,首jさ1,0,rj;1, -,～&);

x.- (貰1,首2,

,首ノミ1,1,首/.1,
-,首nl

として, Step3へ;

Step6 : 〔最適解の候補の更新〕

Ⅹo中のxj-uである全てのjについて,

xj<-Oとする;

ⅩoptーⅩo, Coptー㌢(Ⅹo)として, Step2へ;

Step7:〔アルゴリズム終了〕

停止.

このアルゴリズムは,最初GZ:みつけられた最適解を1つだけ出力して停止する.もし,全て

)最適解が必要であれば, Steps, Step4, Step6を修正すればよい.

i.5.3 例題とその解法

次に, 5.3で示した例題5.1が,アルゴリズム5.1で解かれる過程を少しくわしく追ってみ

i.以下の解法で, Stagei (L'-0, I,
- )は,原問題を分割して得られるi番目の部分

司題の処理を行なっていることを表わす.

例題5.1の制約条件式F(Ⅹ)は,次式のブー)i,関数で与えられる.

-

86
-



F(x)=(xl>x3Vx7)･(X2VX6VxlO)･(Xl>x3Vx8)･(X2Vx4Vx8)･

(x4>x5Vx1.)･(X3＼/′x6>x9)･(X.>x7>x8)･(Xl>x8>xIO)･

(x3'>x5Vx9 )･(x.>x6>xIO)

〔例題の解法〕

Stage 0 :

Stepl :S<=(u, u, u,
,
u ), copt-cx,;

St～ep2 : s-((u, u, u,
,
u ))

Ⅹoー(〟, ", 〟,-,
〟･);

Step3:F′(Ⅹo)-F(Ⅹ), v(Ⅹo)-xl+x2 +-+XIO.;

T-( 4, 4, 4, 4, 3. 3, 2, 2, 2, 2 ),

L(v(Ⅹo),F'(Ⅹo))-3 ;

Step4 :

Step5: t3-h)-4であるから, j* -3,

S<-( u, u, 0, u, u, u, u, u, i(, u),

x書ー(u, u, 1, u, a, a, a, a, u, u),

Stage 1 :

Step3 :F'(xo)

-(x2Vx6>xIO)･(x2＼>′x4＼′′X8 )･(X4Vx5VxlO)･

(x4＼/X7>x8 )･(xl>X8＼′′xIO)･(X4Vx6＼′XIO)

y(Ⅹo)=l+xl +x2 +x4 +x5 + ･･･ +丈lo

T-( 4, 4, 3, 2, 2, 1. 1, 1, 0)

L-(y(Ⅹo),F′(Ⅹo))-3 ;

Sもep4 :

.
*

Step5: t4=t(I)=4 であるから, }
- 4,

s<-(zE:r,.一驚1, 0, a, u, a, u, a,
u),

x8.こ( u, u, 1, 1, a, u, a, u, u, u);

Stage 2 :

Step3 :F'(xo)

-(x2＼/X6VxlO)･(XIVx8VXIO)

y(Ⅹ )=2+xl+x2+x5+x6+
'･･
+XIO
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T-(_2, 1, l, I, 1,0.0.0)

L(V(x.), F′(xo))-3

sもep4: flo-m-2であるから, 丈lo-I ;

step6..:Ⅹopt-(0,0. 1,1,0,0,0.0.0, 1)

Coptー3 ;

Stages :

Step2 :S-((･u,u, I, 0. a, u, a, a, u, a )

(a,`u, o. u, u; u, u, a. a, u )),

Ⅹ｡- (α, 〟, 1, 0, 〟, 〟, 〟, 〟, 〟, " );

Step3 :L(Lv(Ⅹ.), F′(Ⅹo))の値は, Stage lで処理されT:, xo=(a,
a,

1iu, u,･･･,

u)に対するL(y(Ⅹ.), F′(Ⅹo))の値すなわち3以上

である.よって,明らかfこ,

xo -(a,
u･ 1･ 0･ u･ u･ u･ u･ u-･

u)

Iこ対しても, Copt-3であることから,

L(v(I.), F′(Ⅹo))主Copt

であることが和られる;

Stage4 :

Step2 :s-((u, a, 0,･u, a, a, a, u, a,
a))

Ⅹムー(a, u, 0, lL, u, u, a, u, u,
u)

Sもep3 :-stage 3の場合と同様の理由により,

L(y(Ⅹo)I F′(Ⅹo))>Copt

であることが知られる;

Stages :

Step2 :S-♂;

Step7:停 止;

得られた最適解は,

Ⅹopt-(o.o.1,1,0,0,0,0.0.ll

Copt -㍗ (Ⅹopも)-3

である.
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アルゴリズム5:1`.こよって例題5.1が解かれる過程は,図5.1に示す木で表わされる.同図

で円内の数字は,先に述べT=解法のStageの番号を表わす.

xopt = (o,o･1,1,0･0･0,0,0･1) L(y,F〕三3

y(xopt)
≡ 3

図5. 1 例題5.1の解かれる過程

5. 6 実験およびその結果

この節では,次の3種類の実験とそれらの結果について述べる.

(1)実験1 :手続き5.1を用いT=目的関数の下界の評価の正催さ0)測定.

(2)実験2 :手続き5.1を用いT=白田関数の下界および,分割変数の選択方法の効率の測定.

(3)実験3 :アルゴリズム5.1と阿部のアルゴリズム(文献(1))との効率の比較
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5こ6∴1アルゴリズムの実現と問題の作製方法

アルゴリズム5.1をFORTRAN ⅣによってiiL!述し,名古屋大学工学部情報工学科の

FACOM 230/38上で実現しT=.実現に要しT:記憶･糾.主は,間IEBの作製および入出力関係のル

-チンを含めて病54K8である.

以下に述べる実験で伺いられT=問題は,次の3つのパラメータを指定して,計算機の⊥様乱

数を用いて発生されT:.

7i■ :問題に含■まれる変数の個数;

m :制約条件の個数(F(x)の項数) ;

g :各条件に含まれる変数の個数.

5.6.2 実 験1

手続き5.1を用いて得られる日田関数の下界の評価方法の正確さを調べるT:めに,以下の実

験を行なっT=.

まず, n, m, gの値をそれぞれ変化させ;各n,
m,

gの値に対して,各場合10間づつ

D最小被覆問題p(v, F)を発生させT=.次に,これらの問題の目的関数の下界L(v, F)香

手続き5.1を用いて求め,その値と, p(y, F)の最適解に対する目的関数の値C(V, F)と

を比較しT=.

手続き5.1を用いて得られる目阿関数の下界o)正確さを,次式によって評価することにする.

L(v, F)/C(y, F) (5.24)

表5.1に, L, CおよびL/Cの1 0問題についての平均値を示す.同表で, 72およぴmの

直は問題o)規模を, gは問題o)夜雑さをそれぞれ表わしていると考えられる.同表より,
Lの

E確さに娼して,以下のことが知られる.

表5. 1 手続き5. 1による目的関数の下界の評価方法の正確さ

g I),a 30,3040,r4050,5060.6070,70-

3

L 6.68.39.912.214.8

C 9.$12.015.218.421.5

L/C o.7130.6940.6520.6640.689

4

L 4.86.47.79.410.8

C 7.010.112.314.616.8

L/ど 0.6850.6350.6270.6440.643

5

L 4.15.36.47.58.8

C 6.28A10.212.2.14.1

L/C o.6660.6340.6290.6150.625

Lノ:手続き5.1によって与えられる下界
c

.'目附関数の最適値
L/c.'手続き5.1によって与えられる下界の正確さ
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(1)全捧として,手続き5･1を用いて得られT=目附関数の下界は,最適解に対する日田関数の

値の,かなり良い下界を与えている.

(2) L~(V, F)の正確さは,問題の規模(72, m)の変化に対して,かなり安定である.

(3) L(v, F)0)正確さは,問題の夜雑さ(g)が増すと,いくぶん滅ずる傾向がある.

以上の結果より,手続き5.1による目的関数の下界の評価方由i,L十分実用ほ耐え得ると考

えられる.

5.6.3 買･験 2

アルゴリズム5.1では,次の2つの評価手続きが用いら.れている.

(i)日田関数の下界を評価する手続き5.1

J (ii) t(I)に対応する変数を分割変数としてえらぶ手続さ

これらの手続きの有効さをそれぞれ調べるT=めに,以下の2つの実験を行なっT:.

(1)まず, 77-30-珂叶-30.g-3の問題を10問題発生きせT=.次fこ,これらの.問題を,上記
ヽ

の2つの評価手続きを用いる場合と用いない場合の合計4通りの方法で解かせT=. T=だし,

手続き5.1を用いない場合には,日田娼数の下界は,値1●が割り当てられT=変数の個数書こ

よって評価しT=.まT:, i(1)に対応する変数を分割変数として用いない場合には,分割変

数は,その部分問題に含まれる変数の申から,計算機の一様乱数を周いてランダムにえら

ばれT:.

これらの4通りの場合について,アルゴリズム5.1の計算時間T,および問題の分割の

回数Bの平均値を上記の10問題に対して求め衷5.2に示す.

同表より,両評価手続きの有効さについて,以下のことが知られる.

蓑5. 2 一目的関数の下界を評価する手続きおよび分割変数を選択する手続きの有効さ

(a)計算時間

.下界
分割変数 手続き5.1票Tli墨霊詣姦らJ

中餌場醸繁華撃-Tー恕,;:～.

ランダムに選んだ湯合

0.98439.3

15.7362.0

-
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(b)問題の分割の回数

下-罪
分割変数 手続き5.1警基姦慧品義てられ

･naエ(tj)を与えるx_i
j

ランダムに選んだ場合

36.42.00X103.

6992.00×104

【i)分割変数として, i(1)に対応する変数を選択しT=場合,手続き5.1を用いて日田関数

の下界を評価する.tとにより,計算時間は約1/40,問題の分割回数は約1/55にそれ

ぞれ改善される.

:ii)手続き5･1を用いて日田関数の下界を評価しT=場合, t(a `こ対応する変数を分割変数

として選択することにより,計算時間は約1/16に,問題の分割回数は1/19に,それ
l

･
ぞれ改善され･る.

ヽ

〔J'ii)両手続き々共に用いることにより,計算時間は約1/370に,まT=問題の分割回数は約

1/550`こそれぞれ改善される.

'.2)第4章でも述べT=ように,一般に,評価手続きの複雑さが増すに従がって,その手続き

自体の計算時間も増す傾向がある.そのにめ,より複雑な評価手続きを用いることが,

*

必ずしもアルゴリズム全体の計算時間の短縮に貢献するとは限らない.

そこで,日田関数の下界の評価および分割変数の選択を以下のようにして行なうこと

により,評価Bg数の複雑さとアルゴリズム全体の計算時間との関係を調べTI.

BraJ)Ch-a力d-BouDd法で問題が解かれる過程は,図5. 1に示しT=ような木で表わさ

れる.この木の各節点には,それぞれ次のようにして,部分問題が対応づけられる.

まず,木の板poGこは,解くべき問題が対応づけられる.まT=,一般に,節点piが節点

piの子の一つであることは, Pj に対応する部分問題がpiに対応する部分問題を直

接分割して得られT=部分問題の一つであることを表わしている.このとき,木の各節点

piのレベルを,PoからPiに至るパスの長さによ-て定義し･-ら-.甲軽率fi?eLl,I:(Pi)

で表わす.

分割変数の決定および日田関数の下界の評価は,次のようにして行うことGこする.

* )以下で述べる実験の方針は,第4章で述べT=
･評価関数の強力さと計算時間ほ関する考察fこ基づく.
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まず, d( l<dくn)を与えられT=パラメータとして,部分問題のレベ･ルがo, d,2d,･･･,

Ln/d｣×dであれば,部分問題に含まれる変数を, F(Ⅹ)中-の出現回数によって噸序付け

ておく.まT=,同時に,手続き5.1を用いて,その部分問題の日田関数の下界の値をも求めて

おく.

レベルがo, d, 2d, ｢･･, L71/d｣×dでないような部分問題での分割変数の決定および目阿

関数の下界の評価は,次のようにして行なう.部分問題piのレベルをeとする.まT=, Poか

らpiに至るパス上で,
･レベルがLe/d｣×dである部分問題をpj

とする･ (図5･2参照.)

この時, p,･での分割変数を, PL･に含まれる変数の中で,PjのF(Ⅹ)に最も多く含まれて

いT=変数とすることfこする.まT=, P,[の目的幽数の下界を, Piの目的関数の下界とすること

書こする.

図5.2 部分問題PiとPjの関係

このようにして各部分問題の分割変数の選択および日田関数の下界の評価を行なうと, d±1

の場合には,アルゴリズム5.1での分割変数の選択方法および日田関数の下界の評価と等価ほ

なる.まT=, d-72の場合には,分割変数は, PoのF(Ⅹ)申での各変数の出現回数によっての

み選択されることになり,まT=,日田関数の下界は, poの日田関数の下界をそのまま用いるこ

とになる.

よって,パラメータdの値が増せば増すはど,分割変数の選択および日田関数の評価手続き

はともーこ複雑さが減じ,その結果,これらの評価手続きの強力さも同時に滅ずると考えられる.
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n-30.m-30,g-3として発生されT=10問題について,上記の方法でパラメータdの値

を変化させT=琴合の,アルゴリズムの計算時問および問題の分割回数を図5.3に示す.

同図より,アルゴリズムの計算時問および分割回数は,パラメータdの値の増加に伴な?て

急激に増すことが知られる.よって,上記のアルゴリズムではパラメ丁タdの値は1が最適で

あると考えられる. (d-1の場合,上記のアルゴリズムは,アルゴー')ズム5.1と等価である)

T(sec) 8

･30 600

2S 500

義
回

Q

肩書
*
田
琵

CQ

盛
盟
鶴
お

巨■

20 400

1S 300

10 200

ら 100

0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 d

分割変数の再構成および下界の評価を行う間隔

図5.3 パラメータdの値と計算時問および問題分割の回数の関係

5.6.4 実 験 5

実験3では,アルゴ.)ズム5･1と阿部のアルゴリズム(i)との計算時問の比較を同一計算機上

で行なう.阿部のアルゴリズムは,アルゴリズム5･1と同様に, Branch-a山-Bou刀d法にも

とづいT=解法であり, FORTRANで記述されている.

まず, n, m,
gの値をそれぞれ変えて,各10問超ずつの最小被覆問題を発生させ,次に

-
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これらの問題を両アルゴリズムで解いて計算時間を測定した.

衰5.3に両アルゴリズムの計算時闇の平均値と標準偏差を示す.同表より,以下のことが知

られる.

(i) 72, mの値が大きくなるは~ど,すなわち,解かれる問題の規模が大きくなるはど,アルゴ

リズム5･1の計算時間の,阿部のアルゴリズムの計算時間に対する比の値は小さくなる.

表5.5 アルゴリズム5. 1と阿部のアルゴリズムとの計算時間の比較

アルゴリズム アルゴリズム5.1 阿部の解法 比

a,皿 g 〝Ⅰ(see)♂Ⅰ(see) FLA(See)6A(See) 〝Ⅰ/〃A

10,10

3 0.0580.018 0.0660.009 0.879

4 0.0590.020 0.1040.024 0.567

5 0.0540.028 0,1350.044 0.400

20.20

3 0.2390.101 0.3180.117 0.752

4 0.3470.186 0.8640.254 0.402

5 0.2870.147 1.220.264 0.235

30.30

3 0.9810.310 1.740.605 0.564

4 0.9410.191 4.231.75 0.222

5_ 1.911.15 9.943.05 0.192

40,40

3 4.552.77 6.193.28 0.735

4 12.35.56 45.919.5 0.2.68

5 12.58.25 83.134.4 0.150

50,50

3 22.09.05 36.619.5 0.601

4 35.725.6 268105 0,133

5 50.328.3 632171 0.0795

60,60

3 10559.6 21076.1 0.500

4 15897.0

5 15787.6

70,70

3 488432 1394708 0.350

4 592298

5 955838

〟:平均値 α:標準偏差

(ii) gの値が大きくなるはど,すなわち,解かれる問題の複雑さが増すほど,アルゴリズム

5. 1の計算時問の阿部のア)i,ゴリズムの計算時間に対する比の値は小さくなる.
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以上の結果から,アルゴリズム5.1は,従来の解法の一つである阿部のアルゴリズムと比べ

て,大規模か?複雑な最小被覆問題の解法として適していると考えられる_

5.7 む す び

本章では,最小被覆問題を擬似ブール計画問題として定式化を行なっT=.つぎーこ,制約条件

式の性質■を用いて日田関数の下界を評価する方法を提案しT=.まT=,分割変数の選択方法につ

いて考察を行ない,最小被覆問題を解くアルゴリズムを示しT=.計算機の一様乱数を由いて発

生されT=最小被覆問題を多数解かせT=結果,本章で提案しT=,目阿関数の下界の評価方法およ

び分割変数の選択方法は,ともにアルゴリズムの計算時間を効果的Qこ短縮することが知られTI.

本章で扱かっT=最小被覆問題は,式( 5.4 )のように各変数の係数(重み)が全て1である

ような目的関数の最小化の問題である.一方,日田関数:
n

㌢′(Ⅹ)仝
∑ aiXi
i-1

ai >0, for 15Li ≦_72 (5.25)

を式( 5.3 )の制約条件のもとで最小化する問題は,重みつき最小被覆問題と呼ばれる.

重みつき最小被覆問題をBraz)ch-az)d-Bou力d法で解く場合には,次式で与えられる日田閑

数の下界を用いることができる.

皿i刀(ai I l<iく72)×L(y, F) (5.26)

ここに, L(v, F)は,重みつきでない最小被覆問題p(y, F)の目的関数の下界であり,

手続き5.1で与えられる.

まT=,重みつき最小被覆問題を解く場合には,分割変数は,目的関数の係数aiおよびF(Ⅹ)

申での各変数の出現回数の情報にもとづいて選択しT:方が良いであろう.

以上の考察にもとづく,重みつき最小被覆問題の解法を明らかにするのは今後の課題である.
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第6章 Brancb-and-Boundアルゴリズムの並列化とその評価

6.1 ま え が き

Branch-and-Bou丑d法は,組合せ論附最適化問題の一般附解法の一つとして,さまざまな

分野(こ適用されてきT=.(14)しかし,これらの問題の多(は,整数計画問題などの, lW一完全

な問題のクラス(1)に属する.そのT=め,大規模な問題を解くT=め`こは,現在の高速計算機を用

いてもなお,多くの計算時問を必要とする.しT=がって,計算時問をさらに短縮するT=めには,

新たな方法を導入する必要がある.

高い処理能力を持つ計算機システムを実現するための方琵の一つとして, M…D*形計算機

システムが提案されてきT=.(3,5)まT=,近年におけるLSI技術の発達にともない,いくつか

のシステムがハードウェアとして実現されてきT=.(4,6)この形式の計算機システムでは,各処

理装置は, T=がい(こ通信しながら,独立に計算を行なう.このような計算機システムの上で動

作する並列アルゴリズムの構成方法とそ一の性質を明らかにすることは,単により大規模な組合

せ論附最適化問題を解くことを可能にするのみならず,将来の計算機システムの発展に対して

も寄与するところは大きい.

本章では, MINLI)形の計算機システム(以下では,マルチプロセtiサ･システムと呼ぶ)

に適しT=,並列形Branch-aI)a-BouI)dア)i,ゴリズムPDFA ( Paralle)ized Depth -

First Algoriもh皿)を提案する.さらに, k一億をとる72偶の変数によって記述される最適

化問題をp台の処理装置を持つマルチプロセッサ･システムでPDFAを用いて解く場合fこつい

て,次の2つの性質を明らかにする.すなわら, (i)アルゴリズムを実現するT=めに必要な記憶

容量は0(pXkX72)でよい, (ij)処理装置の台数pを適当にえらべば,システムの計算時問は,

1台の処理装置で同じアルゴリズムを実行する場合の1 /p以下になる.

なお, (ii)については, Fu11erらの最近の実験により,整数計画問題をBra刀Ch-arid-

BouI]dアルゴリズムを用いてMIMD形計算機システムで解いT=時の計算時間が,実際に1/p

以下になる例が確認されている.(6)

以下本章では,初めに, 6.2で並列形BraDCh-a皿d-Bout)dアルゴリズムを実現するT=めの,

マルチプロセッサ･システムについて述べる.次に, 6.3では,ア)I,ゴリズムの並列化の方針

を示し,さらに,並列化されT=アルゴリズムPDFAを記述する.次に, 614では, PDFAの

性質を明らかにする.さらに, 6.5では, PDFAの計算時間をシミュレーションによって調べ

辛) Multiple - Instruction Stream-Multiple
-I)ata Streamの略
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T=結果を示し,- 6.4での結論との比較を行なう..最後に, 6.6では,並列形Branch-ar)d-

BouJ)dアルゴ_リズムの実現上の問題点,および今後の課題について述べる.

6.2 マルチプロセッサ･システムのモデル

この節では,並列形Bra刀Ch-and-BouDdアルゴリズムを実現するT=めに必要な,マノウチプ

ロセッサ･システムのモデルについて述べる.

本章で考察の対象とするマ'ルチプロセッサ･システムは図6.1に示すような, MIMb形計算

機システムで`ぁる.すなわち,システムは次の3種類の構成要素からなる:

(i) p台の処理装置(p>1 )

(ii)各処理装置に接続されT=,専用記憶装置

8ii)各処理装置から共通に参照できる,共有記憶装置*

以下では,マ}t,チプロセッサ･システムに終して,次の仮定を置く:

〔仮定6.1 〕 p台の処理装置は全て能力が等しい.

〔仮定6.2 〕 それぞれの処理装置は互いに独立に計算を行なうことができる.

〔仮定6.3 〕 各処理装置間の通信は,共有記憶装置を通じてのみ行なわれるとし,各処

理装置間の直接の割り込みなどを用いては行なわない.

因6. 1 マルチプロセッサ･システムのモデル

PU : Processi･{.E...I Unit (処理装置)

PMU: Private il-･n.力Ory U力iも(専用記億装置)

CMU: Co皿丑OI)丸k二･-Ory Ur)it (共有記憶装置)

辛)各処理装置と共有記憶装置との結合の方式としては,スイッチ･マトリックスほよる方法,バス結
合(こよる方法などが控案されている. (3, 4, 6)

- 98
-



6. 5 Branch-and-Boundアルゴリズムの並列化

この節では, Branch-ar'd-BouI'dア)i,ゴリズムの並列化の方針を示し,前節で述べT=マル

チプロセ'ッサ･システムの上で動作する,並列形BraDCh-aI】d-BouI】dアルゴリズムPl)FAを

記述する.

なお,以下では, k一値をとるn個の変数によって記述される最小化問題p.を解く場合に

ついて考察する.

6.3.1 諸定義および記法

問題po がBramh-a月d-.Bou刀dアルゴリズムによって解かれる過程を,木B-(V, E )

で表わす.ここに, VおよぴEはそれぞれ,木の節点の集合および枝の集合とする. Vの各要

素には,問題po の部分問題の1つが1対1Gこ対応する.とくGこ,木Bの根には問題poが対

応する･また, E中の枝(p,I pj)は, pjがp.･を分割*して得られる部分問題の1つで

あることを表わす.まT:,木Bの板poから節点piに至るパスの長さをpiのレベルと呼び,

le･uel(Pi )で表わす.

次fこ,木Bの葉節点の集合をLで表わす. Lの各要素は,次のいずれかの部分問題の1つに

対応する:

(i)全ての変数に値が割り当てられT=部分問題

(ii)制約条件を満足しない部分問題

次に,部分問題piに対して,その最通解が与える目的関数の値を,次式のcost(Pi)によ

って定義する.*

co5t'(Pi,仝imp;ニcBo?1冒p#j?.でpi,i:jP,iEEEL,
if pi * L

(6･1)

さらに,
cost(Pi)の下界を与える関数をeb(Pi)で表わす.ここに, eb(Pi)は次式が成

**

り立つように定める.

eb(Pi) -

cosi(Pi) ,
for pi ∈ L

eb(Pi) < eb(Pj) , for(Pi , Pj) ∈ E

(6.2)

(6.3)

* )問題の分割は,問題fこ含まれる変数の1つ(こ,値を割り当てること(こよって行なわれるとする.

**) piが制約条件を満T=さない時ほは･ P,の目的関数の値およぴeb(Pi )の値はともに∞と定義する･
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っぎに, hをV上の実数値関数とする. T=だし, hは次の条件を満足すると仮定する.

h(Pi) ≒ h(Pj) if i ≒ j

for,
-pIL~, Pj ∈v (6.4)

Bg数hは,通常ヒューリスティック関数と呼ばれるものである.さら.吃,関数hが次の条件を

病T=すときhは関数ebと矛盾しない(co虫sistent)と言われる.

h(PL) < h(Pi) if eb(Pi) <eb(Pj) (6.5)

以下では,関数hは関数ebと矛盾しないとする.

1をvの部分集合とするとき, Lh(I)杏,関数hに関するZの最小元とする.すなわち,次式

が成り立つ.

h(Lh(I))-miD(h(Pi)I
pi ∈) ) (6.6)

逐次阿なBraDCh-aI]d-BouDdアルゴリズムで, Iをアルゴリズムの実行途中での,未解決な

認分間題の集合とする. )申から,アルゴリズムで次に処理すべき部分問題を選択する関数をサ

ーチ関数と呼ぶこと(こする.サーチ関数sDを次のように定義する.

〔定義6.1〕(サーチ関数sD )

)三Vとする. Z申で, levelの値が最大である要素の集合をIlmaxとする.すなわち,

)lmax仝(pillevel(Pi)

-fnaX(level(Pj)Ipj
∈ I))

このとき,関数∫D(I)を次式で与える･

sD(1)仝Lh(Ilma3)

(6.7)

(6.8)

サーチ関数として∫Dを用いるBra力¢h-and-Boundアルゴリズムは, Depth-Firstスト

ラテジに従うと言われる.

6. 5.2 アルゴリズムの並列化の方針

B,ar.ch-arld-B.u刀dアルゴリズムの実行途中で0_),未解決な部分問題の集合を)で表わす.

z申の,相異なる,どの2つの要素の対も先租一子孫のBEJl,掛こはない･*

辛 )このような要素の対を,独立な要素の対と呼ぷ.また,集合申の相異なる要素の対が全て独立であるとき･

その集合を独立な集合と呼ぶことにする.上記の1が独立な集合であることは明らかである･

-
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よって, Jの各要素は,独立に処理が可能である.そこで,前節で述べT=マルチプロセウサ･

システムの各処理装置に,同一-の処理手続きを与え, )の要素を1つずつ割り当てて処理きせる

ことにする.

こゐ時,マルチプロセッサの各処理装置の間で共用される情報は,次の3種類である:

(i.)未解決な部分問題の集合_∫

(iJ')最適解の候補に対する日田関数の値

(iii)部分問題を処理中の処理装置の台数

これらの情報のうち, 6['i)は,後に述べる並列形BraMh-and-Boundアルゴリズムで,各処理

装置が停止すべきか否かを判定するT:めに用いられる.

まT=,上記の3種類の情報は,各処理装置の間で排他阿に参照されなければならない.この排

他制御は, T=とえば,セマフォア(2)を剛､て実現される.

6. 3. 3 並列形Branch-and-Boundアルゴリズム

上で述べT=方針に従って並列化されT=, Branch-and-BouI]dアルゴリズムを,以下のように

記述する.

アルゴリズム中で,各処理装置fこよって共通に参照される変数は次の4つである.

′ :未解決な部分問題の集合,

Ⅹopt :最適解の候補の集合,

Copt : Ⅹoptに対する日田関数の値,

a¢t :部分問題の処理を実行中の処理装置の台数

これらの変数は,各処理装置の間で,排他阿に参照されると仮定し,以下のアルゴリズム中で

*

は,排他制御の手順は示さない.

アルゴリズムP工)FA(Parallelized Depth-First AlgorithLn)を以下のように与える.

〔ア}t,ゴリズム6.1 〕 (PDFA)

入力:最小化問題po ;

出力: poの全ての最適辞の集合Ⅹopt,およびⅩoptに対する目的関数の値Copt ;

T=だし, po が制約条件を満T=す可能辞を持T=なければ, Ⅹopt
-♂, Copt--が出力

される.

* ) 排他制御の手)頃は,文献(ll)ほ示す.

-
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方法:

Phase 1.: 〔初期設定〕

1-(`po ),Ⅹopt-〆, Copt--,act-oとする. Phase2-;

Phase 2 :

･ p台の処理装置で並列に,それぞれ,次の手続き6.1を実行する;

全ての処理装置が停止しT=とき,アルゴリズムは終了する.

〔手続き6.1 〕

方法':

Step 1 : 〔処理装置が停止すべきか否かの判定〕

(i) 1-〆かつact-0ならば,停止する;
ノ

(ii) z-〆かつact>0ならば, stepl-;

(iii) z≒〆のとき, Step2-;

Step2 : 〔部分問題の選択〕

act(tact+1･Pi(5D (I),

1-1-(Pi)として, Steps-;

Step3 : 〔部分問題の評価〕

(i) pl ∈ Lならば, step6-;

(ii) pi毎Lならば, Step4-;

Step 4 : 〔目的関数の下界を用いT=部分問題の除去〕

(i) eb(Pi) >Coptならば, step7-;

(ii) eb(Pi) ≦Coptならば, Sもep5へ;

Step5 : 〔部分問題の分割〕

piを分割して得られるkイ圃の部分問題をIに加える; Step7-;

Step 6 : 〔最適解の候補の更新〕

Ⅹopt ←

Xopt if co5i(PL') > Copt

Xopt U(Pi) if co51(Pi)-Copt

(pi) if cost(Pi) <Copt

Copt -Lnin(Copt , cost(Pi))

としてStcp7へ;

-
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Step7 : 〔部分問題piの処理の終了〕

act
-
act

-

1として, Steplへ･

上記のアルゴリズム6.1は,全ての最適解を出力する.最適解の1つだけを求めるアルゴリズ

ムは,手続き6･1のStep4およぴStep6を修正することfこより得られる.

まT=,こゐアルゴリズムで,処理装置の台数pを明示する必要があるときGこ-Eま, p-PDFAよ

うiこ記す. pDFAの種々の性質については,次節で述べる.

6.5.4 例題とその解法.

図6.2に示される2値変数問題を考える.同図で,各節点の円内の数字は,対応する部分問題

の番号を表わす.まT=, '円の右側には,その部分問題の目的関数の下界(eb)の値を示す.さら

に,木の葉節点の下には,対応する部分問題の目的B9数(cost)の値を示す.

図6.2の問題を, (a) I-PDFA, (ら)2-PDFA,

.およぴ,
(c)BesいBouDdサーチを用いる逐次

形Branch-a虫d-Boundアルゴリズムで,それぞれ解いT=時に,アルゴリズムで処理される部分

問題とその順序を図6.3に示す.ここに,各部分問題の処理時間は,部分問題および処理装置fこ

よらず一定であると仮定する.

(a), (b), (a)の各アルゴリズムの計算時間をそれぞれTl, T2, Tbとすると,図6.2の問題に対

しては,

Tb < 2 × T2 < Tl (6.9)

cost I 2 3 4 5 6 7 8 9

国6.2 木で表現された例題

-
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Time1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

fa) 1-PDFA

Ti777e 1 2 3 4

匡巨監
｢b) 2-PDFA

TiTW 1 2 3 4 5 6

｢e) 8est-bout;A search

図6.3 -1-PDFA, 2-PDFAおよびBesセ-Boundサーチを

用いる逐次形アルゴリズムによって処理される部分問題と

その処理場序

であることが知られる.このようほ, p-PI)FAの計算時間は1-PDFAの計算時間の1/p以

下になることが予想される.

6.4 PDFAの性質

この節では,前節で述べT=PDFAの実額のT=めに必要な記憶容量,および, PDFAの計算

時間について考察する.

6.4.1 PDFAの実現に必要な記憶容量

pDFAの必要とする記憶容量に関して,次の定理が成り立つ.

〔定理6. 1 〕 p-PDFAの実行途中の任意の時点(こおける,未解決な部分問題の集合z

の個数は,次式を満足する.

II L≦px((A-1 )×n+1)

〔証明〕 証明は,付録5(1)に示す.

(6.10)

一方,逐次形のBrarwh-a月d--13ouDdアルゴリズムで, Dept上rFirstサーチを用いT=場合

のIL lの値に関しては,

tI I≦(k-1 )×n+1

-
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が成り立つから(勺, p-pDFAのI
I I◆の値の上限は, Depth-Firstサーチを用いる逐次形

のBraDCh-and-Boundアルゴリズムの場合のp倍であることが知られる.

Depth-Firstサーーチ以外のサーチ･ストラテジ, T=とえば, Breadt血⊥First･サーチ,

BesいBouDdサーチ,およぴ, fleuristicサーチを用いる逐次形のBraMh--and-Bou力dア

ルゴリズムでは, lz lの値の上限は,いずれも, knである.よって,r これらのサーチ･ス

トラテジを用いる並列形B,aMh-and-B.u山アルゴリズムでも, I z lのJ:'限はやはりkn

となって,必要な記憶容量に関してはPDFAに劣ることは明らかである.

6.4.2 PDFAの計算時間.

PDFAの計算時間の解析を行なうT:めに,次の仮定を置く.

〔仮定6.4 〕 一つの部分問題の処理に要する計算時間,すなわち, PDFAの手続き6･1

のStep2からStep6までの計算時間は,部分問題および処耳装置によらず,一定である.

この仮定のもとでは, p-PDFAの計算時間T(p)は,同時に処理されている部分問題の

鵠を1単位として,全ての処理装置が停止するまでに,処理される部分問題の組の個数によって

評価される.* p-PDFAで処理される部分問題の総数を,以下ではK(p)で表わし,これ

をp-PDFAO)計算量と呼ぷ. K(p)が処理装置の台数pよりも十分fこ大きければ,佳意の

p(p>1 )(こついて,`次の関係が成り立つと考えてよい.

T(p) R'_ K(p) / p

ここで,もし,適当なpについて,

K(p) < K(1)

が成り立てば, T(1)--K(1)および式(6.12)から,そのpについて,

T(p) < T(1) / p

(6.12)

(6.13)

(6.14)

が成り立つ.すなわち,適当なpの値に対して, p-PDFAの計算時間は, 1rPDFAすなわら

辛) ここでは,ア)I,ゴリズム6･1のPhasel
,およぴ,手続き6･1のStepl ,Step7の計算時間は,手続き

6.1のStep2-Step6の計算時間と比較して,十分ほ小さいと仮定する.これらの計算時問が無視でき

ないほど大きい場合についての対策に関しては,あとがきで述べる
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Depth-Firstサーチを用いる逐次形のBranch-and-Boul'dアルゴリズムの計算時問の1/p･

以下になる.

式( 6.1 3 )が成り立らうることば,次の理由による.

第一に, p-PDFAによって最初にみつけられる可能療による目的関数の値は, pの値が増

大するにつれ,最適辞による目附関数の値に漸近してゆく:

第二に,最適辞書とよる目的関数の値により近い値を与える可能解が早くみつけられるほど,-.辛

続き6.1のStep4で取り除かれる部分問題の個数が増大する.しかも,この機会は, pの値

の増大とともに増加すると考えられる.

逆に, pの値が増大しすぎると,アノレゴリズムは, Breadth-Firsもサーチを並列化しT=場

合に近づく`から,最初の可能解がみつけられるまでに処理される部分問題の個数は,大きなp

の値について最大pXn+iとなり,かえって増大する.

以上の理EB,vこより,且(p)の値を最小にし,しかもK(p)<K(1)をみT=すようなpが存

在すると考えられる.
**

以下では,並列化によるア}L,ゴリズムの計算量E(p)の減少を加速効果と呼ぶことにする･

p台の処理装置を用いたときの加速効果の大きさA(p)を次式で定義する･

A(p)仝 K(1)/K(p)

まT=, A(p)の最大値をA* で表わす.すなわち,

A*A max A(p)
p

(6.15)

(6.16)

6.5 シミュレーションとその結果

この節では, 6.4.2で述べT=仮定6.4のもとで, PDFAの性質をシミュレーション‡こよっ

て調べ, 6.4.2で述べT=, Pl)FAの計算時間についての考察が妥当であることを示す･

実験は,計算機上での乱数を用いて発生されT=, 2種類の問題の組がPDFAによって解か

れる過程を,シミュレートするものである.一方の問題の組は,文献(7)で提案されている最

小化問題のモデルに準じて発生されT=.まT=,他の一つの問題の組は,最小被覆問題である･

以下では,これらの問題の組による実験を,それぞれ,実験1,実験2と呼ぶ･

*) p-pDFAではじめほみつけられる可能鰍こよる目的関数の値をZpとするとき,
Z(p+I) <Z(p)となる

ための必要十分条件は,付録5(2)lこ示す.

**)諺｢三人寄れば文殊の智慧｣にちなみ,
｢文殊効果｣とも呼ばれる.
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6.5.1 実 験 1

実験1では,具体的な最小化問題を指定しないで,問題に対応する木の性質を与え,これに

もとづいて,問題をPDFAで解く過程をシミュレートする-.

実験の目的は,次の2つである.

I(i)加速効果が現実に存在することを確かめる.

(ii)加速効果の大きさが,解かれる問題の規模および用いられる評価関数の正確さによって,

どのcEうに変化するかを知る. も･

6.5.1.1'問題の発生方法

.′tこ･t:吋(
.

●､

.

次のようにして,木B-(V･ E)の各節点に対して, co.stおよぴebの値を割り

とにより, 2値n変数の最小化問題を発生させT:.

乍

♪

当与てるこ
I■

■･

(I) co5Eの割り当て:
r

･

I

I,.･

･/い･､‥
,.～

-･ふ

初めに, Poのコストを1.0とし,一般に,ある節点piの2つの子節点のコストをそれぞれ,

co,i(Pilおよぴco5i(Pi)ヰーαとする.
T=だし, aは,入を与えられT=パラメータとして,そ

の確率密度関数′(α)が次式で与えられる確率変数である.

一入a

I(α)仝

if α > O

if a < 0

(6.17)

(2) ebの割り当て:

初めに, Poの目的国数の下界を0.0とする.さら`に,一般に,ある節点Pi･3)2つの子節点を

Plo,PiTとするとき, plo,P11のebの値を以下のようにして定める･

(i) level(Pi)-72L-1の時,

eb(Pij)仝co5i(Pij) for j-0,1

(ii) level(Pi)<72-1の時, eb(Pij)の値を区間:

〔eb(Pi), eb(Pi) +2△ij〕

での一様乱数の実現値によって定める.ここに, △ijは次式で与えられる.

△i}
△ cost(Pij) -eb(Pi)

n
-level(Pi)

(3) hの割り当て:

ヒューリスティック関数hの値の与え方は,次の2通りを試みT=.
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タイプ1 :h(Pi)仝eb(Pi) (6.21 )

々イブ2-:A(Pi)香, qを与えられT=パラメータとして,次式で与えられる正規乱数

の実現厄とする.

Nい♂st(pi), ((7Z-level(Pi))×u )2) (6.22)

上記のようにして発生されT=問題に対しては, Piの子節点pi., Pilについて次の性質が

成り立つと考えられる.

(1i){L入の厄カS.腐轡につれて,col.i(P,･1)とco∫t(Pi.)a)･t直の差は小さくなる･一万,

cost (po)-eb(Po)は1に正規化されているので,入の値が増すにつれて･ eb(Pi)<

烏

cost.(Po)をみT=す部分間乱すなわち･アルゴリズム6･1で必ず処理される部分問題の個
一F､

敬(i埴す.

一(ii)£(i)と同様の理卸こより, )tの値が増すにつれて･ eb(Pi)は√･o5t(.pE-)の･より厳

叡糊を与える,･よって.入の帥曽すに-れT･･ebmヒユーリスティ-ツク-しての正確さも増す1･

0'f'i)タイプ2のヒューリスティック関数を用いT=場合,
_6の値が小さいほど,

h(-Pi)の値

はcosi(Pi)の値に近づく傾向がある.すなわち, 6の値が小さいほど, hはcosiに関する

より正しい情報を与えると考えられる.

I

恕下界を与える,.よって.入の値が増すにつれT･･ ebのヒューリスティ-ツク関数としての正確さも増す･i

6.5.1.2 実験方法および結果

上記のようにして発生されT=問題を,仮定6,4のもとで, PDFAによって解く過程をシミュ

レートし, PDFAの計算量を測定しT=.以下では, p-PDFAの計算量の20問題についての平

均値をE(p)で表わす.

(1)タイプ1のhを用いた時の計算量

hをタイプ1のヒューリスティック関数とした時の,処理装置の台数pと計算量K(p)との

縄係を図6.4および図6.5に示す.図6.Aでは,入を0.2に固定し,変数の個数nの値は10

から60まで変化させT=.まT:,図6.5では, 72の値を30に固定し,入を0.1からo.5まで変

化させT=

なお,両図および以下の図では,次式で与えられるK(p)の下限を2点鎖線(-･･-)で表

わす.*

*)ここでは､アルゴT)ズムの計算量KD)は,手続き6･1のsteplで, I-〆かつact>0であるためほ"待

ち''状態ほおかれている処理装置の計算量呑もl単位として敢えている
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皿iD(K* , pX(n+1))A

ここに, K*は,次式で与えられる部分問題の要素の個数である.

K*仝t(pi lpLL∈V, eb(Pi)5;cost(Po) iI

図6.4 PDFAの計算量(h-lb,スエo.2)

〝 :変数の個数
K ･.計算量

血ax(K*,
(n+1)×p) ‥計算量の下限

-

109
-

(6.23)

(6.24)



1 2 h 8 16 32 6L 128

処理装置の台数
Zo9P

図6.5 P D F Aの計算量(h-lb,n-50)

入:問題の規模を表わすパラメータ

A:計算量

max(K*, (n+1)×p):計算量の下限

まT=,式( 6.23 )でn+1の項は,木Bの根poと,木の最もレベルの大きい葉節点を結

ぶパス上の節点の個数を表わしている.

両図より,適当なpの値(T=とえば,図6.5で, n-20のとき, 2く_p<-32)に対して,

K(p)<K(1)であること,すなわち,加速効果が現われていることが確認される.

まT=･図6･4より, nの値が大きくなるはど,加速効果の最大値A*の値が増すことが知

られる.
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C2)タイプ2のhを用いた時の計算量

タイプ2のhを用いT=時のK(p)のpに対する変化のようすを図6.6に示す.この図では, 7i

を30fこ固定し, 6を0.Olからo.2まで変化させT=.

同図より, 6の値が大きいほど,すなわち,ヒューリスティック関数の正確さが減ずるほど,

加速効果が顕著に現われることが知られる.

1 2 h 8 16 32

処理装置の台数
tog p

囲6.6 PDFAの計算量(n-30,入-o.2)

6
:ヒューリスティック関数の正確さを表わすパラメータ
K:計算量
皿aX: (R*, (n+1)×p):計算量の下限

6.5.2.実 験 2

具体町に与えられT:最小被覆問題をPDFAで解く過程をシミュレートし,現実の問題において

も加速効果が現われることを示す. T=だし,ここでは,最適解のうちの1つだけを求めることiこ

する.

6.5.2.1 問題の発生方法

変数の個数,制約条件の個数をともに30とし,一つの条件に含まれる変数の個数の分布範囲

∂を変化させる.すなわち, a-〔a, b〕ならば,一条件当りの変数の個数が区間〔a, b〕
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で一様(こ分布するよう.に変数の個数を定めT:.

6.5.2.2 実験方法および結果

上記の方法で発生きれT=最小被覆問題を,仮定6.4のもとでPDFAによって解く過程をシ.ミュ

レートし, PI)FAの計算量を測定しT=. T=だし,目的関数の下限は,値ttlーを割り当てられT=変

数の個数で与えられる.まT=,ヒューリスティッ■ク関数は,日田国数の下界の値をそのまま用い

る.

1 2 h 8 16 32 6h 128

Lo9 P

処理装置の台数

図6.7 P D F Aの計算量(n-3O,入-o.2)

8 :一条件当りの変数の個数の分布範朗
A:計算量
K*:計算量の下限
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図6.7に, 8-〔4, 8〕, 〔7, 11〕, 〔 10.14〕の3組,各20問題についてのK(p)の値を

示す.~同園より,実際に生成されT:問題に対しても加速効果が現われることが知られる.

6. 6 む す び

本章では,マルチプロセッサ･システムの上で実現される,並列形BrazMh-a-Dd-Bouod ア

ルゴリズム, P工)FAを提案し, PDFAを実現するT=めに必要な記憶容量の評価,およぴ,その

計算時間にういての予備考察を行なっT=.さら-に,これにもとづいて,シミュレーションによ

るアルゴリズムの効率の評価を行なっT=.その結果,処理装置の台数(p)を適当にえらべば,

アルゴリズムの計算時間は,~処理装置が1台の場合の1/p以下になることが明らかにされT=.

まT=,並列化によるアルゴリズムの計算時間のこのような頃縮を加速効果と名づけT=.

この加速効果は,一般に,並列形Braz)ch-and-BouDdアルゴリズムで, Depth-Firstサ

ーチまT=は,一般のtleuristicサーチを用いT=場合には現われるが,
Best-Bou工】dサーチお

よびBreadt上rFirstサーチを用いT=場合には期待できない.

加速効果の存在は,本章ではシミュレーションのみにより確かめられているが, Fullerら

(こよって実現されT=マルチプロセッサ･システム( Cm*)上で,整数計画問題をBra力Ch-aI)d-

Bou力d法で解くことによって,同様の効果が存在することが確認されている.(6)

本章で扱かったマルチプロセッサ･システムでは,各処理装置は,共有記憶装置を通してゆ

るやかに結合されている.ここで提案されT=並列形Brar)ch-and-Soul)dアルゴリズムでは,

部分問題の処理車続き(手続き6.1 )を全処理装置にわT=って一様に与えることができるので,

プログラム分割をさけることができる.しかし,共有記憶装置上の,未解決な部分問題などの

情報の参照の競合の問題は避け得ないものである.

Fullerらの実験によれば,並列化の効果は,整数計画問題に対して特に顕著に現われてい

る.その第一の理由は,プログラ-ム分割の容易さであると考えられる.記憶装置に対する東合が

どのように対処されているかについての具体的な内容は不明であるが,次のような対策も有効

であると考えられる.

(i)計算が進行し,未解決な部分問題の集合Jの要素の個数がある値をこえT=ら, zをr偶の

部分集合′1, ′2･-, ∫rに分割する･同じく, p台の処理装置もp/r台づつのr群に分け,

第i処理褒置掛こ対してZiを当り当てる.以降,各)iは共有記憶装置上の独立しT=領域(こ

格納され,第i処理装置群によってのみ処理される.まT=,各It･の要素の個数の均衡が保T=

-

113
-



れるように注意しながら計算を行なう.

(ii)各処理装置で処理される部分問題(pi)のレベルがある値をこえT=ら, piの子孫は1'GC加

えず, piを処理しT:処理装置の専用記憶装置申に置き,以後,この処理装置でPL'から生成さ

れる全ての部分問題の処理を行なう.

しT=が一って,本研究の今後の課題としては,

(i)共有記憶装置をめぐる競合の程度の解析と,上記の対策の有効さの検討,

(ii)処理装置の同期に関する仮定6.4をゆるめ,各部分問題の処理に要する計算時間が,部分

問題ごとに異なる場合についての,システムの動作の解析,

などが考えられる.
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第7章 必要な記憶容量を自由に制御できる

Branch-and-Bound法のサーチ･ストラテジ

?.1ま え が き

-Branch-aI]d-8ound法は, DP(Dynamic Progra皿ing )とともに,組合せ論阿問題

の一般阿解畠の一つとして,多くの分野Gこ適用されてきT=.

効率附なBraDCh-and-Soul)dアルゴリズムを設計するT=めには,次の3つの問題点に対す

る方策を明らかにする必要がある.

(i)与えられT=部分問題をどのように部分問題に分割するか.

(ii)部分問題に対する目的関数の下界をどのようにして求めるか.

(iii)与えられT=問超を分割して得られT=,未解決な部分問題の中から,次に処理すべき部分問

題をどのようにして選択するか.

これらの3つの問題点のうら, (i)およぴ(ii)Gこついては,第2章および第4章で詳しく述べT=.

本章では, dii)の問題点について述べる.

BraDCh-ar)d-BouDdアルゴリズムで,与えられT=問題を分割して得られT=未解決な部分問

題0)中から,次に処理すべき部分問題を選択する手続きは,サーチ関数とよばれる.Brat)ch-

and-B.uI)d アルゴリズムで従来伺いられてきT=代表的なサーチ関数は,次の4つである.

(i) Depth-Firsもサーチ関数

(ii) BesいBouI】dサーチ関数

(t'n Heuriticサーチ関数

～ Breadtll-Firstサーチ関数

k
一値をとるn偶の変数によって記述される組合せ最適化問題を,

Branch-a刀d-BouDdア

ルゴリズムで解く場合,アルゴリズム中で保持される未解決な部分問題の個数の上限は,用い

られるサーチ関数の種類によって,次のように変化する.まず, DepthrFirstサーチ関数を

用いT:場合には,上記の上限は(A-1)×n+1である.まT=, Best-BouI]d, Ee))risもic,

Breadth-Firsもの各サーチ関数を用いT=場合には,上記の上限はkn である.

よって,後者の3つのサーチ関数を用いT:場合には,計算機の記憶容量の不足P)T=めに,大規

模な問題を解くことが困難である場合が多い.一方, Depth-Firstサーチ関数を用いT=塊合

には,アルゴリズムの実現に必要な記憶容量は最小となるが,強力な評価関数が得られない場
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合には,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数が非常に多くなり,そのT=めにぼう大な

計算時間が必_要となる可能性がある.

そこで,必要な記憶容量が制御でき,かつ,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数が,

Depth-FirsもサーチB9数を用いT-場合よりも削減され畠サーチ関数を開発することが必要と

なる･落木によって提案されT=Dep=--サーチ踊射ち3)を用い'=場合･アルゴリズムの実現

に必要な記憶容量は, mをパラメータとして, o(nm)である.しかも,この場合,アルゴリ

ズム中で処理される部分問題の個数は,その下界-漸近するという性質があるので,上記の日

田は,ある程度みT:される.しかし,与えられT=記憶容量を効率良く使用できるようにmの値

を決定するT:めGこは,剛ゝれる問題に対する経験的な知識が必要である(2)ので,必要な記憶容

量を完全に制御することは困難である.

本草では,必要な記憶容量を自由に制御できる, 2つのサーチ朗数を提案し,これらの関数

の性質を明らかにする.さらに,これらの関数を用いT=場合の,アルゴリズムの効率を調べる

T=めの実験の結果について述べる.

以下,初めに, 7.2では,以下の議論のT:めに必要な,いくつかの定義を与え,まT=,記法を

示す.次に, 7.3では, Branch-and-BouDdアルゴリズムを記述する.次iこ, 7,Aでは,従

来用いられてきT:サーチ関数のいくつかの性質とそれらの問題点について述べる.次に, 7.5

では,必要な記憶容量を自由に制御できる2つのサーチ関数を提案し,さらに, 7.6では,こ

れらのサーチ関数の性質を明らかにする.最後に, 7.7では,これらのサーチ関数を用いT:堤

合の,アルゴリズム中で処理される部分問題の個数,およぴ,アルゴリズムの計算時間を調べ

るT=めに行なっT=実験の結果について述べる.

7.2 議定養および記法

この節では,以下で述べる手続きおよぴアルゴリズムのT=めの,定義および記法を与える.

以下では, k値をとるn個の変数によって記述される最小化問題po を考える.まず最小

化問題poを解くアルゴリズムAを,次の6項組で定義する･(4)

.A
仝 <B, L, 8, b, h, ∫> (7.1)

ここに, 』の各顔成要素は次のようである.

B-(V,
E )杏,問題p.が分割される過程を表わ1,節点Poを根とする深さnのk

進木とする.ここに, Vは木Bの節点の集合を,まT=Eは枝の集合とする.

vの各要素piを,問題po を何回か分割して得られる部分問題piに対応づける.まT=,Pi,

-
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i,jをVの要素とする時, Eの要素(pi, Pj)は,部分問題pjが部分問題piを直接分割して得

られる部分問砧の一つであることを現わす.*

L,杏,木Bの東節点の菓合とする. Lは,値が割り当てられていない変数を腸に含まない部

分問題,および制約条件を満T:さない部分問題からなる.

吉i7j分間題pL ∈V,のレベルを, poからplに至る伎の個数によって定義する･まTこ,その位を

e(p,)で現わす.

k;(Pi)香,部分問題p,の最適解の値を与える指数とする.すなわら, z.(pi)を次式で与

える.

z(Pi)
_4

piの日田関数の値**; ifPi∈1J

mi刀(Z(Pj)
I (pi,Pj)∈E) ; if pi∈L

b(Pi)香, z(pi)の下界を与える関数とする.*

T=だし, Bg数eは,次式を満足すると仮定する.

b(Pi) -Z(Pi) if pi E L

b(Pi) ≦_b(l'j) for (Pi,Pノ)∈E

(7.2)

(7.3 )

(7.4)

jLを, Vから実数の上-の写像とする. hは,ヒュ-リステック関数と呼ばれる.以下では,

んに関して次式が成り立つと仮定する.

h(Pi)キ h(T'}) if i ≒] (7.5)

∫在,未解決な讃5分間題の栗合の中から,アルゴリズムノ1で次に処理すべき部分問題を選択

する日数とする.以下では, ∫をサーチBEi数と呼ぶ.

Branch-ar)d-Bout)d法で従来用いられてきT=代表的なサーチ指数は,次の4つである.

(i) Deptll-Firstサーチ関数 5D

(ii) Best-BouI]dサーチ関数 s
BB

(iii)蝕t"itli8iせ--チ幽数 sf_I

M Breadtll-Firstサーチ関数: ∫Bl√

以下では, I三Vを,アルゴリズムAの実行途中のある時点での,未解決な部分問題の集合

とする.まT:, Lh(I)香,集合1中で,関数hの値をfF&小にする要素を値とする日数とする.

このとき,上記の4つのサーチ朗教は,それぞれ,以下のように定義される.

辛 )部分問題の分割は,部分問題中(こ含まれる変数ほ値を割り当てることによって行なわれるとする

**) 部分問題Piが制約条(fFを満たさない時には,Z(Pi)-(刀 , b(Pi)-ct,と定義する

-
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)サーチf娼数∫D :

∠)=A(J'l i /'L∈/,

[J(/,I)=-｡Iaエ( P(I,])1pノ∈1 i )
(7･6)

:義するとき, ∫1〕(/)を次式で与える.

･D(I)仝Lh((Piipi∈D,
(7.7 )

b(Pi)-lllin (b(I'i)ipノ∈D)))

)サーチ指数∫BB:

サーチ朗数∫BBを次式で定義する.

･BB(1) -A Lh((PiEpi∈I,

b(Pi)
-皿ir'(b(Pj)Ipj∈1)))

サーチ月数∫fl

サーチ組数∫t(を次式で定義する.

∫_a(∫)仝Lム(_∫)

･サーチ関数∫BF :

D′仝(pIIpi ∈ 1,

e(pi)-fnin (e(Pj)lpj∈1 ))

義するとき, ∫BF(∫)を次式で与える.

sBF (∫)仝Lh((Pilpi ∈ r)′,

b(Pi)-mill(b(Pj)い)j ∈D′ )))

(7.8 )

(7.9 )

(7.10 )

(7.ll )

Branch-and-Boundアルゴリズム

の節では,前節の定義および記法を用いて, Branch-aI〕d-Boundアルゴリズムを一役刑に

する･以下では,与えられT:最小化問題poの全ての萄導解を

び,最適解の一つを求めるアルゴリズムALqを与える.

Aa ,

アルゴリズム7,1 〕 (アルゴリズムAa )

:最小化問題po

: po の全ての最適解ⅩoptJ ;

Ⅹopt･に対する目的E'娼数の値Zopt ;

T:だし, pが制約条件を満足する可能解を持Tこない時には, Ⅹopt
-♂,

Zopt--が

-
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出力される;

記法: I

-C:_T,'をアルゴリズムの実行途中で生成されT:未解決な部分問感の集合とする;

方法:

Li【,ep
i : 〔初期設定二〕

1<-(Po),
Ⅹopt-P(, Zopも-じ亡とする;

Step 2へ;

Step2 : 〔部分問題の選択〕

(i) I-〆ならば, Step7-;

(ii) 1≒〆ならば, pl -∫(1), 1く-1-(Pl)として, Step3へ;

Sもep3 : 〔部分問題の評価〕

(i) pi ∈ Lならば, Step6-;

(I'i) pi毎Lならば, Step4-;

step4 : 〔目的顔数の下界による枝刈り〕

(i) b(Pi) >Zoptならば, step2-;

(ii) b(Pi) ≦Zoptならば, step5へ;

Step5 : 〔部分問題の分割〕

piを分割して得られるk偶の部分問題を, piュ,Pi2,-,PLkとする;

J-/∪(Pit,Pi2,･･･,Pz'k )として, Step2へ;

SLep6 : 〔最適辞の候補の更新〕

Fi ⊂=

1 ; if z(Pi) > Zopも

1U(Pi); if z(Pi) -Zopt

(pi) ; if 7J(Pi) <Zopt

zopt-min(i(Pi), Zopt)

として, Step2へ;

Step7 :〔アルゴリズム終了〕

停止.

/,の最適解の一つを求めるアルゴリズムは;次のように与えられる■

〔アルゴリズム7.2 〕 (アルゴリズムAs )

入力:最小化問題po ;

-
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出力: I'〔, 0)巌通解の一つ Xopt;

xot'Lに対する日田指数の憤Zopも･,

T=だし, P.が制約条件を満足する可能解を持T=ない時には, Xopt-入(null),

ZopL
-(℃･が出力される;

記法: f三L'をアルゴリズムの実行途中で生成されTこ未解決な認分間虐の集合とする;

方法:

Stepl :〔初期設定〕

1-(Po), Ⅹopt-一入, zopt･-(/-iとする;Step2-;

Step2 : 〔部分問題の選択〕

(i) I-P(ならば, step7-;

(ii) IキP(ならば, pi -5(1), i-I-(Pi)として, Steps-;

Stef･3 :し部分問題の評価〕

(i) pi ∈ Lならば, Step6-;

(ii) pi転Lならば, step4-;

Step4 : 〔目附関数0)下界による枝刈り〕

(i) b(Pi) ≧Zopもならば, Step2-;

(ii) b(Pi) <Zoptならば, SteP5へ;

Step5 : 〔部分問題の分割〕

piを分割して得られるkL固の部分問題を, PL'1, Pi2,･-, Pik とする;

I-IU(Pit,Pi2･-･,P=-A )として, Step2へ;

Step6 : 〔最適解の候補の更新〕

I-i:i ;:
z(Pi)>Zopt,

i(Pi) <Zopt,

Zopt -Lr)ir'(z(Pi),
Zopt)

,

として, Step2へ;

Step7 :〔アルゴリズム終了〕

停止.

ヽ

アルゴリズム7.1とアルゴリズム7.2の相異は, Stepl, Step3およぴStep6である.

れらの点を除いて,両アルゴリズムの各Stepは同一である.

-
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7.4 従来のサーチ関数の性質とその問題点

この節では, 7.2節で定義されTこ, BrarlCh-and-Bound法の代表粥な4つのサーチ臼敬の

性質とその問題点を明らかにする.以下では,サーチ娼教∫を用いるBrar)ch-and-Bout)dア

ルゴリズムAをA(∫)で表わす.

7_4.1 アルゴリズムの計算時間

アルゴリズムAa(As)の各Stepの1回当りの計算時問は,処増される部分問題によらず,

それぞれ一定であると仮定する.まT=,･アルゴリズムのStep3の1回当りの計算時間は,他

のStepの1回当りの計算時間と比較して十分大きいと仮定する.

アルゴリズムAで問題po を解くときに,アルゴリズムのStep3で処理される部分問題の

個数をT(A)で表わす.上記の仮定のもとでは,アルゴリズムAの計算時間は, t香p.のみ

に依存する定数として, iXT(A)で与えられる.よって,以下では,アルゴリズムAの計算

時間をT(A)`こよって評価することにする.

Branch-ar'd-Bour'dアルゴリズムでは, T(A)の値は,一一般に,解かれる問題po の性質に

強く依存するT=め,その厳密な理論日勺評価は困難である.

ここでは, T(A(I))について,次の点についてだけ述べる.

まず,集合Kaおよびtl'sを次式で定義する.

Ea 仝(Pilpl ∈ T', b(PLl)≦z(Po))

Ks 仝(pI-ipl ∈ V, b(Pl)<z(P.))

この時,以下の関係が成り立つことは容易に知られる.

T(Aa(∫))> lKal for all ∫

T(As(∫))≧ lEsi for all ∫

T(Aa(∫BB)) - Et(ai

(7.12 )

(7.13 )

(7.14)

(7.15)

(7.16)

式( 7.1 4 )および式( 7.I 6 )より次のことが期られる.すなわち,全ての最適辞を求め

る場合,アルゴリズムAでBesいBoundサーチ国数5BB を用いT:時に, Step3で処理される

部分問題の個教は,他のサーチ関数を用いT=時にStep 3で処理される部分問題の個数0)下限

を与える.よって, BesいBour'dサーチ関数は,全ての最適解を求める場合には,計算時間

(T(良))に関して畢適である.

7.4.2 必要な記憶容量

ァノレゴリズムA(I)を襲現するT:めに必要な記憶容量を,アルゴリズムの実行途中での,末
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郎央な部分跡題の集合の要素の個殻i / iの最大値で定義し,この値をS(A(∫))によって麦

)丁ことにする.

f'zTサーチi月敬を絹いTこ時のS(A(I))の値にBiEjして以下のことが知られる.

s(/1(i))くkn for ∫-∫BB, ∫l-I, 5BF

S(A(∫l〕))く(A-1)･n+1

(7.17 )

(7.18)

読( 7. i 7 )の右辺は,木Bが完全木である場合のBの貞節点の集合Lの要素の個数を表わ

/ている.まT=式(
7.1 8 )の右辺は,木Bが完全木である場合のBの根po から任意の東節

･IPiに至るパス.'

Po -PL'o,Pi上,･･･,Pin =Pl (7.19)

?考えT=時の, Plo, Pil,･･･, Pi(n-1)の子節点の集合から,菓合( pit,`Pi2,･･･, Pi(n-1) )

?除いて得られる集合1E.の要素の個数を表わしている.すなわち,

が(j)

=Al(pklpk∈Ii,
e(Pk)-i )隻

,'jf毒すると,次式を得る.

N(j) -

0 ; if ノ=O

k-1 ', if 1_くj5in-1

k ; if j-73

って,次式が成り立つ.

i)ii-豊 N(i)
ノ-l

- (A-1)×(n-1)+k

- (k-1)X n + l

(7.20)

(7.21 )

(7.22 )

式(7･17 ),式(7.18)より,以下のことが知られる. Depth-FirstサーチBg数sDを

いるアルゴリズムAで問題p.を解く場合に必要な記憶容量は, 0(kX71)である.
-一方,

esいBour)dサーチ韻数5BB,王Ieuristicサーチ韻数SH ,およびBreadth-Firstサーチ閑

∫BFを用いT=場合に必要な記憶容量は,ともに0(kn)である.よって, sD以外のこれらの

-チ関数を用いて大規模な問題を解く場合には,ばう大な記憶容量を必要とする.

以上の瑠由から,大規模な組合せ論附最適化問題をBranch-alld-BouDdアルゴリズムで解

時には,ほとんどの場合,サーチ関数として∫r)が用いられている.

記憶容量の不足の問題を解決する1つの方法として,茨木によってDepth-あサーチが提案

れている.(2･3)

このサーチ関数は, 5I)と∫fIとの中間的な性質を持ち,パラメータ馳の値を1としT=場合

はsL)と,まT=, m≧knの場合にはsf【とそれぞれ等価である･まT:,
Depth-"lサーチ

-
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;iJ川いTこ時に必要な記憶容量は()(77′′l)であるので,このサーチ指数を用いることによって記

臆'zJ_i,ff≧0)不足の問題はr=jri5分附には穏和される.

しかしながら,与えられT:記億領域を有効に使用できるようにパラメータmの値を決定する

Tこめ'Itは,解かれる問盛のクラスに対する経験附な知識が必要である.よって, Depth-mサ

ーチを用いT=としても,記億容量の不足の問題は完全には解決されT=とはいえない.

次節では,必要な記億容量を自由に制御できる, 2つのサ-チ関数について述べる.

ワ. 5 必要な記憶容量を目由に制御できるサーチ関数

この節では,アルゴ,リズムを実現するT=めに必要な記億容量を自由に制御できる, 2つのサ

-チ関数, pdfsおよびslimを提案する.

?.5_1 サーチ関数pdfs

第6章で述べT=,並列形Bral】Ch-and-BourldアルゴリズムPDFAでは,処理装置の台数を

pとすると,アルゴリズムの実現に必要な記憶容量は0(pXkX72)であることが知られてい

る･しかも, p台の処理装置を持つ7.ルチプロセッサ･システムでP工)FAによって問題を解く

時0-)計算時間が, pの値を適当にえらべばp-1の場合の計算時間の1/.p以下になることは,

6章で示しT:.

以~~Fに述べるサーチ幽数pdfs(parallel deptll-first search )を用いるアルゴリズム

は,
p台の処理装置を持つマルチプロセッサ･システムの上でPDFAによって問題が解かれる

過程を,逐次附な処理装置の上で模倣する.

〔手続き7.1 〕 (サ-チ調教pdfs)

入力:未解決な部分問題の集合1 ;

出力:pi* ∈ 1 ;

記法: QをFIFOキュ-とする. Qの最後にPiを追加する廉作をQ<=Piで表わす.まT=,

Qの先頭から要素をl個取り出しJ'iに代入する凍作をpi <-Qで表わす. Qは,アルゴ

リズムの初期設定(アルゴリズムAのStepl )でp(に初期化されているとする.まだ,

pを()の長さの上限を与えるパラメータとする.

方法:

Stepl : 〔Qが空か否かの判定〕

ノ′ 一丁 とする.
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(J') (2-R(ならば, step2-;

(ill) Q≒〆ならば, step3-;

step2:〔Qの生成〕

q･lnin(Ⅰ', II′l)とする;

J一-1,2･ ･-･qについて,

pi ←- ∫D(I′ ), I′-IL(pi),

Q<-Pi ,

を実行する;SLep3へ;

Step3 : 〔部分問題の決定〕

pl*<-Q とする;手続き終了

'.5.2 サーチ関数slim

以下に示すサーチ関数は,未解決な部分問題の集合Iの各レベルに属す要素の個数を与えら

.TこパラメータW以下に抑えることによって,いlの最大値が常にW
Xn以下に保T=れるよ

に, Iの要素を選択する.

まず, Iのレベルjに属す部分問題の集合I(i)とする.すなわち,

)(j)仝(pilpi ∈Z,e(Pi)-i)

T:, I(})の要素の個数をN(j)とする.すなわち,

N(j)仝l)(i)l

サーチ国数sliEn(space limited search )杏,以下のように与える.

(7.23)

〔手続き7･2〕(サーチ関数苧Iim)

し力:未解決な部分問題の集合I ;

*

tJ力:pi ∈ I

I.汰:wを,この事続きによって選ばれる部分問竜piを分割して得られるk偶の部分問超を

Iに加えT=後での, )の各レベルに属する要素の個数の上限を表わすパラメータとする.

■法:

Stepl : 〔初期設定〕

ノ′-∫とする; Step2へ;

Step2 : 〔部分問題の選択〕

pi - SBB(J′) ; jー･ e(Pi) ;

-
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1.′-1′-(Pi)とする;

(i)が(i+1)< w-kならば, SLep3-;

(ii) N(j+1)> ze'-kならば, stノeP2-;

Sf,eps :し手続き終Ij'〕

pi*.--∫,′とする;手続き終〕′.

7. 6 サーチ関数pdfsおよぴslimの性質

この節では,前節で定義されT=2つのサーチEu数pdfsおよぴsli皿の性質と,これらのサ

ーチ関数を用いるアルゴリズムを実現するTこめに必要な記憶容量などについて考察する.

7.6.1 pdfsの性質

サーチ関数pdfsに関して,次の定理が成り立つ.

〔定理7.1 〕

(i) p-1のとき, pdfsは,サーチ関数∫D と等価である.

(ij) p->kn のとき, pdfsは,サーチ関数∫BF と等価である.

〔証明〕 定理7.1の証明は,付録6(1)に示す.

上記の定理により, pが1<p<kn では,
pdfsはr)epth-1Firstサーチ関数とBreadth

Firsもサーチ関数との中間的な性質を持つと考えられる.

すでに,第6章で述べT:ように, PI)FAに幽しては,処理の並列化による加速効果によって,

pを適当にえらべば,アルゴリズムの計算量が, p-1の場合よりも減少することが明らかに

されている.よって,アルゴリズム7･1およびアルゴリズム7.2で,サーチ肖数としてpdfs

を用いT=場合のアルゴリズムの計算時間は,パラメータpの値を適当.にえらべばp-1の場合

よりも短縮されると考えられる.

まT:, pdfsを用いT:時'vc,ア!レゴリズムの実現に必要な記憶容量に如しては, P工)FAの場

合と同様に,次の定理が成り立つ.

〔定至巨7.2 〕

アルゴリズム7.1およびアルゴリズム7.2において,サーチ関数としてpdfsを用いT=時の,アル

ゴリズムの実行途中で生成される未解決な部分問題の集合の要素の個数llLは;次式を満足する.

-
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篭I iくf'×( ( A-1 )>く/,i+1 ) (7.23)

定躍7,2は,第6草0)定B王-16.1と同様にして証明されるので,証明は省略する.

定理7.2より, pdfsで, pの億を変化させることにより,アルゴリズムを実現するT:めに必

普な記憶奄一義が自EElに制'6qlできることが知られる.

7.6.2
_slimの性質

Jを,アルゴリズムの実行途中の未解決な部分問題の集合とする.まT=, )0)要素の中で,レ

ベルiほ屈する部分問題の笑合を1(i)とする.

さら'Jt,集合sを次式で与える.

s-O(i Io<L･<n, IG.)キ〆, (I(i+1)l<w-A) (7.26 )

まT=, 1G.)≒〆をみT=すiの巌大値および最小値を,それぞれL'Lr.aX, E-minとする.

このとき,サーチ関数s)imに娼して,次の定理が成()立つ.

〔定:嘩7.3 〕

(i) a-kのとき,

i毎s for i皿ill<∀l<lfnaX

であれば,

sli皿(∫ )=∫D (∫)

が成り立つ.

(ii) w之kn +kならば,

slim(I)-∫BB(I) for 寸I三V

が成り立つ.

〔証明〕 定理7.3の証明は,付録6(2)に示す.

(7.27)

(7.28)

(7.29)

定揮7.3より,サーチ関数slimは, A_<.zu<kn +kの時, Depth-Firstサーチ関数と

Best-BoundサーチBg数と0')中間刑な性質を持つと考えられる.よって,パラメータzuの値を

二曽すことにより,サーチ田数slimを伺いるBraDCh-and-Bouljdアルゴリズムの計算時問は,

Best-Boundサ-チを用いる場合の計算時問に漸近してゆくと考えられる.

-
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7.-1.1で述べTニように,全ての最適学を求めるアルゴリズムAaでは, Best-8our)dサ-チ

･'fI=いることによって計算時間が巌小化される.よって, ze/の値が増すの･;CしT:がって,アル

ゴリI7:ムのL汁算時間は減少すると考えられる.

まT∴ サ-チ日数slimを用いる時に,アルゴリズムの実現に必要な記憶容量にBgしては,次

のIi:i7i:1が成り立つ.

､∴主.理7.
4 ｣

アルゴリズム7.1およびアルゴリズム7.2でサーチ関数としてslimを用いT=時o),アルゴリ

ズムの実行途中で生成される未解決な瓢分間冠の集合の要素の個数i l暮は,次式を満足する.

I I i≦wxn

こ証明〕 J定理7.4の証明は付錨6(3)に示す.

(7.30 )

定理7.4より, sli皿を用いT:時もまT=, -WO)値を変化させることにより,アルゴリズムの

実現に必要な記億容量を自由に制御できることが判られる.

ワ.7 実験および結果

この節では,サーチ関数pdfaおよびsliEnを用いるBramh-and-Bouコdアルゴリズムの

計算時間を実験をとおして測定し,前節で述べT=アルゴリズムの計算時問に関する予備考察の

結果と比較する.

?.?.1 問題の作製方法

実験に用いられT=問題は,以下に示すパラメータを変えながら,計算機の一様乱敬を用いて

発生されアニ最小被麿問題である.

(i)問題'lC含まれる変数の個数n.

(ii)制約条件の個数∫.

(iii)･-つの制約条件中∈こ含まれる変数の個数の分布範盛∂.ここに,
a-仁a, b〕0)とき, -一

条件当りの変数の個数が,区間〔a, b〕で-一一様に分布するように,変数の個数を定める.

以下の実験では,
.7Z-30;

∫-30;8-〔4,8〕, 〔7, 11〕, 〔10. 14〕, 〔13,17〕の4種

類各20問題を対象としT=.

-
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?.7.2 実験方法および結果

上で述べT=方法を用いて発生されT=最小被段間超を,アルゴリズム7.2のサーチ関数として

緋il('f'dfs, sli皿を用いてそれぞれ解かせ,アルゴリズム中で処理されT=部分問題の個数(∵ア

ルゴリズム7.2のStep3の実行回数),およぴ,アルゴリズムを実行するのに要しT=計算時

i.'j(Cl'tTu引Bj)をそれぞれ測定しT:. T=だし,この実験では,最適解の1つだけを求めるこ

土;CしT=.

以卜でほ,アルゴリズム7.2のサーチ 朗教としてpdfsおよびsli皿を用いT=時に,アルゴ

)ズム中で処理されT=部分問題の個数の20問題についての平均値をそれぞれTp ,
T で,
S

まTこ,アルゴt)ズムを実行するのに要しT=計算時間(CPU時間)の平均値をそれぞれCp,

コs で表わす.

図7･1にTp, Tsの値を示す･まT=･図7･2にCp, Csの値を示す･両図より,以下の

ことが/mられる.

I)サー-数pdfsを用いT=場合,パラメ｣々pの値に対するTp, Cpの値は,はば下に

t]である･すなわち, pの値･の増加に伴いTp, Cpの値は,いっT=ん減少し,次に増加する

;];向がみられる.これは, 7.6･1で述べT=, pdfsを用いるアルゴリズムの計算時間について

)予備考察の結果と一致する.

i)サーチBg数としてslimを用いT=場合, Ts
, Csの値は,パラメータwの値の増加に伴

Eって単調-に減少し,その下限(式(7.15)のIKslの値)に漸近する.

I.れも,まT=, 7.6.2で述べT:sliLnを用いるアルゴリズムの計算時間についての予備考察の

与果と一致する.

i)パラメータpおよぴzvの値が等しい場合*,すなわら,はば同一の記億容畠が与えられT=

f･ pおよびwの値が比較附小さい場合には, Tpの値はTs の憤よりも小さくなる憤向があ

･･逆に, pおよぴzuの値が十分大きい場合には, Tpの値はTsの値よりも大きくなる･

′)パラメータpとzuの値が等しくかつ, pとwの値がともに比較阿小さい場合, T=とえば,

ヨ7･2でp, w≦64では･ Cpの値はCsの値よりも小さい･
･l'･t/9Gこ,

p, ze'の値が比較的大

い場合には, T=とえば, p, ze'>128では, Cpの値はCsの値よりも大きくなる傾向があ

I+

k) 7･6節で示したよう‡こ,アルゴリズムの実行途中での1 1 1の値の上掛まq pdfsを用いT=場合,

px((k1-1)×n+l).まT:sli皿を用いT=場合,wxnである.よって,A-2の時,nが十分大
きければ,両者の値ははば等しい

-
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1 2 4 8 1ら 52 6J 12S 256 512 1O24 乙og u

乙og p

slifr)およびpdfsLO)パラメータ

図7.2 slimおよぴpdfsを用いるアルゴリズムの計算時聞

♂
:一条件当りの変数の個数の分布範囲

v) pdfaでパラメータpの値を遺跡こえらぶことにより,
Tp,Cpの値は, p=1の場合と

土較して,削減(短縮)できる.

vD sli皿でパラメ-タwの値が十分大きいとき,すなわち,十分な記儀容量が与えられれば,

rs,csの憤は, w-kの場合と比較してかなり削減(短縮)される･

以上の結果より, Brancムーa｡d-BouDdアルゴリズムで伺いられるサーチ娼敢としては,便
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iをj=川ヒ/:f[…己億計追が比較粥少ない場合にはpdfsが,まT:,十分に多い記憶容量が与えられT=

,{/i,i,-;｢にE,:isli｡】が,それぞれ適していると結論される･

7.7.3 考 察

先に示L,T=図7.1および図7.2で,パラメータpおよぴzeJの厄が等しい時, Ts <Tpであ

るにもかかわらず, Cs >Cpとなる場合が多く存在する.この現象は, 1部分問題当りのア

ルゴリズムの計算時間(Cp/TpおよぴCs/Ts)が,用いられるサーチ関数によって異なるこ

とに起凶している.

Braf,Ch-aI)d-BouI}dアルゴリズムで用いられるしゅじゅのサーチ関数は,いずれも,未

解決な部分問題の集合1の中から1つの要素を選択する.よって,このJを計算機の記憶装

置の上で,どのような形で記憶し,かつ, Jの中からどのようにして部分問題を選択するか

が,サーチBg数自体の計算時間に大きな影響を及ばす.よく知られているように, Depth-

Firstサーチ曲数およびBreadth-Firstサーチ醒数は,それぞれLIFOスタック および

FIFOキュ-を伺いることによって実現される.(8)一一方,これら以外のサーチ関数を実現す

るT=めに用いられる方法は】多くの場合, Iを順序乗合として取り扱い,その最小元をサー

チga数の値とする方法である.

この節で示しT=実験では,サーチ関数pdfs, slimをそれぞれ以下のようにして実現しT:･

まず, pdfsでは, Iの各レベルに属する要素からなる部分集合を,それぞれ,リンク付

き･)ストとして実現しT=.ここに,リンク付きリスト申の要素は,･日田弟数の下界の値の小

さい頓にならべられる.まT:, pdfsの値は,空でない最大のレベルを持つリストの先頭の

要素とする.まT:, I中に要素を加える時には,その要素の属するレベルぎこ対するリンク付

きリストの中に,そのリストの各要素がbの値が増大する偶にならぶように挿入する.よっ

て, /から要素を1つとy')出す顔作は定数時間で実行できる.まTこ, Iに要素を1個追加す

るのに必要な計算時間は, 0(kXp)である.*

次に, sli皿では, IなbalaDGed tree(6)として実現L/T=. T=だし, slifl.の値を計算

するT=めには> 手続き7.2のStep2でN(j･1)≦ZU-kを満足する要素がみつかるまで,

Iの要素を噸に調べる必要がある.そこで, balanced treeの各節点に,順序集合I申の

一つ前の要素と一一つ後の要素を指すリンクを設け,上記の虎作が容易に実行できるようにしT=･

辛)各リンク付きリストの要素の個数はkx pをこえ争ことはない.

-
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/をこ0)i:うな両方向リンクのついT=bala山Ced treeとして実.現することにより, Iへの

I:>i:-如〕追加は()(log2lli
)で実行することができる･一方, Iを単なる線形リスト又は両方

E(Tjリストとして実現しT=LIi･合には, ()(I/i)の計算時問が必要である.まT=, IからII'〔j+1)

i:1ILTeJ-kをみrこす療小の要素を取り出すのに必要な計算時間は, 1を上記のようなデータ構造

I:e憎いて実現しTこ場合も,リンク付きリストとして実現しT=場合も,ともほ0(il阜)である.

.〔って,上記のデータ構造は,
I-の要素の追加の容易さの点で単純なリンク付きリスト構造

1りもすぐれている.

7. 8 む す び

本草では,必要な記憶容量を自由に制御できる, 2つのサーチ綿致pdfsおよびs】ifnを提

I.<:し,これらの絹歎の性質を明らかにしT=.

これらのサーチ関数を伺いT=場合,従来最も良く使われてきT=サーチ弱敬の1つであるDepth

Firstサーチ幽教と比較して,国数自体の計算時間が増加することは避けられない.しかし,

二れらのサーチ関数を用いることにより,アルゴリズム申で処理される部分問題の個数は,堤

きによりかなり削減される.

よって,これらのサーチBg数は, 1部分問題当りの計算時間が サ-チ関数の計算時問と比

交して十分に大きい場合には特に有効である.さらに,使用可能な記憶容量が比較酌少ない場合

まpdfsが,まT=,使用可能な記憶容量が十分多い場合にはslimがそれぞれ適している･

まT:,サーチ関数sli皿では,未解決な部分問題の集合Iの各レベルに属する要素の個数を

一律ほ定数･zL)以下に制限している.この制限をより一般化して,要素o)個数の上限を各レベル
n

ごとにwiとしT=場合には, i 1 iの値の上限は∑ze)L-となることば明らかである.このように
i-1

/て一般化されT=slifnを用いT:場合のアルゴリズムの効率の検討は,今後の課題である.

まT:,太章で提案きれT=サーチ関数を用いT:場合と, Tことえば,茨木によって撞案されT=

)epth
-1'lサーチBg数などを用いT=場合の,アルゴリズムの効率の比較も今後の課題である･

なお,本章で示しT=実敵には,名古屋大学大型計算耗センターのFACOユ′Ⅰ230/75が用いら

tT=.まT=,実験に伺いられT:アルゴリズムはFORTRilN Ⅳ+Jで記述されT=.
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第8章 あ と が き

本論文では,整数計画問題の組合せ論rJTJ解法を構成するT:めに必要な,さまざまな問題点を,

いろいろな角質から検討し,それらに対する方策を明らかにしてきTこ.すなわら,第2章およ

び第4看では,擬似ブー)i,計画LT;のアルゴリズムで用いられる,いくつかの評価娼教を提案し,

それらについての確論耶考察を行ない,さらに,アルゴリズムを実現して,その効率を実験阿

に調べTこ.まT:,第3章で(i,擬似ブ-ル[i-I痢関越を記述する擬似プール関数およびブー)i,組

数を,計算残内部で効率附に表現する方法,および,ハッシングの技法を用いTこ高速の数式処

理アルゴリズムを導いT:.また,第5章では,第4章までで得られT:,汎用の擬似ブール計画

法のアルゴリズムを問題向きに修正することによって,最小被覆問題を効率良く解くアルゴT)

ズムが構成できることを示しT:.

次に,第6草では,将来の計算機システムの発展の-つの形態である,マルチプロセッサ･

システムに着目し,マルチプロセッサ･システムに適しT=, 8rarwh-a刀d-BouI】dアルゴリズ

ムの構成fj一法とその性質を明らかにしT=.さらに,
,マルチプロセッサ･システムの処理装置の

台数の増加が,アルゴリズムの計算時簡に及ばす影響について,シミュレーションの結果にも

とづいて考察を行なってきT;.

最後に第7章では, Brat)Ch-and-Bout)dアルゴリズムの実現に必要な記憶容量について考

察し,必要な記憶容壷を自由に制御できる, 2つのサーチ国教を提案しT;.さらに,これらの

サーチ弱数を用いるアルゴリズムの計妄-ii時間にEuTる予商号察o)結果を,実験結果と比較しTこ.

本論文で未解決のまま残されT=問題点,および今後o)研究課題については,各章ごとにまと

めに記しT=.以IFでは,本論文全体をL,めくくる意味で,今後の研究の方向として,特に重要

と思われる点について畷観することにする.

(1)本論文では, 0
--1計画問題o〕-一般的定式化の1つとして,殿似ブール計画法について考

察してきT:.本論文で定式化されT=,療似ブール計画法のアルゴリズムでは,制約条件がブー

ル関数の形で与えられている.不等式条件によって与えられる制約条件を,ブール制約条件に

変換するTこめには,一般には,かなり0)計算量を必要とする.しTこがって,与えられる問題の

形式によっては,不等式条件o)まま処嘩を行なっT:方が良い場合もあると考えられる.

制約条件が不等式まTこは等式で与えられる問題に対する効率附解法を明らかにするのは,今

後の課題のlつであるが,これは,第4章に示しTこアルゴリズムをもとにして,比較刑容易に

実現されると考えられる.
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(1,)イL･表文で示しT=整放t;-I画法0)アルゴリズムは,いずれも,最適辞の一つまT=は全部を出力

丁る. ()三It一重j[r)見地からは,段通解に準ずる可能解(華厳通解)が求められれば十分である場合

+u

-i:)いとLf,･えられる.(4)

準.t【‥三通:AfJ5,'gを求める場合には,次の2通りの異なる要請が考えられる.

い 準i良風蝉を得るまでに要する計算時間がある範曲以下であること.

(!i)準iti通解による目関田数の値と,最適解による日嗣ga数の値との差が,相対的あるいは絶

k寸乙円に,ある範幽内にあること.

準i設題解を得るアルゴリズムの構成に関しては,いくつかの方法が考えられるが,本論文の

昇7章で示しT:2つのサーチ関数のいずれを用いても, (i)の要請を満T:すアルゴリズムは容易

に偶成できると考えられる.これらのサーチ関数を用いて準最適辞を得るアルゴリズムを構成

すること,およぴ,その効率について検討することは,今後の課題である.

(:3)本論文で示しT:整数計画法のアルゴリズムは,第5章の最小被療問題の解法を除いて,い

ずれも,いわば汎用の解法である.これらのアルゴリズムを基礎とすれば,対象とする問題の

性質を利用することによって,第5章で示しT=ような,問題向きの効率的解法が得られると期

待される.最小被顧問題以外の組合せ問題に対する問題向きアルゴリズムの構成と,従来の解

法との効率の比較は,今後の課超である.

(4)第6章で述べT=,並列形Branch-az)d-BouDdアルゴリズムでは,マルチプロセッサ･シ

ステムの共有記憶装置上に置かれT=未解決な部分問題に対するアクセスの競合の問題は,本質

附Eこ避け得ないものである.よって,処理装置の台数が非常に多い場合には特に,アクセスの

歳合の問題に対する対第の良否が,システムの効率を左右する要因となると考えられる.

しT:がって,競合の程度の解析と,それに対する適切な対策を検討することば,並列形

Bra力Ch-ar'd-Bout)dアルゴリズムの実用化のT:めの急務である.第6章のまとめで述べT:方

策は,かなり有効に競合を疲和すると期待されるが,その検証は今後の課題である.

(5)最後Gこ,本論文で述べてきT=整数計画問題と,人工知能の分野で取扱われている問題の類

似性に着目すると,次のような問題が考えられる.すなわち,人工湖能の分野での,定理の自

動証明,各種の数学プログラム,各種のゲーム,および,一般問題群決システムなどて取扱わ

れる問題は,組合せ阿な問題であると見なすことができる.(1,
3･ 5)さらに,これらの問題

が発見附方法によって解かれていることを考慮すると,これらの問題の多くは,計算機のみに

よって解かれるよりも,むしろ,人間一機械系`こよって,対話形式で解かれるべきであると考

えられる.

このような形式で問題の処理を行なうT:め古こは,問題を記述する言語およびその処理系を閲
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発する必変がある.この目阿に用いられる言語の持つべき特徴として.は,まず,問題の記述能

力が高いことがあげられる.すなわら,問盛の記述が人間工学関配点からも容易であること,

再,,L.:f3･門真塊を用いうること,および,集合,木,グラフ,リンク付きリスト,スタック,キュ

〟,数式などのデータ構造を扱えることが必要である.

まT:,その言語の処理系は,再帰刑事続き0)実行,各種のデータ構造o-)処理,ユーザとの対

話などが効率良く実現できることが必要である.

このような言語およびその処理系の実現は,興味深い問題であるが,まだ,未解決の問題も

多いように思われる.このような言語およびその処理系の開発もまT:,今後の課題である.
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顔

∧声音が,卒業研究から始めて現在に至るまでの長い間研究を続けることができTこのは,以下

a)先生方の暖かい御指導と御援助によるものであり,ここに感謝の意の表します.

･{(]占屋大学 福村晃夫教授には,研究上の御億導と御援助のみならず,終始精神阿な面での

･iqj援助も賜わっTこ.ここに衷心より感謝の意を表します.

本学 本多疲碓教授には,東北大学に'W在籍中より今日に至るまで,御多忙の中を熱心な卸

拒項と御討論を賜わっT:.ここに虚心より感謝の意を表します.

まT=,未熟な筆者を,研究0)初期から今日ほ至るまで,終始懇切な御指導と御鞭達を賜わっ

T=,本学 吉巨日雄二助教授に,深く感謝薮します.

まTこ,日頃研究上の諸問超に顕して,さまざまな角度から,御意見をいTこだき,御討論を賜

わっTこ,三重大学 稲垣康善教授,静岡大学 阿部圭一郎助教授,本学 羽賀隆洋助手,およ

ぴ,杉野花津江助手に,心から感謝の意を表します.

さらに,日頃熱心に御討論いT:だき,貴重TciF御意見を賜わっT:,名古屋大学情報工学科福村

研究室および電子工学科太多研究室の諸先章ならびに諸賢に,心から感謝の意を表します･
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付 録

付録ト (第･2章の付録)

(1)定理2.1の証明について

定理2.1を証明するT=めに,まず次の補助定理を示す.

〔補助定理A 1.1〕

式( 2･3 )で与えられるF(Ⅹ)についてSiJ･を次のように定義する･

siJ･皇l( x l x∈(1,0)n,xJ･-EiJ･ ), forlく乞<βJ J'∈Ii (Al･1)

ここに,Ziは,式(2･14)で与えられる･

この時,次式が成り立つ.

･<LO<8 i･EUIi
SiJ･ = S(F)

〔証 明〕

ち ≡ (∈1,∈2,-,∈n),とすると,次の命題が成り立つ･*

∩∈ ∈
1<i≦s J･

-1<∀iくβ,

-1<Vi<s,

i

∪

∈I･
SiJ･

∃ .

~J∈ ∫.
L

Fi(ら) -

such that ∈J ≡ E-
LJ

Q.

⇔戸(t) = 0

⇔ミ∈S(F)

よって式(Al･2)が成り立つ. q.E.D.

〔定理2.1の証明〕

(Al.2)

(Al.3)

ここでは,式( 2.1 6 )が成り立つことのみを示す.式(12.17 )が成り立つことは式(2.

16 )の場合と同様にして示すことができる.

以下の証明は, y(Ⅹ),F(Ⅹ)に含まれる変数の個数nについての帰納法によって行なわれる･

(i)n-oの時,y(x)は定数関数である･よってinf(y,F〕の定義より,明らかに式(2･16)

が成り立つ.

(ii)nくPの時,式( 2.16 )が成り立つと仮定すると,n=2,+1の時にも式( 2.16 )が成り立つ

ことを示す.

(a) F(x) ≡0の場合

inf(y,F)の定義より,次式を得る.

i'nf(y･F)

-l≦器.1[v∈T5Tl)
imf(y(xJ･=V)

,0)]

*) そ=> は,対等を表わす.

(Al.4〕

-
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式(Al.4

(o,i)P+1

)の右辺で,y(x3･=V)はT=かだかP偶の変数しか含まない･よって, S(F)=

であること,および帰納法の仮定により,次式を得る.

inf(y,ド)

-

i:in<s[v∈冒昌Tl,,[min{y'x31-V'(x
∈ {0,1}P',.

-

min(y(x)tx
∈ (0,1)P'1)

-

min(y(x)fx
e s(F).)

よって, F(x)≡0の時にも,式(2･16 )が成り立つ.

(b) F(x) ≠0､の場合:

β‥ △
7,a

=

3 7,a
(xlx∈(o,1)P, xl.-E^.;), f.r l<i<s, J･∈Z^.

と定義すると,補助定理Al.1より,次式を得る.

s'F) -

1<L?<sJ･ごI.
S去J･

7,

よって,次式を得る.

min(y(x) lx∈s(F))

maX

l<i<s

maX

l<i<8

[ min(y(x)lx∈
U
siJ･)]

J'EZ･
7,

[ min
J'∈ Zi
[min(y(x) lx∈siJ･)]]

ここで,式(Al.7 )より,

s(F) -

1<L?<sJ･∈Us..
(siJ･

n
S(F))

7,a

が成り立つことに注意すると,式(Al.8 )は次のように書き換えられる.

min(y(x) !x∈S(F))

買maX [ min [min(y(x)lx∈si3･
n
S(F))]]

1<i<s 3'∈Z.
7,

さらに, S..の定義により,次式を得る.
7,a

min(y(x) fx∈s(F))

-

min(y(xJ･-EiJ･) Ix∈(o･1)P･ F(xJ･-EiJ･)
- 0)

(Al｡6)

(Al.7)

(Al.8)

(Al.9)

(Al.10)

(Al.ll)

式( A l･ ll )で,y(xd=FiJ･),F(x3･=FiJ･)は,ともに･ T=かだかγ偶の変数しか含まない･

よって,帰納法の仮定により,次式が成り立つ.

imf(y (xJ･=V) ･ F (3:J･=V))

守 min(y(x3･-V) (x∈(0,1)P, F(xJ･-Ei3･)
- 0)

式(Al.10 ),式(Al.ll )および式(Al.12 )より,次式を得る.

min(y(x)Ix ∈s(F))
i max [ min inf(y(xJ･=EiJ･),F(xJ･=TiJ･)]
1<iくs J'∈Z.

7,
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よって,ド(x)芦O a)場合にも式(2･16 )が成り立つことが示されT=. Q.E.D.

良)定理2.2の証明について

定理2.2を証明するT=めに,次の絹数を定義する.

cT(Yi(x))皇

1 ifYi(x)声0

0 ifYi(x)=0

(Al.14)

式( 215 )で各Yi(x)がブール鴎数であることから,関数cTとYi(x)について,次の不等式

が成り立つ.

o i o(yi(XJ･=V)) 5W(Yi(x)) < Yi(x) ∠ 1,

forl<∀i<m, 11<∀3･く乃,
∀v

∈‡0-,1)

〔定理2.2(i)の証明〕

(Al.15)

以下では,式( 2.23 )が成り立つことを示す.式( 2.24 )が成り立つことは,式( 2.23)

の坂合と同様にして示される.以下の証明は, k についての数学附帰納法によって行なわれる.

(i)た=0の場合:
.ヽ

まず,た=0 の場合に,式( 2.23 )が成り立つことを示す.

(a) y〔Ⅹ)が定数関数の場合:

が定数関数の場合,明らかに,

乙bl〔y,F) =乙bo(y,F)

である.よって式( 2.23 )が成り立つ.

(b) F(x)≡0の場合:

式(Al.15 )より,次の命題が成り立つ.

a･くaiO(Yi(x3･=V))7,

for 1 i .i<m, 1

a･ >
aiO(Yi(Xd=V))L

forl<Vi<m,I

< O if a. < 0,
て′

∀. ∀. ∀
<∀J･<n,

Vv∈(o.1)

>O ifα. > 0,
7,

V
≦∀J･くn, V∈(0.1)

式( 2.19 ),式(Al.17),式(Al.18 )より,次式を得る.

乙bo (y(x3･=V)
･0)

= αo + ∑

1<i&

之 ao + ∑~

1<i&

aiO(Yi (XJ･=V) )

α.

L

= tbo(y,0)

式( 2.21 )に k=1を代入することにより,次式を得る.

Lbl(y,0) -

i:Ji･;n
[vem詰.1)乙bo(y〔xJ･=れ0)]

-
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式(Al.19ー)および式(Al.20 )より次式を得る.

乙bl(y,0) 21乙bo(y,0)

よって,F(Ⅹ)≡0の場合にも式( 2123 )が成り立つことが示されT=.

(¢) F(~Ⅹ)芦0の場合:

F(x)≡0 の場合と同様にして,次式を得る.

Lbo 〔y(xJ･=EiJ･) , F (xJ･=EiJ･))

= ao

'1く…9naiO(Yi(XJ･;EiJ･))
之 ao + ∑ a,

1くi<籾

Lbo(お,F)

式( 2.21)に た=1を代入することにより,次式を得る.

乙bl(y,F) = max [ min 乙bo(y(xJ･=6iJ･),F(x3･=EiJ･)〕]
1<i≦s 3'∈Z.

7,

式(Al.22)および式(Al.23)より,次式を得る.

乙bl(y,F) >乙bo〔y,F)

(Al.21)

(Al.22)

(Al.23)

(Al.24)

よって,F(x)声0の場合にも式( 2.23)が成り立つことが示された.

以上により, k=0の場合に式( 2.23)が成り立つことが示されT=.

(ii)次に,k=p(≧0)の時,式( 2.23)が成り立つと仮定して,た=p+1の時にも式( 2.23)

が成り立つことを示す.

(a) y(x)が定数関数0)吻合:

y(x〕が定数関数の場合,明らかに,

乙bp+2(y･F) ≡

y(x〕
≡ Zbp+1(y･F)

が成り立つ.よって式( 2.23 )が成り立つ.

(ら) ど(x)≡0 の場合:

定義2.5より,次式を得る.

乙bp･2(y,0) -

1…Jl･n<nよ｡冒昌Tl)乙bp･1(y(X3･=V)
･0)]

乙bp･1(y･0) -

1≡Jl･:n王∈冒昌?1)乙bp(y(xJ･軌0)】

帰納法の仮定により,

Zbp+1(y,F) 2･乙br,(y･F)

-
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が成り立つことから,一 次の命題が成り立つ.

乙bp.1(y(x3･=V)
,0) >乙ウp(y(xJ･叫,0)

,

forl≦∀J･<n,
∀v

∈(0,1) (Al.29)

式(Al.26),式(Al.27 )および式(Al.29)より,明らかに,次式が成りL立つ.

乙br,.2(y,0) 2乙b㌘.1(y,0)

よって,F(x)≡0 の場合にも式( 2.23)が成り立つ.

(c) F(x)声0 の場合.I

F(Ⅹ) ≡0の場合と同様に,定義2.5より,次式を得る.

乙bp.2 〔y･F)

乙bp.1 〔y･F)

max 【 min乙b
l<i<8 3'∈Z.

7,

max 【 min乙b
15=i<8 J'∈Z.

L

p.1
(y (xJ･=㌔j･),

F (xJ･=E-iJ･)) ]

p
(y (xJ･=C-iJ･), F (xJ･=E-iJ.)) ]

F(x) ≡ 0の場合と同様の理由により,次の命題が成り立つ.

乙bp.1(y(XJ･=㌔J･),F(xJ･=CiJ･〕
) ≧乙bp(y(xj=EiJ･)

,F(xJ･=巳iJ･))
,

for1<Vi<8,VJ･EZ.
L

(Al.30〕

(Al.31)

(Al.32)

(Al.33)

式(Al.31),式(Al.32),および式(Al.33)より,明らかfこ次式が成り立つ.

Zbr,.2(y,F)之乙b㌘.1(y,F)

よって,F(x)声0の場合にも式( 2･23)が成り立つことが示されT=.

以上ほより,た=r,+1の場合にも式( 2･23)が成り立つことが示されT=. Q.E.D.

〔定理2.2(ii)の証明〕

(Al.34)

た≧n の場合には,定義2･4および定義2･5より･ Lbk(y,F)とinf(y･F)およびubk

(y,F)とsup(y,F)はそれぞれ等価である.よって,明らかに式( 2･25 )および式(2･26)

が成り立つ. q.E.D.
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付録2■(第3章の付録)

(1)式(5.20)の導出について

麦3･1に定義される演算は,E‥とx.に与える値e.との組に対する E..の値を与える.-xの円
L3 3 3 も3

部表現(ち,0)およぴFi(x)の円部表現(qi･Ti)から,戸i(Ⅹ)の内部表現(古i,茸去)を得る関

数をそれぞれαおよぴβとする,すなわら,

(
古.
も

:■エ

ー.
も

≡

α(∈, 8,cri･Ti) (Aヲ･1)

≡ β(ミ,0
,cri･てi)

(A2･2)

6i,Ti･∈,e･Cri,てiの同一桁を考えると, αおよぴβはともに4変数のブール再数と考える

ことができる.

国数α,βを決定するT=め, veitch-Karnaugh図表を表3･1をもと.Gこしてつくり,図A2･1

に不す.

図A2.1より,関数αおよぴβは,それぞれ次式で与えられる.

α(ち,e,6i,Ti)
= E∧g･

7,

β(∈,e･oi,Ti)

=(｢0)∧T･V(1gi)∧T･Ve∧o･^(lTi)も
ー

も′ 7, L

=｢(6∧cri)∧て･VO∧cr･∧(｢Ti)7, L

=〔O∧qi)⑳T･ も

図 A2. 1 関数cLおよびβのVeitch - Karnaugh図表

0 0 X 0

0 0 X 0

0 0
ー~ーー一~

lX
I

一■-一~~~ヽ

1l
■

oo
0 :x

ヽ.I_...___.__ 1:
.______ーノ

o-ノ

(a)関数α

(A2.3)

(A2.4)

0 0 X 0

･'--てこ.-iI

′≡Lー一~l-ー-

1 X -ーi~~〕
一

1:
-■__-_-_〟

0 X :1
ヽ■■----.-.-

0

′--■~~

Ⅰ1
ヽ■__ー..-.-

~-■■-■~ー-I

__X_J

0

0■

(b)院政巨

(29 式(3.24)の導出について

上記の場合と同様に考えて, Yi(Ⅹ)の内部表現niおよぴxの内部表現(ち,e)からYi(x)

の内部表現n～iを得る幽数をyとする･関数yを決定するT=め,表3･2よりVeitch-Karnaugh

図表を作り,図A2.2に示す.
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図A2.2より,関数yは次式で与えられる.

y(ち,e･Tti)=∈∧ni

図 A2. 2 関数yのVeitch - Karnaugh図表

(図中の*はYi(x)=0となることを表わす)

伍)式( 5.21),式(5.22)の導出について

Fi(x) -

3･軍1.
XJ･Eid と`すると,次の命題が成り立つ

(i) [Fi(x) =0]
- (ヨJ)[1"･<n ^x･EiJ'=o-]

a

←(∃J･)[1<J･≦n∧E.･-f]
LJ

- (∃J･)[1"･くn ∧ (qi)3･=0∧ (てi)3･=1]

⇔【(｢cri)∧Ti-0]

(vJ')[1<J'≦n +

E:.･=t】7,a

(A2.5〕

(A2.6)

ここに, (Oi)J･および(Ti)J･はそれぞれo･のa5J'桁およぴTiの第3'桁の値を表わす･
L

(ii) [Fi(x) =1] -(∀J･)[1"･≦n
+

x･EiJ･=1】

_∀._,_

J

【≡≡∃

⇔[qi=0∧Ti-0]

ここに, I+ は含意を表わす.

(4)式(5.25)
,式(5.26)の導出について

n

x･6iJ･･Yi(Ⅹ) =某x･6iJ･
a J'=1 a

o】 ⇔(ヨJ･)[1_<J･<n

_∃
._ _

LJ

とすると,次の命題が成り立つ.

^6_.^･= 1^c_.=0]
J

=1∧(ら)3･=0∧ (e)J･⇔(~3')[1くJ'n ∧(りi)

Yi(x) =

n

耳

J=1

(i) [yi(Ⅹ)

⇔ [(-ら) 〈. (rO) ∧

⇔ i--(∈Ve)∧ni

･ii) [㌔(x)-1] -(∀3･)[1u･≦n
⇔[l(∈VO)∧ni

Tit

≠ 0

≠ 0
J'

､]

+ ち..
7,a
o] ∧[Yi(x)≠0]

0】 ∧[吊i-0】

-

151
-

(A2.7)

0】

(A2.8)

(A2.9)



寸録3 (窮4串の付錨)

積項間の含意の関係の判定について

4･3節Gこ示しT=,目的卵殻の下界を評価する手続き(手続き4･1 )では,与えられT=2つ~の

茸項yi(X), YJ･(x)の尚EC･ yi(x- Yd(x) 0)舶が成り立つか否か'0)判定を行なっている･

式( 4･5 )~で与えられる擬似ナール曲数y(x)郁男成する積項yi(X)は･変数の否定を含んで

･､ない･よって,
Yi(x),YJ･(x)に含まれる変数の集合をそれぞれKi, KJ･とすると,次のBg係

5,+成り立つ.

Fyi(x) +

YJ･(Ⅹ)] ⇔ [Ki⊇KJ･]

ここに, ⇔は対等を表わす.

(A3.1)

第3章とrg1じように,各Yi(x)に次式で定義される整数niを対応･させる･

ni皇3･EEKi
2J'-1 (A3･2)

の2進数表現をniで表わす･まT=, 2進数の各桁(ビット)ごとの論理和,否定をそれ

ぎれ,V,-で表わすと,式(A311 )の右辺は,次式で置きかえられる.

【Ki⊇KJ･] ⇔ 【(-n3･) V ni = l] (A3･3)

ここに, 1は, 2進表現の全ての桁が1であるような整数を表わす.さらに, 2進数の各桁

こビット)ごとの含意を-で表わすと,

(n3･ "i)
= ((lnJ･) V ni)

さあることから,結局,次式を得る.

【yi(xいY3･(x)】 ⇔ [qJ･ +ni = l]

(A3.4)

(A3. 5')

上記のようにして,積項問の含意の閑係は,計算機のビット処理機能を用いて容易に実現さ

tる.
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付録4 (第5章の付壕)

(1) 定理5.1の証明について

(i)式(5.ll)が成り立つことは自明である.

(('i)式( 5.121の対偶を考えて,
た¶1

∑.

7,tF.1

手(-i〕≧･m if C(y･F〕 <k

を示すことにする.

まず,

C(お･,Fユ;pくk

と仮定する.

次に, β*(y,F)の任意の要素を,

Ⅹ*= (bl,*x2,*･･･, Xn*)

とする.式(A4.2 )より,適当な1-1写像,

TTl:†J'll≦3'in)十‡J'l lくJ'<n)

が存在して,次式が成り立つことは明らかである.

‡;:
(J･〕=1

forl≦Jく㌘

(J'〕
= O- for r'十1 <J<n

(A4. 1)

(A4. 2)

(A4. 3)

(A4.4〕

(A4.5〕

ここで,式( 5･1 )のブール月数F〔-x)に対して,変数x3･が含まれる項Fiの添字の集合

を T.で表わす.すなわち,
J

TJ･皇(if liiim,aiJ･-1)

集合㌔について,次式が成り立つ.

I

J･=61
TT(J･)Ii

i苦l
lTT(J･)I

まT=, T= (i(1),士(2),･･･,士(n))で,

士(J･) ≧士(J･+1) for lくJ'in11

であることから,次式が成り立つ.

3･雪1
lTT(♂)I-

J･雪1
士T(J･) ≦

さらfこ, x*がs*(y,F)の要素であ
P

U

J'=1 TT(J･)I
- m

P

∑

t7'=
1

るこ

士

と

(J')

ニカ)ら,次式が成り立つ.

式(A5.6 ),式(A5.8 ),式(A5.9 )より,次式を得る.
P

∑

L7'=
1

q.E.D.

士(J･)之m

-
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(A4.ll)



Gi).~定理5. 2の証明について

(i)式( 5.16)の証明

式(5.1),式(5.2)で与えられるブール娼数F(x)は,変数の否定を含まない.よって,

F(xJ･=0),1くJ'<nの項数は,吸収樺等による薗糾ヒを行なわないとすると,F(x)甲項数mに

等しい.

F(x)に対するTを,

T主(舌(1),舌(2),････士(n)),

羊(J･)≧士(3･+1)L for 1 u'< n-1

とすると,変数xJ･のえらばれ方より,次式が成り立つ･

士.*
♂
-士(1)

(A4.12)

(A4. 13)

F(x3T= 0)に対するTをTl, F(xJ･=0)に対するTをTJJとする･ここに, Tl,T′Jを次のよ

うに表わす.

T'=

(士;1),士;2),''',士～n-1))
TW = (士((tl),士((12),････士'('n-1))

(A4.14)

(A4. 15)

F(xJ･=0)での変如J･以外の変数(こ対する士･の値は･ F(x)での士･の値と同じであるこ
a l

~ 一

3

とから,士J(3･),士∫′(3･)に関して,次式が成り立つ･

七J(3･) =七(J･+1)
for l≦J'<n-1

士′･(J･〕<士(3･+1) fob liJ'< n-1

よって,次式が成り立つ.

七W(J･) ≦舌′(J･) forliJ≦n-1

一方,

k( ≡

L(y(x3!= 0), F(x3T= o))

たl'= L(y(xJ･
= 0), F(xJ･ = 0))

とすると,手続き5.1の性質より,次式が成り立つ.

･き三;1七･(J･)
< m ≦

∑J･聖;士･(J･)

･訂七"(J･)
< m ≦

∑3･至i'七"(J･)
ところが,式(A4.18)より,明らかに,

=J･P=1七′(J･) ≦ =dP=1七If(J･) for l≦㌘くn-1

であるから,次式が成り立つ.

k( i kll

-
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(A4. 23)



すなわち, .

L(y(xJ!=0),F(XJT-o)) ≦ L(y(xJ･ =0),F(xJ･ =0)),
for 1 -'≦n (A4･24)

が成り立つ. q.E.D.

(ii)式( 5.17)の証明

式( 5･1 ),式( 5･2)で与えられるブール関数F(Ⅹ)に対して, F(xJ･= 1)の項数をmJ･

で表わすことにすると, m.は次式で与えられる.
J

m. =-m 一 台.

J a

一方,変数Ixチのえらばれ万より,
J

士J･* =士(1)主士(J･) for上"'くn

が成り立つ.

まT=, U(y,F)の定義により,

u(y(xJ･=1),F(xJ･主1)) ≡ m･

J

である.式(A4.25),式(A4.26)より,明らかに,

m.* ≦ m. for l≦J'王n
J a

(A4.25)

(A4.26)

(A4.27)

(A4.28)

であることから,次式を得る.

u(y(xJ?-1),F(x言-1))
≦ U(y(xJ･ -1),F(xJ･ -1)),

for 1 iJ'≦n (A4･29)

q.E.D.
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付録5 (第6章の付録)

(1)定理6. 1の証明について

PDFAの実行途中での,未解決な部分問題の集合Zを,次式で与えられる,早いに排反な

p個の部分集合Zl, Z2,･･･,Zpに分割する･

zi.坐(PJ･[ pJ･∈I･PJ･は処理装置PUiによ-て処理されT=部分問題の直接の子孫ト

(A?.1)

T=だし,アルゴリズムの初期状態ではZ=(Po)であるが,この場合にはPo∈Zlとすれば,

一般性虐失なわない.

次Gこ,I.申の,レベル3'にある部分問題の個数をN..で表わす.
7,

~

tJ

PDFAでは,各処理装置が処理する部分問題は,そのモ謁分問題がえ.らばれT=時点で, Z 申で

は最もレベルが二大きい部分問題である.よって N..ほ関して,次式が成り立つ.
7J3

N..
_<

7,a (た:
;ifJ.=n V Ni,(J･-1)=0

た-1;ifJ'≠n ∧ Ni,(3･-1)≠0

よって,

L
[ - ∑J･≡1NiJ･Iz･

_<
(良- 1 ) × (n- 1 ) +A

= (A- 1 ) ×n+ 1

さらに,Zi,(1くiくp)が互いに排反な菓合であることにより,次式を得る･

P

il
=

∑i=1f Z･

≦ p x( (A-1) ×n･1)

(功 z(p+1) < z であるための必要十分条件について
P

アルゴリズムの実行途中での,未解決な部分問題の集合を,

z&(pill<i<q)

とする･ここに, Piに朗して,次の2つの条件のいずれかが成り立つ･

(i) tevet(Pi) <乙eveZ(pJ･) if i <J'

(ii) Zeve乙(pi) =乙eve乙(pJ･)
∧

h(pi) < h(pJ･) ifi<d

(A5.2)

(AS.3)

(A5.4)

q.E.D.

(A5.5)

(A5.6)

〔A5.7)

次`こ,関数se乙ec士: I+P(I)を次式で定義する. (P(I)は菓合zのべき菓合を麦わす)

se乙ee士p(I)皇

Z ; if I I [ <p

(pitl≦iくp);iflz I,p
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次に,一拍数sons : P(V)+P(V)を次式で定義する.

80hs(z)坐(Pdf 〔pi･PJ)
∈ E･ Pi∈ I )

さらに, Vの部分集合の列

tpai乙p(p｡)皇9S堵

を次式で定義する.

ここに, Qt?は,次式で与えられる.

堵&L〈8eL:ePtpo(三o三8(Q(iヲ1)･));
1:;≡:

(A5.9)

(A5.10)

(A5.ll)

p-PDFA によって,はじめにみつけられる可能解による日田国数の値Z は,次式で定義
P

古れる.

z △min(Cost(Pi) I pi∈ a?n)P=

次に,木Bの収Poから節点Piに至るパス上の節点の列を,

path(Pi)
=

で表わす.ここに,

P. P.
7,o Ll

･･･

P.■

7,乙

pio =Po, PiL=Pi

である.

こ0)とき,Zpに幽して,次a)定削減り立つ･

〔定三哩A5.1 〕

z(p+1) < Zp

であるT=めの必要十分条件は,

州cost(pi) < Zp

をみ,=すPiがQPニ1中-在し,かつ,このPiについて,
(ii'h(Pi乙)'max( h'Pu) [ pu∈ Q言}
をみT=すPi乙がpath(Pi)中綿在することである･

〔証明〕(十分条件)

pi ∈ QP+1ぉよび,式(A5.16)より,明らかに,
L n

z(p+i)くeO8t(Pi) < Zp

が成り立つ.

(必要条件)

QP'1の部分菓釦･毛次式で与える.
n

Q,坐(Pit pi∈QPニ1,cosHPi)
<Z †
P

-
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_ (A5.12)

(A5.13)

(A5.14)

(A5.15)

(A5.16)

(A5.17)

(A5.18)

(A5.19)



ニのとき,Z(p+1) <Zpであることから,明らかにQl≠¢である･

次に,Qlの全ての要素について

h'Pi乙) i-'max(h(?u)I
pu巨

Q;},
for 1 ≦

∀乙≦
n

ヒ仮定すると, Z(p+1)->Z となることを示す･
P

仮定および式(A5.8 )より,次式を得る.

p･'∈堵-占e乙eetp(80n8(QLEl)),
for

∀
p
･ ∈ path(Pi),

∀p･∈
Q,

L乙 IL
Pー ､ーL11'ノ' L乙~L

､LJ' も

よって,次式を得る.

pi∈Q?n, for∀p･∈ Q･
7,

忘(A5.22)より,

eo8+"i)之Zp, for
∀p･∈

Q,
7,

ノかるに,式(A5.19)より,

z(p･1) -

min( eo8t(Pi) f pie Q')

?.あるから,式(A5.23)および式(A5.24 )より,

z(p+i) ≧ Zp

摺る･これは, Z(p+i)<Z と矛盾するI
P

この矛盾は式(A5.20)の仮定によりもT=らされT=.

こって,

h(Pi乙) 'max{h'pu) I pu∈喝}
摘足するpi乙が,path(Pi),Pi∈ Q(中綿在しなければならない･ Q･E･D･

-
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(A5.20)

(A5.21)

(A5.22)

(A5.23)

(A5.24)

(A5.25)

(A5. 26)



付録6 (第7章の付録)

(1)定理ワ. 1の証明について

(i)まず,p=1の場合,手続き5.1のStep lでは常にQ=4)であることを,手続き.5.1が実行

される回数についての帰納法によって示す.

手続き7.1をi回目に実行を行なう時のQをQ(i)で表わす. Qは,手続き7.1の最初の

実行に先だって4)に初期化されているので,明らかに,

Q(1) = ¢ (A6.1)

である･次に,i>1の時,Q(i) -¢ならば, a(i+1)≡_¢となることを示す･

手続き7･1をi回目に実行する時,仮定により,Q(i) ≡ ¢である0?で,手続き5･1をi

回目に実行する時には,Step 2が実行される.このとき,.p=1であることから,Step 2

o,実行が終了し,=時'点では,lQI-1である.次に,Step 3が実行されると, Qの要素の個

数E'ilだけ減じられるので,再びQ=4)となる.ア}L,ゴリズム7.1およぴアルゴリズム712

では,手続き7･l以外の場所でQに対する操作E才行なわれないので,手続き7･1がi+1

回即こ実行される時にもQ(i+1)=¢であることは明らかである･

よって,任意のi主1について,

a(i) =¢

であることが和られる.

(A6.2)

上で述べT:ように,p-1の場合には,手続き7･1が実行されるT=びごとに,Step 2 で

8D(I)の値がQに代入され,,.その結果Step 3でP･*には,常に, sD(I)の値が代入され
･･

▲

7,

ることになる･よって, p=1の場合･pdfs'は8Dと等価である･ Q･E･D･

(ii)まず,p≧knの湯合,手続き7･1によって選択される部分問題p･は･常に, I中で最も
i

レベルが小さい部分問題であることを示す.

手続き7. 1のStep2のi回目の実行が終了しT=直後o,Qの値をQ(ik.,まだ,その時の

zの値をZ(i)で表わす.

アルゴリズム7.1およぴアルゴリズム7.2が実行されている任意の時点で, ∫の要素の

個数は,明らかに, T=かだかkn個である.よって,任意のi≧1について,次式が成り

立つ.

p.∈Q(i) iff P.∈Z(i)
J a

次に,任意のi> 1について,次式が成り立つことを示す.

叩J･) =i- 1 for∀p･∈I(i〕
J

-
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(A6.4)



Lまず, i = 1の時,明らかに,

∫(1) = ( po ) (A6･.5)

乙(po) - 0 (A6･6)

である.次に, i>1について,式(A6.4)が成り立つと仮定する.仮定より,z(i)の

任意の要素p.
J
について,Z(pJ･) =i-1である･ -方,アルゴリズム7･1およぴアルゴリ

ズム7･ 2のStep5でPJ･-を分割して得られる部分問題pJ･1,P3･2････,PJ･k(こついて･

乙(pJ･p)
=乙(p3･)

+ 1 ≡ i (A16･7)

が成り立つので,I(i)の全ての要素が分割されT=時点で, Z中の要素のレベルは全てiで

ある.まT=,その時, Q-¢となるので,手続き7｡1のS七色p2_が実行されることになる.

よって,

叩J･) = i for
∀p3･∈
I(i+
i.)

(A6･8)

が成り立つことになる.よって,任意のi主1について式(A6.4 )が成り立つ.

手続き7.1のStep,2によってQ(i)が構成されてから次にQ(i+1)が構成される直前

までは,手続き7･1はQ(i)の要素を先頭から1個ずつ担力する.よって,手続き7･1に

ょって選択される部分問題P.*は,常に, Z中で最もレベルが小さい部分問題である.
L

しかも, Q(i)の各要素は,関数hの値の小さい順に並べられているから,手続き7.1

によって選択される部分問題P.*について,次式が成り立つことは明らかである.
L

h(Pf)
-

min(h(pJ･)I
p･
J
∈∫,

(A6.9)
z(p3･) -

min(Z(pp)[
pp∈ z))

よって,式(A6･9),式(7･9)より, p主たnの場&･pdf8は8Dと等値である･

q.E.D.

(功 定理7.3の証明について

(i) w=kのとき,式( 7.27 )が成り立つとすると,式( 7.26 )より,次式が成り立つ.

s = ( imcv ) (A6･10)

すなわら,

乙(pi) = imcu･ for
∀pi∈

I (A6･11)

であるから,関数8Dの定義(式(7･6)および式(711))および,手続き7･2の性質

により,

6乙im(I)
=

8D(I)

が成り立つことは明らかである. q.E.D.

-
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Rr"EE アルゴリズムの実行途中でのIの相異なる庄志の2つの要素をPi,･PJ･とすると, ?iと
p.は,互いに,先祖一子孫の娼係にはない.一方, Vの部分集合の族の中で,上記の条
a
.

件-をみT=す部分集合の族をrとすると,明らかに次式が成り立つ.

lG t≦たn f.r∀G∈r

よって, ∫∈rであることから,

f zJ<たn

が成り立つ.

(A6.13)

(A6.14〕

よって; w≧kn.たであれば,手続き7･2のStep2で,全てのJ･について,

N(J'+1) ≦w-A

の条件が病にされるので,

sLim(z)
-

6BB(I)

が成り立つ. q.E.D.

(A6. 15)

(A6. 16)

(3)定理7.4の証明について

手続き7.2によって∫申からえらばれる部分問題を P.* とする. P.*のレベルをJとする
L 7,

と,手続き7･2のStep 2の条件から, zのレベルJ'･1に属す部分問題の個数 N(J'･1)

は次式を満足している.

N(J'+1)
_<w -良

〔AG.17)

一方,アルゴリズム7･1およびアルゴリズム7･2のStep5でPi*を分割して得られるた

個の部分問題のレベルは,全て d'･1である.よって,これらのk偶の部分問題をzに;unえT:

後の N(J'+1)は,次式を満Tこす.

N(J'+1) _< w

よって,アルゴリ,ズムが実行されている佳苗の時点で,次式が成り立つ.

N(J･) ≦w, forl≦∀3･≦n

(A6.18)

(A6.19)

まT=,アルゴリズムの性質から, N(J')>0をみT=すJ',(1iJ'in)が存在すればN(0) = 0で

あるから,アルゴリズムが実行されている任意の時点で,

l I I
-∑3･≡｡

N(J')

≦ W X n

が成り立つ･ q.E.D.

-
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