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第1章 緒 論

1 ･ 1 数値解析法

近年､コンピュータの能力は､大容量化､高速化という面で飛躍的に向上し

ており､製品の設計､現象の解明などを目的としたコンピュータによる数億シ

ミュレーションは､理論あるいは実験とならぷ強力な手段として認められると

同時に､幅広い分野で利用されるようになってきた｡このような状況に対応し

て､種々の力学現象や物理現象をコンピュータを利用して解明しようとする計

算力学(Co叩utational ″echanics)
､計算物理学(CoJUutational

Physics)

あるいは計算数学(Conputational Xathenatics)などと呼ばれる新しい研究

分野が形成されるに至った｡

計算力学や計算物理学に対する道具となるソフトウェアすなわちコンピュー

タを利用した数値計算法としては､差分法(Finite Difference Method : FDH)

と有限要素法(Finite Element Method : FEN)が代表的であり､その有用性

は広く認められている｡これらの方法では､対象とする領域を有限偶の要素あ

るいは格子に分割して解析するので､しばしば領域型解法と呼ばれる｡これに

対して､境界型解法といえる方法として積分方程式法 (′Integral Equation

Method)があり､特に問題が対象とする領域の境界上だけで解析できるときに

は､境界積分方程式法 (Boundary lntegral Equatipn Method : B‥EN)ある

いは境界債分法(Boundary lntegral Hethod)と呼ばれる｡この方凍は､ 1970

年代の後半に有限要素法と類似の離散化手法を取り入れることにより"境界要

素法(Boundary ElezDent Method : BEI='' の名が与えられて以来【1, 2] ､

計算力学あるいは計算物理学における有力な計井手放として､様々な工学間者

や物理問題に適用されるようになってきた｡以下では､まず､これらの数値解

析法の歴史的および理論的背景とその特徴について概観してみる｡

差分法は歴史的には比較的古くから用いられており､広い一般性を持つ数値

解析法として知られている｡この方法は､微分係数を格子点上の値の差(差分)

によって近似することにより､支配微分方程式を差分格子点における未知量に

関する代数方程式に帰着させ､これを解くものである｡この方法の考え方は比
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較的単純であるが､原則として直交格子点を用いなければならないので､曲線

境界などの境界形状の近似や複雑な境界条件の取り扱いが困難となる｡また､

差分格子点を領域全体にわたって取らなければならないので､ 3次元問題の解

析は容易でない｡しかしながら､差分法はその取り扱いが簡便であることから

多用され､今日でも涜体解析【3Jを中心とした種々の分野で高い評価を得てい

る｡

有限要素法【4】は､ 1950年代中頃､航空機の設計にはじめて利用されて以来､

現在では構造解析だけでなく､熱伝導解析､流体解析､電磁界解析などの非構

造分野へもその適用範囲を広げ､現在もっとも一般性のある有効な数億解析法

として認められている｡この解析法の考え方は､古典的なGalerkin法あるいは

R.ayleigh-Ritz法に基づいている｡ すなわち､前者では､重さつき残差表示か

ら得られる弱形式に､求めるべき関数と同種の重さ関数をとる方法を,また､

後者では､支配微分方程式を Euler方程式とする汎関数の停留化条件(変分原

哩)を､対象とする領域を離散化した要素(有顧要素)に適用し､得られた関

係式を各要素ごとに重ね合わせることによって､全体の代数方程式系を構成す

る｡有限要素法では､考える甫域を適当な形状の要素で近似するので､任意境

界形状の問題が解析できる｡その反面､額域全体を分割しなければならないの

で､未知数の数が多くなり､計算容量､計算時間が増大することにな岳｡この

ことは､ 3次元閉居を対象とするときにより顕著となる｡このように､有限要

素法による解析システムが大型化する傾向にあることから､計算コストの低減

という面からもつぎに述べる境界要素法の有用性が着目されることになってき

た｡

境界要素法【1, 2]は､与えられた問題の支配微分方程式を境界上の積分方程

式に変換し､これを有限要素法と同様の方法で離散化して解析する数値解凍で

ある｡境界積分方程式を敵散化すればよいので､考えている問題の次元を1つ

だけ下げて取り扱うことができる｡このために､境域全体を触散化する差分法

や有限要素法に比較して､入力データや解くべき代数方程式の数が著しく減少

し､計算時間を短縮できるという特徴を持っている｡この方法は､電磁場解析

や土質力学の分野においてしばしば現われる､古典的績域解法が不得意とする

無限あるいは半無限領域を含む問題の解析にも適している｡
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1 ･ 2 境界要素法

境界要素法の理論的基礎となる積分方程式による解析法の研究は､ 1 9世紀

初頭以来､多くの研究者によってなされており､これらの研究に関する歴史的_

な背景の概要は､文献【5】に述べられている｡ 20世紀にはいり､ 1960年代に

なると､コンピュータの性能向上が著しくなり､これに伴って積分方程式法の

数値解析的手法が発展し､種々の工学問題へ適用されるようになった｡このよ

うな状況は､有限要素法においても同様であったが､この時期に境界要素法の

発展が有限要素法ほど顕著でなかった1つの理由として､境界要素法では特異

性を持つ積分方程式を扱わ･なければならなかったことが考えられる｡境界要素

法には､支配微分方程式と境界条件に現われる物理的意味の明確な関数に関し

て Greenの公式などの積分公式を適用して定式化する直接法(Direct Method)

【1】と､ポテンシャル論において用いられている単一層ポテンシャルや二重層

ポテンシャルなどを用いて定式化する間接法(Indirect Hethod) [6]とがあ

る｡

近年における境界要素法の発展の概要は以下のように説明される｡ 1960年代

の初期においては､ポテンシャル問題を中心に主に間接法が適用されることが

多かったが､ 1967年にRizzo [7】が､静的弾性間頗の解析においてSomigliana

型の式に基づいて境界上の変位および表面カを未知量とする定式化をはじめて

行って以来､直接法が多くの研究者の注目を集めるこ七になった｡初期の解法

では､境界積分方程式を境界上の有限偶の点で満足させる方法､すなわち境界

遠点法が用いられたが､ 1970年代後半には､有限要素法におけるアイソパラメ

トリック要素などの高次要素の考え方が導入され､より精度の高一･＼効率的な解

析ができるようになった｡このように､境界積分方程式の数値的解法に有限要

素法における"要素''の考え方を取り入れることにより､境界要素凍の呼び名

が与えらたこと【1, 2】はすでに述べたとおりである｡ 1980年代にはいって､こ

の解析方法の実用問題への応用がさかんに行われるようになってきた｡すなわ

ち､固体力学に関する構造分野だけでなく流体力学や電磁気学などの非構造分

野の閉居へ､静的問題から動的問題へ､あるいは線形問題だけでなく非線形問

題へと､その適用範囲が拡張されてきた｡
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1 ･ 3 板とシェルの境界要素解析

本研究では､基本的な構造要素として種々の構造物に用いられている板およ

ぴシェルの大変形を含む面外曲げの弾性解析に直接法境界要素法を適用し､解

析方法の有効性を検討することを主な目的とする｡

板およぴシェルは､中央面に垂直な方向の厚さが他の寸法と比較して十分に

小さいので､本来は3次元物体と見なすべきものを､ 2次元的に取り扱うこと

が特徴である｡したがって､板およぴシェルの面外曲げ変形問題は.､変形前に

板およぴシェルの中央面に垂直な平面は変形後も垂直であるという Kirchhoff

-Love (あるいは Bernoulli-Euler)の仮定により､中央面の変数に関する2

次元問題として定式化できる｡このような簡単化により､板の微小曲げ問題は､

中央面のたわみに関する重訳和方程式を解く閉居に帰着させることができるの

で､これまで解析的立場から､様々な解析法が捷案されてきた【9】｡数値解析

的なアプローチとして､例えば有限要素法では､様々な考え方に基づく薄板曲

げ要素による解析が行われている【10】｡境界要素法による解析は､そのほとん

どが微小変形に関するものであり､直積法8こよるものと間接凍によるものの2

つに分けて考えることができる｡直接法では､問題の境界条件に現われる物理

的意味の明確な変数､すなわち､たわみ､たわみ角､曲げモーメント串よび等

価せん断力を用いて定式化が行われる｡一方､間接法では､単一層ポテンシャ

ルや二重層ポテンシャルなどを用いる定式化であり､取り扱う変数の物理的意

味は必ずしも明白でない｡以下では､境界要素法あるいは境界積分方程式法に

よる板およびシェルの曲げ解析の過去の研究成果を概観してみる｡

く初期の研究)

境界要素法による板の曲げ解析の先駆的研究は､ 1968年のJaswonとHaiti[14]

による間接法に基づくものである｡彼らは､支配方程式に含まれる重訳和関数

を2つの調和関数で置き換えることにより､垂調和問題を調和問題に帰着させ､

古典的なポテンシヤJレ論の考え方に基づいて積分方程式を定式化する手法を用

いている｡これより前の1964年に､ ChicurelとSuppiger【12]が "Reflection

Hethod''と称する一種の間接法による板曲げ解析の考え方を示していることは

興味深い｡この方法は､西谷【13】が独自に考案し, 2次元弾性問題の応力解析
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に用いた体積力法と類似の考え方に基づいている｡実用問題への応用として､

SegedinとBrickellr15]は凹角をもつ板の解析を､ HaitiとChakrabarty【16]は

多角形板の解析を間接法により行った｡ Glahn[18]は､ FredhoIJ)型積分方程式

により､一種の直接法を用いた解析法を示した｡Hansen【19】は､未知数の近似

にスプライン関数を用いて積分方程式を解く方法を捷菓し､楕円孔のある無限

板の曲げ間者を解析した｡ また､ AltieroとSikarskie[22]､ WuとAltiero(23]

およぴStanisicとLafayette【25]は､特殊なGreen関数を利用して積分方程式を

定式化する直接法と類似の考え方に基づく解析法を示した｡ここまでの研究は､

静的問題に対する応用であるが､ VivoliとFillipi[17】は､動的閉居への応用

として､間接法による板の.振動に関する固有値解析の結果を実験結果との比較

においてはじめて示した｡

板曲げ問題の分野においては､ 1970年代は間接法に基づく境界要素法による

解析が主涜であったが､ 1978年と1979年に直接法による積分方程式の定式化お

よび解析法が､ Bezine【20]あるいはBezineとGanby【21】およぴStern[24】により､

それぞれ独立に発表された｡直接法では､物理的意味のある境界変数､すなわ

ち､板の境界上のたわみ､たわみ角､曲げモーメントおよび等価せん断力を用

いて境界積分方程式を定式化している｡積分方程式の定式化において､一般化

Green の公式と双一次形式の対称性を用いる考え方は両者において同様である

が､境界積分方程式の離散化の過程がそれぞれの場合で異なる｡前者では､境

界要素上で変数が一定となるいわゆる一定要素を用いているのに対し､後者で

は､これが線形に変化するいわば線形要素を用いている｡このために､後者で

は､関数値を代表させる節点を板の角点にとらなければならないこともあるの

で､角点での境界積分方程式の扱いに詳しい｡なお､積分方程式の核関数に関

するBergnanとSchiffer の著書【11】に薄板の理論を述べた節において､なめら

かな境界の板に対して同様の定式化がすでに行われていた｡ 1970年代末期にな

ると､直接法境界要素法による板曲げ解析に関する論文【26】や境界要素法によ

る板曲げ全般に関するレビュー【27】も発表されている｡

く最近の研究)

先にも述べたように､ 1980年代になると､境界要素法による板曲げ解析の分
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野においても､等方弾性薄板の解析だけでなく種々の応用解析や計算精度面で

の検討などが見られるようになった｡例えば､精度向上のための関数近似の改

善に関する研究､曲率の大きくないシェル(偏平シェル:Shallow Shell)の

線形解析､計算効率改善のための研究､板あるいは板橋遺物の座屈あるいは安

定性の問題､材料の異方性(直交其方性)を考慮した曲げ解析､鮮牲床上の板

のたわみ解析､板の厚さ方向のせん断変形を考慮したReissner理論による板の

曲げ解析､板の熱による曲げ解析､動的問題として板の振動に関する固有値解

析､材料非線形問題として板の非弾性たわみ解析､そして幾何学的非線形間鹿

である板およぴシェルの有限変形解析などである｡あるいは､応用解析として､

以上の複数の分野を組み合.わせた問題を解析した報告もある｡その他にも､ 2

平板の接触間窟､内部支持のある板の解析､直接法における境界積分方程式定

式化の簡単化に関する研究､積分方程式を定式化するときに必要となる基本解

の選択に関する研究などがある｡以下では､上述のような分野別に､境界要素

凍の適用事例を見てみる｡

等方弾性板あるいはシェルの境界要素法による解析における計算精度向上を

目的とした研究には､ Duら【42, 53, 89]あるいはHart}annとZoteJIantel【82】に

よる境界上のたわみ分布をエルミート関数により補間するもの､あるいは､境

界上の変数をスプライン関数で近似するものなどがある【48, 79, 96, lol一 ｡

田中･宮崎【70]は､直接法境界要素法において線形要素を用いたとき8こ問題と

なる境界の角点で成り立つ積分方程式の導出について.1つの考え方を示した｡

またIrschikら【37】は､既知のGre¢n関数を用いて積分方程式定式化を行う,い

わゆるGreen関数法の応用により､ 多角形板の曲げ解析を行っている｡このよ

うなGreen関数法の静的および動的問題への応用に関する研究は､ Irschik【108]

およぴKastikadelisとSapountzakis【109]により報告されている｡ 応用解析例

として､単一の平板に対する境界要素法を組み立て板橋造物の変形解析に適用

した報告【72】がある｡境界要素法による板曲げ問題の解析に関する記事を1つ

の章として含む著書【36, 46, 59, 85】もいくつか出版されている｡特に､文献

【85】では､境界積分方程式の定式化に､従来とは異なる多価の基本解を用いる

ことにより計算精度を向上させる方法を確実しており､線形要素以上の高次要

素を用いるときに､この方法は有効であると考えられる｡上述の等方弾性板に
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対する研究成果は､力学的な荷重が作用する場合の解析に関するものであった

が､熱モーメントによる板の曲げ解析については､著者ら【132]が直接法によ

る解析を最初に報告した｡その後､ Irschik【45]がGreen関数法の応用による同

様の解析を示したにすぎない｡

シェルの微小変形解析については､円筒シェルに対する境界積分方程式の定

式化を示したAntes[35】の報告､偏平シェルの解析を扱った TosakaとHiyake

【47】の研究､ Gospodinov【63)､ Tepavitcharovら【64, 76]の球シェルの解析を

扱った研究例がある｡また､ Sin)OSとSadegh[87】は､間接法により球シェルの

解析を行っている｡

一方､計算効率の改善に.関する研究は､ KaEIiya[140]､著者ら【145,146,147,

149] ､ CostaとBrebbia[62]､ BezineとBonneau【65】およぴHartmann[71】が報告

している｡これらの研究では､支配微分方程式の非同次項(`板の曲げ問題では､

たとえば荷重項あるいは熱負荷項)と基本解の積に関する領域積分を境界積分

に変換する方法について述べている｡この考え方を用いることにより､領域積

分の数値計算に必要な内部セル分割を行わずに解析できるので､境界だけの分

割ですみ､境界要素法としての計算効率は増すことになる｡ またParisとLeon

【73, 80】は､板曲げ問題の支配微分方程式である重調和微分方程式を､ 2つの

調和微分方程式に分離し､積分方程式を定式化するときに含まれる､これらの

方程式の非同次項と基本解の積の領域積分を境界積分に変換する方法を楳案し

ている｡著者ら【152,156,157】は､上述のParisらの調和微分方程式に対する変

換方法を重調和微分方程式に拡張応用し､弾性床上の板の曲げ解析を行った｡

境界積分方程式定式化の簡単化については､境界積分方程式の特殊な定式化

に関する研究を8ezine【31】が報告している｡境界要素法による板曲げ解析にお

いては､通常はたわみとその法韓方向導関数に関する境界積分方程式を導出す

る｡後者の導出にはかなり複雑な解析的手続きが必要であるので､これに代る

方法として､彼は相似な2つの平板に関する考察から､基本解の法線導関数を

用いずに境界積分方程式を導く1つの方法を捷案した｡この方法は1981年に発

表されたが､その後は必ずしも一般的な方法として多用されているわけではな

い｡彼は同年に,従来の直接法により板の内部に支持のある場合の解析法を発

表している【32】｡ここでは､内部支持点における未知反カを考慮し､境界積
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分方程式だけでなく内部支持点について成り立っ積分方程式をも同時に解く方

法を用いている｡

均質等方弾性板の自由振動問題に対する境界要素法による固有値解析の先駆

的研究は､先に述べたVivoliとFillipi[17】によるものである｡これは間接法

による解析であったが､ WongとHutchinson[34】は直接法による定式化を示した｡

また､丹羽ら【28】は､直接法と間接法の両方法による解析法を握案し､いくつ

かの数億解析例を示した｡板の自由振動問題に対する基本解に関する考察を行

った研究もある【103】｡ これらの報告では､積分方程式を定式化するときに用

いられている基本解は､ 固有値に関連する未知のパラメータを含み､ しかも､

Hankel関数やBessel関数などにより表される｡したがって､数値計算を精度よ

く行うことや､解析に必要となるこれらの関数の導関数を求めたりすることは

容易でない｡また､固有値解析は高次の非線形方程式を解かなければならない｡

そこで､これらの難点を避けるために､ Bezine[29]は静的曲げ問蓮の基本解を

用いる解析法を提案している｡この解法では､境界積分方程式と板の領域内部

について成り立つ積分方程式を連立させて境界上の未知量を消去し､内部の未

知量だけについて解く方法を用も･､ているので､積分方程式を触散化して最終的

に得られる代数方程式は線形な固有値方程式となり､これから必要な固有値を

容易に計算することができる｡ProvidakisとBeskos【111】は､この方法を板お

よぴシェルの強制振動解析に応用している｡

Bezineが自由振動問題に用いた解法【29】は､平板の弾性座屈問題の解法にも

応用することができ､ Bezine【51】あるいはCostaとBrebbia[74】が同様の手法で､

座屈荷重を求めている｡田中･宮崎【91, 104】は､単一の平板に適用されたこ

の解法を､組み立て板構造物の座屈問題に応用した｡また､ Bezineら【66】は､

薄板の座屈変形の方向が一方向に制約をうける特別な場合についての解析例を

いくつか示している｡薄板の安定性に関する問題の解析については､ Okadaら

【49】あるいはLiu【105】の報告がある｡特に､ Liuは､積分公式を用いることに

より､問題の解析に必要な面外変位(たわみ.)の2階の導関数の計算を省略で

きる方法を楳菓しており､これにより計算効率と精度を向上させている｡この

ような手法は､著者ら【135]およぴKahiya[158】が板の有限変形解析における積

分方程式の定式化のときに用いたものと類似である｡
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異方性弾性板の微小変形解析は､ VuとAltiero 【33]､ 著者ら【136】およぴ

Irschik【52]によるものがあり､比較的少ない｡ WuとAltieroは影響関数法を用

いた一種の間接法により､直交美方性およぴ一般的な美方性をもつ板の解析を

行い､いくつかの解析例を厳密解との比較において示した｡著者らは､直接法

による直交異方性板の一般的な解析法を示し､直交其方性円板の計算結果を解

析解と比較して示した｡また､ Irschikは､直交異方性板に対する積分方程式

をGreen関数法の応用により定式化し､ 種々の裏方性パラメータについて長方

形板に対する数値解析例を示した｡その他に､ Zastrov[97]による異方性単純

支持平板に限定して解析した報告もある｡

弾性凍上あるいは弾性基礎におかれた平板の曲げ解析は､取り扱う弾性床の

特性により2種類に大別できる｡すなわち､板のたわみに比例した反力を発生

する Winklerタイプの床､あるいは､さらに床のせん断変形による反力をも考

慮したPasternakタイプの床を扱う場合である｡ KatsikadelisとAlnenakas【54,

55】は､.前者のタイプについて､固定および単純支持境界条件に対する問題を

2つの異なる定式化により解析した｡ CostaとBrebbia[68】は,これと同様の定

式化であるが､積分方程式に含まれる領域積分を境界積分に変換することによ

り､計算効率を向上させる工夫をしている｡後者のタイプの弾性床上の板の解

析に対しては､ Balasらr58】およぴPuttonenとVarpasuo[81】の報告がある｡こ

の場合には､積分方程式を定式化するときの基本解の構成が複雑であり､両者

はそれぞれ異なる方法で基本解を求めている｡

これまでに取り扱った平板の曲げ理論は､板厚が板の代表寸法に比較して小

さいときに成り立っと考えられるKirchhoff-Loveの仮定に基づくものであった｡

板厚が大きくなるときには､厳密には3次元問題として取り扱わなければなら

ない｡これに対しては､板の横せん斬変形を考慮して修正したReissnerの曲げ

理論により比較的精度の高い解が得られることがわかっている｡ Reissner曲げ

理論への境界要素法の応用は､ Weeen【38, 41】がはじめて報告している｡彼は､

この場合の基本解の導出と積分方程式の定式化について述べ､いくつかの数値

解析例を示した｡その他に､定式化の理論について考察したXathiak【61】の研

究や種々の境界要素により同様の解析を行ったBrebbiaとLong【106]の研究があ

る｡Reissner曲げ理論に基づく板の振動解析【102]､ 偏平シェルの曲げ解析
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【110]､弾性味上のReissner板の曲げ解析【112】に関する研究も報告されている｡

その他の問題に対する応用としては､曲げを受けるき裂のある弾性板の応力

拡大係数を評価した研究【44, 60]､ 2平板間の接触に関する BezineとFortune

の研究【57】､非線形弾性支持された平板の微小変形解析に関する著者らの研究

【153, 154】､などがある｡

(非線形解析)

これまでに紹介した研究は､いくつかの例外をのぞきそのほとんどが線形解

析である｡境界要素法の非線形曲げ解析に対する代表的な応用例は､クリープ､

粘弾性､熱弾塑性などの材料非線形問題と有限変形を含む幾何学的非線形問題

の解析であり､比較的少数である｡

材料非線形問題への応用については､ XorjariaとXukherjee(30]が平板の非

弾性曲げ解析をはじめて報告した｡ Xukherjeeは､境界要素法のクリープと破

壊への応用について述べた教科書【40】のなかで,粘塑性板の曲げについて記述

している｡また､ HukherjeeとPoddar[94】は偏平シェルの非弾性解析について

も報告しても.＼る｡Hoshaiovら【84, 88]は､初期塑性モーメントを伴う板の弾塑

性あるいは熱弾塑性曲げ解析を行った｡

板およびシェルの有限変形解析は､固体力学あるいは構造力学の分野におけ

る代表的な幾何学的非線形問題の1つである｡よく知られた板の有限変形理論

は von Kaman によるものであり､この支配微分方程式は面内の変形と面外の

変形が達成する形式となるので､その解析は一般に容島でなも･1｡板の有限変形

解析における von Karnan 方程式に基づいた境界要素解析については,著者ら

【135] ､ Tanaka[43, 56]､ TosakaとHiyake【69, 75, 90, 92)､およぴ YeとLiu

【67】の研究が代表的である｡著者らは変位だけで表されるvon Kaman型の支配

方程式に基づいた､直接法境界要素法による定式化を行った｡一方､ Tanakaお

よぴTosakaらは､応力関数により表示された通常のvon Ka川an方程式により解

析した｡ YeとLiuは､著者らと類似の定式化に基づいた数値解析例を示した｡

先にも述べたように､この間居では速成方程式を解くことになるので､その解

析は複雑となるが､ Tosakaらは板あるいはシェルの領域内にも未知量をとる方

法を用いて､非線形性の大きい問題も精度よく解析している｡この方法は､彼

らによ7) ''ハイプリヅド型積分方程式法"と呼ばれている｡さらに､ YeとLiu
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【95】､ KaE)iya[158]は､熱負荷が作用する板の有限変形解析についても報告し

ている｡最近では､偏平シェルの過渡的応答を取り扱ったZhangとAtluri 【93】

の研究やFengとLi【99】の研究も報告されている｡

これに対し､有限変形に関するBerg¢rの近似支配方程式【8】に基づいた平板

の曲げに対する境界要素解析も行われた｡ Bergerにより提案された近似支配方

短式は､たわみに関する非速成の準線形微分方程式となるので､板およびシェ

ルの曲げに関する種々の間播に広く応用されている｡Derger方程式はその導出

に理論的根拠が明白でないにもかかわらず､得られる解は板の面内変位が境界

上で拘束されているときには､速成解のよい近似となることが知られている｡

著者ら【133】は､このようなBerger方程式に対する積分方程式を､微小変形解

析に用いられる垂調和方程式の基本解により定式化し､いくつかの数値解析例

を示した｡さらに､熱負荷の作用する板の解析にも対応する定式化を行い､熱

変形などの比較的非線形性の大きい問題の解析もできることをはじめて示した

【134】｡一方､ Sladekら【50】は,線形化されたBerger方程式に対する基本解を

用いて境界積分方程式を定式化し､得られた数億解を解析解と比較している｡

著者らは､この他にも板と偏平シェルの近似有限変形･座屈後変形解析【137,

141, 142, 144]､弾性東上の板の近似有限変形解析【150]および加熱されたサ

ンドイヅチ構造の板およぴシェルの近似有限変形･座屈後変形解析【138, 139,

155】についても報告した｡

1 ･ 4 本研究の内容

前節では､本研究の主題､すなわち､板およぴシェルの曲げ解析に対する境

界要素法の応用に関する､それぞれの適用分野における過去の研究例と現状に

ついて述べた｡このように現在までの研究成果を振り返ってみると､ 1970年代

には線形解析を中心とする基本的な閉居の解析が行われたにすぎないが､ 1980

年代にはいると､様々な応用解析が積極的になされるようになったことがわか

る｡このような状況のなかで､著者らは､ 1980年代のはじめには直接法境界要

素法による一般的な取り扱いが示されていなかった､熱による板の曲げ､直交

異方性板の曲げ､板およぴシェルの有限変形解析に関する研究に着手した｡特

に､有限変形解析に関するテーマを選んだ理由は､板およぴシェルの解析では
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大変形を考慮する必要性が高いにもかかわらず､この種の間康に対する効果的

な境界要素法の開発が行われていなかったからである｡そこで､本研究では､

特に直接法による境界要素法の板およぴシェルの大変形すなわち有限変形問題

への応用に関する研究を中心に扱い､解析方法の有効性と妥当性を明らかにす

ることを目的とする｡

前節でも述べたように､著者らは､まず､板の有限変形理論で著名な von

KarJmn理論に基づいた境界要素法による定式化を示した｡ yon Karmn理論では､

板の面外変位(たわみ)と面内変位が.達成するので､この理論に基づく解析は

必ずしも容易ではない｡そこで､著者らは､ Bergerが握案した板の有限変形に

関する近似支配方程式の境界要素解析に着目した｡このわけは､ Berger方程式

は､ 見かけ上面外変位だけで表示される準線形な非速成方程式となるので､

Yon Kaman理論による速成式と比較して､境界要素法による解析が容易になる

と考えたからである｡さらに著者らは､ Berger方程式に対する境界要素法を､

板およぴシェルの座屈問題､弾性床上の板の曲げあるいはサンドイッチ板およ

ぴシェルの解析に拡張応用した｡この他にも､境界要素法における計算効率の

向上を目的として､板の曲げ問題に対する直接法境界要素法の有効利用に関す

る1つの考え方を示した｡関連する問題への応用として､弾性床上の板の曲げ

解析を行った｡また､境界要素法を効果的に利用できる問題の例として､非線

形弾性支持された平板の微小変形に関する研究について報告した｡

本論文は､上述の一連の研究をまとめたものであり､.以下のような内容で構

成した｡

第2章では､その前半で,有限変形解析の基礎となる､力学的負荷の作用す

る一様厚さの等方性弾性平板の微小変形解析に関する支配方程式に対して直接

法境界要素法の取り扱いを説明する｡つぎに､熱負荷の作用する板の曲げある

いは直交異方性板の曲げ問題の定式化と扱い方について述べ､その解析例を示

す｡後半では､ Yon Kamanによる板の有限変形理論に基づく直接法境界要素法

による定式化が､微小変形解析の拡張として行えることを示すと同時に､その

解析手順についても説明する｡

第3章においては､ Bergerによる近似有限変形解析の直接法境界要素法によ

る扱いについて論じる｡この章では､はじめに､横荷重と熱負荷をうける弾性
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偏平シェル(平板も含む)のBerger方程式が､シェルの膜ひずみの弟2不変量

を無視した形のポテンシャルエネルギーの停留条件から導かれる過程(Berger

汰)について述べる｡つぎに､ Berger方程式に対する積分方程式の定式化は､

弾性平板の微小変形解析と同様の基本解を用いて行えることを示す｡さらに､

弾性味上の平板の境界要素法による近似有限変形解析への応用についても述べ

る｡最後に､シェルが熱負荷をうける場合の座屈･座屈後変形解析は､有限変

形解析と同様の手順で取り扱えることを解析例とともに示す｡

第4章では､第3章で述べた解析法を､サンドイヅチ構造の板およびシェル

の曲げ解析に拡張する｡ここでは､まず､サンドイヅチ平板およぴシェルの近

似有限変形解析に関する支配方程式の導出が､上述のBerger凍を修正した方法

(修正Berger法)により行われる過程の概略を述べる｡つぎに､得られた支配

方程式の積分方程式への定式化が､ 3章で述べた手法と類似の方法で行えるこ

とを示す｡サンドイッチ平板およびシェルについても､有限変形解析と座屈後

変形解析の両者の場合を扱う｡

第5章では､境界要素法における計算効率の向上を目的として､板の曲げ問

題の直接法境界要素法による効果的な取り扱いに関する1つの考え方を示す｡

板曲げ問題の支配微分方程式のような非同次方程式に対する積分方程式は､境

界積分だけでなく一般に領域積分を含む形で定式化される｡ここでは､このよ

うな領域積分を境界積分に変換する方法を､調和微分方程式について説明した

あと､この方法を板曲げ問題の支配微分方程式である垂調和微分方程式の積分

方程式定式化に適用し､いくつかの数値解析例を示して､解析精度と有効性に

ついて検討する｡

第6章においては､関連する問題への応用として､前半では､第5章の趣旨､

すなわち､計算効率の向上を目的として､ 5章とは別の方法で弾性味上の平板

の曲げ解析を行い､その有用性を検討する｡後半では､境界要素法を効果的に

利用できる問題の例として､支配方程式は線形であるが境界条件が非線形とな

る問題について考える｡具体的には､境界曲げモーメントがたわみ勾配の非線

形関数となるような非線形弾性支持された平板の解析について考え､数値解析

例を示す｡

最後に､第7章において､以上の研究結果をまとめ､本研究の総括を行う｡
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本論文で使用する主な記号

a

D

DIJkD

E

Eljka

e lj, e lJk

F

G

h

ll, Ⅰ2

Kn

kl

L

MiJ

Mn

Mn,

MT

n

n 1

NT

NIJ

冒

P i

Ql

㍗

R

S

S

: 板あるいはシェルの代表長さ

: 曲げ剛性

: 弾性係数

: ヤング係数(.一縦弾性係数)

: 曲げ剛性係数

: 交代記号

: 膜応力関数

:
･せん断弾性係数

: 板の厚さあるいは芯材の厚さ

: 膜ひずみの弟1および第2不変量

: Kirchhoff等価せん断力

: 主曲率

: 微分作用素

: 曲げおよぴねじりモーメント

: 法線方向曲げモーメント

: 境界上のねじりモーメント

: 熱による曲げモーメント

: 外向き汝線

: 外向き法線の方向余弦【= cos(Ⅹ1,n)】

: 熱による合応力

: 合応力(膜応力)

: 横荷重

: 面内の境界表面力

: せん断力

: ソ-ス点と場の点との距離

: 座標原点と2次元空間の任意点間の距離

; 境界接線

･

板の側面

-14-



t

T

u i

V

VI

W

(xl,Ⅹ2,Z=Ⅹ3)

α

r

r1, r2

e lJ

♂ , ∂1

61J

K2

翠

γ

∩

中

6 ij

V2

∇32

∇4

下添え字

: 表面板の厚さ

: 温度(基準温度からの湿度差)

: 面内変位

･

板あるいはシェルの占める3次元領域

境界上のせん断力

. たわみ

: Cartesian座標系あるいは直交曲線座標系

: 線膨弓長係数

: 板あるいはシェルの中央面の境界

.

･力学的および幾何学的境界条件が規定された境界

: 膜ひずみ

･

Dirac デルタ関数

. Kronecker デルタ

. 8erger定数

: 板あるいはシェルの中央面の占める2次元領域

･ Poisson比

: ポテンシャルエネルギー

非同次項

: 応 力

: 2次元空間における調和作用素

: 3次元空間における調和作用素

. 2次元空間における垂調和作用素(≡∇2∇2)

∂ () /∂xl

: ∂ () /∂n 境界上の法線方向導関数

: ∂ () /∂s 境界上の接線方向導関数

i , J ,
･･ : 1

, 2

(∩, s, n｡を除く繰り返し添え字について総和規約をとる)
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上添え字

b

C

f

C

m

n

t

*

口

･

下表面板

: 芯 材

: 表面板

: 線形項

: 上下表面板の平均値

: 非線形項

; 上表面板

: 重さ開襲およぴこれに関連する関数

: 規定された値

-16-I



第2章 弾性平板の微/トおよび有限変形解析【132,135,136]

前章で述べたように､境界要素法あるいは境界革分方程式法による薄い弾性

平板の曲げ解析では､直接法と間接法による定式化がある｡直接法では､問題

の境界条件に現われる変数､すなわち､たわみ､たわみ勾配､曲げモーメント

および等価せん断力を用いて定式化が行われる｡一方､間接法は､ポテンシャ

ル論において用いられてきた単一層ポテンシヤJレや二重層ポテンシャルなどを

用いる定式化である｡本章では､弾性平板の微小変形および有限変形解析に関

して､直接法に基づく境界要素法による積分方程式の定式化あるいはその解析

i去について述べる｡

等方な弾性平板の静的微小変形問題に対しては､ Bezineら【20, 21】あるいは

Stern【24】が､直接法に基づく解析法と数値解析例をはじめて示した｡これら

は､板が横荷重を受ける場合の解析である｡板が熱負荷を受けるときには､曲

げモーメントとせん断力の表示および支配方程式に温度場による付加項が必要

となり､境界要素法による扱いも横荷重の場合とは若干異なってくる｡また､

異方性板の微小変形について､ WuとAltiero [33】が間接法を､ Irschik 【52]が

Green 関数法の応用による解析法を操案しているが､直接法による解析例は示

されていない｡一方､幾何学的非線形問題の代表的な例である板あるいはシェ

ルの有限変形解析の境界要素法による研究は比較的に少ない｡Tanaka【43, 56】､

TosakaとHiyake[69, 75, 90, 92】は､有限変形解析にゎける通常のvon Karman

方程式に基づいた境界要素法による定式化と解析例を示した｡これらの解析で

は､問題の支配方程式が応力関数を用いた定式化となっているため､板の･面内

変位に関する境界条件を直接に取り扱うことはできないことなどの不都合が指

摘される｡ YeとLiu 【67】は､ 応力関数を開いずに変位だけで表示された von

Kaman型の方程式により､著者ら【135]と同様の解析を行っているが､境界上

の等価せん断力の表示に有限変形の項が考慮されておらず_L 正しt-＼定式化になっ

ていない｡

このような状況を考慮して､本章では､以下のような内容について述べるこ

とにする｡はじめに､板の微小変形解析に必要な問題設定と支配方程式につい

て説明する｡つぎに､横荷重か作網する一様厚さの等方弾惟薄板についてー 直

ニi!由-



接法に基づく境界要素法により積分方程式を定式化するための手順を示し､積

分方程式の熊取定式化について述べる｡そのあとで､熱による板の曲げおよび

直交異方性板の間題について､その直接法境界要素法による扱い方と解析例を

示す｡さらに､幾何学的非線形問題の代表的な例である板の有限変形解析につ

いて､ Yon Kaman型の支配方程式と積分方程式の定式化を微小変形解析の拡張

として述べ､数値解析の手順と解析例を示す｡なお､本論文では全般にわたり､

繰り返し添え字については､総和をとるものとする｡

2 ･ 1 微小変形解析

2 ･ 1 ･ 1 支配方程式【113】

板は厚さが他の寸法に比べて小さく､しかも板の面内の変位に比べて垂直方

向に大きな変位を生じるので､板の曲げ問題では､一般的な3次元問題の扱い

によるのではなく､通常2次元的に扱われる｡

図2-1に示すように板の厚さをhとし､板の中央面にⅩ1, Ⅹ2軸があるよう

に直交座標系Ⅹ1, X2, Zをとる｡板の占める3次元領域をⅤ､中央面が占め

る2次元領域をE2､力とモーメントの境界条件と変位の境界条件が与えられて

いる側面をそれぞれSl, S2により表す｡

図2-1 平板の解析･記号の説明

(a) 3次元物体 (ら)中央面
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中央面E2の境界をrとし､ rl, r2をそれぞれ側面Sl, S9に対応する境界

とする｡板は剛体変位を生じないように支持されており､つぎのような外力が

作用していると考える｡

S2内に板に垂直な荷重 首

Sl上にFl､ F2､一Fz

板はその厚さが他の寸法に比べて十分に小さく, Kirchhoff-Loveの仮定が成

り立つとすれば､板の変位Ul, Wは､中央面の変位ul, Wによりつぎのよう

に近似することができる｡

Ul(xl, Ⅹ2, Z)=ul(xl, Ⅹ2)-ZW.I(Ⅹl, Ⅹ2)

W(xl, X2, Z)=W(Ⅹ.1, X2)
(2-1)

このように近似すれば､すべてのひずみ成分を考えることは必要がなくなり､

上述の外力が作用するとき､薄板に関する仮想仕事の原理はつぎのようになる｡

Iy61j6EIJdV-JB即WdO-J's(lF16Ul･FL6W'drdz-0(2-2'

ここで､ 6Ul､ 6Wは仮想変位､ 6EIJは仮想ひずみ､ 61Jは応力である｡

式(2-1)を式(2-2)に代入し､板の厚さ方向に積分すればつぎの式が得られる｡

-J｡[NIJIJ6ul･(Ql･1･F"w'dQ･Jr'1
(pl-Fl, 6ul

+ ( (Ⅴヱ+Mn,.,)
- ('V2+材｡,.,) i 6w- (_Mn-Hn) 6w,n] dr

-∑旺(Mn,-頂n書) 6w』+ ∫【p16ul+ (Ⅴ=+MnJ,a) 6w

r2

-Mn6w.n] dr-∑旺Mn,6w】=0 (2-3)

上紀の諸式で､ ()
.1はⅩ1方向､

(I)
.n, ()

.｡はそれぞれ境界における法

線方向､接線方向の偏微分を表す｡また､旺皿は境界上の不連続量を表し､そ

れらの総和はすべての不連続点についてとられる｡ここで用いた板厚方向の積

分量は､図2-2を参照して､つぎのように定義される｡

NIJ=

亨1=

h/2

6.1jdz, Mlj=

-h/2

h/2

Fldz, Vz=

-h/2

b/2

61jZdz

-h/2

h/2

丁王dz

-ら/丑

(2-4)

(2-5)

ただし､ Nljは合応力､ Mljは曲げおよぴねじりモーメント､す1, V&は境界
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におけるⅩi, Z 方向の外力を表す｡また､これらの量の間にはつぎのような

関係が成り立つ｡

Ql=MIJ,j, pl=NIJnJ

Mn=MIJnlnj, Mn,≡-eりkMlknknJ (2-6)

Ⅴヱ=Qlnl

ただし､ Mn, Mn,はそれぞれ境界での曲げモーメントとねじりモーメントを､

nlは法線nの方向余弦を､ eljkは､ i,j,k が1,2,3 の偶置換のとき1､奇置

換のとき-1､その他のとき0となる交代記号を表す｡

式(2-3)から,つぎのような支配方程式と境界条件が得られる｡

Nll,J=O

MIJ.J+首■=0

力とモーメントの境界条件(rl上) :

pl=亨1, Ⅴ&+Mn‥=Vz+Hn=, Mn=Hn

変位の境界条件('I12上) :

ul=ul, W=W, W.n=W.a

(2-9)

(2-10)

板の微小変形解析では上記の支配微分方程式と境界条件を､面内変形と曲げ

変形(面外変形)に対応して.､つぎの2組に分けて扱うことができる｡

NIJ.J=0 ; pl=首1, ul=甘1 (2-ll)

MIJ.1J+亨=0 ; Vl+Mn‥=Vヱ+Wn‥, Mn=軌, w=w, w.n=w,n (2-12)

このようにできるのは面内変形と面外変形が互いに非速成だからである｡前者

h17
(a) L2

P
l
(
b
,

図2-2 合応力と合モーメント

(a)板要素 (也)境界
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は2次元弾性間適の平面応力状態に対応するので､曲げ閉演だけを考えるとき

は後者だけを用いればよい｡有限変形は面内変形と面外変形が速成するので､

両者を同時に扱うことになる｡これについては2 ･ 2節で述べる｡

これまでに用いた面外変形に関する量を､たわみwによって表すとつぎのよ

うである｡

Ml,=-D[y6uw,kk+ (1-y)w,1J]

Vz=-D∇2w,n [∇2=∂2/∂Ⅹl∂Ⅹ1]

Mn.≡-D (1-γ)w.A,

Mn=-D [ (1-γ.)w,1jnlnJ+γ∇2w】

(2-13)

(2-14)

(2-15)

(2-16)

ここで､ γはPoisson比､ 6.I,はKronecker デルタ､ DはYoung係数をEとして

つぎのように定義される板の曲げ剛性である｡

Eh3

12(1-y2)
(2-17)

式(2-9)2 で与えられる境界での合せん断力はKirchhoffの等価せん断力と呼ば

れ､つぎのようにKnで表す｡

Kn=Ⅴ&+Mn‥ (2-18)

また､式(2-13)を用いれば､式(2-12)1はつぎのように書くことができる｡

D∇.w=亨 ●(2-19)

ここで､ ∇.は2次元空間の垂調和微分作用素である｡

板の曲げ問題で通常用いられる境界条件は､ 4種類の境界変数Kn, Mn, w,

およびw.nのうちの2つによってつぎのように与えられる｡

単純支持: w=0, Wn=0

固定支持: 守=0, w-.n=0

自 由: 同n=0, 甘n=0

(2-20)

(2-21)

(2-22)

あるいは､これらの量が互いに関係する形として境界条件を与えることもでき

る｡これについては､ 6章で具体例を述べる｡

2 I 1 ･ 2 積分方程式と離散定式化【20, 21, 24]

薄板の解析では､ Kirchhoff-Loveの仮定に基づき板の厚さにわたる等価な積
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分量を用いて2次元的に扱うことをこれまでに示した｡直接法境界要素法では､

境界条件式(2-20)-(2-22)に現われる主を用いて積分方程式を定式化する｡直

接法による積分方程式定式化の方法はいくつかある｡たとえば､相反定理を用

いた力学的考察に基づいた定式化､あるいは重さ付き残差法による定式化など

である｡ここでは､溝域内で成り立つ支配方程式に重さ関数w● を掛けて積分

した表示､すなわち

(-D∇4w+育) w'dE2=0

をもとにする方法について述べる｡

重訳和作用素に関する一般化Greenの公式

J｡(-I,4w-∇2w,,w･'d虫-Jr(w●,2w･n-w'･nV2w'dr

および双一次形式

L (w, w●)
≡ (1-γ) (w.11W●."+w.MW●.ll-2w.13W●.12)

(2-23)

(2-24)

く2-25)

を用い､さらに式(2-14)-(2-16)および式(2-18)の関係を考点すれば､つぎの

式が導かれる｡

JB[w･∇･w-∇-V2w･L(w･ w･, ･

d虫-去Jr(w･･nMn-w･Kn.,
dr

+∑旺w●Mn.刀 (2-26)

上式のwとw●を入れかえた式を作り､ L(w, wりがwとw●に関して対称に

表されていることを利用すれば次式を得ることができる｡

(w●∇4w-w∇4w') dE2

巨･･亡
-

【Knw●-Mnw●.n-Kn'(w●) w+Mn'(w●) w.n]
dr

+∑ (w●Mh,-WMn.. (w●) 刀 (2-27)

ここで､ Kn', Mn', Mn.'はKirchhoffの等価せん断力､曲げモーメントおよ

ぴねじりモーメントの表示をw●について記述したものである｡
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直接法境界要素法では､重さ関数w● としてつぎの微分方程式を滞たす解を

用いるのが普通である｡

∇4w●(P,Q)+6(P,Q)=0 (2-28)

ここで､ 6 (P.Q L)はDiracのデルタ関数である｡このような解w● は垂調和

方程式の基本解と呼ばれ､点Qに単位集中荷重が作用するときの点Pのたわみ

を表す｡式(2-28)の解はつぎのように与えられる｡

1

w●(P, Q)≡--r2(P,Q)log r(P, Q')
87E

ただし､ rは点PとQの距離を表す｡

r(P,Q)=l岡I

式(2-28)を式(2-27)に代入すればつぎの式を得る｡

(2-29)

(2-3O)

Dc

(P,-(P`,ニーIBW･(P･Q',育(Q',dE2･Ir{Kn･[w･(P,
Q,]w(Q,

-Mn'[w'('p, Q)]w,n(Q)+w',n(P, QL)Mn[w(Q,)]

-w●(P,Q)Kr.[w(Q)]‡ dr-∑柾w(Al)Mn/[w●(-p, Al)】

-Mn.[w(Al)]w'(P,Al)刀
(Q'∈E2, Q∈r) (2-31)

ここで､係数c(P)は1であり､ AlはMn,が不連続になる境界点である｡ *

をつけた関数w,巳', Kn', Mn'およぴMnさ● は､記号を図213のように定義す

れば､つぎのように表される｡

1

w●.n=--(2log ㍗+1) rcos(β-α)
87E

D

Mn●(w●)=-[(2log ㍗+1) (1+γ)
87(

ヰ2(1-γ)cos2('β-α)+2γ]
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D

Kn'(w●) ≡-【4cos (β-α) + (1-γ) i2cosβ-4sin2βcosβcos3a)
87Er-

+ ( 1 -γ.) (2sinβ-4cosBβsinβsin8α)】 (2-34)

M=●(w●) ≡-

D(1-γ)

87E
sin【2(β-α)】

(2-35)

積分方程式(2-31)を境界上で成り立つ式に帰着させるために､点Pを境界に

近づける｡このような極限において､式(2-31)の境界積分は特異積分になるの

で､これをCauchyの主値積分と解釈すれば､なめらかな境界について¢(P)=1/2

とおいた式が得られる｡したがって係数c(P)を点Pの位置に関連づけて､

c(P)=1 (P∈E2), c(P)=y2 (Per) (2-36)

と定義すれば､式(2-31)は､点Pの位置に関係なく一般的な式と見なすことが

できる｡なめらかでない境界では､ ¢(P)の億は点Pの位置する境界の幾何学形

状に依存する｡

境界上のねじりモーメントは式(2-15)で示したように､

Mr"(w)=-D(1-v)a(w.n)/a s (2-37)

で表されるから､ w.nの接線方向の変化率によって計算される｡したがって､

点Pを境界上にとったとき､式(2-31)は右辺の領域積分を除き､境界上の関数

w, w.n, Kn およぴ Mn

の関係として表すことができる｡これらの4つの関数のうち2つは､境界条件

図2-3 記号の説明
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(2-20)-(2-22)によって指定されるので､これらを定めるためにはさらに独立

な境界積分方程式が必要になる｡新しい積分方程式を得るには､境界点Pに関

する式(2-31)を､その点で外向き法線n｡方向に微分する方法が用いられ､つ

ぎのようになる｡

y2Dw,no(P) =

w●.no(P, Q')育(Q')dE2

(Kn',n.[w'(P,Q)] [w(Q)-w(P)]-Mn'.no[w'(P,Q)]w.n(Q)

+w●,nn.(P,Q)Mn【w(Q)]-w●.no(P,Q)Kn[w(Q)]‡dr

-∑柾w(Al)Mn{,no【w●(P, Al)〕-M｡s[w(Al) 】w●.r.o(P, Al) 』 (2-38)

ここで､ *をつけた関数は､記号を図2-4 のように定義すれば､つぎのように

表される｡

1

w'.n.=-(2logr･+1) rcos (P-0)
8花

1

w',Mu=-【 (2logr+1)cos(0-α) +2cos(β-α)cos(β-e)･】
87E

D

Mn'.r.o(w')=--[2(1+v)cos(8-e)+4(i-v)
87Er

(.2-39)

(2-40)

[cos(β-α)cos(a-α) -cos2(β-α)cos'(β-a) ) ] (2-41)

D

Kn.･no 'w''=-㌫2[-4cos(α一e) '8cos(･β~α)cos(β~e)

+ (1-γ) icos3α (2cose116cos2βsin2βcos 0

+ 1 2cosβsinβsin∂- 1 6cosβsin8βsin∂ )

+sin3α ( 2sinO- 1 6cos3βsinβcosO

+1 2cosβsinβcose- 1 6cos2βsin2βsinO ) ) ]

D(1-γ)

87t r

M,{,n｡くw') =

sin(β-♂)cos【2 (β-α)】

ー25-
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x2L
図2-4 記号の説明

これで境界上におけるw, w,n, Kn, Mnに関する2つの積分方程式(2-■31),

(2-38)が得られたことになる｡つぎに､これらの積分方程式を数値的に解くた

めの離散化表示について述べる｡境界rを有限偶の境界要素により分別し､上

述の4つの関数を内拝聞数によって近似する｡境界要素上の節点におけるこれ

らの関数値により構成される列ベクトルをつぎのようにおく｡

(w‡ , ‡w,n) , ‡Kn) , ‡Mni

各節点について式(2-31), (2-38)書き下したものをまとめれば形式的Ljっぎの

ような方程式系を得る｡

【Al] iw〉+【Bl】 ‡w,.1)+[Cl】 ‡Kn)+[Dl】 (Mn)=(El‡ (2-44)

[A2] (w‡+【B,】 (w.ni+[C,] I(Kn)+[D,] (Mni = ‡E2) (2-45)

ここで､ 【Al] ,-, [Dl】 (i=1,2)は各節点と境界要素との関係として与

えられる係数マトリックス､ 〈Ei‡ は非同次項による境域積分に関する列ベ

クトルである｡なめらかな境界上に節点をとれば, 4つの関数のうち2つが境

界条件により与えられるので､他の2つが未知となる｡上式をこれらの未知量

に関する連立1次方程式とみなして解くことかできる｡なお､横荷重に対応す

る韻域積分は領域にわたって数値的に行わなければならない｡ただし､この種

の領域積分を境界積分に変換する方法も考えられており､これについては､ 5

章で詳細に述べる｡
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2 ･ 1 ･ 3 熱による板曲げ【132]

これまで横荷重による等方性板の曲げ問億に対する境界要素法による解析法

について述べてきた｡これは最も基本的なものであり､この解析法を拡張､応

用することにより､その他の類似の問題を扱うことができる｡ここでは､その

1つの例として､横荷重ではなく不均一な海度分布による板の曲げ問題の境界

要素解析について考え､その定式化の手順と留意点を述べる｡さらに､数値解

析例を示すことにより､解析法の有用性と妥当性について検討する｡

板が過度場T(Ⅹ1,Ⅹ,,Z)の作用下にあるとき､板に作用する曲げモ-メン

ト､ねじりモーメントはつぎのようになる｡

MT

MIJT=MIJ--∂1j

l-γ
(2-46)

ここで､ MT は溢度Tによる曲げモーメントであり､板の線膨張係数をαとし

てつぎのように定義される｡

MT=

h/2

EαTzdz

-h/2

(2-47)

式(216).,5.l､ (2-18)を用いれば､境界上での曲げモーメント､ Kirchhoff等

価せん断力はつぎのようになる｡

MT

M｡T=Mn-ニ
1-γ

KnT=Kn-
MT. ,.

1-γ

また､支配方程式は曲げモーメントのつりあい条件かう導出される｡

∇2My

D∇4w+-=0
1-γ

(2-48)

(2-49)

上式を式(2-19)と比べれば､ ∇2M,/(1-γ)が等価な横荷重とみなせる｡た

だし､モーメントと等価せん断力の表示が式(2-48)のように変更されるので､

横荷重の単純なおきかえで積分方程式を得ることはできない｡モーメントと等

価せん断力の表示に熱モーメントによる項が追加されることを考慮して､等方

性板の重訳和作用素に関する一般化Greenの公式(2-27)と､ ∇lMT に対して調

和作用素に関する(任意の微分可能な関数fとgについて成り立っ)つぎの形

のGreenの公式
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J｡(f∇2g -

g∇2f)dE2= Jr(
∂g ∂f
ど-- g-)dr
∂n ∂n

を用いれば､なめらかな境界の板に対してつぎの式を得る｡

-j'｡[
MT

Dw (V4w+) +-(V2w')

(トγ)
dE2

(2-50)

【w,nMn'(w●) -wKn● (w●) +KnTw●-MnTw'.n] dr=0 (2-51)

ここで､ *のついた関数は温度の作用を受けない板に用いられたものと同じで

あり､ w● は式(2-29)で示される重訳和方程式の基本解､その他の関数は式

(2-32)-(2-34)で与えられるものである｡このような定式化を行えば､境界積

分に現われる関数はすべて境界条件として与えるられることになる｡したがっ

て､ 2 ･ 1 ･

2節で示した式(2-31)と同様な積分方程式が導出できる｡解析に

は式(2-38)に対応するたわみの導関数の式も必要である｡

例題として.､つぎのような渥度頓にある全周固定の薄い円板の曲げ問題を考

える｡

T(Ⅹ1,Ⅹ2,Z)=【To+ Tl(トR2/a2)】(1+2z/3h) (R2=Ⅹ12+Ⅹ22) (2-52)

ここで､ aは円板の半径､ To, Tlは定数であり､ Tl/To= 1とする｡解析

は円板の境界を32の境界要素に分割し､境界要素上で開放値が一一定となる､

いわゆる一定要素を用いて行った｡この例題ではPoisson比を0.3として計算し

た｡図2-5 は半径方向のたわみ分布を示す｡実線は､文献【114】で与えられる

解析解､ ○印は､板の内部で成り立つ積分方程式より求められる境界要素法iこ

よる解(B E M解)である｡図からわかるように､ B EM解を解析解と比較する

と､両者はよい一致を示している｡とくに円板の中央部付近では､ B E丸す解は

解析解ときわめてよく一致している｡

2 ･ 1 ･ 4 直交異方性板【136】

つき､に､等方惟板の曲げ問題に対する境界要素法の考え方を直交異方性板の
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0.2 0.q 0.6 0.8 l.0

R/q

図2-5 加熱円板のたわみ

曲げ解析に応用することを考える｡直交異方性板の支配方程式は､板の曲げお

よぴねじり剛性が方向によって異なるので､等方性板のそれと比べて複雑とな

る｡ここでは､直交其方性を有する薄板の微小変形解析に対しても､これまで

に示した等方性板と同様な考え方で境界要素法による扱いができること､そし

てこれによる有効な解析が可能なことを示す｡

異方性主軸を座標軸Ⅹ1, Ⅹ2方向に一致させれば､曲げモーメント､ねじりモ

ーメントおよび支配方程式はつぎのようになる｡

Mll=- (DllW,ll+D12W,22) , M22=- (D12W.ll+D2呈W,2召) , M12=-2D86W,12 (2-53)

DllW.Ill)+2 (D16+2DQ6) w,1122+D22W.2222=首 (2-54)

ここで､ Dll, ･･･, D｡｡は曲げあるいはねじり剛性である｡式(2-53)に示した

曲げおよびねじリモーメントの表示に関連する変更以外は､式(2-6)に示した

すべての関係式か成り立つ｡

Bettiの相反定理あるいは式(2-54)の左辺で示される微分作用素に関する-･一

般化Greenの公式を適用することにより､つぎの関係式を得ることができる｡
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(w∇A4w.-w●∇A4w) dE2

【w-K｡-w..nMn+w,nMn'(w●) -wKn'(w●) 】dr

+∑旺w■Mn.-wMn/ (w●.) 刀

ただし､微分作用素∇A4は

∇A4f=Dllf.1111+2 (D12+2D=) f,ll"+D22f,2"2

(2-55)

(2-56)

を表す｡式(2-55)の右辺の微分作用素は別にして､式の左辺は等方性板につい

て成り立つ式(2-27)と形式的に同様である｡ここで､ w● として

∇A4w●+6 =.0 (2-57)

を満たす基本解をとれば､計算に必要な積分方程式の導出は等方性板に関する

ものとまったく同様にできる｡ただし､式(2-57)で与えられる基本解は,文献

【115】で示されるように､曲げ､ねじり剛性の相対的な値によって異なった関

数形になり､しかも複雑な表示である｡したがって､式(2-55)に含まれる w●

以外の*付きの関数の計算にも注意を要する｡ここで示した直交異方性板の境

界要素法による扱いでは其方性主軸を座標軸と一致するようにとっているが､

0.2 0.叫 0.6 0.8 1.0

R/q

図2-6 直交異方性円板のたわみ

くD'=【3Dll+2(D12+D‥)+3D22]/8〉
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これは常に可能であるから､一般的な扱いであるといえる｡

例題として､一様分布荷重をうけ､全周の境界が固定された半径aの直交異

方性円板を考える｡異方性を示すパラメータとしては,つぎのようにのように

選んだ｡

D22/D..=16, (D12+2D…)/√帖=1.5

計算には32偶の一定境界要素を用いた｡たわみ分布と境界上の法線方向曲げ

モーメントの結果を図2-6, 2-7に示した｡図において､ ○印は境界要素法によ

る解(B E M解)､実線は文献【9】で与えられる解析解であり､両者を比較した｡

たわみ分布については､境界要素法による値は解析解とよく一致しており､こ

こで示した定式化による解析法の妥当性を示している｡本解析例では､境界上

の法線方向曲げモーメントは対称惟をもつので､図2-7 ではⅩ1軸からx2軸の

方向へ反時計まわりにすすむ円周上のデータだけを表示した｡境界要素法によ

る計算結果も完全に対称惟が保たれているので､この部分のデータだけを比較

すればよい｡図2-7 からわかるように､境界要素法により計算された境界上の

モーメントの値は､解析解と比較的よく一致している｡

ノ■~ヽ

～

⊂⊃
ln
ヽー

､ヽ

【=

三=
t

TtC)/2

図2-7 直交異方性円板の境界上のモーメント
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2 ･ 2 有限変形解析【135】

固体力学あるいは構造力学の分野において､はりとともに板の有限変形解析

は最もよく知られた幾何学的非線形問題である｡ここでは､境界要素法による

板の有限変形解析のための定式化を､ KirchhofトLoveの仮定に基づく von

Kaman型の支配微分方程式について行う｡

2 ･ 2 ･ 1 基礎関係式と支配方程式

前節では､板の面内変形と曲げ変形が達成しない場合について､曲げ変形に

関してだけ説明と定式化を行った｡有限変形においては両者が達成する形式で

あり､同時に扱う必要がある｡ここでは､定式化に必要な基礎関係式､支配方

程式および境界条件について列記する｡以下の式で､線形項と非線形項の区別

が必要な変数について､上添え字Qとnにより線形および非練形項を示す｡

(Ⅰ)基礎関係式:

(1)膜ひずみ:

81J =8ul+81jn

81J一=y2(ul.J+uj.1)

siJr.=y2W, 1W. J

(2)合応力(膜力) :

N13=NIJ4+NIJn

Nljl=DIJk-8klI

NIJn=DIJkJEkJn

(3)面内境界表面力:

pl =NりnJ=p1一+pin

pII=Nljlnj

pln=NIJnnJ

(4)曲げおよぴねじりモーメント:

MIJ=EIJkBW.kl
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(2-59)

(2-60)

(2-61)

(2-62)

(2-63)

(2-67)



(5)せん断力:

Ql =QIJ+Qln

Q14=MIJ.∫

Qln=NljW.J

(6)境界での法線方向およぴねじりモーメント:

Mn=Munln)

Mn.=-elJMlknknJ

(7)境界でのせん断力:

Vz =Qlnl=Ⅴ.4+Vln

Vz.=MIJ,Jnl

V2n=NIJW.Jnl

(8)境界でのKirchhoff等価せん斬力:

Kn =Vz+Mn.,.=Kn.+Knn

Kn9=Qllnl+Mn,,さ

Knn=Qlnnl

(2-68)

(2-69)

(2-70)

(2-71)

(2-72)

(2-73)

(2-74)

(2-75)

(2-76)

(2-77)

(2-78)

式(2-72)のel}は交代記号､式(2-62)およぴ(2-67)におけるDIJk.とEljkiは

弾性係数および曲げ剛惟係数であり､ 0でない成分はつぎのようである｡

Dl111=D22u=Eh/(1-γ2), D1122=D"11=Eh/(1-γ), Dl,12=D1221=D21.2=I)21■71=Gh

(2-79)

Ellll=EM22=-D, El122=E2211=-γD, E131‡=E12】1=E】ll.2=E2121=-D(1-γ)/2

(2-80)

(ⅠⅠ)支配方程式:

Nll.J=0

MIJ.り+ (NIJW,j).i+官=0

-D∇4w+Ql.1n+~F=0

およぴ

あるいは

(2-81)

(2-82)

(2-83)

なお､式(2-81)を恒等的に満たす応力関数を用いて表される適合条件式と式(2

-83)は､板の有限変形のvon Kaman方程式と呼ばれる｡ここでは､式(2-81)-

(2-83)香von Kar山an型方程式と呼ぶことにする｡
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(Ⅲ)境界条件:

(1)力とモーメントの境界条件(rl上);

pl=亨1 (i=1,2), Mn=Wn, Kn=耳n

(2)変位の境界条件(ra上) :

ul=甘1 (i=1,2), w=W, w.h=W.A

(2-84)

(2-85)

2 ･ 2 ･ 2 積分方程式と能散定式化

支配方程式(2-81)･-(2-83)と境界条件(2-84)､ (2-85)で示される板の有限変

形問題について､微小変形における扱いを参考にして積分方程式を定式化する｡

簡単のために以下では､板の境界はなめらかとする｡定式化の方法はいくつか

考えられるが､ここでは､つぎの積分表示からはじめる｡

NIJ (uk, W.).Jul'dE2=0

【-D∇4w+Qln (uk, W).1+亨】w●dE2=0

および

(2-86)

(2-87)

ここで用いた重み関数ul●とw● は､それぞれ弾性平面応力および微小たわみ

における基本解であり､次式によって定義される｡

NIJ●【uk'(P, Q)】J+6.A(P, Q.)=0 (2-88)

およぴ

∇4w●(P, Q) +8 (LP, Q,)=0 (2-89)

式(2-88)の解は2次元無限弾性体のKelvin解であり､点Qでm方向に作用する

単位集中力による点Pでの状態を表し､式(2-89)の解は､微小変形解析で述べ

たように2次元垂調和方程式の基本解である｡

2 ･ 2 ･

1節で示したように､合応力や等価せん断力などが線形項と非線形

項の和で表されることを考慮して､式(2-86)､ (2-87)を部分積分すれば､つぎ

のようになる｡

IQulNIJ･(uk･,.,dE2･I.!pl(uk,
W)ul･-ilPl･(ul･,,dr-言Jp6‖･-11W･Jd詑

(2-90)
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およぴ

-DIT∇4-･dE2･Iぎ-･d由一Jr

-wKn●(wり1dr=

【Mn(w)w. n'-w.
nMn'(w')+Kn(uk, W)w●

Qln(uk, W)w.1'dE2 (2-91)

上式の境界積分は､非線形項を含めてすべて境界条件に現われる関数によって

定式化されている｡ただし､ *のついた基本解に関する関数はすべて線形問題

における量であり､これらのうち式(2-91)の関数は､すでに式(2-32)-(2-34)

で示した｡式(2-90)に含まれる*のついた関数はつぎのようになる｡

uk.J=
87EG(1-γ')

pkzB.=

[(3-4y･,log三6kn･r･
kr.n]

47E(1-γ')r
n[(1-2γ')6kn+2r,kr.血】-(1-2γ')(r,nnk-r,knzD)

61山●=DIJk一(ukzb,P'+uJ.A,k●) /2

h

47r(1-γ')r

(2-92)

i(219"

[2r.Dr,)r.J+(ト2γ') (6.blr,}+6nJr,1-61Jr,zL) ] (2-94)

ここで､ rは2点P, Q間の距離､ r.1は点QでのrのⅩ1方向導関数､ γ'は

γ'=γ/(1+γ)､ ukn'とpk.B'は点Qでのm方向の単位面内力による点Pでの

tlkとpkの成分である｡

このような基本解を用いて､最終的につぎの積分方程式を得る｡

-c(P)ul(P)+ (pIK[u.A(Q)】 ukl●(P, Q)-uk(Q)pkl● [u血●(P, Q)] ‡dr'

6k.i'[u.J(P, Q') ]w.良(Q')w.i(Q')dE2 (Q∈rl, Q'∈E2)

(2-95)

および

Dc(P)w(P'･JBF'Q')w･(P,Q,'dQ-i-r{Mn[-(Q'】-,(P,
Q,,n

-w(Q)-nMnI【w'(P, Q)] -Kn[uk(Q), w(Q)】w●(P, Q)+w(Q)Kn'[wI(P, Q)】〉dr

Qkn【uk(Q'), w(Q')】w'(P, Q').kdE2
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ここで､係数c(P)の値は点Pの位置に依存してつぎのように決める｡

c(P)=
1 (P∈E2), c(P)=旭 (Per) (2-97)

さらに､微小変形の場合と同様に､式(2-96)を境界上の点Pで法線n｡方向に

微分したっぎの式が必要になる｡

i,2Dw･n｡(P'･J｡F'Q''w･･n｡(P･Q''d虫-fr{Mn[w(Q,】w･･nn｡(P,
Q,

-w(Q).nMn'.n.[w'(P, Q)] -Kn(uk(Q), w(Q)]w',n.(P, Q)

+w(Q)Kn..n.[w'(P, Q)]) dr

Qkn[uk(Q'), w(Q')】w●.kn.(P, Q')dE2 (P, Q∈r, Q'∈E2) (2-98)

式(2-95)､ (2-96)､およぴ(2-98)は, 8つの量

pl, Mn, Kn, ul, W およぴ w.n ( i=1,2)

による連立積分方程式を構成している｡上の8つの量のうち､ 4つは境界条件

により規定され､他の4つが積分方程式により決定されることになる｡なお､

これらの積分方程式の右辺に現われる非線形項NIJn, Qlnはいずれもukとw

の1階の導関数で表されるので､これらの計算は比較的容易である｡本章の前

文で述べたように､ YeとLiu【67】は､式(2196), (2-98)に相当する積分方程式

の定式化において,板の境界上の等価せん断力Kn の表示に非線形項を考慮し

ておらず､さらに領域積分項にたわみの2階の導関数を含む形式をとっている

ので､本定式化と比べて導関数が高階となり､積分方程式の特異性の度合が高

くなることが問題点として指摘できる｡

Qlnの計算に必要な板の領域内の点Pでの面内合応力Nljの表示式はつぎの

ように与えられる｡

N13(P)=

Gh

8(1-γ')

[DIJk●(P, Q)pk(Q)-SukI(P, Q)uk(Q)】 dI'

;I2Jo
(2w-1(P)w.良(P)+w,k(P)w,k(P)61J) (P, Q'∈E2, Q∈r)

TIJk.'(P, Q')w.k(Q')w,.(Q')dE2

ここで､ *をつけた関数はつぎのようである｡

DIJk●=-61Jk●/h
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Gh
SIJk+=

2花(11γ')r甘
〈2r,n 【(1-2γ')61Jr.i+γ'(61kr.∫+6}kr.1)14r.1r.Jr,k】

2γ'(nlr,Jr.k+nJr.1r.k)+(1-2γ')(2nkr,1r.J+nJ61k+n163k)

-(1-4γ')nk♂‖1

およぴ

TIJkJ'=-
Gh

27E(1-γ')r2
【8r,1r.Jr.kr..+(1-4γ')61J6kJ

(2-101)

-(1-2γ')(261Jr,kr.i+26kJr.1r.J+61k61J+6‖8jJ

-2γ'(61krJr,4+6jkr.1r.8+61･r.jr.k+6j-r.1r-k)] (2-102)

なお､式(2-99)の領域積分は1/rコの特異性をもち､通常の積分では評価でき

ないので､ Cauchyの主催積分として計算される｡

式(2-95), (2-96)およぴ(2-98)を数値的に解くために､微小変形解析で示し

たように板の境界を境界要素に分割すれば､この要素の節点における

ul, Pl, W, W.n, Kn およぴ Mn

に関する離散方程式が得られる｡これらの節点値で構成される列ベクトルを

(ul‡, (pl), (wI, (w.ni, (Kn), (Mn)

とすれば､離散方程式はつぎのようになる｡

【Al] (ul〉+【Bl] (u2)+【Cl】 (PI〉+[Dl】 ip2)=(Nl〉

【A2] (ul〉+【B2] (u2I+[C2] (pl)+【D2] (p2)=‡N2‡

[El] (wl+[Fl] (w.n)+[Gl] (Kn)+[Hl] (Mn)'=(N3)

【E2] (w〉+【F2】 iw.n〉+【G2] (Kni+[H2] (Mni=(N4)

(2-103)

(2-104)

(2-105)

(2-106)

ここで､式(2-103)､ (2-104)は式(2-95)から､また式(2-105).､ (2-106)は式

(2-96)､ (2-98)から導出されたものである｡ 【Al】 ,
-, 【H2]などはすべ

て内挿関数と基本解の積を各要素ごとに積分した量として定義される係数マト

リックス.右辺は非線形項と非同次項による列ベクトルである｡

これまでに示した境界積分方程式を解くとき､右辺の非線形項の関数値を領

域内であらかじめ仮定し､これからはじめた反復計算による方法が一般的であ

る｡境界積分方程式は増分形で表示することも容易であり､このときの扱いも

上記と同様にできる｡
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境界積分方程式を上述のように弁駁化するとき､考えている境界節点を含ま

ない他の境界要素あるいは内部セルに関する積分は通常の数億積分により評価

される｡しかし､考えている境界節点を含む境界要素に関する積分は､被積分

閑散(積分核)の特異性のために特異積分となり､ここではこのような積分は

Cauchyの主情の意味において解析的に評価される｡また､領域内の点について

成り立つ積分方程式の鹿散化のときに特異積分が問題となるのは､その点を含

む内部セルに関する積分であり､これについては三角形あるいは四角形内部セ

ルの特異積分に用いられる準解析的な積分法を用いる【40, 67】｡

2 ･ 2 ･ 3 解析手順と数値解析例

境界積分方程式(2-95)､ (2-96)､ (2-98)を解くための反復計算の手順を説明

する｡面内および曲げ変形に関する離~敵方程式(2-103)､ (2-104)および

(2-105)､ (2-106)は形式的につぎのように書ける｡

面内変形: 【A】(Ⅹ‡=(hl‡+‡nl(w.1)I

曲げ変形: 【B】〈y‡=ib】)+in】(Nl‥ W,I)〉

およぴ

･(2-107)

(2-108)

ここで､ 【A】, 【B】は係数マトリックス､ ‡Ⅹ‡, (y‡は境界変数により~構成さ

れる未知量ベクトル､ †bl), ‡h】)は非同次項をまとめたベクトル､ (nl) ,

(n2‡は非線形項のベクトルであり､それぞれ､内部変.数(Nlj, W,1)およぴ

w.1の関数となっている｡

反復計算の過程はつぎのように説明できる｡ t番目の反復計算の過程におけ

る境界変数をx'=, y tt'､内部変数をN‖<t), w.1(=などで示す｡式(2-

107).の右辺ベクトルに適当なたわみの値を仮定して面内変形の式

【A】‡Ⅹ(=1)〉=(hl‡+(nl(w.1(I))i (2-109)

を解けば､領域内のulけ'とNIJ…が得られる｡つぎに､これらの備に基づ

いて曲げ変形に関するつぎの式を解く｡

【B](y(=1)‡=(h2)+(n2(N‖=), w.1(=)i
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これから得られた解Ⅹ(t'1'より境域内のw`=1'とw.1`=1-の値が計算され

る｡ t=0,1,2- として必要な解の精度が得られるまで､すなわち､ 8を充分

小さな定数として､つぎの収束条件が満たされるまで反復計算を続ける｡

Iw(t'l)-w(t) ldE2<s

ここで説明した計算手順の涜れ図を図2-8に示す｡

図2-8 涜れ図
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式(2-109)､ (2-110)においてマトリックス【A】､ 【B】およぴベクトル〈blI､

(h,1は､板の材料の物性値と幾何学形状だけに依存するので､これらは一度

計算して記憶させておけば､反復計算のつど計算する必要がなく､計算時間を

短縮することができる｡

これまでに述べた境界要素法による弾性平板の有限変形解析のための定式化

および解析手順の有効性を検討するために､他の方法でも解を得ることができ

る問題を考える｡例題として､一様分布荷重をうける半径aの円板(軸対称問

痩)を考える｡境界条件としては､つぎの2つの場合を扱う｡

(1) 面内の変位を拘束した固定支持

W=0､ W.n=0､ 甘1=0

(2) 面内の変位を自由とした固定支持

W=0.､ 弓貯.n=0､ 官1=0

この例題では､一定要素を用い､境界要素数を24およぴ32､領域積分を

評価するための内部セルの数をそれぞれ48および144として計算した｡こ

のような場合の分割の仕方をそれぞれ図2-9(a)と(b)に示す｡なお､ Poisson比

(o)

図2-9 円板の要素分割
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は0.3として計算した｡境界要素における積分では1次元Gauss4点(7次)

積分を､内部セルでの債分では2次の三角形領域積分を用いた｡荷重と円板の

中央に生じる最大たわみ(.記号wz"xで表す,)の関係を､境界条件(1)と(2)につ

いてそれぞれ図2-10と2-11に示す｡これらの図において､ ●印とOErlはそれぞ

れ境界要素数/内部セル数を24/48および32/144とした場合の境界

要素法による解(B EM解)
､実線はRunge-Kutta-Gill

(RKG)法による計

算結果､細線で表した直線は微小変形を仮定した場合の線形解である｡ここで

例題として扱う軸対称問題など8こおけるRKG法による解(RIiG解)は､比

較的精度の高いことが知られており､これとB EM解を比較することにより､

計算結果の精度を検討することができる｡図からわかるように､いずれの境界

条件においても､境界要素数および内部セル数を増した場合､すなわち､要素

を紳分割したときのB EM解(○印)は､粗く要素分割した場合の解(●印)

と比較して､ RKG解とよりよく一致している｡このような計算結果から､境

界要素数および内部セル数を増すことにより､より精度の高いB EM解が得ら

れることがわかる｡

2 ･ 3 まとめ

直接法境界要素法による弾性平板の微小および有限変形解析81=ついて述べた｡

本章の内容は以下のように要約することができる｡

(1) 横荷重が作絹する一様厚さの等方性弾性薄板の微小変形解析に関する支

配方程式を､直接法境界要素法により積分方程式に定式化する方法について説

明した｡

(2) 横荷重による等方性板の曲げ間糎に対する境界要素法による解析法を拡

張応用することにより､不均一な温度場のもとにある板の曲げ問題を境界要素

解析するときの定式化の手順とその留意点について述べた｡数値解析例として､

放物面状温度分布の湿度場にある円板の熱による曲げ問題を考え､半径方向の

たわみ分布について､境界要素法による結果を解析解と比較してその精度を検
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20 ilo 60 80

6o4/(Dh)

図2-10 円板の最大たわみ
(境界上で面内の変位を拘束した固定支持)

qO

6o4/(Dh)

60

図2-11 円板の最大たわみ
(境界上で面内の変位を自由とした固定支持)
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討し､定式化および解析法の有用性を示した｡

(3) 直交異方惟板の微小変形解析にも等方性板と同様の考え方を応用するこ

とにより､直接法境界要素凍による一般的な取り扱いが可能なことを示した｡

例題として､
--様分布荷重の作用する直交異方性円板の曲げ問題を解析し､半

径方向のたわみ分布と境界上の法線方向曲げモーメントの境界要素法による計

算値を解析解と比較した｡その結果両者はよく一致し､定式化の妥当性を示す

ことができた｡

(4) von Karmanによる板の有限変形理論に基づく直接法境界要素法による積

分方程式の定式化は､微小変形解析の考え方を拡弓長することにより行えること

示した｡定式化と解析手順の有効性を検討するために､一様分布荷重をうける

円板を考え､板の境界での面内変位を拘束する場合としない場合について解析

した｡円板の中央における最大たわみに関する境界要素解をRK G解と比較し､

境界要素数が解に及ぼす影響を調べた｡この結果､いずれの境界条件において

も､境界要素数を増すことにより､より高い精度の境界要素解が得られること

がわかった｡
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第3章 弾性平板およぴシェルの近似有限変形および
塵屈後変形解析【133,1ヨ4, 137, 141, 142, 144, 150]

前章の後半､すなわち2
･

2節で､弾性平板の有限変形に関するvon Kar)an

型の支配微分方程式に対する境界要素法による扱いを述べた｡この支配微分方

程式は､面内変形と曲げ変形が達成する形となっており､したがって､その解

析は複雑である｡本章では､ Berger【8]による有限変形に関する簡単化された

非達成の近似支配方程式(Berger方程式と呼ばれる)の境界要素解析について

検討する｡この種の研究は､著者らによりはじめて扱われ､その後､わずかに

Sladekら【50]が､線形化されたBerger方程式に対する基本解を用いた解析法を

示したにすぎない｡

Berger方＼程式は､もともと横荷重をうける一様等方な弾性薄板の有限変形問

題において､板の全ポテンシャルエネルギーの表示に現われる膜ひずみの第2

不変量を無条件に無視したうえで､その停留条件を用いて導かれた｡このよう

にして得られた支配微分方程式は､ Berger定数と呼ばれる外部負荷に依存する

パラメータを含んだ､見かけ上たわみだけで表される準線形な非速成方程式と

なるので､ Yon Kaman型の速成式に比べ解析が容易になる｡この方程式は､静

的問題だけでなく動的問題､偏平(曲率の小さい)シェルやサンドイツ子板な

どの問題に広く応用された【118-124]｡ Berger方程式の解は､板の境界で面

内変位が拘束されているとき､厳密解のよい近似になることが知られている｡

ここでは､横荷重と熱負荷をうける弾性シェル(偏平シェルに限定し､平板

も含む)のBerger方程式が､シェルの腰ひずみの第2不変量を無視したポテン

シャルエネルギーの停留条件から導出される過程を簡単に説明する｡ Berger方

程式に対する積分方程式は､ 2 ･ 1節で述べた薄板の微小変形解析で用いた重

調和方程式に対する基本解により定式化できることを示す｡解析例として､横

荷重あるいは熱負荷をうける球シェルおよび正方形シェルを考える｡熱負荷を

うけるとき､シェルに作用する熱の温度分布に依存して2つの変形モード､す

なわち有限変形モードと座屈変形モードが生じる｡座屈後変形解析も有限変形

解析と同様の式で扱えるので､この場合の解析例も示す｡その他の問題への応

用として､弾性床上にある平板の近似有限変形解析についもて述べる｡
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3 ･ 1 支配方程式【8】

偏平弾性シェル(以下では簡単のためにシェルという)のBerger方程式は､

シェルの頗ひずみの第2不変圭を無視したポテンシャルエネルギーの停留条件

から導かれる｡シェルは等方弾性で十分に薄く､その曲率半径はシェルの厚さ

に比べて十分大きいとし､厚さhはシェルの領域内で一定とする｡座標系とし

ては､図3-1に示すように､シェルの中央面に主曲率 kl, k2の方向と一致す

るようにxl軸, x2 軸をとり､ これらに直交する方向がz軸となるように直

交曲線座標系を考える｡シェルの占める2次元領域をE2､その境界をrとする｡

シェルが既知の分布横荷重 官(xl, Ⅹ2)と温度場T(Ⅹl, X2, Z)をうける

とき､その全ポテンシャルエネルギーnはKirchhofトLoveの仮定に基づきつぎ

のように表される【9】｡

fI =y2D (∇2w)2+- I12-2(1-γ)

zw,2･芸I12-2(1-γ,[;.

-I｡【Fw･吉(IIN,IM-

Ⅰ2+w.llW.)I-W.1a

d i2 + (Boundary terns)

(3-1)

官w+-(I INTIMT∇2w)

ここで

Il=ul.I+u2.2+y2(w.12+w.22)-(kl+k2)w

I.=(ul.
I+y2W. 12)(u2.,+1Aw.22)-y4(ull】+u2. 1+w∴w.2)2

(3-2)

(3-3)

図3-1 浅いシェルとその要素･座標系と記号の説明
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は頗ひずみの弟1および弟2不変jtであり､また､

MT=

h/)

-h/2

EaTzd2;, NT=

h/2

- h/i

EαTdz (3-4)

は熱による合モーメントと合応力である｡

式(3-1)で表される全ポテンシャルエネルギーの停留条件を考えると､たわ

みwと面内変位ul, u2に関する速成方程式(Yon Kar}an方程式)が得られる｡

ここではBergerの仮定に従い,式(3-1)において頗ひすみの第2不変主ⅠIを無

視したうえで停留条件を用いれば､つぎの式を得る｡

∇℡MT

D∇4w-D･x2(∇lw+kl+k2)+
-

=官
1-γ

および付加条件

(1+γ)NT X2h3
= constant

Eh 12

(3-5)

(3-6)

ここでK2はBerger定数と呼ばれ､外部荷重あるいは温度頓に依存する定数で

あるが､式(3-5)はたわみwに関して見かけ上線形となっている｡言い換えれ

ば､式(3-5)の第2項が変形と外部作用との間の非線形関係を表している｡

ここでは､ Berger定数K2はつぎのように評価する｡式(3-6)の両辺をシェル

の占める2次元領域E2にわたり穣分すれば､指定された荷重に対してx◆zh2/

12が定数であることを考慮して､つぎのように書くことができる｡

J｡筈dQ-J｡【ul.
1+u2,2+y2(wl 12+w.22)-(kl+k2)w-

(1+γ)NT

Eh

x2h2
dE2=ニ虫▲

12

(3-7)

ここで､ E2^ は嶺域E2の面積を表す｡したがって､ Berger定数x2は､式(3-7)

より､つぎのように表される｡

12
K2=-

h2E2▲ J｡【
ul.
1+u2.】+y2(w, 12+w,22)-(kl+k2)w-

(1+γ)NT

Eh

(3-8)

先にも述べたように､.Berger方程式の解は､板の境界で面内変位が拘束され

ていれば､厳密解のよい近似になることが知られている｡板の境界で面内変位
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を拘束する条件

ul=0, u】=0 (境界r上)

を用いると､式(3-8)はさらに簡単になり､つぎのように表される｡

12

Kl=-

h)S2▲
1)+w,)2)-(kl+k2)w-

(1+γ)NT

Eh
(3-9)

したがって定数x2は､たわみwと撫による合応力NTの分布を領域(2にわたっ

て数億積分することにより得られる｡

3 ･ 2 積分方程式と触散定式化

Berger式(3-5)において､左辺第2項が追加される以外は､線形問題におけ

る式(2-19)あるいは式(2-49)と同様であるから､この項を非線形項として右辺

に移項すれば､つぎのようになる｡

∇2MT

D∇4w+
-

=官+Dx9(∇2w+kl+k】)
1-γ

(3-10)

上式に､等方性板の重訳和作用素∇4に対する一般化Greenの公式(2-27)と熱に

よる合モーメントMT にかかる調和作用素∇2に関するGreenの公式(2-50)を適

用すれば､シェルの境界がなめらかなとき､つぎの式が得られる｡

DJ｡w･(,4w･諾,d-∫.[-(v4w･,･岩,,w･]
d9

[w'Kn'T(w)-w',
nMnT(w)+w. nMn'(w')-wKn'(w')]

dll

(3-ll)

ここで､ *を付した関数は重み関数およぴこれに関連する関数である｡また､

KnJT(w)およぴ MnT(w)は､シェルが温度頓の作用をうけるときの等価せん

斬力と法線曲げモーメントであり､熱による板の曲げで示した式(2-48)と同様

に､つぎのように表される｡

Kn･T(w,-Kn･(w,-

(岩,
･n･

Mn,(w,-Mn(w,一芸
(3-12)

直接法境界要素法では､積分方程式の境界積分項に現われる変数は物理的意味
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をもたせるのが普通であるが､式(3-ll)の境界変数のうちKnJT は,非線形項

まで含めた表示KnY 【=Kn一+Knn-M7.n/(1-γ)】とはなっていないこと

に注意する必要がある｡このように､式(3-ll)では等価せん斬力は正.しい表示

とはなっていないので､自由端の境界条件(w:0､耳nT=0)を取り入れるこ

とはできない｡なお､境界が角点をもつ場合には､式(2-27)で示したようにね

じりモーメントMn.の不連続による寄与が式(3-ll)に追加される｡

重さ関数w● として､微小変形解析と同様に式(2-28)で定義される重調和方

程式に対する基本解(2-29)､すなわち

w･-.-(1/8n) r2(P,Q)log r(P･Q) (i-13)

を用いる｡ただし､ r は2.点P,Qの距♯である｡式(3-ll)に式(3-13)を代入

し､境界積分の特異積分をCauchyの主催により評価すればつぎの積分方程式を

得る｡

Dc(P)w(P)≡-

-J｡[

(w●(P, Q)KnlT 【w(Q)】 -w'.n(P, Q)MAT
【w(Q)】

+w.n(Q)Mn'[w'(P, Q)] -w(Q)Kn'[w'(P, Q)] i dr

MT

‡Dx2 [∇2w(Q')】 +育(Q')〉 w●(P, Q')--(Q')∇2w●(P,
1-γ

(Q∈r, Q'∈E2) (3-14)

ここで､係敦c(P)は式(2-36)で示したように､点Pの位置に依存する｡

c(P)≡ 1 (P∈(2), c(P)=施 (Per) (3-15)

式(3-14)で､ *をつけた関数w.n', Mn', Kn● は式(2-32)-(2-34)で示した

ものと同様である｡境界上のたわみの法線方向導関数に対するもう1つの積分

方程式は､式(3-14)を法線n｡の方向に微分してつぎのように得られる｡

y2Dw,
n.(P)=-

-J｡[
･DK2

(w'.n.(P, Q)KnlT [w(Q)] -w'.nn.(P, Q)MnT [w(Q)]

+w.n(Q)Mn'.n. [w'(P, Q)] -w(Q)Kn'.n. [w'(P, Q)]
I dr

【∇2w(Q,)].F(Q･)) w･.n｡(P, Q･)一且(Q,)∇2w･一n｡(P,1-γ

(p, Q∈r, Q'∈i2) (3-16)
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ここで､ *をつけた関数は式(2-39)-(2-42)で示したものと同様である｡これ

らの積分方程式(3-14)およぴ(3-16)は､有限変形のみならず座屈･座屈後変形

解析における板あるいはシェルの境界値w, w.a, Mn', Kn'Tを定めるため

に用いられる｡

積分方程式(3-14)およぴ(3-16)を数値的に解析するために､境界rと領域(2

をそれぞれ境界要素と領域内部セルに分割すれば､前章と同様に境界未知量に

関するベクトル(wI, ‡w.nl, ‡MnT), (Kn'T)により構成されるつぎの灘敵

方程式が得られる｡

【El'】‡w‡+【Fl'】‡w.モ)+【Gl'】(MnT)+【Hl'】(Kn川‡=‡N3'〉

【E,'】‡w‡+【F2'】(w.n)+【G】'】〈Mn')+[H{](KnlT)=‡N/i

(3-17)

(3-18)

これらの触敵方程式の係数マトリックス【El'】,･･･-,【H2']は､式(2-105),

(2-106)と同様であり､右辺ベクトル(N3'‡ , (N.'〉 は支配方程式(3-5)の

非線形項と非同次項に関する領域積分である｡これらの非線形項はBerger定数

K2を含んでいるので,先に述べたようにたわみwと合応力NTの分布を領域に

ついて数値積分することにより得られる｡右辺ベクトルに適当なたわみの値を

仮定して式(3-17)､ (3-18)を解けば､ 4つの境界値w, w.n, MnT, KnoT の

うち境界条件で指定されない2つの未知量を決定することができる｡仮定する

たわみの初期値としては､線形解を用いるのが便利で奉り､解の非線形性が大

きくないところではこれで充分である｡反復計算は適当な外部荷重あるいは温

度の増分毎に行われ､各ステヅプにおいて収束条件が満たされるまで繰り返さ

れる｡ここでは収束条件として､ (t)番目と(t+1)番目のたわみの近似値w(t',

w=◆=に対して,つぎの条件を用いる｡

Iwu'1I-w(tI IdE2<e (3-19)

上式で8は充分小さな定数である｡ここで説明した反復計算の過程を図3-2 に

流れ図として示した｡式(3-17)と(3-18)の係数マトリックスは､ 2章でも述べ

たように板あるいはシェルの物性値と幾何学形状で決定されるので､反復計算

のつど計算する必要はない｡
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これまでに示した近似有限変形解析の､その他の閉居に対する応用として､

たわみに比例した反力を及ぼす Winkler型の弾性床上の薄い平板の曲げ問題を

考える｡弾性床のばね定数をkとし､板に積荷垂下のみが作用するとすれば､

支配方程式はつぎのように表される｡

D∇4w-D x7∇lw+kw=官

図3-2 洩れ図
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このような形式の微分方程式を積分方程式に変換するときに用いる基本解とし

て､つぎの式で定義される2種類の関数w●,命●のうちの1つを考えることが

できる｡ 1つは､式(2-28)と同様の

V4w'(P,Q)+6(P,Q)=0

であり､もう1つは

【∇4+(k/D)】命●(P,Q)+6(P,Q)=0

(3-21)

(3-22)

である｡式(3-21)､ (3-22)の解は解析的に求めることができる｡しかしながら

すでに示したように､積分方程式には基本解だけでなく､これに関連する関数

を含む｡式(3-22)で定義される基本解命● に対するこれらの関数は､式(3-21)

で定義されるw●に対するものより複雑となるし､命●を用いたとしても非線形

項に関する領域積分はなくならない｡このような理由から､ここではこれまで

と同様に重調和方程式に対する基本解w● を用いる｡このとき床からの反力kv

は､式(3-20)の非線形および非岡次項と組み合わせて考える｡したがって､

式(3-14)と(3-16)において熱に関する効果を除き､領域領分項をそれぞれつ

ぎの形に置き換えた積分方程式が得られる｡

‡DK2∇2w(Q')+kw(Q')+TP-(Q')i w●(P, Q')dE2

lDx2∇]w(Q')十kw(Q')+育(Q')i w●.n｡(P, Q')dE2

およぴ

(3-23)

(3-24)

積分方程式の戟散定式化は､式(3-17)､ (3-18)と同様の形式となる｡ここでは､

反力kvの項も非線形項と同様に反復計算の過程で処理されるところが異なるだ

けで､その他の手順は前述の過程と同じである｡

3 ･ 3 数値解析結果と検討

これまでに述べた近似有限変形解析における積分方程式の定式化と計算手順

の有効性を既存の結果と比較しながら検討するために､ここでは比較的単純な
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幾何学形状の平板あるいはシェルの数億解析例を取り扱う｡

3 ･ 3 ･ 1 解析対象

板あるいはシェルに関する幾何学的非線形問題における変形モードとして､

つぎの2種類の型を考えることができる｡

(1) その1つは､いわゆる有限変形である｡有限変形モードでは､板あるいは

シェルは､荷重あるいは熱負荷がかかりはじめると同時にたわみはじめる｡

変形の最初の段階では､たわみと荷重の関係はほぼ線形であり､徐々

に非線形となる｡

(2) もう1つは､熱負荷による座屈後変形である｡このモードでは､板あるい

はシェルは､それ以下の温度では変形しないある特定の温度(座屈温度)

で座屈し､つづいて座屈後変形を生じる｡

以上の2種類の変形モードに対して､場の支配方程式は同じであり､異なるの

は外部荷重あるいは温度の分布である｡

有限変形モードの計算結果は前節で述べた手順で得られる｡すなわち､境界

積分方程式(3-14)､ (3-16)においてすべての非線形項を無視して､比畷的小さ

な荷重あるいは低い温度で線形解を計算し､このようにして得られた解を反復

計算の初期値として用いる方法である｡また､非線形性の大きいところでは､

前述の方法で得られた非線形解を､荷重あるいは温度をわずかに増したっぎの

ステップの初期値として用いることができる｡このような増分解法により､非

線形性の大きな間者においても反復計算により解が得られる｡一方､塵屈後変

形解析に対しては座屈温度がまえもって決められないので､試行錯誤法などを

用いたある種の洞察が必要となる｡しかしながら､ほとんどの場合､有限変形

解析と同様の増分解法を用いることができる｡すなわち､特定の有限変形解析

で得られた解を反復計算の初期値として座屈後変形解析を行い､これを出発点

として､いくつかの温度分布に対して増分解法を適用することができる｡座屈

温度は､このようにして得られたいくつかの解から逆に外挿することにより得

られる｡
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計算例として､半径aの円板および球シェルと一辺の長さが2aの正方形板

およびシェルの曲げ問題を解析する｡境界条件は､面内変位ul, u王は板ある

いはシェルの境界で拘束されており､面外変形に関しては､つぎの2つの場合

を考える｡すなわち､

固定支持: w=0, 蘭.n=0 ･･---- (A)

単純支持: w=0, H.n=0 ･--･･-･ (B)

であり､それぞれの条件を記号(A)およぴ(B)で区別する｡外部荷重あるいは

温度分布としては､つぎのような場合を扱う｡

(1)有限変形モードでは､静的な一様分布荷重

首=constant ---･-----･----･･････-････(Ⅰ)

が作用するか､あるいは円板と球シェルおよび正方形板とシェルに対

して､温度場

T(氏,z) I (To+Tl【1-(氏/a)2]‡(1+2z/3h) (R2=x12+Ⅹ22)

T(xl,X2,≡) ≡ (To+Tl【1-(Ⅹ1/a)2][11(Ⅹ2/a)2]i(1+2z/3h)

-･--･--･-･(ⅠⅠ)

を受ける｡ここで､ T｡とTlは定数である｡荷重および熱負荷の作用

する場合を､それぞれ番号(Ⅰ)およぴ(ⅠⅠ)で区別する｡

(2)塵屈後変形モードでは､円板および正方形板のみを扱い､それぞれに

対して､温度場

T(R,z) = To+Tl【11(氏/a)2]

T(Ⅹ1,Ⅹ2,Z)
=

T｡+Tl【1-(Ⅹl/a)2][ト(Ⅹ2/a)2]

----･---･(Ⅲ)

を受ける｡この場合を番号(ⅠIl)で表す｡
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有限変形モードと座屈後変形モードの温度分布の遠いは､前者では温度がz方

向(板あるいはシェルの厚さ方向)に直線的に変化し､後者では一定であるこ

とである｡この差異により､有限変形モードでは変形の最初の段階から熱によ

る曲げモーメントM,が生じるのに対し､座屈後変形モードではこの値が常に

oである｡なお､すべての計算例において､板厚と代表長さの比(a/h)紘

20､ Poisson比γは0.3とする｡

座標系の原点は､円板および球シェルではその中心にとり､正方形板および

シェルではその中央とし､座標軸は各辺と平行となるようにとる｡Berger定数

や非線形項に関する領域積分を計算するため必要な内部セルおよび境界要素の

分割を行う必要があるが､この例では､円板および球シェルと正方形板およぴ

シェルの境界要素/内部セルの数は､それぞれ32/144と40/100と

する｡このような座標軸のとり方と境界および領域の分割の仕方は､円板およ

び球シェルについては前章の図2-9(b)で示したものと同様であり､正方形板お

よぴシェルについては図3-3 に示すとうりである｡本解析では､境界要素上お

よび内部セル内の関数値が一定となる一定要素を用いた｡したがって､境界節

点は境界要素の中央点に､内部節点は内部セルの重心に配置される｡境界およ

び領域における積分は 2章と同様のGauss積分法を用いる｡なお､四角形内部

セルの積分には､ 2次元の2点(3次) Gauss積分法を適用する｡

I I

0

図3-3 正方形板およぴシェルの要素分割
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3 ･ 3 ･ 2 計井結果と検討

本解析では､荷重あるいは温度と最大たわみの関係､績域内のたわみとたわ

み勾配の分布および境界におけるたわみ勾配､法線曲げモーメントなどの備に

ついて調べる｡本解析法による解(B EM解)は､円蔽および球シェルの問題

(軸対称問題)については Runge-Kutta-Gill津による解(RKG解)あるいは

Palの近似解法による解【118]と比較検討する｡これらの解は､いずれもBerger

方程式を用いて得られた結果である｡また､円板および正方形板については､

Yon Ka川anの達成方程式による解(円板ではRKG法､ 正方形板ではエネル

ギー法による)とも比較して調べる｡境界条件として､円板および球シェルの

問題では固定支持[境界条件(A)】および単純支持【境界条件(B)】を､正方

形板およぴシェルの同席では固定支持【境界条件(A)】を考える｡

円板および球シェルの問題における荷重あるいは温度と最大たわみの関係を

図3-4-3-10に示す｡これらの図において､ Berger方程式のB EM解を有限変

形モードでは記号○あるいは△､座屈変形モードでは記号●で､対応するRK

G解を実線と破線で､またvon Ka川an型方程式による達成解を一点鎖線で表す｡

50
百q4/Dh

100

図3-4一様分布荷重の作用する球シェルの最大たわみ【境界条件(A)】
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板およぴシェルの中央における最大たわみと外部負荷の関係を表した図におい

ては､平板に対する微小変形解(線形解)を細い実線で示す｡

図3-4と図3-5は､一様分布荷重(Ⅰ)を受ける場合の最大たわみと荷重の関係

を境界条件(A)と(B)に対して､全曲率(kl+k】)をパラメータにして書い

たものである｡図3-4 に示す固定支持境界条件(A)の場合には､ B EM解とR

KG解はいずれの曲率においてもきわめてよく一致している｡平板に対する達

成解も対応するB EM解とよく一致する｡一方､単純支持境界条件(B)では､

図3-5 からわかるように､ B EM解はRKG解と比較していずれの曲率におい

てもいく分小さく計算されている｡平板に対する速成解は､変形が比較的小さ

い場合には､ B EM解と比較して小さく､変形が大きくなるとその逆の傾向を

示しているが､実用的に問題となるような遠いはみられず､ Berger方程式によ

る非速成解が速成解のよい近似となっていることがわかる｡

50
由4/Dh

図3-5一様分布荷重の作用する球シェルの最大たわみ【境界条件(B)】
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図3-6は､固定支持境界条件(A)､温度場(ⅠⅠ)において温度パラメータTl/

T｡を変化させたときの円板の中心の最大たわみと温度の関係である｡ B EM

解とRKG解はいずれの温度パラメータTl/T｡に対してもよく一致している｡

非達成解と速成解との差異は溢度パラメータTl/T｡の大きさと変形状態に依

存することがわかる｡しかしながら､この差異は実際には大きいことはなく､

Berger方程式による解は､非線形性の大きいところでも速成解のよい近似となっ

ている｡

こi▲コ

:i己

l

ヨ2
×
ヽ■■..■■■

王i
こI

1

0.2 0.4 0,6 0.8 1.0

Wmax/h

図3-6加熱円板の最大たわみ【境界条件(A)】
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温度喝(ⅠⅠ)すなわち有限変形モードにおいて全曲率を変化させたときの最大

たわみと温度の関係を境界条件(A)と(B)に対して､それぞれ周3-7と図3-8に

示す｡これらの問題では､温度パラメータTl/To=1の場合について計井を

行った｡図3-7 に示す固定支持境界条件(A)のとき､ BEM解とRKG解はい

ずれの曲率においても比較的よく一致している｡この図には､比較のために平

板に対する速成解を一点境線で示してある｡この図にみられるように､境界条

件(A)では､全曲率の符号に依存して､面外変位の方向が変化している｡一方､

図3-8 に示す単純支持境界条件(B)のときには､両者はいく分差異を生じてい

るが､これは本質的ではないと考えられる｡

図3-7加熱球シェルの最大たわみ【境界条件(A), Tl/To= 1]
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図3-8加熱球シェルの最大たわみ【境界条件(ち), Tl/To= 1】

温度場(Ⅲ)すなわち座屈モードにおける最大たわみと温度の関係を､境界条

件(A)およぴ(B)に対して,それぞれ図3-9と3-10に示す｡これらの図において､

座屈モードにおけるB EM解を●印で､文献【118】で与えられるPalの近似解を

破線で表す｡また､対応する過度パラメータにおける有限変形モードの関係も

比較のために示してある｡いずれの境界条件においても､温度パラメータT｡

/Tl=2のとき､ B EM解とPalの近似解はわずかに差異がみられるが､その

他の条件では､両者はおおむねよい一致を示す｡
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図3-9加熱円板の座屈後変形【境界条件(A)I

特定の荷重あるいは温度において､境界条件(A)において全曲率を変化させ

たときの領域内の半径方向たわみおよぴたわみ勾配の分布を､それぞれ図3-11､

3-12および図3-13､ 3-14に示す｡これらの図で記号Rは､円板および球シェル

の中心からの半径方向の距離である｡図3-11と3-13 は無次元荷重首a4/D h

=87とした場合､図3-12 と3-14 は温度パラメータT｡/Tl=1､港度αTo

=1.8×10-3 とした場合の計算結果である｡これらの図において△印で示

すB EM解は､非線形項やBerger定数を評価するための内部セルの垂心におけ

-6(ド
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図3-10加熱円板の症屈後変形【境界条件(B)】

る値を示しており､この垂心は同一半径上に分布していないことや内部セルの

分割が必ずしも軸対称性を反映していないことなどのために､この値は○印で

示した同一半径上のB EM解の分布とは多少異なるところもある｡図3-11と 3

-12 に示す半径方向たわみ分布は､いずれの曲率､外部負荷に対しても､ B E

M解は､実緑および破線で示される､ RK G法による解ときわめてよく一致し

ている｡図3-13､ 3-14に示すたわみ勾配の分布において､一部のB EM解はR

KG解と相違を生じているが､一般に境界要素法では高い計算精度が得られな

い境界近傍において､たわみ勾配はB EM解はR KG解と比較的よく一致して

いる｡

上述の荷重あるいは温度に対する境界における法線曲げモーメントMn の値

を表3-1に示す｡それぞれの外部負荷条件において､ B EM解とRI(G解を比

較した結果､両者の解はきわめてよい一致を示していることがこの表からわか

る｡
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0

図3-11一様分布荷重の作用する球シェルのたわみ【境界条件(A),首at/Dh= 8 7】

図3-12加熱球シェルのたわみ【境界条件(A), αTo=1･8×10-さ･ T./To= 1】
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図3-13一棟分布荷重の作用する球シェルのたわみ勾配【境界条件(A),亨a4/Dh=8 7】

1.0

⊂)L⊂

率
0.5

図3-14加熱球シェルのたわみ勾配【境界条件(A), αT｡=1.8×10-3, Tl/T｡= 1】

表3-1円板および球シェルの法線曲げモーメントDa2Xn/h [境界条件(A)I

ParaJDeter ~Fa4/Dh=87 αT○=1.8×10~●,Tl′To=1

LoadCondition E3 bZZ] (Ⅲ)

Method E33El BEN RKG BEN RKG 8EH

Total
Curvature

0.4 -9.094 -9.119
2.038 2.049

0.0
-8.678 -8.711 -3.536 -3.555 -2.304 -2.319

-0.4 -8.253 -8.287 -4.101 -4.133
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つぎに､正方形板あるいはシェルの問題において､固定支持境界条件(A)の

場合で全曲率を変化させたとさの荷重あるいは溢度と最大たわみの榊係を図3-

15およぴ3-16に示す｡後者の図において､ Berger方程式のB EM解を有限変形

モードでは実線で､座屈変形モードでは破線で示し､また､平板に対する von

Kaman型方程式による達成解を丙変形モードについて一点鉄線で表す｡最大た

わみの分布は､他の解法による解とは比較してないが､定性的に円板および球

50
戸口4/Dh4 100

図3-15一様分布荷重の作用する正方形シェルの最大たわみ【境界条件(A)I
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シェルの場合と類似の挙動を示している｡図3-16からわかるように､ Berger方

程式による非達成解の座屈温度は､達成解のそれより低く評価されている｡ま

た､特定の荷重あるいは温度におけるたわみとたわみ勾配の分布を図3-17と3-

18に示す｡これらの図においても､実線および破線は､それぞれ有限変形モー

ドと座屈変形モードにおけるB EM解を表す｡図3-17は無次元荷重官a4/D h

=30としたとき､図3-18 は温度パラメータT./Tl=1､温度αTo=1.6

×10~3 としたときの結果である｡また､境界における法線曲げモーメント

Mれの債を表3-2に示す｡これらの図あるいは表には､比較の対象となるその他

の解法による解は示してないが､ B EM解は予想されるなめらかな分布を示し

ていることがわかる｡

-1.0 -0.5
0.5
Wmqx/h

図3-16加熱正方形シェルの最大たわみ【境界条件(A), Tl/To= 1】
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Xl/q

図3-17一様分布荷重の作用する正方形板のたわみ【境界条件(A),官a4/Dh=3 0]

図3-18加熱正方形板のたわみ【境界条件(A), αT｡=1.6×10~3, Tl/To= 1】

表3-2正方形板の法線曲げモーメントDa】#n/h (Ⅹl/a=1) 【境界条件(A)I

Load

Condition ParaJeter
Ⅹi/a

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

E3 官a4/Dh=30 -5.633 -4.984 -3.702 -1.905 -0.239

(Ⅰり αT○=1.6×10~8

T1′T○=1

-4.349 -3.534 -2.211 -0.933 -0.431

(Ⅲ)
-2.696 -2.088 -1.115 -0.213 -0.098
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最後に､弾性凍上の平板の近似有駆変形解析の例として､一様分布荷重(Ⅰ)

を受ける固定円板【境界条件(A)】を考え､この間題における荷重と最大たわ

みの関係を図3-19に示す｡図において､種々の大きさの無次元弾性床パラメー

タ^(≡k a4/D.)に対するB EM解を○印で表す｡比較のために対応する

Sinhaの解【121】を実線で示す｡無次元弾性床パラメータAを変化させても両者

はきわめてよく一致している｡このように､弾性床上の平板の有限変形解析に

おいても､これまでと同様な解析法で精度の高い解が得られることがわかる｡

1.5

.=ヽヽ

〉く

Iq

∈
王

l.0

図3-19一様分布荷重の作用する弾性斥上の円板の最大たわみ【境界条件(A)I
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3 ･ 4 まとめ

Berger法に基づく弾性平板およぴシェルの近似有限変形解析と座屈および座

屈後変形解析を､直接法境界要素法により行った｡本章はつぎのようにまとめ

ることができる｡

(1) 弾性偏平シェル(平板を含む)の膿ひずみの第2不変圭を.無視したポテ

ンシャルエネルギーの停留条件から導出される8erger方程式に対する積分方程

式が､弾性平板の微小変形解析と同様の基本解を用いて定式化されることを示

した｡

(2) 数値解析例として､横荷重あるいは熱負荷の作用をうける円板および球

シェルと正方形板およぴシェルの曲げ問題を考えた｡円板および球シェルにつ

いては､中央における最大たわみ,半径方向のたわみ分布およぴたわみ勾配分

布に関するB EM解を､対応するRKG解と比較した｡その結果､有限変形

モードおよび座屈変形モードのいずれのモードにおいても､一部の結果を除い

て両者はよく一致した｡正方形板およぴシェルについても同様の解析を行った｡

これらのB EM解も､円板および球シェルと同様の傾向を示すことがわかった｡

(3) 弾性床上の平板の有限変形解析にも､ Berger方程式に基づく直接法境界

要素法を適用し､このような問題にも本解析法が有効であることを数値解析例

により示した｡

(4) ここでは.､他の解法でも解析できる比較的簡単な境界条件､形状の板あ

るいはシュJレの解析例を示したが､本解析法は任意の境界条件､形状の問題に

対しても容易に拡張することができる｡
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第4章 サンドイッチ平板およぴシェルの近似有限変形
および座屈後変形解析【138, 139, 155]

前章では､ Bergerによる弾性平板およぴシェルの近似有限変形問題に対する

境界要素法の応用について検討し､その有効性を示した｡本章では､前章で示

した解析法の拡張として､工学上重要な構造要素であるサンドイッチ構造の平

板およぴシェル(以下では､単にサンドイッチ平板およぴシェルということに

し､シェルは偏平シェルに限定する)の近似有限変形問題を境界要素法により

解析する方法について述べる｡

前章でも述べた`ように､いわゆるBerger法は均貴等方性平板のみならず種々

の間者に広く応用されている｡ 3膚からなるサンドイッチ平板およぴシェルの

変形挙動は均質等方性平板のそれとは本質的に異なるので､ Berger法はそのま

までは適用できない｡そこで提案されたのは均賞等方性平板およぴシェルの膜

ひずみの代りに､各々の表面板の膜ひずみの平均値を用いる方法である【123】｡

この考え方は､荷重あるいは熱負荷をうける等方性あるいは直交異方性サンド

イッチ平板およびシェルの間膚などにも応用された【122, 124】｡

ここでは､荷重および勲負荷をうける有限変形のもとにある3層構造のサン

ドイッチ平板およびシェルの近似支配方程式を､修正されたBerger凍に.より導

出する過程の概要についてまず説明する｡そのあとで､ Berger型の近似支配方

程式の積分方程式への変換が､前章で述べたのとほぼ同様な方法で行えること

を示す｡数値解析例として､一様分布荷重および上下裏面板に温度差を伴う勲

負荷により曲げられるサンドイッチ平板およぴシェルの問題を扱う｡さらに､

座屈後変形解析への応用についても解析例を示す｡

4 ･ 1 支配方程式【123】

サンドイッチ平板およぴシェルの近似支配方程式は前章と同様に､ Bergerの

仮定に基づきポテンシャルエネルギーの停留条件を用いて導かれる｡図4-1に

示すように直交曲線座標系Ⅹ1,Ⅹ2,Zをとり､曲率kl,k2 の中央面に対し対

称な3層の偏平サンドイッチシェル(平板を含む)を考える｡ Ⅹ1, Ⅹ】軸は主

曲率kl, k2の方向となるように､そしてz軸は下向きが正となるように定め
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る｡サンドイッチシェルの占める2次元頚城とその境界をそれぞれS2およぴr

で表し､境界rはなめらかであるとする｡サンドイッチシェルは､荷重と熱負

荷の下におかれているものとする｡簡単のために､サンドイッチシェルの解析

では､つぎのような幾何学的および力学的な仮定を導入する｡すなわち､上下

表面板の厚さtは同じであり､芯材の厚さhに比べて十分に薄く､その曲げ桝

性は無視する｡芯材はせん断変形だけに､表面板は十分に薄く曲げ変形だけに

応答する｡表面板の面内の変位および応力はその厚さ方向に変化しない｡芯材

および表面板は等方弾性体であり､たわみwはサンドイッチシェルの全厚さ方

向に変化しない｡

このような仮定に従えば､既知の分布横荷重育と､上下表面板の厚さ方向に

変化しない温度分布Tt, Tbのもとでのサンドイッチシェルの全ポテンシャル

エネルギーⅢは､つぎのように表される｡

･-J｡i1-(γf)℡
【(IIA)2-2(1-γf)I7ZL+y4(d.1℡+e.22+2γLd.1e.2)

1

+-(1-γf)(d.2+e.1)2]
-

8

2Efαft

1-γE
【TAIl血+yqTd(d.1+e.2)]

･言Gch"言-w･l,2･(言-
w-2,2,

-FwidE2･(bunk"
te-,

(4-1)

ここで､ EE, γEおよぴαE は､それぞれ表面板のヤング係数､ Poisson比お

図4-1 サンドイッチシェルとその要素

座標系と記号の説明

-70-



よび線膨張係数であり､ G¢ は芯材のせん断係数である｡また､ d, eおよぴ

TJL, Tdはそれぞれ上下表面板の面内変位の差および温度の平均値と差を表し

ており､つぎのよう.に与えられる｡

d=ult-ulb, e=u3t-u2b

TtL=y2(Tt+Tb), Td=Tt-Tb

およぴ

(4-2)

(4-3)

IlnとⅠ2皿は膜ひずみの第1および第2不変量であり､上下表面板の面内変位

の平均値をuln､ u2Aとしてつぎのように定義される｡

IIZL=ulZb.
I+u2n.2+y2(w.12+w.22)-(kl+k2)w

(4-4)

Ⅰ2n=(u.zL,
1+y2W, 12)(u2n.2+旭w.22)-y4(ulA.2+u2n. 1+w, lW.2)2

(4-5)

上添字f, t, bおよぴmは､それぞれ表面､上表面､下表面および両表面の

平均量であることを表す｡

サンドイッチシェルの全ポテンシャルエネルギーnを最小にするための変分

計算を行えば､通常の速成支配方程式を導くことができる｡この式はたわみと

表面板の4つの面内変位に関して速成したものとなり､一般に解析が容易でな

い｡

ここでは､ Bergerが均質等方弾性板の有限変形解析で用いた仮定にしたがい､

上下表面板の膜ひずみの平均値に関する第2不変量Ⅰ2血を無視して､上述と同

様の変分計算を行えば､ w, dおよぴeに関する3つの微分方程式とつぎの恒

等式を得る｡

I
ln-(1

+ γf)αETzL=constant (4-6)

これらの式は､表面板および芯材がともに等方な場合にはさらに簡単になり､

w, dおよぴeに関する方程式から､面内変位の差dとeに関する項を消去し

て､最終的にたわみwだけで表されるつぎの式を得ることができる｡
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【IIA-αf(1+γf)TJL] +Gch

4Gc
--

【IIA-αf(1+γf)Th] (∇2w+kl+k2)-αfGc(1+γE)∇2Td
h

2Gc【1-(γf)2]

Efth
F+∇l首+

2Eft

1-(γL)2
【Ⅰ)■-αE(1+γf)TA]∇2(kl+k2)=0

ここで､式(4-6)の定数はつぎのように表される｡

h2K2

IIZL-(1 +γf)αETn≡-
4

(4-7)

(4-8)

ここで､ K2は式(3-6)に含まれる均質等方位弾性板のBerger定数に相当するも

のであり､ここでも3章と同様に積分形で表す｡ x2 は指定された荷重に対し

て領域(2内で一定であるので､式(4-8)の両辺を積分してつぎのようになる｡

I｡【Ilb-(1･γE,α-d虫-写
【IIZL-(1+γE)αfTzL] dE2= -;2^ (4-9)

ここで､ E2A は領域i2の面積である｡境界で面内変位が拘束されているとき､

式(4-9)はつぎの積分形に帰着される｡

2

x2=-

E2▲h2
【w,12+w.22-2w(kl+k2)-2(1+γf)aETtb] dS2 (4-10)

したがって､ Berger定数K2はたわみと指定された温度分布によって数値的に

計算される｡

このように､サンドイッチシェルの全ポテンシャルエネルギーにおける頗ひ

ずみの弟2不変量を無視することによって､面内変位差を含まないたわみだけ

で表示された非運成方程式を得ることができ､これにより境界要素法のための

積分方程式の定式化およぴこれに関連する計算が容易となる｡

4 ･ 2 積分方程式と離散定式化

サンドイッチシェルの支配方程式(4-7)を積分方程式に変換するために､こ

の式のたわみに関する垂調和作用素の項が支配的となることを考慮してつぎの
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ように書き換えることができる｡

K7

AxJ+1

∇4w-

ただし

(∇2w+kl+k2)

x)

I),(Ax)+1)

EEth才

2[ト(γf)2]

[官-A∇'首+B∇7Td-AD'K7(kl+k2)】 =0 (4-ll)

D.
A=- ,

G¢h

D.(1+yL)

近似支配方程式(4-ll)は､均質等方性平板およぴシェルに対して導かれた式に

比べて幾分複雑な形となっているが､変形の非線形性は式(4-8)で定義された

Berger定数K2 だけにあるので､ 3章と同様の方法で積分方程式を定式化する

ことができる｡

2章で示した垂調和作用素∇4に対する一般化Greenの公式(2-27)と調和作用

素∇2に関するGreenの公式(2-50)を適用し､重さ関数として式(2-29)により示

された重訳和方程式に対する基本解

w●=-(1/87E)r2(P, Q) logr(P, Q)

を用いれば､ 3章と同様の手順によりつぎの積分方程式を得る｡

c(P)w(P)=-

A〟2+1

D.(A〟丑+1)

およぴ

(Kn'(Q)w'(P, Q)-MnJ(Q)w'.A(P, Q)+
ど

+Mn'[w'(P, Q)] w.A(Q)-Kn'[w'(P, Q)] w(Q)i dr

( [V2w'(P, Q')]w(Q')+w'(P, Q')(kl+k2)i

(4-12)

(す(Q')-A∇2官(Q')+B∇JTd(Q')-AD.K*∇7(kl+k2))w●(P, Q')

(Q∈r, Q'∈E2)

-73-

dE2

(4-13)



y2W.
n.(P)=

-

K2

AKa+1

Ds(AK2+1)

ただし

ここで

‡KnJ(Q)w●.n｡(P, Q)-Mn9(Q)w●,nn｡(P, Q)+

+Mn'.n. [w'(P, Q)] w.n(Q)-Kn'.n. [w'(P, Q)] w(Q)i dr

i [∇2w●.n｡(P, Q'))w(Q')+w●.n｡(P, Q')(kl+k丑)I

‡首(Q')-A∇2首(Q')+B∇2Td(Q')-AD.K2∇2(kl+k2)1w●.
n｡(P,

(P,Q∈r, Q'∈E2)

c(p,-i
1 (P∈E2)

1/2 (P∈ r)

x2

A〟壬+1

K2

Ax2+1

Kn'=Kn一(w)+

Mn■=Mnl(w)+

(4-14)

(4-15)

(4-16)

積分方程式(4-13)と(4-14)が､境界要素法によるサンドイッチシェルの近似

有限変形解析に必要な式である｡なお､これらの積分方程式において*をつけ

た関数は式(2-32)-(2-34)およぴ(2-39)-(2-42)で示した微小変形解析で用い

たものと同様である｡式(4-13)と(4114)の境界変数のうちKn'とMn9は､この

ままではサンドイッチシェルの等価せん断力と法線モーメントの正しい表示に

なっていない｡

サンドイッチシェルの積分方程式(4-13)と(1卜14)に対する離散化方程式は式

(3-17),(3-18)と同様の形式となり､境界未知量に関するベクトルiw〉,(w.n),

iMn'〉, (Kn5〉により､つぎのように書くことができる｡

【El''】‡w)+【Fl''】‡w.
A)+【Gl''】〈Mn5)+[Hl"】‡Knさ〉=〈N3''‡

【E{'](w)+【F2''】(w.
n)+【G2"】〈Mnさ〉+【H2"](Kn書‡=(N/'〉

174-

(4-17)

(1卜18)



ここでも非線形項を含む右辺ベクトルの値を適当に仮定して解けば､境界条件

で指定されない2つの未知量を定めることができる｡初期値としては線形解を

用い､たとえば式(3-19)と同様のたわみに関する収束条件が満たされるまで､

反復計算を繰り返す｡式(4-17)と(4-18)の係数マトリックスは､前章でも述べ

たようにサンドイッチシェルの物性値と幾何学形状で決まるので､反復計算の

つど計算する必要はない｡

4 I 3 数値解析結果と検討

上述の近似有限変形解析に関する積分方程式と計算手頼の有用性を調べるた

めに､比較的簡単な幾何学形状のサンドイッチ平板およぴシェルについて､そ

の数億解析例を示す｡

4 ･ 3 ･ 1 解析対象

サンドイッチ平板およぴシェルについての幾何学的非線形間鷹においても､

均質等方性板およぴシェルのそれと同様に2種類の変形モードを考えることが

できる｡すなわち

(1) 荷重あるいは熱負荷による有限変形モード

(2) 熱負荷による座屈変形モード

であり､両モードに対して､支配方程式は同じである｡温度分布は､有限変形

モードでは上下表面板において異なり､座屈変形モードでは同じである｡

計算手順としては､初期値として､有限変形解析では線形解を､座屈変形解

析では有限変形解析で得られた解を使用し､ 3章で述べた均質等方性板および

シェルに対して用いたものと同様の増分解凍を適用して､与えられた収束条件

を満たすまで反復計算を行う｡

計算例題として､半径aのサンドイッチ円板および球シェルと一辺の長さが

2aの正方形板およぴシェルの曲げ問題を考える｡サンドイッチシェルの寸法

に関するパラメータと材料定数は､文献【122】で与えられるのと同様に以下の

ように遺ぷ｡
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t=0.635m, h=17.13M, a=254m

γf=o.3, EE=o.72×106HPa, Gc=0.414×102XPa(=G｡cとする)

境界条件としては,面内変位ul., uかはサンドイッチシェルの境界で拘束され

ており､面外変位に関しては､固定支持すなわち

野=0, W,n=0

の条件だけを取り扱うことにする｡外部荷重あるいは過度分布として,つぎの

ような場合を考える｡

(1) 有限変形モードでは､静的な一様分布荷重

す=constant
･･---･･-･---･･･--･･･----I(I)

が作用する場合と､サンドイヅチ円板および球シェルと正方形板およぴ

シェルの上表面板に対して､

Tt(氏,≡) = Tc+Tl【1-(R/a)2] (R2=Ⅹ12+x22)

Tt(xl,Ⅹ2,ヱ)=To+Tl【1-(Ⅹl/a)壬】【1-(Ⅹ2/a)2]

および両シェルの下表面板に対して､

Tb=2Tt
---･---------･--･---･(ⅠⅠ)

となる湿度場にある場合である｡ここで､ T｡とTlは定数である｡荷重

および熱負荷の作用する場岳をそれぞれ番号(Ⅰ)およぴ(II)で区別して

表す｡

(2) 座屈変形モードでは､サンドイッチ円板と正方形板のみを考え､そ

れぞれに対して､上表面板の温度分布は(1)と同様であり､下表面板の温

度分布は両平板に対して､

Tb=Tt
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とする｡この場合を番号(Ⅲ)で表す｡

有限変形モードでは上下表面板の温度分布は異なるのに対し､座屈変形モード

ではそれらは同じである｡

座標軸のとり方､境界要素および内部セルの分割の仕方は3章で説明したも

のと同様であり,境界要素/内部セルの数はサンドイヅチ円板および球シェル

に対して32/144､正方形板およぴシェルに対して40/100とする｡

数値計算は一定要素を用いて行い､したがって境界節点は境界要素の中央に､

内部節点はセルの垂心にとる｡境界および領域における積分には､ 3章と同様

のGauss積分法を適用する｡

4 ･ 3 ･ 2 計算結果と検討

ここでも3章と同様に､荷重あるいは温度と最大たわみの関係､頼域内のた

わみとたわみ勾配の分布について調べる｡

サンドイヅチ円板における荷重あるいは温度と最大たわみの関係を､芯材の

せん断弾性係数Gc をパラメータにして図4-2, 4-3に描く｡最大たわみ分布に

ついては､ Gc=Goc/5､ Gc=G｡c､ Gc=5G｡c の3種類の場合について

計算を行った｡このうちのGc=Goc の場合の領域内のたわみとたわみ勾配の

分布を図4-4, 4-5に示す｡これらの図において､ Berger方程式の境界要素凍に

よる解(ち EM解)を､有限変形モード(1)では記号○あるいは△で､座屈変形

モード(2)では●あるいは▲で示し､それぞれのモード対応する Runge-Kutta-

Gill法による解(RE.G解)を実線と破線で表す｡また､最大たわみ分布を表

す図では,参考のために微小変形解(線形解)を細い実線で示す｡一様分布荷

重(Ⅰ)が作用するとき､図4-2 からわかるように､いずれのGc の値に対して

も､ B EM解はRKG解とおおむね一致している｡図4-3 からわかるように､

いずれのG¢ の場合においても過度場(ⅠⅠ)が作用するときの有限変形モードで

は､非線形性のかなり大きいところまでB EM解はRKG解とよく-一致してい

る｡また､温度場(Ⅲ)で生じる座屈変形モードにおいても両者はきわめてよい

一致を示す｡たわみ分布およぴたわみ勾配の分布も､いずれの負荷条件(Ⅰ)､

(ⅠⅠ)､ (ⅠⅠⅠ)においても､ B EM解はRKG解とよく一致していることが､図ト
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4, 4-5からわかる｡なお-､これらの図で記号Rはサンドイッチ円板の中心から

の半径方向の距♯である｡

50軸4′Dsh 100

図4-2一様分布荷重の作用するサンドイッチ円板の最大たわみ
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d

叫

0.5
Wmox/h

図4-3加熱サンドイヅチ円板の最大たわみ
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QxL=

竿
1

図4-4サンドイッチ円板のたわみ(G｡=G｡｡)

図4-5 サンドイッチ円板のたわみ勾配(Gc=Goc)
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一様分布荷重(Ⅰ)あるいは過度鳩(Ⅰりが作用するサンドイッチ球シェルと正

方形シェルの有限変形モードにおける最大たわみの分布を,全曲率(k1+k2)

をパラメータとして図4-6,4-7と図4-8, 4-9に示す｡これらの計算は､ Gc=

G｡cについてだけ行った｡これらの図においてはこれまでと異なり､有限変形

50由4/Dsh 100

図4-6一様分布荷重の作用するサンドイッチ球シェルの最大たわみ(Gc=Go.c)

-1.0 -0.5
0.5
Wmqx/h

図4-7加熱サンドイッチ球シェルの最大たわみ(G¢=Go¢)
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モードにおけるB EM解を美称で表してある｡また､図4-9 では､サンドイッ

チ正方形板の境界要素法による熱度屈の計井結果を破線で示してある｡図4-7

と4-9 より､球シェ.)Lと正方形シェルの熱による有限変形では､シ1ルの全曲

率の符号に依存して､面外変形(たわみ)の方向が相反していることがわかる｡

これも等方均貫シェルが示す現象と同様である｡

50如4/Dsh 100

図4-8一様分布荷重の作用するサンドイッチ正方形シェルの最大たわみ(G¢=Go¢)

ー1.0 -0.5 0 0.5
Wmox/h

図4-9加熱サンドイヅチ正方形シェルの最大たわみ(Gc=G｡c)
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固4-10と4-11は､特定の温度分布におけるサンドイッチ正方形板の有限変形

モードと座屈変形モードにおけるたわみとたわみ勾配の分布である｡これらの

図においても､実線および破線は､それぞれ有限変形モードおよび座屈モード

におけるB EM解である｡これらの計算結果は､ 3章で述べた均質等方種板お

よぴシェルの結果と同様の僚向を示し､有限変形モードにおけるたわみは座屈

モードにおけるものと比較して大きく計算される｡

×1/q

図4-10加熱サンドイッチ正方形板のたわみ(αTo=2.8×10-8, Gc=Goc)

一語2×芹

xl/q

図4-11加熱サンドイッチ正方形板のたわみ勾配(αTo=2.8×10~3, Gc=Goc)
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4 ･ 4 まとめ

Derger法に基づくサンドイッチ平板およびシェルの有限変形解析と座屈後変

形解析に対し､境界要素法を適用した｡本章の内容は以下のようにまとめるこ

とができる｡

(1) 8erger法を修正した方法により導かれたサンドイッチ平板およぴシェル

の有限変形解析に関する近似支配方程式に対する積分方程式が､ 3章で述べた

方法と同様の考え方で定式化されうることを示した｡

(2) 数億解析例として､横荷重あるいは熟負荷の作用するサンドイヅチ円板

および球シェルとサンドイッチ正方形板およぴシェルの曲げ解析を行った｡サ

ンドイッチ円板については､板の中心における最大たわみ､半径方向たわみ分

布とたわみ勾配の分布について計算し､ B EM解を対応するRKG解と比較し

て､その解析精度について検討した｡有限変形モードおよび塵屈変形モードの

いずれの変形モードにおいても､両者はよく一致した｡サンドイッチ球シェル

と正方形板およぴシェルについてはB EM解だけを示した｡得られた計算結果

から､ 3章で示した均質等方位球シェルおよび正方形シェルと類似の傾向がみ

られることがわかった｡

(3) ここでは限られた問題への適用例を示したにすぎないが､サンドイッチ

板およぴシェルの有限変形解析のように支配方程式が比較的複雑になる問度に

も､均質等方性板およぴシェルに対する境界要素法と同様の考え方を適用でき

る可能性を示すことができた｡
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第5章 板曲げ同居の境界要素法による有効な

定式化【145,146, 147, 149, 151]

本章では､板の曲げ問題において直接法境界要素法を有効に利用するための

積分方程式定式化の方法について述べる｡一般に支配方程式が非線形あるいは

非同次な問題に対する積分方程式は､境界積分のみならず領域積分をも含んだ

形で定式化される｡これに対し､線形かつ同次な問題の積分方程式は考える額

域の境界上だけで定式化され､このことは有限要素法などの領域型数値解法と

比べて､境界要素法のもつ大きな長所となっている｡ところが､積分方程式が

領域積分を含めた_形で導出されれば､その計算をなんらかの方法で行わなけれ

ばならない｡第2-4章では領域積分の評価は数値積分で行っており､有限要

素法と同様に領域を部分領域(内部セル)に分割するための入力データが､境

界を分割するのとは別に必要となる｡領域積分を境界積分に変換できれば､`境

界要素法の計算手法としての有用性は飛洋的に増す｡

こゐ種の研究は､たとえば､一定重力加速度による力や固定軸まわりの遠心

力など､比較的単純な物体力を伴う静弾性問題について実行されている【127-

130]｡また､弾性体が勲的負荷をうける場合の定常熱応力頓におけるみかけの

物体力は､溢度場がLaplace 方程式を満たすので､数学的に厳密に境界表示が

できる｡なお､無発生を伴う熱応力解析の溢度分布に関連して､ 1階の導関数

についてのGreen の公式によって頚城積分を境界積分に変換する方法が楳案さ

れている【131】｡ ここでの変換法はその方法と遠い､基本解に関する調和作用

素について成り立つGreen の公式を用いて行う｡

ここでは､まず､調和微分方程式(Laplace方程式)の非同次形(2次元およ

ぴ3次元)について､これを随伴形の微分方程式の基本解によって積分方程式

として定式化したときに､非同次項によって生じる領域積分を境界積分に変換

する方法を具体的に示す｡これについては分布熱源のある物体の熱伝導問題を

例として考えることができる｡つぎに､分布積荷重をうける平板の微小たわみ

間趣(2次元重訳和微分方程式の非同次形)が､同様の考え方で境界積分だけ

で定式化できることを示す｡この種の変換は､微分方程式の特解を利用するこ

とと密接に関連するが､･任意の非同次項についてこれを求めることは困難であ

り､本法は数値計算としての統一的な取り扱いの1つの方法である｡
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5 ･ 1 積分方程式の定式化

2次元あるいは3次元領域をそれぞれi2､ E28､境界をr､ r8とし､丙空間

ともに額域点を小文字p､ q､境界点を大文字P､ Qによって区別して表す

(図5-1)
｡適当な境界条件のもとで､

2次元績域(2内の支配微分方程式が直

交座標系Ⅹl, X2に関して､

L(u)≡-申 (5-1)

のように与えられるものとする｡ Lは微分作用素､ uは未知関数､申は与えら

れた関数であって非同次項を表す｡

ここで､別の例数をⅤ● として､つぎのような積分表示

L[u】Ⅴ●dD

に微分作用素Lの最高次の階数だけGauss-Green の積分定理(部分積分)を適

用すればつぎのようになる【1】｡

JBL(u, ,･dQ-JBuL･(v･,L
d白

[G(v')H(u)-G(u)H'(v')]dr (5-2)

ここで､ *は随伴作用素を表し､ GとHは部分積分によって現われる微分作用

素である｡関数Ⅴ●として式(5-1)の随伴微分方程式の基本解､すなわちpをE2

内のソース点､ 6(p, q)をDiracのデルタ関数としてつぎの方程式

L●【Ⅴ●(p, q)】 ≡-♂(p, q)

図5-1 紀号の説明
く2次元の場合)
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を満たす関数をとれば､式(5-2)はつぎのようになる｡

u(p)≡ ‡G【Ⅴ●(.p,Q)】H【u(Q)]-G【u(Q)】H●【Ⅴ●(p,Q)】〉dr

申(q)Ⅴ●(p, q)dE2 (5-4)

上式で領域内点pをなめらかな境界上の点Pに近づけた極限において右辺第1

項の特異債分を計算すれば､あとで考える調和あるいは垂訴和微分作用素につ

いて形式的につぎのようになる｡

y2u(P)= (G【Ⅴ●(P,Q)]E【u(Q)】-G【u(Q)】H●【Ⅴ●(P,Q)】Idr

ゆ(q)Ⅴ●(P, q)d(2 (5-5)

境界要素法は境界rと領域E2を有限の大きさの要素に献散化して､通常境界

上の未知量に関して連立1次方程式を解く方法である｡このとき式(5-5)の右

辺第2項の領域積分

B(P)= ゆ(q)Ⅴ●(P, q)dE2
(5-6)

がなければ､完全に境界だけで扱えることになる｡式(5-4)についても一同様に

S2内のソース点について

B(p)≡ ¢(q)Ⅴ●(p, q)dO (5-7)

となる｡これらの項は支配微分方程式(5-1)の非同次項妙によって生じたもの

である｡

微分作用素として2次元およぴ3次元の調和作用素

L=∂2/∂xl∂xl=∇2 あるいは ∇31

およぴ2次元垂調和作用素

L=∇2∇2≡∇4

を考えるものとする｡ここでも､繰り返し添え字については総和規約を用いる

ことにする｡以上の3つの間鹿をそれぞれ 2DH (2-Dimensional Hamonic) ,

3DH (3-DiDenSional Hamonic)およぴ 2DBH (2-Di廿enSional Bi托arMnic)と
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表して区別する｡これらの微分作用乗に対して基本解Ⅴ●(p, q)はよく知ら

れており､つぎのように表される｡

1

-log
27r ー r(p, q)

alog ㍗(p, q)

1 1 b

v●(p, q)≡
47( r(p, q) r(p, q)

(2DH)

(3DH) (5-8)

1
--

r2(p, q)log r(p, q)=cr2(p, q)log r(p, q) (2DBH)
87(

ただし､ a=-1/写7r,
b= 1/47E, C=-1/87[である｡ここで､ r(p, q)は

点pとqの距離を表す｡

r(p, q)≡ lす~すl

5 ･ 2 領域積分の境界積分への変換

(5-9)

5 ･ 2 ･ 1 調和微分作用素

調和微分作用素､すなわち Laplace微分作用素のとき､その非同次微分方程

式はPoisson方程式と呼ばれる｡非同次項が簡単な表示であればPoisson方程式

の特解は容易に求められ Laplace問題に変換されるが､ここではコンピュータ

による.統一的な計算手法として非同次項を扱う｡この方程式について式(5-5)

はつぎのようになる｡

y2u(P)=

B(P)=

ここで

u.∩(Q)Ⅴ■(P, Q)

-u(Q) v'.n(P, Q)

妙(q)Ⅴ●(P, q)dE2

dr+B(P) (5-10)

(5-ll)

ただし､関数Ⅴ● は基本解であって､ 2DH およぴ 3DH に対してそれぞれ式

(5-8)1､】によって与えられる｡ ().n は､点Qでの法線方向導関数を表す｡
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非岡次項ゆの関数形が比較的単純な形式である場合について説明する｡その

1つは(1)有限個の点に集中ソース(たとえば点熱源)が存在する場合であり､

そのほかには(2)一定値も含め座標の低次関数(11次あるいは2次)によって表

される場合である｡

E2内の集中ソースが作用する点をqj(j=1,2,･･･,n)とすれば､申はつぎのよ

うに書ける｡

ゆ(p)-

,E:lQ(qJ)6(p･
qJ) (5-12)

ここで､砂(qj)は点qJにおける集中ソースの強さである｡式(5-12)杏(5-ll)

に代入すれば

■

B(P)=真l申(qJ)v'(p･qJ)

のようになり､この結果積分計井が不要になる｡

っぎに､ ¢が座標の2次まセの関数によって表されるものとしよう｡

¢=¢○+申IkXk+申2k4X kX B

(5-13)

(5-14)

¢o,ゅlk,申】kl はいずれも定数である｡なお添え字k, Cは空間の次元の

範囲にとる｡このとき領域積分(5-ll)はつぎの形で与えられる｡

B(P)≡ 【如+申1kXk+如k-Xk.] Ⅴ●(P, q)dE2

文献【131】では､上式を境界積分に変換するためにGau?sの発散定理

I｡芸1dQ-Jrnlfdr

(5-15)

(5-16)

が用いられた｡ここでは式(2-50)で示したっぎの第2Greenの公式を利用する｡

∫.(f∇2g-g,2f,dn-Jr(f芸-g詰,dr
(5-17,

なお､式(5-16)と(5-17)の関数f, gは任意であり､公式は2次元について表

示されている｡基本解Ⅴ●(p, q)の具体的な関数形が式(5-8)に与えれている

から､これらに関連してつぎのような恒等式が成り立っことに着目する〔同様

な考え方は熱応力解析について文献【127-130】に利用されている〕 ｡
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r才

log r=∇℡-(log ㍗-1)
4

r4

r℡=∇℡-
16

r4

r7log r=∇2 -(log r一旭)
16

1 r

-=V83
-

r 2

r3

r=∇32
-

.
12

(2次元) (5-18)

(3次元) (5-19)

式(5-15)を基本解(5-8)lについて考え､式(5-18)を適用すればつぎのように

なる(以下では関数rの引数(p, q)あるいは(P, Q)を省略して記述する) ｡

B(P,-aJ｡【-lkX-干kX･】∇2[;)(logr-1,]
dn

上式に式(!卜17)を用いればつぎの式を得る｡

ra
-

(log r-1)∇2 [Qo+¢1kXk+砂nJXkX-1
dE2

｡4

[抄o+申1kXk+¢2k-ⅩkXJ]

2次元空間では

∇2 【ゆc+ゆ.kXk+¢2k.XkX.] =2申2kO6kQ

となるから､式(5-20)の右辺第1項はつぎのようになる｡

B~(P)=a y2砂2k.6klr2(log r-1)dE2

式(5-18)を参考にして､上式にさらに式(5-17)を適用すれば

B

∫(P,-aJry2Q-･6k･[芸4(2logr-3,].ndr

(5-20)

(5-21)

(5-22)

のように境界積分に変換される｡したがって､式(5-20)はまとめてつぎのよう
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に書くことができる｡

B(P)=a

ここで

(poT｡+¢kTlk+申2k-T】k一) dr

･｡- [i2(logr-1,】,n
･lk-ixk[;a(logr-1,].A-nk三2(1鴫r-1,i
･】k･-ixkX･[;2(logr-1,】.n

rJ

-(x.nk-Ⅹkn.)-
(log r-1)
4

･6kJ[:4(2logr-3,】.n)

(5-23)

(5-24)

積分を実行する境界rは､非同次項申が0でない韻域の境界と考えてもよい｡

申がさらに高次の関数で表される場合には､式(5-18)のように基本解に対応す

る高次の調和ポテンシャルを用いて頚城積分を境界積分に変換できるI.

3次元問題(3DH)についても､上と同様に式(5-19)を考慮して式の変形を行

えば最終的につぎの式を得る｡

ら(P)≡

ここで

[po+ゆ1kXk+ゆ2kJXkX.] -dE23

=b

r

(如TO+ゆ1kTlk+¢2k-TnJ) dr3

r3

･o-(;).n

･lk-ixk(;J,n-nk言‡

･2k4-(xkX･l計n-(Ⅹ｡nk･Ⅹkn･,言･6k4(:3L)

(5-25)

(5-26)

非同次項抄が式(5-14)のように表される間鹿の例として､弾性力学における

St. Venantのねじり､曲げ問題がある｡一様断面軸のねじり問題では申は一定,
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曲げ問題では1次の項によって表される｡

5 ･ 2 ･ 2 垂調和微分作用素

2次元非同次重訳和微分方程式は広い範囲の物理現象を記述することが知ら

れているが､ここではその1つの例として弾性平板の微小曲げ問題を考える｡

板のたわみをw(Ⅹ1, Ⅹ2)､分布荷重を官(Ⅹ1, Ⅹ])､曲げ剛性をDとおけば､

Kirchhoff の仮定に基づく支配微分方程式は､式(2-19)で示したように

∇4w=官/D (5-27)

によって表される｡右辺の官/D を式(5-1)における非同次項とみなし､ここ

でも(一申)によって表示する｡

式(5-27)は4階の微分方程式であるから､ 2 ･ 1節で示したように､ 2つの

積分方程式が必要であって､板曲げ間頗の境界条件に現われる境界変数､すな

わちたわみw､たわみ角w,n､曲げモーメントMnt式(2-16)]および等価せん

断力K｡【式(2-18)】によって､.なめらかな境界に対してつぎのように表される｡

蜘(P,-∫.¢(q)Ⅴ･(p･q,d虫一言Jr･Kn･
[v･(P･ Q,】 w(Q,

-Mn'[v'(P, Q)] w.n(Q)+v'.n(P, Q)Mn [w(Q)]

-v'(P, Q)Kn [w(Q)] )
dr (5-28)

および

蜘･n｡(P,- I,Q(q,,･･n｡(P･
q,d由一去Jr{Kn･･n｡

【,`(P･ Q,】 w(Q,

-Mn',r.. [v'(P, Q)] w.n(Q)+v',nn.(P, Q)Mn [w(Q)]

-v･.n.(p, Q)Kn
[w(Q)] ) dr (5-29)

ただし､ここでは重さ関数はⅤ●と表しており､ ().n｡は点Pでの法線方向導

関数を示す｡非同次項に基づく額域積分はそれぞれ式(5-28)､ (5-29)の右辺第

1項であり､つぎのようである｡

Bl(P)≡

B2(P)=

抄(q)v'(P, q)dE2

申(q)v'.no(P, q)dE2
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式(5-31)のB2(P)は式(5-30)を境界上の指定点Pにおいて法線n｡方向に微分

して求められるから､式(5-30)の積分についてだけ考えておけば､あとの計算

はこの結果をもとに11ることができる｡

まず､有限個の集中荷重に対する非同次項が式(5-12)のように表されれば､

式(5-13)と同様に

J)

Bl(P)=,E=l申(qJ)v'(P･ qJ) (5-32)

となり,調和問題と同様に積分表示によらずに計算ができることになる｡

妙に式(5-14)の形を仮定し､基本解Ⅴ●(p, q)として式(5-8)3の形をとれ

ば､式(5-30)はつぎの形を.とる｡

Bl(P)=c 【¢o+砂1kXk+申】k-XkX一] r2log rdE2 (5-33)

調和微分作用素について考えたものと同様に､基本解r2log rに関して式(5-

18)以外につぎの恒等式が成り立っ｡

rO

r4=∇2-,
36

rO 1

r4log r=∇2- (log r-づ
36 3

(2次元) (5-34)

式(5-33)に式(5-17)を適用し､このとき式(5-18)と式(5-34)が成り立つこと

を考慮すれば､先とほとんど同様な計算手続きによって最終的につぎゐ結果を

得る｡

Bl(P)=c

ここで

(申oT.+申IkTlk+如kJTnJ) dr

･o- [:4(logri].n
･lk- ixk[:4(logr-i,].n-nk志4(logrう‡

･2k･-ixkX9[:4(log㍗-i,],n
r4 1

-(x-nk-Xkn.)-
(log r-づ
16 2

･6k一[=(logr-i,L〉
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5 ･

3 数億解析例

これまで通常数値的に計算されてきた非岡次項を含む領域積分B(P)あるい

はB(p)を前節で示した境界積分によっておきかえる簡単な例題をここで考え

る｡

5 ･ 3 ･ 1 3次元ポテンシャル問題

調和微分作用素の非同次問題として､図5-2 に示すような辺の長さが10の立

方体において一棟な内部分布ソース(ポテンシャル発生源)がある場合を考え

る｡領域内の支配方程式は

∇32u=-¢=const. (=育とおく) (5-37)

で与えられる｡境界条件としては､ Ⅹl軸に垂直な面AとBにおいてそれぞれ

u=100, 0,他の境界面上で∂u/∂n=0 とする｡この問題は､具体的には､

面AとBで温度が与えられ､これ以外は断熱面であり､内部に一様な熱発生源

がある場合に相当する｡

図5-2 の上面に示すように､各境界面を大きさと形の等しい合計48の三角形

要素に分割し､要素上で関数uとその法線方向導関数u,nが一定(一定要素)

x3

図5-2 3次元ポチシヤル問題の例

-94-



とみなして計算を行った結果を図5-3 (a)と(b)に示す｡この間遭ではuは Ⅹ1

方向にだけ変化するので､国中の0印はⅩ,:5､ Ⅹ3:5の位置で頚城内点の値と

して求めた結果であり､また●印は境界上で求めた億である｡実線は解析解で

あり､図におげる比較からわかるように､境界上だけを要素分割し､境界要素

法によって計算した結果は解析解によい一致を示す｡有限要素解析でよく知ら

れているように､ 3次元問題の領域を含めた能散化は極めて複雑で手間がかか

るし､同時に連立1次方程式の元数も多くなる｡これに対し､領域積分を境界

積分に変換してしまえば､計算準備と実行時のこれらの負担は大幅に軽減され

る｡

0 2 4 6 8 10
Xl

(a)

0 2 4 6 8 10
Xl

(b)

図5-3 3次元ポテンシャル間麿の計算例
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5 ･ 3 ･ 2 弾性平板の曲げ開港

非同次項を含む垂調和微分方程式の例として､図5-4 (a)のような楕円形弾

性薄板(円板も含む■)の横荷重による線形曲げ問題を考える｡作用する荷重と

しては､図5-4 (b)と(c)に示すように､板全体に一様に分布する場合と､ Ⅹ1

方向に直線的に変化する場合をとりあげる｡なお後者ではⅩ‡方向には変化し

ないものとする｡これらについて､式(5-27)の支配微分方程式はつぎのように

なる｡

･4w?,D-i.::;?,a,:三……:三重,
(5~38'

ここでは周辺が固定および単純支持の場合の計算を､ 24およぴ48偶の境界要

素(一定要素)を用いて行った｡図5-4 (a)では､楕円の第1象限に境界要素

数24の場合の分割の様子を示してある｡周辺固定の場合には両荷重状態につい

て解析解があり､また単純支持の場合には数値解が求められている【9]｡表5-1

は一様分布荷重をうける板の中心における最大たわみを長短軸比､境界要素数

について比較したものである｡形状比を変えても同様に妥当な結果を得ること

および境界要素数を増せばより正しい解に近づくことがこの表からわかる｡

∩n]=======∩=
-I ■l■■■■■■-1■■■

図5-4 楕円板と荷重分布
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図5-5は､ a/b=1.5 の周辺国定楕円板の長軸および短軸上の計算結果である｡

図5-5(a)は一様分布荷重､ (b)は線形変化荷重に対応する｡なお､後者では短

軸上のたわみは生じないので示してない｡この図にみられるように､境界要素

解(○印)は解析解(実線,)によく一致することがわかる｡

表511楕円板の最大たわみ(Dw血…/すb.)

Boundarycondition Cla叩○dsupport Si叩1○support

Ratioa/b 1.0 1.5 2.0 1.0 1.5 2.0

AnalyticalorNunerica1
.0156 .0279 .0340 .0637 .1154 .1447

BE氾
(24elezDentS)

.0152 .0271 .0330 .0596 .1091 .1374

(48eleJnentS)
.0155 .0277 .0337 .0621 .1127 .1409

(× 10-2)

5

′ ､

㌔
⊂⊃

⊂1
ヽ_■′

i己ヨ

云

2

0

(× 10-3)

1.0

xl/b' ×2/b

(□)
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5 ･ 4 まとめ

板の曲げ問題における直接法境界要素法の有効利用および計算効率の向上を

目的として､境界積分方程式定式化の1つの考え方を示した｡本章はつぎのよ

うに要約することができる｡

(1) 非同次微分方程式を積分方程式に変換して解析するときに現われる､非

同次項を含む領域積分を Greenの公式によって厳密に境界積分にに変換し､領

域積分をまったく含まない境界積分方程式として定式化する方法を､非同次な

調和微分方程式と`重訳和微分方程式について与えた｡

(2) 非岡次項を含む調和微分方程式と重訳和微分方程式で表される問僅の例

として､それぞれ内部熱発生を伴う定常熱伝導問題と横荷重をうける弾性薄板

の曲げ問題を考えた｡具体例として､前者については､一様な内部熱発生があ

る3次元定常熱伝導問題を､後者については､一様あるいは線形に変化する分

布荷重をうける楕円弾性薄板の曲げ問題を解析し､本解析法による境界要素解

を解析解と比較した｡その結果､両者はきわめてよく一致することがわかった｡

(3) 本章で示した方法によれば､従来は数値的に計算されていた非岡.次項の

領域積分がなくなり､解析対象の境界だけで計算が行えるので､境界要素法が

より有効に利用できる｡簡単な例居によって､本方法の利用法と有効性を明ら

かにした｡
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第6章 関連する夜曲げ同居への応用【152, 153, 154,156, 157]

本章では､その他の関連する板曲げ間席(微小変形問題)への境界要乗法の

応用として､前半で弾性床上にある平板の解析に通常の重訳和作用素に対する

基本解を用いたときに現われる反力項を含む額域積分に対する境界解法につい

て述べる｡また､後半では支配方程式は線形であるが境界条件が非練形な問題

の例として､非線形弾性支持された平板の曲げ解析について論ずる｡

6 ･ 1 弾性床上の平板の境界解法【152, 156, 157】

前章で述べたように､線一形同次境界値間者に対して､積分方程式は考える宮

城の境界上だけで定式化されるが､非線形あるいは非岡次問題を境界要素法で

定式化するとき､積分方程式はふつう領域積分を伴う｡これを等価な境界積分

に変換できれば､境界要素法の数億計算法としての効率は増す｡計算効率の向

上を目的として､動弾性問題を解くためにBrebbiaとNardiniにより捷.毒された

近似変換法【125】は効果的であり､非定常熱伝導あるいは拡散などの時間依存

問題に適用されている【126】｡この方法は､ 2垂相反定理を用いた境界要素法

(Dual Reciprocity Boundary Elenent Method)と呼ばれて注目されている｡

本節では､上述の方法を､支配微分方程式が重訳和作用素により表される問

題に適用する｡ そのような問題の例として､ 変位に比例する反力を及ぼす

Winklerタイプ の弾性味上にある弾性薄板の曲げ解析を考える｡積分方程式は

相反定理(Greenの公式) と重調和方程式に対する基本解により定式化される

ので･､支配方程式の反力の項と基本解の積に関する頚城積分を含む｡ 2垂相反

定理を用いた境界要素法の考え方に従えば､弾性床からの反力は､これを評価

する点とその他の任意の点の開放の線形結合で表される｡このような近似を行

ったうえで､積分方程式の定式化に用いた相反定理を再び適用すれば､この領

域積分は境界積分に変換される｡ここでは､支配微分方程式における反力の項

を非同次項と考え､反復計算により逐次近似解を求める｡

6 ･ 1 ･ 1 支配方程式と積分方程式の定式化

板はWinklerタイプ○ の弾性床上(弾性係数をkとする,)にあり.､任意の横荷重
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育(xl, Ⅹ】)をうけるものとする｡たわみをwとすれば板は弾性床からkwの

反力をうけることになり､板の曲げ桝性をDとすれば､その支配微分方程式は

つぎのように表される｡

D∇4w+kw=首 (6-1)

3章で述べたように､このような形の方程式く6-1)の積分方程式への定式化

に用いる基本解としては､式(3-21)､ (3-22)で定義される2種類の関数のうち

の1つを考えることができる｡これらの関数はいずれも解析的に求めることが

できる｡式(3-22)で定義される基本解を用いることにより､たわみに対する境

界積分方程式は板の境界だけで定式化されるが【54, 55, 68】､この基本解とこ

れに関連する積分核の形は､式(3-21)定義される重訳和方程式の基本解による

それと比べてより複雑である｡一方､重調和方程式の基本解を用いれば､積13i

方程式は未知反力kwと基本解の積に関する領域積分を伴うが､基本解の関数

形は比較的簡単な表示であるので､関連する積分核の計算が容易である.｡ここ

では､このような未知量を伴う領域積分を境界積分へ変換する方法について考

える｡

積分方程式は､式(2-27)で示した相反定理(Greenの公式)において､重さ

関数w●として垂調和方程式の基本解を用い､式(6-1)の関係を代入すれば得ら

れる｡最終的に得られる積分方程式は､ 2章で示した式(2-31)､ (2-38)におい

て､領域積分項をそれぞれつぎのI形の積分で置き換えた･ものとなる｡

【Dkw(Q')一首(Q')】w●(P,Q')dQ

【Dkw(Q')一首(Q')】w●.
n｡(P,Q')dE2

およぴ

(6-2)

(6-3)

式(6-2)と式(6-3)の右辺集1項は､荷重と床からの未知反力の基本解との積を

含む領域にわたる積分であり､これまでの境界要素解析では､ 2-4章でも示

したように､この種の績域積分は領域セル分割による数値積分により評価して

きた｡
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6 ･ 1 ･ 2 床反力に関する領域積分の境界積分への変換

ここで扱う問題に対する境界要素法の効率を改善することを目的として､式

(6-2)と(6-3)で表される領域積分を等価な境界積分に変換することを考える｡

前章で示したように､比較的単純な分布の横荷重と基本解の様に関する領域積

分は､容易に対応する境界積分に変換される｡これゆえ以下では､弾性床から

の未知反力による領域積分の評価に限定する｡これらの項は式(6-2)と(6-3)に

おいて､つぎのように表された｡

kw(Q')w●(P, Q')dO [≡Ⅰ(P))

kw(Q')w',n.(P, Q')dE2 [≡Ⅰ'(P)】

(6-4)

(6-5)

ここで､それぞれの積分をⅠ(P)およびⅠ'(P)とおく｡ 2垂相反定理を用い

た境界要素法の考え方に従い､額域内のたわみwは､つぎのような級数で表さ

れるものとする｡

X H

w(Q')≒ ∑αJ(P')fJ(P',Q')= ∑α,(P')fJ【p(P'.Q')】
j=1 j=1

(6-6)

ここで､ fJ (j =1,2,･･･,H)はたわみを評価する点Q'とxl-X2面内の任意

の点P'の間の距離pの関数であり､ αJは未知係数である｡いま関数fj の

各々に対して､関係式

∇4FJ=fJ (6-7)

を満たす関数FJを見いだすことができれば､式(6-4)は､式(6-6)と(6-7)を代

入することにより､つぎのように表される｡

H

I(P)= ∑kα,(P')
j=1

∇4FJ(P',Q')w●(P,Q')dE2 (6-8)

ここで､関数Fjは式(6-7)の特解の1つと考えられる｡垂調和微分作用素の積

分表示に関する相反定理を用いれば､領域積分(6-8)つぎの境界積分に変換さ

れる｡
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N

I(P)= ∑ kαJ(P')(c(P)Fj(P',P)
j=1

【w●'(p,Q)∇2FJ,n(P',Q)-w●.n(P,Q)∇2FJ(P',Q)

+FJ.n(P',Q)∇2w●(P,Q)-FJ(P',Q)∇9w●.n(P,Q)】dr) (6-9)

ここで､係数c(P)は式(2-36)などで定義したものと同じである｡式(6-5)ち

同様にして､つぎの境界積分に変換される｡

X

I'(P)= ∑ kaj(P')くc(P)Fj.n｡(P',P)
j=1

‡w●.
n｡(P,Q)∇2FJ. n(P',Q)-w●. nn｡(P,Q)∇丑F5(P',Q)

+FJ.n(P',Q)∇2w..n｡(P,Q)-【FJ(P',Q)-Fj(P,Q)】∇2w●,nn｡(P,Q))dr)

(6-10)

式(6-g)と(6-10)を得たことにより､積分方程式は境界だけで評価できること

になる｡このような積分方程式を導くのに2度相反定理を用いることが､ 2垂

相反定理を用いた境界要素法と呼ばれる理由である｡

式(6-6)に現われる未知係数α,はつぎのような手順で決められ･る｡ 式(6-6)

は､つぎのようにマトリックス表示できる｡

(w‡=【f】‡α) (6-ll)

マトリックス【f]の逆マトリックス【f】~1が存在するな･らば､ i.a)は次式に

より得られる｡

‡α〉=lf卜1iw〉 (6-12)

関数fjとして､つぎの関数形

fJ(P',Q')≡ 1-p(P',Q')-p2(P',Q') (6-13)

をとれば､式(6-7)で定義される関数F,は､つぎのように与えられる｡

1 1 1

FJ(P',q')≡-p4(P',Q')--p6(p',Q')--p8(P',Q') (6-14)
64 225 576

式(6-6)に現われる任意点P'は境界上と韻域内に合計M個とられる｡境界上

の点は必ずしも境界要素節点と一致する必要はない｡そのような点が境界上だ
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けでなく領域内にもとられるのは､たとえば板の全周が固定されているか､単

純支持されている場合､式(6-12)のたわみベクトル(w‡が恒等的に0になって

しまい､対応する係数ベクトルiα〉が計算できないからである｡領域内にとら

れた点P'におけるたわみは､領域内のたわみについて成り立つ積分方程式に

より定められる｡

6 ･ 1 ･ 3 解析手順と数億計算結果

たわみとたわみ勾配に関する境界積分方程式は一般に解析的に扱うことはで

きないので､触散.化して数値的に解く｡板の境界をN偶の境界要素に分割すれ

ば､境界積分方程式の離散化式は､形式的につぎのようにマトリックス表示さ

れる｡

【A】(w‡+【B](w.n)+(C】(Mn)+(D](Kni=(Hl+(工〉

(6-15)

[A'](w)+[B')(y.A)+[C'](Mnl+[D'](Kn)=(H'1+(ri

ここで､ 【A】, 【B], ･･･, 【D']はN x Nの係数マトリックス､ ‡w), ly.A),

(Mn)および(Kn)は境界上の節点値w, w.n, Mn(w)およぴKn(w)より構成

されるベクトル､ (H), (H'Iは荷重項に関するベクトル､そして(Ⅰ〉, iI'‡

は式(6-9)と(6-10)に関する未知ベクトルであり､係数ベクトルiα‡に■よりつ

ぎのような関係式で表される｡

(I) =【F】‡α〉

(工')=【F'】‡α‡ (6-16)

上式において､ 【F)と【F'】は式(6-9)と(6-10)における境界積分の離散化表

示から得られるN X Mの係数マトリックスである｡

境界変数w, w,n, MnおよぴKnのうち2つは境界条件により規定されるの

で､他の2つの変数について式(6-15)を解けばよい｡ただし､式(6-15)は右辺

に未知量を含むので､このような式を解くために2種類の方法が考えられる｡

その1つは､式(6-15)と領域内で成り立つ積分方程式の離散化表示を連立して

解く方法である｡もう1つは､未知量に適当な値を仮定して反復計算により逐

次近似解を求めるものである｡ここでは､後者の逐次近似解法を用いる｡
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まず､未知ベクトル(工‡, (工'‡の第1近似を求めるために､弾性床上にな

い板(k=0)のたわみ分布を仮定する｡つぎに境域内のたわみ分布を領域内

で成り立つ積分方程式から計算し､これよりベクトル(工‡, (工'〉 の第2近似

を求める｡これが､つぎのステップの計算のための初期値となる｡このような

計算を収束条件が満たされるまで繰り返す｡

本節で述べた定式化の考え方と解析手順の妥当性を検討するために､数億解

析例として､弾性床上にあり､集中荷重Pの作用する半径aの円板の曲げ問題

を考える｡図6-1は､式(6-12)を評価するためのたわみを計算する領域内の点

の配置を示したものである｡これらの点は､境界上では境界節点に一致するよ

うにとった｡

(q)

(c)

(b)

(d)

図6-1穎域点の配置
【領域点数:(a)49､ (b)25､ (c)13､ (d)7】
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表6-1は､中央に集中荷重が作用する固定支持円板(軸対称問題)について､

無次元弾性床パラメータ入(≡ka4/D)の大きさを変化させたときの中央の最

大たわみの計算結果壷与える｡この例では領域内点数を写5とし､境界要素数を

48, 36およぴ24としたときの計算結果を解析解と比較した｡表より境界要素数

の増加とともに解の精度は改善されていることがわかる｡表6-2には､境界要

素数を48として領域内点を図6-1に示すように配置したときの中央たわみの計

算結果を示す｡必ずしも領域内点数の増加とともに精度は向上していないが､

結果に大きな差異があるわけではない｡

蓑6-1中央の最大たわみDwM,(/Pay (×10_) (領域点数: 25●)

A Analytical

恥瑚berofboundaryeleⅡlentS

48 36 24

0
.1989 .1982 .1977 .1961

1
.1973 .1963 .1957 .1940

2
.1958 .1945 .1938 .1920

3
.1942 .1927 .1919 .1900

4
.1927 .1909 .1901 .1881

5
.1912 .1891 .1883 .1862

6
.1897 .1874 .1865 .1843

7
.1882 .‡858 .1848 .1825

8
.1868 .1841 .1831 .1808

9
.1854 .1825 .1814 .1780

10
.1839 .1810 .1798 .1773
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表6-2 中央の最大たわみDw.",/アa2 (×10) (境界要素数: 48)

A Analytical

Nu))berofdomainpoints

49 25 13 7

0
.■1989 .1982 .1982 .1982 .1982

1
.1973 .1963 .1963 .1964 .1966

2
.1958 .1944 .1945 .1946 .1950

3
.1942 .1925 .1927 .1929 .1934

4
.1927 .1906 .1909 .1912 .1918

5
.1912 .1889 .1891 .1895 .1903

6
.1897 .1871 .1874 .1878 .1888

7
.1882 .1854 .1858 .1862 .1874

8
.1868 .1837 .1841 .1846 .1859

9
.1854 .1820 .1825 .1831 .1845

10
.1839 .1803 .1810 .1816 .1831

上述の解析例は軸対称問題であるが､つぎに軸対称でない問題の例として,､

弾性床上にある偏心集中荷重の作用する固定および単純支持円板を考える｡こ

の例では､集中荷重を半径長さのy2の偏心点に作用させた｡無次元弾性床パラ

メータ入を変化させたときの荷重点を含む直径上のたわみ分布を､それぞれの

境界条件に対応して図6-2およぴ6-3に示す｡これらの図において､実線はB E

M解を表す｡比較のために入=0の解析解をI印で示す｡え≠0のB EM解は

比較すべきものはないが､入を大きく.していくと入=0の解からわずかづつ変

化していく様子が図から･わかる｡なお､これらの問題では､境界要素数を48､

績域内点数を25とした｡
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図6-2偏心集中荷重め作用する弾性床上の固定支持円板のたわみ

-1.0 -0.5
0.0 0.5

Ⅹユ/a

図6-3偏心集中荷重の作用する弾性床上の単純支持円板のたわみ
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6 ･ 2 非線形弾性支持平板の曲げ解析【153, 154]

前節でも述べたように､境界要素法は､その解法原理から均一な線形場の問

題に対してきわめて効果的である｡なぜなら､このとき積分方程式は､考える

頚城の境界上だけで定式化され得るからである｡このような境界要素法の特性

を考えるうえで見落としてはならないのは､問題の支配方程式は線形であるが､

境界条件が非線形となる場合である｡非線形熱伝導問題や非線形弾性支持問度

は､しばしば現われる典型的な例である｡弾性接触閉居や涜体スロッシング問

題は未知境界形状を伴うそのような間嶺の別の例である｡線形弾性体の形状最

適化問題も､また●そのような範ちゅうに入る｡注意しなければならないのは､

このような場合､その積分方程式は線形とはならないことである｡したがって､

境界未知節点量により定式化される代数方程式も非線形となる｡これは､例え

ば逐次繰り返し計算などによって解く必要がある｡しかしながら､この場合､

境界節点だけを扱えばよいので､最終的に解かなければならない代数方程式の

元数を抑えることができ､有限要素法などの領域解法と比べ計算コストを低く

できる｡

本節では､通常の境界条件より一般的かつ複雑な境界条件下で横荷重を受け

る弾性薄板の境界要素解析について述べる｡ここでは板の境界での支持条件が

変形に依存する場合､すなわち境界曲げモーメントがたわみ勾配の非線形関数

となる場合を考える｡境界積分方程式は上述の非線形境界条件に対応して修正

される｡このとき､たわみ､たわみ勾配､曲げモ⊥メi.トおよび等価せん断力

は互いに非線形関係にある｡境界積分方程式の放散化により得られる代数方程

式は非線形となるので､逐次繰り返し計算により解かれる｡

6 ･ 2 ･ 1 非線形な境界条件

板の曲げ問題において､通常用いられる板の境界条件は､式(2-20)-(2-22)

で示したように､つぎのように与えられる｡

単純支持端: w=0, Wn=0

固定支持端: w･=0, 帝,n=0

自 由 端: 材n=0, 甘n=0
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上記の表示において､荘‥ Wn､帝n および甲は､それぞれ板の境界における

等価せん断力､法線方向曲げモーメントおよぴ､法線方向たわみ勾配およぴた

わみである｡

2章で述べたように､板曲げ問題における直接法境界要素法では､積分方程

式は式(6-17)で示した境界条件に現われる4つの量により定式化される【式(2-

31), (2-38)】 ｡ 板の境界を境界要素に分割すると､たわみとたわみ勾配に関

する境界積分方程式は､各々の変数に対する適当な内挿関数を用いて境界節点

に関して離散化され､形式的につぎのようにマトリックス表示される｡

【Al】‡w)+【Bl](w.n･l+(Cl】(Mn‡+【Dl】‡Kn‡=(bll

【A2](wi+[B2](w.n)+[C2](Mn‡+【D2](Kn‡=‡b2)
(6-18)

ここで､ (.w‡, (w,n), (Mniおよぴ(Kn‡は節点億ベクトルであり､ 【Al】,

【A2], ･･･, 【D2】およぴ(bl‡, (b2)はそれぞれ係数マトリックスおよび右辺

ベクトルである｡通常の境界条件では､ 4つの変数w, w.n, MnおよぴKnの

うち2つが規定されるので､未知量は2つとなる｡式(6-18)は､この2つの未

知量を決定するために必要な線形連立方程式を構成する｡

板曲げ問題における通常の境界条件式(6-17)は､いわば理想化されたもので

ある｡実際には､これらとは異なる条件あるいはもっと複雑な条件が必要とな

ることがある｡典型的な例として､板の境界がばねにより支持されている場合

が考えられる｡薄板部材による構造物の挙動は､これに相当する｡板の境界で

の最も簡単な弾性支持は､線形弾性ばねによりモデル化される｡このモデルで

は､板はその境界でのたわみ勾配に比例した拘束曲げモーメントを受けること

になる｡このようなモデルを定式化すれば､ばね定数をkとしてつぎのように

表される｡

Mn=kw,n (6-19)

上述のモデルでは､ 4つの境界変数のうち2つが線形な関係を持っことになる｡

式(6-17)で表される通常の境界条件の1つを上式の関係で置き換えれば､境界

条件で与えられない変数について､式(6-18)より線形連立方程式を構成するこ
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とができる｡このようなことは､溢度とフラックスが淋形関係にある(熱ふく

射)境界条件をもつ熱伝導同席でよく知られている｡

より一般的な場合として､式(6-19)のばね定数kが変形に依存すると考える

ことは合理的である｡拘束曲げモーメントは､板の境界の接線まわりの回転を

生じるたわみによると考えられる｡このときkは､境界でのたわみ勾配の関数

として､つぎのようにで表すことができる｡

k=k(w,n) (6-20)

一様でない支持条.件において, kは板の境界に治って変化することになり､ま

た曲げモーメントMn は､たわみ勾配w,nの非線形関数となる｡式(6-18)にお

ける曲げモーメントの項に式(6-19)およぴ(6-20)の関係を考慮することにより､

次式で示される非線形連立方程式を得る｡

[Al](w)+ ([Bl]+k((.w.nl)[Cl]) (w.ni
+【Dl】(Kれ‡=ibll

[A2](w)+ ([B2]+k((w.ni)[C2]) (w.n)

+【D2](Kni=(b3I

(6-21)

さらに､もう1つの境界条件､例えば全周支持のとき､ ‡w)≡(0〉を代入する

ことにより､上式を解くことができる｡この種の非線形方程式は､ k=const.

に対する既知の線形解を初期値として､逐次繰り返し法により解かれる｡最終

的に得られた代数方程式は非線形であるから､繰り返し計算によって解く必要

はあるが､境界節点変数だけについて定式化される｡

6 ･ 2 ･ 2 数値解析例

例として､非線形ばね定数kが次式で与えられる問題を考える｡

k(w,n)=kll w.n[ +k2

ここで､ klとk2は既知のパラメータである｡したがって､節点債ベクトルに

関する連立方程式(6-21)は､たわみ勾配w,nについて2次となり､繰り返し計

算により解かれる｡なお､本計算では､境界要素の中央で関数値を代表させる
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いわゆる一定要素を用いた｡以下に示す円板および正方形板の間居では､境界

要素数をそれぞれ36およぴ40とした｡

図6-4と6-5は､一様分布荷重の作用する円板(半径a)についての種々のパ

ラメータに対する本解析法による計算例であり､それぞれ中央での最大たわみ

と境界でのたわみ勾配を荷重に対して示したものである｡もし､ kl=0 とす

るならば､一定のばね定数k=k,の場合に相当し､この解析解は容易に得ら

れるので､境界要素解をこれと比較した｡両者の結果は比較的よく一致してい

-Fab/Dh

図6-4
一様分布荷重の作用する円板の

中央の最大たわみ(k2=D/a)
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-pa -/Dh

図6-5一様分布荷重の作用する円板の

法線方向たわみ勾配(k2=D/a)



ることがわかる｡さらに､非線形境界条件すなわちkl≠0 の場合の境界要素

解を示した｡ klの債が大きいほど非線形性が強く現われている｡ k=0のと

きは単純支持条件､ k.∞のときは固定支持条件の計算結果に相当し､ kの値

が有限のときの境界要素解は､これらの解の間にはいっている｡

別の計算例として､任意の位置に集中荷重が作用する円板の問題を考える｡

図6-6と6-7は､中央集中荷重による軸対称たわみの計算結果であり､分布荷重

のそれと類似している｡ もう1つの例は､偏心集中荷重が作用する場合であ

亨a2/Dh

一己

⊂

(て)

iZ5
i=
■■■

rO

亡■ウ

&

盲
I

10 0

図6.-6中央集中荷重の作用する円板の

中央の最大たわみ(k'=D/a)
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-pal/Dh

図6-7中央集中荷重の作用する円板の

法線方向たわみ勾配(k2=D/a)



る｡このとき板は非軸対称に変形する｡荷重点を含む直径上のたわみ分布と板

の境界上のたわみ勾配をそれぞれ図6-8と6-9に示した｡この場合も､ k】を一

定とし. klを変化さ■せて計算した｡図6-9において､ k→∞の結果は横軸に一

致する｡

-1.0 -0.ら 0.ら 1.0

〟a

図6-8偏心集中荷重の作用する円板のたわみ(k2=D/a)
(xl=a/2, Ⅹ7=0, Pal/Dh=10)

図6-9 偏心集中荷重の作用する円板の法線方向たわみ勾配(k,= D/a)
(xl=a/2, x2=0,Pal/Dh=10)
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さらに､一様分布荷重と中央集中荷重の作用する正方形板(2a X2a) 8こ

関する中央での最大たわみの計算結果を､図6-10と6-11に示した｡ここでも､

k2 を一一定とし､ kl'を変化させてたときの境界要素解を､ k=0のときの単

純支持条件およぴk.･∞のときの固定支持条件の計算結果とともに示した｡定

性的には､円板の計算結果と類似している｡

6 ･ 3 まとめ

本章では､その.他の板曲げ問題への直接法境界要素法の応用として､弾性床

上にある平板に対する積分方程式定式化のときに現わ.れる反力項を含む領域積

分に関する境界解法と､支配方程式は線形で境界条件が非線形となる問題の例

10 o

事a-/Dh 亨a2/Dh

図6-10一様分布荷重の作用する正方形板の 図6-11中央集中荷重の作用する正方形板の

中央の最大たわみ(k,=D/a) 中央の最大たわみ(k2=D/a)

-114-



として非線形弾性支持された平板の微小曲げ解析について述べた｡本章の内容

をまとめると以下のようである｡

(1) 本章の前半では､ 2重相反定理を用いた境界要素法を弾性平板の曲げ変

形を支配する垂調和型の方程式に適用しする例として､ Winklerタイプの弾性

味上にある平板の曲げ問題を考え､このような問題に対する積分方程式を境界

上だけで定式化する方法について述べた｡

(2) 中央集中荷重あるいは偏心集中荷重の作用する､弾性凍上の円板の曲げ

問題に関する数値.解析例を示すことにより､定式化および解析手順の有効性を

検証した｡

(3) 本章の後半では､線形な支配方程式と非線形な境界条件をもつ垂調和境

界値問題に対する境界要素法の応用を考えた｡分布横荷重の作用する板の微小

曲げ問題を考え､その境界条件として板のたわみ勾配に非線形に比例する拘束

曲げモーメントをうけるモデルを仮定した｡境界積分方程式は直接法境界要素

法に基づき､上述の非線形境界条件を考慮して定式化され､さらに敵散化され

て境界節点未知量に関する非線形代数方程式に帰着されるので､`逐次繰り返し

凍により解かれた｡

(4) 上述の問題に対する数値解析例として､たわみ勾配の2乗に比例する大

きさの拘束曲げモーメントが作用する円板と正方形板の曲げ問題を考え､この

種の問題に対する境界要素法の有用性を明らかにした｡
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第7章 結 論

板串よぴシェルの曲げ解析への境界要素法の応用に附する研究は､その放と

んどが微小変形を仮定した線形解析に対するものである｡板およぴシェルの曲

げ解析では大変形(有限変形)を考慮する必要性が高いにもかかわらず､この

種の幾何学的非線形問題に対する境界要素法の応用に附する研究は開始された

ところである｡このような状況のもとで､本研究では､ます､板の有限変形理

論で著名なvon Kaman理論に基づいた速成支配方程式に対する直接法境界要素

法による定式化を､微小変形解析の拡張として行えることを示した｡つぎに､

Berger法に基づく板およぴシェルの近似有限変形解析､座屈後変形解析に境界

要素法を適用し､さらに､この方法をサンドイッチ板およぴシェルの曲げ解析

にも拡張応用した｡また､別の親点､すなわち境界要素法の計算効率の向上を

目的とした積分方程式定式化の考え方について､板の曲げ問題を例として述べ

た｡以下に､本研究において明かとなった諸点についてまとめ､本論文の結論

とする｡

第1章では､汎用数億解析法のなかで境界要素法の占める位置と歴史的背景

について触れたあと､境界要素法による板およぴシェルの曲げ解析の過去の研

究成果と現状を概親し､そのなかで本研究の果たした役割と位荘付けについて

述べた｡

第2章では､直接法境界要素法による弾性平板の微小および有限変形解析に

ついて述べ､その内容は以下のように要約することができる｡

(1)横荷重が作用する一様厚さの等方性弾性薄板の微小変形解析に関する支配

方程式を､直接法境界要素法により領分方程式に定式化する方法について説明

した｡

(2)横荷重による等方性板の曲げ問捷に対する境界要素法による解析法を拡張

応用することにより､不均一な温度場のもとにある板の曲げ閉居を境界要素解

析するときの定式化の手順とその留意点について述べた｡数億解析例として､
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放物面状温度分布の温度頓にある円板の熱による曲げ問席を考え､半径方向の

たわみ分布について､境界要素法による結果を解析解と比較してその精度を検

討し､定式化および解析法の有用性を示した｡

(3)直交異方性板の微小変形解析にも等方性板と同様の考え方を応用すること

により､直接法境界要素法による一般的な取り扱いが可能なことを示した｡例

題として,一様分布荷重の作用する直交其方性円板の曲げ問題を解析し､半径

方向のたわみ分布と境界上の法線方向曲げモーメントの境界要素法による計算

値を解析解と比較した｡その結果両者はよく一致し､定式化の妥当性を示すこ

とができた｡

(4) yon Kamanによる板の有限変形理論に基づく直接法境界要素法による積分

方程式の定式化は､微小変形解析の考え方を拡張応用することにより行えるこ

とを示した｡定式化と解析手順の有効性を検討するために､一一様分布荷重をう

ける円板を考え､板の境界での面内変位を拘束する場合としない場合について

解析した｡円板の中央における最大たわみに関する境界要素解をRKG解と比

較し､境界要素数が解に及ぼす影響を調べた｡この結果､いずれの境界条件に

おいても､境界要素数を増すことにより､より高い精度の境界要素解が得られ

ることがわかった｡

第3章においては､ Berger法に基づく弾性平板およぴシェルの近似有限変形

解析と座屈後変形解析を､直接法境界要素法により行った｡ 3章はつぎのよう

にまとめることができる｡

β) 弾性偏平シェルの膜ひずみの第2不変量を無視したポテンシャルエネルギー

の停留条件から導出される8erger方程式に対する積分方程式が､弾性平板の微

小変形解析と同様の基本解を用いて定式化されることを示した｡数値解析例と

して､横荷重あるいは熱負荷の作用をうける円板および球シェルと正方形板お

よぴシェルの曲げ問題を考えた｡円板および球シェルについては､中央におけ

る最大たわみ､半径方向のたわみ分布およびたわみ勾配分布に関するB EM解

を､対応するRKG解と比較した｡その結果､有限変形モードおよび座屈後変
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形モードのいずれのモードにおいても､一部の結果を除いて両者はよく一致し

た｡正方形板およぴシェルについても同様の解析を行った｡これらのB EM解

も､円板および球シェルと同様の傾向を示すことがわかった｡

(6)弾性床上の平板の有限変形解析にも､ Berger方程式に基づく直接法境界要

素法を適用し､このような問題にも本解析法が有効であることを数値解析例に

より示した｡

(7)他の解法でも解析できる比較的簡単な境界条件,形状の板あるいはシェル

の解析例を示したが､本解析法は任意の境界条件､形状の問題に対しても容易

に拡張することができる｡

つづく第4章では､ Berger法に基づくサンドイッチ平板およぴシェルの近似

有限変形解析と座屈後変形解析に境界要素法を適用し､その内容は以下のよう

にまとめることができる｡

(8) Berger法を修正した方法により尊かれた､サンドイッチ平板およぴシェル

の有限変形解析に関する近似支配方程式に対する積分方程式が､･3章で述べた

方法と同様の考え方で定式化されうることを示した｡数値解析例として.､横荷

重あるいは耗負荷の作用するサンドイッチ円板および球シェルとサンドイヅチ

正方形板およびシェルの曲げ解析を行った｡サンドイヴチ円板については､板

の中心における最大たわみ､半径方向のたわみ分布およぴたわみ勾配分布につ

いて計算し､ ち EM解を対応するRKG解と比較して､その解析精度について

検討した｡有限変形モードおよび座屈後変形モードのいすれの変形モードにお

いても､両者はよく一致した｡サンドイッチ球 シェルと正方形板およぴシェ

ルについてはB EM解だけを示した｡得られた計算結果から､ 3章で示した均

質等方性球シェルおよび正方形シェルと類似の傾向がみられることがわかった｡

(9)ここでは限られた問題への適用例を示したにすぎないが､サンドイヅチ板

およぴシェルの有限変形解析のように支配方程式が比較的複雑になる問題にも､

均質等方性板およぴシェ.ルに対する境界要素法と同様の考え方を適用できる可

能性を示すことができた｡
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第5章においては､板の曲げ同席における直接法境界要素法の有効利用およ

び計算効率の向上を目的として､境界積分方程式定式化の1つの考え.方を示し､

つぎのように要約することができる｡

aO)非同次微分方程式を債分方程式に変換して解析するときに現われる､非岡

次項を含む領域積分を Greenの公式によって厳密に境界積分に変換し､頚城積

分をまったく含まない境界積分方程式として定式化する方法を､非岡次な調和

微分方程式と重調和微分方程式について与えた｡このような問題の例として､

内部熱発生を伴う定常熱伝導問題と横荷重をうける弾性薄板の曲げ閉居を考え

た｡具体例としで､前者については､一棟な内部熱発生がある3次元定常熱伝

導問題を､後者については､一様あるいは線形に変化する分布荷重をうける楕

円弾性薄板の曲げ問題を解析し､本解析法による境界要素解を解析解と比較し

た｡その結果､両者はきわめてよく一致することがわかった｡

81) 5章で示した方法によれば､従来は数値的に計算されていた非同次項の領

域積分がなくなり､解析対象の境界だけで計算が行えるので､境界要素法がよ

り有効に利用できる｡簡単な例題によって､本方法の利用法と有効性を明らか

にした｡

第6章では､その他の板曲げ問題への直接法境界要素法の応用として､弾性

蘇上にある平板に対する積分方程式定式化のときに現われる反力項を含む領域

積分に関する境界解法と､支配方程式は線形で境界条件が非線形となる問題の

例として非線形弾性支持された平板の微小曲げ解析について述べ､その内容を

まとめると以下のようである｡

伍2) 6章の前半では､ 2垂相反定理を用いた境界要素法を弾性平板の曲げ変形

を支配する垂調和型の方程式に適用する例として､ Vinklerタイプ の弾性床上

にある平板の曲げ問題を考え､このような問題に対する積分方程式を境界上だ

けで定式化する方法について述べた｡中央集中荷重あるいは偏心集中荷重の作

用する､弾性床上の円板の曲げ問題に関する数値解析例を示して､定式化およ

び解析手順の有効性を検証した｡
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a3) 6章の後半では､線形な支配方程式と非線形な境界条件をもつ垂調和境界

値問題に対する境界要素法の応用を考えた｡分布荷重の作用する板の微小曲げ

問題を考え､その境界条件として板のたわみ勾配に非線形に比例する拘束曲げ

モーメントをうけるモデルを仮定した｡境界積分方程式は直接法境界要素法に

基づき､上述の非線形境界条件を考慮して定式化され､さらに柾散化されて境

界節点未知量に関する非線形代数方程式に帰着されるので､逐次繰り返し法に

より解かれた｡数値解析例として､たわみ勾配の2乗に比例する大きさの拘束

曲げモーメントが作用する円板と正方形板の曲げ間麿を考え_､この種の問題に

対する境界要素法の有効性を明らかにした｡
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