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あらまし 信号処理やグラフィックスなどで，より高い算術演算性能を実現するためには，頻繁に出現する複
合算術演算のための専用回路を開発することが有効な手段の一つであると考えられる．複合算術演算の専用回路
を搭載するかどうかを決定するためには，専用回路の基礎となる減算シフト型のハードウェアアルゴリズムを設
計し，その回路の面積や遅延などを見積もる必要がある．本論文では，複合算術演算の減算シフト型ハードウェ
アアルゴリズムの設計において多大な労力を要する

けた
桁選択関数の設計について，最適な桁選択関数を求める体系

化した方法を提案する．この手法の適用により，種々の実用的な桁選択関数を設計することができ，特に，平方
根の逆数計算のアルゴリズムについて，従来提案されているものよりもよい桁選択関数を求めることができた．
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1. ま え が き

信号処理やグラフィックスなど多くの用途において，

高い算術演算性能が求められている．より高い演算性

能を実現するためには，加算や乗算，除算などの基本

演算の高速化とともに，通常は多数の基本演算の組合

せにより計算される演算（本論文では複合算術演算と

呼ぶ）を直接計算する専用回路を開発することが有効

な手段の一つであると考えられる．このような演算

の例として，グラフィックスにおいて，頻出するベク

トルの正規化の過程で出現する，平方根の逆数計算

（X− 1
2）などが挙げられる．用途において頻繁に出現

し，計算に時間のかかる複合算術演算のための専用回

路を開発し，プロセッサに搭載することにより，この

演算の高速化とともに，他の基本演算器，特に乗算器

をこの演算の計算から解放することができるため，プ

ロセッサ全体の演算性能を大きく向上させることがで

きると考えられる．

これまでに，平方根の逆数計算，立方根計算などの

複合算術演算に対し，専用回路の基礎となる減算シ

フト型のハードウェアアルゴリズムが提案されてい
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る [1]～[6]．これらのアルゴリズムは乗算器を用いず

直接結果を求める計算法であり，剰余が 0に収束する

ように，結果を上位桁から順に 1桁ずつ計算する．

プロセッサ設計者が，複合算術演算のための減算シ

フト型の専用回路を採用するかどうかを選択するため

には，その演算の出現頻度とともに，その回路の面積

や遅延，クロックサイクル数などの見積りが必要であ

る．回路の規模を見積もるためには，減算シフト型ア

ルゴリズムの詳細設計を行い，それをどのように回路

として構成するかを定める必要がある．この際に問題

となるのが，アルゴリズムの設計に人手では非常に手

間が掛かるということである．アルゴリズムを設計す

るためには，その演算のための，残余（スケーリング

した剰余）に関する漸化式を導き，更に，具体的な桁

選択関数（残余等から結果の 1桁を定める関数）を定

めなければならない．このうち，特に回路実現に適し

た桁選択関数を厳密に決定することに多大な労力を要

する．本論文では，減算シフト型アルゴリズムの設計

における桁選択関数の設計支援について考える．

[1]～[6] では，桁選択関数の設計について，関数が

満たすべき条件をパラメータ（関数の引数となる残余

の上位ビット数等）を含む式として導出し，その条件

からパラメータの値を定め，具体的な関数を決定して

いる．関数が満たすべき条件の導出は，除算や開平に

対し体系化された導出過程 [7], [8]をもとに，演算ごと，
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アルゴリズムの提案ごとに経験により行われており，

演算に依存しない一般的な導出手順は知られていない．

また，パラメータの値の組を経験や勘により決定して

おり，得られた関数の最適性は保証されていない．パ

ラメータ間にはトレードオフが存在するが，一つのパ

ラメータの値の組に対し具体的な関数を決定するため

に大きな手間がかかるため，いくつかのパラメータの

値の組に対して試すことも困難な状況である．

本論文では，最適な桁選択関数（トレードオフ曲線

上のパラメータの値の組）を求める体系化した方法を

提案する．パラメータのとり得る範囲内のすべての値

の組に対し，桁選択関数が設計可能かどうかを調べる

ことにより，最適なパラメータの値の組を求める．一

つの組に対し調べることに時間が掛かるので，「具体的

なパラメータの値の組を与え，その組に対し関数が満

たすべき条件を求め，条件を満たす場合に具体的な関

数を求める」という部分をプログラム化し，種々の複

合算術演算に適用できるように一般化する．特に，関

数が満たすべき条件の導出について，これまでの個々

の演算の設計法をもとに，厳密な条件を求めるプログ

ラム化可能なアルゴリズムを構築する．

提案した手法の適用により，桁選択回路への入力

ビット数が少ない種々の桁選択関数を求めることがで

きるようになった．平方根の逆数計算及び立方根計算

を具体例として提案手法を適用したところ，平方根の

逆数計算については，[2]に比べ，桁選択回路への入力

ビット数が 1少ない関数が見つかり，立方根計算につ

いては，最適な関数として，[5]で提案された関数と同

じものが得られた．提案手法により，減算シフト型ア

ルゴリズムに基づく専用回路全体のハードウェア量や

計算時間などを見積ることができ，専用回路を搭載す

るかどうかを短期間で決定できるようになるものと考

えられる．

以降，2.では，減算シフト型ハードウェアアルゴリ

ズムの設計フローと，従来の桁選択関数の決定法につ

いて述べる．3.では，最適な桁選択関数を求める体系

化した方法を提案する．4.では，平方根の逆数計算と

立方根計算を例として，3.で提案する手法を適用した

結果を示す．

2. 減算シフト型アルゴリズムの設計

減算シフト型のアルゴリズムは，人が筆算で除算を

行う方法のように，桁選択，加算・減算，シフトといっ

た操作の反復により結果を上位から 1桁ずつ求めてい

く計算法である．各反復において，剰余が 0に収束す

るように結果の桁の値を定め，漸化式の計算により剰

余を更新していく．減算シフト型のアルゴリズムを，

反復 1回分あるいは数回分を実行する順序回路として

構成すると，乗算器を必要とせず，一次元配列の規則

正しいビットスライス構造となり，比較的少ないハー

ドウェア量で実現できる．

Ercegovac らは，除算，開平のそれぞれに対し，

減算シフト型のアルゴリズムの設計法を体系化し

た [7]．[1]～[6] で提案された複合算術演算の減算シフ

ト型アルゴリズムの設計は，除算や開平について体系

化された設計フローをもととしている．計算したい算

術式と，正の小数である演算数が与えられたとき，ま

ず，結果を r進で小数点以下 n桁まで求める一般的な

アルゴリズムを設計し，次に，r の値を定め具体的な

アルゴリズムを設計している．ここに，r は結果の基

数であり，2のべきである．

アルゴリズムの設計フローは，結果を小数点以

下 j 桁目まで求めたときの中間結果を Z[j] とし，

結果の小数点以下 j + 1 桁目の値 qj+1 を桁集合

{−a,−a + 1, · · · , a}（ r
2

≤ a < r）から選択する

ものとして，以下のように表される．
• Step 1：基数を rとして，残余（スケーリング

した剰余）W [j]に関する漸化式を求める．
• Step 2： 具体的な r 及び a の値に対し，中間

結果や残余の初期値を定める．
• Step 3： 具体的な r 及び a の値に対し，qj+1

を選択する関数を定める．

r 及び aの値の選択により，種々の減算シフト型アル

ゴリズムを設計できるが，特に，rを 2または 4とし，

1反復で 1ビットまたは 2ビットずつ結果を求めるア

ルゴリズムが実用的である．以降，各ステップについ

て説明する．

Step 1では，計算したい演算に対し，剰余が 0に収

束するような式として W [j] を定義する．この式の j

に j + 1を代入し，中間結果 Z[j] に関する漸化式

Z[j + 1] = Z[j] + qj+1r
−j−1 (1)

から残余に関する漸化式を導く．

例えば平方根の逆数計算のアルゴリズム [2]では，計

算したい演算 X− 1
2 から残余を

W [j] = rj(1 − XZ[j]2)
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と定義し，残余の漸化式を

W [j + 1] = rW [j] − 2XZ[j]qj+1 − Xq2
j+1r

−j−1

と求めている．この場合，漸化式中に乗算 XZ[j] が

含まれるため，[2]ではXZ[j] を P [j]と置き，P [j]に

関する漸化式

P [j + 1] = P [j] + Xqj+1r
−j−1

を求めている．

Step 2では，まず，結果が満たすべき条件をもとに，

残余が満たすべき条件 B[j] ≤ W [j] < B[j] を r 及び

aを含む式で求める．次に，具体的な r 及び aの値に

対し，与えられた演算数の範囲を考慮して，この条件

を満たすように初期値を定める．

例えば [2]では，ρ = a
r−1
として，

B[j] = −2XZ[j]ρ + Xρ2r−j

B[j] = 2XZ[j]ρ + Xρ2r−j

が得られ，具体的な r 及び a の値として r = 4，

a = 2 としたとき，演算数の範囲 1
4

< X < 1 を

考慮して，X < 2−1 のとき {Z[0] = 2, W [0] =

1 − 4X, P [0] = 2X}，X ≥ 2−1 のとき {Z[0] =

1, W [0] = 1 − X, P [0] = X} と初期値を設定して
いる．

Step 3は，桁選択関数が満たすべき条件をパラメー

タ（関数の引数となる残余の上位ビット数等）を含む式

として導出するまでの段階，及び，その条件を満たすよ

うにパラメータの値を決め，具体的な桁選択関数を定

める段階の二つに分けられる．まず，W [j+1]が満たす

べき条件から，qj+1 として k（= −a,−a + 1, · · · , a）

を選んでよい rW [j]の範囲 Lk[j] ≤ rW [j] < Uk[j]を

r 及び aを含む式で求め，これらをもとに，パラメー

タを用いて桁選択関数を定義する．次に，具体的な r，

a の値に対し，Lk[j] 及び Uk[j] から，関数の入力と

なる変数の表現方法（桁上げ保存形などの冗長表現を

用いるかどうか）や演算数の範囲を考慮して，qj+1 の

選択の境界となる値が満たすべき条件をパラメータを

含む式として求める．この条件を満たし，桁選択回路

が小面積かつ高速となるように，パラメータの値を決

め，具体的な関数を定める．

例えば [2]では，

Lk[j] = 2P [j](k − ρ) + X(k − ρ)2r−j−1

Uk[j] = 2P [j](k + ρ) + X(k + ρ)2r−j−1

が得られ，これらをもとに，rW [j]を小数点以下 tビッ

トで打ち切った値を r̂W [j]，P [j]を小数点以下 dビッ

トで打ち切った値を P̂ [j]として，桁選択関数を

qj+1=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−a if r̂W [j] < m−a+1(P̂ [j])

k if mk(P̂ [j]) ≤ r̂W [j] < mk+1(P̂ [j])

(−a + 1 ≤ k ≤ a − 1)

a if ma(P̂ [j]) ≤ r̂W [j]

と定義している．ここに，mk(P̂ [j])（k = −a +

1, · · · , a）は桁の選択の境界となる値である．具体

的な r及び aの値として r = 4，a = 2とし，W [j]及

び P [j]を桁上げ保存形で表す場合について，j ≥ 1と

j = 0で別個に関数を定めている．j ≥ 1については，

Lk[j]及び Uk[j]から，4W [j]及び P [j]の打切り誤差

を考慮して各 k について選択の境界値mk(P̂ [j])が満

たすべき条件を求め，それらから，パラメータの値を

d = 6，t = 4として具体的なmk(P̂ [j])を

m−1(P̂ [j]) = −tr4(3(P̂ [j] + 2−6)) (2)

m0(P̂ [j]) = −tr4(P̂ [j] + 2−6) (3)

m1(P̂ [j]) = tr4(P̂ [j] + 2−6) (4)

m2(P̂ [j]) = tr4(3(P̂ [j] + 2−6)) (5)

と定めている．ここに，tr4() は小数点以下 4 ビット

目までの打切りを示す．また，j = 0については，X

の上位ビットから桁を定める関数を設計している．

一般に，境界値が満たすべき条件に r−j を含む項が

しばしば現れる．この場合，桁選択関数は j に依存し，

小さな j について別個に扱わないと関数を設計できな

い場合がある．ここで，J を，j ≥ J で共通の桁選択

関数となることを示す指標とすると，J より小さな j

については別個に関数を定める必要がある．上の例で

は，J = 1である．

従来の個々の演算のアルゴリズムの提案では，求め

た Lk[j] 及び Uk[j] をもとに桁選択関数をパラメータ

を用いて定義しているが，これらの式中に含まれる変

数は演算に依存するため，関数の定義が演算ごとに異

なっている．例えば [2]では，新たに定めた変数 P [j]

を関数への入力として用いている．そのため，具体的

な r や aの値に対する，関数の選択境界値が満たすべ

き条件の導出については，演算ごと，アルゴリズムの

提案ごとに経験により行われており，具体的に条件を

導出する一般的な方法はこれまでに示されていない．

また，条件を満たすようにパラメータの値を定め，具
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体的な関数を決定する際，パラメータにはトレードオ

フがあるが，選択の境界値の決定に大きな手間が掛か

るため，パラメータの値は経験や勘により定めており，

得られた関数の最適性は保証されていない．例えば上

の例では，t，d，J に関するトレードオフが存在する

が，パラメータ tと dの一つの組に対して式 (2)，(3)，

(4)，(5)で示したような選択の境界値を求めるために

大きな手間が掛かる．以上のことから，複合算術演算

の減算シフト型アルゴリズムの設計において，特に，

桁選択関数の設計の支援が必要であると考えられる．

3. 最適な桁選択関数を求める体系的手法

本章では，複合算術演算の減算シフト型アルゴリズ

ムの設計における桁選択関数の設計において，最適な

関数（トレードオフ曲線上のパラメータの値の組）を

求める体系化した方法を提案する．表 1 に本章で現れ

る主なパラメータなどの一覧を示す．

桁選択回路を実現する際，J より小さな j に対して

は j ≥ J の場合と別に回路が必要となるため，J の値

が小さな関数を設計することが望ましい．また，tと d

は桁選択回路への入力ビット数を決めるパラメータで

あり，回路面積や遅延を考慮すると，t と dのそれぞ

れが小さな関数を設計することが望ましい．したがっ

て，t，d，J のそれぞれの値が小さな関数が良い実現

方法となるが，これらの値にはトレードオフの関係が

ある．本章では，t，d，J に関するトレードオフ曲線

上の値の組に対する桁選択関数を，最適な関数と定義

する．

計算したい演算は，演算数を X 及び Y とし，

f(X, Y ) = XζY η と表されるものとする．ここに，ζ

と ηは有理数である．また，演算数X，Y は正の 2進

小数とし，範囲をそれぞれX ≤ X ≤ X，Y ≤ Y ≤ Y

とする．除算，開平，平方根の逆数計算，立方根計算

など，減算シフト型アルゴリズムが提案されている多

くの演算がこの形で表される．f(X, Y )，X，X，Y，

Y，及び，結果の精度（小数点以下のビット数）N が

与えられ，

表 1 主なパラメータなどの一覧
Table 1 A list of major parameters.

r 基数
a 桁集合（{−a,−a + 1, · · · , a}）の要素の最大値
t 桁選択回路への入力となる rW [j] の小数点以下のビット数
d 桁選択回路への入力となる X の小数点以下のビット数
J j ≥ J で共通の桁選択関数となることを示す指標

−r−n ≤ f(X, Y ) − Z[n] < r−n (6)

を満たす結果 Z[n] を r 進で小数点以下 n桁まで求め

る減算シフト型アルゴリズムを設計することを考える．

ここに，n = � N
log2 r

�である．
f(X, Y )に対するアルゴリズムの設計において，2.

で示した設計フローの Step 1 及び Step 2 により，

残余 W [j] に関する漸化式や残余が満たすべき条件

B[j] ≤ W [j] < B[j] を r 及び a を含む式で求め，具

体的な r及び aの値に対するアルゴリズムの初期値を

定めたものとする．これらの過程で求められるW [j]，

B[j]，B[j] ，中間結果Z[j]の初期値Z[i]（jの初期値

を iとして，i及び Z[i]の値を定めたものとする），及

び，r の値により定まる nの値を，桁選択関数の設計

に用いる．W [j]は rj(XAY BZ[j]C − XDY EZ[j]F )

と表される．ここに，A，B，C，D，E，F は非負の

整数である．また，B[j]は，求めた式を展開したとき，

ρ = a
r−1
として

±A1X
B1Y C1Z[j]D1ρE1r−F1j ± · · ·

± ApX
BpY CpZ[j]Dp ρEpr−Fpj

と表される（B[j]についても同様である）．ここに，pは

B[j]の項数，Al，Bl，Cl，Dl，El，Fl（l = 1, · · · , p）

は非負の整数である．定める中間結果の初期値 Z[i]は

r−i の倍数とし，[2]の基数 4のアルゴリズムのように

演算数の範囲により初期値が異なる場合を考慮して，

Z[i] =

{
Z1 if X ≤ X ≤ X

′

Z2 if X ′ ≤ X ≤ X

と表す（初期値が X に依存しない場合は Z1 = Z2，

X ′ = X，X
′
= X とする）．

具体的な r，aの値に対し設計する桁選択関数を，残

余W [j]を桁上げ保存形で表し，

qj+1=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−a if r̂W [j] < m−a+1(j, X̂)

k if mk(j, X̂) ≤ r̂W [j] < mk+1(j, X̂)

(−a + 1 ≤ k ≤ a − 1)

a if ma(j, X̂) ≤ r̂W [j]

と定義する．ここに，r̂W [j]は rW [j]を小数点以下 tビ

ットで打ち切った値，X̂はXを小数点以下 dビットで打

ち切った値である．また，m−a+1(j, X̂), · · · , ma(j, X̂)

は桁の選択の境界となる値であり，すべて 2−t の倍数

とする．

以下，提案法全体の枠組みについて述べる．パラ
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メータ t，d のとり得るすべての値の組に対し，関数

が設計可能かどうか，すなわち，とり得るすべての

{j, X̂}の値の組に対するm−a+1(j, X̂), · · · , ma(j, X̂)

の値が定められるかどうかを調べ，t，d，J に関する

トレードオフ曲線上のパラメータの値の組を求める．

（調べるべき tと dの値の範囲は，W [j]が満たすべき

条件，演算数 X のビット数，X の範囲から定まる．）

そのために，
• 演算の定義として与えられる f(X, Y )及び X，

X，Y，Y の値
• r及び aを含む式で表されたW [j]，B[j]，B[j]

• 具体的な r 及び aの値
• r 及び a の値に対し求めた Z1，Z2，X ′，X

′
，

i，nの値
• 関数を設計するためのパラメータ t，dの値

を入力として与え，出力として
• 関数が定められるかどうか
• 関数が定められる場合，とり得るすべての

{j, X̂}の値の組に対するm−a+1(j, X̂), · · · , ma(j, X̂)

の値，及び，J の値

を求める部分をプログラム化し，種々の複合算術演算

に適用できるように一般化する．3. 1で，この部分の

詳細を述べ，3. 2 で，どのようにパラメータ t，dの

値を変化させてトレードオフ曲線上のパラメータの値

の組を求めるかについて述べる．

3. 1 与えた t及び d の値の組に対する関数の設計

プログラム化する部分は，以下の三つのステップか

らなる．

（ 1） W [j]，B[j]，B[j] を与え，qj+1 として k

（= −a,−a + 1, · · · , a）を選んでよい rW [j] の範囲

Lk[j] ≤ rW [j] < Uk[j]を r及び aを含む式で求める．

（ 2）（ 1）の出力と，f(X, Y )，及び，X，X，Y，

Y，r，a，Z1，Z2，X ′，X
′
，i，n，t，dの値を与え，

とり得るすべての {j, X̂} の値の組に対し，境界
値 mk(j, X̂)（k = −a, · · · , a）が満たすべき条件

mk,j,X̂ ≤ mk(j, X̂) ≤ mk,j,X̂ を求める．ここに，

mk,j,X̂ 及びmk,j,X̂ は 2−t の倍数とする．また，得ら

れた条件から，関数が定められるかどうかを判定する．

（ 3） 関数が定められる場合，（ 2）の出力と，a，i，

n，tの値を与え，とり得るすべての {j, X̂}の値の組
に対する境界値 m−a+1(j, X̂), · · · , ma(j, X̂) を定め，

J の値を求める．

以下，各ステップについて詳細を述べる．

3. 1. 1 Lk[j]及び Uk[j]の導出

Lk[j]及び Uk[j]は，W [j + 1]が満たすべき条件

B[j + 1] ≤ W [j + 1] < B[j + 1] (7)

から求められる．qj+1 として kを選ぶとき，中間結果

の漸化式 (1)は，Z[j + 1] = Z[j] + kr−j−1 と表され

る．W [j + 1]，B[j + 1]，B[j + 1]は一般に Z[j + 1]

を含む式として表されるので，すべての Z[j + 1] を

Z[j] + kr−j−1 と置き換え，rW [j]が満たすべき条件

を求めればよい．

Wk[j]，Bk[j]，Bk[j] をそれぞれ，式中に存在する

すべての Z[j +1]を Z[j] + kr−j−1 で置き換えた後の

W [j + 1]，B[j + 1]，B[j + 1]とすると，式 (7)より，

Bk[j] − Wk[j] + rW [j] ≤ rW [j]

< Bk[j] − Wk[j] + rW [j]

が得られる．したがって，

Lk[j] = Bk[j] − Wk[j] + rW [j]

Uk[j] = Bk[j] − Wk[j] + rW [j]

となる．

3. 1. 2 選択境界値が満たすべき条件の導出

まず，j と X̂ の値を固定したときの mk,j,X̂ 及び

mk,j,X̂ の導出について述べ，次に，とり得るすべての

{j, X̂}の値の組に対しこれらを求めるアルゴリズムを
示す．

（ 1） ある {j, X̂} の値の組に対する mk,j,X̂ 及び

mk,j,X̂ の導出

除算や開平の設計法 [7]をもとに，ある {j, X̂}の値
の組に対する境界値 mk(j, X̂)（k = −a + 1, · · · , a）

が満たすべき条件を求めると，

max
X̂

(Lk[j]) ≤ mk(j, X̂) ≤ min
X̂

(Uk−1[j]) − 2−t

となり，更に，mk(j, X̂) が 2−t の倍数であることを

考慮すると，

mk,j,X̂ = 2−t�2t max
X̂

(Lk[j])� (8)

mk,j,X̂ = 2−t�2t(min
X̂

(Uk−1[j]) − 2−t)� (9)

が得られる．ここに，maxX̂(Lk[j])，minX̂(Uk−1[j])

はそれぞれ，X の見積り値が X̂ であるときの Lk[j]の

最大値，Uk−1[j]の最小値である．Lk[j]及びUk−1[j]は
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一般にX，Y，Z[j]を含む式として表される．したがっ

て，見積り値が X̂ となる演算数X の範囲 xX̂ ≤ X ≤
xX̂ ，及び，そのX 及び Y（Y ≤ Y ≤ Y）に対する中

間結果 Z[j] のとり得る値の範囲 zj,X̂ ≤ Z[j] ≤ zj,X̂

を求め，これらの範囲に対する Lk[j]，Uk−1[j] を計

算することにより maxX̂(Lk[j])，minX̂(Uk−1[j]) が

得られる．（xX̂，xX̂，zj,X̂，zj,X̂ については後で述

べる．）

上で示したmk,j,X̂ 及びmk,j,X̂ の導出の過程におい

て，ある Z[j] の値に対し qj+1 として選ばれる値が限

定される場合を別個に考えることにより，より小さな

mk,j,X̂，及び，より大きなmk,j,X̂ を求めることがで

きる．これまでの個々の演算のアルゴリズム設計では，

このような場合を経験と勘により発見していたが，提

案法では，各 j ごとに qj+1 として選ばれる可能性の

ある値を解析することで，厳密なmk,j,X̂ 及びmk,j,X̂

を求める．以下にその詳細を示す．

ここで，j = i の場合のように，ある j について，

Z[j]のとり得る値が一つに定まる場合について考える．

このとき，桁 qj+1 として選ばれる可能性のある値の集

合を {α, · · · , β}（−a ≤ α, β ≤ a）とすると，桁を正

しく選択するためには α+1 ≤ k ≤ β である kに対す

るmk(j, X̂)の値が必要である．また，−a+1 ≤ k ≤ α

である kについては，mk(j, X̂)をmα,j,X̂ 以下の任意

の 2−t の倍数とすることができ，β + 1 ≤ k ≤ aであ

る kについては，mk(j, X̂)をmβ+1,j,X̂ 以上の任意の

2−t の倍数とすることができる．したがって，mk,j,X̂

及びmk,j,X̂ は以下のように表される．

mk,j,X̂ =⎧⎪⎨⎪⎩
−∞ for −a + 1 ≤ k ≤ α

2−t�2t maxX̂(Lk[j])� for α + 1 ≤ k ≤ β

2−t�2t maxX̂(Lβ+1[j])� for β + 1 ≤ k ≤ a

(10)

mk,j,X̂ =⎧⎪⎨⎪⎩
2−t�2t(minX̂(Uα−1[j])−2−t)� for −a+1 ≤ k ≤ α

2−t�2t(minX̂(Uk−1[j])−2−t)� for α+1 ≤ k ≤ β

+∞ for β+1 ≤ k ≤ a

(11)

α及び β の値の決定方法を示す．式 (6)を満たす結果

を得るためには，f(X, Y )と Z[j] の差が

−ρr−j ≤ f(X, Y ) − Z[j] < ρr−j

を満たさなければならないため，桁 qj+1 は，Z[j + 1]

が

f(X, Y )− ρr−j−1 < Z[j +1] ≤ f(X, Y )+ ρr−j−1

を満たすように選ばれる必要がある．したがって，中

間結果に関する漸化式 (1) より，−a から a までの k

に対し，

min
X̂

(f(X, Y )) − ρr−j−1 < Z[j] + kr−j−1

≤ max
X̂

(f(X, Y )) + ρr−j−1 (12)

を満たすならば，qj+1 として k が選ばれる可能性が

ある．式 (12)を満たす最小の k が αの値となり，最

大の k が β の値となる．

以上をもとに，ある j に対する Z[j] の範囲が

zj,X̂ ≤ Z[j] ≤ zj,X̂ と表される場合における，mk,j,X̂

及びmk,j,X̂ の導出方法を示す．Z[j]が r−j の倍数で

あり，漸化式 (1)の計算により Z[j + 1]が zj+1,X̂ 以

上 zj+1,X̂ 以下の r−j−1 の倍数となることを考慮する

と，特に Z[j] の値が zj,X̂ または zj,X̂ の場合におい

て，桁 qj+1 としてとり得る値が限定される．したがっ

て，Z[j] の範囲を

zj,X̂ + r−j ≤ Z[j] ≤ zj,X̂ − r−j

としたときのmk,j,X̂の値 ṁk,j,X̂，mk,j,X̂の値 ṁk,j,X̂

をそれぞれ式 (8)，(9)により求め，Z[j] を zj,X̂ とし

たときの値 m̌k,j,X̂，m̌k,j,X̂，及び，Z[j]を zj,X̂ とし

たときの値 m̂k,j,X̂，m̂k,j,X̂ を式 (10)，(11)により求

めると，最終的なmk,j,X̂ 及びmk,j,X̂ は，

mk,j,X̂ = max(ṁk,j,X̂ , m̌k,j,X̂ , m̂k,j,X̂) (13)

mk,j,X̂ = min(ṁk,j,X̂ , m̌k,j,X̂ , m̂k,j,X̂) (14)

となる．

（ 2） すべての mk,j,X̂ 及び mk,j,X̂ を求めるアル

ゴリズム

まず，初期値を Z1 とする X の範囲 X ≤ X ≤ X
′

について，X̂ としてとり得る値の集合を求める．これ

は，2−d�2dX� 以上 2−d�2dX
′� 以下の 2−d の倍数と

なる．次に，各 X̂ に対し，その値が見積り値となる

X の範囲 xX̂ ≤ X ≤ xX̂ を求める．xX̂，xX̂ はそれ

ぞれ，

xX̂ = max(X̂, X)

xX̂ = min(X̂ + 2−d, X
′
)

1031



電子情報通信学会論文誌 2008/11 Vol. J91–A No. 11

となる．

これらの値を用い，すべてのとり得る X̂ について，

j を i から n − 1 まで変化させ，mk,j,X̂ 及び mk,j,X̂

を順に求める．ここで，zj+1,X̂ 及び zj+1,X̂ は，Z[j]

が zj,X̂ であるときに qj+1 として選ばれる可能性のあ

る桁の最小値を α̌，zj,X̂ であるときに qj+1 として選

ばれる可能性のある桁の最大値を β̂ とすると，以下の

ように表される．

zj+1,X̂ = zj,X̂ + α̌r−j−1 (15)

zj+1,X̂ = zj,X̂ + β̂r−j−1 (16)

したがって，zi,X̂ = zi,X̂ = Z1 とし，iから n − 1ま

での j に対し式 (13)，(14)，(15)，(16)の計算を行う

ことにより，すべての j に対するmk,j,X̂ 及びmk,j,X̂

が求められる．

更に，Z1 と Z2 の値が異なる場合は，初期値を Z2

とするX の範囲 X ′ ≤ X ≤ X について，上と同様の

手順を実行する．

以上により求められたすべての条件について，

mk,j,X̂ ≤ mk,j,X̂ を満たせば，桁選択関数が定め

られると判定できる．

3. 1. 3 具体的な境界値の決定法

すべての k，j，X̂ に対してmk,j,X̂ ≤ mk,j,X̂ を満

たすmk,j,X̂ 及びmk,j,X̂ が得られた場合において，具

体的な選択境界値mk(j, X̂) 及び J の値をどのように

決定するかについて述べる．

境界の値が j に対し異なると，j に依存する桁選択

関数となり，回路実現の際により多くのハードウェア

量を必要とする．したがって，回路実現に適した桁選

択関数を得るためには，異なる j に対しできるだけ共

通の値となるようにmk(j, X̂)を決定することが重要

である．本手法では，各 k 及び X̂ について，以下の

ようにして i から n − 1 までの j に対する mk(j, X̂)

を決定する．

まず，β = n − 1とし，以下の式を満たす最小の α

（≤ β）を見つける．（この αが J の値となる．）

max(mk,α,X̂ , mk,α+1,X̂ , · · · , mk,β,X̂)

≤ min(mk,α,X̂ , mk,α+1,X̂ , · · · , mk,β,X̂) (17)

次に，式 (17)の左辺を G，右辺を H とし，αから β

までの j について，[G, H ]の範囲の 2−t の倍数の中か

ら，できるだけ小さな整数 cにより 2−c の倍数として

表すことができる数をmk(j, X̂)の値とする（この値は

必ず一つに定まる）．例えば，t = 3，G = 9
8
，H = 13

8

である場合は， 9
8
以上 13

8
以下の五つの 2−3 の倍数の

うち，2−1 の倍数として表現できる 12
8
をmk(j, X̂)と

して選ぶ．

iから α − 1までの j についても，β = α − 1とし

て以上の手順を繰り返し行うことにより，各 k及び X̂

に対するすべてのmk(j, X̂)が求められる．

3. 2 トレードオフ曲線上のパラメータの値の組の

導出方法

t，d，J に関するトレードオフ曲線上のパラメータ

の値の組を求める方法を示す．

まず，tと dの間のトレードオフについて考える．t，

dを，とり得る範囲内の最大値として与え，プログラ

ムの実行により関数が設計できるかどうかを調べる．

このとき関数が定められるならば，d を固定し，t を

一つずつ小さくして繰り返しプログラムを実行するこ

とにより，大きな dに対し関数が設計できる最小の t

の値 tmin を求める．更に，tを tmin と固定して，dを

小さくして繰り返しプログラムを実行することにより，

最小の tに対する dの値 dmax を求める．同様に，パ

ラメータの値を固定する順序を逆にすることで，最小

の dの値 dmin，及び，その dに対する tの値 tmax を

求める．tと dの間のトレードオフ曲線上の値の組は，

tmin ≤ t ≤ tmax，dmin ≤ d ≤ dmax の範囲で t と d

を変化させ，繰り返しプログラムを実行することによ

り得られる．

次に，J の値を含めたトレードオフについて考える．

ここで，tと dをとり得る範囲内の最大値として与え

たときの関数から得られる J の値を Jmin とする．上

で得られた tと dのトレードオフ曲線上の値の組のそ

れぞれについて，得られた関数の J の値を調べる．こ

の値が Jmin より大きい場合について，dを固定し，t

を一つずつ大きくして繰り返しプログラムを実行する．

また，同様に，t を固定し，dを一つずつ大きくして

繰り返しプログラムを実行する．これらの過程で得ら

れた関数について J の値を調べ，J が小さくなったと

きの t，dの値の組がトレードオフ曲線上の組となる．

4. 提案手法の適用

3. で述べた手法においてプログラム化する部分を，

C言語によりツールとして構築した．本章では，平方

根の逆数計算と立方根計算を例として，提案手法を適

用した結果を示す．また，以前提案された桁選択関数

と比較し，提案手法の効果を確認する．
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表 2 平方根の逆数計算のための選択境界値 mk(j, X̂)（d = 6, t = 4）
Table 2 Threshold values mk(j, X̂) for reciprocal square-root computation. (d =

6, t = 4)

X̂ × 64 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

m−1(X̂) × 16 −24 −26 −26 −28 −28 −28 −30 −31 −32 *−36,−32 −32 −32 −32 −32 −32 −36

m0(X̂) × 16 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −8 −12 −12 −12 −12 −12 −12

m1(X̂) × 16 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

m2(X̂) × 16 24 24 24 26 28 28 28 28 28 28 30 32 32 32 32 32

X̂ × 64 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47

m−1(X̂) × 16 −36 −36 −36 −36 −36 −40 −40 −40 −40 −40 −40 −40 −40 −40 −40 −40

m0(X̂) × 16 −12 −12 −12 −12 −12 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16

m1(X̂) × 16 8 8 10 10 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

m2(X̂) × 16 *28, 32 32 32 34 34 36 36 40 40 40 40 40 40 40 40 40

X̂ × 64 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63

m−1(X̂) × 16 −44 −40 −40 −40 −44 −48 −48 −48 −48 −48 −48 −48 −48 −48 −48 −48

m0(X̂) × 16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16 −16

m1(X̂) × 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16

m2(X̂) × 16 40 40 40 42 44 44 44 44 48 48 44 48 48 48 48 48

* : j = 0, j ≥ 1

4. 1 平方根の逆数計算

[2] と同様に，浮動小数点数の平方根の逆数計算の

仮数部の計算，すなわち，2−2 < X < 1である X に

対し，f(X) = X− 1
2 を求める計算について考える．結

果の小数点以下のビット数 N は 23（単精度）とする．

X，X はそれぞれ，X = 2−2 + 2−25，X = 1− 2−24

である．

2.で述べたように，この計算のための減算シフト型

アルゴリズムにおける残余 W [j]，残余の範囲の下限

B[j]及び上限 B[j] は，それぞれ

W [j] = rj(1 − XZ[j]2)

B[j] = −2XZ[j]ρ + Xρ2r−j

B[j] = 2XZ[j]ρ + Xρ2r−j

と表される．ここで，基数を 2，桁集合を {−1, 0, 1}
としたとき（中間結果の初期値は Z[0] = 1），及び，

基数を 4，桁集合を {−2,−1, 0, 1, 2} としたとき（中
間結果の初期値は X ≥ 2−1 ならば Z[0] = 1，それ以

外ならば Z[0] = 2）の桁選択関数を提案手法の適用に

より求めた．以下に詳細を示す．

まず，基数が 2 の場合について述べる．ツール

への入力として，上で述べた f(X)，X，X，W [j]，

B[j]，B[j]，及び，r = 2，a = 1，Z1 = 1，Z2 = 1，

X ′ = 2−2 + 2−25，X
′
= 1 − 2−24，i = 0，n = 23

を与え，パラメータ t，d を変化させてツールを実行

することにより，桁選択関数が設計できる最小の t，d

の値，及び，そのときの境界値を求めた．その結果，

t = 1 としたときに，j ≥ 0 で共通の境界値（すなわ

ち J = 0）として m0 = −2−1，m1 = 0 が得られた．

（dについては任意となり，X に依存しない関数が得

られた．）[2] で示されている桁選択関数は t = 2 であ

るため，桁選択回路への入力ビット数が 1少ない実現

方法が存在することが分かった．

次に，基数が 4 の場合について述べる．ツールへ

の入力として，f(X)，X，X，W [j]，B[j]，B[j]，及

び，r = 4，a = 2，Z1 = 2，Z2 = 1，X ′ = 2−1，

X
′
= 2−1 − 2−25，i = 0，n = 12 を与え，パラメー

タ t，dを変化させてツールを実行することにより，桁

選択関数が設計できる最小の t，d の値，及び，その

ときの境界値を求めた．その結果，以下に示す，d，t，

J に関するトレードオフ曲線上の値の組が得られた．
• d = 5，t = 5，J = 2

• d = 5，t = 9，J = 1

• d = 6，t = 4，J = 1

• d = 6，t = 5，J = 0

• d = 7，t = 3，J = 2

• d = 7，t = 4，J = 0

• d = 9，t = 3，J = 1

実際に基数を 4とする回路を設計する際には，これら

のパラメータの値に対する実現方法を比較することで，

用途に応じてより適した実現方法を選択できる．この

うち，d = 6，t = 4としたときに得られた選択境界値

を表 2 に示す．例えば，X = 51
128
のとき，X̂ = 25

64
と

なり，m−1(X̂)，m0(X̂)，m1(X̂)，m2(X̂)はそれぞ

れ，j = 0 の場合は − 36
16
，− 8

16
， 8

16
， 28

16
とすればよ

く，j ≥ 1 の場合は − 32
16
，− 8

16
， 8

16
， 28

16
とすればよ
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い．この表から，m0(X̂)及びm1(X̂)はすべての j に

対し共通の値となることが分かる．また，m−1(X̂)及

び m2(X̂)は X̂ の値がそれぞれ 25
64
， 32

64
の場合のみ，

j = 0とそれ以外で異なる境界値が必要となることが

分かる．

このパラメータの値による関数と，[2]で示されてい

る関数の，桁選択回路への入力ビット数の総和を比較

する．上で示した関数は，1
4

< X < 1より，X の上位

6ビットから境界値を決定する．[2] では，d，t，J の

値は同じであるが，X と Z[j]の積 P [j]の上位 7ビッ

トから境界値を決定している．したがって，提案手法

の適用により，入力ビット数が 1少ない実現方法が存

在することが分かった．

4. 2 立方根計算

[5] と同様に，浮動小数点数の立方根計算の仮数部

の計算，すなわち，2−3 ≤ X < 1 である X に対し，

f(X) = X
1
3 を求める計算について考える．結果の小

数点以下のビット数 N は 24（単精度）とする．（結果

の範囲が平方根の逆数計算と異なるため，N の値も異

なる．）X，X はそれぞれ，X = 2−3，X = 1− 2−24

であり，W [j]，B[j]，B[j]は，それぞれ

W [j] = rj(X − Z[j]3)

B[j] = −3Z[j]2ρ + 3Z[j]ρ2r−j − ρ3r−2j

B[j] = 3Z[j]2ρ + 3Z[j]ρ2r−j + ρ3r−2j

と表される．

基数を 2，桁集合を {−1, 0, 1} としたとき（中間結
果の初期値は Z[1] = 2−1）の桁選択関数について，平

方根の逆数計算の場合と同様にして，関数が設計でき

る最小の t，d の値，及び，そのときの境界値を求め

た．その結果，t = 1としたときに，j ≥ 1で共通の境

界値（すなわち J = 1）としてm0 = −2−1，m1 = 0

が得られた（dについては任意となり，X に依存しな

い関数が得られた）．[5] で示されている桁選択関数は

t = 1であり，境界値も上で示した関数と同一である．

したがって，提案手法の適用により，最適な関数とし

て以前提案された関数と同じものが得られた．

5. む す び

複合算術演算の減算シフト型アルゴリズムの設計に

おいて大きな手間が掛かる桁選択関数の設計について，

最適な桁選択関数を求める方法を提案した．この手法

の適用により，桁選択回路への入力ビット数の総和に

関するトレードオフ曲線上の桁選択関数を設計でき，

特に，平方根の逆数計算のアルゴリズムについて，従

来提案したものよりもよい桁選択関数を求めることが

できた．提案手法により，減算シフト型アルゴリズム

に基づく複合算術演算の専用回路全体のハードウェア

量や計算時間などを見積ることができ，プロセッサ設

計者が専用回路を搭載するかどうかを短期間で決定で

きるようになるものと考えられる．

謝辞 本研究を進めるにあたり，多大な助言を頂い

た名古屋大学の高木一義准教授に心より感謝致します．

文 献
[1] N. Takagi, “A hardware algorithm for computing re-

ciprocal square root,” Proc. 15th IEEE Symposium

on Computer Arithmetic, pp.94–100, June 2001.

[2] N. Takagi, D. Matsuoka, and K. Takagi, “Digit-

recurrence algorithm for computing reciprocal square-

root,” IEICE Trans. Fundamentals, vol.E86-A, no.1,

pp.221–228, Jan. 2003.

[3] T. Lang and E. Antelo, “Correctly rounded recipro-

cal square-root by digit recurrence and radix-4 imple-

mentation,” Proc. 15th IEEE Symposium on Com-

puter Arithmetic, pp.83–93, June 2001.

[4] T. Lang and E. Antelo, “Radix-4 reciprocal square-

root and its combination with division and square

root,” IEEE Trans. Comput., vol.52, no.9, pp.1100–

1114, Sept. 2003.

[5] N. Takagi, “A digit-recurrence algorithm for cube

rooting,” IEICE Trans. Fundamentals, vol.E84-A,

no.5, pp.1309–1314, May 2001.

[6] N. Takagi and S. Kuwahara, “A VLSI algorithm for

computing the Euclidean norm of a 3D Vector,” IEEE

Trans. Comput., vol.49, no.10, pp.1074–1082, Oct.

2000.

[7] M.D. Ercegovac and T. Lang, Division and Square

Root — Digit-Recurrence Algorithms and Implemen-

tations, Kluwer Academic, 1994.

[8] M.D. Ercegovac and T. Lang, Digital Arithmetic,

Morgan Kaufmann, 2004.

（平成 20 年 3 月 31 日受付，5 月 28 日再受付）

熊澤 文雄 （正員）

平 13 名大・工・電気電子情報工卒．平
15 同大大学院修士課程了．平 19 同大学院
博士課程満期退学．現在同大大学院在学中．
算術演算回路，ハードウェアアルゴリズム
に関する研究に従事．

1034



論文／複合算術演算の減算シフト型ハードウェアアルゴリズムの設計支援

高木 直史 （正員）

昭 56 京大・工・情報工卒．昭 58 同大大
学院修士課程了．昭 63同大工博．昭 59同
大・工・情報工助手．平 3同助教授．平 6名
大・工・情報工助教授．平 10同教授．算術
演算回路，ハードウェアアルゴリズム，論
理設計などの研究に従事．平 7 日本 IBM

科学賞，情報処理学会坂井記念特別賞，平 17 文部科学大臣表
彰など受賞．

1035


