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第1章 序論

1.1 乱流とは
気候変動や地球環境の変化などの地球規模の現象の予測や、航空機や
自動車等の開発設計など、幅広い理学・工学分野で流れ場の予測・解明
が重要な問題となっている。これらに見られる流れは、一般に複雑で乱
れた流れ、乱流である。また、その乱流の多くは一般に非圧縮性の乱流
であり、次式のようなNavier-Stokes方程式という決定論的な物理法則に
従う現象として記述することが可能である。

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p + ν∇2u + f , (1.1)

∇ · u = 0. (1.2)

ここで、それぞれuは速度、pは圧力、ρは密度、νは動粘性率、f は外
力、式 (1.2)は非圧縮条件である。しかしながら、方程式の強非線形性に
起因して、巨大自由度、多階層性、時間的・空間的な間欠性などの性質
を有するため、乱流の運動の一つ一つを予測・解析することは一般に困
難である。そのため、その統計的な理解・予測が重要となる。また、巨大
自由度を持つ乱流場を理解・予測するためには、乱流場の適切な情報の
縮約あるいはモデル化が必須である。その際、乱流場を特徴づける統計
量が満たす何らかの普遍的な法則 (統計法則)が非常に有力な手がかりと
なる。

1.2 乱流の普遍統計法則
乱流の統計的研究の基礎となった考えとして、Richardsonによるエネ
ルギーカスケードの描像 [1]がある。乱流中では一般に、エネルギーが巨
視的なスケール Lで外力により運動エネルギーとして注入され、そのエ
ネルギーは渦同士の非線形相互作用によって、より小さなスケールへと
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図 1.1: エネルギーカスケードの概念図。

移っていき、最終的には粘性が重要となる小さなスケール ηで熱として
⟨ϵ⟩の割合で散逸し、熱エネルギーに変換される (図 1.1)。巨視的なスケー
ルで注入されるエネルギーと、小さなスケールでの粘性によるエネルギー
散逸率 ⟨ϵ⟩とが釣り合うことにより、乱流の準平衡状態が維持されること
となる。このような乱流中における、スケール間でのエネルギーの流れ
をエネルギーカスケードと呼ぶ。その結果として、乱流中には大小様々
な大きさの渦が混在することとなり、これが乱流の重要な特徴の一つと
なっている。
このエネルギーカスケードの過程を経ることで、渦は巨視的なスケー

ルの情報を次第に失っていき、十分小さなスケールでは、巨視的な情報
にはよらない統計的に一様かつ等方的な普遍平衡状態が実現すると期待
される。Kolmogorovは、この直感的な考えから普遍平衡仮説として、レ
イノルズ数 (非線形性の強さを表す無次元パラメータ)の十分高い乱流の、
境界から十分離れ十分小さなスケールでは局所等方性が満たされ、境界
条件や外力の違いによらない普遍的な統計法則が存在するとした。さら
に、十分小さなスケールの統計はエネルギー散逸率の平均 ⟨ϵ⟩と動粘性率
νによって決定されるとし、次元解析によりさまざまな統計量に成り立つ
スケーリング則を予測した。これが 1941年に発表されたKolmogorovに
よる理論 [2]で、これを今後K41と呼ぶ。

Kolmogorovによる予測は、平均や分散などの低次の統計量については
実験・観測や数値計算による結果とよく一致していることが分かってい
る。例えば、K41によると慣性小領域における 1次元エネルギースペク
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トルE11(k1)は以下のようになる。

E11(k1) = C1⟨ϵ⟩2/3k
−5/3
1 . (1.3)

ここで、k1は波数の 1成分、C1は普遍定数である。また慣性小領域とは、
乱流の巨視的なスケールよりは十分小さく、かつ粘性の影響を受けない
くらいには十分大きいスケール領域のことをいう。この領域では、スケー
ル間のエネルギーの輸送がNavier-Stokes方程式の非線形項によってのみ
行われる。K41では、慣性小領域の統計はエネルギー散逸率の平均 ⟨ϵ⟩に
よってのみによって決まり動粘性率 νにはよらないとされ、何らかの普
遍的性質が存在すると期待されている。
図 1.2にさまざまな実験・観測及び数値計算によって得られたエネル
ギースペクトルを示す。エネルギースペクトルは大きなスケール (低波数)

では異なっているが、小さなスケールでは流れによらない普遍的な形と
なっていることが分かる。また、式 (1.3)と一致し k

−5/3
1 のべきが見られ、

その波数領域はレイノルズ数が大きくなるほど広がっていることが確認
できる。
乱流の普遍統計法則の追及のためには、普遍性が期待される慣性小領
域が十分に広い必要がある。このような広い慣性小領域が存在するため
には、乱流中の最大スケールと最小スケールとが十分に分離されている
必要がある (図 1.3)。乱流中の最大スケールをL、最小スケールを ηとす
ると、その比は

L

η
∝ Re3/4, (1.4)

のように、レイノルズ数Reによって書けることが分かっている。すなわ
ち、十分にスケールが分離され広い慣性小領域が存在するためには、十
分高いレイノルズ数が必要となる。よって、乱流の普遍統計法則を探る
には、スケール分離が進み十分に広い慣性小領域を持った高レイノルズ
数乱流の解析が必要不可欠である。

1.3 乱流の計算科学的研究
近年のコンピュータ性能の飛躍的な向上にともない (図 1.4)、乱流現象
の解明のためには、計算科学的手法に基づくデータ解析が有用な手段と
なってきている。特に、乱流の基礎方程式をモデル化することなく直接
解く直接数値シミュレーション (Direct Numerical Simulation; DNS)は、
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図 1.2: さまざまな実験・観測及び数値計算によって得られた 1次元エネ
ルギースペクトル ([3]より)。DNS-ES以外は文献 [4]中のデータの再プ
ロットである。ここで、RλはTaylorマイクロスケール・レイノルズ数で
ある。
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図 1.3: 慣性小領域とスケールの分離。

図 1.4: スーパーコンピュータの性能の発展 (http://www.top500.org/よ
り)。横軸が年の経過、縦軸が計算性能を表す。スーパーコンピュータの
性能は 10年で約 1000倍となっている。
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実験とは異なり、よく制御された条件下で測定に伴う仮説や実験誤差な
しに、詳細なデータを得ることが可能という利点をもつ。
一般に乱流の自由度は、レイノルズ数の 4分の 9乗に比例して増大す

る。そのため、乱流の普遍性が期待出来るような高いレイノルズ数の乱
流場を得るためには、莫大な計算資源が必要となる。
かつてはDNSで到達可能なレイノルズ数は小さく、乱流の普遍性を探

るには不十分であった。しかし、この制約は近年大きく緩和しつつある。
たとえば、地球シミュレータ (ES)を用いて、従来と桁違いに大規模な非
圧縮一様等方性乱流のDNSが実現されている [5, 6, 7]。このようなDNS

データは、高レイノルズ数乱流のもつ普遍的法則性の解明のための有用
な手がかりを与えると期待される。

1.4 本論文の構成
本論文では、計算科学的手法による乱流の普遍統計法則の検証と追及

を目的として行った以下の 3つの研究について報告する。

• 3次元一様等方性乱流の大規模DNSデータの統計解析

第 2章 高レイノルズ数乱流におけるエネルギー散逸率の間欠性

第 3章 高レイノルズ数乱流におけるエンストロフィの生成と輸送

• 高レイノルズ数チャネル乱流の大規模DNSの実現とその統計解析

第 4章 高レイノルズ数壁乱流における局所等方性の検証

以下に、それぞれの研究についての概要を述べる。

第 2章 高レイノルズ数乱流におけるエネルギー散逸率の間欠性

K41による予測は、低次の統計量については実験・観測や数値計算に
よる結果とよく一致している一方、高次の統計量になるほどは、そのズ
レが大きくなることが分かっている。これはエネルギー散逸率の間欠性
によるものと考えられており [8]、K41を超えた普遍統計法則の追求のた
めにはエネルギー散逸率の統計についての理解が重要である。
この間欠性の効果をK41にどのように取り入れるかについて、過去さ

まざまな間欠性モデルが提案されてきた [9, 10, 11, 12]。これらの間欠性



1.4. 本論文の構成 11

モデルは共通して、乱流中の自己相似的なエネルギーカスケードを局所
エネルギー散逸率の乗算過程として表現し、その乗算過程の統計的性質
について適当な仮定をすることにより導かれている。しかし、その統計的
仮定は必ずしも自明なものではなく、また過去の実験による検証も様々な
されてきたが、未だに統一的な結論は出ていない [13, 14, 15, 16, 17, 18]。
本研究では、世界最大のレイノルズ数を実現した 3次元一様等方性乱
流の大規模DNSデータ [5, 6, 7] を用いて、エネルギー散逸率に関する統
計について解析し、さらにその中で、過去、間欠性モデルの導出の際に
用いられてきた統計的仮定についての検証を行った。

第 3章 高レイノルズ数乱流におけるエンストロフィの生成と輸送

運動エネルギーのような保存量のカスケードの概念は、高レイノルズ
数乱流の現象論において中心的なものとなっている。たとえば、エネル
ギーカスケードにおいては、小さなスケールへの運動エネルギーの流れ
がある。レイノルズ数が十分高ければ、慣性小領域ではカスケードを支
配する動的プロセスは粘性によらないと考えられる。
しかしながら、渦度について考える場合はより複雑である。エンスト
ロフィは、大きなスケールから小さなスケールへと輸送されるといった
ような、エネルギーとのいくつかの共通な性質を持っているが、渦の伸
張が渦度の生成に寄与するために一般的なカスケードの考えは適用でき
ない。さらに、エンストロフィの多くは小さなスケールで直接生成され
るために、散逸するためにスケール間を移動する必要がない。それにも
かかわらず、慣性領域では渦の伸張があり、その分のエンストロフィの小
さなスケールへの輸送が必要である。
以上の考えのもと、本研究では高レイノルズ数乱流中における渦の伸
張とカスケードの関係を明らかにするために、渦度を特徴づけるエンスト
ロフィに着目し、その各スケールにおける生成と輸送を大規模乱流DNS

データによって評価し、理論による予測との比較を行った。

第 4章 高レイノルズ数壁乱流における局所等方性の検証

自然界や工学分野において見られる乱流は一般に壁などの境界を有し
ている。固体壁近くを流れる乱流は壁乱流と呼ばれ、その壁近傍の流れ
には粘性の影響を強く受ける境界層と呼ばれる領域が存在する。この境
界層は身のまわりのいたるところに見られる。例えば、航空機・列車・自
動車などの移動している物体近傍の流れや、水道や石油のパイプライン
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等の管内流れなどに現れ、それらの性能や効率に深く関わっている。そ
のため、壁乱流の理解やその性質の解明は工学的応用の面でも非常に重
要である。

K41の普遍平衡仮説の中では、レイノルズ数の十分高い乱流の、境界
から十分離れ十分小さなスケールでは局所等方性が満たされるとされた。
しかしながら、実際に近くに境界の存在する乱流において、局所等方性が
満たされるためには、どれくらい境界から離れていれば十分なのか、ま
た、どれくらいスケールが小さければ十分なのかということは必ずしも
自明なことではない。
本研究では、壁乱流の中で最も基礎的な問題の一つであるチャネル乱

流のDNSコードを開発し、地球シミュレータを用いた大規模並列計算に
より、現在世界最大のレイノルズ数のチャネル乱流DNSを実現し、その
データ解析により、高レイノルズ数壁乱流における局所等方性の成立に
ついての定量化を試みた。
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第2章 高レイノルズ数乱流にお
けるエネルギー散逸率の
間欠性

2.1 はじめに
乱流の統計的研究の基礎となったものとして、1941年のKolmogorovに
よる理論 (K41)がある [2]。その中でKolmogorovは、レイノルズ数の十
分高い乱流の境界から十分離れ十分小さなスケールでは、境界条件や外
力などの巨視的なスケールの振る舞いにはよらない普遍的な統計法則が
存在すると仮定した。さらに、十分小さなスケールの統計はエネルギー
散逸率の平均と動粘性率によって決定されるとし、次元解析により様々
な統計量に成り立つスケーリング則を予測した。Kolmogorovによる予測
は、低次の統計量については、多くの実験や数値計算による観測結果と
一致している。一方で、高次の統計量になるほど観測とのずれが大きく
なることが分かっている。その理由は、エネルギー散逸率の空間的また
は時間的な強いゆらぎ (間欠性)を考慮していないためであると早くから
指摘されてきた [8]。
エネルギー散逸率の間欠性をどう理論的に表現するかは、間欠性の問
題として知られ、過去に多くの間欠性モデルが提案されてきた。例えば、
主なものとして対数正規 (log-normal)モデル [9, 10]、βモデル [11]やフラ
クタルモデル [12]などが挙げられる。これらの研究には、ある共通する
考え方があり、それは乱流中での自己相似的なエネルギーカスケードを
局所エネルギー散逸率 ϵnの乗算過程

ϵn+1 = αnϵn, (2.1)

として表現するというものである (図 2.1)。ここで、ϵnは各スケール rn

でのエネルギー散逸率の空間平均である。その際に乗算係数αnの統計に
ついて何らかの分布を仮定することにより、最終的にエネルギー散逸率
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図 2.1: エネルギーカスケードと乗算過程の概念図。

の統計を決定している。そして、仮定する αnの統計分布の違いにより、
上述したようなさまざまな間欠性のモデルが導かれる。
過去提案された間欠性モデルの多くでは以下のような統計的過程をし

ている

(i) αnの統計がスケールによらない

(ii) αnは互いに統計的に独立である

しかしながら、これらの仮定は必ずしも自明なものではなく、その重要
性といくつかの先駆的研究にも関わらず、実験あるいはDNSに基づく、
乗算係数の統計についての知見は多くない。これは一つには実験的には
エネルギー散逸率の測定が困難なことによる。そのためこれまで散逸率
そのものではなく速度勾配の自乗などの代用物 (surrogate)が測定されて
いる [13, 14, 15, 16, 17, 18]。一方、DNSではこのような測定の困難はな
いが、これまでの十分高いレイノルズ数の乱流の実現は困難であった。
そこで本研究では、世界最大のレイノルズ数を実現した 3次元一様等

方性乱流の大規模DNSデータ [5, 6, 7] を用いて、エネルギー散逸率に関
する統計について解析し、さらにその中で、過去、間欠性モデルの導出
の際に用いられてきた統計的仮定の検証をする。
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2.2 解析方法

2.2.1 DNSデータ

本研究の解析で用いるデータ [5, 6, 7]は、一辺が 2πの周期ボックス内
で、Navier-Stokes方程式

∂ui

∂t
+

∂(uiuj)

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+ ν∇2ui + fi, (2.2)

∂uj

∂xj

= 0, (2.3)

に従う非圧縮 3次元一様等方性乱流のDNSにより得られた乱流場である。
ここで、ui, p, ν, ρ, fiは、それぞれ速度、圧力、動粘性係数、密度および
外力である。

DNSでは、空間微分にはフーリエ・スペクトル法、時間積分には 4次
のRunge-Kutta法を用い、その際、エイリアジング・エラーの除去には
phase shift法を用いている。また、統計的に準定常状態の乱流場を実現
するために、外力項に負の粘性を用いている。それは、波数空間におい
て外力を f̂i(k) = −cûi(k)として、cを波数 k < 2.5の範囲でのみ一定の
値を持たせ、その値は全運動エネルギーが一定に保たれるように、すな
わち ⟨uiui⟩/2 = 0.5 が満たされるように時間発展の各ステップで調整す
るというものである。DNSにおけるパラメータ kmaxと動粘性係数 ν は
kmaxηの値により決定されている。一般に kmaxηの値の値が小さいほうが
実現できるレイノルズ数は大きくなるが、|k| < kmaxでの波数打ち切り
の影響が無視できなくなる。
表 2.1にDNSの主なパラメータを示す。DNSは 2つのグループからな
り、Series 1では kmaxηの値を約 1、Series 2では約 2となるように νを決
めてある。ここで、Taylorマイクロスケール λ = (15νu′2/⟨ϵ⟩)1/2 により
定義されるレイノルズ数Rλは

Rλ =
u′λ

ν
, (2.4)

であり、3u′2/2 = Eである。また、積分長 Lは

L ≡ π

2u′2

∫ kmax

0

E(k)/kdk, (2.5)

で定義され、E(k)はエネルギースペクトルである。
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表 2.1: DNSのパラメータ。

N Rλ kmax 104ν ⟨ϵ⟩ L λ 103η

Run256-1 256 167 121 7.0 0.0849 1.13 0.203 7.97

Run512-1 512 257 241 2.8 0.0902 1.02 0.125 3.95

Run1024-1 1024 471 483 1.1 0.0683 1.28 0.0897 2.10

Run2048-1 2048 732 965 0.44 0.0707 1.23 0.0558 1.05

Run4096-1 4096 1201 1930 0.173 0.0668 1.17 0.0360 0.528

Run256-2 256 94 121 20 0.0936 1.10 0.326 17.1

Run512-2 512 173 241 7.0 0.0795 1.21 0.210 8.10

Run1024-2 1024 268 483 2.8 0.0829 1.12 0.130 4.03

Run2048-2 2048 429 965 1.1 0.0824 1.01 0.0817 2.00

Run4096-2 4096 675 1930 0.44 0.0831 1.04 0.0515 1.01

本研究では、表 2.1の内、Run256-1、Run512-1、Run1024-1、Run2048-

1、Run256-2、Run512-2、Run1024-2、Run2048-2のデータに対して解析
を行なう。

2.2.2 乗算過程

半径 rの球内で体積平均したエネルギー散逸率 ϵrを以下のように定義
する。

ϵr(x, t) =
1

Vr

∫
|y|<r

ϵ(x + y, t)d3y, (2.6)

ここで、Vr = 4πr3/3は半径 rの球の体積で、ϵ(x, t)は、位置x、時間 tに
おけるエネルギー散逸率である。今後、ϵ(x, t)におけるx, tは省略する。

ϵn ≡ ϵrn , (n = 0, 1, 2, . . . )として、ϵnを次のように分解する。

ϵn

ϵ0

=
ϵn

ϵn−1

ϵn−1

ϵn−2

. . .
ϵ1

ϵ0

, (2.7)

ここで、rnは nが大きくなるにつれて小さくなる長さスケールである。
さらに、

αn ≡ ϵn+1

ϵn

, (2.8)
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とすると、結局
ϵn

ϵ0

= αn−1αn−2 . . . α0, (2.9)

となる。その結果 ϵnは
ϵn+1 = αnϵn, (2.10)

に従う乗算過程と見ることが出来る。この種の考えは、Kolmogorov[9]と
Oboukhov[10]により最初に導入された。
本研究では

rn = r0a
−n, (2.11)

とする。ここで、a(> 1)はスケール比、r0はエネルギー保有渦の特徴的
な長さスケールである。

2.2.3 ランダムウォーク

ここで、仮想的な位置 xn、時間 τn、速度 unを以下のように導入する。

xn ≡ log

(
ϵn

ϵ0

)
, (2.12)

τn ≡ log

(
r0

rn

)
= n∆τ, (∆τ ≡ log a) (2.13)

un ≡ xn+1 − xn

τn+1 − τn

=
log(ϵn+1/ϵn)

∆τ
=

log αn

log a
. (2.14)

ここで、logは自然対数である。その結果、(2.9)は以下のように書き換え
られる

xn =
n−1∑
k=0

uk∆τ. (2.15)

すると、位置 xnは 1次元ランダムウォークとみなすことが出来る。
本研究では、ϵn、αnの代わりに、それぞれの logをとったものに対応
する xn、un について解析を行なう。

2.2.4 エネルギー散逸率の空間平均

式 (2.6)で定義される ϵrの計算を、フーリエ変換を用いて効率的に行な
う方法を考える。まず、以下のような関数を導入する。

Gr(x) =

{
(2π)3/Vr (|x| < r)

0 (|x| ≥ r).
(2.16)
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すると、式 (2.6)は次のように書き換えられる。

ϵr(x) =
1

(2π)3

∫
ϵ(x + y)Gr(y)d3y. (2.17)

ここで、ϵ(x)、Gr(x)のフーリエ変換

ϵ̂(k) =
1

(2π)3

∫
ϵ(x) exp(−ik · x)d3x, (2.18)

Ĝr(k) =
1

(2π)3

∫
Gr(x) exp(−ik · x)d3x, (2.19)

を用いると、式 (2.17)は以下のようにかける。

ϵr(x) =
1

(2π)3

∫ {∫
ϵ̂(p)eip·(x+y)d3p

}{∫
Ĝr(q)eip·yd3q

}
d3y,

=

∫∫
ϵ̂(p)Ĝr(q)eip·x

{
1

(2π)3

∫
ei(p+q)·yd3y

}
d3pd3q,

=

∫∫
ϵ̂(p)Ĝr(q)eip·xδ(p + q)d3pd3q,

=

∫
ϵ̂(p)Ĝr(−p)eip·xd3p,

=

∫
ϵ̂(k)Ĝ∗

r(k)eik·xd3k. (2.20)

すなわち、ϵ̂(k)Ĝ∗
r(k)のフーリエ逆変換から ϵr(x)が求められる。ここで、

∗は複素共役を表し、また式変形には以下の等式を用いた。

1

(2π)3

∫
ei(p+q)·yd3y = δ(p + q), (2.21)

ここで、δ(p + q)はDiracの delta関数である。
式 (2.20)の計算には、Ĝr(k)が必要となるが、それは以下に示すのよ
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うに解析的に計算できる。式 (2.16)、(2.19)より

Ĝr(k) =
1

Vr

∫
|x|<r

exp(−ik · x)d3x,

=
1

Vr

∫ r

0

ds

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ s2 sin θe−iks cos θ,

=
2π

Vr

∫ r

0

ds

∫ π

0

dθ s2 sin θe−iks cos θ,

=
4π

Vr

∫ r

0

ds s2 sin(ks)

ks
,

=
4πr3

Vr

sin(kr) − kr cos(kr)

(kr)3
,

= 3
sin(kr) − kr cos(kr)

(kr)3
, (2.22)

と求められる。ここで、k = |k|である。
式 (2.17)は一種の畳み込み演算であり、それを直接計算しようとすると
計算量はO(N6)となり膨大な計算時間が必要となる。一方で式 (2.20)を
用いると、計算量はそれぞれ ϵ̂(k)Ĝ∗

r(k)の計算にはO(N3)、フーリエ (逆)

変換の計算には高速フーリエ変換 (FFT)を用いることによりO(N3 log N)

となり、結局全体ではO(N3 log N)ですみ、非常に効率的に計算ができる。
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2.3 解析結果

2.3.1 確率密度関数

図 2.2に式 (2.12)で定義される xnの確率密度関数 (Probability Density

Function; PDF)を、τ ≡ log(r0/rn) = tn ≡ n log 2, (n = 0, 1, 2, .., 8)に対
して、Run2048-1のデータについて求めたものを示す。ここで、r0/η =

(π/2)× 103 ∼ 1571である。τ が大きくなる、つまりスケールが小さくな
るにつれて、PDFの幅は拡がっていき、ピークの値が減少していくこと
がわかる。
また、同じデータを標準偏差 σxで規格化した偏差 xn − ⟨xn⟩ について

図示すると (図 2.3)、ある τnの範囲で互いによく重なり、またガウス分布
(Gaussian)に近いことが分かる。
次に、図 2.4に式 (2.14)で定義される unのPDFを、τ ≡ log(r0/rn) =

tn ≡ n log 2, (n = 0, 1, 2, .., 8)に対して、Run2048-1のデータについて求
めたものを示す。ここで、スケール比は a = 21/4としている。τ ≥ t6を
除いて、τが大きくなるにつれてPDFの幅は広がっていくことが分かる。
ここで、τ = t6は r/η ∼ 24.5に対応し、τ ≥ t6は慣性領域 (r/η > 50)よ
りも小さいスケール領域である。また、unのPDFは明らかに τすなわち
スケールに依存しており、これは、仮定 (i)『αnの統計がスケールによら
ない』を支持しない結果であると言える。

Novikov[19]は、ϵは負の値を取らないという事実に基づいたある等式
を導出した。この事実は、r3ϵr が rの非減衰関数であることを示してお
り、これを unについて表すと、任意の nと aに対して

un ≤ 3, (2.23)

となる。図 2.4は、この不等式と一致しており、また un > 1ではPuは非
常に小さな値となっている。
次に、同じデータをそれぞれの標準偏差 σuで規格化したものを図 2.5

に示す。PDFは正規分布からは少しずれている。特に ũ ≡ u−mu < 0の
領域では大きくずれており、そこでは、グラフの直線的な振る舞いが見
られる。すなわち、

Pu(u) ∝ exp(γũ/σu), (2.24)

という簡単な式で記述できる領域があることがわかる。ここで、γはグラ
フにおける直線の傾きに対応している。γの値を見積もると γ ∼ 3/2と
なる。
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図 2.2: xnの PDF Px(x). (Run2048-1, Rλ = 732)
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unの統計はスケール比aにも依存しているので、PDFのスケール比依存
性について調べた。unのPDFを a = 21/4, 21/2, 2, 22に対して、Run2048-

1のデータについて求めたものを図 2.6、2.7に示す。ここでスケールは、
r/η ∼ 1571および r/η ∼ 98.2 に固定している。まず、大きなスケール
(図 2.6)では PDFはスケール比 aにほとんど依存せず、また正規分布に
非常に近いことがわかる。一方、小さなスケール (図 2.7)ではスケール比
aが小さくなり 1に近づくにつれて、ũ < 0におけるグラフの直線性が良
くなり、(2.24)に従う領域がより明瞭となることがわかる。
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2.3.2 モーメント

unに関する定量的な評価を行なうために、uの平均

mu = ⟨un⟩, (2.25)

と分散

σ2
u = ⟨(un − mu)

2⟩, (2.26)

を求めたものをそれぞれ図 2.8、図 2.9に示す。ともに、τすなわちスケー
ルに依存しており、これは αnの統計に関する scale-similarityの仮定 (i)

を支持しない結果である。しかし、これはより高い Rλ において scale-

similarityの満たされるスケール範囲が存在する可能性を完全に否定する
ものではない。実際、図 2.8、図 2.9より、平均および分散は τ ∼ 2あた
りでRλの増加とともにグラフの傾きが単調に減少しフラットに近づいて
いることがわかる。
次に、同じデータを、横軸にスケール rをLで規格化したものを図2.10、
図 2.11に、ηで規格化したものを図 2.12、図 2.13 にそれぞれ示す。とも
に、Lで規格化した場合には大きなスケールで、ηで規格化した場合には
小さなスケールで、Rλの値にかかわらず互いに重なることがわかる。ま
た、Rλの増加とともにグラフの傾きが減少している領域は慣性小領域と
ほぼ一致している。
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2.3.3 相関
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図 2.14: ũ(τ)と ũ(τ + s)の相関。(Run2048-1, Rλ = 732)

ũ(τ)と ũ(τ + s)の相関を以下の式で定義する

C(τ, τ + s) =
⟨ũ(τ)ũ(τ + s)⟩√

⟨ũ2(τ)⟩
√

⟨ũ2(τ + s)⟩
, (2.27)

図 2.14に相関 C(τ, τ + s)を τ = tn ≡ n log 2, (n = 0, 1, 2, . . . , 8)、a =

21/4に対して、Run2048-1のデータについて求めたものを示す。そのグラ
フの形は、τ の非常に大きいところをのぞいて、τ にほとんど依存しない
ことがわかる。つまり、相関Cの分布の形が相似的になるスケール領域
が存在するということである。このことについては、2.3.6節で更なる解
析を行う。
ここで、Cの相関時間 τC を以下の式で定義する。

τC ≡
∫ 0

−∞
C(τ, τ + s)ds. (2.28)
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Run2048-1についての結果 (図 2.14)の τ = t4 ∼ 2.77における相関 C か
ら τCの値を計算すると、τC ∼ 0.56となる。相関時間は有限の値であり、
これは αnが互いに統計的に独立であるという仮定 (ii)を支持しない結果
である。また、exp(0.56) ∼ 2であるので、τC ∼ 0.56という値はスケー
ル比 rn/rm ∼ 2に対応している。このことは、DIA[20]や LRA[21]など
の完結 (closure)理論により予測されたNavier-Stokes方程式における 3波
相互作用の局所性と矛盾しない結果である。
次に相関Cのスケール比 a依存性について調べた。図 2.15、図 2.16に

相関Cを a = 21/4, 21/2, 2, 22に対して、Run2048-1のデータについて求め
たものを示す。ここでスケールは、r/η ∼ 1571および r/η ∼ 98.2 に固定
している。スケール比 aが減少して 1に近づくにつれて、相関Cの形は s

に依存した特定の関数に収束していくことがわかる。また a = 21/4にお
いてすでに、ある程度極限の関数に収束していることがわかる。
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2.3.4 統計的非独立性の影響
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図 2.17: Dp(τ) vs. τ . (Run2048-1, Rλ = 732)

αnが統計的に独立でないことが ϵnの統計に対してどの程度影響を与え
るのかを調べるために、次のような量を定義する。

Dp(τn) ≡ ⟨(ϵn/ϵ0)
p⟩

⟨(α0)p⟩⟨(α1)p⟩ . . . ⟨(αn−1)p⟩
. (2.29)

これは、もし αnが互いに統計的に独立であれば、

Dp(τn) = 1, (2.30)

とならなければならない量である。すなわち、この量が 1から離れた値
になるほど非独立性の影響は大きいといえる。
図 2.17にDp(τn)の値を指数 p = 1, 2, . . . , 10、スケール比 a = 21/4に

対して、Run2048-1のデータについて求めたものを示す。Dp(τn)の値は
1からはかけ離れており、特に τ や指数 pが大きいほどそれが顕著である
ことがわかる。この結果より、非独立性の影響は非常に大きいといえる。
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図 2.18: D4(τ) vs. τ . (Run2048-1, Rλ = 732)

次にDp(τn)のスケール比 a依存性について調べた。図 2.18にDp(τn)

を a = 21/4, 21/2, 2, 22に対して、Run2048-1で指数 p = 4について求めた
結果を示す。スケール比 aが小さくなるほど、Dp(τn)は τ が大きくなる
につれてより速く増大していくことがわかる。つまり、スケール比が小
さいほど非独立性の影響は大きくなることが分かった。
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2.3.5 簡単な近似

ϵの統計についての知見を得るために、次の恒等式について考える。

dϵ̂(τ)

dτ
= u(τ)ϵ̂(τ). (2.31)

ここで、u(τ) = d log ϵ̂(τ)/dτ、τ = log(r0/r)、ϵ̂(τ) = ϵrである。ĝ(τ) ≡
ϵ̂p(τ)とすると、式 (2.31)から次の関係式が得られる。

dĝ

dτ
= puĝ = pmuĝ + pũĝ. (u = mu + ũ) (2.32)

この式は、ランダム乗算過程のプロトタイプであり、ũの統計が与えられ
た際の ⟨ĝ⟩についてのさまざまな近似が知られている [23]。ここで、その
中でもっとも単純なものである、次の式を基にした一種のクロージャ近
似を考える。

d ⟨ĝ⟩
dτ

= pmu ⟨ϵp⟩ + p2

∫ τ

0

Gp(τ, s) ⟨ũ(τ)ũ(s)ĝ(s)⟩ ds. (2.33)

また、作業仮説としてゼロキュムラント近似

⟨ũ(τ)ũ(s)ĝ(s)⟩ ∼ ⟨ũ(τ)ũ(s)⟩ ⟨ĝ(s)⟩ , (2.34)

を用いる。ここで、

Gp(τ, s) ≡ exp[p

∫ τ

s

mu(s
′)ds′], (2.35)

である。式 (2.33)は、ϵ̂(0)の変動が無視できるとしたときに厳密に得ら
れる。また、式 (2.34)は ⟨ũ⟩ = 0とし、キュムラント ⟨ũũĝ⟩C ≡ ⟨ũũĝ⟩ −
⟨ũũ⟩ ⟨ĝ⟩−⟨ũ⟩ ⟨ũĝ⟩−⟨ũ⟩ ⟨ũĝ⟩+2 ⟨ũ⟩ ⟨ũ⟩ ⟨ĝ⟩がゼロであるとして得られる。
近似 (2.34)は、位置

ξ(s) =

∫ s

0

u(s′)ds′, (2.36)

が瞬間速度 ũ(s)、ũ(τ)と統計的に独立であると仮定することによっても
得られる。式 (2.32)から ĝ(s) = exp[pξ(s)]ϵ̂p(0)であるので、この仮定は、
ĝ(s)が ũ(s)および ũ(τ)と統計的に独立であることを意味している。
この後示すように、その簡単さにも関わらず、近似 (2.33)、(2.34)は、

|p|がだいたい 4までDNSの結果とよく一致する。Kolmogorovの理論 [9]
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によると n次の速度構造関数 Snのスケーリングは
⟨
ϵ̂n/3

⟩
によって得ら

れ、実験やDNSにおいて、たとえば S12のような高次の構造関数の信頼
性のある統計を得ることは簡単ではない。その意味で p = 4(= 12/3)は
決して小さくはない。

τpと τDを、それぞれ ⟨ĝ(s)⟩と ⟨ũ(τ)ũ(s)⟩ の特徴的な時間スケールとす
る。もし τp ≫ τDであれば、式 (2.33)、(2.34)は ⟨ϵ̂p⟩ = ⟨ĝ⟩に対して

d ⟨ϵ̂p⟩
dτ

= pmu ⟨ϵ̂p⟩ + p2Fp ⟨ϵ̂p⟩ , (2.37)

となる。ここで

Fp =

∫ τ

0

Gp(τ, s) ⟨ũ(τ)ũ(s)⟩ ds, (2.38)

である。
δ ≡ |pmu|τD ≪ 1のとき、Gpの pへの依存を無視できるので、Fp ∼ F

とする。ここでF は pと独立である。すると、p = 1に対する式 (2.37)か
らmu + F = 0であり、⟨ϵ̂⟩は τ と独立であるので、

d ⟨ϵ̂p⟩
dτ

= mup(1 − p) ⟨ϵ̂p⟩ , (2.39)

を得る。もし mu が定数であれば、式 (2.39)は対数正規理論 [9]と一致
する。

DNSデータから、式 (2.33)の中の統計量の大きさについての情報が得
られる。たとえば、Run2048-1の a = 21/4に対する τ = t4におけるデー
タから

mu ∼ −0.10, σu ∼ 0.43, τD ∼ 0.54, (2.40)

が得られる。ここで

τD ≡
∫ 0

−∞
⟨ũ(τ)ũ(τ + s)⟩ ds/σ2

u, (2.41)

である。
近似 (2.39)から τp ∼ 1/|mup(p−1)|であり、(2.40)の値を用いると、式

(2.37)を導く際に用いた仮定 τD ≪ τpの、式 (2.39)との整合性は |p(p −
1)| ≪ 1/(0.10 × 0.54) ∼ 18.5を必要とし、一方、δ ≡ |pmu|τD ≪ 1との
整合性は |p| ≪ 1/(0.10 × 0.54) ∼ 18.5 を必要とする。また、(2.40)の数
値をから F ∼ F0 ∼ σ2

uτD ∼ 0.10であり、これは近似mu + F = 0と矛盾
しない。
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図 2.19: ⟨ϵ⟩pにより規格化した ⟨ϵp(τ)⟩の τ依存性。シンボルがRun2048-1

のDNSによる値、曲線が式 (2.39)により得られる近似値。([24]より)

図 2.19に式 (2.39)を用いて得られる ⟨ϵp⟩に対する近似と、Run2048-1

のDNSデータによる測定結果との比較を示す。ここで、式 (2.39)のmu

にはDNSにより得られた値を用いた。τ および pの小さい領域では、理
論による近似とDNSデータは非常によく一致していることがわかる。
次に、傾き

S(p) ≡ 1

⟨ϵ̂p⟩
d ⟨ϵ̂p⟩
dτ

=
d[log ⟨ϵ̂p⟩]

dτ
, (2.42)

についての、理論による近似とRun2048-1のDNSデータによる測定結果
との τ = t4における比較を図 2.20に示す。近似は、|p| < 5でDNSとよ
く一致していることがわかる。
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2.3.6 相関の相似性
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図 2.21: ũ(τ)と ũ(τ + s)の相関Cu(τ, τ + s)の τ 依存性。(Run2048-1)

2.3.3節では、ũ(τ)と ũ(τ + s)の間の相関

Cu(τ, τ + s) =
⟨ũ(τ)ũ(τ + s)⟩√

⟨ũ2(τ)⟩
√

⟨ũ2(τ + s)⟩
, (2.43)

の sへの依存性が τ にほとんどよらないという意味での相似領域が存在
することがわかった。
このことをより明確にするために、Cu(τ, τ + s)を τ の関数として s =

∆τ, 2∆τ, 4∆τ に対してプロットした結果を図 2.21に示す。ここで、a =

21/4、∆τ = log a = log 21/4である。どの sについても 1 < τ < 4の領域
でCuはほとんど τ に依存せず、特に 1 < τ < 2ではほぼ一定の値をとる
ことがわかる。この結果は、相関がスケールに依存しない相似領域の存
在することを示している。
次に、uの間の相関についてのより詳細な情報を得るために、ũ(τ)と

ũ(τ + s)の間の結合確率密度関数 (joint PDF)を、s = ∆τ, 2∆τ, 4∆τ に
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対して τ = tn ≡ n log 2, (n = 0, 1, 2, . . . , 8)について求めた結果をそれぞ
れ図 2.22、図 2.23、図 2.24に示す。まず sが大きくなるにつれて、joint

PDFの形は円形に近くなり、より相関が低くなっていることが確認でき
る。また、τ = t3, t4, t5, t6についての joint PDFは、sによらず互いによ
く似た形をしており、この結果は相関Cuにおける相似性の存在と一致し
ている。ここで、t3 ∼ 2.08、t6 ∼ 4.16であり、これは相関Cuについての
相似領域とほぼ一致している。
また、すべての τ および sにおいて、ũ < 0よりも ũ > 0での相関のほ
うが高くなっていることが確認できる。カスケード過程において、ũ < 0

は α . 1で ϵが減少、ũ > 0は α & 1で ϵが増加している領域にそれぞれ
対応するので、この結果は、ϵが減少している領域で引き続き減少する傾
向よりも、ϵが増加している領域で引き続き増加する傾向のほうが強いこ
とを示唆している。つまり、エネルギーカスケードが進みスケールが小
さくなるにつれて、エネルギー散逸率の空間的な揺らぎはさらに強調さ
れていき、より間欠性が強くなるということである。
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ũ(τ)/σu(τ)

(b)

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

ũ
(τ

+
s)

/σ
u
(τ

+
s)

ũ(τ)/σu(τ)

(c)

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

ũ
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図 2.22: ũ(τ)と ũ(τ + s)の Joint PDF. (s = ∆τ) (a) τ = t0, (b) τ = t1,
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ũ(τ)/σu(τ)

(c)

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

ũ
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ũ(τ)/σu(τ)

図 2.23: ũ(τ)と ũ(τ + s)の Joint PDF. (s = 2∆τ) (a) τ = t0, (b) τ = t1,

(c) τ = t2, (d) τ = t3, (e) τ = t4, (f) τ = t5 (g) τ = t6, (h) τ = t7, and (i)

τ = t8.
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図 2.24: ũ(τ)と ũ(τ + s)の Joint PDF. (s = 4∆τ) (a) τ = t0, (b) τ = t1,

(c) τ = t2, (d) τ = t3, (e) τ = t4, (f) τ = t5 (g) τ = t6, (h) τ = t7, and (i)

τ = t8.
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図 2.25: x̃(τ)と ũ(τ)の相関Cx,u(τ)の τ 依存性。(Run2048-1)

x̃(τ)と ũ(τ)の相関

Cx,u(τ) =
⟨x̃(τ)ũ(τ)⟩√

⟨x̃2(τ)⟩
√

⟨ũ2(τ)⟩
, (2.44)

を τの関数としてプロットした結果を図 2.25に示す。ここで、x̃ = x−⟨x⟩
である。τが大きくすなわちスケールが小さくなるほど相関は低くなって
いくが、ゼロにはならず、ある有限の値でとどまり、相関Cx,u(τ)が τ に
ほとんどよらない相似領域が存在することがわかる。相関Cx,uが高いと
いうことは、ϵが大きいほどより大きく増加し、逆に ϵが小さいほどより
大きく減少する傾向が強いということを意味する。結果は、スケールが
小さくなるほどこの傾向は小さくなるが、まったくなくなるわけではな
いということを示している。
次に、x̃(τ)と ũ(τ)の間の joint PDFを τ = tn ≡ n log 2, (n = 0, 1, . . . , 8)

について求めた結果を図 2.26に示す。τ が大きくなるにつれてそれぞれ
の joint PDFは互いに似た形になり、この結果は相関Cx,uにおける相似
性の存在と一致している。
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図 2.26: x̃(τ)と ũ(τ)の Joint PDF. (a) τ = t0, (b) τ = t1, (c) τ = t2, (d)

τ = t3, (e) τ = t4, (f) τ = t5 (g) τ = t6, (h) τ = t7, and (i) τ = t8.
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2.4 まとめ
本研究では、世界最大のレイノルズ数を実現した 3次元一様等方性乱
流の大規模DNSデータ [5, 6, 7] を用いて、エネルギー散逸率に関する統
計について解析し、さらにその中で、過去、間欠性モデルの導出の際に
用いられてきた、以下の統計的仮定についての検証を行った。

(i) αnの統計がスケールによらない。

(ii) αnは互いに統計的に独立である。

解析の結果、以下のことが示された。

(a) xnの PDFはスケールが小さくなるほど Gaussianに近くなる。こ
れは、対数正規モデル [9, 10]による予測と一致する。

(b) unのPDF Pu(u)はPu(u) ∝ exp(γũ/σu)という単純な式に従う領域
があり、また、スケール比 aが 1に近づくにつれ上式に従う領域が
より明瞭となる。また、PDFはスケールに依存しており、これは、
αnについての仮定 (i)を支持しない結果である。

(c) unの平均及び分散は、スケールに依存しており、これは、αnにつ
いての仮定 (i)を支持しない結果である。

(d) unの相関は、その形がスケールにはほとんど依存せず、スケール比
aが 1に近づくにつれて sに依存したある関数に収束していく。ま
た、相関時間は有限の値となり、これは、αnについての仮定 (ii)を
支持しない結果である。

(e) αnが互いに統計的に独立でないことによる ϵnの統計へ影響は、非
常に大きくなる。また、スケールや指数 pが大きいほど、また、ス
ケール比 aが小さくなるほどその影響は大きくなる。

(e) 仮定 (i)、(ii)を用いないエネルギー散逸率についての簡単なモデル
による近似とDNSデータによる測定結果は、指数 |p| < 5で良く一
致している。

(f) ũ(τ)と ũ(τ + s)の間の相関が sによらずスケールに依存しない相似
領域が存在する。その領域では、それぞれの間の joint PDFについ
ても相似的な形となる。同様の結果が、x̃(τ)と ũ(τ)の間の相関及
び joint PDF にも見られる。
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けるエンストロフィの生
成と輸送

3.1 はじめに
運動エネルギーのような保存量のカスケードの概念は、高レイノルズ
数乱流の現象論において中心的なものとなっている。たとえば、エネル
ギーカスケードにおいては、小さなスケールへの運動エネルギーの流れ
がある。レイノルズ数が十分高ければ、慣性小領域ではカスケードを支
配する動的プロセスは粘性によらないと考えられる。
しかしながら、渦度について考える場合はより複雑である。エンスト
ロフィは、大きなスケールから小さなスケールへと輸送されるといった
ような、エネルギーとのいくつかの共通な性質を持っているが、渦の伸
張が渦度の生成に寄与するために一般的なカスケードの考えは適用でき
ない。さらに、エンストロフィの多くは小さなスケールで直接生成され
るために、散逸するためにスケール間を移動する必要がない。それにも
かかわらず、慣性領域では渦の伸張があり、それが破壊されるのならば
その分のエンストロフィの小さなスケールへの輸送が必要である。

3.2 エンストロフィの生成と流束
幾分か大雑把であるが、エネルギーとエンストロフィのスケールごと
の変動を特徴づける単純な方法を以下に示す。ます、渦度場を次のよう
に 2つの部分に分ける。

ω = ωL + ωS. (3.1)

ここで、ωLは、あるスケール rより大きな渦構造からくるωへの寄与で
ある。もちろん、このような分解は一意には決まらず、フィルターのかけ
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方による。とりあえずここでは、一般的な方法であるωと適当なフィル
ターとの畳みこみによりωLを構成する。このようなプロセスは、ωLと
陰的にωS の両方がソレノイダルであることを保証する [25]。このとき、
Biot-Savartの法則から、次の式によりソレノイダルな速度場を構成する
ことができる。

ωL = ∇× uL, (3.2)

ωS = ∇× uS. (3.3)

スケールごとのエネルギーの変動を考えるために、uL および uS と
Navier-Stokes方程式との内積の集団平均を考える。式変形により以下の
式が得られる。

∂

∂t

⟨
1

2
(uL)2

⟩
+

⟨
uL · ∂uS

∂t

⟩
= −

⟨
SL

ijτ
S
ij − SS

ijτ
L
ij

⟩
+ ν(∼), (3.4)

∂

∂t

⟨
1

2
(uS)2

⟩
+

⟨
uS · ∂uL

∂t

⟩
=

⟨
SL

ijτ
S
ij − SS

ijτ
L
ij

⟩
+ ν(∼). (3.5)

ここで、τL
ij = −uL

i uL
j、τS

ij = −uS
i uS

j であり、ν(∼)は粘性項を表しその詳
細はここでは重要ではないため省略する。また、Sijは変形速度テンソル
である。適切なフィルターの選択により、左辺のクロス項を 0にすること
ができる [25]。そのような場合には以下の様にかける。

∂

∂t

⟨
1

2
(uL)2

⟩
= −ΠV − ν

⟨
(ωL)2

⟩
, (3.6)

∂

∂t

⟨
1

2
(uS)2

⟩
= ΠV − ν

⟨
(ωS)2

⟩
, (3.7)

ΠV (r) =
⟨
SL

ijτ
S
ij − SS

ijτ
L
ij

⟩
. (3.8)

明らかに、ΠV (r)はスケール rを過ぎる大きなスケールから小さなスケー
ルへのエネルギーの流束を表している。
次に、同じ議論をエンストロフィにも適用する。ωLおよびωSと

∂ω

∂t
+ u · ∇ω = ω · ∇u + ν∇2ω, (3.9)

の内積から以下の式が得られる。

∂

∂t

⟨
1

2
(ωL)2

⟩
= −F (r) + GL(r) − ν

⟨
(∇× ωL)2

⟩
, (3.10)

∂

∂t

⟨
1

2
(ωS)2

⟩
= F (r) + GL(r) − ν

⟨
(∇× ωS)2

⟩
. (3.11)
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ここで、

F (r) =
⟨
ωL · (u · ∇ωS)

⟩
= −

⟨
ωS · (u · ∇ωL)

⟩
, (3.12)

GL(r) =
⟨
ωL · (ω · ∇u)

⟩
=

⟨
ωL

i ωjSij

⟩
, (3.13)

GS(r) =
⟨
ωS · (ω · ∇u)

⟩
=

⟨
ωS

i ωjSij

⟩
, (3.14)

である。GL(r)とGS(r)はそれぞれ、大きなスケールおよび小さなスケール
における渦線の伸張によるエンストロフィの生成を表している。GS(0) = 0

であり、また
GS + GL = ⟨ωiωjSij⟩ , (3.15)

である。
GL(r)とGS(r)はともに、式 (3.9)の右辺の渦伸張を表す項からくる。
また、エネルギーカスケードの古典的な描像からGL(r) > 0、GS(r) > 0

である。一方F (r)は、式 (3.9)の左辺の移流項から生じ、また式 (3.10)と
式 (3.11)とでは異なる符号で表れているので、慣性によるスケール rを
過ぎるエンストロフィの輸送または流束を表している。
以上の解析を一般的なスペクトル的なアプローチと比較することは有
益なことである。E(k)をエネルギースペクトルとすると、

∂

∂t
[k2E] =

∂Πω

∂k
− 2νk4E, (3.16)

と書ける。ここで、

Πω(k) =
2k

15π

∫ ∞

0

Π∗(r)(kr)3j3(kr)dr, (3.17)

Π∗ = −5

4

1

r6

∂

∂r
r6 ∂

∂r

[
1

r
⟨(∆ux)

3⟩
]

, (3.18)

である。また、j3は球ベッセル関数、⟨(∆ux)
3⟩は 3次の縦速度構造関数

であり、Πω(k)とΠ∗とはハンケル変換のペアである。スペクトル的な輸
送項 ∂Πω/∂kは 2つの異なるプロセス、流束・生成を合わせたものであ
る。Πω(k)は 0から kの範囲のエンストロフィの生成率から、より小さい
スケールへのエンストロフィの流束を引いたものを表す。これをΠω(k ∼
π/r) ≈ GL(r) − F (r)と表す。

3.3 2点渦度相関の発展方程式
ここでは、2点渦度相関 ⟨ωiω

′
j⟩の発展方程式について解析する。ここ

で、ω, ω′はそれぞれ位置x, x + rにおける渦度とする。これまでの解析
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とは違い、渦度の移流と伸張を分けて考える。また、ここでは、慣性の
効果に興味があるので、粘性項は省略する。
式 (3.9)から以下の式が得られる。

∂

∂t

⟨
ωiω

′
j

⟩
=

∂

∂rk

[
⟨
ωiukω

′
j

⟩
+⟨ωjukω

′
i⟩]−

∂

∂rk

[
⟨
ωkuiω

′
j

⟩
+⟨ωkujω

′
i⟩]. (3.19)

ここで、右辺の第 1項はu · ∇ω、第 2項はω · ∇uからそれぞれ生じる。
まず i = jの場合について考える。

∂

∂t
⟨ω · ω′⟩ = −∇ · ⟨(ω · ω′)∆u⟩ + 2∇ · ⟨(∆u · ω′)ω⟩ . (3.20)

ここで、∆u = u′ − uである。式 (3.20)において、速度ではなく速度差
で表しているので、それぞれの項はガリレイ不変である。次に式 (3.19)、
(3.20)を以下のように書き換える。

∂

∂t

⟨
ωiω

′
j

⟩
= −Fij + Gij, (3.21)

∂

∂t
⟨ω · ω′⟩ = −Fii + Gii. (3.22)

ここで、

Fij = − ∂

∂rk

[
⟨
ωiukω

′
j

⟩
+ ⟨ωjukω

′
i⟩], (3.23)

Gij = − ∂

∂rk

[
⟨
ωkuiω

′
j

⟩
+ ⟨ωkujω

′
i⟩], (3.24)

Fii = ∇ · ⟨(ω · ω′)∆u⟩ , (3.25)

Gii = 2∇ · ⟨(∆u · ω′)ω⟩ , (3.26)

である。F (r)はFii、GL(r)はGiiからそれぞれ得ることができる。Fiiお
よびGiiについて第一に興味があるが、まずは ⟨ωiujω

′
k⟩の一般的な表現

を見つけることから始める。
等方性と連続性から ⟨ωiujω

′
k⟩を、r = |r|の 2つのスカラー関数 D、

B − Cによって以下のように書くことができる。

⟨ωiujω
′
k⟩ =

[
D′

r
rirjrk −

(r3D)′

2r2
(riδjk + rjδik) + Drkδij

]
+

1

2
(B − C)(riδjk − rjδik). (3.27)
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ここで、′は rについての微分を表す。また、D、B − Cは以下の式で定
義される。

4rD = ⟨ωx∆uxω
′
x⟩ (rêx), (3.28)

4(B − C) =
1

r

∂

∂r

1

r2

∂

∂r

1

r

∂

∂r
(r4u3K). (3.29)

K(r)は縦速度 3重相関関数⟨
u2

xu
′
x

⟩
(rêx) = u3K(r) =

1

6

⟨
(∆ux)

3
⟩
(rêx), (3.30)

である。式 (3.29)は以下のように書くことができる。

B − C = − 1

30r4

∂

∂r
(r5Π∗). (3.31)

ここで、Π∗は既に定義したように以下のようなものである。

Π∗(r) = −5

4

1

r6

∂

∂r
r6 ∂

∂r

[
1

6

⟨
(∆ux)

3
⟩]

= −15

2

1

r

∂

∂r

1

r4

∂

∂r
(r4u3K). (3.32)

Fii、GiiはB − Cの代わりにΠ∗をもちいて以下のように書ける。

Fii =
2

15

1

r2

∂

∂r

1

r

∂

∂r
r5

[
15D − 1

2
Π∗

]
= L

[
15D − 1

2
Π∗

]
, (3.33)

Gii =
2

15

1

r2

∂

∂r

1

r

∂

∂r
r5

[
15D +

1

2
Π∗

]
= L

[
15D +

1

2
Π∗

]
. (3.34)

ここで、Lは線形演算子

L[∼] =
2

15

1

r2

∂

∂r

1

r

∂

∂r
r5[∼], (3.35)

である。このように、Fii、Giiは 2つのスカラー関数D(r)、Π∗(r)によっ
て決定される。このあと示すように、式 (3.33)、(3.34)は F (r)とGL(r)

を表現するのに用い、以下のように書ける。

F (r) = 15D − 1

2
Π∗, (3.36)

G(r) = 15D +
1

2
Π∗. (3.37)
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3.4 エンストロフィのスケールごとの表現

3.4.1 スペクトル空間、実空間でのエンストロフィ密度

次に、エンストロフィのスケールごとの表現について考える。一般的な
方法は、エネルギースペクトルE(k)によるスペクトル的なアプローチで
ある。kE(k)はスケール r ∼ π/kにおけるエネルギーを表し、k3E(k)は
同じスケールにおけるエンストロフィと関連付けられる。このアプロー
チは以下のことを基にして合理化される。

(i) k2E(k) > 0,

(ii)
∫ ∞

0
k2E(k)dk = 1

2
⟨ω2⟩,

(iii) サイズ leのランダムな局所的Gaussian渦の集まりは、以下のよう
なエンストロフィスペクトルを形成する。

k2E(k) =
4⟨ω2⟩le
15
√

π
(kle/2)2 exp[−(kle/2)2]. (3.38)

このスペクトルは k = 2
√

3/le ≈ π/leでシャープなピークを持つ
[25]。

一般的なスペクトル的なアプローチでは、つぎにKarman-Howarth方
程式 [26]のフーリエ変換

∂E

∂t
=

k

π

∫ ∞

0

1

r

∂

∂r

1

r

∂

∂r
(r4u3K) sin(kr)dr − 2νk2E(k), (3.39)

について考える。より良い表現は
∂

∂t
[k2E] =

∂Πω

∂k
− 2νk4E, (3.40)

である。ここで、

Πω(k) =
2k

15π

∫ ∞

0

Π∗(r)(kr)3j3(kr)dr, (3.41)

である。
フーリエ空間を避ける、別の方法について考える [27]。k2E(r)とのア

ナロジーから、

Ω(r) = −15

4

∂

∂r

1

r

∂

∂r
⟨(∆ux)

2⟩, (3.42)

で定義されるΩ(r)について考察する。ここで、∆ux = ux(x+rêx)−ux(x)

は縦速度差である。以下のことがすぐに確かめられる。
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(i)
∫ r

0
Ω(r)dr > 0,

(ii)
∫ ∞

0
Ω(r)dk = 1

2
⟨ω2⟩,

(iii) サイズ leのランダムな局所的Gaussian渦の集まりは、以下のよう
な表現を与える。

rΩ(r) = ⟨ω2⟩(r/le)2 exp[−(r/le)
2]. (3.43)

この関数は r = leでピークを持つ。

明らかに、k2E(k)がエンストロフィのスケールごとの変動の大雑把な見
積もりを与えたのとほとんど同じような方法で、Ω(r)をエンストロフィ
密度と考えることができる。定義 (3.42)と ⟨ω · ω′⟩ = −∇2⟨u · u′⟩ から

⟨ω · ω′⟩ = L
[∫ ∞

r

Ωdr

]
= L

[⟨
1

2
(ωL)2

⟩]
, (3.44)

と書ける。ここで、Lは式 (3.35)で定義された線形演算子である。
Karman-Howarth方程式から、式 (3.40)、(3.41)の Ω(r)に対するアナ
ロジーが得られる。そして、以下の式が導かれる。

∂Ω

∂t
= −∂Π∗

∂r
+ 2ν

∂

∂r

1

r6

∂

∂r
(r6Ω). (3.45)

Π∗(r → ∞) = 0であるので、Π∗(r)は、慣性プロセスによるスケール r

以上のエンストロフィの増加率を表す。よって、Π∗(0) = ⟨ωiωjSij⟩であ
り、このことは定義からも直接確かめられる。

3.4.2 実空間でのエンストロフィの流束と生成

式 (3.45)の積分から

∂

∂t

∫ ∞

0

Ωdr = Π∗ − 2ν
1

r6

∂

∂r
(r6Ω), (3.46)

となり、式 (3.10)と比べることにより、

Π∗(r) = GL(r) − F (r), (3.47)

が得られる。すなわち、粘性効果がなければ、スケール r以上のエンス
トロフィの増加率は、正味の生成量からスケール rを過ぎるより小さな
スケールへの流束を引いたものに等しいということである。
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式 (3.22)、(3.33)、(3.34)および (3.44)から

∂

∂t
⟨ω · ω′⟩ = −Fii + Gii + 2ν∇2⟨ω · ω′⟩, (3.48)

が得られる。ここで、

⟨ω · ω′⟩ = L
[∫ ∞

r

Ωdr

]
, (3.49)

Fii(r) = L
[
15D − 1

2
Π∗

]
, (3.50)

Gii(r) = L
[
15D +

1

2
Π∗

]
, (3.51)

である。式 (3.48)を積分し演算子Lを消すことにより

∂

∂t

∫ ∞

r

Ωdr = −
(

15D − 1

2
Π∗

)
+

(
15D +

1

2
Π∗

)
−2ν

1

r6

∂

∂r
(r6Ω), (3.52)

を得る。さらに、式 (3.46)、(3.47)と式 (3.52)を比較することにより以下
の結果を得る。

F (r) = 15D − 1

2
Π∗, (3.53)

GL(r) = 15D +
1

2
Π∗. (3.54)

D(r)とΠ∗(r)による、エンストロフィの流束と生成についての陽的な表
現を得ることができた。

3.5 準平衡領域でのエンストロフィの生成と流束
の評価

3.5.1 慣性小領域での評価

Kolmogorovの 4/5則

⟨(∆ux)
3⟩ = −4

5
ϵr, η ≪ r ≪ L, (3.55)
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を式 (3.32)に代入することによりΠ∗ = 0となる。しかし、4/5則は r/L ≪
1での r/Lについての展開の最高次の項に過ぎない。Karman-Howarth方
程式を積分することにより

⟨(∆ux)
3⟩ = −4

5
ϵr − 3

r4

∫ r

0

r4 ∂

∂t
⟨(∆ux)

2⟩dr + 6ν
∂

∂r
⟨(∆ux)

2⟩, (3.56)

を得る。慣性小領域では、2/3則より以下のような形に書き換えられる。

⟨(∆ux)
3⟩ = −4

5
ϵr[1 − γt(r/L)2/3], (3.57)

ここで、γtはO(1)の正の係数である。新しい寄与 γt(r/L)2/3はKarman-

Howarth方程式の項 ∂⟨(∆ux)
2⟩/∂t から生じている。

式 (3.57)を式 (3.32)に代入すると、Π∗(r)はゼロではなく

Π∗(r) ∼ − ϵ

L2/3r4/3
, η ≪ r ≪ L, (3.58)

となる。一方、式 (3.28)から rD(r) ∼ ω2
rvrと評価できる。ここで、vr ∼

ϵ1/3r1/3、ωr ∼ ϵ1/3r−2/3はそれぞれ、スケール rにおける特徴的な速度、
渦度である。このとき、D ∼ ϵ/r2であるので、

GL(r) ∼ F (r) ∼ ϵ/r2, η ≪ r ≪ L, (3.59)

となる。さらに、Π∗ = −F + GLおよび式 (3.58)、(3.59)より

F (r) = GL(r)[1 + O((r/L)2/3)] ∼ ϵ/r2, η ≪ r ≪ L, (3.60)

を得る。

3.5.2 散逸領域での評価

次に散逸領域 r ∼ ηにおける GL(r)と F (r)の形について調べる。式
(3.19)から Fii(0) = 2⟨ω · (u · ∇ω)⟩ = 0、Gii(0) = 2⟨ω · (ω · ∇u)⟩であ
る。さらにこれらは rについての偶関数であるので

Fii(r → 0) = O(r2), (3.61)

Gii(r → 0) = 2⟨ωiωjSij⟩ + O(r2), (3.62)

と書ける。これらを式 (3.33)、(3.34)に代入し積分することによりGL(0) =

⟨ωiωjSij⟩および F (0) = 0が得られる。これらは Π∗(0) = ⟨ωiωjSij⟩と、



56 第 3章 高レイノルズ数乱流におけるエンストロフィの生成と輸送

r → 0でエンストロフィの流束がゼロになるということと矛盾しないも
のである。r ∼ ηの場合を考えると、式 (3.28)、(3.32)からD、Π∗は散逸
領域で次のようなスケールを持つことが分かる。

D(r) ∼ Π∗(r) ∼ ⟨ωiωjSij⟩ ∼ ϵ/η2. (3.63)

よって、以下の結果を得る。

F (r) ∼ GL(r) ∼ ϵ/η2 ∼ ⟨ωiωjSij⟩, r ∼ η. (3.64)

式 (3.64)の特筆すべき特徴のひとつは、散逸領域でのエンストロフィの
流束および生成は慣性小領域でのそれよりも (r/η)2のファクターだけ大
きいということである。これは、渦度が主にスケール ηにあるという事
実を反映している。
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3.6 数値計算との比較
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図 3.1: ⟨ωiωjSij⟩により規格化したGL(r)と F (r) の r/η依存性。(lin-log

plot) ([28]より)

2.2.1節で示した一様等方性乱流のDNSデータ [5, 6, 7]を用いて、解析
結果と数値計算との比較を行った。
図 3.1は、GL(r)と F (r)を r/ηの関数として求めたものである。期待
されたように、GL(r)とF (r)は正の値を持ち、またGL(0) = ⟨ωiωjSij⟩お
よび F (0) = 0であることが確認できる。さらに、これらの関数は散逸領
域が支配的であることがわかる。F (r)の最大値は r/η ≈ 6にあり、また
GL(r)の勾配の最大値も r ∼ 6ηにある。このことは、最も活発なエンス
トロフィの生成は、エンストロフィ流束が最大となるスケールと大体同
じところで起きていることを示唆している。
同じデータの log-logプロットを図 3.2に示す。慣性小領域では、GL(r)

と F (r)はほぼ等しく、式 (3.59)、(3.60)で予想されたように、F (r) ≈
GL(r) ∼ ϵ/r2のスケーリングを持っていることが確認できる。r−2となる
スケール領域が、特に高いRλに対して非常に広い範囲で明確に出ている
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図 3.2: ⟨ωiωjSij⟩により規格化したGL(r)とF (r) の r/η依存性。(log-log

plot) ([28]より)

ことは興味深い結果である。これは、E ∼ k−5/3が成り立つ範囲 [6]より
も広い。
図 3.3、3.4に Π∗(r) = GL(r) − F (r)を示す。散逸領域における Π∗(r)

の形は lin-logプロット (図 3.3)で見ることができ、一方、|Π∗|の log-log

プロット (図 3.4)から慣性小領域での振る舞いが分かる。グラフでは明
確ではないが Π∗ は散逸領域の外で負になっており、高 Rλ では、符号
の反転は r/η ≈ 50で起きている。この符号の反転は、|Π∗|の log-logプ
ロット (図 3.4)での |Π∗|のシャープなくぼみとして表れている。慣性領
域では Π∗/⟨ωiωjSij⟩は大体 r−4/3でスケーリングされていることが分か
る。⟨ωiωjSij⟩ ∼ ϵ/η2であり、また νは慣性領域では関係のない量である
ので、

Π∗/⟨ωiωjSij⟩ ∼ −(r/η)−2(r/L)2/3 ∼ −ϵ/(r4/3L2/3), (3.65)

と書けることを示唆している。
図 3.5は同じデータから求めた rdΠ∗/drである。この量はスケール空
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図 3.3: ⟨ωiωjSij⟩により規格化したΠ∗(r) = GL(r)− F (r) の r/η依存性。
([28]より)
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図 3.5: ⟨ωiωjSij⟩により規格化した rdΠ∗/dr の r/η依存性。([28]より)

間における局所エンストロフィ散逸の大きさを与える。ピークは r/η ≈ 5

にあり、これはエンストロフィ流束の最大値の場所と近く、また、エネル
ギー散逸のピークと比べるとかなり小さい (エネルギー散逸の最大値はだ
いたい r ≈ 14ηである [25])。
次に、アンサンブル平均をとる前のΠ∗(r)の統計について調べる。Π̂∗

をΠ∗の平均をする前の量とする。図 3.6、3.7はそれぞれ、Rλ = 429, 732

での、さまざまな r/ηについての Π̂∗(r)の PDFである。PDFは明らか
に非ガウシアンであり、テント状の形をしており、加速度や速度勾配の
PDFと非常に似ている。またPDFの形は、Π̂∗(r)の瞬間の値は正よりも
負の値の方が多いことを示している。いいかえると、このことは渦管の
伸張よりも圧縮の方が多く起きていることを示唆している
図 3.8に Π̂∗(r)の分散 σ2

Π = ⟨(Π̂∗ − ⟨Π̂∗⟩)2⟩ を示す。規格化された分散
は、Kolmogorovスケーリングを用いた場合にはRλにほとんど依存しな
いことが分かり、また慣性領域では σ2

Π/⟨ωiωjSij⟩2 ∼ (r/η)−10/3 に従って
いる。よって、平衡領域での Π̂∗(r)の統計量は、大きなスケールには敏感
ではないと言える。しかし、このことは正確には正しくない。慣性領域



3.6. 数値計算との比較 61

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

σ
Π
P

Π
(Π̃

∗
)

Π̃∗/σΠ

r/η = 2
r/η = 4
r/η = 8
r/η = 16
r/η = 32
r/η = 64
r/η = 128
r/η = 256
r/η = 512

図 3.6: Π̃∗(r)の PDF. (Rλ = 429) ([28]より)

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

σ
Π
P

Π
(Π̃

∗
)

Π̃∗/σΠ

r/η = 4
r/η = 8
r/η = 16
r/η = 32
r/η = 64
r/η = 128
r/η = 256
r/η = 512
r/η = 1024

図 3.7: Π̃∗(r)の PDF. (Rλ = 732) ([28]より)



62 第 3章 高レイノルズ数乱流におけるエンストロフィの生成と輸送

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

1 10 100 1000

σ
2 Π
/〈

ω
iω

j
S

ij
〉2

r/η

∝ r−10/3

Run256-1

Run512-1

Run1024-1

Run2048-1

Run256-2

Run512-2

Run1024-2

Run2048-2

図 3.8: ⟨ωiωjSij⟩2により規格化した分散 σ2
Π の r/η依存性。([28]より)

でのスケーリング σ2
Π ∼ r−10/3から、νを変数として消去するためには、

σ2
Π/⟨ωiωjSij⟩2 ∼ (r/η)−4(r/L)2/3, (3.66)

となる必要がある。式 (3.66)でのファクター (r/L)2/3の出現は、シミュ
レーションで用いた外力や大スケールの非等方性の影響によるものである。
最後に、図 3.9、3.10に、平均をとる前のFii、Gii のPDFを示す。Fii、

Giiは、

Fii = ∇ · ⟨(ω · ω′)∆u⟩ , (3.67)

Gii = 2∇ · ⟨(∆u · ω′)ω⟩ , (3.68)

のように定義され、F、GLとは F = L−1[Fii]、G = L−1[Gii]で関連付け
られる。よって、F̃ii、G̃iiの統計は F̃、G̃Lの統計の指標となる。Π̂∗(r)と
同じように、PDFはテント状の形をしていることが分かる。
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図 3.9: F̃iiの PDF. (Run 2048-1) ([28]より)
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図 3.10: G̃iiの PDF. (Run 2048-1) ([28]より)
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3.7 まとめ
本研究では、高レイノルズ数乱流中における渦の伸張とカスケードの

関係を明らかにするために、渦度を特徴づけるエンストロフィに着目し、
その各スケールにおける生成と輸送を、世界最大のレイノルズ数を実現
した 3次元一様等方性乱流の大規模 DNSデータ [5, 6, 7] によって評価
し、理論による予測との比較を行った。その結果、主に以下のことが示
された。

(a) エンストロフィの生成GL(r)、輸送 F (r) は散逸領域が支配的であ
る。F (r)の最大値は r/η ≈ 6にあり、またGL(r)の勾配の最大値も
r ∼ 6ηにある。このことは、最も活発なエンストロフィの生成は、
エンストロフィ流束が最大となるスケールと大体同じところで起き
ていることを示唆している。慣性小領域では、理論で予想されたよ
うにGL(r)とF (r)はほぼ等しく、F (r) ≈ GL(r) ∼ ϵ/r2のスケーリ
ングを持っている。

(b) エンストロフィの増加率Π∗(r) = GL(r)−F (r)は慣性小領域におい
て r−4/3のスケーリングを持つ。局所エンストロフィ散逸 rdΠ∗/dr

のピークは r/η ≈ 5にあり、これはエンストロフィ輸送が最大値と
なるスケールと近く、また、エネルギー散逸のピーク (r ≈ 12η)と
比べるとかなり小さい。

(c) アンサンブル平均をとる前の Π∗(r)の PDFは非ガウシアン的であ
り、テント状の形をしており、加速度や速度勾配の PDFと非常に
似ている。またPDFの形は、Π̂∗(r)の瞬間の値は正よりも負の値の
方が多いことを示しており、このことは渦管の伸張よりも圧縮の方
が多く起きていることを示唆している。
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4.1 はじめに
1941年のKolmogorovによる普遍平衡仮説 (K41)[2]によると、十分高
いレイノルズ数の乱流の十分小さなスケールでは、外力や境界条件の詳
細に依存しない普遍的な統計法則が存在すると考えられている。また、非
一様性乱流である壁乱流においても、レイノルズ数が十分高ければ、大き
なスケールのジオメトリの影響を受けないくらいには十分壁に近く、か
つ局所等方性が満たされるほど十分壁から離れている領域でK41が成立
すると考えられている [32]。

K41の普遍平衡仮説の中では、レイノルズ数の十分高い乱流の、境界
から十分離れ十分小さなスケールでは局所等方性が満たされるとされた。
実際に近くに境界の存在する乱流において、局所等方性が満たされるた
めには、どれくらい境界から離れていれば十分なのか、また、どれくら
いスケールが小さければ十分なのかということは必ずしも自明なことで
はない。
これまで、実験や数値計算により、壁乱流における局所等方性の成立
についての数多くの検証が行われてきている [29, 30, 31, 32]。しかし、実
験では高レイノルズ数の乱流が実現可能であるが、測定できる物理量に
は制限があるために、Taylor仮説に基づいて時系列データを空間データ
に置き換えるなどの近似を行っており、必ずしも厳密なものとは言えな
い。一方、数値計算では、さまざまな物理量が厳密に測定可能であるが、
これまで実現可能なレイノルズ数は低く限られていた。
本研究では、壁乱流の中で最も基礎的な問題の一つであるチャネル乱
流のDNSコードを開発し、地球シミュレータを用いた大規模並列計算に
より、世界最大のレイノルズ数のチャネル乱流DNSを実現を目指す。さ
らに、そのデータ解析により、高レイノルズ数壁乱流における局所等方
性の成立についての定量化を試みる。
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4.2 チャネル乱流

4.2.1 座標系

FlowFlow

spanwise: zz

streamwise: xx

wall-normal: yy

図 4.1: チャネル乱流の座標系。

座標系は、流れ方向に x、壁垂直方向に y、スパン方向に zをそれぞれ
とり、2枚の平板間隔を 2hとする (図 4.1)。x, z方向には流れ場が統計的
に一様であるとして周期境界条件を課し、y方向には壁上ですべりなし条
件を課す。また、流れは x方向の平均圧力勾配によって駆動され、その
大きさは体積流量の時間変化が一定となるように動的に決める。

4.2.2 支配方程式

基礎方程式には 3次元非圧縮Navier-Stokes方程式

∂u

∂t
= −∇

(
p +

1

2
|u|2

)
+ H +

1

Reτ

∇2u, (4.1)

∇ · u = 0, (4.2)

を用いる。ここで、u = (u, v, w)は速度、pは圧力、H ≡ u × ω =

(Hx, Hy, Hz)は非線形項、ω ≡ ∇ × u = (ωx, g, ωz)は渦度である。ま
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た、摩擦レイノルズ数

Reτ ≡ uτh

ν
, (4.3)

であり、ここで、νは動粘性係数、uτ は

u2
τ = ν

(
dU

dy

)
y=±h

, (4.4)

で定義される壁摩擦速度である。
式 (4.1)、(4.2)は、次のような、v(速度の y成分)に対する 4階の偏微
分方程式と g(渦度の y成分)に対する 2階の偏微分方程式に変形すること
ができる。

∂ϕ

∂t
= hv +

1

Reτ

∇2ϕ, (4.5)

∂g

∂t
= hg +

1

Reτ

∇2g. (4.6)

ここで、

ϕ ≡ ∇2v, (4.7)

g ≡ ∂u

∂z
− ∂w

∂x
, (4.8)

hg ≡ ∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
, (4.9)

hv ≡ − ∂

∂y

(
∂Hx

∂x
+

∂Hz

∂z

)
+

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
Hy, (4.10)

である。また、平板上での滑りなし条件および非圧縮条件から、境界条
件は以下のようになる。

u(x, y = ±h, z) = v(x, y = ±h, z) = w(x, y = ±h, z) = 0, (4.11)

g(x, y = ±h, z) = 0, (4.12)

∂

∂y
v(x, y = ±h, z) = 0. (4.13)
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4.3 DNSの方法
以下、本研究で行ったDNSの方法について述べる。DNSはKimら [33]

の方法に基づき、Navier-Stokes方程式及び非圧縮条件を、速度の壁垂直
成分のラプラシアンおよび渦度の壁垂直成分についての方程式に変形し
た式 (4.5)、(4.6)を基にして行った。

4.3.1 時間発展

時間発展には、Jiménezら [34]と同様に、非線形項に 3段のルンゲ・クッ
タ法、粘性項に陰的オイラー法をそれぞれ用いた。式 (4.5)、(4.6)に適用
すると以下のようになる。

ϕ(k+1) = ϕ(k) +

(
h(k)

v +
1

Reτ

∇2ϕ(k+1)

)
αk∆t,

g(k+1) = g(k) +

(
h(k)

g +
1

Reτ

∇2g(k+1)

)
αk∆t.

(k = 1, 2, 3) (4.14)

ここで、

(f (1), f (2), f (3), f (4)) = (fn, fn+1/3, fn+2/3, fn+1), f = {ϕ, g, hv, hg},
(4.15)

とした。下付き nは nステップ目の変数であることを表す。また、係数
αは以下のように与えられる。

α1 =
1

3
, α2 =

1

2
, α3 = 1. (4.16)

4.3.2 流れ方向及びスパン方向の空間離散化

流れ方向 (x)及びスパン方向 (z)の空間離散化にはフーリエ・スペクト
ル法を用いた。各変数 f を、以下のように x, z方向についてフーリエ級
数展開する。

f(x, y, z) =
∑
kx

∑
kz

f̂(kx, y, kz)e
−i(kxx+kzz). (4.17)

すると式 (4.14)は、ϕ = ∇2vと境界条件を考慮すると、以下のような
各波数 kx, kzのフーリエ係数についての yに関する 1次元常微分方程式に
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帰着する。

d2ϕ̂(k+1)

dy2
−

(
(k2

x + k2
z) +

Reτ

αk∆t

)
ϕ̂(k+1) = −Reτ

(
ĥ(k)

v +
ϕ̂(k)

αk∆t

)
,

d2v̂(k+1)

dy2
− (k2

x + k2
z)v̂

(k+1) = ϕ̂(k+1),

B.C. v̂(k+1)(kx, y = ±h, kz) = 0,

dv̂(k+1)

dy
(kx, y = ±h, kz) = 0,

(4.18)


d2ĝ(k+1)

dy2
−

(
(k2

x + k2
z) +

Reτ

αk∆t

)
ĝ(k+1) = −Reτ

(
ĥ(k)

g +
ĝ(k)

αk∆t

)
,

B.C. ĝ(k+1)(kx, y = ±h, kz) = 0.
(4.19)

ここで、B.C.は境界条件を表す。また、非線形項のフーリエ係数 ĥv, ĥg

は以下の式で与えられる。

ĥv =
d

dy
(ikxĤx + ikzĤz) − (k2

x + k2
z)Ĥy, (4.20)

ĥg = −ikzĤx + ikxĤz, (4.21)
Ĥx = v̂ωz − ŵg,

Ĥy = ŵωx − ûωz,

Ĥz = ûg − v̂ωx.

(4.22)

式 (4.22)の計算の際にはエイリアジング誤差が生じる。そのエイリアジ
ング誤差の除去のために、本研究では 3/2則を用いた。

ĝについての常微分方程式 (4.19)は、Dirichlet境界値問題として解くこ
とが可能である。一方、ϕ̂及び v̂についての常微分方程式 (4.18)は、境界
条件が ϕ̂に対しては直接与えられない。そのため、v̂に対する 4つの境界
条件を満たすように ϕ̂及び v̂を求める。その際には、Kimら [33]と同様
に解の線形性を利用した次のような方法を用いた。
まず、ϕ̂(k+1), v̂(k+1) をそれぞれ、特解 ϕ̂

(k+1)
p , v̂

(k+1)
p と 2 つの同次解

ϕ̂
(k+1)
1 , v̂

(k+1)
1 及び ϕ̂

(k+1)
2 , v̂

(k+1)
2 の線形結合として以下のように表わす。{

ϕ̂(k+1) = ϕ̂(k+1)
p + C1ϕ̂

(k+1)
1 + C2ϕ̂

(k+1)
2 ,

v̂(k+1) = v̂(k+1)
p + C1v̂

(k+1)
1 + C2v̂

(k+1)
2 .

(4.23)
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ここで、C1, C2は定数である。すると、式 (4.18)は次のような 3つの方
程式系に分解できる。

d2ϕ̂
(k+1)
p

dy2
− κϕϕ̂

(k+1)
p = −Reτ

(
ĥ(k)

v +
ϕ̂(k)

αk∆t

)
,

B.C. ϕ̂(k+1)
p (y = ±h) = 0,

d2v̂
(k+1)
p

dy2
− κvv̂

(k+1)
p = ϕ̂(k+1)

p ,

B.C. v̂(k+1)
p (y = ±h) = 0.

(4.24)



d2ϕ̂
(k+1)
1

dy2
− κϕϕ̂

(k+1)
1 = 0,

B.C. ϕ̂
(k+1)
1 (y = +h) = 0,

ϕ̂
(k+1)
1 (y = −h) = 1,

d2v̂
(k+1)
1

dy2
− κvv̂

(k+1)
1 = ϕ̂

(k+1)
1 ,

B.C. v̂
(k+1)
1 (y = ±h) = 0.

(4.25)



d2ϕ̂
(k+1)
2

dy2
− κϕϕ̂

(k+1)
2 = 0,

B.C. ϕ̂
(k+1)
2 (y = +h) = 1,

ϕ̂
(k+1)
2 (y = −h) = 0,

d2v̂
(k+1)
2

dy2
− κvv̂

(k+1)
2 = ϕ̂

(k+1)
2 ,

B.C. v̂
(k+1)
2 (y = ±h) = 0.

(4.26)

ここで、  κϕ = (k2
x + k2

z) +
Reτ

αk∆t
,

κv = k2
x + k2

z ,

(4.27)

とした。
次に、v̂(k+1)についての境界条件

dv̂(k+1)

dy

∣∣∣∣
y=+h

= 0,
dv̂(k+1)

dy

∣∣∣∣
y=−h

= 0, (4.28)



4.3. DNSの方法 71

を式 (4.23)に適用すると、以下の関係式を得る。
dv̂(k+1)

dy

∣∣∣∣
y=+h

=
dv̂

(k+1)
p

dy

∣∣∣∣∣
y=+h

+
dv̂

(k+1)
1

dy

∣∣∣∣∣
y=+h

+
dv̂

(k+1)
2

dy

∣∣∣∣∣
y=+h

= 0,

dv̂(k+1)

dy

∣∣∣∣
y=−h

=
dv̂

(k+1)
p

dy

∣∣∣∣∣
y=−h

+
dv̂

(k+1)
1

dy

∣∣∣∣∣
y=−h

+
dv̂

(k+1)
2

dy

∣∣∣∣∣
y=−h

= 0.

(4.29)

そして、式 (4.24)、(4.25)、(4.26)の解を用いて、連立方程式 (4.29)を解
くことにより定数C1, C2を決め、最終的に、式 (4.23)から求めるべき解
ϕ̂(k+1), v̂(k+1)を得る。

4.3.3 壁垂直方向の空間離散化

結局、式 (4.19)、(4.24)、(4.25)、(4.26)はいずれも、各フーリエモード
での、以下のような yに対する 1次元Helmholtz方程式のDirichlet境界
地問題に帰着する。{

f (2)(y) − κf(y) = r(y), (−1 < y < 1)

B.C. f(−1) = A, f(1) = B.
(4.30)

ここで、

f (2) ≡ d2f

dy2
, (4.31)

とし、κ(> 0), A, Bは定数とする。
本研究では、式 (4.30)の解法として以下に示すチェビシェフ・タウ法
を用いた。まず、f(y), r(y)をそれぞれ次のようにチェビシェフ多項式展
開する。(付録A参照)

f(yk) =
N−1∑
n=0

fnTn(yk), (4.32)

r(yk) =
N−1∑
n=0

rnTn(yk). (4.33)

ここで、Tn(y)は n次のチェビシェフ多項式、fn, rnはチェビシェフ係数、
ykはN 次のチェビシェフ多項式 TN(y)のゼロ点である。
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式 (4.32)、(4.33)とチェビシェフ多項式の直交関係を用いると、式 (4.30)

は以下のようなチェビシェフ係数に関する連立方程式で表わされる。

f (2)
n − κfn = rn. (n = 0, 1, · · ·N − 1) (4.34)

ここで、

f (2)(yk) =
N−1∑
n=0

f (2)
n Tn(yk), (4.35)

とした。連立方程式 (4.34)を解くことで、式 (4.30)の解を求めることが
可能である。しかしながら、チェビシェフ多項式は一般に式 (4.30)の境
界条件を満たさない。よって、連立方程式 (4.34)を解くことで求まる式
(4.30)の解も境界条件を満たさない。そこで、式 (4.30)の境界条件をチェ
ビシェフ係数で表わした式

f(−1) =
N−1∑
n=0

fn(−1)n = A,

f(1) =
N−1∑
n=0

fn = B,

(4.36)

を式 (4.34)の n = N − 2, N − 1の代わりに用いる。ここで、以下の関係
式を用いた。

Tn(±1) = (±1)n. (4.37)

結局、以下のようなチェビシェフ係数に関する連立方程式を解くこと
になる。 

f (2)
n − κfn = rn, (n = 0, 1, . . . , N − 3)

N−1∑
n=0

fn(−1)n = A,
N−1∑
n=0

fn = B.
(4.38)

以上のように、変数をチェビシェフ多項式展開し、そのチェビシェフ係
数についての連立方程式を立て、さらに、高次 (n = N − 2, N − 1)の係
数についての方程式を、境界条件を満たす関係式に置き換えることによ
り常微分方程式を解く手法をチェビシェフ・タウ法と言う。
連立方程式 (4.38)を解くために、チェビシェフ係数について成り立つ

以下の関係式を用いる。

cn−2

4n(n − 1)
f

(2)
n−2 −

1

2(n − 1)(n + 1)
f (2)

n +
1

4n(n + 1)
f

(2)
n+2 = fn. (4.39)
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ここで、

cn =

{
2, (n = 0)

1, (n > 0)
(4.40)

である。連立方程式 (4.38)は、式 (4.39)を用いると以下のような fnのみ
の連立方程式に書き換えられる。

κcn−2

4n(n − 1)
fn−2 −

(
1 +

κdn+2

2(n − 1)(n + 1)

)
fn +

κdn+4

4n(n + 1)
fn+2

= − cn−2rn−2

4n(n − 1)
+

dn+2rn

2(n − 1)(n + 1)
+

dn+4rn+2

4n(n + 1)
, (n = 2, 3, . . . , N − 1)

N−1∑
n=0

fn(−1)n = A,

N−1∑
n=0

fn = B.

(4.41)

ただし、

dn =

{
1, (n < N)

0, (n ≥ N)
(4.42)

とする。
さらに、式 (4.41)を偶数添え字と奇数添え字に分けることにより、そ
れぞれ次のような 3重対角+1行の連立方程式になる。

1 1 · · · 1 1

κα2 κβ2 − 1 κγ2

κα4 κβ4 − 1 κγ4 0
. . . . . . . . .

καN−6 κβN−6 − 1 κγN−6

0 καN−4 κβN−4 − 1 0

καN−2 −1



×



f0

f2

...

fN−4

fN−2


=



(A + B)/2

−α2r0 − β2r2 − γ2r4

−α4r2 − β4r4 − γ4r6

...

−αN−6rN−8 − βN−6rN−6 − γN−6rN−4

−αN−4rN−6 − βN−4rN−4

−αN−2rN−4


(4.43)



74 第 4章 高レイノルズ数壁乱流における局所等方性の検証



1 1 · · · 1 1

κα3 κβ3 − 1 κγ3

κα5 κβ5 − 1 κγ5 0
. . . . . . . . .

καN−5 κβN−5 − 1 κγN−5

0 καN−3 κβN−3 − 1 0

καN−1 −1



×



f1

f3

...

fN−3

fN−1


=



−(A − B)/2

−α3r1 − β3r3 − γ3r5

−α5r3 − β5r5 − γ5r7

...

−αN−5rN−7 − βN−5rN−5 − γN−5rN−3

−αN−3rN−5 − βN−3rN−3

−αN−1rN−3


(4.44)

ここで、

αn =
cn−2

4n(n − 1)
, βn = − 1

2(n − 1)(n + 1)
, γn =

1

4n(n + 1)
, (4.45)

とした。
式 (4.43)、(4.44)はそれぞれ、ガウスの消去法を下の行から適用するこ

とにより解いていく。
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表 4.1: DNSのパラメータ。

Reτ Lx/h Lz/h Nx × Ny × Nz ∆x+ ∆y+
c ∆z+

Case 1 320 π π/2 128 × 192 × 128 7.9 7.9 3.9

Case 2 640 π π/2 256 × 384 × 256 7.9 7.9 3.9

Case 3 1280 π π/2 512 × 768 × 512 7.9 7.9 3.9

Case 4 2560 π π/2 1024 × 1536 × 1024 7.9 7.9 3.9

4.3.4 計算条件

本研究で行ったDNSの計算条件をTable. 4.1に示す。摩擦レイノルズ数
Reτ及び格子点数Nx, Ny, Nzは、格子点間隔が∆x+ ∼ 8, ∆y+

c ∼ 8, ∆z+ ∼
4 となるように決めた [35]。ここで∆y+

c は壁垂直方向 (y)のチャネルの中
心部での格子点間隔であり、上付きの+は壁面摩擦速度 uτ と動粘性係数
νによる規格化を表す。時間刻み幅 dtは、CFL条件 (< 0.5)を満たすよう
に毎ステップ決めた。各種統計量は、統計的に準定常状態に達した乱流
場において 20 wash out以上の時間平均をとった。なお、ここで 1 wash

outとは平均流量が x方向に 1周期分 (Lx)流れるのにかかる時間である。
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4.4 可視化

図 4.2: 渦度の強い領域を表す渦度場の等置面。(Case 4)

Case 4の乱流場における渦度の強い領域を可視化したものを図 4.2に、
その壁付近の拡大を図 4.3にそれぞれ示す。渦度の強い領域は、壁付近に
集中していることが確認できる。
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図 4.3: 渦度の強い領域を表す渦度場の等置面の拡大図。(Case 4)
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4.5 基礎統計量

4.5.1 平均速度分布
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τ
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τ
= 640)
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= 1280)
Case 4 (Re

τ
= 2560)

図 4.4: 平均速度分布。実線は対数法則 U+ = (1/0.4) log y+ + 5.0、波線
は壁法則 U+ = y+をそれぞれ表す。

図 4.4に流れ方向の平均速度U の y+依存性を示す。各ケースの分布は
互いによく一致しており、粘性底層 (y+ < 5)においては壁法則

U+ = y+, (4.46)

が満たされていることが分かる。また、いわゆる対数法則

U+ =
1

κ
log y+ + A, (4.47)

が満たされる対数領域が存在し、レイノルズ数が大きくなるほどその領域
が広がっていくことが分かる。ここで、κ,Aは定数で、特に κはKármán

定数と呼ばれる。図 4.4では、κ = 4.0、A = 5.0とした。Case 4では対
数領域は 40 < y+ < 600であることが確認できる。
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4.5.2 速度変動成分のRMS値

流れ方向の速度変動成分 u、壁垂直方向の速度変動成分 v、スパン方向
の速度変動成分w のRMS値をそれぞれ以下のように定義する。

u′(y) = ⟨u(x, y, z)u(x, y, z)⟩1/2, (4.48)

v′(y) = ⟨v(x, y, z)v(x, y, z)⟩1/2, (4.49)

w′(y) = ⟨w(x, y, z)w(x, y, z)⟩1/2. (4.50)

ここで、⟨·⟩は x-z平面での平均を表す。
図 4.5に各方向のRMS値の y+依存性を示す。流れ方向のRMS値 u′は

y+ ∼ 15あたりにピークを持ち、その値はReτ の増大とともに大きくなっ
てることが分かる。ただ、Reτ 依存性は小さいと言える。
次に対数領域における振る舞いをみると、流れ方向および壁垂直方向
のRMS値 u′、v′はReτ が大きくなるほど y+依存性が小さくなっていく
ことが分かる。一方、スパン方向のRMS値 w′についてはそのような傾
向は見られない。

4.5.3 Taylorマイクロスケール

各方向の速度変動成分の2点縦速度相関をそれぞれ以下の式で定義する。

R(x)
uu (y, r) =

⟨u(x + r, y, z)u(x, y, z)⟩
⟨u(x, y, z)2⟩

, (4.51)

R(z)
vv (y, r) =

⟨v(x, y + r, z)v(x, y, z)⟩
⟨v(x, y + r, z)⟩1/2⟨v(x, y, z)⟩1/2

, (4.52)

R(z)
ww(y, r) =

⟨w(x, y, z + r)w(x, y, z)⟩
⟨w(x, y, z)2⟩

. (4.53)

それぞれの縦速度相関について、Taylorマイクロスケール λ
(x)
uu , λ

(y)
vv , λ

(z)
ww

が以下の式で定義される。

d2R
(x)
uu (y, r)

dr2

∣∣∣∣∣
r=0

= − 2

[λ
(x)
uu (y)]2

, (4.54)

d2R
(y)
vv (y, r)

dr2

∣∣∣∣∣
r=0

= − 2

[λ
(y)
vv (y)]2

, (4.55)

d2R
(z)
ww(y, r)

dr2

∣∣∣∣∣
r=0

= − 2

[λ
(z)
ww(y)]2

. (4.56)
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図 4.5: 速度変動成分のRMS値の y+依存性。(a) 流れ方向、(b) 壁垂直
方向、(c) スパン方向。
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流れ方向およびスパン方向については、一様性より

λ(x)
uu (y) =

√
u′2

⟨(∂u/∂x)2⟩
, (4.57)

λ(z)
ww(y) =

√
w′2

⟨(∂w/∂z)2⟩
, (4.58)

となる。
図 4.6に各方向のTaylorマイクロスケールの y+依存性を示す。壁付近
では y+依存性は小さいが、対数領域に入ると y+とともに大きくなって
ることが分かる。
次に、Reτ依存性についてみると、壁垂直方向およびスパン方向のTay-

lorマイクロスケール λ
(y)
vv、λ

(z)
ww のReτ 依存性は非常に小さいことが分か

る。一方、流れ方向のTaylorマイクロスケール λ
(x)
uu ではReτ 依存性が見

られ、Reτ の増大とともに λ
(x)
uu の値は、壁付近では小さくなり、逆に対

数領域では大きくなることが分かる。

4.5.4 Taylorマイクロスケール・レイノルズ数

各方向の速度変動成分についてTaylorマイクロスケール・レイノルズ
数を以下のように定義する。

Rλ
(x)
uu (y) =

λ
(x)
uu (y)u′

ν
, (4.59)

Rλ
(y)
vv (y) =

λ
(y)
vv (y)v′

ν
, (4.60)

Rλ
(z)
ww(y) =

λ
(z)
ww(y)w′

ν
. (4.61)

図 4.7に各方向の Taylorマイクロスケール・レイノルズ数の y+ 依存
性を示す。流れ方向のTaylorマイクロスケール・レイノルズ数Rλ

(x)
uu は、

Case 1を除いて、異なる y+で二つのピークを持つことがわかる。これ
は、低レイノルズ数のDNSによる結果 [36]と一致する。一つ目のピーク
の場所はReτ にほぼよらず y+ ∼ 10で見られ、乱流エネルギーの生成が
活発に起き、速度の RMS値が極大値をとる緩和層にほぼ一致する。ま
た、そのピークの値は Case 1を除いてReτ にほとんど依存していない。
二つ目のピークはレイノルズ数が低いCase 1では見られないが、レイノ
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図 4.6: Taylorマイクロスケールの y+依存性。(a) 流れ方向、(b) 壁垂直
方向、(c) スパン方向。
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図 4.7: Taylorマイクロスケール・レイノルズ数の y+依存性。(a) 流れ方
向、(b) 壁垂直方向、(c) スパン方向。
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図 4.8: Taylorマイクロスケール・レイノルズ数の y+依存性。(Case 4)

ルズ数がより高い他のCaseでは見られる。Reτ が高くなるにつれてピー
クをとる y+は大きくなり、また、そのピークの値も大きくなることがわ
かる。対数領域においては、Rλ

(x)
uu は y+とともに増加し、対数領域の外

側でピークの値をとっている。
一方、壁垂直方向およびスパン方向のTaylorマイクロスケール・レイ

ノルズ数Rλ
(y)
vv、Rλ

(z)
wwでは流れ方向のTaylorマイクロスケール・レイノ

ルズ数Rλ
(x)
uu で見られたような y+ ∼ 10でのピークはないことがわかる。

対数領域においては流れ方向のTaylorマイクロスケール・レイノルズ数
Rλ

(x)
uu とほぼ同じような振る舞いを示し、対数領域の外側でピークの値を

とるのも同様である。しかし、そのピークの値は流れ方向と比べると小さ
く (図 4.8)、これは速度成分についての非等方性が強いことを示している。
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4.5.5 エネルギー散逸率とKolmogorovスケール

図 4.9に以下の式で定義されるエネルギー散逸率 ϵの y+依存性を示す。

ϵ(y) = 2ν⟨SijSij⟩, (4.62)

Sij =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
. (4.63)

壁付近では y+依存性は小さいことが分かる。対数領域では、エネルギー
の生成と散逸の釣り合いの式

⟨uv⟩dU

dy
≃ ϵ, (4.64)

と対数則

U+ =
1

κ
log y+ + A, (4.65)

より
ϵ+ ≃ (κy+)−1, (4.66)

と書ける。図 4.9から、Reτ が大きくなるに従い式 (4.66)に一致して行く
傾向が確認できる。
図 4.10にKolmogorovスケール

η(y) =

(
ν3

ϵ(y)

)1/4

, (4.67)

の y+依存性を示す。エネルギー散逸率と同様に壁付近では y+依存性は
小さいことが分かる。また、対数領域では、定義 (4.67)と式 (4.66)より

η+ ≃ (κy+)1/4, (4.68)

と書ける。図 4.10から、Reτ が大きくなるに従い式 (4.68)に一致して行
く傾向が確認できる。



86 第 4章 高レイノルズ数壁乱流における局所等方性の検証

10−4

10−3

10−2

10−1

100

0.1 1 10 100 1000

ǫ+

y+

Case 1 (Re
τ

= 320)
Case 2 (Re

τ
= 640)

Case 3 (Re
τ

= 1280)
Case 4 (Re

τ
= 2560)

図 4.9: エネルギー散逸率の y+依存性。黒色の実線は ϵ+ = (0.4y+)−1を
表す。
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図 4.10: Kolmogorovスケールのy+依存性。黒色の実線はη+ = (0.4y+)1/4

を表す。
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4.6 エネルギースペクトルと構造関数のReτ依存
性

4.6.1 速度の1次元スペクトル

Kolmogorovの理論 [2]によると、慣性小領域において、縦速度 1次元
スペクトルE

(x)
11 (kx)および横速度 1次元スペクトルE

(x)
22 (kx), E

(x)
33 (kx)は

それぞれ次のような形で書ける。

E
(x)
11 (kx) = C1ϵ

2/3k−5/3
x , (4.69)

E
(x)
22 (kx) = E

(x)
33 (kx) = C ′

1ϵ
2/3k−5/3

x . (4.70)

ここで、C1はKolmogorov定数で、C ′
1は慣性小領域において (4/3)C1と

等しい。
図 4.11に、対数領域の外側の端における uの縦速度 1次元スペクトル

E
(x)
11 (kx)、v、wの横速度 1次元スペクトルE

(x)
22 (kx), E

(x)
33 (kx)を示す。式

(4.89)、(4.70)に一致して、k
−5/3
x のべきに近い波数領域が存在すること

が分かる。より詳細にみるために、同じデータを縦軸に k
−5/3
x を掛けてプ

ロットしたものを図 4.12に示す。図にはKolmogorov定数の古典的な値
であるC1 = 0.5 (C ′

1 = (4/3)C1) [47, 48] も示してある。横速度 1次元ス
ペクトルE

(x)
vv (kx)の Case 1を除いて、式 (4.89)、(4.70)に近い波数領域

が存在し、その波数領域はレイノルズ数が高くなるほど広がっていくこ
とが確認できる。また、その波数領域は縦速度 1次元スペクトルの方が
横速度 1次元スペクトルよりも広いことが分かる。

4.6.2 速度構造関数

Kolmogorovの理論 [2]は、速度構造関数の慣性小領域におけるスケー
リング則も示している。縦速度構造関数 D

(x)
uu (r)および横速度構造関数

D
(x)
vv (r)、D

(x)
ww(r)はそれぞれ

D(x)
uu (r) = C2ϵ

2/3r2/3, (4.71)

D(x)
vv (r) = D(x)

ww(r) = C ′
2ϵ

2/3r2/3, (4.72)

と書ける。ここで、C2 ∼ 4C1、C ′
2 = (4/3)C2である。
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図 4.11: 速度変動成分の 1次元スペクトル。(a) 流れ方向、(b) 壁垂直方
向、(c) スパン方向。
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図 4.12: 速度変動成分の 1次元スペクトル。(a) 流れ方向、(b) 壁垂直方
向、(c) スパン方向。
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図 4.13に、慣性低層の外側の端における uの縦速度構造関数、v、wの
横速度構造関数

D(x)
uu (r) ≡ ⟨(u(x + r, y, z) − u(x, y, z))2⟩, (4.73)

D(x)
vv (r) ≡ ⟨(v(x + r, y, z) − v(x, y, z))2⟩, (4.74)

D(x)
ww(r) ≡ ⟨(w(x + r, y, z) − w(x, y, z))2⟩, (4.75)

を示す。レイノルズ数が高くなるにつれて速度構造関数がKolmogorovに
よる予測 (4.71)、(4.72)に近づいていくスケール領域があることが分か
る。この結果は、粗面境界層の実験による観察結果 [30]と一致するもの
である。
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図 4.13: 速度変動成分の構造関数。(a) 流れ方向、(b) 壁垂直方向、(c) ス
パン方向。([49]より)
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4.7 せん断パラメータ
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図 4.14: せん断パラメータS∗のy+依存性。黒色の実線はS∗ = (0.4y+)−1/2

を表す。

壁乱流においての非等方性の強さを表すせん断パラメータ

S∗ ≡ (ν/ϵ)1/2S, (4.76)

S = dU/dy, (4.77)

を導入する。ここで、S は平均速度勾配である。せん断パラメータ S∗

は、平均せん断の時間スケールを表す 1/SとKolmogorovの時間スケー
ル τη ≡ (ν/ϵ)1/2との比である。
図 4.14にせん断パラメータ S∗の y+依存性を示す。壁付近では y+依

存性は小さく、また値はレイノルズ数が大きくなるほど小さくなること
がわかる。せん断パラメータは、壁から離れると y+ ∼ 20付近で急激に
小さくなり、対数領域では S∗ ∼ 0.1となることがわかる。また、対数領
域では式 (4.47)より

S+ ≃ (κy+)−1, (4.78)
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図 4.15: y+をパラメータとしたRλのS∗の関係。黒色の実線はS∗ ∝ R−1
λ

を表す。

と書けるので、これと式 (4.66)より、

S∗ ≃ (κy+)−1/2, (4.79)

となる。図 4.14より、対数領域においてレイノルズ数が大きくなるほど
S∗は式 (4.79)に近づいて行くことが確認できる。
図 4.15にせん断パラメータS∗と流れ方向のTaylorマイクロスケール・
レイノルズ数Rλ = Rλ

(x)
uu の関係を y+をパラメータとしてプロットした

ものを示す。Case 1を除き、S∗ ∝ R−1
λ となるRλの領域が存在すること

が確認でき、Reτ が大きくなるほどその領域は広がっていることが分か
る。ここで、この領域は対数領域とほぼ一致している。
一般に単純せん断乱流では、エネルギーの生成と散逸率が等しく、ま
た、局所等方性が成り立つと仮定すると、

S∗ ≃ 1

A1

√
20

3
R−1

λ ∝ R−1
λ , (4.80)
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図 4.16: エネルギーの生成 ⟨uv⟩dU/dy と散逸 ϵの比較。

と書ける [31, 50]。ここで、A1は以下の式で定義されるTownsendの構造
パラメータである [51]。

A1 ≡ −⟨uv⟩/ur, ur = (u′2 + v′2 + w′2)/2. (4.81)

図 4.15に示した S∗とRλの関係は式 (4.80)と矛盾しない結果である。
次に、式 (4.80)を導く際の仮定が、チャネル乱流の対数領域において

も成り立っているのかどうかを調べる。まず、エネルギーの生成と散逸
の釣り合いの式

⟨uv⟩dU

dy
≃ ϵ, (4.82)

について、その両辺の比較を図 4.16に示す。図 4.16から、対数領域にお
いてReτ の違いによらず式 (4.80)が良く成立していることが分かる。
次に、局所等方性から導かれる、エネルギー散逸率に関する仮定

ϵ ≃ ϵ1D ≡ 15ν

⟨(
∂u

∂x

)2
⟩

, (4.83)

について、ϵと ϵ1Dの比較を図 4.17に示す。式 (4.83)についても対数領域
でよく成立していることが分かる。
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図 4.17: エネルギー散逸率 ϵと ϵ1Dの比較。

次に、式 (4.81)で定義される構造パラメータA1の y+依存性を図 4.18

に示す。構造パラメータA1はReτ に依存しており、対数領域ではReτ が
大きくなるにつれて、A1の値は小さくなり、また y+依存性が弱くなって
いくことがわかる。
図 4.15で見られた S∗とRλの関係のReτ 依存性は、式 (4.80)における
構造パラメータA1のReτ依存性によるものと考えられる。そこで、A1S

∗

と Rλ の関係を y+をパラメータとしてプロットしたものを図 4.19に示
す。対数領域において、Reτ によらず同一のR−1

λ の直線にほぼ乗ること
が分かる。これは、式 (4.80)と一致する結果であるといえる。
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図 4.18: Townsendの構造パラメータA1の y+依存性。
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4.8 局所等方性の検証

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0.001 0.01 0.1 1

k
5
/
3
E

(k
)/

ǫ2
/
3

kη

E
(x)
11 (kx)

E
(z)
33 (kz)C1 = 0.5

y+ = 100 (Rλ ∼ 148, S∗
∼ 0.154)

y+ = 200 (Rλ ∼ 198, S∗
∼ 0.119)

y+ = 400 (Rλ ∼ 255, S∗
∼ 0.094)

y+ = 600 (Rλ ∼ 276, S∗
∼ 0.087)

図 4.20: 1次元縦速度スペクトルE
(x)
11 (kx)とE

(z)
33 (kz)の比較。(Case 4)

慣性小領域において局所等方性が満たされるなら、各 1次元速度スペ
クトルについて

E
(x)
11 (kx) = E

(z)
33 (kz), (4.84)

E
(x)
22 (kx) = E

(x)
33 (kx) = E

(z)
22 (kz) = E

(z)
11 (kz), (4.85)

が成り立つ。ここで、kzは波数の z方向成分である。
図 4.20に、Case 4の対数領域におけるE

(x)
11 (kx)とE

(z)
33 (kz)の比較を示

す。図にはKolmogorov定数の古典的な値である C1 = 0.5 [48] も示して
ある。ともに、式 (4.89)に近い領域が存在し、また、Rλが大きくなりS∗

が小さくなるほど互いに近づいていくことが確認できる。
図 4.21に、Case 4の対数領域における E

(x)
22 (kx), E

(x)
33 (kx), E

(z)
22 (kz)及

びE
(z)
11 (kz)の比較を示す。E

(z)
11 (kz)を除いて式 (4.70)に近い領域が存在す

ることが分かる。また、縦スペクトルでの結果と同様に、Rλが大きくな
り S∗が小さくなるほど互いに近づいていき、違いが小さくなることが分
かる。
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図 4.21: (a) 1次元横速度スペクトルE
(x)
22 (kx)とE

(x)
33 (kx)の比較、(b) 1次

元横速度スペクトルE
(z)
22 (kz)とE

(z)
11 (kz)の比較。(Case 4)
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図 4.22: 非等方性スペクトルD(x)(kx). (Case 4)

次に局所等方性の定量化をするために、非等方性スペクトルD(x)(kx)

を以下の式で定義する。

D(x)(kx) ≡
|E(x)

22 (kx) − E
(x)
33 (kx)|

|E(x)
22 (kx) + E

(x)
33 (kx)|

. (4.86)

図 4.22に、Case 4の対数領域における非等方性スペクトルD(x)(kx)を
示す。y+が大きくなり壁から離れるほど非等方性は減っていくことが分か
る。また、非等方性スペクトルD(x)(kx)が理論 [52]より示唆される k

−2/3
x

のべきを持つ波数領域が存在し、y+が大きくなるほど、それがより鮮明
になることが分かる。
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4.9 2次元エネルギースペクトル
次に、流れ方向の速度変動成分 uの 2次元スペクトルE11(k)について

解析を行う。ここで、k =
√

k2
x + k2

z であり、また、1次元縦スペクトル
E

(x)
11 (kx)と以下の関係にある。

⟨u2⟩ =

∫
E

(x)
11 (kx)dkx =

∫
E11(k)dk. (4.87)

Kolmogorovの理論 [2]によると、慣性小領域において 1次元縦スペク
トルE

(x)
11 (kx)が

E
(x)
11 (kx) = C1ϵ

2/3k−5/3
x , (4.88)

と書けるのと同様に、2次元スペクトルE11(k)についても

E11(k) = C ′′
1 ϵ2/3k−5/3, (4.89)

と書ける。(付録B参照)

図 4.23に、対数領域における 1次元縦スペクトルE
(x)
11 (kx)と 2次元ス

ペクトル E11(k)についてプロットしたものを示す。1次元縦スペクトル
E

(x)
11 (kx)、2次元スペクトルE11(k)ともに−5/3に近いべきを持った波数
領域が存在することが分かる。
より詳細にみるために、縦軸に波数の 5/3乗を掛けてプロットしたも

のを図 4.24に示す。−5/3に近いべきを持った波数領域は、1次元縦スペ
クトルE

(x)
11 (kx)よりも 2次元スペクトルE11(k)の方が広いことが確認で

きる。
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図 4.23: (a) 1次元縦スペクトル E
(x)
11 (kx), (b) 2次元スペクトル E11(k).

(Case 4)
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図 4.24: (a) 1次元縦スペクトル E
(x)
11 (kx), (b) 2次元スペクトル E11(k).

(Case 4)
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4.10 まとめ
本研究では、壁乱流の中で最も基礎的な問題の一つであるチャネル乱
流のDNSコードを開発し、地球シミュレータを用いた大規模並列計算に
より、現在世界最大のレイノルズ数Reτ = 2560のチャネル乱流DNSを
実現した。さらに、そのデータ解析により、主に以下のことが明らかに
なった。

(a) Taylorマイクロスケールは壁付近では y+依存性は小さいが、対数
領域に入ると y+とともに大きくなる。壁垂直方向およびスパン方
向の Taylorマイクロスケール λ

(y)
vv、λ

(z)
ww の Reτ 依存性は非常に小

さいが、一方、流れ方向の Taylorマイクロスケール λ
(x)
uu はReτ 依

存性が見られ、Reτ の増大とともに λ
(x)
uu の値は、壁付近では小さく

なり、逆に対数領域では大きくなる。

(b) 流れ方向のTaylorマイクロスケール・レイノルズ数Rλ
(x)
uu は、Case

1を除いて、異なる y+で二つのピークを持ち、一つ目のピークの場
所はReτ にほぼよらず y+ ∼ 10で見られ、二つ目のピークの値は対
数領域の外側でとり、Reτ が高くなるにつれて、そのピークの値も
大きくなる。Reτ = 2560の Case 4では、その値は約 280である。
一方、壁垂直方向およびスパン方向のTaylorマイクロスケール・レ
イノルズ数Rλ

(y)
vv、Rλ

(z)
wwでは流れ方向のTaylorマイクロスケール・

レイノルズ数 Rλ
(x)
uu で見られたような y+ ∼ 10でのピークはなく、

また対数領域における値も小さく、これは、速度成分についての非
等方性が強いことを示していると考えられる。

(c) 縦速度及び横速度についての 1次元スペクトル、構造関数は、レイ
ノルズ数Reτ が高くなるにつれてKolmogorov理論による予測に近
づいていく。

(d) 壁乱流においての非等方性の強さを表すせん断パラメータS∗は、壁
付近では y+依存性は小さく、その値はレイノルズ数が大きくなる
ほど小さくなる。また、壁から離れると y+ ∼ 20付近で急激に小さ
くなり、対数領域では S∗ ∼ 0.1となり、レイノルズ数 Reτ が大き
くなるほどS∗ ≃ (κy+)−1/2に近づいて行く。自由せん断乱流で成り
立つとされる S∗ ∝ R−1

λ となるRλの領域が存在することが確認で
き、Reτ が大きくなるほどその領域は広がっていく。ここで、この
領域は対数領域とほぼ一致している。
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(e) 式 (4.86)で定義される非等方性スペクトルにより局所等方性の定量
化を試みた結果、対数領域において、壁から離れるにつれて波数に
ついて−2/3乗のべきで非等方性が小さくなり局所等方性に近づい
ていく。

(f) 対数領域における 2次元スペクトル E11(k)が 1次元縦スペクトル
E

(x)
11 (kx)と同様に、Kolmogorov理論による予測と近いべきを持つ
波数領域が存在する。また、その波数領域は、1次元縦スペクトル
E

(x)
11 (kx)よりも 2次元スペクトルE11(k)の方が広い。これは、2次
元スペクトルでは z方向のスケールの情報も含んだ、1次元と比べ
てより質の高いデータが得られたためだと考えられる。
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本研究では、計算科学的手法による乱流の普遍統計法則の検証と追及
を目的として、3次元一様等方性乱流の大規模DNSデータの統計解析 (第
2章、第 3章)、高レイノルズ数チャネル乱流の大規模DNSとその統計解
析 (第 4章) を行った。
第 2章では、世界最大のレイノルズ数を実現した 3次元一様等方性乱
流の大規模DNSデータ [5, 6, 7] を用いて、エネルギー散逸率に関する統
計について解析し、さらにその中で、過去、間欠性モデルの導出の際に
用いられてきた、乗算過程 ϵn+1 = αnϵnに関する以下の統計的仮定につい
ての検証を行った。

(i) αnの統計がスケールによらない。

(ii) αnは互いに統計的に独立である。

その結果、un ≡ log αn/ log aのPDF、平均及び分散は、スケールに依存
していることが分かった。これは、αnについての仮定 (i)を支持しない結
果である。さらに、unの相関は、その形がスケールにはほとんど依存せ
ず、スケール比 aが 1に近づくにつれてある関数に収束していき、また、
相関時間は有限の値となることが分かった。これは、αnについての仮定
(ii)を支持しない結果である。ただし、これらの結果は、より高いレイノ
ルズ数において上記の仮定が成立する可能性を完全に否定するものでは
ない。以上の結果を踏まえ、仮定 (i)、(ii)を用いない、エネルギー散逸率
についての簡単なモデルを提案し、それによる近似とDNSデータによる
測定を比較した結果、指数 |p| < 5で良く一致していることが分かった。
また、上記の相関についての相似領域では、joint PDFについても相似的
な形となることが分かった。
第 3章では、高レイノルズ数乱流中における渦の伸張とカスケードの
関係を明らかにするために、渦度を特徴づけるエンストロフィに着目し、
その各スケールにおける生成と輸送を、世界最大のレイノルズ数を実現
した 3次元一様等方性乱流の大規模 DNSデータ [5, 6, 7] によって評価
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し、理論による予測との比較を行った。その結果、エンストロフィの生
成GL(r)、輸送F (r) は散逸領域で支配的であり、GL(r)の勾配とF (r)の
それぞれの最大値はほぼ同じ r/η ∼ 6にあることが分かった。このこと
は、最も活発なエンストロフィの生成は、エンストロフィ流束が最大と
なるスケールと大体同じところで起きていることを示唆している。また、
慣性小領域では、理論で予想されたようにGL(r)と F (r)はほぼ等しく、
F (r) ≈ GL(r) ∼ ϵ/r2のスケーリングを持っていることが分かった。エン
ストロフィの増加率Π∗(r) = GL(r)−F (r)は慣性小領域において r−4/3の
スケーリングを持つことが分かった。アンサンブル平均をとる前のΠ∗(r)

のPDFは非ガウシアン的であり、テント状の形をしており、加速度や速
度勾配のPDFと非常に似ていることが分かった。またPDFの形は、Π̂∗(r)

の瞬間の値は正よりも負の値の方が多いことを示しており、このことは
渦管の伸張よりも圧縮の方が多く起きていることを示唆している。
第 4章では、壁乱流の中で最も基礎的な問題の一つであるチャネル乱

流のDNSコードを開発し、地球シミュレータを用いた大規模並列計算に
より、現在世界最大のレイノルズ数 (Reτ = 2560)のチャネル乱流DNSを
実現した。そのデータ解析から、流れ方向の Taylorマイクロスケール・
レイノルズ数Rλ

(x)
uu は対数領域の外側でピークの値をとり、Reτ が高くな

るにつれて、そのピークの値も大きくなることが分かった。Reτ = 2560

の Case 4では、その値は約 280である。縦速度及び横速度についての
1次元スペクトル、構造関数は、レイノルズ数 Reτ が高くなるにつれて
Kolmogorov理論による予測に近づいていくことが確認された。壁乱流に
おいての非等方性の強さを表すせん断パラメータ S∗ は、対数領域では
S∗ ∼ 0.1となり、レイノルズ数Reτ が大きくなるほど S∗ ≃ (κy+)−1/2に
近づいて行くことが分かった。また、自由せん断乱流で成り立つとされ
る S∗ ∝ R−1

λ となるRλの領域が存在することが確認でき、Reτ が大きく
なるほどその領域は広がっていくことが分かった。非等方性スペクトル
により局所等方性の定量化を試みた結果、対数領域において、壁から離
れるにつれて波数について−2/3乗のべきで非等方性が小さくなり局所等
方性に近づいていくことが分かった。本研究では慣性小領域での局所等
方性について調べたが、今後は、さらに散逸領域における局所等方性の
成立に関しての解析を行いたいと考えている。
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付 録A チェビシェフ多項式

n次のチェビシェフ多項式 Tn(y)は次の式で定義される。

Tn(y) = cos(n cos−1 y). (A.1)

低次について具体的に書き下すと以下のようになる。

T0(y) = 1,

T1(y) = y,

T2(y) = 2y2 − 1,

T3(y) = 4y3 − 3y,

T4(y) = 8y4 − 8y2 + 1.

より高次のチェビシェフ多項式も以下の漸化式により求められる。

Tn+1(y) = 2yTn(y) − Tn−1(y). (n ≥ 1) (A.2)

N 次のチェビシェフ多項式 TN(y)は区間 [−1 : 1]でN 個のゼロ点を持
ち、その場所は以下の式で与えられる。

yk = cos

(
k + 1/2

N
π

)
. (k = 0, 1, . . . , N − 1) (A.3)

また、Tn(y)は以下の離散的な直交関係を満たす。

N−1∑
k=0

Ti(yk)Tj(yk) =


0, (i ̸= j)

N/2, (i = j ̸= 0)

N. (i = j = 0)

(A.4)

区間 [−1 : 1]の任意の関数 f(y)に対して、次のようなチェビシェフ多
項式展開が可能である。

f(y) =
N−1∑
n=0

fnTn(y). (A.5)
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ここで、fnはチェビシェフ係数で、直交関係 (A.4)より以下の式で与え
られる。

fn =
2

Ncn

N−1∑
k=0

fn(yk)Tn(yk). (n = 0, 1, . . . , N − 1) (A.6)

ただし、

cn =

{
2, (n = 0)

1, (n > 0)
(A.7)

とする。
式 (A.5)は、区間 [−1 : 1]で関数 f(y)を近似しており、特に TN(y)の

ゼロ点 yk(k = 0, 1, . . . , N − 1)上では厳密な値を与える。
チェビシェフ多項式の定義式 (A.1)とゼロ点の式 (A.3)より f(yk)と fn

は以下のような離散コサイン変換のペアとして表現できる。

f(yk) =
N−1∑
n=0

fn cos

(
k + 1/2

N
π

)
, (k = 0, 1, . . . , N − 1) (A.8)

fn =
2

Ncn

N−1∑
k=0

f(yk) cos

(
k + 1/2

N
π

)
. (n = 0, 1, . . . , N − 1) (A.9)

上記の離散コサイン変換は、離散フーリエ変換を用いて間接的に計算で
きるので、高速フーリエ変換による高速変換が可能である。
また、任意の関数 f(y)の微分

f (1)(y) =
df(y)

dy
, (A.10)

のチェビシェフ係数 f
(1)
n は、以下の関係式から fnを用いて求められる。

cn−1f
(1)
n−1 − f

(1)
n+1 = 2nfn. (n ≥ 1) (A.11)

ただし、f
(1)
N = 0, f

(1)
N−1 = 0とする。
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付 録B エネルギースペクトル

一様乱流において 3次元の速度相関スペクトルQij(k)を

Qij(k) =
1

(2π)3

∫
⟨ui(x + r)uj(x)⟩ exp(−ik · r)d3r,

で定義すると、等方性乱流においてはQij(k)は一般に

Qij(k) =
E(k)

4πk2
Dij(k), (B.1)

と書くことができる。ここでE(k)はエネルギー密度スペクトルと呼ばれ
波数ベクトル kには k ≡ |k|のみを通じて依存し、

1

2

⟨
u2

1 + u3
2 + u2

3

⟩
=

1

2

∫
Qij(k)d3k =

∫ ∞

0

E(k)dk, (B.2)

の関係を満たしている。
特に 1次元縦速度相関スペクトルと呼ばれるスペクトルE11(k1)は

E11(k1) =
1

π

∫ ∞

−∞
⟨u1(x + r, y, z)u1(x, y, z)⟩ exp(−ik1r)dr,

で定義され、次の関係をみたす。⟨
u2

1

⟩
=

∫ ∞

0

E11(k1)dk1,

E11(k1) = 2

∫ ∞

−∞
dk2

∫ ∞

−∞
dk3Q11(k) =

∫ ∞

−∞
dk2

∫ ∞

−∞
dk3

E(k)

2πk2

(
1−k2

2 + k2
3

k2

)
.

(B.3)

また、(k1, k3)面内で k2
1 + k2

3 = p2となるリング状で積分し、さらに k2方
向に積分したスペクトルE13

11(p)を

E13
11(p) =

∫ ∞

−∞
dk2

∫ 2π

0

dθpQ11(k), (B.4)
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で定義すると ⟨u2
1⟩は ⟨

u2
1

⟩
=

∫ ∞

0

E13
11(p)dp,

と表すことができる。ただし、ここで k1 = p cos θ, k3 = p sin θとした。
慣性小領域で (B.1)のE(k)がKolmogorovのベキ則

E(k) = Ko

⟨
ϵ
⟩2/3

k−5/3,

で与えられるとき、慣性小領域 1/L ≪ k1 ≪ 1/ηで (B.3)はよく知られた
ように

E11(k1) = C1

⟨
ϵ
⟩2/3

k
−5/3
1 , (C1 =

18

55
Ko)

を与える。また (B.4)は慣性小領域 1/L ≪ p ≪ 1/ηで

E13
11(p) =

∫ ∞

−∞
dk2

∫ 2π

0

dθp
E(k)

4πk2

(
1 − k2

1

k2

)
,

=
Ko

⟨
ϵ
⟩2/3

p

4π

∫ ∞

−∞
dk2

∫ 2π

0

dθ(k2
2 + p2)−17/6(k2

2 + k2
3),

=
Ko

⟨
ϵ
⟩2/3

p

4π

∫ ∞

−∞
dk2

∫ 2π

0

dθ(k2
2 + p2)−17/6(k2

2 + p2 sin2 θ),

=
1

2
Ko

⟨
ϵ
⟩2/3

p

∫ ∞

−∞
dk2(k

2
2 + p2)−17/6(k2

2 +
1

2
p2),

= Ko

⟨
ϵ
⟩2/3

p

∫ ∞

0

dk2(k
2
2 + p2)−17/6(k2

2 +
1

2
p2).

ここで k2 = xpとおくと

E13
11(p) = C ′′

1

⟨
ϵ
⟩2/3

p−5/3. (C ′′
1 = IKo)

ただし、

I =

∫ ∞

0

(x2 + 1)−17/6(x2 +
1

2
)dx,

=
1

2

∫ ∞

0

(t + 1)−17/6
(
t +

1

2

)
t−1/2dt,

=
7
√

πΓ(4/3)

12Γ(17/6)
≈ 0.535.
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