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概 要

本論文では、QED+QCD の格子計算により軽いクォーク、アップクォーク、ダウンクォー
ク、ストレンジクォークの質量 (mu,md,ms)を決定する。本研究では QEDを導入することに
より、アップクォークとダウンクォークの質量差mu −md の精密決定を可能としている。今回
の格子計算は RBC/UKQCDにより 2 + 1ドメインウォールフェルミオンを用いて生成された
QCDの配位と、クエンチ近似格子QEDで別途生成した U(1)配位を組み合わせた U(3)配位を
用いた。QED配位は、本研究において定式化を行った有限体積中に 1粒子状態を定義するQED
を用いて生成された。この配位から、クォーク質量を決定するため、軽い中間子 (π+,K+,K0)
の質量を計算した。そのうち、SU(3)のカイラル摂動論の適用範囲内から外れる K中間子の質
量をフィットするため、新たに SU(2)のカイラル摂動論の定式化を行い、O(αemp2)までの中間
子の質量の解析的な式を求めた。電磁相互作用が長距離力であることに由来する中間子の質量に
における有限体積効果の評価を行うために、有限体積中の O(αemp2)までのカイラル摂動論の表
式を求めた。また、クォーク質量及び電磁相互作用に特に依存する量として、陽子-中性子質量
差の電磁相互作用による寄与、mu 6= md による寄与を格子計算及びカイラル摂動論を用いた解
析により第一原理から見積もった。
以上の解析から、まず、SU(3) 及び SU(2) のカイラル摂動論の低エネルギー定数の値を

計算し、有限体積効果による影響、カイラル摂動論の展開の収束性を議論した。得られた低エ
ネルギー定数から、アップクォーク質量 mMS

u = 2.24 (10) (34) MeV, ダウンクォーク質量
mMS

d = 4.65 (15) (32) MeV, ストレンジクォーク質量 mMS
s = 97.6 (2.9) (5.5) MeVを得た。

ここで、MS の繰り込み点は 2 GeV である。また、得られたクォーク質量、低エネルギー定
数から、荷電-中性パイ中間子の質量差の最低次の値 (mπ+ − mπ0)QED = 3.38(23) MeV 及び
次の次数までの値 (mπ+ − mπ0) = 4.50(23) MeV を計算した。ここで、次のオーダーの中性
パイ中間子質量では、一部の項を含まない近似的な式を用いている。K 中間子の質量差におけ
る電磁相互作用からの寄与は (mK+ − mK0)QED = 1.87(10) MeV, mu 6= md からの寄与は
(mK+ −mK0)(mu−md) = −5.840(96) MeVを得た。また、得られたクォーク質量を用いるこ
とで、陽子-中性子質量差に関しては、電磁相互作用からの寄与が (mp −mn)QED = 0.383(68)
MeV, mu 6= md による寄与が (mp − mn)(mu−md) = −2.51(14) MeV、両者を合わせて、
mp −mn = −2.13(16)(70) MeVを得た。以上において 1番目の誤差は統計誤差、2番目の誤差
(存在するものは)系統誤差を示している。
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1 序論

1.1 低エネルギーQCDと標準模型を越える理論の検証

素粒子に対する現在の基本理論は、6個のレプトン粒子、6個のクォーク粒子とその間に働く力

(電磁力、弱い力、強い力)を記述する標準模型である [1, 2]。このうちクォーク間に働く強い力を

記述する QCDは、高エネルギーで相互作用が弱くなる性質 (漸近的自由性 [3, 4])、クォークを単

体では取り出すことが出来ないという性質 (カラーの閉じ込め [5])をはじめとした他の力には無い

非常に特徴的な性質を有する力学である。特に閉じ込の性質のため、クォークはそれ自身を単体で

観測することは出来ず、メソン (クォークと反クォークの束縛状態)やバリオン (3つのクォークか

らなる束縛状態) といったハドロンとして観測される。

QCDは、結合定数 αs(ここではMS による有効結合定数を意味するものとする) とクォーク質

量mq をパラメータとして、クォークの力学を記述するゲージ理論である。QCDは高エネルギー

の物理現象においては、通常の量子摂動展開を用いて計算した結果と実験との比較により、その正

しさの検証、確認がなされてきた。これは、漸近的自由性により高エネルギーほど結合定数 αsが

弱くなり、量子摂動展開を比較的良い精度で行うことが出来るためである。

その一方で、QCDの結合定数は、低エネルギーになるにつれて強くなり、量子摂動展開では計

算することが出来なくなる。そのため、クォーク質量 mq や結合定数 αs が与えられたとしても、

低エネルギーのハドロン物理量、メソンやバリオンの質量などを解析的に計算することは出来な

い。こうした低エネルギーQCDの効果により、実験の精度に比較して標準模型からの理論計算に

よる予言の精度が低い物理量は数多く存在している。低エネルギーにおけるハドロン物理量の定量

的な計算を行い、実験との比較を行うことはQCDが高エネルギーの摂動的な領域だけでなく、低

エネルギーのハドロンの物理学までの幅広いエネルギー領域に適用可能な理論であることを確認す

るために必要不可欠である。

他方で、ハドロンの物理量は、標準模型を越える基礎的な理論 (大統一模型、超対称模型など)

の検証を行う上でも重要な役割を果たす。QCDを含めた標準模型から定量的な予言を行い、実験

値との比較を行うことで、標準模型を越える理論の存在を議論することが可能となる。特に標準模

型を越える基礎的な理論の検証において重要な過程及び物理量として、

• K0 崩壊における CP対称性の破れ

• 陽子崩壊

• CKM行列要素

などが挙げられる。これらは、それぞれハドロンやクォークに関連する過程、物理量であるため、

実験値と摂動的な理論計算との直接的な比較を行うことが困難である。また、こういったハドロン

が直接的に関連する物理量ばかりではなく、µ粒子の異常磁気モーメントにおいても、輻射補正を

通じて誘導されるQCDからの寄与が誤差の主要な部分をしめており、実験との正確な比較を行う

ことが出来ていない状況がある。以上のような低エネルギーQCDに由来する困難を解決し、QCD

の物理学に対して定量的な予言を与える可能性のある理論は、現在までのところ格子ゲージ理論を

用いた数値計算のみである。
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1.2 格子理論による物理量の決定

低エネルギーQCDを第一原理から計算可能な唯一の理論は、現在のところ格子ゲージ理論を用

いた数値計算をおいて他に無い。格子理論は、対象とするゲージ系を有限体積の離散的な時空上に

実現する場の量子論の定式化である。格子数値計算を行うことは、この仮想世界を計算機上につく

りあげ、その世界での実験を行うということに相当している。格子ゲージ理論は、一度その定式化

が与えられてしまえば、作用に含まれるパラメータである裸の結合定数 αs、クォーク質量mq を

与えることにより、(原理的には)任意のハドロン物理量に対して数値計算を行うことが可能な非常

に強力な理論である。

格子計算により、第 1.1節に挙げたハドロンの関連する物理量を標準模型の第 1原理から定量的

に求めることが可能となった。例として、中性 K中間子K0の崩壊を特徴づける |εK |というパラ
メータを考える。この量は、標準模型の範囲内では

|εK | = (known factor)×BK(µ)× f (ρ̄, η̄) , (1.2.1)

の形に書くことが出来る [6]。ここで、f (ρ̄, η̄)は既知の関数であり、ρ̄,η̄は CKM行列の行列要素

を示すパラメータである。BK は実験や摂動計算からは良い制度で決定されていない量であり、

BK(µ) =
〈K0| d̄γµ (1− γ5) s d̄γµ (1− γ5) s |K0〉

8
3f

2
Km

2
K

(1.2.2)

と定義されている。この中で fK ,mK は実験などにより良く決められているパラメータであるた

め、ハドロン行列要素 〈K0| d̄γµ (1− γ5) s d̄γµ (1− γ5) s |K0〉を定量的に評価することが出来れば、
CKM行列要素のパラメータ η̄と ρ̄の関係式を得ることが出来る。このハドロン行列要素を格子計

算で評価することにより、例えば [7–15]を初めとした多くの研究により、|εK |の値が見積もられ
ている。

同様に他の物理量に対しても、CKM行列要素 Vusに関しては、K中間子のレプトン崩壊K → lν

の崩壊幅と格子計算により決定された崩壊定数 fK/fπ の値を組み合わせて求める方法 [16–27] 及

び格子計算から決定するパイ中間子-K中間子の行列要素と K中間子の半レプトン崩壊 K → πlν

の崩壊幅を組み合わせて用いる方法 [28–33] により、格子計算を利用することでその値が得られて

いる。また、陽子崩壊の崩壊率に関しても、例えば [34–36] などにおいて核子-真空のハドロン行列

要素を格子計算で決定することにより計算されている。以上をはじめとした低エネルギーの QCD

が関連する様々な物理量に対して、格子QCD計算により、非摂動的なQCDの力学を解くことで、

定量的な予言を与えることが可能となっている。

1.3 基本パラメータの精密決定

以上の節で紹介した物理量をはじめとする、様々なハドロンに関連した標準模型の物理量が、こ

れまでの多くの格子数値計算により定量的に見積もられてきた。近年の格子計算は、様々な発展

(例えば、計算機性能の向上、計算アルゴリズムの改善、格子誤差を少なくする新しい格子作用、

有限体積効果の理論的な理解、非摂動繰り込みなど) により、その計算精度が飛躍的に上昇して

いる。特に、核子やパイ中間子の質量などの物理量に関しては O(1)%以下の誤差で計算されてお

り [22,37–40]、格子理論を用いた標準模型からの予言と、多様な実験結果との精密な比較を行う環

境が整いつつある。

こうした発展により、様々な物理量に対して誤差の少ない予言を行うことが可能となってきた格

子QCDであるが、一方で、格子QCDを用いてハドロン物理量の精密な予言を行うためには、精
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密な計算を行うことに加えて、計算のパラメータである結合定数 αs及びクォーク質量mu,md,ms

を精密に決定しておく必要がある。ところが、QCDの結合定数をはじめとした多くの標準模型のパ

ラメータが 1%以下の高精度で決められているのに対して、軽いクォーク質量の決定精度は表 1に

見られるように 25%以上の誤差と非常に悪い。次世代格子QCDの精密な数値計算により、標準模

型の検証を行うためには、理論のパラメータであるクォーク質量を決定しておくことが必要不可欠

である。また、クォーク質量の決定は、こうした数値計算の入力パラメータとして用いるためだけ

でなく、標準模型を越える物理のフレーバーの情報、Strong CP問題に対するmu = 0という解の

検証という理論的な観点からも重要であると考えられる [41, 42]。

me [MeV] mµ [MeV] αem αs(mZ)

0.510998910(13) 105.658367(4) 1/137.035999679(94) 0.1184(7)

mu[MeV] md [MeV] ms [MeV]

1.7 ∼ 3.3 4.1 ∼ 5.8 101+29
−21

表 1: 標準模型のパラメータの一部を示した図 [6]。上段の左から電子質量me、ミュー粒子質量

mµ,電磁相互作用の微細構造定数 αem, 強い相互作用の結合定数 αs、下段の左からアップクォーク

質量mu,ダウンクォーク質量md,ストレンジクォーク質量ms を示している。他のクォーク質量

やレプトンの質量、CKM行列要素も同様に 1%以下の精度で精密に決定されている [6]。(未だ観

測されていないヒッグス粒子に関する物理量を除けば)他の物理量に比較して軽いクォーク質量の

決定精度は著しく悪い。

軽いクォーク質量の決定に際して、最も大きな困難はクォークがQCDの閉じ込めの性質である。

この性質のため、クォークを単体では観測することが出来ず、クォーク質量を実験的に測定するこ

とは出来ない。このため、クォーク質量を決定するには観測することが出来るハドロンの物理量を

クォーク質量と定量的に結びつける何らかの理論的な考察が必要となる。

格子計算では、QCDの力学を解き、ハドロンの実験値を再現するパラメータを探ることにより

クォーク質量を決定することを実現している。例として、パイ中間子質量からクォーク質量を得る

ことを考える。QCDの低エネルギー有効理論であるカイラル摂動論 (第 3節)によれば、パイ中間

子の質量はアップクォーク質量mu、ダウンクォーク質量mdなどのクォーク質量のべきの形に書

くことが出来る [43]；

M2
π = Bπ (mu +md) + Cπ (mu +md)

2
+ · · · (1.3.1)

ここで、Bπ,Cπ は共に QCDの非摂動的な力学により本来的には決まっている量であるが、カイ

ラル摂動論においては未定の係数である。格子計算では、仮想的にクォーク質量を様々に変化させ

ることが出来るため、それぞれのクォーク質量値に対するパイ中間子の質量Mπ を測定すること

で、式 (1.3.1)に現れる係数Bπ, Cπ を決めることができる。一旦係数を固定することが出来てしま

えば、実際のパイ中間子の質量値を再現するように式 (1.3.1)中のクォーク質量を調整することで、

クォーク質量を決定することが出来る。

軽いクォーク質量mu,md,msを決定するためには、対応する 3個のハドロン物理量の実験値が

必要である。通常、格子計算では、3個のハドロン物理量としてパイ中間子及び K中間子の質量

Mπ+ ,MK+ ,MK0 を選ぶ [18, 22,37,44]。これは

• 実験的に非常に良い精度で測定されている

• 格子計算において良い精度で値を得ることが出来る
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• Mπ+ ,MK+ ,MK0 はクォーク質量に大きく依存する関数系である

といった理由による。

格子QCD数値計算の発展以前より、クォーク質量は、ハドロンに対する低エネルギー実験とカイ

ラル摂動論のみから求められてきた [45]。この手法ではクォーク質量とカイラル摂動論のLagrangian

のパラメータ (QCDでは 14個のパラメータ [45]、電磁相互作用を導入することで更に 25個のパ

ラメータ [46])を実験値に同時フィットすることで決める必要がある。これには多くの精度の良い

実験値が必要であり、少なくともこれまでのところ精度の良いクォーク質量の決定は果たされてい

ない。これに対して、格子計算を用いたクォーク質量の決定では、(上に述べたように)仮想的世界

のクォーク質量を変えることが出来るため、3個のクォーク質量に対して、3個の物理量を用いる

だけでよい。このため、3個の物理量として実験精度の良い物理量を選んだ上で格子計算の精度を

挙げていけば、精度のよいクォーク質量の値を得ることが出来る。

これまでに行われている格子 QCDの計算からは、残念ながら、アップクォークの質量mu、ダ

ウンクォークの質量 md を個別に決定することは出来ていない。この理由としては、これまでの

格子数値計算が用意するのはQCDのみから成る仮想世界であることである。他方で、クォークは

電磁相互作用に関する電荷を帯びており、アップクォークの電荷 (2e/3)はダウンクォークの電荷

(−e/3)とは異なる。このため、通常クォーク質量を求めるために用いている荷電-中性K中間子の

質量差MK0 −MK+ や荷電-中性パイ中間子の質量差Mπ+ −Mπ0 は以下の 2要素からの影響を受

けることとなる。

• アップクォークとダウンクォークの質量差mu −md 6= 0による効果

• アップクォークとダウンクォークの電荷の違い qu 6= qd による効果

K中間子の質量差は、K中間子の質量に対して 1%程度であり、単純には O(αEM) ∼ O(1/137) ∼
O(1)%程度であると考えられる電磁相互作用の寄与を無視することは出来ない。実際に (その質

量差のほとんどが電磁相互作用の効果によると考えられている) 荷電-中性π中間子質量差では

(mπ+ − mπ0)/mπ+ ∼ 3%程度の寄与を与えることが知られている。このため、クォーク質量差

mu−mdをK中間子の質量自身の 1%程度である荷電-中性K中間子質量差から見積もるには、電

磁相互作用からの寄与を大きさを押さえておく必要がある。実際に、(電磁相互作用の効果を陽に

計算していない) MILCによる大規模な格子計算では、クォーク質量差を決定する上で電磁相互作

用の不定性が大きく、クォーク質量差mu −mdを実質的に決定することが出来ていない [47]。ま

た、アイソスピンの破れの大きさは 1 ∼ 10MeVであることから、近い将来、格子 QCD数値計算

がハドロンの物質量を O(1)%以下の精度で定量的に実際的な方法を提供することを考慮すると、

格子 QCD計算において量子論的な電磁相互作用 (QED)の効果を含める何らかの手法を考えるこ

とは不可欠である。

本研究では、ハドロン物理量へのQED効果を計算するため、電磁相互作用を格子上に導入する。

ハドロン物理量への影響はO(100) MeV以下の光子の量子揺らぎで支配されると考えられるため、

カットオフ O(1/a)が充分大きければ格子 QEDの作用の詳細によらないことが期待される。その

上で、この方法により、電磁相互作用の効果がパイ中間子及び K中間子に与える影響の大きさを

第一原理から見積り、より正確な軽いクォーク質量mu,md 及びms を求める。そして、これらの

クォーク質量を用いて、クォーク質量差及び電磁相互作用に特に影響を受ける物理量である陽子-

中性子質量差の大きさを格子計算により決定し、今回の方法が機能しているかを検証する。現実に

は陽子と中性子の質量は、わずかに中性子が重いため、中性子は非常に緩やかに崩壊し、また、原

子核内では、中性子は安定な物質となることになり、現在の宇宙、炭素から成る生物が形づくられ
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ている [48–50]。本研究の格子理論を用いた数値計算では、電磁相互作用のみの寄与を考えると、

陽子よりも中性子の方が軽いという結果が得られる。この電磁相互作用による陽子-中性子質量差

の値は本研究において始めて見ることが出来た値である。本研究により、現実に観測される陽子-

中性子の微妙な質量差は電磁相互作用の寄与と QCDによるmu −md の寄与の絶妙なバランスの

上に成り立っているということを示す。

1.4 本論文の構成

本論文では、まず第 2節において格子理論の概要を説明する。初めにスカラー理論を用いて簡単

に格子理論の基本的事項を説明し (第 2.1節)、次に格子上にゲージ場を導入する方法 (第 2.2節)、

フェルミオン場を導入する方法とその困難、解決について説明する (第 2.3節,第 2.4節,第 2.5節

)。特に第 2.4節で与えられるドメインウォールフェルミオンは格子上においてカイラル対称性を保

つ比較的新しい定式化であり、今回の格子計算では、この定式化を用いて格子計算を行っている。

第 2.6節及び第 2.7節ではクォーク質量を格子計算により決定される擬スカラーメソン質量を用い

て決定する方法を紹介する。その後、第 2.8節では格子数値計算の特性として達成される、ループ

中のクォーク質量と外線の質量を異なる質量にする定式化 (Partially Quenching)を紹介し、その

後、格子計算にクエンチと呼ばれる近似において電磁相互作用を導入する方法を紹介する (第 2.9

節,第 2.10節)。特に第 2.10節は本研究により新しく有限体積中の電磁相互作用を定式化したもの

であり、今回の数値計算においてもこの定式化に基づいた計算を行っている。この節の最後に、今

回の格子計算に用いたパラメータを示し (第 2.11節)、ドメインウォールフェルミオンのカイラル

対称性の破れに対する電磁相互作用の影響を数値計算により導いた結果を示す (第 2.12節)。

次に第 3節ではカイラル摂動論について説明する。現在の格子計算では、現実のクォーク質量

より重い質量での数値計算が行われており、現実的なクォーク質量における物理量を導出するため

には何らかの外挿が必要となる。本研究では、カイラル対称性を保つドメインウォールフェルミオ

ンを用いた格子計算を行うため、カイラル対称性により導かれる通常のカイラル摂動論を用いた外

挿を行うことが可能である。第 3節では、まず QCDにおけるカイラル対称性 (第 3.1節)とそこ

から導かれるカイラル摂動論の基本事項を紹介し (第 3.2節,第 3.3節)、その後、格子理論に特有

の Partially Quenchingを行った QCDに対応するカイラル摂動論 (PQChPT)を紹介する (第 3.4

節)。次に今回の電磁相互作用を含んだ格子計算を外挿するのに必要となる電磁相互作用を含んだ

カイラル摂動論を紹介する (第 3.5節)。その後、本研究により導いた有限体積中の電磁相互作用に

よる影響の大きさをカイラル摂動論を用いて評価する方法を紹介する (第 3.6節)。これは格子計算

は有限体積の箱の中で数値計算を行うため、長距離力である電磁力は特に大きな影響を受けること

が想定されるからである。次に、第 3.7節では、K中間子を重い粒子としてパイ中間子とは別の手

法で扱う方法を紹介する。これは、近年の格子計算によれば、K中間子はカイラル摂動論の適用限

界を越えているという結果が出ているためである [16,17,39,51,52]。まず、通常の QCDにおける

SU(2)+Heavy Kaonの理論 (HKChPT) [53]を第 3.7.1節において紹介し、その後、今回の格子計

算のために構成した電磁相互作用を含む理論を第 3.7.2節において紹介する。また、構成した理論

により O(αemp
2)までの K中間子質量の有限体積効果を含む表式を計算する。この節の最後に実

際に数値計算からクォーク質量を導く際に用いた表式をまとめる (第 3.8節,第 3.9節)。

最後に第 4節は、この論文における主要な格子計算の結果である。第 4.1節では、メソンの質

量差を格子計算により ±eトリック [44]と呼ばれる方法を用いて決定する。この方法により、メ

ソンの質量自身と比較して非常に高精度なメソン質量差の数値計算が可能となる。第 4.2節では、

有限体積効果を考慮した上で、カイラル摂動論の係数を、SU(3)のカイラル摂動論の場合、SU(2)

5



のカイラル摂動論の場合に対してそれぞれ決定する。この際、電磁相互作用を含めた場合の有限体

積効果、SU(3)及び SU(2)カイラル摂動論を用いた際の収束性の違い及び電磁相互作用の大きさ

の違いを議論する。続く第 4.3節では、クォーク質量を求める。この時、クォーク質量を決定する

際に考えられる系統誤差を詳細に議論する。その後、第 4.4節では、一旦 u, dの質量を決めると

アウトプットとして得られるメソンの物理量 (∆M2
π ,κ,Q

2)を示す。最後に、第 4.5節において u,d

の質量及び電磁相互作用が特に重要な物理量として格子計算により得られた陽子-中性子質量差に

対する格子計算の結果を示す。

2 格子計算の準備

本節では、強い相互作用の理論を非摂動的に計算することが可能な唯一の理論である格子ゲージ

理論について説明する。格子理論では、有限体積の 4次元のユークリッド時空を離散化し、自由度

を有限にすることで、数値計算を可能としている。まず初めに記法の確認をかねて簡単に格子ゲー

ジ理論を概観する。また、今回の研究で用いたドメインウォールフェルミオンの説明、配位生成の

方法について述べる。次に、格子上に電磁相互作用をクエンチ近似と呼ばれる方法で導入する方法

を述べその後、電磁相互作用を単純に有限体積内に導入する困難と今回採用した解決の方法に関し

て説明する。

2.1 格子上のスカラー場

この節では、スカラー理論での格子上での定式化を簡単に説明する。また、スカラー理論は最も

基本的な理論であるため、スカラー理論を用いて格子理論の基本的な概念及び表記の導入を行う。

連続時空上の場の理論では、自由スカラー場の Lagrangianは以下のように書くことができる。

L(x) = −1

2
φ(x)∂µ∂µφ(x) +

1

2
m2φ(x)2, (2.1.1)

ここで、xµ はユークリッドの 4次元座標、φは 4次元時空上のスカラー場、mはスカラー場の質

量である。また、繰り返し現れる添字はアインシュタインの規約をとっている；

∂µ∂µφ =
4∑

µ=1

∂µ∂µφ. (2.1.2)

経路積分量子化の定式化においては、量子場の理論の全ての情報が Green関数に含まれている。

Green関数は作用 S (φ) =
∫
d4xL(x)を用いて以下のように表される。

G (x, y, · · · ) =
∫
Dφ φ(x)φ(y) · · · e−S(φ)∫

Dφ e−S(φ)
. (2.1.3)

ここでDφは形式的に

Dφ =
∏
x

dφ (xµ) (2.1.4)

と定義されている。今、連続的な xµであるため、数学的に意味を持たないこの積分に意味を持た

せるため、時空を格子間隔 aの下で離散化する。この時、格子点は、整数 nµ (µ = 1 ∼ 4)を用いて

xµ = nµaと表される。式 (2.1.4)の積分は、∏
n

dφ(na) (2.1.5)
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における a→ 0の極限で定義されることになる。

以上の格子化に対応して、作用を格子化することを考える。作用を格子化する際の指導原理とし

て以下の条件を要請する。

1. 格子理論の作用は連続極限において、連続理論における作用と一致する；

lim
a→0

Slat. = Scont. (2.1.6)

2. 格子理論の作用は連続理論の作用と「なるべく」同じ対称性を持つように要請する。「なる

べく」というのはローレンツ対称性などは明らかに格子上で実現することはできず、これら

の対称性は連続極限で回復することを期待する。ゲージ対称性に関しては、格子作用におい

ても尊重されるように構成する。

この条件を満たす作用は無数にあるがここではもっとも単純に微分を中央差分化することを考え

る。中央差分は以下のように定義される。

∂µφ→ φ (na+ µ̂a)− φ(na− µ̂a)

2a
. (2.1.7)

ここで µ̂は µ方向の単位ベクトルである。2階微分は差分操作を繰り返すことにより以下のように

えられる。

∂µ∂µφ→
∑
µ

φ(na+ µ̂a) + φ(na− µ̂a)− 2φ(na)

a2
. (2.1.8)

また、空間積分は格子点上の和 ∫
d4x→ a4

∑
n

(2.1.9)

に置き換えられ、格子上の作用は

Slat. = −1

2
a4
∑
n

(
φ(na)

∑
µ

φ(na+ µ̂a) + φ(na− µ̂a)− 2φ(na)

a2
+m2φ(na)2

)
(2.1.10)

となる。

次にのちの便利のため、無次元な量のみで全ての物理量を表現し、様々な場所に現れる aを除去

することを考える。作用は、自然単位系では無次元であり、よって全ての量を無次元な変数で表せ

ば、理論の中にスケールは現れない。この書き直しは次元の無い計算機内に仮想世界を構成する上

で必要なプロセスである。次元を持つ量、質量mや、スカラー場 φを格子間隔 aによりスケール

する；

φ̂n = aφ (na)

m̂ = am
(2.1.11)

このようにすると、Green関数は

〈φ̂nφ̂m · · ·〉 =
∫ ∏

l dφ̂lφ̂nφ̂m · · · e−S∫ ∏
l dφ̂le

−S
(2.1.12)

と書き直される。ここで

Slat. = −1

2

∑
n,µ

φ̂nφ̂n+µ +
1

2

(
8 + m̂2

)∑
n

φ̂nφ̂n (2.1.13)
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となり、スケールは次元のある量はどこにも現れなくなる。ここでの µの和はマイナスも含めた全

ての方向に関しての和をとっている。

作用 Slat. から導かれる伝搬関数を考える。フーリエ変換を使って場を運動量空間で書き直す。

φ̂n =

∫ π

−π

d4k̂

(2π)
4 e
ik̂·nφ̂(k̂). (2.1.14)

ここで k̂µ = kµaは aにより無次元化した運動量を表す。この時作用は以下のように書き直せる。

S =

∫
d4k̂

(2π)
4 φ̂(−k̂)K̄(k̂)φ̂(k̂),

K̄(k̂) = 4

4∑
µ=1

sin2
k̂µ
2

+ m̂2.

(2.1.15)

この作用から導かれる 2点相関関数は

G(n,m; m̂) = 〈φ̂nφ̂m〉 =
∫ π

−π

d4 k

(2π)4
eik̂·(n−m)∑4

µ=1

(
2 sin

k̂µ
2

)2
+ m̂2

. (2.1.16)

となる。ここで左辺は、右辺が n,mおよび m̂に依存することを示している。この格子上の相関

関数から連続極限をとることにより、連続理論の相関関数を導く。連続極限は、ある質量の次元を

持った物理的に意味のある量を固定することで決定される (スケーリング)。今のスカラー場の場合

には物理的な質量mを固定することにすると、自由場における m̂の a依存性は式 (2.1.11)により

与えられる。これを考慮すると、連続理論の 2点関数は格子上の相関関数を用いて以下のように表

せる。

〈φ(x)φ(y)〉 = 1

a2
lim
a→0

G
(x
a
,
y

a
;ma

)
= lim
a→0

∫ π
a

−π
a

d4k

(2π)4
eik·(x−y)∑

µ

(
2
a sin

kµa
2

)2
+m2

.
(2.1.17)

ここで、積分範囲
[
−π
a ,

π
a

]
において支配的なのはk � 1

aの領域であり、その領域で lima→0
2
a sin

kµa
2 =

kµ と近似出来ることを使えば、

〈φ(x)φ(y)〉 ∼
∫ ∞

−∞

d4k

(2π)4
eik·(x−y)

k2 +m2
. (2.1.18)

となり、よく知られている連続理論の相関関数の形になっている。以上のような単純な差分化によ

り格子スカラー理論は大きな成功を収めてきた. 連続極限で通常の伝搬関数が得られるという状況

はフェルミオン場の場合には大きく異なってる。このことに関しては後の第 2.3節で見ていくこと

とする。

以上の定式化は、全てユークリッド空間上で行われているが、この定式化により得られる相関関

数の結果を通常の相対論的なミンコフスキー空間上の相関関数を解析接続する必要がある。この手

続き行うための必要十分条件は [54–56] により与えられている。この条件のうち、遷移行列の正定

値性を保証する Reflection Positivityは格子理論では非自明な条件であり、多くの議論がなされて

いる [57–63]。
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2.2 格子上のゲージ理論

次に格子上にゲージ場を導入することを考える。格子上のゲージ理論を考えるために、再び連続

理論のゲージ理論から出発する。連続理論では、SU(N)ゲージ理論の Lagrangianは次のように与

えられる。

L = ψ̄γµ (Dµ +m)ψ +
1

2
trF 2

µν . (2.2.1)

ここで ψは SU(N)の基本表現のディラック場であり、γµは {γµ, γν} = 2δµν を満たす 4次元のガ

ンマ行列である。Dµ はDµ = ∂µ + igAµ と定義される共変微分であり、ゲージ場 Aµ は 4次元の

ベクトル場であり、g は SU(N)ゲージ理論における結合の強さを表すパラメータである。また場

の強さ Fµν は以下のように定義される。

Fµν =
1

ig
[Dµ, Dν ]

= ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ].

(2.2.2)

この理論は以下の局所連続変換で不変となっている。

ψ(x) → G(x)ψ(x),

ψ̄(x) → ψ̄(x)G−1(x),

Aµ(x) → G(x)Aµ(x)G
−1(x)− i

g
G(x)∂µG

−1(x).

(2.2.3)

ここで SU(N)の元G(x)は局所ゲージ変換関数である。この時、共変微分Dµは以下のように変換

する；

Dµ → G(x)DµG
−1(x) (2.2.4)

以上の議論を基に格子上のゲージ理論を作っていくことを考える。格子上のフェルミオンは後の

節第 2.3節で考えるが、格子点上で定義されるフェルミオンでは、スカラー理論と同様に微分項

から ψ(n)ψ(n± µ̂)のような非局所的な項が現れることが予想される。この様に非局所な双一次形

式をゲージ不変にする方法は連続理論においては以下に説明するよく知られた方法を用いている。

このような非局所な双一次形式をゲージ不変にすることを、連続理論において微小に離れた 2点 x

と y = x+∆xに関して考える。この時、ψ̄(x)ψ(x+∆x)の間に以下のようにゲージ場に依存する

項をはさむことにより、ゲージ不変な双一次形式を書くことができる。

ψ̄(x) (1 + ig∆xµAµ(x))ψ(x+ δx) = ψ̄(x) (1 + ∆xµ (∂µ + igAµ))ψ(x) +O ((∆x)) (2.2.5)

有限に離れた x、yを考える場合には以下の変更が必要となる。

ψ̄(x)P exp

(
ig

∫ y

x

Aµ(z)dzµ

)
ψ(x) ≡ ψ̄(x)U(x, y)ψ(x). (2.2.6)

ここで定義される U(x, y)はWilson lineと呼ばれる。また、P は経路順序積と呼ばれる操作を意

味し、以下のように定義される；

P exp

(
ig

∫ y

x

Aµ(z)dzµ

)
= lim
N→∞

N−1∏
n=0

(1 + igAµ (xn)∆xµ) . (2.2.7)
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ここで、|∆x| = |y − x|/N、xn = x + ∆x である。Wilson line のゲージ変換則を確認すると、

1 + igAµ(xn)∆xµ の変換則が

1 + igAµ(xn)∆xµ = 1 +G(xn)∂µG
−1(xn)∆xµ + igG(xn)Aµ(xn)G

−1(xn)∆xn

= G(xn)G
−1(xn+1) + igG(xn)Aµ(xn)G

−1(xn+1)∆xn +O
(
(∆x)

2
)

= G(xn) (1 + igAµ (xn)∆xµ)G
−1(xn) +O

(
(∆x)

2
)
.

(2.2.8)

となることから、Wilson lineの変換則は

U(x, y) → lim
N→∞

{
N−1∏
n=0

G(xn) (1 + igAµ (xn)∆xµ)G
−1(xn+1) +O

(
(∆x)

2
)}

= G(x) lim
N→∞

{
N−1∏
n=0

(1 + igAµ (xn)∆xµ)

}
G−1(y)

= G(x)U(x, y)G−1(y)

(2.2.9)

であり、式 (2.2.6)は、確かにゲージ変換不変な量となっている。ここで格子理論に現れる双一次

形式 ψ̄(n)ψ(n± µ̂)を考えると、以下のように変更を行えばよいことが分かる。

ψ̄(n)ψ(n+ µ̂) → ψ̄(n)U(n, n+ µ̂)ψ(n+ µ̂) = ψ̄(n)Uµ(n)ψ(n+ µ̂)

ψ̄(n)ψ(n− µ̂) → ψ̄(n)U(n, n− µ̂)ψ(n− µ̂) = ψ̄(n)U−1
µ (n)ψ(n− µ̂) (2.2.10)

ここで定義される隣の格子点を結ぶWilson line Uµ(n) ≡ U(n, n+ µ̂)はリンク変数と呼ばれる。

次にゲージ場の運動項 FµνFµν を格子上で実現する方法を考えていく。FµνFµν は、ゲージ不変

性で CP不変なゲージ場のみからなる繰り込み可能な量であることを考慮すると、以下のような、

Wilson loopの閉じた線 (Wilson loop)で表せることが予想される。

tr

(∏
Cn

U

)
≡ tr (Un,µ̂1

Un+µ̂1,µ̂2
· · ·Un−µ̂k,µ̂k

) (2.2.11)

最も単純なWilson loopの例として µ、ν曲面の 1つの格子を囲む正方形 (プラケット)を選ぶこと

を考える；

Uµν(n) ≡ Uµ(n)Uν(n+ µ̂)U−1
µ (n+ ν̂)U−1

ν (n) (2.2.12)

この時作用は、比例定数 β を用いて

Splq =
∑
n,µ 6=ν

β tr (Uµν(n)) =
∑
n,µ<ν

2βRe tr [Uµν(n)] (2.2.13)

と書けることが予想される。係数 β と連続の式におけるパラメータ g の関係式を決めるために

Baker-Campbell-Hausdorffの定理

eAeB = exp

(
A+B +

1

2
[A,B] + · · ·

)
. (2.2.14)

を用いて計算すると、

trUµν(n) = β tr

[
1− a4g2

2
F 2
µν

(
n+

µ̂

2
+
ν̂

2

)]
+O(a6). (2.2.15)
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であることから、作用式 (2.2.13)の連続極限は

lim
a→0

Splq =

∫
d4x

(
βN − βg2

2
trFµν

2

)
. (2.2.16)

となる。つまり、連続極限の作用
∫
d4x 1

2 trF
2
µν を再現するためには

SG (U) = β
∑
n,µ<ν

(
1− 1

N
Re tr (Uµν(n))

)
,

β =
2N

g2
.

(2.2.17)

とすれば良いことがわかる。こうして得られる作用はプラケット作用と呼ばれる。

次に量子力学を行うために、経路積分の表式を考える。今、作用に対してゲージ不変性を課した

が、理論がゲージ不変であるためには、作用に関してもゲージ不変である必要がある。つまり、V

を SU(N)の元としたとき、各リンク変数に対して

dUl = d(V Ul) = d(UlV ) (2.2.18)

が成り立つ必要がある。ここで添字 lは l番目のリンク変数を表す。このような積分測度は Haar

測度と呼ばれる。Haar測度の具体的な構成は例えば SU(3)の場合には [64]などにある。これを用

いて Green関数の積分測度は

DU =
∏
l

dUl (2.2.19)

と書かれる。SU(N)の Haar測度には以下のような積分の関係式が導かれる [65]；∫
dU1 = 1,∫

dUUab = 0,∫
dUUab

(
U†)kl = 1

N
δalδbk,∫

dUUa1,b1Ua2,b2 · · ·UaN ,bN =
1

N !
εa1a2···aN εb1b2···bN∫

dUUa1,b1Ua2,b2 · · ·UaM ,bM = 0 (MmodN 6= 0)

(2.2.20)

この積分測度を用いて Green関数は

< ψa1α1
(n1) · · ·ψ̄b1β1

(m1) · · ·U cdµ1
(k1) · · · >

=
1

Z

∫
DUDψ̄Dψψa1α1

(n1) · · · ψ̄b1β1
(m1) · · ·U cdµ1

(k1) · · · e−SQCD ,

Z =

∫
DUDψ̄Dψe−SQCD .

(2.2.21)

と書くことができる。

最も小さい 1× 1正方形のWilson loopを用いて作られるプラケット作用に対して、1× 2の長

方形のWilson loopを加えた格子作用もまたゲージ不変な量であり、連続理論においてゲージ場の

作用を再現すると考えられる。長方形のWilson loopを加えた作用は

SG (U) = −β
∑
n,µ 6=µ

[(1− 8c1) tr (Uµµ (n)) + c1 tr (Rµµν(n) +Rννµ(n))] , (2.2.22)
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と書くことが出来る。ここで、β = 1
g20
であり、Rµµν は Rectangular項と呼ばれ、

Rµµν = Uµ(n)Uµ(n+ µ̂)Uν(n+ 2µ̂)U−1
µ (n+ µ̂+ ν̂)U−1

µ (n+ ν̂)U−1
ν (n) (2.2.23)

と定義されている。c1は任意の定数であり、プラケット項とRectangular項の係数の関係は、単純

な (自由場の)連続極限において通常のゲージ場の作用と同じになるように選んである。

プラケット作用には無い、パラメータ c1を用いて、Renormalized Trajectoryにより近い作用を数

値実験に用いようというゲージ作用に対する繰り込み改善 (Renormalization Group Improvement)

がなされてきた。Renormalized Trajectory上の作用は、長距離 (低エネルギー)における物理が固定

点上における物理の長距離での振る舞いと一致する理想的な作用である [66]。近似的なRenormalized

Trajectory上の作用においても、連続理論に近い物理が実現されることが期待される。Renormalized

Trajectoryの異なった近似の方法により、2つの有名なとり方が知られている；

• c1 = −0.331:Iwasaki作用 [67–69]

• c1 = −1.4069:DBW2作用 [70, 71]

これらの作用をドメインウォールフェルミオンについて試した結果、DBW2作用ではカイラル対

称性の破れが小さい一方で、Topological Chargeの遷移がほとんど見られなかった [72]。このた

め、今回の数値計算においては Iwasaki作用を用いた計算を行っている。

2.3 格子上のフェルミオンとダブリング問題

第 2.1節で説明されたスカラー理論とは異なり、フェルミオンを格子上に導入する場合にはダブ

リング問題と呼ばれるフェルミオン特有の困難が生じる。この問題を解決するために多くの格子上

のフェルミオンの定式化が提案されてきた。この節では、ダブリング問題を自由ディラック場に関

して説明し、それを解決する一つの方法としてWilsonフェルミオンを紹介する。

格子上のフェルミオンの構成も、再び連続理論から出発する。ユークリッド空間における 4次元

の自由ディラックフェルミオンの作用は

Scont
F

[
ψ, ψ̄

]
=

∫
d4xψ̄(x) (γµ∂µ +M)ψ(x). (2.3.1)

と書くことが出来た。ここで、ψ(x)は、4成分のスピノールであり、ψ̄(x) = ψ†(x)γ0 で定義され

る。また、ガンマ行列 γµ は以下の関係式を満たす 4× 4行列である。

{γµ, γν} = 2δµν . (2.3.2)

この時対応する Green関数の経路積分での表式は

〈ψα(x) · · · ψ̄β(y) · · ·〉 =
∫
Dψ̄Dψ ψα(x) · · · ψ̄β(y) · · · eS

cont
F [ψ,ψ̄]∫

Dψ̄Dψ eS
cont
F [ψ,ψ̄]

(2.3.3)

となる。ここで、αなどのギリシャ文字の添字はスピノールの成分を表す。ここで形式的に定義さ

れている式 (2.3.3)中の汎関数積分を数学的に定義するために時空間を格子化する。この時、場 ψ

や ψ̄は再び格子間隔 aの格子上に住んでいるものとし、積分測度を

Dψ̄Dψ =
∏
a,n

dψ̄α (na)
∏
β,m

dψβ(ma). (2.3.4)
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とする。微分を格子化する際に式 (2.1.7)と同様に、中央差分をとる；

∂µψα(x) →
ψα (na+ µ̂a)− ψα(na− µ̂a)

2a
. (2.3.5)

スカラー場の時と同様に次元のある量が理論中に現れないように、格子間隔 aを用いて、次元のあ

る量をスケールする：

ψ̂α(n) = a
3
2ψα (na) ,

¯̂
ψα(n) = a

3
2 ψ̄α (na) ,

M̂ = aM.

(2.3.6)

すると、作用は、

SF

[
ψ̂,

¯̂
ψ
]
=
∑
n

(
1

2

∑
µ

(
¯̂
ψ (n+ µ̂)− ψ̂ (n− µ̂)

)
γµψ̂(n) + M̂

¯̂
ψ(n)ψ̂(n)

)

=

∫ π

−π

d4k̂

(2π)4
¯̂
ψ(−k̂)

[
γµ sin

(
k̂µ

)
+ M̂

]
ψ̂(k̂).

(2.3.7)

と書ける。ただし、ψ̂(k̂)は、ψ̂(n)のフーリエ成分であり

ψ̂α(n) =

∫ π

−π

d4k̂

(2π)
4 e
ik̂·nψ̂(k̂). (2.3.8)

と定義される。相関関数は、

〈ψ̂α(n) · · · ¯̂ψβ(m) · · ·〉 =
∫
D

¯̂
ψDψ̂ ψ̂α(n) · · · ¯̂ψβ(m) · · · eSF

[
ψ̂,

¯̂
ψ
]

∫
D

¯̂
ψDψ̂ e

SF

[
ψ̂,

¯̂
ψ
] (2.3.9)

と書ける。式 (2.3.7)の作用から導かれる格子上の 2点相関関数は、

GF

(
n,m; M̂

)
=< ψ̂α(n)

¯̂
ψβ(m) >

=

∫ π

−π

d4k̂

(2π)4

[
−i
∑
µ γµk̃µ + M̂

]
αβ∑

µ k̃
2
µ + M̂2

eik̂(m−n).

(2.3.10)

と書ける。ここで k̃µ は

k̃µ =
1

a
sin k̂µ. (2.3.11)

と定義される。ここから、連続極限の 2点相関関数は、

〈ψα(x)ψ̄β(y)〉 = lim
a→0

1

a3
GF

(x
a
,
y

a
; aM

)
= lim
a→0

∫ π
a

−π
a

d4k

(2π)4

[
−i
∑
µ γµk̃µ +M

]
αβ∑

µ k̃
2
µ +M2

eik(x−y).

(2.3.12)

である。ここで極限 a → 0はスカラーの時とは状況が異なる。積分範囲
[
−π
a ,

π
a

]
において支配的

な領域として、k̂µ ∼ 0と k̂µ ∼ π
a の 2つの領域が各軸に対し現れる。2点関数の極は粒子を表すの

で式 (2.3.12)は、16個の粒子を表すことになる。これらの余分な自由度はダブラーと呼ばれ、ま

た、このように余分な自由度が現れる問題はダブリング問題と呼ばれる。
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粒子数は、物理の性質に大きな影響を与えるので望む以上の余分な自由度が現れることは好まし

い状況では無い。以上の議論においてはダブリング問題はフェルミオン 2点関数の分母に現れる

sin関数の領域がスカラーの 2倍であることに由来し、それは微分の差分化の仕方の問題に思える。

この問題に対して、問題は単なる差分化における問題点では無いということがニールセン-二宮の

定理 [73]により示されている。ニールセン-二宮の定理では、格子理論がエルミート性、平行移動

不変性、カイラル対称性、局所性の仮定を満たすときダブラーが必ず現れることが示されている。

このことは、格子上ではカイラル対称性を破らない限り、ダブリング問題を回避出来ないことを意

味している。

ダブリング問題の解決法の一つとして、Wilsonフェルミオン [74]がWilsonにより提案された。

Wilsonフェルミオンでは、格子上において、連続理論の対称性であるカイラル対称性を 0質量の

フェルミオンに対しても壊す代わりに、ダブリング問題を回避している。Wilsonフェルミオンの

作用は、単純なフェルミオン作用式 (2.3.7)に 2次の微分の項を付け加えることにより実現される。

S
(W )
F = SF − r

2

∑
n

¯̂
ψ(n)�̂ψ̂(n). (2.3.13)

ここで rはWilsonパラメータであり、また �̂はダランベルシアンである。この項は、カイラル対
称性を破り、かつ、素朴な連続極限で 0になる項である。式 (2.3.13)を運動量空間で書き直すと、

S
(W )
F =

∫ π

−π

d4k̂

(2π)4
¯̂
ψ(−k̂)

[
γµ sin

(
k̂µ

)
+ M̂ + r

∑
µ

(
1− cos

(
k̂µ

))]
ψ̂(k̂). (2.3.14)

であり、ここから導かれる連続極限における 2点相関関数は、

〈ψα(x)ψ̄β(y)〉 = lim
a→0

∫ π
a

−π
a

d4k

(2π)4

[
−i
∑
µ γµk̃µ +M(k)

]
αβ∑

µ k̃
2
µ +M(k)2

eik(x−y). (2.3.15)

となる。ここでM(p)は

M(k) =M +
2r

a

∑
µ

sin

(
kµa

2

)
(2.3.16)

と定義され運動量に依存する質量と解釈できる。ここで k̂µ を固定したまま連続極限 a → 0を考

えると、質量項はM(k) →M となる。また、k̂µが π
a の周りの状況での連続極限 a→ 0を考える

と、M(k)は発散する。スカラー場と同様に kµ ∼ π
a はダブラーに対応しており、大きな質量を持

つダブラーは低エネルギーの物理には寄与しい。以上のようにして、ダブリング問題は解決する

が、作用のカイラル対称性がM = 0に対しても壊れ、有限格子間隔に置ける Symanzikの有効作

用 [75]によれば、Wilson項の効果によりクォーク質量は O(1/a)の補正を受けることになる。こ

れにより、カイラル対称性により保証されるパイ中間子とフェルミオン質量の関係、フェルミオン

質量の加法的な繰り込みの禁止などの便利な性質が成り立たなくなる。この問題を解決し、格子上

で適当なカイラル対称性を持つ理論がKaplanにより提唱されたドメインウォールフェルミオンで

あり [76]、Furman,Shamirによりその数値計算に適した形が与えられた [77, 78]。

2.4 ドメインウォールフェルミオン

以上において導入されたカイラル対称性を明示的に破っており、クォーク質量に対して O (1/a)

の繰り込みが生じるなどの不便な性質がある。ドメインウォールフェルミオンは奇数次元の空間依

存する質量を持つ理論から、偶数次元のゼロ質量のフェルミオンを出すというアイディアである。
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初めに d = 2k + 1次元の連続のユークリッド空間から始める。d次元の座標を

xa = {x0, x1, · · · , x2k−1, s} = {xµ, s} (2.4.1)

と書くと、2k + 1次元のガンマ行列は

{γ0, γ1 · · · , γ2k−1,Γ} (2.4.2)

と書くことができる。今、フェルミオンの質量として次のように d次元目の空間に依存する質量を

考える；

m (s) = mε(s)

=


m (s > 0)

0 (s = 0)

−m (s < 0)

(2.4.3)

この質量では d = 2k + 1次元の Poincare対称性は壊すことになる一方で、2k次元の Poincare対

称性は残っている。ゲージ場は、sに依存しない、各 2k次元平面上の Aµ(xµ)として導入する。

このとき、ディラック方程式は /Dを 2k次元の共変微分とすると、

[ /D + Γ∂s +m (s)]ψ (xµ, s) = 0 (2.4.4)

と書くことができる。ここで、ψ (xµ, s)を次のように sの関数と、xµ のスピノールの関数に展開

すると

ψ (xµ, s) =
∑
n

[bn(s)P+ + fn(s)]ψn(xµ) (2.4.5)

と書くことができる。ここで、P± は Γを用いて

P± =
1± Γ

2
(2.4.6)

と書くことができる射影演算子であり、また、bn(s)、fn(s)及び ψn(xµ)は

[∂s +m(s)] bn(s) = µnfn(s)

[−∂s +m(s)] fn(s) = µnbn(s)

[ /D + µn]ψn(x) = 0

(2.4.7)

を満たす。ここで方程式式 (2.4.7)の中にはスケールとしてmが入っているのみであるので、固有

値 µnの大きさはO(m)程度であることが予想される。ところが、実際には以下のように µ = 0の

解が存在する。

b0(s) = N exp

[
−
∫ s

0

mds′(s′)

]
(2.4.8)

この解はs = 0付近に局在するモードとなっている。一方で、対応する同様の解f0(s) = N exp
[∫ s

0
m (s′) ds′

]
は、規格化可能な関数ではないため、存在できない。そのため、低エネルギーでは、右巻のゼロ

モードのみが残ることになる。右、左巻きのゼロモードうち、片方のモードのみが規格化できる解

であるという性質はm(±∞)が、逆符号であるということによっている。

格子理論では、自由度を有限にするため、s方向の長さも有限の理論から出発する必要がある。

この時、s = 0以外に、m(s)にもう一つ特異な点を導入する必要が生ずる。例えば s方向の長さ

15



として 2s0 の周期的境界条件 ψ (xµ, s+ 2s0) = ψ(xµ, s) を課した状況を考える。理論空間として

−s0 から s0 の間を選んだ時、同様に、質量項を

m (s) = m
s

|s|
(2.4.9)

とする。式 (2.4.7)のように同様にして展開すると、2つのゼロモードの解が存在する。

b0(s) = N exp

[
−
∫ s

−s0
ds′m (s′)

]
f0(s) = N exp

[
−
∫ s

+s0

ds′m (s′)

] (2.4.10)

b0(s)は s = 0付近に局在する右巻きフェルミオンであり、f0(s)は s = s0 付近に局在する左巻き

フェルミオンである。今の 0質量のモードは
∫ s0
−s0 m(s) = 0であることによっている。この性質

は、位相幾何学的なものからくるようなものではなく、相互作用などにより容易に変化する可能性

がある。例えば、結合定数 αを持つ相互作用の弱い理論を考えると、その破れの大きさはおよそ

δm(s) ∼ O (αm)であり、それから誘導されるクォーク質量は右巻と左巻きの重なりにより

δµ0 = δm

∫
dsb0(s)f0(s)

= δmN2

∼ αm
2ms0

cosh (ms0)

(2.4.11)

と予想される。この時現れる余分なクォーク質量は s0 → 0で指数関数的に 0になるような量であ

る。この右巻と左巻の場を組み合わせることにより指数関数的にカイラル対称性の破れが小さくな

るクォーク場が実現できることになる。

数値計算に適した形のドメインウォールフェルミオンは Furman,Shamirにより、5次元方向に

対してDirichlet型の境界条件を課すことで得られた [77,78]。その式は、以上の連続理論の式に置

ける微分を差分に置き換えることで得られる。5次元目の方向を sで表しその格子数を Ls とし、

他の方向の座標を nと表すと、

Sfree
DW,F =

∑
n

Ls∑
s

[
5∑
a=1

¯̂
ψ (n, s) γa∂̂aψ̂ (n, s)

−m5
¯̂
ψ (n, s)

¯̂
ψ(n, s)− r

2

5∑
a=1

¯̂
ψ (n, s) ∂̂a∂̂a

ˆ̂
ψ(n, s)

] (2.4.12)

である。ここで、m5は 5次元の質量項、最後の項は 5次元のWilson項であり、∂̂aは式 (2.1.7)で

定義される a方向の中央差分である。境界条件は s = 0及び s = Ls + 1で、場の値が 0になるよ

うにとっている。

ゲージ場を導入するため、式 (2.2.10)と同様に、sの方向以外の 4次元の差分にリンク変数を導

入する。5次元方向の力学変数は存在しないため、sの自由度を単なるフレーバーの自由度と捉え、

ψs(n) ≡ ψ(n, s)と書くことにする。この時、式 (2.4.12)は、クォーク質量項及び 4次元のゲージ

場を加えることで以下のように書き直される。

SDW,F = −
∑
s,s′

∑
n,m

¯̂
ψs(n) (DF )n,s;m,s′ ψ̂s′(m), (2.4.13)
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ここで (DF )n,s;m,s′ は以下のように定義される。

(DF )n,s;m,s′ = δs,s′D
‖
n,m + δn,mD

⊥
s,s′ (2.4.14)

D‖
n,m =

1

2

∑
µ

(
(1 + γµ)Un,µ̂δn+µ̂,m + (1− γµ)U

†
m,µ̂δn−µ̂m

)
+ (m5 − 4) δn,m (2.4.15)

D⊥
s,s′ =


PLδ2,s′ − δ1,s′ , if s = 1,

PLδs+1,s′ + PRδs−1,s′ − δs,s′ , if 1 < s < Ls,

PRδLs−1,s′ − δLs,s′ , if s = Ls,

(2.4.16)

ここで PR,L は

PR,L =
1

2
(1± γ5) , (2.4.17)

である。

ゼロモードの存在を確かめるために、グルーオンが存在しない、自由場の理論を考える。作用中

のフェルミオン場を運動量表示に書き換えると

SF =
∑
s,s′

∫
d4p̂

(2π)
4
¯̂
ψs(−p̂)

(
i/̂p+

(
M(p̂)PL +M†(p̂)PR

))
s,s′

ψ̂s′ (2.4.18)

ここで、/̂p =
∑4
µ=1 γµ sin (p̂µ)であり、M (p) ,M†(p)は、

M(p̂) =


(
1−m5 +

∑
µ (1− cos (p̂µ))

)
δ1,s′ if s = 1(

1−m5 +
∑
µ (1− cos (p̂µ))

)
δs,s′ − δs−1,s′ if 1 < s ≤ Ls

M†(p̂) =


(
1−m5 +

∑
µ (1− cos (p̂µ))

)
δs,s′ − δs+1,s′ if 1 ≤ s < Ls(

1−m5 +
∑
µ (1− cos (p̂µ))

)
δs,s′ if s = Ls

(2.4.19)

という行列である。この時ドメインウォールフェルミオンは、質量項

¯̂
ψLM(p̂)ψ̂R +

¯̂
ψRM

†(p̂)ψ̂L (2.4.20)

という、非対角な、運動量に依存する質量行列を持つ多フレーバーの自由フェルミオンであると考

えられる。この質量項を対角化することで、ゼロ固有値の解、∑
s′

Ms,s′uL (s′, p̂) = 0 (2.4.21)∑
s′

M†
s,s′uR (s, p̂) = 0 (2.4.22)

から、0質量のディラックフェルミオンを

ψ̂s = PLuL(s
′, p̂) + PRuR(s, p̂) (2.4.23)

と構成することができる。0質量解の存在を示すために式 (2.4.21)の条件を具体的に書き下すと、∑
s′ Ms,s′φt =Wφs − φs+1 = 0 if 1 ≤ s < Ls

Wφs = 0 if s = Ls
(2.4.24)
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と書くことができる。ここでW は、

W = 1−m5 +
∑
µ

(1− cos (p̂µ)) (2.4.25)

と定義される。漸化式式 (2.4.24)の上式から

φs =W s−1φ1 (2.4.26)

が導かれるが、この式は、Ls が有限である限り、式 (2.4.24)の下式を満たさないためこのような

ゼロモード解は存在しない。しかし、Ls が無限大かつ |W | < 1 であれば、

lim
Ls→∞

WLs = 0 (2.4.27)

が成り立つため、漸化式式 (2.4.24)を満たすことができる。規格化条件 limLs→∞ φ†sφs = 1を考慮

すると、

φs = C0W
s−1 (2.4.28)

が得られる。ここで、C0 =
√
1−W 2 である。同様にして、式 (2.4.22)から、

φs = C0W
Ls−s (2.4.29)

が得られる。この様にして、|W |の条件により、Ls → ∞の極限でゼロモードの解が存在する。こ
こで、|W | < 1の条件を書き下すと、

0 < m5 −
∑
µ

(1− cos (p̂µ)) < 2 (2.4.30)

と書くことができる。

クォーク場として、ゼロモードをそのまま使うことは、特に相互作用が入った場合には困難であ

る。そこで、ゼロモードが s = 0, Ls付近に局在することから、ゼロモードとの重なりが大きいと

思われる以下の量をクォーク場と定義する；

qn = PLψ̂1 (n) + PRψ̂Ls (n) ,

q̄n =
¯̂
ψ1 (n)PR +

¯̂
ψLs (n)PL.

(2.4.31)

この時、このクォーク場を用いて、クォークの質量項を

mf q̄nqn = mf

[
¯̂
ψ1(n)PR

¯̂
ψLs(n) +

¯̂
ψLs(n)PLψ1(n)

]
(2.4.32)

と書くことができる。この時、D⊥
s,s′ は

D⊥
s,s′ =


PLδ2,s′ −mfPRδLs,s′ − δ1,s′ , if s = 1,

PLδs+1,s′ + PRδs−1,s′ − δs,s′ , if 1 < s < Ls,

−mfPLδ1,s′ + PRδLs−1,s′ − δLs,s′ , if s = Ls,

(2.4.33)

と書き直される。

ドメインウォールフェルミオンの作用には、軽いモード以外からの Ls − 1個の有効作用 Seff

に対する余分な寄与を除去するためのスカラー場の寄与 Pauli-Villars場を含める必要がある [79]。
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Pauli-Villars場の作用は、DF の Ls 及びmf 依存性を明示的に DF (Ls,mf )と書いたときに以下

の式により与えられる；

SPV

(
φ̂†, φ̂, U

)
=
∑
l,m,n

φ̂†s(n)D
†
F (Ls/2, 1)n,s;l,s′′DF (Ls/2, 1)l,s′′;m,s′ φ̂ (2.4.34)

この Pauli-Villars場を用いて e−Seff が有限になるということは、[78]により示された。

次に、この理論を用いた格子計算においてカイラル対称性の破れの大きさを得るためにWard-

Takahashi恒等式を用いる。カイラル変換として、以下の変換を定義する。

ψ̂ (n, s) → eiθ
a
sT

a

ψ̂s (n)

¯̂
ψ (n, s) → ¯̂

ψs (n) e
−iθasT

a
(2.4.35)

ここで T a は SU(N)変換の生成子であり、また、θas の s依存性は

θas =

{
−θa (1 ≤ s ≤ Ls

2 )

θa (Ls

2 + 1 ≤ s ≤ Ls)
(2.4.36)

と定義される。この変換は、確かにクォーク場に対して以下のようなカイラル変換となる。

qn → q′n =
(
e−iθ

aTa

PL + eiθ
aTa

PR

)
qn = eiθ

aTaγ5qn

q̄n → q̄′n = q̄n

(
e−iθ

aTa

PL + eiθ
aTa

PR

)
= q̄ne

iθaTaγ5
(2.4.37)

この変換から導かれるWard-Takahashi恒等式は

〈∂̂µAa
µ(n)O(m)〉 − i 〈δaO(m)〉 = 2mf 〈Ja5 (n)O(m)〉+ 2 〈Ja5q(n)O(m)〉 (2.4.38)

である、ここで、O(m)は任意の局所演算子でありまた、Aµ(n)は

Aa
µ(n) =

Ls∑
s

sign

(
s− Ls

2

)
jaµ(n, s),

jaµ(n, s) =
1

2

[
¯̂
ψs (n+ µ̂) (1 + γµ)U

†
n+µ̂,µT

aψ̂s (n)

− ¯̂
ψs (n) (1− γµ)Un,µT

aψ̂s (n+ µ̂)
] (2.4.39)

と定義される。Ja5 は

Ja5 (n) =
¯̂
ψLs (n)PLT

aψ̂1 (n) +
¯̂
ψ1 (n)PRT

aψ̂Ls (n)

= q̄nT
aγ5qn

(2.4.40)

で定義され、これは連続理論のカイラルWard-Takahashi恒等式で現れる擬スカラーに一致する。

Ja5q(n)は、連続理論のカイラルWard-Takahashi恒等式には現れない項であり、s = Ls/2周りの

場を用いて書くことができる項で

Ja5q(n) =
¯̂
ψLs/2 (n)PLT

aψ̂Ls/2+1 (n) +
¯̂
ψLs/2+1 (n)PRT

aψ̂Ls/2 (n) (2.4.41)

である。ここで式 (2.4.38)の右辺第 2項は O がクォーク場のみからなる場合に Ls → ∞の極限
で 0になることが [78]により示されている。実際の格子計算は有限の Ls で行う必要があり、そ

の時、カイラル対称性の破れの大きさを定量的に評価する指標をモニターすることが重要となる。
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今、Symanzikの格子上の有効 Lagrangian [75,80]を思い起こすと、連続極限に近い状況では、有効

Lagrangianの形は、通常のQCDの Lagrangianの形に一致するはずである。QCDの Lagrangian

のうち、唯一のカイラル対称性を破る項は、質量項である。このため、有限 Lsによるカイラル対

称性の破れをmres と書くと、元々の質量項mf と合わせて、有効 Lagrangianの質量項は

meff = mf +mres (2.4.42)

と書くことができる。このとき有効理論からのWord-Takahashi恒等式を考えると式 (2.4.38)の右

辺の代わりにmeffJ
a
5 が現れるはずである。つまり、連続極限で、J

a
5q ∼ meffJ

a
5 となる。そこで、

特に低エネルギーの量であるパイ中間子に対応する演算子を用いてmres を以下のように定義する

ことにする；

mres =
〈
∑
~n J

a
5q (~n, t)π

a(0)〉
〈
∑
~n J

a
5 (~n, t)πa(0)〉

(2.4.43)

ここで πa(n)は

πa(n) = iq̄(n)T aγ5q(n) (2.4.44)

と定義される。

2.5 ドメインウォール演算子とオーバーラップ演算子との関係

次に以上のようにして導入されたドメインウォールフェルミオンと、オーバーラップフェルミオ

ンの関係を見ていく。オーバーラップフェルミオンは [79,81] において導入された「格子上のカイ

ラル対称性」を保つフェルミオンの定式化である。この節では、ドメインウォール演算子とオー

バーラップ演算子が単純な線形変換により結びつくということを見る。

格子上のカイラル対称性を見るためにカイラル対称性を持つ連続理論の自由フェルミオンの作用

から出発する。(以下の導出は [82]による)。

Scont

(
ψ̄, ψ

)
= ψ̄ /Dψ (2.5.1)

今、この作用は SU(N)カイラル変換

ψ → eiθγ5ψ, ψ̄ → ψ̄eiθγ5 ,

θ = θATA,
(2.5.2)

の下で不変であるとする。このようにカイラル対称性をもつ連続理論における作用をもとにして、

格子上のフェルミオン φnの有効作用 Seff(φ)を以下のようにブロックスピン変換により定義する；

exp
(
−Seff

(
φ̄, φ

))
= exp

(∑
n,m

φ(n)Deff (n,m)φ(m)

)

=

∫
dψ̄dψ exp

[
Scont − α

∑
n

(
φ̄n − ψ̄n

)
(φn − ψn)

] (2.5.3)

ここで、ψnは、ψ(x)から格子点 nの周りの連続理論の場 ψ(x)から適当な重みをつけて足した場

(ψn =
∫
d4xf(x, n)ψ(x))である。有効作用のカイラル変換における性質を見るために、格子上の
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場 ψ̄n, φn に対するカイラル変換を考える。

exp
(
−Seff

(
φ̄eiθγ5 , eiθγ5φ

))
= exp

(∑
n,m

φ(n)eiθγ5Deff (n,m) eiθγ5φ(m)

)

=

∫
dψ̄dψ exp

[
Scont − α

∑
n

(
φ̄n e

iθγ5 − ψ̄n
) (
eiθγ5φn − ψn

)]

=

∫
dψ̄dψ exp

[
Scont − α

∑
n

(
φ̄n − ψ̄n

)
e2iθγ5 (φn − ψn)

]
(2.5.4)

ここで、最後の行では、変数変換 ψ → eiθγ5ψ, ψ̄ → ψ̄eiθγ5 及び作用 Scontがカイラル変換の下で不

変であるという性質を用いた。今、θが非常に小さいとして式 (2.5.4)の第 2式を θの 1次の項は

exp

(∑
n,m

φ(n)(1 + iθγ5)Deff (n,m) (1 + iθγ5)φ(m)

)∣∣∣∣∣
θ1

= e−Seff(φ̄,φ)
∑
m,n

φ̄(n) iθ (γ5Deff(n,m) +Deff(n,m)γ5)φ(m)

(2.5.5)

が得られ、また、右辺からは∫
dψ̄dψ exp

[
Scont − α

∑
n

(
φ̄n − ψ̄n

)
(1 + 2iθγ5) (φn − ψn)

]∣∣∣∣∣
θ1

= −i 2
α

∑
n

δ

δφ(n)
θγ5

δ

δφ̄(n)
e−Seff(φ̄,φ)

= e−Seff(φ̄,φ) 2

α

∑
l,m,n

φ̄(l)Deff(l,m)θγ5Deff(m,n)φ(n)

(2.5.6)

が導かれる。両辺を見比べることにより、格子上のディラック演算子がカイラル対称性に対して持

つ Ginsparg-Wilson関係式 [82]

γ5Deff +Deffγ5 =
2

α
Deffγ5Deff (2.5.7)

が導かれる。ここから、新たに

γ̂5 = γ5 −
2

α
Deffγ5Deff (2.5.8)

を定義しておけばブロックスピン変換を受けた格子上の作用は、「新しいカイラル変換」

ψ → eiθγ5ψ, ψ̄ → ψ̄eiθγ̂5 ,

θ = θATA,
(2.5.9)

の下で不変になっている [83]。

以上の意味でのカイラル対称性を持つ 1つの具体的なディラック演算子がオーバーラップ演算子

(Neuberger-Dirac演算子)である [79, 81];

D(m) =
1

2

1 +m+ (1−m)
DW√
D†
WDW


=

1

2

(
1 +m+ (1−m)γ5

HW√
H2
W

)

=
1

2
(1 +m+ (1−m) γ5 sign (HW ))

(2.5.10)
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ここで、sign(A)は、行列 Aの固有値に対する符号関数であり、また、HW はウィルソン演算子

DW を用いて HW = γ5DW と定義される。この演算子が 0質量の極限で式 (2.5.7)を満たすこと

を確かめる。そのために V = DW√
D†

WDW

を定義する。V がウィルソン演算子が γ5 エルミート性

γ5DW γ5 = D†
W を持つことから導かれる

V γ5V = DW

(
D†
WDW

)− 1
2

γ5DW

(
D†
WDW

)− 1
2

= DW

(
D†
WDW

)− 1
2

D†
W

(
DWD

†
W

)− 1
2

γ5

= DW

(
D†
WDW

)− 1
2
(
D†
WDW

)− 1
2

D†
W γ5

= γ5

(2.5.11)

を満たすことを用いると、0質量のオーバーラップ演算子がGinsparg-Wilson関係式を満たすこと

が確かめられる；

D(0)γ5D(0) =
1

2
(1 + V ) γ5 (1 + V )

=
1

4
(γ5 + V γ5 + γ5V + V γ5V )

=
1

2
{γ5, D}

(2.5.12)

以上のGinsparg-Wilson関係式の確認に用いた性質は、DW が γ5エルミート性を満たすというこ

とだけであるので、DW は γ5エルミート性を満たす任意の行列を用いることで、Ginsparg-Wilson

関係式を満たすことがわかる。

次に、以上で定義されるオーバーラップ演算子とドメインウォール演算子の関係を考えていく。

このために式 (2.4.13),(2.4.16)のドメインウォールフェルミオンを拡張したMöbius Fermionを考

える [84];

SDW,F = −
∑
s,s′

∑
n,m

¯̂
ψs(n) (DF )n,s;m,s′ ψ̂s′(m), (2.5.13)

ここで (DF )n,s;m,s′ は以下のように定義される。

(DF )n,s;m,s′ = δs,s′D
‖
n,m + δn,mD

⊥
s,s′ (2.5.14)

D‖
n,m = biDW (m5) (2.5.15)

D⊥
s,s′ =


D

(1)
− (−PLδ2,s′ +mfPRδLs,s′)− δ1,s′ , if s = 1,

D
(s)
− (−PLδs+1,s′ − PRδs−1,s′)− δs,s′ , if 1 < s < Ls,

D
(Ls)
− (mfPLδ1,s′ − PRδLs−1,s′)− δLs,s′ , if s = Ls,

(2.5.16)

ここでDW (M5)はウィルソン演算子

DW (m5) =
1

2

∑
µ

(
(1 + γµ)Un,µ̂δn+µ̂,m + (1− γµ)U

†
m,µ̂δn−µ̂m

)
+ (m5 − 4) δn,m

(2.5.17)

であり、D(i)
− は、

D
(i)
− = ciDW (n5)− 1, (2.5.18)
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と定義されている。bi,ci は bi − ci 一定の実変数であり、これらの変数を変化させることにより、

様々なドメインウォールフェルミオンが実現される；

Shamir(第 2.4節) bi = 1 ci = 0

Borici( [85]) bi = 1 ci = 1

Chiu( [86]) bi = ai ci = ai

(2.5.19)

ここで、ai は、sign関数に対する Zoloterev近似を与えるように決められている。こうして定義

されるMöbius Fermionの演算子は、オーバーラップ演算子の近似と線形変換により、関係づける

ことが出来る。ここで、オーバーラップ演算子の近似式とは、式 (2.5.10)における符号関数を有限

の多項式により近似したものである。4次元のオーバーラップの近似式をDOV (m)と書き、また、

D
(5)
OV (m)を

D
(5)
OV (m) =

{
δ1,s′DOV (m) if s = 1

δs,s′ if 1 < s ≤ Ls
(2.5.20)

と書くと、Möbius Fermionの演算子は、オーバーラップ演算子の線形変換は以下のように書くこ

とが出来る。

LDDW (m)R = FD
(5)
OV (m). (2.5.21)

L,R, F はそれぞれ以下のように定義される。

F = LDDW (1)R, (2.5.22)

Ls,s′ =

Ls−s∑
i=0

δs+i,s′
s′−1∏
j=s

Sj

(
Q(s′)

)−1

γ5, (2.5.23)

R = PR̂,

Ps,s′ =

{
δs,s′PL + δs+1,s′PR if 1 ≤ s < Ls

δLs,s′PL + δ1,s′PR if s = Ls
, (2.5.24)

R̂s,s′ =

{
−δ1,s′ if s = 1

−δ1,s′
∏Ls

i=s Sid+ δs,s′ if 1 < s ≤ Ls
, (2.5.25)

ここで
∏Ls

i=s Si = SsSs+1 · · ·SLs である。それぞれの行列要素は以下のように定義されている。

Q
(i)
+ = γ5DW (biPR + ciPL) + 1, (2.5.26)

Q
(i)
− = γ5DW (biPL + ciPR)− 1, (2.5.27)

Si = T−1
i = −

(
Q

(i)
−

)−1

Q
(i)
+ , (2.5.28)

d = PR −mPL, (2.5.29)

この時、F 及びDOV (1)の具体的な表式は S =
∏Ls

i=1 Si を用いて、

F =

{
δ1,s′ (S + 1) γ5 if s = 1

δs,s′ if 1 < s ≤ Ls
, (2.5.30)

DOV (m) =
1

2

(
1 +m+ (1−m)γ5

(S − 1)

(S + 1)

)
, (2.5.31)

と計算することが出来る。ここで、もし、(S − 1)/(S + 1)が、ある行列の符号関数の近似で書く

ことが出来ていれば、式 (2.5.31)は、オーバーラップ演算子の近似式と見なすことが出来る。この
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関係式が存在するかどうかを考えるために、H(i)
T を

Si =
H

(i)
T + 1

H
(i)
T + 1

, (2.5.32)

と定義する。この時、Si の具体形を代入すると、

H
(i)
T = (bi + ci) γ5DW

1

2 + (bi − ci)DW
, (2.5.33)

となる。カーネルHT を

HT = γ5DW
1

2 + (bi − ci)DW
,

=
1

bi + ci
H

(i)
T

(2.5.34)

と定義する。H(i)
T を使って、(S − 1)/(S + 1)は、以下のように書き直すことが出来る。

(S − 1)

(S + 1)
=
A−B

A+B
, (2.5.35)

ここで、

A =

Ls∏
i=1

(
H

(i)
T + 1

)
, B =

Ls∏
i=1

(
H

(i)
T − 1

)
, (2.5.36)

である。H(i)
T の中の、bi及び ci を適当に選ぶことにより、この式をカーネルHT の符号関数と近

似することが出来る。今、bi − ciは一定であるので、すべての iに関してH
(i)
T の値は一定である。

既知の関数系としては、

• ci + bi = const:符号関数の通常の極分解の式が得られる。

• ci + bi を Zolotarev係数 [86, 87]ととる。

ととることにより、符号関数の近似が得られることが知られている。例えば、Shamirのドメイン

ウォールフェルミオンの場合には bi − ci = 1及び bi + ci = 1と置くことで、式 (2.5.35)は

(S − 1)

(S + 1)
=

(1 +HT )
Ls − (1−HT )

Ls

(1 +HT )
Ls + (1−HT )

Ls

Ls→∞−−−−→ sign (HT ) (2.5.37)

となり、確かに Ls → ∞の極限でオーバーラップ型の演算子になっており、ドメインウォール演
算子が、オーバーラップ演算子の 1つの近似を与えていることがわかった。

2.6 Hadronic Renormalizationとマッチング

ここまでの格子理論は全て無次元の量を用いて計算しており、その結果得られる量は、例えば

mπ/mK などの無次元の量である。次にここからどのようにQCDの裸のパラメータを固定し、ハ

ドロンの物理量を予言するかについて説明する。また、得られる繰り込まれた理論と、通常のMS

などの摂動的に繰り込まれた理論との関係を簡単に説明する。

通常、格子 QCDでは裸のパラメータを固定するために、Hadronic Renormalizationと呼ばれ

る、ハドロンの質量などを用いた方法を用いている。格子理論では理論に出現するパラメータは、
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(裸の)ゲージ結合定数 g0 及び (裸の)クォーク質量mu,md,ms である。これらのパラメータは数

値計算においては、入力値であり、自由に動かせるパラメータである。このとき、数値計算により

計算されるハドロン質量などの値は、入力値の関数として表されることになる。この時パラメータ

は、現実のハドロンの質量などの実験から得られる値を再現するように固定される。例えば、4個

のパラメータ g0,mu,md,msを固定するために、4つの実験値mΩ,mπ+ ,mK+ ,mK0 を考えること

ができる；

(amΩ)
lat

mexp
Ω

= a (g0,mu,md,ms) ,
(amπ+)

lat

(amΩ)
lat

=
mexp
π+

mexp
Ω

(amK+)
lat

(amΩ)
lat

=
mexp
K+

mexp
Ω

,
(amK0)

lat

(amΩ)
lat

=
mexp
K0

mexp
Ω

(2.6.1)

QCDは繰り込み可能な理論であるので、こうして決められた裸のパラメータを用いた計算を行う

ことでその他のハドロンの物理量を予言することが出来る。

次にこうして求められた裸のパラメータとMS などの高エネルギー領域における摂動展開によ

り定義される繰り込みに現れる量との関係について考える。これは、QCDの基本的なパラメータ

である、繰り込まれた結合定数や繰り込まれた質量を低エネルギーのハドロンの物理量により決定

するということであり、そのような基本パラメータを第一原理から予言するということである。こ

の手法を知るための教育的な出発点として、PCAC関係式 [88,89]を考える。PCAC関係式から、

K中間子の質量は以下のように書くことが出来る。

fKm
2
K = (m̄u + m̄s) 〈0| (ūγ5s) |K+〉 (2.6.2)

ここで、ūγ5sは擬スカラーメソンの演算子、m̄u 及び m̄d は、繰り込み手法に依存する PCAC質

量である。ここから実験値 fK 及びmK を用いてクォーク質量の値 m̄u + m̄sを求めようと思えば

格子数値計算において行列要素 〈0| (ūγ5s) |K+〉を計算すれば良い。ここで、左辺は観測可能な物
理量のみから構成されるため、スケール依存性及び繰り込み手法依存性は右辺の組み合わせで完全

に相殺している必要がある。そのため、MS における m̄u + m̄s を格子計算の結果から (Hadronic

Renormalizationから)得るには、格子上の擬スカラーメソンの行列要素と、MS で求められるも

のとの関係式を計算しなければならない。

(ūγ5s)MS = ZP (g0, aµ) (ūγ5s)lat , (2.6.3)

ここで、µはMS の繰り込みスケールである。繰り込み定数 ZP をもし知ることが出来れば、以

上の関係式から、(m̄u + m̄s)を得ることが出来る。ZP は、MSにおける擬スカラーメソンを含む

Green関数と Hadronic Renormalizationとの適当なマッチングを課すことにより得ることが出来

る。Hadronic Renormalizationが非摂動的な方法であるのに対して、MS は摂動的に定義される

理論であるため、この条件は実際には非摂動的に課すことは出来ない。1-loopの格子摂動計算によ

り、ZP は以下のように計算されている。

ZP (g0, aµ) = 1 +
g20
4π

{
2

π
ln (aµ) + C

}
+O(g40) (2.6.4)

ここで Cは、QCD作用の離散化方法によって変化する定数である。この方法は非常に単純に遂行

することが可能である一方で、裸のパラメータ g0 による展開は収束が非常に緩やかであり、誤差

の大きさを見積もることが困難である [90, 91]。

この問題は、2つの繰り込み手法の間に中間的な繰り込み手法を導入することにより解決される。

中間的に用いる繰り込み手法として RI/MOM [92]及び Schrödinger Functional [93–95]とよばれ
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る 2つの方法が非常によく使われている。本論文でのクォーク質量の決定においては、中間的手法

として RI/MOMに改良を加えた RI/SMOM [96]を用いて計算を行っている。

2.7 擬スカラーメソンの質量とクォーク質量の決定

この節では、格子計算の結果を用いてどのように擬スカラーメソンの質量を決定するか、また、

そこからどのようにクォーク質量を導き出すかについて述べる。格子計算の計算手法は次節での

べ、ここでは、格子計算により、擬スカラー演算子の 2点関数の値が格子計算により計算可能であ

るということを仮定する。

擬スカラー演算子の 2点関数を考える；

Cabπ (n0) =
∑
~n

〈πa(n0, ~n)πb(0)〉 . (2.7.1)

ここで、πa(n)は

πa(n) =
¯̂
ψ(n)T aγ5ψ̂(n) (2.7.2)

と定義される。ここで、T aは SU(N)演算子の生成子であり、また、ゼロ運動量を考えるために空

間方向 ~nについての和をとっている。|Ek (~p)〉を無次元の運動量 ~pを持つ状態とし、m̂k をその粒

子の無次元の質量、無次元のエネルギーを Ek(~p)
2 = m̂2

k + ~p2 とした時の場の量子論の完全性関係

1 = |0〉 〈0|+
∑
k

∫
d3p

(2π)3
|Ek(~p)〉 〈Ek(~p)|

1

2Ek(~p)
+ . . . , (2.7.3)

を用いると、2点関数は以下のように書き直される。

Cabπ (n0) =
∑
~n

〈0|πa(n)πb(0) |0〉

=
∑
~n

〈0|πa(n) |0〉 〈0|πb(0) |0〉

+
∑
~n

∑
k

∫
d3p

(2π)3
1

2Ek(~p)
〈0|πa(n) |Ek(~p)〉 〈Ek(~p)|πb(0) |0〉+ . . .

=
∑
~n

〈0|πa(0) |0〉 〈0|πb(0) |0〉

+
∑
~n

∑
k

∫
d3p

(2π)3
1

2Ek(~p)
ei~p·~n−Ek(~p)n0

× 〈0|πa(0) |Ek(~p)〉 〈Ek(~p)|πb(0) |0〉+ . . . .

(2.7.4)

ここで第 1項目の真空期待値は以下のように経路積分表示をすることで、tr [T a] = 0であることか

ら 0になることがわかる；

〈0| ¯̂ψγ5taψ̂ |0〉 =
∫
dUdψ̂d

¯̂
ψ
(
¯̂
ψ(0)γ5T

aψ̂(0)
)

× exp

(
−SG(U)−

∑
n

¯̂
ψ(n)( /D +mf )ψ̂(n)

)

=

∫
dU
∏
k

tr
(
γ5T

a( /D +mq)
−1
00

)
exp (−SG(U))

= 0.

(2.7.5)
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次に式 (2.7.4)の第 2項中の ~xの和を実行するために関係式
∞∑

n=−∞
eip·x = 2πδ(p) (2.7.6)

を用いると、Cabπ (n0)は

Cabπ (x0) =
∑
~n

∑
k

∫
d3p

(2π)3
1

2Ek(~p)
ei~p·~ne−Ek(~p)n0

× 〈0|πa(0) |Ek(~p)〉 〈Ek(~p)|πb(0) |0〉+ . . .

=
∑
k

1

2m̂k
e−m̂kx0 〈0|πa(0) |m̂k〉 〈m̂k|πb(0) |0〉 · · · .

(2.7.7)

となる。ここで、x0 を充分大きくとれば、

Cabπ (x0) =
〈0|πa(0) |m̂k〉 〈m̂k|πb(0) |0〉

2m̂0

× exp (−m̂0x0)

(
1 +

∑
k

O
(
e−(m̂k−m̂0)x0

))
+ · · · .

(2.7.8)

となる。ここで、m0 は πa に結合する粒子のうちで最も軽いものの質量である。格子計算では時

間方向を有限にとらなければならないので、その影響を考慮する必要がある。例として、時間方向

に長さ T の周期的境界条件をとった場合を考えると、0 ≤ n0 ≤ T の場合、〈πa(n0, ~n)πb(0)〉の寄
与と同時に 〈πa(n0 + T, ~n)πb(0)〉からの影響も受けることになる。これを考慮すると、周期的境界
条件を課した時の 2点関数は

Cabπ (x0) ∼
〈0|πa(0) |m̂k〉 〈m̂k|πb(0) |0〉

2m̂0

(
e−m̂0x0 + e−m̂0(T−x0)

)
+ · · ·

=
〈0|πa(0) |m̂k〉 〈m̂k|πb(0) |0〉

2m̂0
e−m̂0

T
2 cosh

(
m̂0

(
t− T

2

))
+ · · ·

(2.7.9)

と coshの振る舞いになる。この式と格子計算により得る Cabπ (x0)の時間依存性を比較することで

擬スカラーメソンの質量を得ることができる。ところが、実際の格子計算では、計算時間の制約の

ため時間方向の格子数をそれほど多く用意できない。そこで、有効質量

m̂eff(t) = − log

[
Cπ(t+ t̂)

Cπ (t)

]
(2.7.10)

を定義する。この量は t→ ∞で特定の値 m̂f に収束する量である。実際の計算では、meff(t)が一

定の値になる tminと tmaxを見つけ、その間の tに於いて式 (2.7.9)などを用いてフィットすること

で擬スカラーメソンの質量を得る。励起状態の質量を求めたい時には、式 (2.7.9)に 2番目に軽い

粒子の質量をm1 として、exp (−m1t)まで含めてフィットを行えば良い。

以上のようにして得られる格子上の物理量を現実の物理量と関連付けるためには、格子理論のパ

ラメータであるゲージ結合定数 g0と、軽いクォーク質量mu,md,msを決定する必要がある。今、

ゲージ結合定数は、格子間隔と関係付くため、格子間隔 aとクォーク質量と考えても良い。今、4

つの未定のパラメータが存在するため、その全てを決定するには 4つの物理量が必要となる。例え

ば、3つのクォーク質量間の比 mua
msa
などを決める物理量として、Ωバリオンの質量及び擬スカラー

メソンの質量mπ+、mK+、mK0 の 4つを用いることにする。クォーク質量を固定するには、これ

ら 4つの物理量による無次元量、例えば mπ+a

mK+a
= 134.98

494.521 ∼ 0.27などを再現するように、格子計算

のクォーク質量パラメータを調節すればよいが、実際の数値計算では、パイ中間子の質量を再現す

るようなクォーク質量mu、md を実現することは困難である。これは以下のような理由による。
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• クォーク質量を下げ、軽いパイ中間子が現れることで、有限体積効果の効果を受けやすくな
るためより大きな格子を使う必要が生ずる。

• ディラック演算子の条件数はクォーク質量の逆数に比例するため、ディラック演算子の逆を
求める時間がより多くかかってしまう。

このため、現実のクォーク質量で計算することは出来ず、より重いクォーク質量の何点かでハドロ

ンの質量の計算を行い、そこから現実の質量への外挿を行うという方法を取る。また、その後、こ

の操作を複数の格子間隔 aに対し行い、それを a → 0の連続極限へと外挿する必要があるが、今

回の計算では論じない。

今回の計算では、質量外挿の関数系としては、カイラル対称性が近似的に成り立つ場合に一般

に成立する有効理論であるカイラル摂動論を用いる。この際、カイラル摂動論に現れる Gasser-

Leutwyler係数の値も決めることが出来る。カイラル摂動論による予言によれば擬スカラーメソン

のクォーク質量mf に対する依存性はmf log (mf )であり [45]、多項式近似を用いた場合と較べ大

きくクォーク質量が変化する可能性がある。カイラル摂動論に関しては次章で説明を行う。また、

今回の計算において選ばれたΩバリオンの質量は、カイラル摂動論によればmuやmdクォークに

関する非線形な項が存在しない [97,98]。そのため、mu,mdに関して線形に外挿することで容易に

比較的信頼可能な外挿が可能となっている。

カイラル摂動論によれば、擬スカラーメソンの質量は、クォーク質量に非常に大きく依存してお

り、クォーク質量を決定する物理量として非常に適している。また、格子計算により、高精度で計

算することが可能であるという特徴も兼ね備えている。さらに、擬スカラーメソンの質量は実験的

に非常に精度よく測定されているため、クォーク質量を決定する際には、実験誤差がほとんど依存

しないというのも重要な点である。以上の理由により、今回のクォーク質量の計算では、Hadronic

Renormalizationに用いるハドロン物理量としてmπ+、mK+、mK0 及びmΩ を選んだ。

2.8 配位生成とPartially Quenching

これまで、格子上におけるゲージ場、クォーク場の定義など、格子理論の定式化に関しての説明

を行ってきた。この節では、以上により構成された格子上の理論から、数値計算によりどのように

相関関数の値を得るのかに関して簡単な概念を述べておく。

格子 QCDの作用を

S
[
¯̂
ψ, ψ̂, U

]
= SG(U) + SF

[
¯̂
ψ, ψ̂, U

]
= SG(U) +

¯̂
ψ ( /D(U) +M) ψ̂

= SG(U) +
∑
q

¯̂
ψq ( /D(U) +mq) ψ̂q.

(2.8.1)

と書く。ここで、SG(U)は、格子上のゲージ場の作用であり、また、/D(U)は格子上の共変微分で

あり、qはクォークの種類を表す指標、mq はクォーク qの質量である。空間、カラー及びスピノー

ルの和の表記は省略している。ゲージ場U 及びクォーク場 ¯̂
ψ, ψ̂からなる任意の演算子O

(
¯̂
ψ, ψ̂, U

)
の真空期待値は以下のように書くことができる；

〈O
(
¯̂
ψ.ψ̂, U

)
〉 =

∫
dUd

¯̂
ψdψ̂O

(
¯̂
ψ, ψ̂, u

)
e
−S

[
¯̂
ψ,ψ̂,U

]
∫
dUd

¯̂
ψdψ̂e

−S
[
¯̂
ψ,ψ̂,U

] (2.8.2)
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ソース項 η、η̄を導入することで、O
(
¯̂
ψ, ψ̂, U

)
の中の ¯̂

ψ、ψ̂をソースに対する微分 ∂
∂η̄、

∂
∂η に変更

することができ、したがって、フェルミオン部分の積分を実行できる;∫
dUd

¯̂
ψdψ̂O

(
¯̂
ψ, ψ̂, U

)
e
−S

[
¯̂
ψ,ψ̂,U

]

=

∫
dUd

¯̂
ψdψ̂O

(
¯̂
ψ, ψ̂, U

)
e−SG(U)e

− ¯̂
ψ
(
/D+mq

)
ψ̂+

¯̂
ψη+η̄ψ̂

∣∣∣∣
η=η̄=0

=

∫
dUd

¯̂
ψdψ̂O

(
− ∂

∂η
,
∂

∂η̄
, U

)
e−SG(U)e

− ¯̂
ψ
(
/D+mq

)
ψ̂+

¯̂
ψη+η̄ψ̂

∣∣∣∣
η=η̄=0

=

∫
dUe−SG(U)O

(
− ∂

∂η
,
∂

∂η̄
, U

)∏
q

det ( /D +mq) exp
[
η̄D−1(U)η

]∣∣∣∣∣
η=η̄=0

(2.8.3)

ここで d
¯̂
ψdψ̂は

d
¯̂
ψdψ̂ =

∏
q

dψ̂qd
¯̂
ψq (2.8.4)

を意味する。

以下に O
(
− ∂
∂η ,

∂
∂η̄ , U

)
の構成の例として非対角的なパイ中間子に関しての計算を示す。フレー

バーに対する行列 T a パイ中間子の演算子を πa(x) = ψ̄(x)γ5T
aψ(x)と書くと、2点関数は以下の

ように書き直せる。

Cabπ (t) =

〈∑
~x

πa(~x, t)πb(0)

〉
=
〈
¯̂
ψ(~x, t)γ5T

aψ̂(~x, t)
¯̂
ψ(0)γ5T

bψ̂(0)
〉

=

∫
dU det ( /D +mq) e

−SG(U)

∑
~x

[((
− ∂

∂η(~x, t)

)
γ5T

a

(
∂

∂η̄(~x, t)

)(
− ∂

∂η(0)

)
γ5T

b

(
∂

∂η̄(y)

))]
× exp

[
η̄D−1(U)η

]∣∣
η=η̄=0

=

∫
dU det ( /D +mq) e

−SG(U)
∑
~x

[
−Tr

(
γ5T

aD−1(U)x0γ5T
bD−1(U)0x

)
+Tr

(
γ5T

aD−1(U)xx
)
· Tr

(
γ5T

bD−1(U)00
)]

(2.8.5)

ここで 4元ベクトル x = (t, ~x)である。もし U に関する積分を実行できれば、格子上の物理量を求

めることができる。U の積分を行うためには、カラー自由度 8、µの方向 4、格子間の個数 V = L4

についての積分を行う必要があるが、例えば格子点の個数を 10個としても 8 × 4 × 104 個の多重

積分を実行する必要があり、これを直接的に実行することは現実的ではない。たった 10点のメッ

シュを各積分で考えたとしても、積分は 10320000 項の和をとることが必要となる。

これに対して、現在の多くの計算では、期待値の計算に統計的な手法を用いている。実際、ほと

んどのゲージ配位では作用が非常に大きな値をとるため、積分に寄与する配位はほんのわずかな

ものであり、それらの配位を考えることで重要な情報の多くを (確率的に)引き出すことが出来る。

具体的には、確率密度 exp[−SG(U)] det [( /D +mq)]でリンク変数を発生させてそれを基に期待値

を計算することで、期待値式 (2.8.3)を計算することができる；

< O >≈ 1

N

N∑
i=1

O ({U}i) . (2.8.6)
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valence

sea

図 1: バレンスクォーク質量とシークォーク質量の説明のための擬スカラーメソンの 2点関数の

ファインマン図。実線がクォークの線、巻線はグルーオンを表す。シークォーク質量は、青い線で

表される内線のクォークループ中の質量、バレンスクォーク質量は赤い線で表される外線と繋がる

クォークの質量に相当している。

ここで {U}i (i = 1, · · · , N)は確率密度 exp[−SG(U)] det [( /D +mq)]に従って発生させた配位を表

す。このように重要な配位だけを取り出して計算する方法は importance samplingと呼ばれる。

次に Partially Quenchingについて説明する。以上のように確率的な手法を用いて期待値の計算

を行う際、確率的に {U}iを発生させる部分と、それを用いてO ({U}i)を行う部分の計算は完全に
独立に行うことができる。このため、配位生成の際に用いる行列式 det [( /D +mq)]に現れる質量と、

演算子 O (Ui)に現れる質量を全く異なるものをとることができる。この行列式中に現れるクォー

ク質量をシークォーク質量と呼びmS と表記し、演算子中に現れるクォーク質量をバレンスクォー

ク質量と呼びmV と表記する。シークォーク質量とバレンスクォーク質量として異なるものをと

ることを Partially Qunenchingと言い、Partially Quenchingの処方を行ったQCDを PQQCDと

呼ぶ。また、ms → ∞としたもの (同じ意味で、配位生成の際に det ( /D +mq)を 1と置くこと)を

Quenchingと呼ぶ。シークォークとバレンスクオークを模式的に現した図が図 2.8である。

格子計算の計算時間は、行列式の計算と、演算子の計算では後者の方がはるかに計算時間が短く

て済む。そのため、PQQCDを用いることで 1つのシークォーク質量から得られたゲージ配位に

対し、複数のバレンスクォーク質量による演算子を用いて計算を行うことで、データ点を増やし、

より正確な予言ができるようにしている。このような非物理的な PQQCDの格子計算と、実際の

QCDの物理量を結ぶために次節で説明する PQQCDの有効理論である PQカイラル摂動論を用

いる。

また、PQQCDによる格子計算と PQカイラル摂動論から物理量を得ることは、計算時間の短縮

以上の利点がある。それは、パラメータであるクォーク質量を 2つに分離し、独立に変化させるこ

とにより、決められる低エネルギー定数の数が増えるということである [99]。これを見るために、

例えばmf = mu = md と縮退したクォーク質量におけるメソン質量の NLOまでの通常のカイラ
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ル摂動論における表式を考える；

m2
π =

(
1 +

χ

2(4πF )2
ln

(
χ

µ2

)
+

8χ

F 2
(2L8 − L5 + 4L6 − 2L4)

)
. (2.8.7)

ここで F ,Li は低エネルギー定数であり、χはクォーク質量mf と低エネルギー定数 B0 を用いて

χ = 2B0mf と定義される。この式を用いた時には、mf を様々に変化させて得られる低エネルギー

定数は B0、F、2l8 − l5 + 4l6 − 2l4という 3種類である。これに対し、PQカイラル摂動論におけ

るメソン質量の表式は

m2
π = χV

(
1 +

(2χV − χS)

2(4πF )2
ln

(
χV
µ2

)
+
χV − χS
2(4πF )2

+
8

F 2
[(2L8 − L5)χV + (2L6 − L4)nχS ]

)
.

(2.8.8)

である。ここで χV はバレンスクォーク質量mV を用いて χV = 2B0mV、χS はシークォーク質量

を用いて χS = 2B0mSと定義されており、また、nはシークォークの種類の数である。式 (2.8.8)は

mV ,mS → mf の極限において、式 (2.8.7)と一致する式になっている。格子計算によりmV とmS

を独立に動かし、式 (2.8.8)を用いてフィットを行うことにより得られる物理量はB0、F、2l8 − l5、

4l6 − 2l4という 4種類になり、PQの計算をしない場合に較べ決められる低エネルギー定数の個数

が増えることになる。

この節の最後に、PQQCDの場の理論的な定式化を示す。その方法はMorelにより [100]で与え

られた。この方法で、理論が保持する対称性が明らかになることにより、低エネルギー有効理論で

ある PQカイラル摂動論を構成することが可能となる。Morelの方法を説明するために分配関数

Z0 =

∫
DU

∏
q

det( /D +mSq )e
−Sg . (2.8.9)

を考える。ここで Sq はシークォークの種類を示すインデックスであり、mSq はシークォークの質

量である。ここで恒等演算子

1 =

∏
q det( /D +mVq )∏
q det( /D +mVq )

, (2.8.10)

を分配関数中に挿入すると

Z0 =

∫
DU

∏
q

det( /D +mSq )e
−Sg

=

∫
DU

∏
q

det( /D +mSq )

∏
q det( /D +mVq )∏
q det( /D +mVq )

e−Sg

=

∫
DUDq̄SDqSDq̄VDqVDq̃

†
VDq̃V

exp

(
−Sg −

N∑
q=1

∫
d4xq̄Sq ( /D +mSq )qSq −

NV∑
q=1

∫
d4xq̄Vq ( /D +mVq )qVq

−
NV∑
q=1

∫
d4xq̃†Vq

( /D +mVq )q̃Vq

)
.

(2.8.11)

最終行で用いた、qVq、qSq はフェルミオン場でそれぞれバレンスクォーク場、シークォーク場と呼

ばれる。NV 及びN はそれぞれ、バレンスクォーク、シークォークの個数である。q̃Vq は、ゴース
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Canel

Valene Ghost

Sea

図 2: ゴースト場とバレンスクォーク場の相殺を模式的に現した図。ボソン場であるゴーストクォー

ク場とフェルミオン場であるバレンスクォーク場のループを同時に加えることにより、元の振幅を

再現する。

トクォーク場と呼ばれるボソン場でバレンスクォークと同じ質量を持つ；∫
Dq̃†Dq̃e−

∫
d4xq̃†( /D+mq)q̃ =

1

det( /D +mq)
(2.8.12)

バレンスクォークとゴーストクォークの導入を模式図として図 2に描いた。

有効理論を導くのに対称性を見やすくするために、バレンスクォーク場、シークォーク場及び

ゴーストクォーク場をまとめて Qと書く；

Qt = (qV1 , . . . , qVNV︸ ︷︷ ︸
valence

, qS1 , . . . , qSN︸ ︷︷ ︸
sea

, q̃V1 , . . . , q̃VNV︸ ︷︷ ︸
ghost

),

Q = (q̄V1 , . . . , q̄VNV︸ ︷︷ ︸
valence

, q̄S1 , . . . , q̄SN︸ ︷︷ ︸
sea

, q̃†V1
, . . . , q̃†VNV︸ ︷︷ ︸
ghost

).
(2.8.13)

また、質量行列もまとめて、

M = diag(mV1 , . . . ,mVNV︸ ︷︷ ︸
valence

,mS1 , . . . ,mSN︸ ︷︷ ︸
sea

,mV1 , . . . ,mVNV︸ ︷︷ ︸
ghost

). (2.8.14)

と書く。この時、分配関数から作用を抜き出すと、

SPQ = Sg +

∫
d4xQ̄( /D +M)Q

Q̄( /D +M)Q =

NV∑
i=1

q̄Vi( /D +MVi)qVi +

N∑
i=1

q̄Si( /D +MSi)qSi

+

NV∑
i=1

q̃†Vi
( /D +MVi)q̃Vi .

(2.8.15)

この作用を用い、また、演算子 Oには、シークォーク場やゴーストクォーク場を含まないとする

と Partially Quenchingの方法と同じ振幅を再現することができる。確認のため、この作用におけ
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る相関関数を求めてみると、

CPQπ (t) = −Z−1
PQ

∫
DUDQ̄DQe−SPQ

∑
~x

ūV γ5dV (~x, t)d̄V γ5uV (0)

=
1

ZPQ

∫
DU

N∏
j=1

NV∏
i=1

det( /D +mSj ) det( /D +mVi)

det( /D +mVi)
e−Sg

∑
~x

(
tr

(
γ5

(
1

/D +mVd

)
x0

γ5

(
1

/D +mVu

)
0x

))

=
1

ZPQ

∫
DU

N∏
j=1

det( /D +mSj )e
−Sg

∑
~x

(
tr

(
γ5

(
1

/D +mVd

)
x0

γ5

(
1

/D +mVu

)
0x

))

(2.8.16)

で確かに Partially Quenchingの方法と同じ式が得られる。また、mVu = mSj ,mVd
= mSk

と置く

ことにより

CPQπ (t) = Z−1
PQ

∫
DUDQ̄DQe−SPQ

∑
~xūV γ5dV (~x, t)d̄V γ5uV (0)

= Z−1
PQ

∫
DUDQ̄DQe−SPQ

∑
~xq̄Sjγ5qSk

(~x, t)q̄Sk
γ5qSj (0)

= Z−1
PQ

∫
DUD

N∏
i=1

Dq̄SiDqSie
−SPQ

∑
~xq̄Sjγ5qSk

(~x, t)q̄Sk
γ5qSj (0)

= CQCDπ (t).

(2.8.17)

であり、PQQCDが通常の QCDをその部分空間として含んでいることが確認される。

2.9 QCD+qQED systemの生成

クォーク質量差の電磁相互作用からの寄与を見積もるには、ハドロンへの電磁相互作用の寄与を

知る必要がある。電磁相互作用のハドロンへの寄与を第一原理から見積もる唯一の方法が電磁相互

作用を含んだ格子計算を行うことである。

電磁相互作用によるハドロン物理量への寄与の大きさは単純には αEM ∼ 1/137 ∼ 1%程度であ

ると考えることが出来、実際に荷電-中性π中間子の質量から (mπ+ −mπ0)/mπ+ ∼ 3%程度であ

る。格子計算の計算精度が上昇し、O(1)%での計算が出来るようになった現在、こうした電磁相互

作用の効果を単純に無視することは出来ない。

QCD+QEDのゲージ配位の生成は [101]の方法にしたがう。この方法では、クエンチ近似によ

り電磁相互作用を導入する (シークォークの質量を 0に置く)。その結果、ゲージ配位を 1から作り

直す必要はなく、既存のQCDの配位を再利用することが可能となっている。これは、QCD+クエ

ンチQEDによる確率密度関数が関数が、QCDの確率密度関数とクエンチQEDの確率密度関数に

分解可能なことによっている。以下、この方法の詳細を、パイ中間子の 2点関数を例に見ていく。
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図 3: クエンチ QEDに含まれる図 (左図)及び含まれていない図 (右図)を示した図。図は擬スカ

ラーメソンの 2点関数を示している。図中で青の実線はクォークの線、黄の波線は光子の線、灰の

巻線はグルーオンの線を表す。クエンチQEDでは、シークォークと結合するバーテックスは禁止

されているため、右図に含まれるような光子の線は含めることが出来ない。今回の計算には含まれ

ないこれらの図は、re-weightingと呼ばれる手法により、導入することが可能である [102,103]。

QCD+クエンチ QEDの Lagrangianは

LpqQCD+qQED = Q ( /D +m)Q+ F aµνF
µν,a + FµνF

µν

Dµ = ∂µ + iQAµ + i g GaµT
a,

F aµν = ∂µG
a
ν − ∂νG

a
µ + igfabcG

b
µG

c
ν ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

(2.9.1)

ここで、Gµ、AµはそれぞれQCD、QEDのゲージ場、Qはバレンスクォーク場 qVi、シークォー

ク場 qSi、ゴーストクォーク場 q̃Vi からなる場、T
a は SU(3)の生成子である。また、Qは電荷行

列であり、バレンスクォークの電荷 eV1
, · · · eVNV

及びシークォークの電荷 eS1
, · · · eSN

を用いるこ

とにより、

Q = diag
(
eV1 , · · · eVNV

, eS1 , · · · eSN
, eV1 , · · · eVNV

)
(2.9.2)

と定義される。クエンチ QEDでは、シークォークの電荷 eS1 , · · · eSN
は全て 0である。クエンチ

QEDにおいて許される図、許されない図の例を図 3に図示した。
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この時、LpqQCD+qQED を用いた分配関数は

Z0 =

∫
DGDADQDQ̄ exp(−

∫
d4xLpqQCD+qQED)

=

∫
DG

N∏
j=1

DqSj Dq̄Sj exp

(
−
∫
d4x

(
F aµνF

µν,a + q̄Sj ( /D(A = 0) +mqSj
)qSj

))
︸ ︷︷ ︸

Z0|QCD

×
∫
DA exp (−FµνFµν)︸ ︷︷ ︸

Z0|EM

×
∫ NV∏

i=1

DqVi
Dq̄Vi

exp
(
−q̄Vi

(
/D +mqVi

)
qVi

)
×
∫ NV∏

i=1

Dq̃ViD ¯̃qVi exp
(
−¯̃qVi

(
/D +mqVi

)
qVi

)
= Z0 |QCD Z0 |EM

(2.9.3)

と書き直すことが出来る。ここで最後の行の変形ではバレンスクォークの寄与と、ゴーストクォー

クの寄与が完全に相殺することを用いた。LpqQCD+qQED を用いた理論における uと dから成る

パイ中間子の 2点相関関数は以下のように書ける。

Cπ (0, t)

= −Z−1
0

∫
DGDADQ̄DQe−

∫
d4xLpqQCD+qQED

×
∑
~x

ū (~x, t) γ5d(~x, t)d̄(0)γ5u(0)

= − 1

Z0

∫
DGDA

N∏
j=1

NV∏
i=1

det( /D +mSj ) det( /D +mVi)

det( /D +mVi)

× e−
∫
d4x(Fa

µνF
µν,a+FµνF

µν)

×
∑
~x

(
tr

(
γ5

1

/D +mVd

)
~x~x

tr

(
γ5

1

/D +mVu

)
00

− tr

(
γ5

(
1

/D +mVd

)
~x0

γ5

(
1

/D +mVu

)
0~x

))
= − 1

Z0

∫
DG

N∏
j=1

det( /D +mSj )e
−Fa

µνF
µν,a

∫
DAe−FµνF

µν

∑
~x

(
tr

(
γ5

1

/D +mVd

)
~x~x

tr

(
γ5

1

/D +mVu

)
00

− tr

(
γ5

(
1

/D +mVd

)
~x0

γ5

(
1

/D +mVu

)
0~x

))
≡ −

〈∑
~x

(
tr

(
γ5

1

/D +mVd

)
~x~x

tr

(
γ5

1

/D +mVu

)
00

− tr

(
γ5

(
1

/D +mVd

)
~x0

γ5

(
1

/D +mVu

)
0~x

))〉
pqQCD+qQED

(2.9.4)
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ここで F に対する括弧 〈F 〉pqQCD+qQEDは以下により定義される確率密度 ppqQCD+qQED[G,A]に

よる F の期待値を表す。

ppqQCD+qQED[G,A] =
1

Z0

N∏
j=1

det( /D +mSj )e
− 1

4F
a
µνF

µν,a− 1
4FµνF

µν

=
1

Z0 |pqQCD

N∏
j=1

det( /D +mSj )e
− 1

4F
a
µνF

µν,a

︸ ︷︷ ︸
ppqQCD

1

Z0 |EM
e−

1
4FµνF

µν

︸ ︷︷ ︸
pEM

(2.9.5)

以上のように確率密度関数が完全に pqQCD部分と電磁相互作用部分に分離可能である。このこと

を利用して、QCDの配位を利用して、QCD+qQEDの配位を生成することが可能となっている。

2.10 有限体積中のQED

以上のようにしてQCDの配位を利用することでクエンチ近似の電磁相互作用を導入することが

可能となるが、有限体積上に電磁相互作用を導入することは別の問題が生じることとなる。この節

では、この問題と、解決のために新しく導入した有限体積上のQEDについて述べる。この節の内

容は [104]に従っている。

まず、初めに単純に作成した有限体積上の電磁相互作用の理論 QEDZ における問題点を次節で

述べるカイラル摂動論を用いて説明する。無限体積のカイラル摂動論における光子を含む自己エネ

ルギーの 1つの項の例として以下の項を考える。

J(M2,∞) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2((k + p)2 −M2)

∣∣∣∣
p2=M2

(2.10.1)

この項は、d = 4では赤外有限な項である。

次に対応する、有限な箱 Lの中の、通常の QEDに長さ Lで周期的境界条件を課した QEDZで

の項を考える。QEDZ に対するカイラル摂動論は、ゲージ場に周期的境界条件を課すことにより

得られ、上記の運動量積分は単純に運動量空間での和に置き換わり

J(M2, L) =

∫
dk0

2π

1

V

∑
~k∈Γ̃

i

k2(k2 −m2
π)
,

~k =
2π

L
~n, ~n ∈ Z.

(2.10.2)

この式は無限体積では現れない赤外発散の項を含んでいる。

J(M2, L) =
dk0

2π

1

V

∑
~k∈Γ̃

i

k2(k2 −m2
π)

=

diverge in the limit k0 → 0︷ ︸︸ ︷∫
dk0

2π

1

V

i

k02(k02 −m2
π)

+

∫
dk0

2π

1

V

∑
~k 6=0

i

k2(k2 −m2
π)

(2.10.3)

この無限体積の理論では出現しない赤外発散により、単純な有限体積の理論は無限体積の理論への

単純な接続ができない。これは単純に有限体積化した理論では、有限体積上の電磁相互作用をきち

んと定義できていないことを意味している。
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また、この現象は以下に述べるような古典電磁気学における問題とも深く関連していると考えら

れる。電磁相互作用の Lagrangianから得られる、ガウスの法則を考える。

∇ · E(t, ~x) = ρ(t, ~x). (2.10.4)

ここで電荷密度として、電荷 eを持ち、質量無限大という状況を考えると、

ρ(t, ~x) =
∑
~n∈Z3

eδ3(~x− L~n). (2.10.5)

となる。ここで、式 (2.10.3)の両辺に関して 3次元のトーラス上の積分を行うと左辺は 0になるの

に対して、右辺は有限の値が残ることになる。これは、与えた理論、Lagrangianでは、１粒子状

態がうまく定義されないことを示している。

以上のような諸問題を避ける、１粒子状態を許すような新しい電磁相互作用の理論 QEDL を考

える。QEDLでは、通常のQEDと同様の作用だが、ゼロ運動量を持つゲージ場が理論の中に存在

しないような理論、すなわち、ゲージ場 Aµ(t, ~x)として以下の条件を持つ理論を考える。

Ãµ(t,~0) = 0, (2.10.6)

ただしここで Ãµ(t,~k)を以下のように定義する。

Aµ(t, ~x) =
1

L3

∑
~k−{~0}∈Γ̃

Ãµ(t,~k)e
i~k·~x,

Γ̃ = (
2π

L
n1, · · · ,

2π

L
nd), ~ni ∈ Z.

(2.10.7)

この理論において、上記にあらわれた問題がどのように解決していくのかを見ていく。まず、カ

イラル摂動論を用いた場合に考えると、QEDL における式 (2.10.2)に対応する式は、

J(M2, L) =

∫
dk0

2π

1

V

∑
~k 6=0

i

k2(k2 −m2
π)
. (2.10.8)

となり、この積分には赤外発散が現れない。この式の紫外発散の構造は式 (2.10.1)と全く同じで

ある。

古典電磁気学におけるガウスの法則の問題に関して考える。通常の QEDの場合と同様にして、

QEDL において、作用の無限小変換から運動方程式を求める。

δSQEDL =

∫
d4x

[
−1

2
δFµνF

µν + δAµj
µ

]
=

∫
d4x

[
δA0

(
−∂kF 0k + j0

)
+ δAk

(
∂0F

0k − ∂jF
kj + jk

)]
=

∫
dt
∑
~k 6=0

[
δA0(t,~k)

∫
d3x ei

~k·~x (−∇ · E+ ρ) + δAk(t,~k)

×
∫
d3x ei

~k·~x (∂tEk − εkjl∂jB
l + jk

)]
.

(2.10.9)

よって QEDL におけるガウスの法則は以下のように変更を受ける。

0 =

∫
T3

e−i
~k·~x(∇ · E− ρ) (for ~k 6= 0). (2.10.10)
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式 (2.10.5)及びその下の議論ではゼロモードに関する式

0 =

∫
T3

(~∇ · ~E − ρ) (2.10.11)

が問題であった。これに対して、QEDLでは、ゼロモードの式に制約はなく、1粒子状態を定義す

ることが可能となっている。

次に、今回のQEDにおいてゲージ場の非物理的な自由度を除去するのに十分なゲージ対称性が

存在することの確認をする。このために、まず単純に 3次元方向に対して単純な有限体積化を行っ

た QEDの QEDZのゲージ対称性を考える。電荷 eを持つ物質場として、Φ(x)を導入する。この

時、物質場 Φ(x)とゲージ場Aµ(x)は空間方向に対して周期的である。周期性を考慮すると、ゲー

ジ変換は

Φ → Φ′ = eieΛΦ,

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µΛ.

(2.10.12)

と書くことが出来る。このゲージ場から作られるリンク変数は

e−iA
′
µ(x) = eiΛ(x)e−iAµ(x)e−iΛ(x) (2.10.13)

のように変換をする。場の周期性からゲージパラメータ Λ(x)は

Λ(t, ~x) = ΛP (t, ~x) +
2π~m · ~x
eL

(~m ∈ Z) , (2.10.14)

と書くことが出来る。ここで、ΛP (t, ~x)は ΛP (t, ~x+L~m) = ΛP (t, ~x)を満たす周期関数である。こ

のゲージ変換が、QEDL においてどのように変換するかを考えるために式 (2.10.14)の運動量空間

での表示を考える。今、ΛP (t, ~x)は空間方向に対して周期的であるため、以下のようなフーリエ展

開を行うことが出来る。

Aµ(t, ~x) =
1

L3

∑
~k∈Γ̃

ei
~k·~xÃµ(t,~k)

ΛP (t, ~x) =
1

L3

∑
~k∈Γ̃

ei
~k·~xΛ̃P (t,~k).

(2.10.15)

この時、ゲージ場のゲージ変換は時間方向、空間方向でそれぞれ

Ã′
t(t,~k) = Ãt(t,~k) + ∂tΛ̃(t,~k)

Ã′
j(t,~k) = Ãj(t,~k) + 2π

mj

L
× L3δ~k,0 + ikjΛ̃(t,~k).

(2.10.16)

と書き直される。QEDL の条件式 (2.10.6)が保存されるためには、ゲージパラメータは条件

∂tΛ̃(t,~0) = 0, ~m = 0. (2.10.17)

を満たす必要がある。この条件を持つゲージ変換は U(1)のゲージ対称性を持つということを示す

ことが出来る；Λ(1)、Λ(2) を式 (2.10.17)を満たすゲージパラメータであるとする。この時、

1. 可換群の 2項演算則:和 Λ = Λ(1) + Λ(2) もまた同じ条件 ∂tΛ(x) = ∂tΛ(1) + ∂tΛ(2) = 0を満

たす。

2. 単位律:単位元 Λ(x) = 0もまた条件式 (2.10.17)を満たす。
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3. 可逆律:Λが条件式 (2.10.17)を満たす限り、逆元 −Λ(x)もまた条件式 (2.10.17)を満たす。

このゲージ対称性は連続理論と同様に、固定条件 ∂jAj(t, ~x) = 0を課すだけで固定することが可能

である。これは、QEDLの場合に、有限空間に由来する余分なゲージ固定条件 Ã0(t,~0) = 0が必要

だった [44]こととは対照的である。

今回の解析ではこの QEDL にしたがってゲージ場の生成を行い、また、これをもとにしたカイ

ラル摂動論を用いた解析を行った。カイラル摂動論に関しては次節以降で説明する。

2.11 格子計算のセットアップ

この節では本論文の計算で用いる格子計算のセットアップに関して述べる。本計算で用いたQED

は 第 2.9節の方法により、QCDの配位を利用することで non-compactなQEDをクエンチ近似に

より導入することで得られる。また、この有限体積上の QEDとしては、第 2.10節で説明された

1粒子状態を許す定式化を用いる。用いるQCDの配位は、RBC/UKQCDにより生成された 2+1

flavor ドメインウォールフェルミオン、Iwasakiゲージ作用 (β = 2.13)の配位である [39]。格子の

大きさは 163 × 32と 243 × 64を用いる。ただし、結果として採用するのは 243 × 64の格子からえ

られたもののみであり、163 × 32の格子は、有限体積効果を見る目的で使われる。また、格子間隔

は Ωバリオンの質量から計算されており、a−1 = 1.784(44)GeVである。ここから計算される物理

的な格子の大きさはそれぞれおよそ (1.75fm)3と (2.65fm)3である。また、クォーク質量はバレン

スクォークに対して 0.001 ∼ 0.03の 5点、シークォークに対しては 0.01 ∼ 0.03の 3点を用いてい

る。ここで、クォーク質量は、格子理論における無次元のパラメータである。以下の節においても

格子理論の結果を述べる際には、特に明記しない限り、格子上の無次元量を用いていく。ここであ

げたバレンス質量では、メソンの質量に換算しておよそ 250 ∼ 700MeVの領域を見ていることに

なる。また、5次元の質量項 (domain wall height)M5は 1.8、5次元方向の長さ Lsは 16をとって

いる。

2.12 Residual Quark Mass From EM

ドメインウォールフェルミオンでは、カイラル対称性のわずかな破れによりクォーク質量は 5次

元方向の長さにより加法的な補正 (residual quark mass)を受けることは第 2.4節において既に説

明した。この節では今回の QCD+QEDの系に補正の大きさの計算結果を提示する。まず最初に

QCDのみの residual quark massの計算を行い、次に QEDによる補正に関して議論する。

163 243

mf mQCD
res mQCD

res

chiral limit 0.003148(46) 0.003203(15)

0.005 N/A 0.003222(16)

0.01 0.003177(31) 0.003230(15)

0.02 0.003262(29) 0.003261(16)

0.03 0.003267(28) 0.003297(15)

表 2: mQCD
res を各クォーク質量に関して計算した表。ここで各クォーク質量はmval = mseaのユニ

タリポイントでの計算を示している。1行目の値は他のデータから外挿してえられたものである。
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図 4: 格子計算から得られたmQCD
res の値及びそこからのカイラル極限への外挿を示したグラフで

ある。青い点、赤い点がそれぞれ L = 16、L = 24の格子データから得られたmQCD
res を表してい

る。最左の点は、その他の点から外挿されたカイラル極限でのmQCD
res を表している。

ドメインウォールフェルミオンでは residual quark massは、次の相関関数の比から求められる。

R(t) =

〈∑
x

Ja5q(~x, t)π
a(0)

〉
〈∑

x

Ja5 (~x, t)π
a(0)

〉 , (2.12.1)

ここで tは Euclidの時間、Ja5q は 5次元の軸の中央の点を用いて定義された擬スカラー密度、πa

は通常の 4次元の擬スカラー密度である。residuak quark massはクォーク質量が 0の時のWT

恒等式の破れとして定義され、よって tが充分大きい場合に対し、limmf→0R(t)である。そこで、

相関関数を Nt/2で折りたたんだものに関して 9 ≤ t ≤ Nt/2の範囲で R(t)を平均したものを各

クォーク質量での residual quark massとし、こうして得られた residual quark massに対して 0

クォーク質量極限をとることとする。電磁相互作用の無い通常の QCD における residual qaurk

mass(mQCD
res )を各クォーク質量において計算したもの及びカイラル極限に外挿したものが表 2であ

り、また、対応するグラフが図 4である。表 2の表をみると、カイラル極限でのmQCD
res の値は 2つ

の体積 L = 16と L = 24の間で非常に近い値を示しており、residual quark massの大きさが第 5

次元の大きさによって決まることを確認することができる。residual quark massの大きさは物理

的な質量に換算すると約 9[MeV]程度であり、今回の計算で用いたクォーク質量と比較して、シー

クォークmseaの最小の値 0.005と同じ程度、バレンスクォーク質量mvalの最小の値 0.001と比較

すると約 3倍程度の大きさである。

次に QEDによる、residual quark massに対する補正を考える。今、計算に用いた電荷 eが十

分に小さいことを考慮すると、QCD+QEDのシステムにおける電荷 qiを持つクォークに対して 0

質量極限で評価された residual quark mass mQCD+QED
res,i と QCDのシステムにおいて 0質量で評

価された residual qaurk mass mQCD
res の差はクォークの電荷 q2i のべきで展開することが可能であ

ると考えれられる。

mEM
res ≡ mQCD+QED

res,i −mQCD
res = C2q

2
i + · · · (2.12.2)

uū及び dd̄のそれぞれに対応する相関関数から式 (2.12.2)を用いて、C2 を求めた値を表 3に示

した。この表から、C2 の値は uūから求めた場合と dd̄から求めた場合とで、2桁の精度で同じ値
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Ls uū dd̄

163 lattice size

16 2.597(23) 2.532(22)

32 0.309(16) 0.301(16)

243 lattice size

16 2.585(7) 2.519(7)

表 3: 式 (2.12.2)における C2 (×103)の値を示した表。横軸 uū及び dd̄は計算に用いた相関関数

の大きさを示す。

を示すことから、式 (2.12.2)の近似に於いて、e2以上の高次の項の寄与はほとんど無視して良いこ

とがわかる。また、C2の大きさは、3次元体積にはよらず、5次元目の大きさ Lsのみによって変

化することがわかる。

3 電磁相互作用を含んだカイラル摂動論

以上の節で説明されてきた格子計算による計算では、数値計算の技術的な理由により、現実の

クォークより大きな質量のクォークを用いた計算を行っている。重いクォークの質量のデータか

ら、現実のクォークの質量まで外挿するために何らかの理論が必要である。本節では、この外挿の

理論として、QCDの低エネルギー有効理論であるカイラル摂動論に関しての解説を行う。今回の

計算ではカイラル摂動論が良く成り立つドメインウォールフェルミオンを用いるため特に有効に外

挿を行うことができる。1

まず、記法の確認をかねて、QCDの場合のカイラル摂動論をまとめ、次に、格子計算において

は外線の質量及び電荷がループ中のクォークに現れるものと異なるものを用いている PQQCDに

対応しループ中に現れるクォーク質量カイラル摂動論 (PQカイラル摂動論)を提示する。その後、

電磁相互作用を含んだカイラル摂動論の説明を行い、その有限体積効果について議論する。また、

K中間子が重く擬NGボソンと見なせないと考えたときの理論である SU(2)+Heavy Kaonカイラ

ル摂動論 (HKChPT)に関して説明し、電磁相互作用、有限体積効果を含んだ場合に拡張したもの

を提示する。最後に実際にフィットで用いた関数をまとめる。

3.1 QCDの大局的対称性

この節では最初に後の節で必要となるQCDの基本事項を示す。有効理論は、基本理論の対称性

及びその破れを基にするため QCDの対称性を理解しておく必要がある。QCDの Lagrangianは

以下のように書ける。

LQCD = Q̄Li /DQL + Q̄Ri /DQR − Q̄LMQR − Q̄RMQL +
1

2
trF 2

µν . (3.1.1)

1ドメインウォールフェルミオンにおいては、カイラル対称性が保存されるため、カイラル対称性を破る項は現れない。
そのため、カイラル Lagrangian として異なる項は、Euclidian の回転対称性を破る項 (ただし軸の入れ替えの対称性は保
持される)のみである。軸の入れ替えの対称性の関係あるのは微分の項のみであり、また、それは非常に高次で現れること
になる。このため、ドメインウォールフェルミオンに対して通常のカイラル摂動論を使ってフィットを行い、カイラル極限
を取ることが出来る。このことは、Wilsonフェルミオンの場合には、カイラル対称性の破れを考慮した有効理論 (Wilson
ChPT) を使う、またはカイラル極限をとる前に連続極限を取る必要があるのと対照的である [105]。
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ここで Qは Nf フレーバーのクォーク場をまとめたベクトル Qt = (q1, · · · , qNf
)であり、 /Dは普

通の共変微分であり、Fµν は Gµ をグルーオン場として

Fµν =
1

ig
[Dµ, Dν ]

= ∂µGν − ∂νGµ + ig[Gµ, Gν ].

(3.1.2)

で定義される場の強さである。また、QL, QR は射影演算子

P± =
1± γ5

2
(3.1.3)

を用いて、

QL,R = P∓Q,

Q̄L,R = Q̄P±.
(3.1.4)

と定義される。この Lagrangianは質量 0の極限では、以下の大局的なカイラル変換のもとで不変

である。

QL → LQL, QR → RQR,

Q̄L → Q̄LL
†, Q̄R → Q̄RR

†, L,R ∈ SU(Nf )L,R.
(3.1.5)

このカイラル対称性は、QCDの力学により、以下の量が秩序変数となることにより破れると考え

られている。

Ωij = 〈0| Q̄iQj |0〉 (3.1.6)

ここで i, j はフレーバーのを表すインデックスである。ベクトル型の相互作用しかない場合には、

ベクトル型のフレーバー対称性は自発的に破れないことが知られており [106]、Ωは定数 ωを用い

て、ベクトル変換不変な形で、

Ω = ωδij (3.1.7)

と書ける。ω 6= 0の時、カイラル対称性は破れ、対称性の破れのパターンは以下のようになる；

SU(Nf )L × SU(Nf )R → SU(N)V . (3.1.8)

ここで、破れた生成子の個数はN2− 1個であり、Nambu-Goldstoneの定理により対応するNGボ

ソンが出現することになる。現実の最も軽い 2つのクォーク u, dの質量は非常に小さいため、近似

的なカイラル対称性を持っており、これにより現れるNGボソンがパイ中間子であると考えられて

いる。

以上で説明される対称性により、Green関数の間にはWard-Takahashi恒等式と呼ばれる関係式

が成り立つことになる。大局的変換により導かれるWard-Takahashi恒等式は、経路積分により定

式化では、外場の局所的変換として現すことになる。次にこの状況を説明していく。

まず、0質量における QCDの大局的対称性 SU(N)L × SU(N)R に対応するカレントは

Jaµ,L = iQ̄LγµT
aQL

Jaµ,R = iQ̄RγµT
aQR (3.1.9)

42



と書ける。ここでカレントは ∂µJ
a,µ
L,R を満たす。ベクトルカレント、軸性カレントを

Jaµ,V = JR,µ + JL,µ

Jaµ,A = JR,µ − JL,µ
(3.1.10)

と書く。T a は SU(N)の生成子であり、以下のように規格直交化されている；

tr
(
T aT b

)
= 2δan. (3.1.11)

次に QCDの大局的対称性 SU(N)L × SU(N)R によるWard-Takahashi恒等式の例として、以下

の Green関数を考える。

Gabµ (x, y) = 〈0|T
(
Φa(x)Jbµ,L

)
|0〉 (3.1.12)

ここで、Φa(x)は

Φa = Q̄γ5T
aQ (3.1.13)

で定義される擬スカラー演算子であり、また、式 (3.1.12)に現れる T は時間順序積である。今、JµL
は、保存カレントであるため、Green関数の divergenceに対して以下の関係式が成り立つ；

∂µyG
ab
µ (x, y) = ∂µy 〈0|T

(
Φa(x)Jbµ,L(y)

)
|0〉

= 〈0|
(
∂µy θ(x

0 − y0)Φa(x)Jbµ,L(y) + ∂µy θ(y
0 − x0)Jbµ,L(y)Φ

a(x)
)
|0〉

= −iδ(4)(x− y) 〈0| δbLΦa(x) |0〉 ,

(3.1.14)

ここで、最後の式ではクォーク場に対する同時刻反交換関係を用い、また、δbLΦ
a は

[
iJb0,L,Φ

b
]
と定

義した。これがWard-Takahashi恒等式の一つの例である。この様にして、様々なWard-Takahashi

恒等式を導ける一方で、このようにしてWard-identityを逐次的に導いていくことは、Green関数

中に多数のクォーク場が含まれる場合には著しく困難になる。これに対し、生成汎関数の方法におい

て非常に簡潔に全てのGreenを構成する方法が存在する。この方法では、Ward-Takahashi恒等式

は、外場の局所変換の下での対称性と同値であることが示される [107]。生成汎関数 Z(s, p, vµ, aµ)

は、外場 s, p, vµ, aµ がある場合の Lagrangian

L = LQCD + Lsource

= LQCD + Q̄γµ(v
µ + γ5a

µ)Q− Q̄(s− iγ5p)Q.
(3.1.15)

により、真空から真空への遷移振幅から

exp(iZ(s, p, vµ, aµ)) = 〈0; out | 0; in〉s,p,v,a (3.1.16)

と定義される [43, 45]。ここで |0; in〉は x0 → −∞、|0; out〉は x0 → ∞における真空状態である。
生成汎関数であることをよりわかりやすく、LQCD の真空 〈0|で表すと、

exp(iZ(s, p, vµ, aµ)) = 〈0|T exp

(
i

∫
d4xLsource

)
|0〉s,p,v,a (3.1.17)

であり、また、経路積分形式で表せば、

exp(iZ(s, p, vµ, aµ)) =

∫
DQDQ̄DGµQ̄D exp

(
i

∫
d4xLQCD

)
(3.1.18)

である。次に大局的な変換式 (3.1.5)に対応した局所変換を課す。

QL(x) → L(x)QL(x), QR(x) → R(x)QR(x)

Q̄L(x) → Q̄L(x)L
†(x), Q̄R(x) → Q̄R(x)R

†(x), L(x), R(x) ∈ SU(N)L,R.
(3.1.19)
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この時、Lagrangian式 (3.1.15)から、外場の変換則は

rµ → RrµR
† + iR∂µR

†

lµ → LlµL
† + iL∂µL

†

s+ ip→ R(s+ ip)L†

s− ip→ L(s− ip)R†.

(3.1.20)

である。また、CPT変換に対して式 (3.1.15)が不変であることを要請することにより、外場のCPT

変換則が得られる。クォーク場に対するパリティー変換

Qi(t, ~x)
P−→ γ0Q(t,−~x) (3.1.21)

から、外場の変換則は

vµ (t, ~x)
P−→ vµ (t,−~x) ,

aµ (t, ~x)
P−→ −aµ (t,−~x) ,

s (t, ~x)
P−→ s (t,−~x) ,

p (t, ~x)
P−→ p (t,−~x) ,

(3.1.22)

となり、また、同様にして、荷電共役変換の下でクォーク場は

Qi
C−→ iγ2γ0(Q̄)t. (3.1.23)

と変換するため、外場の荷電共役変換の下での変換性は

vµ
C−→ −vtµ,

aµ
C−→ atµ,

s, p
C−→ st, pt.

(3.1.24)

である。次の節では、この対称性を尊重するようにQCDの低エネルギー有効理論を構成していく。

3.2 カイラル摂動論と変換則

この節では、カイラル摂動論の基本事項を概観する。有効理論の Lagrangianの出発点となるの

は、Weinbergの定理である [108]；

漸近状態が与えられたとき、対称性により許される全ての項を含んだ Lagrangianによ

り、解析性、摂動的なユニタリ性、クラスター分解性及び対称性を持つ最も一般的な S

行列要素が与えられる。

低エネルギーではQCDに現れるクォークでは無く、メソンやバリオンを力学的自由度として理論

は記述される。この時、対応する Lagrangianには、無限個の項、無限個のパラメーターが必要に

なる。この理論を使って実際上の計算を行うには 2つのステップが必要となる。

• 対称性から許される Lagrangianを系統的に構成する。

• 得られた Lagrangianにより計算される振幅の大きさの系統的な評価を行う。
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このうち前者についてこの節で説明を行い、後者について次節で説明を行う。

まず、対称性の破れのパターンが一般に G → H の場合の N-Gボソンの変換性を第 3.2.1節で

議論し、次に QCD の場合に第 3.2.2 節で適用する。その後、第 3.2.3 節で O(p4) の次数までの

Lagrangianの構成を示す。

3.2.1 NGボソンの変換性

ハミルトニアンHがコンパクトな Lie群Gの下で不変である一方で、基底状態はGの部分群で

あるH に対してのみ不変であるという状況を考える。G,H の Lie代数をそれぞれ g, hと書き、ま

たその次元を dG,dH と書く。この時、Lie代数 gの要素は hに属する部分 {Sα}α=1, ··· , dH とそれ

以外の g− hに部分 {Xa}a=1, ··· , nとに分割することができる。ここで、n = dG − dH は破れた対

称性に対応する生成子の個数である。ここで破れた生成子は以下の直交条件を満たすように選択

する；

tr (SαXa) = 0. (3.2.1)

生成子の規格化は以下のようにとる；

tr
(
SαSβ

)
= 2δαβ ,

tr
(
XaXb

)
= 2δab.

(3.2.2)

ここで、式 (3.2.1)から、

tr
(
Sα
[
Sβ , Xa

])
= tr

([
Sα, Sβ

]
Xa
)
= 0. (3.2.3)

が成り立つので、

[Sα, Xa] ∈ g− h (3.2.4)

が常に成り立つことになる。破れた生成子同士の交換関係
[
Xa, Xb

]
は一般にはXa と Tα の線形

結合で表されるが、特に商空間が対称空間である場合、すなわち[
Xa, Xb

]
∈ h (3.2.5)

を満たすときを考える。この時 gの要素に対して “内部パリティー”変換を

Sα
P−→ Sα,

Xa P−→ −Xa.
(3.2.6)

と定義すると、式 (3.2.1),式 (3.2.4)及び式 (3.2.5)から代数は不変である。これは Sα に内部パリ

ティ+1を、Xa に内部パリティ−1を課すことが出来るということである。

南部-Goldstoneの定理 [109–111]によれば、商空間 G/H の次元と同数の N-G粒子が出現する

ことが知られている。また、対称性H は破れていないため、H による変換に対して NGボソン場

Πa(x)は線形に変換する。この時、式 (3.2.4)から、NGボソン場 Π(x)を

Π(x) =

n∑
a=1

πa(x)Xa (3.2.7)

と書くことができる。この時、商空間 G/H に値を持つ場を

u (Π(x)) = e−Π(x) (3.2.8)
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で表すことができる。

パイ中間子の場をこの様にパラメトライズすることにより、変換Gの下での u (Π(x))及びΠ(x)

の変換則を得ることができる。Gの変換 gをΠ(x)に作用させたとき、その元はGの元 g′に移る。

Gの任意の元は G/H の元とH の元の積に一意的に分解することができるので、

gu (Π(x)) = u (Π′(x))h (g,Π) . (3.2.9)

と書くことができる。ここで hは Πを含む非線形な変換である。以上から、NGボソンの大局的

変換 Gの下での変換則は

u(Π′(x)) = gu(Π(x))h(g,Π(x))−1. (3.2.10)

と定義される。

3.2.2 QCDにおけるNGボソンの変換性

次に以上で求めた NGボソンの変換則を QCDの場合に適用することを考える。第 3.1節で見

たように、QCD では、Lagrangian が大局的対称性 G = SU(N)L × SU(N)R = {(L,R) | L ∈
SU(N)L, R ∈ SU(N)R}を持つ一方で、基底状態はH = SU(N)V = {(V, V ) | V ∈ SU(N)V }の
下のみで対称という状況になっている。商空間の代表元を

u (Π(x)) = (uL (Π(x)) , uR (Π(x))) =
(
u−1
R (Π(x)) , uR (Π(x))

)
∈ G (3.2.11)

と選ぶと、u (Π(x))の変換則は(
u−1
R (Π′(x)) , uR (Π′(x))

)
= (L,R)

(
u−1
R (Π(x)) , u (Π(x))

)
(h ((L,R),Π(x)), h((L,R),Π(x)))

−1

=
(
Lu−1

R (Π(x))h−1 ((L,R) ,Π(x)) , Ru−1
R (Π(x))h−1 ((L,R) ,Π(x))

) (3.2.12)

である。よって、u−1
R (Π(x))の変換則は

uR(Π
′(x)) = RuR(Π)h ((L,R),Π(x))

−1
(3.2.13)

= h((L,R),Π(x))uR(Π(x))L−1. (3.2.14)

uR の代わりに、場 U(x) = uRu
†
L を定義するとその変換則は式 (3.2.14)から

U → U ′ = RUL−1 (3.2.15)

と書ける。

3.2.3 カイラル Lagrangianの構成

以上の対称性を基に、Weinbergの定理に従い、Lorentz不変かつカイラル不変な理論を構成し

ていくことにより QCDの有効理論, カイラル摂動論を得ることが可能である。

QCDの時と同様にカイラル摂動論に対しても外場の方法を使うのが便利である。QCDと、カ

イラル摂動論における生成汎関数で同じ外場を用い、低エネルギーでは両者の生成汎関数が一致す

ることを仮定する；

exp(iZ(s, p, vµ, aµ)) =

∫
DQDQ̄DGµQ̄D exp

(
i

∫
d4xLQCD

)
=

∫
DU exp

(
i

∫
d4xLChPT

) (3.2.16)
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ここで、LChPT は外場を含んだカイラル摂動論の Lagrangianである。外場はQCDと共通のもの

を用いるので、局所カイラル変換に対する外場の変換則式 (3.1.20)を用いて、(局所的な)カイラル

変換に対する共変微分DµU を

DµU ≡ ∂µU − irµU + iUlµ,

DµU
† ≡ ∂µU

† + iU†rµ − ilµU
†,

(3.2.17)

と定義することができる。Dµ は (L,R) ∈ Gの下で、

DµU(x)
G−→ DµU

′ = R (DµU)L, (3.2.18)

と変換する。外場 lµ,rµ 用いて場の強さ fµνL , fµνR を

fRµν ≡ ∂µrν − ∂νrµ − i[rµ, rν ],

fLµν ≡ ∂µlν − ∂ν lµ − i[lµ, lν ].
(3.2.19)

と定義することができる。これらの量の変換則は

fRµν
G−→ RfRµνR

†,

fLµν
G−→ LfLµνL

†.
(3.2.20)

である。

次にクォーク質量を導入する。これまでの議論は、全て質量 0の極限で行っていたが、実際の世

界では、クォーク質量項

LM = QRMQL − Q̄LM
†QR, (3.2.21)

により、カイラル対称性は明示的に破れている。クォーク場は、定数の行列であり、カイラル変換

により変換はしないのであるが、クォーク場を spurion場M = s+ ipに拡張し、以下の変換則を

付与することにより質量項式 (3.2.21)はカイラル不変になる [112]。

M
G−→ RML†, M† G−→ LM†R† (3.2.22)

spurion場を導入した QCDの Lagrangianから有効理論を作り、外場 s + ipを最終的にクォーク

質量に固定することにより、短距離でのカイラル対称性の破れと同じ構造を持つ有効 Lagrangian

を構成することが可能となる。例えば、最低次の項は

LMChPT = 2B0

(
UM† +MU†) . (3.2.23)

などである。ここで B0は新しく導入した定数であり、また、便利のため χ = 2B0M と定義する。

任意のカイラル対称性を破る項に対しても同様の方法でカイラル対称性を破る項の有効 Lagrangian

への影響を見ることができる。

次にパリティ変換則について考える。NG粒子は、南部-Goldstoneの定理 [109–111]によれば、

破れたカレント Jµ,A と NG粒子の状態ベクトル Π(|~p〉)の間は以下の関係式で結ばれる。

〈0| Jµ,a |Π(~p)〉 6= 0, 〈Π(~p)|Π(x) |0〉 6= 0. (3.2.24)

今、Jµ,A は負のパリティを持つことから、Π(t, ~x)のパリティ変換則は

Π(t, ~x)
P−→ −Π(t,−~x) (3.2.25)
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Operator G C P

U RUL† U t U†

Dλ1 · · ·DλnU RDλ1 · · ·DλnUL
† (Dλ1 · · ·DλnU)t (Dλ1 · · ·DλnU)†

χ RχL† χt χ†

Dλ1 · · ·Dλnχ RDλ1 · · ·DλnχL
† (Dλ1 · · ·Dλnχ)

t (Dλ1 · · ·Dλnχ)
†

rµ RrµR
† + iR∂µR

† −ltµ lµ

lµ LlµL
† + iL∂µL

† −rtµ rµ

fRµν RfRµνR
† −(fLµν)

t (fL)µν

fLµν LfLµνL
† −(fRµν)

t (fR)µν

表 4: NG場、質量項及び外場の変換則をまとめた表。Gは SU(N)L × SU(N)R の下での変換則

P が、パリティの下での変換則 (引数の変化は省略)、C が荷電共役変換の下での変換則である。

であり、U (t, ~x)の変換則は

U (t, ~x)
P−→ U† (t,−~x) (3.2.26)

である。

最後に、荷電共役変換を考える。このと、荷電共役変換の下で、粒子は反粒子に変換するはずで

あり (π0 → π0, π+ ↔ π−, η → η,K+ ↔ K−,K0 ↔ K0) この結果例えば SU(3)の場合には

Π =

 π0 + 1
3η

√
2π+

√
2K+

√
2π− −π0 + 1

3η
√
2K0

√
2K− √

2K0 − 2√
3
η

 (3.2.27)

C−→

 π0 + 1
3η

√
2π+

√
2K+

√
2π− −π0 + 1

3η
√
2K0

√
2K− √

2K0 − 2√
3
η

 = Πt (3.2.28)

である。このことは一般性を失わずに SU(N)の場合に拡張できる。以上、この節で求めた変換則

及び第 3.1節で求めた変換則は表 4にまとめられている。

摂動展開を適切に行うには、Weinbergの Power Counting [108]に従い、各項に対して、Order

Countingの法則を定める必要がある。今、NGボソンの質量M が非常に小さいとすると、空間

方向の運動量 ~pが小さいときには、4次元運動量 pµ =
(√

|~p|2 +M2, ~p
)
も小さいと見なすことが

できる。この時、運動量、または NGボソンの微分によって Lagrangianを展開できる。。微分を

O(p)と書くと、PCAC関係式 [88,89] により χは O(p2)で表すことができる。また、共変微分を

考慮すると lµ, rµ もまた O(p)である。この時カイラル Lagrangianは以下のように pのオーダー

によって展開することができる。

LChPT = L2 + L4 + L6 + · · ·

= LLO + LNLO + LNNLO + · · · ,
(3.2.29)

ここで、L2nは O(p2n)の Lagrangianであり、偶数次元のみが現れるのは、O(p)である微分を潰

す縮約を行う必要のためである。pに関する最低次 O(p2)の Lagrangianは以下のように書くこと

ができる;

LLO =
F 2
0

4

(
DµUD

µU†)+ F 2
0

4
tr
(
χU† + U†χ

)
. (3.2.30)
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ここで導入したパラメータ F0 ∼ 94MeVはカイラル極限における崩壊定数である。LLO には F0、

B0 という 2つの自由なパラメータが導入されている。

最後に次の次数 O(p4)の Lagrangianを書き下すが、O(p4)における “運動方程式項”と呼ばれ

る項を場の再定義を用いて消去するために運動方程式を導いておく必要がある [113,114]。U に対

する運動方程式は

O
(2)
EOM (U) =

(
D2U

)
U† − U

(
D2U

)† − χU† + Uχ† 1

N
tr
(
χU† − Uχ†) = 0. (3.2.31)

である。O(p2)運動方程式を用いて関係が付く演算子のいずれかを消去することで、O(p4)までの

独立な演算子を書き下すことができる。

ここまでに書き下された、Lagrangianの構成要素U,U†, χ, χ†, fLµν , f
R
µνを用いて高次のLagrangian

を書き下せるが、以上の構成要素を用いてカイラル不変な Lagrangianを構成しようとすると、似

たような計算の繰り返しとなり、非常に手間がかかる。そこで、Lagrangianの構成単位を、同じ

変換則を行うようにまとめるのが便利である。そこで、以下の量を定義する；

χµν ≡ χ, Gµν ≡ fµνR U + UfµνL, Hµν
R U − UfµνL (3.2.32)

と定義すれば、これらは全てGの下で U と同じ変換則を持ち、同じ O(p2)の量となっている。こ

こまでで、Lagrangianの構成要素として χµν ,U 及びその共変微分が構成要素となる。共変微分は、

次のように定義されている。

A
G−→ RAL† : DµA = ∂µA− irµA+ iAlµ,

B
G−→ LBR† : DµB = ∂µB − ilµB + iBrµ,

C
G−→ RCR† : DµC = ∂µC − irµC + iCrµ,

D
G−→ LCL† : DµD = ∂µD − ilµD + iDlµ,

E
G−→ E : DµE = ∂µE.

(3.2.33)

ここで左側はその量の Gの下での変換則を表し、右辺で共変微分を表している。この様に共変微

分を定義することで、共変微分の分配則が成り立つことになる。次にこれらの量を以下のようにエ

ルミートと反エルミートな量に次のように分解する。

(O)± = u†Ou† ± uO†u, (3.2.34)

ここで、Aは、χµν や、Dµ及びその他共変微分が多数かかった量である。この時、(O)±の Gの

下での変換則は

(O)±
G−→ h (O)± h

†, (3.2.35)

と非線形な斉次変換となる。ここで h ((L,R) ,Π(x))を hと省略した。この量に対して共変微分を

Dµ (A±) = ∂µ (A)± +
[
Γµ, (A)±

]
, (3.2.36)

と定義する。ここで接続 Γは、

Γ =
1

2

[
u†, ∂µu

]
− i

2
u†rµu− i

2
ulµu

†. (3.2.37)

である。この時、(O)±の C,P の変換則を確かめることで簡単に Lagrangianを構成することがで

きる。最初にOとして iDµを選ぶことを考える。この時 (iDµ)+は 0になるので、特に (iDµ)−を

∆µ = i
[
u† (∂µ − irµ)u− u (∂µ − ilµ)u

†] (3.2.38)
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と定義すると C 及び P の下での変換則は

∆µ
P−→−∆µ,

∆µ
C−→− (∆µ)

t
.

(3.2.39)

となる。χ± は

χ± = uχ†u± u†χu†. (3.2.40)

と定義され、その変換則は

χ±
P−→ ±χ±,

χ±
C−→ (χ±)

t
.

(3.2.41)

である。最後に式 (3.2.32)の Gµν 及びHµν から作られる量を

fµν± = ufµνu L† ± u†fµνR u (3.2.42)

と書くとその C,P 変換則は

fµν±
P−→ ± (f±)µν ,

fµν±
C−→ ∓

(
fµν±
)t
.

(3.2.43)

である。以上の変換則をまとめた表が表 5である。

Operator P C Order

∆µ −∆µ − (∆µ)
t

O(p)

χ± ±χ± χt± O(p2)

fµν± ± (f±)µν ∓
(
fµν±
)t

O(p2)

表 5: Lagrangianの構成要素の C,Pの下での変換性及びカイラルオーダーを書いた表。これらの

演算子は全ては Gの下で O
G−→ hOh† と変換する。

以上の構成要素を用いて最低次 O(p2)の Lagrangianは

LLO =
F 2
0

4
tr(∆µ∆µ + χ+), (3.2.44)

と書き直せる。この時、運動方程式は

Dµuµ − i

2
(χ− − tr (χ−)) , (3.2.45)
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となる。次の次数 O(p4)の Lagrangianは、

LNLO =
∑
i

liLi +
∑
i

hiHi,

L0 = tr (∆µ∆ν∆µ∆ν) ,

L1 = tr (∆µ∆µ)
2
,

L2 = tr (∆µ∆ν) tr (∆µ∆ν) ,

L3 = tr
(
(∆µ∆µ)

2
)
,

L4 = tr (∆µ∆µ) tr (χ+) ,

L5 = tr (∆µ∆µχ+) ,

L6 = tr (χ+)
2
,

L7 = tr (χ−)
2
,

L8 =
1

2
tr
(
χ2
+ + χ2

−
)
,

L9 = −i tr
(
fµν+ ∆µ∆ν

)
,

L10 =
1

4
tr
(
f2+ − f2−

)
,

H1 =
1

2
tr
(
f2+ + f2−

)
,

H2 = tr
(
χχ†) .

(3.2.46)

ここで li 及び hi は新しく導入した低エネルギー定数 (自由パラメータ)である。N が 2や 3の時

には Appendix Cにおいて解説される Cayley-Hamiltonの定理を使って項の数を減らすことがで

きる。

カイラル摂動論の Lagrangianの表式は QCDの対称性のみを考慮して構成されている。対称性

以外の力学的な性質は、低エネルギー定数に含まれており、これらの低エネルギー定数を決定する

ことはQCDの力学的な性質を (クォーク質量のある次数までで)決定することに相当している。以

上で挙げられた QCDの低エネルギー定数は実験値を用いることで、[43, 45]において決められて

いる。実験値を用いて低エネルギー定数の値を固定するためには、低エネルギー定数 1(14個)と

クォーク質量 (3個)を合わせて、少なくとも 17個の精度のよいハドロン実験値が要求される。こ

の方法では ( [43,45]にみられるように) LECの高精度の決定は達成されていない。

一方で、格子計算を用いることでもこれらの低エネルギー定数を求めることは可能である;

• 様々なクォーク質量の世界を数値計算で実現し、そのクォーク質量の仮想世界におけるハド
ロンの物理量を計算する。

• 得られたハドロンの物理量をクォーク質量の関数であるカイラル摂動論を用いてフィットす
ることでハドロン物理量に係数を得る。

実験を用いた方法と大きく異なる点は、実験 (現実)では固定されているクォーク質量を動かすこと

が出来るため、ハドロン物理量のクォーク質量依存性 (クォーク質量に依存する力学的な性質)を知

ることができるという事である。このため、(格子計算により高精度に計算することができる物理

量に限れば) その物理量に現れる低エネルギー定数の線形結合を決定することが出来るのである2。

また、第 2.8節に説明したように格子計算を Partially Quenchingで行うことにより、さらに多く
2例えばπ中間子の質量を使えば 14 の低エネルギー定数のうち 3 個を決定することが出来る。
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の低エネルギー定数を決定することが可能である。こうして得られた低エネルギー係数は第 2.6節

で説明されるマッチングの因子を除いて決定されている。以上の手順を異なるハドロンに対して

繰り返すことにより、様々な低エネルギー定数を取り出すことが可能である。このように格子計算

では、非物理的な仮想世界 (異なるクォーク質量、Partially Quenching)を考えることを利用して、

QCDの力学的な情報である低エネルギー定数を引き出している。

3.3 Chiral Order Counting

以上にように構成すれば、カイラル対称性、ローレンツ対称性、パリティ対称性の下で不変な有

効 Lagrangianを作ることが出きるが、その構成法から、明らかにこの Lagrangianは無限個の項、

無限個のパラメータを含むことになる。次に、この Lagrangianから計算する振幅のうち、どの振

幅が重要な役割を果たすのか見極める必要がある。このために、個々の振幅の寄与をクォーク質量

または外線の運動量のオーダーとして評価する方法をこの節で述べる。

カイラル摂動論の Lagrangianはメソンの運動量をO(p)、クォーク質量をO(p2)と数えたときに、

L = L2 + L4 + L6 + · · · (3.3.1)

と展開することができる。ここで、L2nはO(p2n)の Lagrangianである。pに関しての偶数次数の

みが現れるのは、微分に関しては縮約を行う必要があるということ、また、クォーク質量はO(p2)

であるということに拠っている。

Weinbergの Power Countingでは、全ての外場の運動量 piを etと変化させ、同時にクォーク質

量mq を e2tmq と変化させた時のファインマン図の振幅Mの反応を見る [108]。各ファインマン

図のカイラル次元Dは以下のように定義される。

M(etpi, e
2tmq) = eDtM(pi,mq),

D = 2 +
∞∑
n=1

2(n− 1)N2n + 2NL.
(3.3.2)

ここで、NLはループの数、N2nは、L2nから生成されるの頂点の数である。ここから、メソンの

運動量及びクォーク質量が十分に小さいときに支配的なファインマン図はDが小さな図からの寄

与、つまり、小数の低いカイラル次元の頂点とループから計算される量であることがわかる。この

ため、Lagrangianには無限の項が入るにもかかわらず、わずかなダイアグラムを計算するだけで

pの展開によって適切な精度が求められることになる。

以上のカイラル次元の証明を行うために、まず、メソンのプロパゲータの運動量の変換 p→ etp

及びクォーク質量の変換mq → e2tmq の下での反応を考えると、∫
d4k

(2π)4
i

k2 −M2 + iε
→ e−2t

∫
d4k

(2π)4
i

e−2tk2 −M2 + iε

= e2t
∫

d4l

(2π)4
i

l2 −M2 + iε
.

(3.3.3)

となりプロパゲーター毎に e2t で変化することが分かる。また O(p2n)の頂点は p2n の運動量依存

性を持つので、e2tnと変化する。以上から、内線の数をNI と書くと、振幅の運動量の変化の下で
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の変換は

M(etpi, e
2tmq) = eDtM(pi,mq),

D = 4 + 2NI +

∞∑
n=1

N2n(2n− 4)

= (overall δ function) + (number of internal lines)

+ (number of vertex)× (vertex -δ function).

(3.3.4)

と書くことができる。ここで、関係式 NL = NI − (NV − 1)及び
∑
nN2n = NV を使うことによ

り式 (3.3.2)を導くことができる。

ここで得られるファインマン図は運動量積分による UVの発散を含んでいる。この時、運動量

積分を有限部分と発散部分に分離し、発散部分を適当な係数に吸収する必要がある。カイラル摂動

論では運動量積分の正則化には通常は次元正則化を用いる。この正則化では、カイラル対称性をま

もり、そのためWard-Takahashi恒等式が成り立つことになる、次元正則化では時空の次元 dを 4

から微小にずらすことにより運動量積分を収束させる。NLOまで次数では、L2の頂点から求めた

1-loopの運動量積分で、発散が現れる。この発散はOrder CountingからO(p4)に現れることにな

る。1-loopでの発散は

λ =
µd−4

16π2

{
1

d− 4
− 1

2
[ln(4π) + γE + 1]

}
. (3.3.5)

ここで µは繰り込みのスケール、γE はオイラー定数である。

この発散を吸収するに NLOの係数 Li,Hi を

Li = Lri (µ) + Γiλ,

Hi = Hr
i (µ) + ∆iλ,

(3.3.6)

と分解する。この時、Γi及び∆iを全て求めればO(p4)で有限なGreen関数を求めることが出来、

また Lri 及びHr
i は観測可能な物理量となる。Γi及び∆iの値はGasser-Leutwylerにより、背景場

の方法と Heat Kernelの方法を用いて求められた [43, 45]。表 6がその値である。表 6の値を用い

ることで、1-loopの発散と Li 及びHi の発散が相殺することで、有限な物理量を得ることができ

る。Li(µ)及びHi (µ)のスケール依存性は、

Lri (µ2) = Lri (µ) +
Γi

16π2
log

(
µ1

µ2

)
Hr
i (µ2) = Hr

i (µ) +
∆i

16π2
log

(
µ1

µ2

)
(3.3.7)

で与えられる。この時、全ての物理量が繰り込みスケール不変になる。

Γ0
N
48 Γ7 0

Γ1
1
16 Γ8

N2−4
16N

Γ2
1
8 Γ9

N
12

Γ3
N
24 Γ10 −N

12

Γ4
1
8 ∆1 −N

24

Γ5
N
8 ∆2

N2−4
8N

Γ6
N2+2
16N2

表 6: Γi と∆i の表。Γi 及び∆i の定義は式 (3.3.6)
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3.4 PQカイラル摂動論

格子QCDの数値計算においては、軽いクォーク質量での計算は困難であり、そのため第 2.8節

で説明したように Partially Quencingと呼ばれる手法を用いる。この時、数値計算は、非物理的な

ものとなっており、この非物理的な計算結果から物理的に意味のある量を抜き出す方法を見出す必

要がある。この手法は PQQCDの有効理論を使う方法であり、PQカイラル摂動論と呼ばれてい

る [99,115]。この節では、PQカイラル摂動論の基本的事項を紹介する。PQカイラル摂動論の構

成法は

1. PQQCDの対称性を見出す。

2. カイラル対称性の破れのパターンを仮定する。

3. NGボソンの自由度を用いてカイラル Lagrangianを構成する。

と通常のカイラル摂動論とほとんど同じ手順を踏む。まず、対称性を見出すことから始めていく。

PQQCDの Lagrangianは式 (2.8.15)から

LPQ = Lg + LPQF

LPQF =

NV∑
i=1

q̄Vi( /D +MVi)qVi +
N∑
i=1

q̄Si( /D +MSi)qSi

+

NV∑
i=1

q̃†Vi
( /D +MVi)q̃Vi .

(3.4.1)

で与えられる。この作用は通常の QCDの時と同様に、M → 0の極限では、右手系と左手系に分

離することができる；

LPQF
M→0−−−−→Q̄ /DQ

=Q̄R /DQR + Q̄L /DQL
(3.4.2)

ここで、QL, QR は

QL =
1 + γ5

2
Q, QR =

1− γ5
2

Q,

QL = Q
1− γ5

2
, QR = Q

1 + γ5
2

.

(3.4.3)

と定義される。この作用は以下の変換の下で不変となっている。

QL,R → UL,RQL,R, Q̄L,R → Q̄L,RU
†
L,R, forUL,R ∈ UL,R(NV +N | NV ), (3.4.4)

ここで UL,R(NV + N | NV ) は、Super Unitary 群の元である。Super Unitary 軍の詳細を Ap-

pendix Bにまとめた。Super Unitary群では、フェルミオン変数とボソン変数を混ぜ合わせる。こ

の対称性は則をを保存しない成分を含むため、anomalyを含んでいる。そこで、anomalyを除去

するために

sdetL = sdetR = 1. (3.4.5)

を課す。ここで sdetは Appendix Bに定義される Super行列式である。この結果、PQQCDの対

称性は

SU(NV +N | NV )⊗ SU(NV +N | NV )⊗ U(1)V . (3.4.6)

54



で与えれることになる。式 (3.4.6)の対称性は、ゴーストクォークの収束性を考慮すると真の対称

性ではない一方で、式 (3.4.6)の対称性を使って真の対称性を使った場合と同じ結論が得られるこ

とが示された [115]。そこで、以下の議論では、式 (3.4.6)の対称性を基に議論を進めていく。

次に、対称性の破れのパターンを考える。QCDの時と同じように、秩序パラメータ

Ωab ≡ 〈0| Q̄aQb |0〉 . (3.4.7)

を考える。ここで、a, bはフレーバーのインデックスである。まず、ベクトル対称性を考えると、

ベクトル型のゲージ相互作用においては通常のベクトル対称性は破れない [106]。この証明におい

ては、クォーク行列式がゲージ場の汎関数積分において正の寄与を与えることが重要な点であっ

た。これは PQQCDにおいても同様に成り立つことであり、Ωab もまた、ベクトル対称性の下で

不変である。このことから何が導かれるかを見るために以下で定義される Ω̃ab を考える。

Ω̃ab ≡ 〈0|Qbτ Q̄aτ |0〉 . (3.4.8)

ここで、τ は、スピノールとカラーのインデックスを合わせたものである。ベクトル変換の下でこ

の量は

Ω̃ → V Ω̃V †, V ∈ SU(NV +N | NV ). (3.4.9)

と変換する。Ω̃がこの変換の下で不変であることから

Ω̃ab = ωδab, (3.4.10)

とかける。ここで ωは定数である。式 (3.4.10)の Qと Q̄を入れ替えることで

Ωab = −ωδabεa, (3.4.11)

が得られる。ここで εi は

εi =

{
+1 for bosonic index

−1 for fermionic index
(3.4.12)

QCDの場合と同様に PQQCDにおいても、ω 6= 0でカイラル対称性が破れる。この時、対称性の

破れのパターンは

SU(NV +N | NV )L ⊗ SU(NV +N | NV )R ⊗ U(1)V → SU(NV +N | NV )V ⊗ U(1)V . (3.4.13)

シークォーク部分は、通常のQCDと全く同じ構造をしていることから、今の ωの値はQCDの時

の ωの値と一致することが期待される。

以上により、PQQCDの対称性及びその破れのパターンを見出すことにより、有効 Lagrangian

を作ることができる。この対称性の破れのパターンから (2NV +N)− 1個の NG粒子は商空間

SU(NV +N | NV )L × SU(NV +N | NV )R/SU(NV +N | NV )V . (3.4.14)

によりパラメトライズすることができる。具体的には

U = exp

(
iΦ(x)

F0

)
, Φ(x) =

(
φ(x) η1(x)

η2(x) φ̃(x)

)
,

φ(x)† = φ(x), ˜φ(x)
†
= φ̃(x), η†1(x) = η2(x).

(3.4.15)
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ここで、φはボソン的な変数を要素として持つ NV + N 次正方行列、φ̃はボソン的な変数を要素

として持つ NV 次正方行列、η1 はフェルミオン的な変数を要素として持つ (NV +N) ×NV の行

列である。また、F0は定数であり、この値は通常の QCDの場合と一致する。これは PQQCDが

部分空間として QCDを含んでいるためである (mv → ms で通常の QCDの振幅と一致)。ここで

SU 群であることから、

strΦ(x) = trφ(x)− tr φ̃(x) = 0. (3.4.16)

が成り立つ必要がある。この時、U の変換則は

U → LUR†, where L,R ∈ SU(NV +N | NV ). (3.4.17)

であり、また通常の QCDの時と同様に質量M を spurion場としてその変換則を

M
G−→ RML†, M† G−→ LM†R† (3.4.18)

とすれば、最低次の Lagrangianは

LPQChPT =
F 2
0

4
str
(
∂µU∂

µU†)+ F 2
0

4
str
(
χU† + Uχ

)
=
F 2
0

4
str (∆µ∆

µ + χ+)

(3.4.19)

と与えることができる。ここで χ = 2B0M であり、また strはスーパートレースを表す。また、

∆µ,χ+ は式 (3.2.38),式 (3.2.40)と同様の定義を PQQCDで行ったものである。ここで現れる F0

やB0は通常のカイラル摂動論に現れるものと同じ値を持つ。これは PQQCDが通常のQCDを部

分空間として持つためである。このため Partially Quenchingを行った格子計算の結果を、PQカ

イラル摂動論を用いてフィットすることにより、通常のカイラル摂動論の低エネルギー定数を得る

ことが出きる。NLOの Lagrangianは通常の QCDの Lagrangian式 (3.2.46)において、U や χを

PQで定義されるものにし、trを strに置き換えることにより得られる。ただし、Cayley-Hamilton

の定理は超行列の場合には、Appendix Cで説明されるように高次で成り立つため (NV = 2, N = 2

とした場合でも 6個の行列の掛け算が必要)、これを使って項の数を減らすことは (今回の次数では)

出来ない。PQカイラル摂動論における擬スカラーメソンの質量は [99]により求められた。シー

クォークの種類N = 3、バレンスクォーク質量mi 6= mj の場合には

M2
ij = χij + 2ZF 2

0 q
2
ij

+
48L6 − 24L4

F 2
0

χijχ̄+
16L8 − 8L5

F 2
0

χ2
ij

+
χij
3F 2

0

 ∑
m,n={π,η}

m 6=n

RmnijI (χm) +
∑

p,q={i,j}
i6=j

RpqπηI (χp)


= χij + 2ZF 2

0 q
2
ij

+
48Lr6 − 24Lr4

F 2
0

χijχ̄+
16Lr8 − 8Lr5

F 2
0

χ2
ij

+
1

3

χij
16π2F 2

0

 ∑
m,n={π,η}

m 6=n

Rmnijχm log

(
χm
µ2

)
+

∑
p,q={i,j}

i 6=j

Rpqπηχp log

(
χp
µ2

)

(3.4.20)
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ここで i,jはバレンスクォークのインデクスであり、また、4,5,6のインデックスはシークォークを

表している。また、[116]と同様に χi = 2B0mi,χij =
χi+χj

2 はクォーク質量を mi と書いた時の

LOのメソン質量であり、χ,χπ,χη 及び Rijkl は以下のように定義されている。

χ =
χ4 + χ5 + χ6

3
,

χπ + χη = 2χ,

χπχη =
χ4χ5 + χ5χ6 + χ6χ4

3
,

Rijkl =
(χi − χ4) (χi − χ5) (χi − χ6)

(χi − χk) (χi − χl) (χi − χm)
.

(3.4.21)

I(M2)は運動量積分を実行する前の表式であり、

I
(
M2
)
=

∫
dDk

(2π)
D

i

k2 −M2
=

M2

(4π)
2

(
R+ ln

(
M2

µ

))
, (3.4.22)

と定義されている。ここで Rは発散を含む定数

R = − 2

4− d
− ln 4π + γ − 1. (3.4.23)

であり、Li により吸収される量である。

3.5 電磁相互作用

低エネルギーにおいては QCD以外に QEDの寄与も残ることになる。このため、ハドロンに

関しても低エネルギーの物理に関して正確な予言を行うためには QEDの寄与を考慮する必要が

ある。例えば、電磁相互作用は SU(N)L × SU(N)R を明示的に破るため (u,dの電荷がそれぞれ

qu = 2
3e, qd = − 1

3eであることから)、パイ中間子の質量を生成する。QCDに置けるパイ中間子の

質量は SU(N)L × SU(N)Rを破る非常に小さなクォーク質量から生じるため、電磁相互作用の効

果は特に重要となる。電磁相互作用のハドロンへの影響を調べるために、カイラル摂動論に電磁相

互作用を含めることを考えていく。この節で行う手法は [46]に従っている。

カイラル摂動論においては、電磁相互作用は、ベクトル型の外場として導入される；

DµU = ∂µU − irµU + iUlµ (3.5.1)

rµ = vµ +QRAµ + aµ (3.5.2)

lµ = vµ +QLAµ − aµ (3.5.3)

ここで Aµ は電磁場あり、QL, QR は対角的な電荷行列であり、例えば 3フレーバーの場合には

QL = QR = diag (qu, qd, qs) , (3.5.4)

である。QLと QR は同じ電荷行列であるが、対称性を見るために異なる spurion場と見なす。カ

イラル変換性は、

QI
G−→ UIQIU

†
I , I = L,R, (3.5.5)

である。最低次数の Lagrangianは

LEM
LO = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂µA

µ)2

+
1

4
F 2
0 tr

(
DµU†DµU + χU† + χ†U

)
+ C tr

(
QRUQLU

†) , (3.5.6)
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とかける。ここで、第 2項はゲージ固定項であり、C は電荷を入れることにより新しく現れる低エ

ネルギー定数、電磁場の強さ Fµν は、

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.5.7)

と定義される。電磁相互作用の項のオーダーを考えると、外場 rµ及び lµがO(p)であることから、

QAµ ∼ O(p)であることがわかる。そこで、QL, QR ∼ O(e) ∼ O(p)、Aµ ∼ O(1) とカイラルオー

ダーを割り当てる。この節では、O(p4)と同じ次数である O(e2p2)及び O(e4)に関して考えてい

く。実際の格子計算では、QCDの展開係数 (Mπ)
2/(4πF0)

2 と QEDの展開係数 αEM = e2/4πで

は、QCDの展開係数の方が大きくなるため、格子計算のフィット関数としては O(e4)の項は無視

をすることになる。

Lagrangianの構成要素として斉次的に変換する量

QL = uQLu
†,

QR = u†QRu,

D̂µQL = uDµQLu
†,

D̂µQR = u†DµQRu,

(3.5.8)

を定義する。共変微分Dµは変換性により式 (3.2.33)で定義されている。この時、式 (3.5.6)は次の

ように書き直すことができる。

LEM
LO = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂µA

µ)2

+
F 2
0

4
tr(∆µ∆µ + χ+) + C tr (QLQR) ,

(3.5.9)

対称性を考慮することによりNLOの項は運動方程式を考慮することにより得られる。O(e2p2),O(e4)

の項を

LEM
NLO =

∑
i

KiQ
s
i (3.5.10)
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と書くと、Qsi は

Qs1 =
1

2
(Q2

L +Q2
R) tr (∆

µ∆µ) ,

Qs2 = tr (QLQR) tr (∆
µ∆µ) ,

Qs3 = − tr (QL∆µ) tr (QL∆
µ)− tr (QR∆µ) tr (QR∆

µ) ,

Qs4 = tr (QL∆µ) tr (QR∆
µ) ,

Qs5 = tr
(
(Q2

L +Q2
R)∆µ∆

µ
)
,

Qs6 = tr ((QLQR +QRQL)∆µ∆
µ) ,

Qs7 =
1

2
tr
(
Q2
L +Q2

R

)
tr (χ+) ,

Qs8 = tr (QLQR) tr (χ+) ,

Qs9 = tr
(
(Q2

L +Q2
R)χ+

)
,

Qs10 = tr ((QLQR +QRQL)χ+) ,

Qs11 = tr ((QLQR −QRQL)χ−) ,

Qs12 = i tr ([DµQR,QR]∆
µ − [DµQL,QL]∆

µ) ,

Qs13 = tr
(
DµQLD̂

µQR

)
,

Qs14 = tr
(
DµQLD̂

µQL +DµQRD
µQR

)
,

Qs15 = tr (QRQL)
2
,

Qs16 = tr (QRQL) tr
(
Q2
R +Q2

L

)
,

Qs17 = tr
(
Q2
R +Q2

L

)
,

Qs18 = tr (QL∆µQL∆
µ +QR∆µQR∆

µ) ,

Qs19 = tr (QL∆µQR∆
µ) ,

Qs20 = tr
(
Q2
LQ2

R

)
,

Qs21 = tr (QLQRQLQR) ,

Qs22 = tr
(
Q2
R −Q2

L

)2
,

O23 = tr (QR) tr
(
QRQ2

L

)
+ tr (QL) tr

(
QLQ2

R

)
,

O24 = tr (QL) tr (QR∆µ∆
µ) + tr (QR) tr (QL∆µ∆

µ) ,

O25 = tr (QL) tr (QRχ+) + tr (QR) tr (QLχ+) .

(3.5.11)

と書くことが出来る。

1-loopの発散を吸収するに NLOの係数Ki を

Ki = Kr
i (µ) + kiλ, (3.5.12)

と変化させる。ここで λは式 (3.3.5)で定義される。kiの値は [46]の中で、背景場の方法及びHeat

Kernelの方法を用いて求められた。ki の値は表 7にまとめてある。

PQカイラル摂動論では、U を式 (3.4.15)、電荷行列を

Q = diag
(
qV1 , · · · , qVNV

, qS1 , · · · , qSN , qV1 , · · · , qVNV

)
, (3.5.13)
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k1 0 k14 0

k2
C
F 2

0
k15

3
2F

4
0 + 8C2

F 4
0

k3 0 k16 −3
2F

4
0

k4
2C
F 2

0
k17

3
8F

4
0

k5 −3
4F

2
0 k18

3
4F

2
0

k6
CN
2F 2

0
k19 0

k7 0 k20 2C
2N
F 4

0
− 3C

k8
C
F 2

0
k21

2C2N
F 4

0
+ 3C

k9 −F 2
0

4 k22 −C2

F 4
0

k10
F 2

0

4 + NC
2F 2

0
k23 −8C2

F 4
0

k11
F 2

0

8 k24 − C
F 2

0

k12
F 2

0

4 k25 − C
F 2

0

k13 0 k26 0

k27 0

表 7: ki の値をまとめた表。

と拡張し、trを strとすることで得られる [116]。ここで、質量の時と同様にバレンスクォークの

電荷とゴーストクォークの電荷は同じにしておく必要がある。

以上の定式化の枠内で、特に今回の格子計算に対応する PQChPTの場合の擬スカラーメソンの

質量公式は [116]において計算が行われた。シークォークの種類 N = 3、バレンスクォーク質量
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mi 6= mj の時、

M2
ij = χij + 2ZF 2

0 q
2
ij

+
48L6 − 24L4

F 2
0

χijχ̄+
16L8 − 8L5

F 2
0

χ2
ij

− 12Y1Q2χij + 4Y2
(
q2i χi + q2jχj

)
+ 4Y3q

2
ijχij − 4Y4qiqjχij + 12Y5q

2
ijχ

+
χij
3F 2

0

 ∑
m,n={π,η}

m 6=n

RmnijI (χm) +
∑

p,q={i,j}
i6=j

RpqπηI (χp)


− 2Z

∑
x=4,5,6

I (χix) qixqij − 2Z
∑

x=4,5,6

I (χjx) qjxqji

− q2ij {4χijJ (χij) + 2pµKµ (χij)}+ 3q2ijI
0

= χij + 2ZF 2
0 q

2
ij

+
48Lr6 − 24Lr4

F 2
0

χijχ̄+
16Lr8 − 8Lr5

F 2
0

χ2
ij

− 12Y r1 Q
2χij + 4Y r2

(
q2i χi + q2jχj

)
+ 4Y r3 q

2
ijχij − 4Y r4 qiqjχij + 12Y r5 q

2
ijχ

+
1

3

χij
16π2F 2

0

 ∑
m,n={π,η}

m 6=n

Rmnijχm log

(
χm
µ2

)
+

∑
p,q={i,j}

i 6=j

Rpqπηχp log

(
χp
µ2

)
− 2Z

∑
x=4,5,6

1

16π2
χix log

(
χix
µ2

)
qixqij − 2Z

∑
x=4,5,6

1

16π2
χjx log

(
χjx
µ2

)
qjxqji

−
q2ij
16π2

χij

{
3 log

(
χij
µ2

)
− 4

}

(3.5.14)

と書くことができる。ここで、Z、qij ,Q2 は次のように定義され

qij = qi − qj ,

Q2 =
q24 + q25 + q26

3
,

Z =
C

F 4
0

.

(3.5.15)

積分 I0, J(M2),Kµ
(
M2
)
は、

I0 =

∫
dDk

(2π)
D

i

k2
= 0

J(M2) =

∫
dDk

(2π)
D

i

k2 ((k + p)2 −M2)
=

1

(4π)
2

(
R+ ln

(
M2

µ

)
+ 1

)
,

Kµ(M2) =

∫
dDk

(2π)
D

ikµ

k2 ((k + p)2 −M2)
=

pµ

2 (4π)
2

(
R+ ln

(
M2

µ

))
,

(3.5.16)
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と定義されている。Yi は [116]と同様にKi の線形結合により

Y1 = K1 +K2 −K7 −K8,

Y2 = K9 +K10,

Y3 = −K5 −K6 + 2K10 + 2K11,

Y4 = 2K5 + 2K6 + 2K18 +K19,

Y5 = K8.

(3.5.17)

と定義される量である。

3.6 有限体積効果

実際の格子計算においては、積分変数の自由度を有限にする必要があるため、有限の体積の箱の

中での数値計算を行うことになる。一般的に、有限体積の世界で求められた物理量の値は、無限体

積 (我々の通常の世界)における物理量の値とは異なる。このため、有限体積で求めた物理量がど

の程度無限体積の物理量からずれるのかを (理論的に)見積もっておく必要がある。有限体積効果

は理論の低エネルギー (空間的に広がりのある)の物理により支配されるため、その解析にはカイ

ラル摂動論が有用である。この節ではメソン質量に対する有限体積効果の解析を行う。カイラル摂

動論を用いた QCD由来の有限体積効果の解析は [117–119] により行われた。QCDでは閉じ込め

の性質のため有限体積効果は比較的小さく抑えられることになる。電磁相互作用を考慮したとする

と、それは長距離力であるため、有限体積効果が大きいことが予想され、ハドロンの性質における

電磁相互作用の寄与に大きな影響を与える可能性がある。

この節では、まず通常のQCDの場合に対する有限体積効果の影響を概観、その後、電磁相互作

用による有限体積効果の影響を考える。

有限体積効果を考えるために、空間方向に長さ Lの周期的境界条件を課した箱を考える。この

時、運動量は次のような離散的な値をとることになる；

~p ∈ Γ̃ ≡
{
2π

L
n1, . . . ,

2π

L
nd | ni ∈ Z

}
(3.6.1)

ここで ~pは空間方向の運動量であり、dは空間方向の次元で時空の次元Dと d = D − 1の関係に

ある。ある物理量が運動量積分を用いて
∫
ddpH(p)とかかれている時、運動量積分 Γ̃上の離散的

な運動量の和に変化する；∫
ddp

(2π)d
H(p)

P.B.C−−−−→ 1

(2π)d

(
2π

L

)d∑
~p∈Γ̃

H(~p) =
1

V

∑
~p∈Γ̃

H(~p). (3.6.2)

ここで V = Ld は箱の体積である。次にこの式を恒等式

1

V

∑
~p∈Γ̃

δd(~p′ − ~p) =
1

(2π)d

∑
~x∈Γ

ei~p
′~x

(3.6.3)

を用いて変形する。ここで Γは

Γ ≡ {m1L, . . . ,mdL | mi ∈ Z} (3.6.4)
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と定義される。この時式 (3.6.2)は

1

V

∑
~p∈Γ̃

H(~p) =
1

V

∑
~p∈Γ̃

∫
ddp′δp(p′ − p)H(~p′)

=

∫
ddp′H(~p′)

1

V

∑
~p∈Γ̃

δd(~p′ − ~p)

=

∫
ddp′H(~p′)

1

(2π)d

∑
~x∈Γ

e~p
′~x.

(3.6.5)

ここでフーリエ変換

H̃(~x) =

∫
ddp

(2π)d
ei~p~xH(~p), (3.6.6)

を考えると
1

V

∑
~p∈Γ̃

H(~p) =
∑
~x∈Γ

H̃(~x). (3.6.7)

が得られる。これは、特に、周期的な世界の全ての寄与の和をとることに対応している。

以下、この離散化をPQカイラル摂動論におけるメソン質量に現れる式 (3.4.22)及び式 (3.5.16)の

4種類の積分に関して適用をしていく。

I
(
M2
)
=

∫
dDk

(2π)
D

i

k2 −M2
, (3.6.8)

J(M2) =

∫
dDk

(2π)
D

i

k2 ((k + p)2 −M2)
, (3.6.9)

Kµ(M2) =

∫
dDk

(2π)
D

ikµ

k2 ((k + p)2 −M2)
, (3.6.10)

I0 =

∫
dDk

(2π)
D

i

k2
, (3.6.11)

(3.6.12)

ここで、上の 2つはQCDにおけるパイ中間子のループにより生じる積分であり、下の 3つは電磁

相互作用により新たに生じる積分である。

3.6.1 QCDの効果による有限体積効果

初めに QCDにより生じる有限体積効果式 (3.6.8) について考えていく。このために次の積分を

考える；

Ir(M
2;∞) =

∫
dDk

i(2π)D
Γ(r)

(−k2 +M2 − iε)r
(3.6.13)

空間方向の長さを有限にしたとき、対応する量は

Ir(M
2;L) =

∫
dk0

(2π)

1

V

∑
~k∈Γ̃

Γ(r)

(−k2 +M2 − iε)r
. (3.6.14)

である。式 (3.6.7)を用いると、

Ir(M
2;L) =

∫
dk0

i(2π)

∑
~x∈Γ

∫
ddk

(2π)d
ei
~k·~x Γ(r)

(−k2 +M2 − iε)r
. (3.6.15)
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と書き換えることができる。次に恒等式∫ ∞

0

dλ
(iλ)r

λ
eiaλ =

Γ(r)

ar
, if Re(r) > 0 and Im (a) < 0 (3.6.16)

を用いることで、プロパゲータを Schwingerの固有時間表示 [120]に書き換える；

1

(−k2 +M2 − iε)r
=

1

Γ(r)

∫ ∞

0

dλ

λ
(iλ)

r
exp

(
−iλ(−k2 +M2 − iε)

)
, (3.6.17)

また、x = (0, ~x)を導入すると、式 (3.6.15)は

Ir(M
2;L) =

∑
~x∈Γ

∫
dDk

i(2π)d
eikx

∫ ∞

0

dλ

λ
(iλ)r exp[−iλ(−k2 +M2 − iε)]

=
∑
~x∈Γ

∫ ∞

0

dλ

λ
(iλ)r

∫
dDk

(2π)D
exp

[
iλ

((
k − x

2λ

)2
−M2 + iε− x2

4λ2

)]
Wick rotation

=
∑
~x∈Γ

∫ ∞

0

dλ(λ)r−1

∫
dDkE
(2π)D

exp

[
−λ
(
k2E +M2 +

x2

4λ2

)]
Gauss integral

=
∑
~x∈Γ

∫ ∞

0

dλ
λr−1

(4πλ)
D
2

exp(−λM2 − x2

4λ
).

(3.6.18)

ここで 3行目ではWick回転 k0 → ikD 及び解析接続 λ→ −iλを用いた。ここで Ir
(
M2;∞

)
が

Ir(M
2;∞) =

∫ ∞

0

dλ

λ
(iλ)r

∫
dDk

(2π)D
exp

[
iλ
(
k − x

2λ

)2
−M2 + iε

]
Wick rotation

=

∫ ∞

0

dλ(λ)r−1

∫
dDkE
(2π)D

exp
[
−λ
(
k2E +M2

)]
Gauss integral

=

∫ ∞

0

dλ
λr−1

(4πλ)
D
2

exp(−λM2)

= I(L) |~x=0

(3.6.19)

と Ir
(
M2;L

)
において ~x = 0 とおいたものに対応していることを用いれば、有限体積中の振幅と

無限体積中の振幅の差∆Ir
(
M2;L

)
= Ir(M

2;L)− Ir(M
2;∞)は以下のように書くことができる。

∆Ir(M
2;L)

=
∑
~x6=0

∫ ∞

0

dλ
λr−1

(4πλ)2
exp(−λM2 − x2

4λ
)

=
1

16π2

∫ ∞

0

dλλr−3 exp(−λM)
∑
~n 6=0

exp

(
− 1

4λ
| ~n |2

)
λ→L2

4π λ=
1

16π2

∫ ∞

0

dλ

(
L2

4π

)r−2

λr−3 exp

(
− (LM)2

4π
λ

)∑
~n6=0

exp
(
−π
λ
| ~n |2

)
=

1

16π2

∫ ∞

0

dλ

(
L2

4π

)r−2

λr−3 exp

(
− (LM)2

4π
λ

)∑
~n6=0

exp
(
−π
λ
(n21 + n22 + n23)

)

=
1

16π2

∫ ∞

0

dλ

(
L2

4π

)r−2

λr−3 exp

(
− (LM)2

4π
λ

)(
θ3

(
0,
i

λ

)3

− 1

)
.

(3.6.20)
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図 5: 長さ Lの周期的境界条件を図示した表。粒子は自身のコピーによる影響を受ける。

ここで最後の行では、Jacobiの θ関数

θ3(v; τ) =
∞∑

n=−∞
exp(πτin2 + 2πvin) (3.6.21)

を用いた。

この式から、QCDにおける有限体積効果の大きさは、擬スカラーメソンの質量Mπ により、箱

の長さにより指数関数的に小さくなる形∼ eMπL/L2になっている。これは、長さ Lの周期的境界

条件により、自分自身のコピーが自身から距離 Lの点にできることによる影響と考えることがで

きる (図 5)。

3.6.2 QEDによる効果

次に電磁相互作用による積分式 (3.6.9)、式 (3.6.10)、式 (3.6.11) を議論していく。第 2.10節で

議論したように、光子の 0運動量成分を含まないことにより有限体積中で電磁相互作用を定義する

ことができる。この時、

J(M2;L) =

∫ ∞

−∞

dk0

i(2π)

1

V

∑
~k 6=~0

1

(−k2 − iε)(−(k + p)2 +M2 − iε)

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyδ(1− x− y)

∫
dk0
i(2π)

1

V

∑
~k 6=~0

1

(−(k + yp)2 +D(x, y)− iε)2
.

(3.6.22)

この時式 (3.6.7)もまた以下のように変更される。

1

V

∑
~k 6=~0

δd(~k′ − ~k) =
1

V

∑
~k∈Γ̃

δd(~k′ − ~k)− δd(~k′)

=
1

(2π)d

∑
~x∈Γ

ei
~k~x − 1

V

∫
ddxei

~k~x

=
1

(2π)d

(∑
~x∈Γ

− 1

V

∫
ddx

)
ei
~k~x

(3.6.23)
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この時、式 (3.6.22)は前節と同様に以下のように書き直される。

J(M2;L) =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyδ(1− (x+ y))(∑
~x

− 1

V

∫
ddx

)∫
dDk

(2π)D
e−ik·x

1

(−(k + yp)2 +D(x, y)− iε)2︸ ︷︷ ︸
≡A

.
(3.6.24)

Aの部分に関して固有時間表示の式 (3.6.17)を行うと、

A =

∫
dλ

λ
(iλ)r

∫
dDk

i(2π)D
exp

[
iλ(−(k + yp)2 +D(x, y)− iε)− ikx

]
=

∫
dλ

λ
(iλ)r

∫
dDk

i(2π)D

× exp

[
iλ

((
k + yp− x

2λ

)2
−
(
yp− x

2λ

)2
−D(x, y) + (yp)2

)]
Wick rotation

=

∫
dλ

λ
(λ)r

∫
dDkE
(2π)D

× exp

[
−λ
(
k2E −

(
yp− i

x

2λ

)2
− (yp)2 +D(x, y)

)]
=

∫
dλ

λ
(λ)r

∫
dDkE
(2π)D

exp

[
−λ
(
k2E − x2

4λ2
− i

yp · x
λ

+D(x, y)

)]
=

∫
dλ

λ
(λ)r

∫
dDkE
(2π)D

exp

[
−λ
(
k2E +

~x2

4λ2
+ i

y~p · ~x
λ

+D(x, y)

)]

(3.6.25)

が得られる。ガウス積分を実行することで、

J(M2;L) =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyδ(1− (x+ y))

(∑
~x

− 1

V

∫
ddx

)
∫
dλ

λ

λ2

(4πλ)
D
2

exp

[
−λD(x, y)− | ~x |2

4λ
− i

y~p · ~x
λ

]
.

(3.6.26)

となる。ここで、J(M2;∞)が

J(M2;∞) =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyδ(1− (x+ y))

∫
dλ

λ

λ2

(4πλ)
D
2

exp [−λD(x, y)] . (3.6.27)
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とかけることを用いて、また、運動量を p = (M,~0)に固定すると、有限体積補正 ∆J(M2;L) =

J(M2;L)− J(M2;∞)は

∆J(M2;L) =

∫ 1

0

dy

∑
~x6=0

− 1

V

∫
d3x


∫
dλ

1

16π2λ
exp

[
−λy2M2 − | ~x |2

4λ

]
λ → L2

4π
λ,x→ Ln

=
1

16π2

∫ 1

0

dx

∫ ∞

0

dλ

λ
exp

(
−λx2 (LM)2

4π

)
∑
~n6=0

exp
(
−π
λ
| ~n |2

)
−
∫
d3ne−

π
λn

2


式 (3.6.21)

=
1

16π2

∫ 1

0

dx

∫ ∞

0

dλ

λ
exp

(
−λx2 (LM)2

4π

)∑
~n 6=0

[
θ(0,

i

λ
)3 − 1− λ

3
2

]
√

λ
4π

(LM)x = s

=
1

16π2

√
4π

λ

1

LM

∫ LM
√

λ
4π

0

ds

∫ ∞

0

dλ

λ
e−s

2 ∑
~n6=0

[
θ(0,

i

λ
)3 − 1− λ

3
2

]
式 (3.6.29)

=
1

16π

1

LM

∫ ∞

0

dλ

λ
3
2

erf

(
LM

√
λ

4π

)∑
~n 6=0

[
θ(0,

i

λ
)3 − 1− λ

3
2

]
(3.6.28)

ここで erf は

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

dse−s
2

(3.6.29)

と定義される。

同様の計算を行うことで式 (3.6.10)、式 (3.6.11)に対する有限体積効果も計算することが可能で

ある [104]。式 (3.6.8),式 (3.6.9), 式 (3.6.10),式 (3.6.11) に対する有限体積補正の結果をまとめ

ると

∆I(M2;L) =
1

4πL2

∫ ∞

0

dλ

λ2
exp

(
− (LM)2

4π
λ

)[
θ3

(
0,
i

λ

)3

− 1

]
,

∆J(M2;L) =
1

16π

1

LM

∫ ∞

0

dλ

λ
3
2

erf

(
LM

√
λ

4π

)

×
∑
~n6=0

[
θ(0,

i

λ
)3 − 1− λ

3
2

]
,

∆Kµ(M2;L) = − pµ

8πL2M2

∫
dλ

λ2

(
1− exp

(
−L

2M2

4π
λ

))
×
∑
~n6=0

[
θ

(
0,
i

λ

)3

− 1− λ
3
2

]
,

∆I0(L) =
1

4πL2

∫ ∞

0

dλ

λ2

[
θ3

(
0,
i

λ

)3

− 1− λ
3
2

]
.

(3.6.30)

となる。これらを擬スカラーメソンの質量の式 (3.4.20)及び式 (3.5.14)の対応する部分に足すこと

により、有限体積中の擬スカラーメソン質量を得ることが出来る。
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3.7 SU(2)+重いK中間子のカイラル摂動論

ここまでの議論では、擬スカラーメソンは、QCDの典型的なスケールに比較し、充分軽く、擬NG

ボソンと見なせることを仮定して議論を進めてきた。ところが、現実世界ではK中間子の質量はパ

イ中間子の質量と比べて重く、K中間子のループによる寄与により u, d, sクォークに対する SU(3)

対称性を基にしたカイラル摂動論の Power Countingが収束しない物理量が存在することが示唆さ

れており [121]、格子理論を用いた数値計算においてもこうした状況は現れている [16,17,39,51,52]。

そこで、パイ中間子のみを擬 NGボソンと見なすこととし、K中間子を重い物質場として取り扱

う。K中間子を重い物質場として系統的に扱う方法は、バリオンのカイラル摂動論 (Heavy Baryon

ChPT, HBChPT) [122,123]を参考に [53]により定式化され (Heavy Kaon ChPT, HKChPT)、そ

の後 [39]において PQQCDの場合に拡張された。本節では、最初に第 3.7.1節において QCDの

HKChPTを解説し、その後、第 3.7.2節において電磁相互作用を導入した場合について議論する。

3.7.1 pure QCD Lagrangianと質量公式

この節では、K中間子を重い物質場として導入する [53]。この時、擬 NGボソンはパイ中間子

のみであり、理論の対称性は SU(2)L × SU(2)Rであると考えられる。擬 NGボソンと、K中間子

のの相互作用を知るにはK中間子のカイラル変換則を見出す必要がある。非NGボソンの変換則、

NGボソンとの結合を知る系統的な方法は [124,125]により与えられた。場K,K†を SU(2)V のア

イソスピン 1
2 表現の場として

K(x) =

(
K+(x)

K0(x)

)
, K†(x) =

(
−K0(x)

K−(x)

)
(3.7.1)

と導入する。この場の SU(2)L × SU(2)R の下での変換則として

K(x) → K ′ = h (R,L, u)K(x) (3.7.2)

を定義する。この作用は L = Rの下では SU(2)V のアイソスピン 1
2 として振る舞う。Kの変換

性に関して SU(2)V のみの考慮からえることができる理由は例えば [126] に見られる。この時、

Lagrangianは以下のような項に分割することができる；

LHKChPT = Lπ + LπKK + LπKKKK + · · · (3.7.3)

ここで Lπ はパイ中間子のみからなる Lagrangian,LπKK はKに関しての双一次とパイ中間子から

成る項などである。

K中間子の Power Countingを考える。K中間子の質量はパイ中間子とは異なり、ΛQCD と同

じ程度に大きく、3元運動量 ~pが小さい場合にも 4元運動量 pµ =
(√

M2
k + |~p|

2
, ~p
)
は小さくなら

ず、Power Countingを壊すことが予想される。実際にK中間子のみのループによる寄与を考える

と、例えば tadpole型のグラフによる寄与を次元正則化により計算した場合、その寄与の大きさは

K中間子の質量をMK と書いたとき、∼ M2
K log

(
M2
k/µ

2
)
程度であり、高次の項が大きな寄与を

与えることになる。一方で、この tadpole型の寄与はパイ中間子の質量とは独立であるため、低エ

ネルギー定数に再定義することができる。このため、K中間子の閉じたループは理論から除去する

ことが可能であり、外線がパイ中間子から成る寄与は、第 3.2.3節で議論された通常のパイ中間子

のみのカイラル摂動論と全く同じ形 Lπ = LChPT と書くことができる (同様の議論はバリオンに

ついてのカイラル摂動論にも見られる [127])。以下では、K中間子の 2点関数の計算のため in,out
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状態ともに K中間子の 1粒子状態の場合を考える。K中間子だけから成る閉じたループが理論か

ら除去できることを考慮すると、この場合には式 (3.7.3)の最初の 2項のみを取り扱うだけで良い。

この他の場合として、パイ中間子と K中間子の両方から成るループの寄与も考えることは可能

であり、これにより Power Countingが壊される可能性がある。Power Countingを壊す伝搬関数(
p2 −MK

)2
を導く K中間子の運動項は

Skin
K =

∫
d4x

(
∂µK

†∂µK −M2K†K
)
, (3.7.4)

と書くことができる。この時、HBChPT [123]と同様に以下のようにして場 kを定義する。

K(x) = eiMkv·xk(x), (3.7.5)

ここで、vµは 4次元速度と呼ばれる量であり、v2を満たすベクトルである。式 (3.7.5)を式 (3.7.4)に

代入することで、

Skin
K =

∫
d4x

(
−2iMvµk†∂µk + ∂µk

†∂µk
)
, (3.7.6)

と書き直すことができる。この時、伝搬関数は (−2Mkv · p)−1 であり、k にかかる微分は i∂µ ∼(√
M2
k + |~p|

2
−Mk, ~p

)
と見なすことが出来ることから、O(p2) の頂点と考えることができる。

HBChPT [123]の時と同様にして、kに対する微分は微小量と見なせるので、kとパイ中間子の場

uを用いて、Lagrangianを構成し、非相対論的な計算を行うことにより適切な Power Countingを

持つ理論を構成していくことができる。この時、Lorentz対称性により、係数の間に適当な関係を

成り立たせる。それに対して [53]は非相対論的な kと uを用いて O(p4)までの Lagrangianを構

成した後、同値の異なる計算方法をとった。[53]では、k と uから成る非相対論的な Lagrangian

を基礎においた上で、式 (3.7.5)を用いることにより、Lorentz不変な Lagrangianを構成している

(異なった関連する方法として parameterization invarianceを基にした Lagrangianの構成は [128]

において行われた)。この時、振幅の計算はK中間子のループ積分を除いては完全に Lorentz不変

に行われる。K中間子のループ積分を含む場合にはK中間子質量の逆数 1
Mk
に関する展開を行う。

例えば、ループ積分として

JπK (p1, p2) =

∫
ddk

(2π)
d

i

k2 −M2
π

1

(p1 − p2 − k)2 −M2
k

(3.7.7)

を考える。この式は Lorentz不変なので、外部運動量 p2を p2 =Mkv =Mk(1, 0, 0, 0)を満たすよ

うに自由にとることができる。この時、上記の積分は

JπK (p1, p2) =

∫
ddk

(2π)
d

i

k2 −M2
π

(
− 1

2v · (p1 − k)

1

Mk
− (p1 − k)2

4 (v · (p1 − k))
2

1

M2
k

+ · · ·

)
(3.7.8)

と 1
Mk
で展開することができる。この式から式 (3.7.6)と同様に第 1項が新しい伝搬関数、第 2項

以降を適当なカイラル次元を持った頂点と見なすことが出来る。以上により、LHKChPT から導か

れる振幅を通常の p
4πF0

に関する展開と同時に p
Mk
の展開と見なすことができる。以上の議論から

K中間子の伝搬関数をO(p3)と見なすことにより、HKChPTのカイラル次元は通常のカイラル摂

動論におけるカイラル次元式 (3.3.2) から以下のように変更される。

D = 1 +

∞∑
n=1

(2n− 2)Nππ
2n +

∞∑
m=1

NπK
m (m− 1) + 2NL. (3.7.9)

ここで、Nππ
2n はO(p2n)のパイ中間子の頂点の個数、NπK

n はO(pn)のK中間子とパイ中間子から

なる頂点の個数、NK はループの個数を意味する。カイラル次元勘定により、通常のカイラル摂動
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論の時と同様に少数のダイアグラムを計算することにより適当な精度の振幅を計算できることがわ

かる。

次に、Lagrangianの構成を考える。O(p4)までの Lagrangianを考えるとすると、

LHKChPT = L(2)
π + L(4)

π + L
(1)
πKK + L

(2)
πKK + L

(3)
πKK + L

(4)
πKK (3.7.10)

と書くことができる。ここで、これまでの議論から、L(2)
π 及び L

(4)
π は、第 3.2.3節で構成した通常

のパイ中間子の Lagrangianである。K中間子部分の Lagrangianの構成要素としては通常のカイ

ラル摂動論の場合表 5 に加え、非相対論的な場 k(x)及び速度ベクトル vµを使った量を定義する。

パリティー変換の下でK(x)
P−→ −K(x)と変換し、荷電変換の下で、K(x)

C−→ K†(x)と変換する

ことを考慮すると k(x), vの変換則は、

k(x)
P−→ −k(x), vµ

P−→ vµ,

k(x)
C−→ k†(x), vµ

C−→ −vµ,
(3.7.11)

と割り当てられることがわかる。kのカイラルオーダーは O(1)が割り当てられ、その微分 ∂nkは

O(pn)が割り当てられる。Lagrangianの構成要素を

k±, µ ≡ i
(
(Dµk)k

† ± k (Dµk)
†
)
,

k(µν) ≡ D(µ kDν)k
†

=
1

2

(
DµkDνk

† +DνkDµk
†)

k[µν] ≡ D[µ kDν]k
†

=
1

2

(
DµkDνk

† −DνkDµk
†) ,

k±, µν ≡ (Dµνk) k
† ± k (Dµνk)

†
, Dµν ≡ DµDν +DνDµ ,

∆µν =
1

2
(Dµ∆ν +Dν∆µ) .

(3.7.12)

としたときそれぞれの C,P の下での変換性及びカイラルオーダーは表 8にまとめた。これらを用

P C Order

kk† kk†
(
kk†
)t

O(1)

k±, µ kµ± ± (k±, µ)
t

O(p)

k(µν] k(µν] ±
(
k(µν]

)t
O(p2)

k±, µν kµν± ± (k±, µν)
t

O(p2)

∆µν −∆µν (∆µν)
t

O(p2)

表 8: 式 (3.7.12)で定義される量に対して、カイラルオーダー O(p2)までの Lagrangianの構成

要素に関してパリティ変換、荷電変換の下での変化、及びカイラル次元を書いた表。以上の量は

SU(2)L × SU(2)R の下で A→ hAh† と変換する。
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いた C,P 不変な Lagrangianは [53]において構成された；

O(p0) : tr(kk†), (3.7.13)

O(p1) : vµ tr(kk
µ
−), (3.7.14)

O(p2) :

(∗)︷ ︸︸ ︷
tr
(
kµ+,µ

)
,

tr (∆µ∆
µ) k†k, vµvν tr (∆µ∆ν) k

†,

tr
(
χ+kk

†) , tr (χ+) k
†k (3.7.15)

O(p3) :

(∗)︷ ︸︸ ︷
vµ tr (∆µ∆ν) tr

(
kν−
)
,

(∗)︷ ︸︸ ︷
vµ tr

(
[∆µν ,∆

ν ]kk†
)
, vµvνvρ tr

(
[∆µν ,∆ρ]kk

†) ,
vµ tr

(
[χ−,∆µ]kk

†) (3.7.16)

O(p4) :

(∗)︷ ︸︸ ︷
tr (∆µ∆ν) tr

(
kµν+
)
,

(∗)︷ ︸︸ ︷
tr
(
[∆µν ,∆

ν ]kµ−
)
,

(∗)︷ ︸︸ ︷
vµvν tr (∆µν∆ρ) tr

(
kρ+
)
,

(∗)︷ ︸︸ ︷
tr
(
[χ−,∆µ]k

µ
−
)
,

(∗)︷ ︸︸ ︷
vµvν tr (χ−∆µν) k

†k,

tr (∆µν∆
ν) tr

(
kµ+
)
, vµvν tr (∆µρ∆ν) tr

(
kρ+
)
,

vµvνvρvσ tr (∆µν∆ρσ) k
†k,

tr
(
χ+k

µ
+µ

)
, tr (χ+) tr

(
kµ+µ

)
, tr (χ−∆µ) tr

(
kµ+
)
,

tr (∆µ∆
µ) tr

(
χ+kk

†) , tr (∆µ∆
µ) tr (χ+) k

†k,

vµvν tr (∆µ∆ν) tr
(
χ+kk

†) , vµvν tr (∆µ∆ν) tr (χ+) k
†k,

vµvν tr
(
{{∆µ,∆ν} , χ+} kk†

)
tr (χ+) k

†χ+k, tr
(
χ2
+

)
k†k, tr (χ+)

2
k†k, tr

(
χ2
−
)
k†k (3.7.17)

ここで、SU(2)のCayley-Hamiltonの定理式 (C.9)及びO(p)の運動方程式項 vµDµkやパイ中間子

の運動方程式である式 (3.2.45)を用いて項の数を減らしている。Roesslは、以上を基に相対論的な

Lagrangianを式 (3.7.5)から相対論的な Lagrangianを構成した [53]。非相対論的な Lagrangianの

項と相対論的な Lagrangianの項は 1対 1対応しているわけではなく、(∗)の印をつけた項は、相対
論的な Lagrangianでは、より低い次数または同じ次数の Lagrangianの 1部となっている。低エネ

ルギー定数をAi, Bi, Ci、K中間子の最低次における質量をMK,0と表すと、相対論的なHKChPT
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の Lagrangianは以下のように書ける；

L
(1)
πKK = DµK

†DµK −M2
KK

†K , (3.7.18)

L
(2)
πKK = A1 tr

(
∆µ∆

µ
)
K†K +A2 tr

(
∆µ∆ν

)
DµK

†DνK

+A3K
†χ+K +A4 tr

(
χ+

)
K†K , (3.7.19)

L
(3)
πKK = B1

(
K†[∆νµ, ∆ν

]
DµK −DµK

†[∆νµ, ∆ν

]
K
)

+B2 tr (∆
µν∆ρ)

(
DµνK

†DρK +DρK
†DµνK

)
+B3

(
K†[∆µ, χ−

]
DµK −DµK

†[∆µ, χ−
]
K
)
, (3.7.20)

L
(4)
πKK = C1 tr (∆ν∆

µν)
(
K†DµK +DµK

†K
)

+ C2 tr (∆
µρ∆ν)

(
DµνK

†DρK +DρK
†DµνK

)
+ C3

(
tr
(
∆µν∆ρ

)(
DµνK

†DρK +DρK
†DµνK

)
−2
(
DµνK†∆µ∆νρD

ρK +DρK†∆νρ∆µD
µνK

))
+ C4 tr (∆

µν∆ρσ)
(
DµνK

†DρσK +DρσK
†DµνK

)
+ C5

(
DµK

†χ+D
µK −M2

KK
†χ+K

)
+ C6

(
tr
(
χ+

)
DµK

†DµK −M2
K tr

(
χ+

)
K†K

)
+ C7 tr (∆µχ−)

(
K†DµK +DµK†K

)
+ C8 tr (∆µ∆

µ)K†χ+K + C9 tr (∆µ∆
µ) tr (χ+)K

†K

+ C10 tr (∆
µ∆ν)

(
DµK

†χ+DνK +DνK
†χ+DµK

)
+ C11 tr (∆

µ∆ν) tr (χ+)
(
DµK

†DνK +DνK
†DµK

)
+ C12DµK

†
{{

∆µ, ∆ν
}
, χ+

}
DνK + C13 tr (χ+)K

†χ+K+

C14 tr
(
χ2
+

)
K†K + C15

(
tr
(
χ+

))2
K†K + C16 tr

(
χ2
−
)
K†K . (3.7.21)

ここで、Power Countingから、発散を吸収する役割をするのは、Bi、Ci のみであり、Ai は単な

る定数である。以上の定式化を用いたK中間子の質量、崩壊定数の計算は [53]で、π-Kの σ項の

計算は [129]、∆S = 2の weak演算子の計算は [39]で行われている。PQQCDへの拡張は [39]に

おいて場K を

K =



K†
V

K0
V

K†

K0

K̃†
V

K̃0
V


∼



uV sV

dV sV

uSsV

dSsV

ũV sV

d̃V sV


. (3.7.22)

と拡張することにより行われている。K中間子の閉じたループは現れないため、理論のシークォー

クやゴーストクォークのストレンジクォークへの拡張は必要では無い。この時低エネルギー定数

は、ストレンジシークォークの質量に暗に依っていることになる。
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3.7.2 電磁相互作用

次に今の重いK中間子の理論に第 3.5節と同様に電磁相互作用を導入することを考える。SU(2)

の PQChPTでは、電荷行列は

Q = diag (quV , qdV , quS , qdS , quV , qdV ) , (3.7.23)

この節においても、第 3.5節と同様にO(e2)までの寄与を考える。バレンスストレンジクォーク電

荷Qs,V やシーストレンジクォーク電荷Qs,S の依存性も明示的に書いていく。最初に非相対論的な

K中間子の場 k及び第 3.5節で与えられたQL及びQR を用いることにより O(e2)の Lagrangian

を構成していく。QL及びQRを用いたO(e2)の Lagrangianの構成要素及びその C,P の下での変

換性を表 9に示した。

O definition order P C

〈Q〉 Q± 〈Q〉 (QR ±QL) O(e2) ±〈Q〉Q± ±〈Q〉 (Q±)
T

Q2
(±) (QR)

2 ± (QL)
2

O(e2) ±Q2
(±) ±

(
Q2

(±)

)T
QRL,± QRQL ±QLQR O(e2) ±QRL,± (QRL,±)

T

表 9: カイラル次元O(e2)の演算子及びその変換性を示した表。これらの量はカイラル変換に対し

て A→ hAh† と変換する。

order P C

k
W,Q+

± O(e2) k
W,Q+

± ±
(
k
W,Q+

±

)T
k
W,Q−
± O(e2) −kW,Q−

± ∓
(
k
W,Q−
±

)T
表 10: 式 (3.7.24)に定義される量に対するカイラル次元及び C,P 変換性を示した表。これらの量

はカイラル変換に対して A→ hAh† と変換する。

次に、k及びQL,QR を用いて O(e2)の Lagrangianの構成要素を次のように定義する。

k
W,Q±
± ≡W

(
kk†Q± ±Q±kk

†) . (3.7.24)

ここで、W はストレンジクォークの電荷Qs,V 又はQs,S を表している。QEDの振幅が、e→ −e
の入れ替えに対して不変であることを反映して、有効理論に於いて O(e)や O(ep2)の項は禁止し

ている。式 (3.7.24)の C,P 変換則を表 10に示す。

以上の構成要素を用いると O(e2)の C,P 不変な量は以下の 13種類の演算子である。〈
kk†A

〉
, W

〈
kk†B

〉
, W1W2

〈
kk†
〉
, (3.7.25)

ここで、W は Qs, V 又は Qs, S であり、A,B,W1,W2 は

A ∈
{
Q 2

(+) , QRL,+ , 〈Q〉Q+ ,
〈
Q2
〉
, 〈QRL,+〉 , (〈Q〉)2

}
,

B ∈ {Q+, 〈Q〉} ,

(W1, W2) ∈ {(Qs, V , Qs, V ) , (Qs, V , Qs, S) , (Qs, S , Qs, S)} . (3.7.26)

73



と定義される。

ここから、関係式である式 (3.7.5)を用いることにより、相対論的なO(e2)の Lagrangianが得ら

れる。新しい低エネルギー定数を A
(i)
K と定義すると Lagrangianは

LK, e2 =−A
(1, 1)
K K†

(
(QR)

2
+ (QL)

2
)
K

−A
(1, 2)
K str

(
(QR)

2
+ (QL)

2
)
K†K

−A
(2, 1)
K K† (QRQL +QLQR)K −A

(2, 2)
K str (QRQL +QLQR)K

†K

−A
(3)
K str (Q)K† (QR +QL)K −A

(4)
K str (Q)

2
K†K

−A
(s, 1)
K Q2

s, V K
†K −A

(s, 1, 2)
K Q2

s, S K
†K −A

(s, 1, 3)
K Qs, V Qs, S K

†K

−A
(s, 2)
K Qs, VK

† (QR +QL)K

−A
(s, 3)
K str (Q)Qs, V K

†K −A
(s, 3, 2)
K str (Q) Qs, S K

†K

−A
(s, 3, 3)
K Qs, S K

† (QR +QL)K .

(3.7.27)

と書かれる。次にO(e2p)のLagrangianを考える。O(e2p)のLagrangianは、今の場合には式 (3.7.26)に

おける kk† を置き換えることにより全ての可能な項を得ることができる。これらの項による K中

間子の質量への寄与は、ツリーレベルでは無く、また、スカラー QEDタイプのループの O(e2p2)

に対しても 0である。その一方で、QCDの場合 [53]と同様に、波動関数繰り込みにより K中間

子の質量に O(e2p2)の寄与を与える可能性もある。このことに関しては後ほど議論する。

P C

k
W,Q±
(µν](1),±(2)

k
W,Q±, (µν](1)
±(2)

(x̃)
(
±(1)1

) (
±(2)1

)
(±1)

(
k
W,Q±
(µν](1),±(2)

)T
k
W,Q+

±(1),±(2), µν
k
W,Q+, µν
±(1),±(2)

(
±(1)1

) (
±(2)1

) (
k
W,Q+

±(1),±(2), µν

)T
k
W,Q−
±(1),±(2), µν

k
W,Q−, µν
±(1),±(2)

−
(
±(1)1

) (
±(2)1

) (
k
W,Q−
±(1),±(2), µν

)T
k
W,∇νQ+

±(1),±(2), µ
k
W,∇νQ+, µ
±(1),±(2)

(
±(1)1

) (
±(2)1

) (
k
W,∇νQ+

±(1),±(2), µ

)T
k
W,∇νQ−
±(1),±(2), µ

k
W,∇νQ−, µ
±(1),±(2)

−
(
±(1)1

) (
±(2)1

) (
k
W,∇νQ−
±(1),±(2), µ

)T
kW,∇µνQ± kW,∇

µνQ± ±
(
kW,∇µνQ±

)T
表 11: 式 (3.7.28)で定義される量の P 及び C 変換の下では変換性を示した表。全ての量はカイラ

ル次元 O(e2p2)であり、カイラル変換の下での変換性は A→ hAh† である。

次に O(e2p2)の項の中でツリーレベルで K中間子の質量への寄与を与える項を挙げていく。新

たに Lagrangianの構成要素として

k
W,Q±
(µν],± ≡W

(
k(µν]Q± ±Q±k(µν]

)
,

k
W,Q±
±(1),±(2), µν

≡W
(
k±(1), µνQ± ±(2) Q±k±(1), µν

)
,

k
W,∇νQ±
±(1),±(2), µ

≡W
(
k±(1), µ∇νQ± ±(2) (∇νQ±) k±(1), µ

)
,

k
W,∇µνQ±
± ≡W

(
kk† ∇µνQ± ± (∇µνQ±) kk

†) .
(3.7.28)

を定義する。これらの量の C,P の基における変換則は表 11にまとめた。この時、微分を含まない
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O(e2p2)の項は以下のものである。〈
kk† {χ+, C+}

〉
,
〈
kk†Q+χ+Q+

〉
,
〈
kk†Q−χ+Q−

〉
,〈

kk† [χ−, C−]
〉
,
〈
kk† {χ− , QRL,−}

〉
,〈

kk† (Q+χ−Q− −Q−χ−Q+)
〉
,

k†k 〈χ+C+〉 ,
〈
kk†C+

〉
〈χ+〉 ,

〈
kk†χ+

〉
〈C+〉 , k†k 〈χ+〉 〈C+〉 ,〈

kk†Q+

〉
〈χ+Q+〉 ,

〈
kk†Q−

〉
〈χ+Q−〉 ,〈

kk†QRL,−
〉
〈χ−〉 , k†k 〈χ−QRL,−〉 ,

W
〈
kk† {χ+, Q+}

〉
, W

〈
kk† [χ−, Q−]

〉
,

Wk†k 〈χ+Q+〉 , W
〈
kk†χ+

〉
〈Q〉 , W

〈
kk†Q+

〉
〈χ+〉 ,

Wk†k 〈χ+〉 〈Q〉 ,

W1W2

〈
kk†χ+

〉
, W1W2 k

†k 〈χ+〉 , (3.7.29)

ここで、C+ 及び C− は

C+ ∈
{
〈Q〉Q+ , Q 2

(+) , QRL,+

}
, C− ∈

{
〈Q〉Q− , Q 2

(−)

}
. (3.7.30)

と定義される。ツリーレベルで K中間子の質量に寄与する 2つの微分を含む O(e2p2)の項は以下

のように与えられる。 〈
ηµνk(µν)A

〉
, 〈ηµνk+, µνA〉 ,

W
〈
ηµν k(µν) B

〉
, W 〈ηµν k−, µν Q−〉 , W 〈ηµν k+, µν B〉 ,

W1W2

〈
ηµνk(µν)

〉
, W1W2 〈ηµνk+, µν〉 , (3.7.31)

ここで ηµν は、Minkowski計量である。

次に、以上において定義された Lagrangianを用いて計算される K中間子の質量の表式を示す。

O(e2)のLagrangianのツリーレベルによるO(e2)の寄与 (Me2

K+)2は、Qに式 (3.7.23)、Qs, V = qsV

,Qs, S = qsS を代入することで得られる。

(Me2

K+)2 = 2((A
(1,1)
K +A

(2,1)
K )q2uV + (2A

(1,2)
K + 2A

(2,2)
K +A

(4)
K )(q2uS + q2dS)

+ 2A
(3)
K (quS + qdS)quV

+A
(s,1)
K q2sV +A

(s,1,2)
K q2sS +A

(s,1,3)
K qsV qsS

+ 2A
(s,2)
K quV qsV

+A
(s,3)
K (quS + qdS)qsV +A

(s,3,2)
K (quS + qdS)qsS

+ 2A
(s,3,3)
K quV qsS .

(3.7.32)

となる。クエンチの場合 quS = qdS = qsS = 0では、

(Me2

K+)2 = 2e2(A
(1,1)
K +A

(2,1)
K )q2uV + e2A

(s,1)
K q2sV + 2e2A

(s,2)
K quV qsV . (3.7.33)

となる。

中性 K中間子に対する O(e2)の寄与 (Me2

K0)2 は、式 (3.7.32)の qdV を quV に置き換えることで

得られる。
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次にループダイアグラムからの寄与を考える。スカラー QEDタイプのダイアグラムの寄与は、

軽いメソンの質量を含まないためK中間子のO(e2)やO(e2p)の再定義により処理することができ

る。このため、ループによる寄与は、タッドポール型のダイアグラムによる寄与に限られることに

なる。式 (3.7.27)により生成されるループの寄与を計算した結果は

(M log
K, i)

2 = − 1

16π2

A
(1, 1)
K

F 2
0

∑
n : sea

(
q2iV − q2nS

)
χin ln

(
χin
µ2

)

− 1

16π2

A
(2, 1)
K

F 2
0

∑
n : sea

{
2qiV (qiV − qnS) + (qiV − qnS)

2
}
χin ln

(
χin
µ2

)

− 1

16π2

2A
(2, 2)
K

F 2
0

∑
n,m : sea, n 6=m

(qnS − qmS)
2
χmn ln

(
χmn
µ2

)

− 1

16π2

A
(3)
K NS Q+A

(s, 2)
K qsV +A

(s, 3, 3)
K qsS

F 2
0

×
∑
n : sea

(qiV − qnS)χin ln

(
χin
µ2

)
,

(3.7.34)

である。ここで、バレンスクォークの種類 i = u又は dであり、µは繰り込みスケールである。今回の

数値計算では、シークォークの電荷は 0とし、また、軽いシークォークの質量に関してmuS = mdS

としていることを考慮すると

(M log
K, i)

2 = −2
1

16π2

1

F 2
0

×
{
q2iV

(
A

(1, 1)
K + 3A

(2, 1)
K

)
+ qiV qsV A

(s, 2)
K

}
χi(S) ln

(
χi(S)

µ2

)
.

(3.7.35)

ここで χi(S) ≡ B0

(
mi +m(S)

)
と定義されている。

次に有限体積効果による寄与を考える。スカラーQEDのダイアグラムによる有限体積効果の寄

与は、擬スカラーメソンと同様の計算を繰り返すことにより

∆(MK+)
2
∣∣∣
EM, photonic

(L) = (qK)
2

{
−3

κ

4π

1

L2
+

1

(4π)
2

K(mKL)

L2

−4
1

(4π)
2

mK

L
H(mKL)

}
, (3.7.36)

と得ることができる。ここで有限体積の関数は以下のように定義されている。

H(x) = π

∫ ∞

0

dλ

λ
3
2

erf

(
x

√
λ

4π

)
S(λ),

K(x) = 4π

∫ ∞

0

dλ

λ

1

λ

(
1− e−

x2

4π λ
)
S(λ),

κ =

∫ ∞

0

dλ

λ2
S(λ).

(3.7.37)

式 (3.7.34)に対する有限体積補正 ∆
(
M log
K, i

)2
(L)は式中の logの項を以下のように置き換えるこ

とにより得られる。

m2 ln

(
m2

µ2

)
⇒ M(mL)

L2
, (3.7.38)
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ここでM(x)は

M (x) = 4π

∫ ∞

0

dλ

λ2
exp

(
−x2

4π
λ

)
T (λ) , (3.7.39)

と定義されている。この他 O(e2p)の項によって計算される O(e2)の波動関数繰り込みに対する有

限体積補正により、QCDの場合 [53]と同様に K中間子の質量に対する O(e2p2)の項が生じる可

能性がある。O(e2)の波動関数繰り込みの項は、実際の計算により 0になることを確かめた。

次にO(e2p2)の Lagrangianによるツリーレベルの寄与を考える。O(e2p2)の Lagrangianには非

常に多くの項が現れる一方で、クォーク質量を決定するためにのK中間子質量の電荷及びクォーク

質量を知るという目的には、全ての低エネルギー定数を書き下す必要は無く、どのようなクォーク

質量と電荷の組み合わせが現れるのかを知るだけで良い。特に今回の数値計算では、シークォーク

の電荷が 0、軽いシークォークは縮退しているという状況で計算しており、この時、式 (3.7.29)か

ら以下のように全ての可能な組み合わせが出現することがわかる。(
Me2p2

K, i

)
= e2miV

(
x
(K)
3 (qiV + qsV )

2
+ x

(K)
4 (qiV − qsV )

2
+ x

(K)
5

(
q2iV − q2sV

))
+e2m(S)

(
x
(K)
6 (qiV + qsV )

2
+ x

(K)
7 (qiV − qsV )

2
+ x

(K)
8

(
q2iV − q2sV

))
.

(3.7.40)

ここで、x(K)
i は、O(e2p2)の低エネルギー定数の適当な組み合わせである。ここで、miV とm(S)

をそれぞれm1,m4 = m5 と記した。

3.8 SU(3)カイラル摂動論によるフィット関数

この小節では、電磁相互作用を含んだカイラル摂動論の式をまとめる。この節で挙げる式が実際

に格子計算のデータをフィットするために用いた式である。今回のフィットでは通常のカイラル摂

動論の式、有限体積効果を含んだ式を両方フィットすることにより有限体積効果の大きさを見積も

るため、両方の式を提示する。

電磁相互作用を含んだ SU(3)PQカイラル摂動論における擬スカラーメソンの式は、[116] の中

で O(e2p2)までの精度で

M2
ij = χij + 2ZF 2

0 q
2
ij

+
48Lr6 − 24Lr4

F 2
0

χijχ̄+
16Lr8 − 8Lr5

F 2
0

χ2
ij

− 12Y1Q2χij + 4Y2
(
q2i χi + q2jχj

)
+ 4Y3q

2
ijχij − 4Y4qiqjχij + 12Y5q

2
ijχ

+
1

3

χij
16π2F 2

0

 ∑
m,n={π,η}

m 6=n

Rmnijχm log

(
χm
µ2

)
+

∑
p,q={i,j}

i 6=j

Rpqπηχp log

(
χp
µ2

)
− 2Z

∑
x=4,5,6

1

16π2
χix log

(
χix
µ2

)
qixqij − 2Z

∑
x=4,5,6

1

16π2
χjx log

(
χjx
µ2

)
qjxqji

−
q2ij
16π2

χij

{
3 log

(
χij
µ2

)
− 4

}
+ δmres(q

2
i + q2j ).

(3.8.1)

と計算されている。この式は、バレンスクォークが縮退していない場合 (mi 6= mj)であり、i,j は

バレンスクォークのインデクス、4,5,6のインデックスはシークォークを表している。また、[116]
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と同様に χi = 2B0mi,χij =
χi+χj

2 はクォーク質量を mi と書いた時の LOのメソン質量であり、

qij ,Q2,χ,χπ,χη 及び Rijkl は以下のように定義されている。

qij = qi − qj ,

Q2 =
q24 + q25 + q26

3
,

χ =
χ4 + χ5 + χ6

3
,

χπ + χη = 2χ,

χπχη =
χ4χ5 + χ5χ6 + χ6χ4

3
,

Rijkl =
(χi − χ4) (χi − χ5) (χi − χ6)

(χi − χk) (χi − χl) (χi − χm)
.

(3.8.2)

最後の δmresを含む項は前節で説明した電磁相互作用による residual quark質量をパラメトライズ

した量である。この量と前節で議論した C2 との関係は、実際のフィット結果を用いて議論する。

ここで、B0、F0 は QCDの LOの低エネルギー定数、Z は QED効果による LOの低エネルギー

定数、また、Lr4、L
r
5、L

r
6、L

r
8はQCD効果によるNLOの低エネルギー定数であり、Y1 ∼ Y5の 5

つの定数はQED効果による NLOの低エネルギー定数である。これらのうち、B0、F0、Lr4、L
r
5、

Lr6、L
r
8 の QCD に関する低エネルギー定数に対しては RBC/UKQCD により既に得られている

jackknife sampleを用いることになる。

今回のフィットで決める定数は Z 及び Y ′sであり、そのために用いる格子データはメソン質量

自身では無く、以下で定義されるメソンの電磁質量差が有用である。

∆M2
ij =M2

ij −M2
ij |e=0 (3.8.3)

ここで、M2
ij |e=0 は式 (3.8.1)においてすべての電荷を 0においたものとして定義される。また、

今回の格子計算では電磁相互作用はクエンチ近似で導入しているため、Y1 の項は 0になる。結果

として、今回フィットを行う質量差の式に対するカイラル摂動論の式は O(e2p2)で

∆M2
ij = 2ZF 2

0 q
2
ij + 4Y2

(
q2i χi + q2jχj

)
+ 4Y3q

2
ijχij − 4Y4qiqjχij + 12Y5q

2
ijχ

− 2Z
∑

x=4,5,6

1

16π2
χix log

(
χix
µ2

)
qixqij − 2Z

∑
x=4,5,6

1

16π2
χjx log

(
χjx
µ2

)
qjxqji

−
q2ij
16π2

χij

{
3 log

(
χij
µ2

)
− 4

}
+ δmres(q

2
i + q2j ).

(3.8.4)

と与えられる。

次に有限体積効果に関して考える。電磁質量差∆M2に関しては、QCDの有限体積効果は現れ

ず、電磁相互作用に対する有限体積効果のみを考えればよい。電磁相互作用に対する有限体積効果

は [104]の中で計算されており、その式は以下のように与えられる。

δ(∆M2) = ∆M2 (L)−∆M2(∞)

= −2Z
1

16π2

∑
x=4,5,6

(
qijqix

M(
√
χixL)

L2
+ qjiqjx

M(
√
χjxL)

L2

)

− 3
q2ij
4π

κ

L2
+

q2ij

(4π)
2

{
K
(√
χij L

)
L2

− 4
√
χij

H(
√
χ
ij
L)

L

}
.

(3.8.5)
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式中に現れる関数は [104]により、以下のように定義されている。

M (x) = 4π

∫ ∞

0

dλ

λ2
exp

(
−x2

4π
λ

)
T (λ) ,

H(x) = π

∫ ∞

0

dλ

λ
3
2

erf

(
x

√
λ

4π

)
S(λ),

K(x) = 4π

∫ ∞

0

dλ

λ

1

λ

(
1− e−

x2

4π λ
)
S(λ),

κ =

∫ ∞

0

dλ

λ2
S(λ).

(3.8.6)

また、この中で使われる関数は

T (λ) =

(
θ

(
0,
i

λ

))
− 1,

θ (v, τ) =

∞∑
−∞

exp
(
πτin2 + 2πvin

)
,

S(λ) = −

{(
ϑ3

(
0, i

1

λ

))3

− 1− λ
3
2

}
,

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

ds e−s
2

(3.8.7)

の反応

3.9 SU(2)カイラル摂動論によるフィット関数

以上の小節により SU(3)のカイラル摂動論を示したが、近年の RBC/UKQCDによる QCD格

子計算では、SU(3)のカイラル摂動論はクォーク質量をストレンジクォーク程度に置いた場合には

収束性がよくないという結果が得られており、パイ中間子のみを擬 NG粒子と見なした SU(2)+K

中間子のカイラル摂動論による解析を行っている [39]。今回のフィットでは、メソンの電磁相互作

用による質量差についても同様に SU(3)のカイラル摂動論では収束性が悪いことを第 4.2節におい

て示す。この小節では、フィットで用いる電磁相互作用を含んだパイ中間子、K中間子質量及びそ

の有限体積効果の式をまとめる。なお、今回の目的はメソンの電磁質量差をフィットすることによ

り、メソンの質量差の電磁相互作用による大きさを把握し、アップクォークとダウンクォークの質

量差を正確に出すことであり、O(p4)の項は相殺するので今回のK中間子の式には含んでいない。
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3.9.1 SU(2)パイ中間子

電磁相互作用を含んだ PQカイラル摂動論におけるパイ中間子の質量公式は [104]で与えられて

おり、その表式は

M2
ij = χij + 2Z(2)F 2q2ij

+
32L

(2)
6

r
− 16L

(2)
4

r

F 2
χijχ2 +

16L
(2)
8

r
− 8L

(2)
5

r

F 2
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− 12x0Q2
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2
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2
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1
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χix log

(
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)
qixqij − 2Z
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x=4,5

1

16π2
χjx log

(
χjx
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)
qjxqji

−
q2ij
16π2

χij

{
3 log

(
χij
µ2

)
− 4

}
.

(3.9.1)

である。ここで、F、B,L
(2)
4

r
,L

(2)
5

r
,L

(2)
6

r
,L

(2)
8

r
は SU(3)の時と同様の形の項の係数として定義さ

れている低エネルギー定数である。Z 及び xi は今回のフィットから決定する。これらの低エネル

ギー定数は原理的には、ストレンジシークォークの質量、電荷に対する依存性を持っているが、今

回の計算では 1点のストレンジシークォークのみでの計算を行っており、その依存性は計算からは

決定できない。この効果による誤差の評価は第 4節において行う。

SU(3)の時と同様にフィットにはクエンチ近似で導入された電磁相互作用によるメソンの質量

差式 (3.8.3)に対して行われ、対応するカイラル摂動論の表式は

∆M2
ij = 2Z(2)F 2q2ij + δmres(q

2
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2
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−
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3 log
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− 4

}
.

(3.9.2)

ここで、有限体積補正の式は [104]により

δ(∆M2) = ∆M2 (L)−∆M2(∞)

= −2Z
1

16π2

∑
x=4,5

(
qijqix

M(
√
χixL)
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+ qjiqjx
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− 3
q2ij
4π
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q2ij

(4π)
2
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χij L
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L2

− 4
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χij

H(
√
χ
ij
L)

L

}
.

(3.9.3)

と与えられている。

3.9.2 SU(2) K中間子

SU(2)+重い K中間子のカイラル摂動論 (HKChPT)は、バリオンに対するカイラル摂動論と同

様の手法を用いて [53]により導入され、[39]により PQの理論への拡張が行われた。電磁相互作用
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を含んだ場合の K中間子の質量への拡張は第 3.7節において説明した。[39]の QCDにおける K

中間子の質量の公式に第 3.7節に示したQED補正の項のクエンチ近似の場合の項を加えることに

より、電磁相互作用をクエンチ近似で導入した場合の K中間子に対する質量公式は以下の式によ

り与えられる。

M2
Kij =M2

0 − 4B(A3mi +A4(m4 +m5))

+
(
2
(
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K +A
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)
+ δmres(q

2
i + q2j ),

(3.9.4)

ここで、M、A3、A4、Bは RBC/UKQCDにより決定されているQCDの低エネルギー定数であ

る。電磁相互作用による Residual quark mass δmres
はパイ中間子に現れるものと同じであること

を仮定している。

K中間子に対する式 (3.8.3)で表される電磁相互作用による質量差の表式は

∆M2
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(3.9.5)

であり、また、この量に対する有限体積効果は

δ
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Kij
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+ (qi − qj)
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1

(4π)
2

K(M0L)

L2
− 4

1

(4π)
2

M0

L
H(M0L)

}
(3.9.6)

で表される。

以上により導入された K中間子に対する低エネルギー定数は全て、シー及びバレンスのストレ

ンジクォーク質量によっている。これらのストレンジクォーク質量依存性は、カイラル摂動論の観

点からは決定できない。そこで計算に用いたストレンジクォーク質量が現実のストレンジクォーク

に充分近い場合には、以下のようにして K中間子の質量をストレンジクォーク質量に対する線形
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に近似できるということを利用する。

M2
K (mi, qi,mj , qj)

=M2
K (mi, qi,mstr, qj) +

∂M2
K (mi, qi,mj , qj)

∂mj

∣∣∣∣
mj=mstr

(mj −mstr) + · · ·

=

(
M2
K (mi, qi,mstr, qj)−

∂M2
K (mi, qi,mj , qj)

∂mj

∣∣∣∣
mj=mstr

mstr

)

+
∂M2

K (mi, qi,mj , qj)

∂mj

∣∣∣∣
mj=mstr

mj + · · ·

≡ A+Bmj + · · ·

(3.9.7)

ここで、mstrは現実のストレンジクォーク質量であり、また、MK (mi, qi,mj , qj)は、質量mi、電

荷 qi の軽いクォーク、質量mj、電荷 qj を持つ反クォークから成る K中間子の質量である。

4 結果

この節では、以上の格子理論及びカイラル摂動論のセットアップから求められるクォーク質量及

びアイソスピンに関連する様々な物理量を提示する。最終的な結果は、全て L = 24の配位から求

めたものであり、L = 16の配位は有限体積効果の符号と大きさを確かめるために用いる。

まず初めに、格子計算をフィットすることにより得られたカイラル摂動論の低エネルギー定数

(LEC)の値を提示する。次に得られた LECを用いて計算されたクォーク質量及びその系統誤差に

関して議論する。その後、得られたクォーク質量及び LECから求められるメソンのアイソスピン

の破れに関する諸量を計算する。最後に、求められたクォーク質量を用いて中性子-陽子間質量差

を議論する。

なお、この節で現れる無次元量の質量は、格子間隔の逆数 a−1 = 1.784(44) GeVでスケールし

た格子上における裸の質量である。

4.1 メソン質量差の計算

格子計算においては、電磁相互作用の寄与によるメソン質量差式 (3.8.3)を計算している。メソ

ンの質量差を生成する際には各配位毎に [44, 130]と同様にして ±eトリックを用いた。±eトリッ
クは e→ −eと電荷を変えても自己エネルギー (Self-Energy)は不変であることを利用し、ゲージ

場 Aµ に対して −Aµ の配位上との相関関数の平均をとることにより O(e)の誤差を取り除き、統

計誤差の収束を早くするという方法である。実際に±e平均を用いた場合の統計誤差の大きさを示
した図を、図 6に示した。図では、縦軸に±e平均を取る前と後の統計誤差の比を各クォーク質量、
電荷でとったものを示した。つまり、この図では縦軸の値が大きくなるほど±e平均をとったとき
の統計誤差は小さくなることを表している。多くの質量、電荷に於いて、統計誤差の大きさは、単

純に 2回の計算を行った場合の
√
2に比較してはるかに小さくなっている。

メソンの質量差は、時間方向に周期的境界条件を課した、ウォールソースとポイントシンクで得

られた相関関数を次式で表される最低エネルギー状態の伝搬を仮定する関数をフィットすることに

より得られる。

Cfit(t− tsrc) = A [exp (−M(t− tsrc +Nt)%Nt) + exp (−M (Nt − (t+ tsrc))%Nt)] (4.1.1)
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図 6: ±e平均をとったときの統計誤差の大きさの変化。(±e平均を取る前のメソン質量)/(±e平
均をとった後のメソン質量)を縦軸にプロットしている。図中の各点は様々なクォーク質量、電荷

に対応している。電荷のうち、特に |(qi − qj)/3|という組み合わせを横軸にとった。図の下の方に
ある点線は、単純に 2回測定を行った場合の誤差 (2乗和) である

√
2に対応する線である。この線

からと比較した場合の大きさが、±e平均の手法の良さを示すことになる。

ここでM は最低エネルギー状態の質量であり、また、演算子%は剰余を表す。統計誤差を少なく

するために、いくつかの配位に関しては、1つの配位で 2ヶ所以上の相関関数の計算を行っている。

フィット方法は相関関数のジャックナイフサンプルを用いた通常の χ2 法である。既に行われてい

る QCDのジャックナイフサンプルと合わせて誤差を評価するため、フィットでは非相関フィット

を行った。また、実際にフィットを行う際には、相関関数がソースから考えて時間方向に対して中

心の点で、対称になっていることを考慮して、得られたデータをその点を中心に折り畳むという

操作を行い、Nt/2より小さい tに関してフィットを行った。このフィットにより得られたメソンの

有効質量を図にしたものが図 7である。図 7などの結果をもとに今回の計算では 9 ≤ t ≤ Nt/2の

データの平均値から得たメソンの質量を用いることとする。

最後に、電磁相互作用による residual quark質量のメソン質量への寄与を考える。d̄dメソンに

対して、電磁相互作用による質量差の計算を行い、その結果の外挿を行った図が図 8である。図の

フィットでは、電気的に中性なメソンには NLOまでのカイラル摂動論で logの項が現れず線形な

関数で掛けることを利用して、線形フィットを行っている [46]。図 8からわかるように、電磁相互

作用によるメソンの質量差はドメインウォール QCDのカイラル極限mf = mQCD
res においても明

らかに 0からずれている。このずれを、第 2.12節による電磁相互作用による residual quark質量

2C2q
2
d によるクォーク質量への影響と比較する。クォーク質量のメソン質量への影響は、カイラル

摂動論の最低次数の項を用いて 2B0C2q
2
d 又は 2BC2q

2
d であることが予想できる (B0 又は B の違

いはカイラル摂動論として SU(3)を用いるか SU(2)を用いるかの選び方による)。2B0C2q
2
d の値

をそれぞれの場合に関して計算した結果が図 8中の左側にある赤の点である。図からわかるように

residual qaurk質量から予想される値と実際にデータの外挿から得られた値は非常に良く一致して

いる。このことから、メソンの質量に対して前節までに書いたフィット関数のようにカイラル摂動

論に δmres(q
2
i + q2i )という形の項を登場させることで、電磁相互作用の residual quark質量への影

響を非常に良くパラメトライズすることが出来るということがわかる。
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図 7: メソンの有効質量の時間変数依存性を描いた図。上側の点が L = 24、軽いシークォーク質

量msea = 0.005、バレンスクォーク質量mi = mj = 0.01、電荷 qi = 1/3、qj = 0としたもの、下

側の点が L = 24、軽いシークォーク質量msea = 0.005、バレンスクォーク質量mi = mj = 0.005、

電荷 qi = 1/3、qj = −1/3としたものである。また、点線は点から得られたフィット結果を表して

いる。
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図 8: 空間方向の長さ L = 16における d̄dメソンの∆M2(左図)及び L = 24における d̄dメソン

の∆M2(右図)。左図では、上側の点が 5次元方向の長さ Ls = 16で計算された点であり、下側の

点が Ls = 32で計算された点である。カイラル極限mf = −mQCD
res おける値は Ls = 16に対して

は 0.01 ∼ 0.02、Ls = 32に対しては 0.01 ∼ 0.03の質量を使って求めた値である。左側に存在す

る赤点は B0C2(q
2
i + q2j )により求められており、その誤差のほとんどは B0の誤差による。左図か

ら、明らかに Lsが増えることにより、mEM
res への影響が少なくなることがわかる。また、左図と右

図の比較により、体積によるmEM
res の影響はほとんど存在しないことがわかる。
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4.2 低エネルギー定数

クォーク質量の決定のためには、まず格子計算から得られたメソンの電磁質量差∆M2のデータ

をカイラル摂動論によりフィットし低エネルギー定数の値の決定を行う。ここで、QCDのみから

決定できる低エネルギー定数は RBC/UKQCDにより決められたジャックナイフサンプルを用い

る。このジャックナイフサンプルの平均値及び誤差は表 12にまとめられている。

SU(3) inf.v SU(2) inf.v

100B0 2.15(11) 2.348(44)

102F0 3.43(19) 4.55(10)

106(2L6 − L4) −2.6(29.6) 2.9(45.3)

104(2L8 − L5) 5.42(29) 4.36(31)

105L4 1.7(5.5) 2.48(89)

104L5 2.02(63) 5.49(47)

103mres 3.131(27) 3.131(27)

a−1(GeV) 1.784(44) 1.784(44)

表 12: 243 の格子に関して RBC/UKQCDにより、QCDの低エネルギー定数の表。これらの値

は、それぞれ、SU(3)及び SU(2)の無限体積のカイラル摂動論を用いることにより決められた。こ

の表の値は [39]の値と比べてより多くの配位を用いて計算されたものである。カイラル摂動論の

繰り込みスケールは Λχ = 1 GeVにとられている。1行目の記号は SU(3)の低エネルギー定数の

記法でかかれているが、3行目の SU(2)の時にも対応する低エネルギー定数の値を書いている。表

中で示す誤差は統計誤差のみである。

4.2.1 SU(3)カイラル摂動論における低エネルギー定数の決定

今回の格子計算ではmi及びmj に関して、0.03までの値での格子計算を行った。このうち、mi、

mj が 0.01を越える点をカイラル摂動論のフィット範囲に入れると途端に χ2の大きさが大きくなっ

た。そのため、今回はmi、mj 及びmsea が全て 0.001 ∼ 0.01のデータ点を用いてフィットを行っ

た。これはメソン質量に換算しておよそ 250 ∼ 420 MeV以下の点に対するフィットを行うことに

対応する。この時電磁質量差のデータ点の個数は 52個である。フィットにより得られた低エネル

ギー定数の値の表が表 13である。表 13では、無限体積及び有限体積の SU(3)カイラル摂動論 (そ

れぞれ式 (3.8.4) 及び式 (3.8.5))に対してフィットを行った結果得られた低エネルギー定数の値を

示している。χ2/dofの値は無限体積フィット、有限体積でのフィットでともにおよそ 2程度である。

2種類のフィットにより得られた値で最も大きく異なっている量は、電磁相互作用の最低次の項の

係数 Z の値である。無限体積フィットによる結果では、Z の大きさが 0と無矛盾な結果が得られ

たのに対して、無限体積フィットでは Z の値が有意に 0からずれ、中心値に関しては無限体積の

フィットにより得られた値と比較して約 5倍の大きさになっている。

次に SU(3)カイラル摂動論の摂動展開の収束性の問題に関して考える。摂動展開が成り立つた

めには、LOの項が、NLOの項に比較して大きい必要がある。LOの項 ∆M2
∣∣
LO
及び NLOの項
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inf.v. f.v.

Z 1.63(1.50)× 10−1 6.48(1.59)× 10−1

Y2 1.63(10)× 10−2 1.47(9)× 10−2

Y3 −1.20(7)× 10−2 −5.86(65)× 10−3

Y4 1.34(17)× 10−2 1.03(17)× 10−2

Y5 2.05(74)× 10−3 1.53(69)× 10−3

δmres 5.36(10)× 10−3 5.36(10)× 10−3

χ2/dof 2.08(81) 1.88(81)

表 13: SU(3)カイラル摂動論の低エネルギー定数の値を示した表。カイラル摂動論のスケール

Λχ = 1GeVであり、フィットに用いたクォーク質量の範囲はmi,mj ≤ 0.01である。inf.v.の列は

無限体積のカイラル摂動論式 (3.8.4)をフィット関数として得られた結果であり、f.v.の列は有限体

積のカイラル摂動論式 (3.8.5)をフィット関数として得られた結果である。表中で示す誤差は統計

誤差のみである。
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図 9: 243の格子データをフィットすることにより得られた SU(3)のカイラル摂動論を用いて荷電

パイ中間子 (d̄u)に対する電磁相互作用の LOとNLOの大きさの比 ∆M2
∣∣
NLO

/∆M2
∣∣
LO
のクォー

ク質量依存性を描いた図。∆M2
∣∣
LO
及び ∆M2

∣∣
NLO

は式 (4.2.1)により定義されている。左図は無

限体積のカイラル摂動論を、右図は有限体積のカイラル摂動論を用いて描かれた。図中の黒線はパ

イ中間子を想定し、2つのバレンスクォークと 2つのシークォークを同じ質量として横軸にとり、

もう 1つのシークォークは 100MeVに固定している。赤線は K中間子を想定し、1つのバレンス

クォークと 2つのシークォークを同じ質量として横線にとり、片方のバレンスクォークともう 1つ

のシークォークは 100MeVに固定している。摂動展開が成り立つためにはmf が現実的なmu,md

の質量領域 1 ∼ 10MeV辺りでパイ中間子、K中間子ともに ∆M2
∣∣
NLO

/∆M2
∣∣
LO
が 1を下回る

必要がある。無限体積のカイラル摂動論でフィットした結果は、左図から u.dクォークが 0近傍に

おいて、パイ中間子、K中間子ともに比 ∆M2
∣∣
NLO

/∆M2
∣∣
LO
は 1を上回っている。また右図から

は、有限体積効果を導入することによりパイ中間子に関しては比 ∆M2
∣∣
NLO

/∆M2
∣∣
LO
は 1を下回

るが K中間子に関しては 1を上回っていることがわかる。
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∆M2
∣∣
NLO

をそれぞれ

∆M2
∣∣
LO

= 2ZF 2
0 q

2
ij ,

∆M2
∣∣
NLO

= 4Y2
(
q2i χi + q2jχj

)
+ 4Y3q

2
ijχij − 4Y4qiqjχij + 12Y5q

2
ijχ

− 2Z
∑

x=4,5,6

1

16π2
χix log

(
χix
µ2

)
qixqij

− 2Z
∑

x=4,5,6

1

16π2
χjx log

(
χjx
µ2

)
qjxqji

−
q2ij
16π2

χij

{
3 log

(
χij
µ2

)
− 4

}
.

(4.2.1)

と定義する。ただし、無限体積のカイラル摂動論の ∆M2
∣∣
NLO

にはこれに加えて式 (3.8.5)により

定義される有限体積補正 δ(∆M2)を含むこととする。この時、無限体積のカイラル摂動論に関し

て比
∆M2|

LO

∆M2|NLO
を描いた図が図 9の左図、有限体積のカイラル摂動論に関してが図 9の右図である。

ストレンジクォークの質量程度において、無限体積のカイラル摂動論、有限体積のカイラル摂動論

はそれぞれ、NLOの大きさが LOの大きさの 9倍、6倍程度であり、SU(3)のカイラル摂動論の適

用範囲の限界を越えていることがわかる。このため、SU(3)カイラル摂動論からは K中間子を用

いてストレンジクォーク質量を決定することは出来ない。この状況は RBC/UKQCDにより行わ

れたQCDのカイラル摂動論のの時と同じ現象である。この状況が SU(2)のカイラル摂動論でどう

改善されるのかを次に見る。

4.2.2 SU(2)カイラル摂動論における低エネルギー定数の決定

SU(2)のカイラル摂動論では、第 3.7節に見たように、K中間子をもはや擬NGボソンと見なさ

ず、パイ中間子とK中間子の質量差をそれぞれ式 (3.9.2)及び式 (3.9.5)と別々の式で書き表す。今

回の格子計算では、格子単位のクォーク質量で、0.01以下の質量を持つクォークを軽いクォーク、

0.02以上の質量を持つクォークを重いクォークとみなす。この結果、パイ中間子は２つのバレン

スクォークmi,mj ≤ 0.01のデータ点が選ばれ、K中間子は軽いバレンスクォーク質量mi ≤ 0.01

と、重いバレンスクォーク質量mj = 0.02, 0.03のデータ点が選ばれる。この時データ点の個数は

パイ中間子は関しては 52個、K中間子に関しては各mj に対して 36個である。フィットにより得

られた低エネルギー定数の値は表 14及び表 15に示す。

ここで、K中間子のフィットに関して問題となった点と今回用いた処方について説明しておく。

この研究の最初の計画では、SU(3)のカイラル摂動論による解析を 0.005から 0.03までのバレン

スクォーク質量に対して行う計画であった。これらのクォーク質量に対しては、縮退していない

クォーク質量も含めた全ての組み合わせに対してメソン相関関数の計算を行っていた。ところが、

QCDでの計算 [39]及び今回の QEDの計算からは、0.02と 0.03のクォーク質量は重すぎること

により SU(3)の解析には使用できず、物理的なストレンジクォークの質量での解析を行うために

SU(2)のカイラル摂動論による解析を行う必要が生じた。そこで軽いクォークのデータを増やす

ために新たに 0.001のバレンスクォーク質量による計算を行った、この計算は新しく独立に行わ

れたため、縮退していないクォーク質量に対する計算は行わず、今回の K中間子のフィットでは、

クォーク質量に関して 2つのバレンスクォーク質量、2つのシークォーク質量という組み合わせし

か用意することが出来なかった。このクォーク質量の組み合わせでは K中間子の低エネルギー定

数のパラメータ空間中に、χ2の値が一定の方向が存在しており、χ2の最小条件のみから 10個の低
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inf.v. f.v.

Z 4.29(39)× 10−1 7.70(46)× 10−1

x3 8.84(47)× 10−3 8.84(46)× 10−3

x4 −3.62( 92)×10−3 5.88(99)× 10−3

x5 2.83(10)× 10−2 2.60(10)× 10−2

x6 1.22(42)× 10−2 6.75(4.25)× 10−3

δmres 5.36(10)× 10−3 5.36(10)× 10−3

χ2/dof 2.17(83) 1.96(83)

表 14: 243の格子データから得られた SU(2)カイラル摂動論の低エネルギー定数。inf.vの列は無

限体積のカイラル摂動論、f.vの列は有限体積補正を加えたカイラル摂動論を用いたフィットから

得られたものである。カイラル摂動論の繰り込みスケールは Λχ = 1GeVにとっている。表中で示

す誤差は統計誤差のみである。

inf.v f.v

mval
s 0.02 0.03 0.02 0.03

102M2 4.804(88) 6.89(10) - -

101A3 −2.199(44) −2.198(45) - -

102A4 −1.89(45) −2.15(52) - -

103A
(1,1)
K −9.1(1.1) −8.9(1.3) −6.4(1.0) −5.8(1.2)

103A
(2,1)
K 8.29(86) 8.15(99) 7.16(81) 6.92(93)

102A
(s,1,1)
K 0.958(26) 1.254(30) 1.241(26) 1.577(31)

103A
(s,2)
K −4.22(20) −4.68(22) −6.74(20) −7.56(23)

102x
(K)
3 1.41(32) 1.93(39) 2.34(35) 3.00(42)

102x
(K)
4 4.60(36) 5.06(47) 3.52(38) 3.83(49)

101x
(K)
5 0.376(42) 0.366(51) 0.361(41) 0.350(50)

102x
(K)
6 −0.83(94) −0.99(1.01) −0.086(9.59) −0.14(1.02)

102x
(K)
7 −0.11(1.82) −0.27(2.00) −0.81(1.82) −1.0(2.0)

102x
(K)
8 −8.28(47) −8.65(78) −8.23(47) −8.60(78)

χ2/dof 0.4578(52) 0.2869(40) 0.4578(52) 0.2869(40)

表 15: 243の格子データをフィットすることにより得られたQCD及びQEDの低エネルギー定数

の図。K中間子のデータは軽いバレンスクォークを mi ≤ 0.01ととり、重いバレンスクォークを

mj ≥ 0.02ととっている。また、2つの軽いシークォークに関してはmsea ≤ 0.01ととっており、重

いシークォークは 0.04に固定されている。K中間子の QCD 低エネルギー定数は RBC/UKQCD

により [39]の中で計算された値である。K中間子のフィットでは [131]にある SVD法を用いて計

算された。表中で示した誤差は統計誤差のみである。
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図 10: SU(2) カイラル摂動論を用いて d̄u における電磁相互作用の LO と NLO の大きさの比

∆M2
∣∣
NLO

/∆M2
∣∣
LO
のクォーク質量依存性を描いた図。左図は無限体積の SU(2)カイラル摂動

論を、右図は有限体積の SU(2)カイラル摂動論を用いて描かれた。この図を描くときには、重い

クォーク質量は全て 100MeVに固定しており、軽いクォーク質量のみ横軸として動かしている。こ

のグラフから、SU(2)のカイラル摂動論では NLOの範囲では摂動展開の収束性が改善されている

ことがわかる。

エネルギー定数を全て固定することは出来なかった。この困難を回避する方法をして今回の研究で

は 2つの方法を考えた；1つの方法としては [131]にあるような SVD法と呼ばれる方法を用いるこ

とである。また、もう 1つの方法としては (ml/mf � 1という仮定は破ることになるが)フィット

に用いるクォーク質量の個数を増やすという方法である。後者の方法で、実際に 10個の低エネル

ギー定数を固定するには、軽いシークォーク質量の範囲は 0.01以下とそのままにしたままで、軽

いバレンスクォークに 0.02の点を含めるだけでよい。以上の 2つの方法で得られるクォーク質量

は統計誤差の範囲内で一致している。ここから得られる中心値の差は新たな系統誤差と考える。

次に表 14と表 13を比較すると SU(2)のカイラル摂動論を用いた場合には LOの項の大きさ Zの

値が大きくなっている。このため、SU(2)のカイラル摂動論では、SU(3)のカイラル摂動論と較べ、

収束性が良くなっていることが期待される。実際に LOと NLOの大きさの比をグラフにしたもの

が図 10である。このグラフから SU(3)のカイラル摂動論を用いた場合に較べ、摂動展開の収束性

が改善されているのが見てとれる。今回の解析では SU(2)のカイラル摂動論から得られるクォー

ク質量を最も信頼できる値と考え、最終的な値の中心値として扱うこととする。

4.3 クォーク質量の決定

以上の解析により、カイラル摂動論の係数が決定されたので、メソンの質量を入力とすることで

クォーク質量を得ることができる。今回、3つのクォーク質量を得るために入力として用いたメソ

ンの質量は以下の 3つである。

Mπ± = 139.57018± 0.00035[MeV],

MK0 = 497.614± 0.024[MeV],

MK± = 493.667± 0.016[MeV].

ここで、これらの値の誤差は、格子計算の統計誤差及びその他の系統誤差に較べ非常に小さいた

め、以下の解析では中心値のみを使うこととする。格子間隔 a−1 = 1.784(44)及びMS とのマッ

チング定数 Zm = 1.546 (2) (43) [39] を用いてクォーク質量を計算した結果を表にまとめたもの
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が表 16である。ここでマッチング定数はQCDのものをそのまま使っており、O(αem)の補正考慮

していない。このマッチングの因子は、クォーク質量の比においては相殺する。

SU(3) SU(2)

inf.v f.v inf.v. f.v.

mu [MeV] 2.606(89) 2.318(91) 2.54(10) 2.24(10)

md [MeV] 4.50(16) 4.60(16) 4.53(15) 4.65(15)

ms [MeV] 89.1(3.6) 89.1(3.6) 97.7(2.9) 97.6(2.9)

md −mu [MeV] 1.900(99) 2.28(11) 1.993(67) 2.411(65)

mud [MeV] 3.55(12) 3.46(12) 3.54(12) 3.44(12)

mu/md [MeV] 0.578(11) 0.503(12) 0.5608(87) 0.4818(96)

ms/mud[MeV] 25.07(36) 25.73(36) 27.58(27) 28.31(29)

表 16: 243のQCD+QEDの格子計算により決められた u、d及び sクォーク質量の表。値はMS

の繰り込み点 2GeVで与えられている。最上位段の SU(2)及び SU(3)は、SU(2)のカイラル摂動

論及び SU(3)のカイラル摂動論により計算されたことを意味しており、2行目の inf.v及び f.vは

それぞれ無限体積、有限体積のカイラル摂動論から計算されたことを意味している。表中で示した

誤差は統計誤差のみである。

ここで、表に示した誤差は格子計算のモンテカルロ法による統計誤差をジャックナイフ法を用い

て評価した誤差のみである。系統誤差に関しては、以下の複数の小節第 4.3.1節-第 4.3.5節 を使っ

て説明していく。系統誤差として、カイラル摂動論を用いた外挿、有限体積効果、有限格子サイ

ズ、QEDのクエンチによる効果を考えていく。

4.3.1 カイラル展開による系統誤差

カイラル摂動論による外挿の誤差を評価する方法として、格子計算により得られたデータに対す

るクォーク質量のフィット範囲を考える。QCDのフィットでは SU(3)及び SU(2)のカイラル摂動

論に対してクォーク質量が 0.01 ≤ mf を満たす場合に意味のあるフィット結果を出すということが

示された [39]。ところが、今回の電磁質量差ではQCDのみからの寄与の多くは LOで相殺するた

め、QCDの場合とは異なったフィット範囲をとれる可能性がある。特に、今回は相関を考慮しない

フィットを行っているため、χ2/dof の値自体への意味は薄れ、その値は相対的な意味のみを持つこ

とになる。今回のフィットでは、フィット範囲を 0.01 ≤ mf から広くとることにより、SU(3)及び

SU(2)カイラル摂動論においてともに χ2/dofの値が 2倍以上に大きくなる。そこで、今回のフィッ

トではmf ≤ 0.01の範囲から得られたものを中心値とし、mf ≤ 0.02のフィット範囲で得られたも

のとの差をカイラル摂動論による系統誤差の 1つとする。mf ≤ 0.01の範囲はパイ中間子の質量

に換算しておよそ 250 ∼ 420MeVに相当している。NLOの大きさは有限体積効果を入れた SU(2)

カイラル摂動論では、クォークの物理的な質量領域においては LOに比較し小さくなっている。

以上に現れた誤差を全てまとめ、カイラル摂動論による外挿の系統誤差とする。まとめた値

は表 17に示した。
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図 11: 格子計算により得られた有限体積効果の図。データは電荷 qi =
2
3eと qj = − 1

3eから成る

メソンである。円の点、四角の点はそれぞれ 243及び 163の格子計算により得られた点である。実

線は有限体積のカイラル摂動論により 243のデータのフィットを行った線であり、点線はフィット

により得られた低エネルギー定数から 163のデータを予言したものである。クォーク質量は全て、

mi = mj = msea に関して描かれている。

4.3.2 有限体積による系統誤差

電磁相互作用に対する有限体積の影響は、電磁相互作用が長距離力であることから大きいことが

予想される。有限体積効果を示す図として、図 11に L3 = 163及び 243で計算された荷電パイ中間

子 (d̄u)に対する電磁質量差 ∆M2 のデータを描いた。この図から、163 と 243 の電磁相互作用の

大きさの差は 15 ∼ 20%であることが分かる。

今回の低エネルギー定数のフィットでは、有限体積効果を考慮したカイラル摂動論と無限体積の

カイラル摂動論によるフィットの間で大きな違いが見られた。特に LOの寄与 Z が 2倍程度に大き

くなるなどの影響があった。有限体積のカイラル摂動論の正当性を示すために、243のデータから

フィットして求められた低エネルギー定数を基に、カイラル摂動論から 163のデータを予言するこ

とを考えてみる。図 11中の実線が 243 をフィットして得られた線、下側の点線がそれを基にカイ

ラル摂動論から予言した線である。図 11から、有限体積効果の符号はカイラル摂動論からの予言

と格子計算で同じであるが、その大きさは大きく異なることがわかる。しかしながら、幸いなこと

に、有限体積効果を考慮したカイラル摂動論と無限体積のカイラル摂動論では、Z やその他の低エ

ネルギー定数は変化するが、最終的なクォーク質量の値にはそれほど大きな影響は無い。その大き

さはアップクォークにして 14%、ダウンクォークにして 3%であり、ストレンジクォークでは現在

の精度では変化は見られない。以上の値を変化をクォーク質量に対する電磁相互作用の有限体積効

果による系統誤差として採用し、表 17に載せた。

もう一つの有限体積効果の原因としては QCDに由来する有限体積効果がある。QCDに由来す

る有限体積効果の大きさは RBC/UKQCDにより、1%またはそれ以下の大きさであることが見積

もられている [39]。この寄与による影響は電磁相互作用の有限体積効果による影響に較べはるかに

小さく、そこで今回の系統誤差の評価では無視することができる。
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4.3.3 有限格子間隔による系統誤差

今回の計算においては、1つの格子間隔を用いた計算しか行っておらず、格子間隔による誤差を

系統的に見積もることは本質的には不可能である。一方で、Symanzikの有効作用 [75]によれば、

ドメインウォールフェルミオンでは、格子間隔による誤差は a2という非常に小さいオーダーで現

れることが予想される。また、これまでRBC/UKQCDにより行われてきた計算からも、格子間隔

aによるドメインウォールQCDにおける誤差O(a2mres)は、小さいという多くの証拠があり [39]、

さらにメソン質量差ではこの誤差は最低次では相殺することが予想される。質量差で、誤差が相

殺しなかったとしても、電磁相互作用により、QCDのみの場合と比べて誤差が大きくなる要因は

特に考えられない。以前に行われた 243のQCDによる初歩的な計算においては、有限格子間隔に

よる誤差はおよそ 4%程度であると見積もられている [39]。そののちに行われた、より格子間隔の

狭い格子を用いた計算では、この見積りはほぼ正しい (やや大きく見積りすぎな)ことが確認され

ている [16,51]。今回のクォーク質量の決定においては、メソン質量は物理的なインプットであり、

そこに有限格子間隔による誤差は入りえないが、その代わり低エネルギー定数に対する有限格子ス

ケーリングを通じてクォーク質量に関して有限格子間隔による誤差が入ることになる。今回の計算

では、クォーク質量に対する誤差を最も保守的な値として 4%を割り当てることとする。この誤差

は、次に行われる、より格子間隔の狭い計算を用い系統的な連続極限をとることで消去することが

可能な量である。また、ここで割り当てた誤差は、[39]により与えられる格子間隔のスケール決定

の際に生じる 2 ∼ 3%の誤差も含んでいる。

4.3.4 QEDクエンチによる系統誤差

今回の格子計算では、QEDに関してはシークォークが電荷を持たないという近似のもとで行う

クエンチ近似を用いてきた。この近似によるメソンの質量への影響は、カイラル摂動論によれば

O(αemmsea)である [116]。結果として、パイ中間子に関しては、1つの低エネルギー定数 (式 (3.9.1)の

x0)を決めることが出来ず、また、K中間子においてはいくつかの低エネルギー定数を決めるこ

とが出来ないためクォーク質量の計算の際にこれらの定数を 0においている。その一方で、シー

クォーク電荷に依存する logを含む項は、(上記の決定できない低エネルギー定数に依存しない限

り) クォーク質量の計算の中に導入している。

低エネルギー定数は、logの項と共にスケールするので、同じ程度のオーダーであると考えるこ

とが出来る。実際に、logの項を落とすことによるクォーク質量への影響を見ることで、シークォー

クの電荷に依存する低エネルギー定数からの影響のおおよそを見積ってみたところ、その影響はほ

とんど見られない。また、今回の計算からは決められない低エネルギー定数 x0を典型的な低エネ

ルギー定数の大きさ−0.01 ≤ x0 ≤ 0.01の範囲で変化させた影響を見た結果としても、クォーク質

量の変化はほとんど見られなかった。以上の誤差を全て考慮することにより、QEDクエンチの系

統誤差を 2%と見積もることとした。

以上におけるクエンチの効果による誤差の見積りは、おおよそのものであり、今回の解析のみから

は本質的に誤差の大きさを見積もることは出来ない。電磁相互作用におけるクエンチによる誤差を取

り除く方法として re-weightingと呼ばれる方法が研究されてきている [102,132–134]。re-weighting

では、観測量にフェルミオン行列式の比を掛け合わせることによって、シークォークに対する効

果を導入する (図 3の右図の寄与)。この方法では、行列式の直接的な計算は非常に時間がかかる

が、その計算は確率的な評価を行うことで、現実的に計算可能な計算時間収めることも可能であ

る。実際に最近の 2+1ドメインウォールフェルミオンでは、ストレンジクォーク質量に関して、

92



re-weightingを行うことにより、非常に有益な結果をもたらしている [16, 38,51]。

4.3.5 ストレンジシークォーク質量による系統誤差

以上に挙げられた系統誤差以外に、ストレンジシークォーク質量に由来する系統誤差が存在す

る。物理的なクォーク質量が格子間隔の逆数を単位として、およそ 0.035であるのに対して、今回

の格子計算ではシーストレンジクォークの質量が 0.04に固定されており、この量による影響を評

価する必要がある。これは [39]によりなされており、この量による影響の大きさははストレンジ

クォーク質量に対して 2%程度、アップ及びダウンクォーク質量に対して 0.7%程度である。アップ、

ダウンクォークに対する誤差は非常に小さいため他の系統誤差に比して無視することができる。

4.3.6 クォーク質量

クォーク質量の計算に関しては、最も信頼できる値として有限体積の SU(2)カイラル摂動論に

より求められたクォーク質量を中心値として扱うこととする。

格子計算による統計誤差は、ジャックナイフ法を用いて評価している。QCDの低エネルギー定

数は、RBC/UKQCDのにより計算された配位を用い、また、フィットはスーパージャックナイフ

法 [135]を用い、QEDの低エネルギー定数は格子計算による統計誤差を反映している。RI/SMOMγµ

により非摂動的に決められたクォーク質量のマッチング定数 [96, 136–138]は

ZMS
m (µ = 2GeV) = 1.546(2)(43) (4.3.1)

で表される。ここで、2番目の括弧内の誤差は有限格子間隔誤差O(µa)を含む系統誤差であり、こ

れは今後の研究により、連続極限をとることで無くすことが可能である。また、ここで電磁相互作

用による ZmへのO(α)の誤差は含まれていない。以上の議論から、クォーク質量の中心値及びそ

の誤差として最終的に

mu = 2.24± 0.10± 0.34MeV, (4.3.2)

md = 4.65± 0.15± 0.32MeV, (4.3.3)

ms = 97.6± 2.9± 5.5MeV, (4.3.4)

md −mu = 2.411± 0.065± 0.476MeV, (4.3.5)

mud = 3.44± 0.12± 0.22MeV, (4.3.6)

mu/md = 0.4818± 0.0096± 0.0860, (4.3.7)

ms/mud = 28.31± 0.29± 1.77, (4.3.8)

という結果が得られた。ここで 1つ目の誤差が統計誤差であり、2つ目の誤差は表 17中にあげた

誤差の 2乗和をとった系統誤差である。

4.4 メソン質量差と関連する物理量

カイラル極限における電磁相互作用によるメソン質量差∆MLOを表 18にまとめた。これは、最

低次の電磁質量差の係数 Z に比例する量である。カイラル摂動論と現象論のみを用いた解析によ

り [116]で得られている値は 3.65MeVである。これに対して、今回 SU(3)の無限体積摂動論で得
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val(stat. err) fit fv a qQED ms Z

mu 2.24(10) +4.02 +13.50 4 2 - 2.8

md 4.65(15) +3.55 −2.48 4 2 - 2.8

ms 97.6(2.9) +0.23 +0.07 4 2 2 2.8

md −mu 2.411(65) +7.77 −17.35 4 2 - 2.8

mud 3.44(12) +2.75 +2.71 4 2 - 2.8

mu/md 0.4818(96) +5.45 +16.40 4 - - -

ms/mud 28.31(29) +2.91 −2.56 4 2 2 -

表 17: クォーク質量の中心値、統計誤差、系統誤差の表。左から、中心値 (統計誤差)、フィット

による誤差、有限体積誤差、格子間隔による誤差、クエンチ QEDの効果、ms を固定しているこ

とによる誤差、繰り込み定数による誤差を表している。クォーク質量の単位はMeV であり、系統

誤差の単位は%である。中心値は有限体積中の SU(2)カイラル摂動論により計算された結果であ

る。クォーク質量のマッチング定数からくる誤差は QCDの結果と QEDによる 1%誤差の 2乗和

をとったもので計算されている。

られた∆MLOは、非常に小さい。有限体積効果を導入することで∆MLOの値は大きくなるが、そ

れでも 3.65MeVに比較するとはるかに小さな値である。SU(2)のカイラル摂動論へと移行するこ

とで、値は大きくなり、SU(2)のカイラル摂動論から求められた値は 3.38(23)MeVとなる。これ

は [116]の値と標準偏差の 2倍の精度で一致している。また、今回の計算から、物理的なパイ中間

子の質量差mπ+ −mπ0 = 4.5936(5)MeVへの NLOの寄与は SU(2)の有限体積理論では、およそ

25%程度であることがわかる。

SU(3) SU(2)

inf.v. f.v. inf.v. f.v.

∆MLO 0.40(37) 1.68(39) 1.88(18) 3.38(23)

表 18: カイラル極限における電磁相互作用によるメソン質量差の表。各値は格子データをフィッ

トしたカイラル摂動論により得られた LOの低エネルギー定数による電磁質量差を計算している。

ここで、SU(3)のカイラル極限はアップ、ダウンクォークと同時にストレンジクォークに対しても

0質量をとることに対応するが、一方で、SU(2)におけるカイラル極限はストレンジクォーク質量

はそのままで、アップ、ダウンクォークのみを 0質量に置くことに対応している。表中で示した誤

差は統計誤差のみである。

フレーバー対角なメソンの質量は、

• 格子数値計算を良い精度で行うことは困難であり (disconnected diagram)

• PQカイラル摂動論でも質量の定義ができない

という 2つの理由から今回の計算からだけでは、中性パイ中間子の質量を計算することが出来ない。

したがって物理的な質量におけるパイ中間子の質量差そのものを計算することは出来ない。そこで

今回は、非対角メソンの式である式 (3.9.1)に関して、質量をmi = mj = mud、電荷を qi = qj = qu

とおいたものと、質量は同じで電荷を qi = qj = qdと置いたものの平均を中性パイ中間子の近似と
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して採用することとする；

M2 ≡ 1

2

(
M2 (mud, qu,mud, qu) +M2 (mud, qd,mud, qd)

)
. (4.4.1)

この定義では、中性パイ中間子を disconnectedなグラフを除いたものとして定義している。SU(3)

のカイラル摂動論 [46]によれば、ここで考慮に入れていない項は、全てパイ中間子の質量に比例し

ている。このため、他の K中間子の質量に依存する項に較べるとはるかに小さいことが予想出来

る。この定義にmu,mdの値を代入することにより求められたパイ中間子の質量差の値は 4.50(23)

MeVである。この値は、物理的なパイ中間子の質量差 4.5936(5)[MeV]とほぼ一致している。

また、K中間子の質量差∆M2
K を電磁相互作用の効果による∆(EM)M2

K と、mu 6= mdの効果に

よる∆(mu−md)M2
K とに

∆M2
K =M2

K(mu, qu,ms, qs)−M2
K(md, qd,ms, qs)

= ∆(EM)M2
K +∆(mu−md)M2

K +O
(
(qu − qd)

2(mu −md)
)
,

∆(EM)M2
K =M2

K(mud, qu,ms, qs)−M2
K(mud, qd,ms, qs),

∆(mu−md)M2
K =M2

K(mu, 0,ms, 0)−M2
K(md, 0,ms, 0).

(4.4.2)

のように分割したとき、K中間子の全質量差 ∆M2
K = 3902.7MeV2 の内、148(2)%が QCDによ

る効果 ∆(mu−md)M2
K であり、-47(2)%が電磁相互作用による効果 ∆(EM)M2

K によるものとなっ

ていることがわかった。

カイラル極限に於いて、パイ中間子と K中間子の電磁質量差の大きさは等しくなる (Dashenの

定理 [139])。一方カイラル極限以外では、この関係式は破れ、電磁質量差の大きさはクォーク質量

に依存する形で変化する。このDashenの定理の破れを [18]に倣って、パイ中間子と、K中間子の

質量差の比から以下の量でパラメトライズする;

∆E =
M2
K (mi, qi,mj , qj)−M2

K (mi, qj ,mj , qj))

M2 (mi, qi,mi, qj)−M2 (mi, qj ,mi, qj))
− 1. (4.4.3)

ここで mi は軽いクォーク質量であり、mj は重い (ストレンジ) クォーク質量である。また、こ

の式の中では中性パイ中間子として式 (4.4.1)の代わりに M2 (mi, qj ,mj , qj) を用いるが、値と

してどちらを用いても得られる ∆E の値にほとんど違いは無い。∆E は、SU(3)のカイラル極限

(mu = md = ms = 0)では、分母、分子ともに等しい量時に 0となるように定義している。現実

的なクォーク質量では、ストレンジクォーク質量の大きさのため、∆Eは大きく 0からずれる可能

性がある。

図 12中の点が格子計算から得られたメソン質量のデータから得られた ∆E の値 (ただし電磁相

互作用による residual クォーク質量 δmres

(
q2i + q2j

)
をそれぞれのメソン質量から引いたもの)であ

る。図 12の左図中の曲線は、SU(3)の無限体積のカイラル摂動論によるフィット結果を示してい

る。得られた値を無限体積、物理的なストレンジクォークへと外挿した線が、上部の青線である。

ここで青線の幅は、統計誤差のみを示している。ここで、無限体積では、電磁相互作用に対してク

エンチ近似を行った式を用いている。この組み合わせでは、∆Eの組み合わせでは、シークォーク

に依存する点エネルギー定数は全て落ち、また、残る logの項の影響も非常に小さいためクエンチ

近似の影響はほとんどない。

図 12の右図は。左図と同様に SU(2)の有限体積理論を用いてフィットを行った線と、それを無

限体積へと外挿した線を描いた。SU(2)のフィットでは、図中の点は、フィット範囲に含まれてお

り、良く一致している。無限体積極限をとった∆E の値は 0.628(59)であり、これは [116]におい
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図 12: 式 (4.4.3)によって定義される∆Eを描いた図。データからは電磁相互作用の residualクォー

ク質量 δmres は取り除かれている。図中の細い線はフィットを行った関数を表す線である。左図は

SU(3)、右図は SU(2)のカイラル摂動論を用いたものである。それぞれの線はシークォーク質量

msea 及び重いバレンスクォーク質量mj を固定して、軽いクォーク質量を動かして引いた曲線で

ある。青線は無限体積、物理的な質量に外挿して得られた曲線であり、その幅は統計誤差を意味

する。

て、現象論及び SU(3)カイラル摂動論を用いて得られる値 0.74と比較し、大きな差は見られない。

無限体積極限を取る際に、∆Eの値が大きく変化することから、格子計算から有限体積補正を小さ

く計算するためにはより大きな体積が必要となることがわかる。

QCDのみを用いた格子計算に備えて、電磁相互作用を除いた、pure QCDのメソンの質量を知っ

ておくことは有用である。今回の SU(2)カイラル摂動論のフィットにより、mu = md = mudとし

て得られた pure QCDにおけるメソンの質量は

mQCD
π = 134.98(23) MeV,

mQCD
K = 494.521(58) MeV.

(4.4.4)

となる。ここで、統計誤差が非常に小さく抑えられるのは、クォーク質量の決定のために物理的な

パイ中間子と K中間子の質量を入力として用いていることに由来する。

最後に今回の計算で得られたクォーク質量式 (4.3.2)-(4.3.6)を用いて、[140] により定義される

κの逆数 Q2 を計算する;

Q2
quark mass ≡

m2
s −m2

ud

m2
d −m2

u

(4.4.5)

これは SU(3)のカイラル摂動論では NNLOまでの精度で以下の量と一致する量である [45];

Q2
meson ≡ M2

K −M2
π

M2
K0 −M2

K±

M2
K

M2
π

=
M2
K (mud, 0,ms, 0)−M2 (mud, 0,mud, 0)

M2
K (md, 0,ms, 0)−M2

K (mu, 0,ms, 0)

M2
K (mud, 0,ms, 0)

M2 (mud, 0,mud, 0)

(4.4.6)

SU(3)のカイラル摂動論から計算した値は

Qquark mass = 22.3(1),

Qmeson = 22.3(1). (4.4.7)
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であり、また、SU(2)のカイラル摂動論から計算した値は

κquark mass = 23.8(2),

κmeson = 22.9(2). (4.4.8)

となった。SU(3)の値はお互いに非常によく一致しているが、SU(2)の場合は多少の差がある。こ

れらの値は [141]の中で、η → π0π+π−から決定された Q = 22.3(8)、[37]により格子計算から計

算された値 Qquark mass = 21.7(1.1)と良い一致を見ることが出来る。

4.5 中性子-陽子質量差

我々の宇宙では、中性子が陽子に較べわずかに重いという性質を持っている。この性質は次の 2

つの原因からなっている。一つの要素は、uクォークと dクォークの質量の差で、この大きさの差

は、湯川相互作用の結合定数の値とヒッグス粒子の期待値により決定される値である。陽子が uud,

中性子が uddのバレンスクォークによりなるため、この要素による影響では、中性子の方が重い

ことになる。もう一つは陽子と中性子が異なる電荷を持つことに由来するものである。格子計算で

は、これらの効果を足し合わせることにより、格子計算から p-nの質量差を計算することが可能と

なる。

クォーク質量の非縮退による陽子、中性子質量への影響は、QCDのみのゲージ配位から得られ

る。核子の物理量は、小さいクォーク質量及び外線の運動量の外線の運動量に対する摂動展開であ

るバリオンカイラル摂動論 (HBChPT)を用いて系統的に現すことが出来る [122]。HBChPTは、

2-flavorの Partially Quenchingの場合に拡張されており [142]、質量公式は

mp =M0 +
1

3
(5α+ 2β)mu +

1

3
(α+ 4β)md +

1

2
σ(mj +ml) (4.5.1)

mn =M0 +
1

3
(α+ 4β)mu +

1

3
(5α+ 2β)md +

1

2
σ(mj +ml) (4.5.2)

と与えられている。ここで、M0, α, β, σは低エネルギー定数であり、mu,md はバレンスクォーク

の質量を、mj ,ml はシークォークの質量を表している。この時、pure QCDにおける p-nの質量

差は

(mp −mn)(md−mu) = −1

3
(4α− 2β)(md −mu). (4.5.3)

と計算される。ここで、NLOまでの核子の質量公式 (式 (4.5.1)及び式 (4.5.2))には、シークォー

ク質量はmj +ml という和の形でのみ現れmi −mj という項の形は NNLOで始めて現れる。こ

のことにより、今回行った縮退したシークォーク質量を用いた数値計算が正当化される。

電磁相互作用による p-n質量差を縮退したクォーク質量の QCD+QEDのゲージ配位から求め

ることを考える。電磁質量差を、クォーク質量及び電荷に関する最低次までの展開を行い、定数

A0, A1 を用いて以下のようにパラメトライズする。

(mp −mn)QED = αem(A0 +A1mud) (4.5.4)

ここで、mud = (md +md)/2であり、O (αem (mu −md))の項は無視をした。αem依存性の形は、

αem → 0で電磁質量差が 0になることから予測される。

以上で定義される、pure QCDの低エネルギー定数M0, α, β, σ 及び QED効果を表す低エネル

ギー定数 A0, A1 は格子計算で得られたデータをフィットすることにより得ることが出来る。
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まず初めに、核子の質量を 2点相関関数から導くことを考える。時間方向に反周期的境界条件を

課した中性子の相関関数は以下の表式で表される [143]。

G(t) = (1 + γ4)AB+e−MB+ t − (1− γ4)AB+e−MB+ (Nt−t)

+ (1 + γ4)AB−e−MB− (Nt−t) − (1− γ4)AB−e−MB− t,
(4.5.5)

ここで、B+ は、正のパリティーを持つ核子の状態、B− は、負のパリティーを持つ核子の励起状

態を表している。また、Nt は、時間方向の格子の大きさである。励起状態は基底状態に比べては

るかに質量が思いため、その寄与は無視することにする。核子の項と反核子の項は、G(t)に対し

て射影演算子 1± γ4を掛け、トレースをとることによりそれぞれ取り出すことが出来る。そこで、

統計をよくするために、反核子に対して t → Nt − tという置き換えを行ったのちに、反核子と核

子の平均をとることにする。また、擬スカラーメソンの時と同様に QEDを導入した場合には ±e
トリックを用いる [44, 130]。この時、核子の質量は点源の相関関数を以下の 1粒子状態を用いて

フィットすることにより得ることが出来る。

G(t) = Ae−Mt, (4.5.6)

ここで、M は基底状態の質量であり、Aは核子の状態と、核子の interpolating場の重なりを表す

定数である。

今回の計算では、初めは核子の相関関数はメソンの質量差に使われたウォールソース伝搬関数と

同じものから計算された。ところが、243の格子サイズで計算されたゲージ配位のアンサンブルで

はこの値は、なかなかプラトーに達せず、p-nの質量差に対して良いシグナルを得ることが出来な

かった。そこで、163の大きさのボックスソースに変化させることにより、はるかによいプラトー

とシグナルを得ることが出来た。一方でこの方法は非常に多くの時間がかかるためユニタリポイン

ト (バレンスクォークとシークォークの質量が同じ点)での数値計算を行ったのみである。このた

め、QCDに関しては、L3 = 163及び 243の両方の体積において、核子の質量はウォールソースの

相関関数から得られたものであり、L3 = 243 の QCD+QEDの配位に対してはボックスソースの

相関関数から得られたものである。その他の相関関数に対する情報は、表 19にまとめた。図 13に、

シークォーク質量が 0.005の場合のプラトーの様子を示した。

lat msea mval Trajectories ∆ Nmeas tsrc

243 0.005 0.005 900-8000 20 355 0

243 0.01 0.01 1460-8540 40 534 0,16,32

243 0.02 0.02 1800-3560 20 534 0,8,16,24,32,48

243 0.03 0.03 1260-3020 20 534 0,8,16,24,32,48

表 19: 243 の大きさの格子において、ボックスソースの核子に用いた配位の表。QCDの配位は

RBC/UKQCDにより求められている [39, 144]。表中の ∆は、分子動力学の際の測定の間隔を表

し、また、Iwasakiゲージ相互作用の結合定数は β = 2.13にとっている。

核子の質量は、表 20及び表 21にまとめた。ここで、質量は、相関フィットから求めており、ま

た誤差は、通常のジャックナイフ方により決定している。QEDの効果を含んだユニタリ質量から

得られた表 20の結果は QCDの場合の結果 [39]とml = 0.005を除いて良く一致している。

最初に電磁相互作用による質量差を考える。クォーク質量差 0の場合における陽子と中性子の電

磁相互作用による質量差を図 14に示した。アイソスピン対称性により、電磁相互作用が無く、か
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図 13: 陽子の有効質量の時間変数依存性を示した図。格子の体積は L3 = 243であり、シークォー

クの質量はml = 0.005である。左図は、クォーク質量がユニタリポイントに対してボックスソー

スを用いた時の図であり、右図は、非縮退している場合に対してウォールソースを用いた時の図で

ある。

lattice size mf mp χ2/dof mn χ2/dof

163 0.010 0.7125(57) 0.70(85) 0.7122(57) 0.70(85)

163 0.020 0.7986(40) 1.8(1.3) 0.7982(40) 1.8(1.3)

163 0.030 0.8747(36) 2.2(1.5) 0.8742(36) 2.2(1.5)

243 0.005 0.6477(53) 0.85(94) 0.6474(53) 0.85(94)

243 0.010 0.7121(31) 0.20(46) 0.7118(32) 0.21(46)

243 0.020 0.8065(25) 0.82(92) 0.8060(25) 0.84(93)

243 0.030 0.8871(23) 0.53(72) 0.8865(23) 0.53(72)

表 20: QCD+QEDの配位から得られた陽子及び中性子の質量差を示した表。クォーク質量は、ユ

ニタリポイント (バレンスクォーク質量とシークォーク質量の値の大きさが等しい点) をとってい

る。p,nの質量は、L = 163, 243の両方に対して、ボックスソース、点源の相関関数から得られる

質量である。フィット範囲は L = 16の場合には 5∼ 10であり、L = 24の場合には 6 ∼ 11である。

χ2/dof は、共変フィットにより得られた。表中で示した誤差は統計誤差のみである。

つmu = md の場合には、陽子の質量と中性子の質量は等しくなる。図 14から電磁相互作用によ

る影響は今回計算したクォーク質量の範囲内では、正になることがわかる。また、陽子の質量は

中性子の質量に比較して重くなり、クォーク質量を大きくしていくにつれて、質量差は大きくなる

傾向にあることが読み取れる。また、この質量差は、243 の体積に比べて、163 の時の方が大きく

なる。物理的なクォーク質量への外挿は前節までに求めた軽いクォーク質量の平均値mud を用い

て行った。この結果、p-n質量差 (mp −mn)QEDはおよそ 0.4 MeV(表 22の右行)と見積もられる.

図 14の L = 24の格子の大きさの結果では、クォーク質量が小さいときには、電磁質量差の振る舞

いが変化し、ほぼ平坦になっていることがわかる。物も軽い 2つのクォークのデータのみを用いて

外挿した場合には、p-n質量差は (mp −mn)QED = 0.63(23) MeVとなる。以上の 2つの結果の差

は、カイラル外挿の誤差を見積もるために用いることにする。

擬スカラーメソンの場合と同様に、光子は閉じ込められていないため、電磁相互作用による効果

に対する有限体積効果は大きいことが予想される。この誤差がどれだけのものかを見積もるため
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lattice size msea mu md mp χ2/dof mn χ2/dof

163 0.010 0.010 0.020 0.7416(49) 0.59(78) 0.7562(43) 0.83(92)

163 0.010 0.010 0.030 0.7684(45) 0.77(88) 0.7981(36) 1.3(1.1)

163 0.010 0.020 0.030 0.8086(36) 1.7(1.2) 0.8238(33) 2.0(1.4)

163 0.020 0.010 0.020 0.7553(51) 0.88(95) 0.7698(46) 1.5(1.2)

163 0.020 0.010 0.030 0.7825(46) 1.0(1.0) 0.8120(40) 2.4(1.5)

163 0.020 0.020 0.030 0.8230(38) 2.2(1.4) 0.8380(36) 2.9(1.7)

163 0.030 0.010 0.020 0.7721(60) 1.6(1.2) 0.7839(51) 1.3(1.1)

163 0.030 0.010 0.030 0.7988(55) 1.6(1.3) 0.8241(42) 1.2(1.1)

163 0.030 0.020 0.030 0.8361(41) 1.7(1.3) 0.8496(38) 1.7(1.3)

243 0.005 0.005 0.010 0.6676(85) 1.3(1.1) 0.6747(73) 1.0(1.0)

243 0.005 0.005 0.020 0.6992(68) 1.5(1.2) 0.7225(51) 1.0(1.0)

243 0.005 0.005 0.030 0.7279(59) 1.5(1.2) 0.7680(41) 1.2(1.1)

243 0.005 0.010 0.020 0.7225(51) 1.6(1.2) 0.7383(44) 1.4(1.2)

243 0.005 0.010 0.030 0.7502(44) 1.7(1.3) 0.7824(37) 1.7(1.3)

243 0.005 0.020 0.030 0.7928(33) 2.4(1.5) 0.8090(32) 2.5(1.6)

243 0.010 0.010 0.020 0.7304(77) 0.70(96) 0.7461(61) 0.9(1.1)

243 0.010 0.010 0.030 0.7575(71) 0.63(94) 0.7895(48) 1.3(1.2)

243 0.010 0.020 0.030 0.7980(46) 1.0(1.2) 0.8146(40) 1.8(1.5)

表 21: QCDの配位から求められた陽子及び中性子の質量の表。非縮退したクォーク質量から求め

られている。p,nの質量は、L = 163, 243の両方に対して、ウォールソース、点源の相関関数から

得られる質量である。フィット範囲は L = 16の場合には 5∼ 10であり、L = 24の場合には 7 ∼ 12

である。χ2/dof は、共変フィットにより得られた。表中で示した誤差は統計誤差のみである。

lattice size 102A0 A1 χ2/dof (mp −mn)QED (MeV)

163 2.42(95) 1.26(38) 0.002(96) 0.33(11)

243 2.72(55) 1.80(22) 0.7(1.2) 0.383(68)

表 22: 電磁相互作用による p-n質量差の表。低エネルギー定数は、ユニタリポイントにおける核

子の質量のデータにより得られた。(mp −mn)QED は、前節で求められた物理的なクォーク質量

mud により与えられている。
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図 14: ユニタリポイントのクォーク質量を用いた電磁相互作用による p-n 質量差を示した表。

円の点は L = 24 の格子、四角の点は、L = 16 の格子から得られた値を表す。実線 (点線) は、

L = 24(L = 16)の格子サイズに対する線形フィットの結果を表す。

に、Cottingham公式を用いる [145,146]；

δmele = 2παm
1

L3

∑
q 6=0

GE(q)
2

|q|
·

[
2

q2 + 4m2
+

1

2m2

(√
1 +

4m2

q2
− 1

)]
, (4.5.7)

δmmag = − πα

2m3

1

L3

∑
q 6=0

|q|GM (q)2 ·

(√
1 +

4m2

q2
− 1− 1

2

1

1 + q2/4m2

)
, (4.5.8)

ここで、δmele(δmmag)は、核子の質量に対する電気 (磁気)的な寄与の大きさである。以上の公式

で、電磁形状因子に関しては、双極子形 GpE(Q
2) = GpM (Q2)/µp = GnM (Q2)/µn = GD(Q

2), を用

いて、物理的な質量で評価する。ここで、µp(µn)は、陽子 (中性子)の磁気能率であり、GD(Q2) =

1/(1 + Q2/Λ2)2,Λ2 = 0.71GeV2 である。GnE(Q
2)に関しては、Galsterのパラメトリゼーション

GnE(Q
2) = AQ2/(4m2 + BQ2) · GD(Q2), A = 1.70, B = 3.30を用いる [147]。この時、 L = 16

の大きさの格子に対して (mp − mn)
(Cott.)
QED = 0.04 MeV が得られ、また、L = 24 の大きさの

格子に対して (mp − mn)
(Cott.)
QED = 0.16 MeV が得られる。無限体積極限ではでは、この定理は、

(mp −mn)
(Cott.)
QED = 0.77 MeVという値を出すので、L = 16(24)はそれぞれ、質量差の大きさを

0.73 MeV(0.61 MeV)だけ過小評価していることになる。格子計算の結果においても、大きな体積

になるにつれて (mp −mn)QED が大きくなるという傾向は、格子計算の結果と定性的に一致して

いる。

次に uの質量と dの質量が異なることによる陽子と中性子の質量差への影響を考える。この効果

により、実験の結果を再現するには、QCDの効果により、電磁相互作用と逆の効果が出ることに

より、陽子と中性子の質量差が逆転するはずである。図 15は uと dの質量差による陽子と中性子

の質量差をQCDのみの配位から得た値を示した図である。低エネルギー定数及び物理的なクォー

ク質量における陽子-中性子の質量差の値を表 23にまとめた。図 15により、PQHBChPTで予言さ

れるように、陽子-中性子質量差がmd−muに比例する様子を確認することが出来る。このデータ

から、フィットにより傾きを導き、前節で求められた物理的なクォーク質量差を代入することで、

QCDの効果による物理的な陽子-中性子質量差 (mp −mn)(md−mu) を見積もることが出来る。得
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図 15: e = 0におけるmu −mdによる陽子-中性子質量差を示した図。円は L = 24の、四角の点

は L = 16の大きさの格子計算により得られたデータを表している。実線は L = 24のデータを、

破線は L = 16のデータを線形フィットを行うことにより得られた直線である。

られた値は、[148]で求められた値と良く一致している。

mp −mnは式 (4.5.1)に見られるように、非常に単純なクォーク質量依存性を持っている [148]。

核子の質量自体に対しては、カイラル摂動論は NLOでいくつかの非解析的な項の存在を予言して

おり、慎重な外挿が現在の計算の重要な要素となる。今回の計算では、データ点は非常に少なく、

クォーク質量も比較的重いため、そのような外挿は考えないことにする。

lattice size − 1
3 (4α− 2β) χ2/dof (mp −mn)(md−mu) (MeV)

163 −1.452(45) 1.1(1.2) −2.265(70)

243 −1.612(92) 0.06(24) −2.51(14)

表 23: 非縮退した質量のクォークを用いて計算された陽子-中性子の質量差。値は QCDのみの

ゲージ配位を用いて計算されている。(mp −mn)(md−mu) は物理的な (md −mu)で計算された値

である。

電磁相互作用からの寄与と、u.dの質量が非縮退である寄与を合わせることにより、物理的な陽

子-中性子質量差を見積もることが出来る。得られた値は L = 16及び L = 24の大きさの格子から

それぞれmp −mn = −1.93(12)及び −2.13(16) MeVである。これらの値は現実に観測される中

性子-陽子質量差 −1.293321 (4) MeVに比較し小さいが、中性子-陽子の差が核子の質量 ∼ 1GeV

に比べて 0.1%程度の小さい量を数値的方法で議論していることを考慮すると、非常によく一致し

ていると見ることが出来る。ここに示した誤差の値は、統計誤差のみであるが、この値はQCDに

対して同じ配位を用いる±eトリックを用いたことにより、その統計誤差を非常に小さく抑えるこ
とが出来、その結果としてよいシグナルを今回の計算では得ることが出来た。

電磁相互作用のカイラル外挿の系統誤差を、全てのデータ点を用いて外挿した場合と、最も軽い

2点を用いて外挿した場合の差により見積もると、その大きさは 0.3 MeV程度である。電磁相互

作用の有限体積効果は、数値計算を行ったクォーク質量では大きいが、図 14に見たようにカイラ

ル外挿を行うと、その値は小さくなる。L = 16のデータと L = 24のデータから有限体積効果の

大きさを見積もると、全てのデータを使って外挿した場合にはおよそ 0.05 MeV、L = 24の最も
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lattice size mp −mn(MeV) fit error (MeV) finite vol. error (MeV)

163 −1.93(12) - -

243 −2.13(16) 0.58 0.39

表 24: 陽子-中性子質量差を格子理論を用いた数値計算により見積もった値及びその誤差の表。系

統誤差の内訳は本文中に示した。

軽いクォーク質量を用いて外挿した場合にはおよそ 0.3 MeVである。Cottinghamの公式から得

られる有限体積効果が非常に大きかったことを考慮すると、これらの値のうちで、より保守的な

値 0.3 MeVを有限体積効果による誤差の大きさと考えることにする。QCDに対する有限体積効果

は図 15から見てとれるように非常に小さいため、L = 16と L = 24の値の差 0.25 MeVを有限体

積補正の不定性の大きさとしてとる。QCDによる質量差は、クォーク質量に非常に大きく依存し

ている。クォーク質量の誤差がおよそ 20%であることから、この範囲内でクォーク質量を動かす

ことで系統誤差をつけることにすると、その大きさはおよそ 0.5 MeVである。これらの誤差の 2

乗和をとることにより、陽子-中性子の質量差mp −mn = −2.13(16)(70) MeVが得られる。以上

の結果及び誤差は表 24にまとめた。以上の結果を改善するには、より小さいクォーク質量、連続

極限をとるための異なった格子サイズでの計算、有限体積効果による誤差を小さくするためのより

大きな体積による計算が必要となる。

5 まとめ・結論

本論文では、次世代格子 QCDによる精密な数値計算を見据えて、QCD+QEDの格子理論を用

いた第一原理からの数値計算を用いて、低エネルギーハドロンの電磁相互作用の効果による質量差

及びクォーク質量の精密決定の研究を行った。

本研究におけるゲージ配位は、RBC/UKQCDにより生成されたQCDの配位に、クエンチ近似

の電磁相互作用を加えたものを用いた。本研究では電磁質量差は非常に良い統計精度により決定

することが出来た。これは、ひとつには QCDによる揺らぎの大部分が質量差の計算ではほとん

ど相殺したためである。さらに、O(e)のノイズによる寄与を配位毎に相殺するために ±eトリッ
ク [44, 130]を用いることにより、(質量自体の誤差が数パーセント程度であるにも関わらず) 擬ス

カラーメソンの質量差に対する統計誤差は、1パーセント以下に抑えることが出来た。電磁相互作

用は本研究により定式化した有限体積中の電磁相互作用 (第 2.10節) を用いて生成した。

また、ドメインウォールフェルミオンにおいて、5次元方向が有限な大きさなことに由来するカ

イラル対称性の破れ、余分なクォーク質量 (residual quark mass)への電磁相互作用の影響を詳細

に調べた。この余分なクォーク質量は、低エネルギーの物理量に有意に影響を与えるため、この量

を詳細に調べることにより初めて、精密なクォーク質量を決定することが出来た。

また、電磁相互作用を含んだNLOのカイラル摂動論を用いてフィットを行うことにより、電磁相互

作用に由来する低エネルギー定数を決定した。本研究においては、長距離力である電磁相互作用を仮想

的に有限の箱の中に閉じ込めたことに由来する有限体積効果を、カイラル摂動論から系統的に議論す

る手法を導出した (第 3.6節)。また、電磁相互作用を含んだSU(3)L×SU(3)Rの収束性の問題から、K

中間子を電磁相互作用を含んだSU(2)L×SU(2)Rに導入する新しいカイラル摂動論の構成を第 3.7節

において提示した。カイラル摂動論によるフィットは通常の SU(3)L×SU(3)R及び SU(2)L×SU(2)R

に K中間子を含んだものの両方に対して行った。特に後者はストレンジクォークに対する電磁相

互作用を系統的に扱うために本研究において定式化した理論である。[16, 17,39,51,52,121]。今回
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の計算では、カイラル摂動論のフィットとの矛盾は見ることが出来なかった一方で、カイラル摂動

論に典型的な logの振る舞いもデータから見ることは出来なかった。電磁相互作用の低エネルギー

定数は、有限体積効果により大きく変化した。これは、電磁相互作用が長距離力であり、有限体積

効果の寄与が大きいという直感と良く一致する。最終的な値は、有限体積効果を含んだカイラル摂

動論を用いたフィットにより与えた。今回の格子計算により得られた低エネルギー定数は [116]に

より与えられる現象論的な低エネルギー定数と矛盾しているように見える。しかし、[116]に与え

られる低エネルギー定数は ad-hocに与えているものも多く直接の比較を行うことは出来ない。ま

た、SU(3)のカイラル摂動論の収束性の問題、有限体積効果の問題などが重なりあい、このような

違いを生み出している可能性も考えられる。

軽いクォーク質量mu,md,msの値も今回の計算により決定した。この研究は、電磁相互作用の効

果を 2+1 flavorの格子理論に取り入れることにより、精密にクォーク質量を決定した初めての研究

である。3つのクォーク質量の決定に際して、インプットとして用いた物理量は、π±,K0,K±の質

量である。クォーク質量の中心値としては、K中間子を含んだ SU(2)L × SU(2)Rカイラル摂動論

により得られた値を採用した。これは、SU(3)L × SU(3)R カイラル摂動論において、ストレンジ

クォーク質量が理論の適用範囲外であることが本研究により示されたためである。得られたクォー

ク質量の値は式 (4.3.2)-(4.3.6)に、統計誤差及び系統誤差とともに示した。また、クォーク質量差

や、クォーク質量の比は、式 (4.3.5)-(4.3.8)に与えた。ここで得られたクォーク質量の値は、[39]

に与えられる QCDのみから計算される値と、(電磁相互作用の効果を除けば)良く一致している。

これは、QCDの低エネルギー定数が、[39]と同様の方法により、同じ配位 (及びそこから新しく加

えた配位)を解析することで QCDの低エネルギー定数を決定しているためである。Strong CPの

解に関連しては、今回の計算で得られたアップクォークの質量は、0から有意に (∼ 6− 7標準偏差)

ずれており、アップクォークの質量が 0となる Strong CP問題の解はないという結論を導いた。

パイ中間子の質量差に対する電磁相互作用の最低次からの寄与 (Dashen項)は、(mπ±−mπ0)QED =

3.38(23) MeVと与えられた。これは、今回の計算では最も信頼のおける有限体積中の SU(2)カイラ

ル摂動論により得られた値である。ここで示した誤差は統計誤差のみである。この結果は、[149,150]

に見られるカイラル極限におけるm2
π± の値と無矛盾な値を与える一方で、SU(3)のカイラル摂動

論と現象論を合わせて得られた結果 [116]や、2-flavorの格子 QCD計算により得られた結果 [44]

と比較してわずかに小さな値となっている。今回の結果では、NLOの寄与が、パイ中間子の質量

差のおよそ 25%をしめていることを示している。また、式 (4.4.1)に示した近似した π0の質量を用

いて行った計算では、LOと NLOを合わせた結果は、mπ+ −mπ0 = 4.50(23)MeVである。近似

した π0の質量ではいくつかの NLOの項を含めずに計算している。この近似は SU(3)のカイラル

摂動論から、他の項に比べて小さいと考えられており、実際に現象論的にこの効果による π0に対

する NLOの補正は 0.17(3)MeV [45] や 0.32(20)MeV [151]が得られている。同様にして、K中間

子の質量差の内訳は (mK± −mK0)QED = 1.87(10) MeVが電磁相互作用による寄与、−5.840(96)

MeV がmu 6= md による寄与であることが計算された。

本論文の最後に 2+1 flavorの QCD+QEDの格子計算から得られた陽子-中性子質量差の値を示

した。今回得られた値は、実際に確認される値より多少大きいが、陽子-中性子質量差が陽子や中

性子の質量自体と比べてはるかに小さいことを考慮するとこの値は非常に興味深い値である。今回

の計算では、電磁相互作用による質量差はmp −mn = 0.383(68) MeVであり、mu 6= md による

質量差はmp −mn = −2.51(14) MeVである。ここで示した結果は、L = 24の大きさの格子計算

により求めた結果であり、誤差は統計誤差のみを示した。また、カイラル外挿、有限体関効果など

による系統誤差も見積もった。この結果得られた陽子-中性子質量差はmp −mn = −2.13(16)(70)

MeVである。ここで、最初の誤差は統計誤差、次の誤差は系統誤差である。中心値は L = 24の
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格子計算の結果である。今回の研究は、電磁相互作用の寄与のみを考えたとき、陽子が中性子より

重いことを示した初めての研究である。

今回の計算では、QEDの配位に関してはクエンチ近似で導入している。この場合には光子はバ

レンスクォークのみと相互作用し、シークォークとは相互作用しない近似になっている図 3。この

近似は、re-weightingと呼ばれる手法を用いて取り除くことが可能である [102, 103]。同様に、連

続極限をとるために、最近 RBC/UKQCDで行われている、より細かい格子の配位 [16, 51]を用

いて、本論文と同様の解析を行うことも必要である。また、RBC/UKQCDによる新しい Iwasaki

ゲージ作用による配位 [152]を用いることにより、より小さなクォーク質量での計算を行うことも

可能である。

本研究で行われた手法を追従する形で、既にいくつかの電磁相互作用を含んだ格子計算の研究が

行われ始めており [47,153]、また、神戸における次世代スパコンを用いた大規模格子計算において

も今回の研究と同様に電磁相互作用を含んだ計算が予定されている。
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A データ解析

A.1 ジャックナイフ法による誤差の評価

この節では誤差を見積もる方法の一つであるジャックナイフ法を簡単に紹介する。

A.1.1 用語の定義

この節では以下で用いられる用語の簡単な定義を行う。

• xの k次のモーメント

xを確率分布 px にしたがう乱数としたとき

E(xk) =
∑
x

xkpx (A.1.1)

を xの k次のモーメントと呼ぶ。例えば、xの 1次のモーメントは平均値、2次のモーメン

トは分散である。

• 標本の個々を加減乗除し 1つの量を形成するときこの量を統計量と呼ぶ。例えば、x1, x2, · · ·xn
を同一の確率分布にしたがう標本としたとき平均値 x̂や分散 σ2

x などは統計量である。

• 統計量から母集団の特性値を推定するときその量を推定量 (estimator)と呼ぶ。例えば、統

計量として平均値 x̂により、母集団平均 µ を推定しようとすれば x̂は µの推定量である。

• 実際に推定しようとする量とは異なる量を平均値として持つ量を偏り (bias) と呼ぶ。偏りは

推定量の期待値と母集団の特性値の真の値 (母数)θとの差として

B(θ̂) = E(θ̂)− θ (A.1.2)

と定義される。例えば、x1, x2, · · ·xnを平均値 (母平均)µ,母分散 σ の同じ確率分布にしたが

う標本について考えてみる。まず、標本平均については

x̂ =
∑
i

xi
n

(A.1.3)

で定義される。この量に関しては偏りは無い。標本分散を

σ̂ =
1

n

∑
i

(xi − x̂)2 (A.1.4)
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と考えると σ̂は母分散 σの推定量としては偏りがある。なぜなら、

E(σ̂2) = E

(
1

n

n∑
i=1

(xi − x̂)2

)

= E

(
1

n

n∑
i=1

{(xi − µ)− (x̂− µ)}2
)

= E

 1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2 − 2 (xi − µ)(x̂− µ)︸ ︷︷ ︸
E(xi−µ)=µ−µ=0

−(x̂− µ)2




= E

(
1

n

n∑
i=1

{
(xi − µ)2 − (x̂− µ)2

})

= E

 1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2 − 1

n2

 n∑
j=1

xj − µ

2


= E

 1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2 − 1

n2

n∑
j=1

(xj − µ)2 − 1

n2

n∑
i=1

n∑
i6=j

(xi − µ)(xj − µ)


= E

 1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2 − 1

n2

n∑
j=1

(xj − µ)2


=
n− 1

n
σ2 6= σ2

(A.1.5)

であるからである。この場合、母分散の推定量としての分散としては

σ =
1

n− 1

n∑
i=1

(x̂− xi)
2 (A.1.6)

を用いる必要がある。

• 推定量の平均二乗誤差は、θをある母数、θ̂をその推定量としたとき

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 (A.1.7)

として定義される。平均二乗誤差は次のようにして母分散と偏りの二乗の和に分解すること

が可能である;

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2

= E(θ̂2)− 2E(θ̂)θ + θ2

= E(θ̂2)−
(
E(θ̂)

)2
+
(
E(θ̂)

)2
− 2E(θ̂)θ + θ2

= E
(
θ̂ − E(θ̂)

)
+
(
E(θ̂)− θ

)2
= V ar(θ̂) +B(θ̂)2

(A.1.8)

ここで V ar(θ̂)は θ̂の分散を表す (推定量の分散)。よって誤差を正しく評価するためには分

散と、偏りを調査することが必要であることがわかる。ジャックナイフ法の概念の基礎は分

散を大きく変化させずに偏りを小さくするような操作を行うことである。
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A.1.2 ジャックナイフ法

この節ではジャックナイフ法の簡単なまとめを行う。まず、標本 x1, x2, · · ·xn のうち、i番目の

標本を除いた物から得られる母数 θに対する推定量を θ̂(i)と書く。ここで、θ̂(i)は、先ほどの n個

の標本から得られる推定量 θ̂とほとんど同じ値をとると予想される。θ̂の平均値を

θ̂(·) =

∑n
i=1 θ̂(i)

n
(A.1.9)

と書く。この時、ジャックナイフ法における偏り推定量は次のように定義される;

ˆBias = (n− 1)(θ̂(·) − θ̂) (A.1.10)

このジャックナイフ法での偏り推定量の正当性を示すには、この偏りで修正されたジャックナイフ

サンプル θ̃ = θ̂ − (n− 1) · (θ̂(·) − θ̂) = nθ̂ − (n− 1)θ̂(·) が θ̂の偏りに対して充分小さくなっている

ことを確かめれば良い。θ̂の期待値を、一般的に次のように展開する。

E(θ̂) = θ +
a1
n

+
a2
n2

+ · · ·︸ ︷︷ ︸
bios

(A.1.11)

ここで a1、a2 は適当な展開係数である。この式をジャックナイフ サンプルに適用すれば、ジャッ

クナイフ サンプルは n-1個からの推定量であることから

E(θ̂) = θ +
a1

n− 1
+

a2
(n− 2)2

+ · · · (A.1.12)

が成り立つ。以上から偏りが修正されたジャックナイフ サンプル θ̃に対して

E(θ̃) = n ·
(
θ +

a1
n

+
a2
n2

+ · · ·
)
− (n− 1) ·

(
θ +

a1
n− 1

+
a2

n− 1
+ · · ·

)
= θ +

a2
n(n− 1)

+ · · ·
(A.1.13)

となり、元々の偏りがO
(
1
n

)
だったとしても修正されたジャックナイフ　サンプルに対しては偏り

は O
(

1
n2

)
と充分小さくなることがわかった。

次に、ジャックナイフ分散推定量ジャックナイフ サンプル θ̂を用いて

ˆV ar =
n− 1

n

n∑
i=1

(
θ̂(i) − θ̂(·)

)2
(A.1.14)

と定義する。この量は修正されたジャックナイフ推定量 θ̃を用れば

ˆV ar =
1

n

n∑
i=1

(θ̃i − θ̃)2

n− 1
(A.1.15)

とかける。分散は、欲しい統計量 θが xJ の平均値の場合、ジャックナイフ法のMSEが中心極限
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定理から示唆される母平均の分散 σ
n と等しい：

n− 1

n

n∑
i=1

(θ̂(i) − θ̂)2 =
n− 1

n

n∑
i=1

 n∑
j 6=i

xj
n− 1

− x̂

2

=
n− 1

n

n∑
i=1

(
nx̂− xi
n− 1

− x̂

)2

=
n− 1

n

n∑
i=1

(
x̂− xi
n− 1

)2

=
1

n

n∑
i=1

(x̂− xi)
2

n− 1

=
σ2

n

(A.1.16)

この様に単純な分散については中心極限定理と同じ結果が得られることが分かるが複雑な関数に関

して一般的にジャックナイフ法が使える証明はない (というより使えない量が存在している)。それ

ぞれの統計量の関数系に対し、ジャックナイフ法が使えるかどうかの判定が必要である。

結論として、合わせてジャックナイフ法で計算されたMSEは、

ˆMSE = ˆV ar + ˆBias
2

= (n− 1) · (θ̂(·) − θ̂)2 +
n− 1

n

n∑
i=1

(θ̂(i) − θ̂(·))
2

=
n− 1

n

n∑
i=1

(θ̂(i) − θ̂)2

(A.1.17)

と計算される。

ジャックナイフ法の優れている点はある統計の一つの標本値からその統計の V arやMSE を求

めることが出きることである。通常の方法では、θ̂の V arを求めるためには、多数の標本の集団

を持ってきて、それぞれの集団から θ̂の推定量を計算するため、多くの標本が必要となる。通常、

多くの標本を得るのは非常に手間がかかるためジャックナイフ方は有益である。

A.1.3 ジャックナイフサンプルの例

この節では実際に格子理論で得られる物理量を考慮に入れつつジャックナイフ誤差の例を考えて

みる。

格子理論では演算子Oの期待値< O >は経路積分表示での積分を和の極限に置き換えることに

統計的な平均値としてえる。

< O > =

∫
dU detD(U)e−S(U)O(U)

→ lim
n→∞

1

n
O(Ui)

(A.1.18)

ここで detD(U)は分配関数の fermon部分を積分したもの、S(U)は作用のゲージ場部分である。こ

の期待値はゲージ場の列 {U1, U2 · · ·Un}は確率 P (U) = detD(U)e−S に従って生成しその平均値

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

O(Ui) ∼
∫
dUP (U)O(U) (A.1.19)
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を取ることにより統計的な平均値へと焼き直される。この方法により得られる物理量たちの統計誤

差について考えていく。以下、簡単のため O(Ui) ≡ Oi と書く。

●例 1：格子計算から直接得られる演算子

格子計算から直接得られる物理量 Oを考える。例えば n点関数などがこの例である。演算子 Oに

対するジャックナイフ サンプルは次のように書ける。

Ô(i) =
1

n− 1

∑
i6=k

Oi (A.1.20)

このジャックナイフサンプルを用いればジャックナイフ平均 < O >と誤差 δ < O >は

< O > =
1

n

∑
i

Ô(i)

δ < O > =

√
n− 1

n

∑
i

(Ô(i)− < O >)2
(A.1.21)

の様にして計算される。

●例 2；演算子の関数として得られる二次的な量

格子計算で直接得られる量ではなく、その関数として二次的にえられる量Qを考える。例えば、パ

イオンの質量、崩壊定数などはこれにあたる。二次的な量は row dataÔi自体の関数ではなく、格

子計算から計算される量の平均値< O >の関数であるということを考慮するとジャックナイフ サ

ンプルは次のようにかかれる。

Q̂(i) = Q(Ô(i)) (A.1.22)

平均値と誤差は同様にして

< Q > =
1

n

∑
i

Q̂(i)

δ < Q > =

√
n− 1

n

∑
i

(Q̂(i)− < Q >)2
(A.1.23)

●例 3：誤差の誤差

例えば自己相関時間 (auto correlation time)の誤差を求めるときなどにジャックナイフ誤差の誤差

が必要になる場合がある。まず格子から直接得られるデータの単純な平均値のジャックナイフ誤差

の誤差を考える。

これは jackcknife誤差のジャックナイフ サンプル (一つの要素を抜いてジャックナイフ誤差を求

める)を作ることにより得られる;

σ2
i =

n− 2

n− 1

∑
k 6=i

(
Ô

(i)
(k)− < O >(i)

)2
=

1

n− 1

∑
k 6=i

(x̂− xi)
2

n− 2

(A.1.24)

ここで、Ô(i)
(k)、< O >(i)はそれぞれ i番目の要素を除いて作られたジャックナイフサンプル、ジャッ
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クナイフ平均であり、次のように定義される。

Ô
(i)
(k) =

1

n− 2

∑
j 6=k,j 6=i

xi

< O >(i) =
1

n− 1

∑
k 6=i

O
(i)
(k)

(A.1.25)

このジャックナイフサンプルを用いてジャックナイフ誤差の誤差は次の様に与えられる。

err of err =

√√√√n− 1

n

n∑
i

(σi − σ)
2

(A.1.26)

二次的な物理量に対する誤差の誤差もまったく同様にして i番目のジャックナイフサンプル

σi =

√
n− 2

n− 1

∑
k 6=i

(
Q

(i)
(k)− < Q >(i)

)
, (A.1.27)

where

Q
(i)
(k) = Q

(
O

(i)
(k)

)
< Q >(i) =

∑
k 6=i

Q
(i)
(k)

(A.1.28)

を用いて誤差の誤差は

err of err =

√√√√n− 1

n

n∑
i

(σi − σ)
2

(A.1.29)

と与えられる。

A.2 カイ二乗法

この節ではカイ二乗法の簡単な事実に関して証明なしに述べる。

あるデータが与えられたときにそのデータが乗ると予想される理論を仮定し、その理論を用い

てデータをフィットすることでパラメーターを固定することを考える。このフィットの正当性を議

論する際、フィットの度合いを計る関数を評価関数と呼ぶ。カイ二乗はこの関数の一種である。通

常、評価関数は 0に近いほどそのフィットが良いように作られている。評価関数が最小になるよう

に調節して得られたパラメータを最適パラメータと呼ぶ。最適パラメータを得た際に、値自身の他

にそのパラメータの誤差、また、フィットの当てはまりのよさを知る必要がある。以下、この点に

ついて議論を行っていく。

N個のデータ点 (xi, yi)(i = 1, 2, · · · , N) をM個のパラメータ aj(j = 1, 2, · · · ,M) を持つ理論

でフィットすることを考えていく。

フィットすることにより得られた (固定された)パラメータを自然の真のパラメータとみなした

ときに、実験で得られた元のデータ点が得られる確率を尤度 (ゆうど)という。この尤度を最大に

する推定が最大尤度推定である。

データ点が xiに対応する yiの値がモデルの “真の値”y(x)のまわりでそれぞれの xiに対応した

分散 σiのガウス分布の測定誤差を持つと仮定する。この時、“真の理論”において実験で得られた

データ点が現れる確率は

P =
N∏
i=1

{
exp

(
−1

2

(
yi − y(xi)

σi

)2
)}

(A.2.1)
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となる。この確率が尤度である。この関数を最大にするようにパラメータを選びたい。そのために

は logをとって

χ2 =
N∑
i=1

(
yi − y(xi)

σi

)2

(A.2.2)

を最小にすれば良い。この式がカイの定義である。

このカイ二乗であるが通常はデータ点の個数からフィットパラメータの個数を引いた自由度N−M
で割ったものを指標として用いることが多い (reduced χ2)。

χ2/dof =
χ2

N −M
(A.2.3)

これはカイ二乗の値自身は自由度N −M カイ二乗分布にしたがっており、またその母平均は自由

度に等しいための規格化である。

B Basics of Super Unitary Group

この節では、超行列に関する簡単な説明を行う。以下のように部分行列に分解される行列を考

える。

M =

p︷︸︸︷ q︷︸︸︷
p
{ (

A B
)

q
{

C D
.

(B.1)

ここで、p, q は行及び列の大きさを表している。A及び Dが通常の交換する数を要素として持つ

行列、B 及び C が反交換する数を要素として持つ行列とするとき、この行列 U を超行列と呼ぶ。

この時、超ユニタリー行列は以下を満たす行列として定義される。

U†U = 1. (B.2)

ここで、反交換する数の積に関する複素共役は η1, η2 を反交換する数とするとき

(η1η2)
∗ = η∗2η

∗
1 (B.3)

と定義される。超行列に対し、超トレースは

strU ≡ trA− trD. (B.4)

と定義される。この定義の時、超トレースは通常のトレースと同様の回転則を満たす。例えば

U1 =

p︷︸︸︷ q︷︸︸︷
p
{ (

0 B
)

q
{

0 0
, U2 =

p︷︸︸︷ q︷︸︸︷
p
{ (

0 0
)

q
{

C 0
.

(B.5)
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を考えると、U1U2 の積の超トレースは

str(U1U2) = str

(
BC 0

0 0

)
= trNV +N (BC)

=

p∑
i=1

q∑
j=1

BijCji = −
p∑
i=1

q∑
j=1

CjiBij

= − trq(CB)

= str

(
0 0

0 CB

)
= str(U2U1).

(B.6)

となる。ここで trqは q× q行列に対する通常のトレースである。他の部分行列に対しても同様の計
算を行うことにより、超トレースの回転則を示すことができる。超トレースを用いて、超行列式を

sdetU ≡ exp (str(lnU)) . (B.7)

と定義することができる。この時、超行列式の性質として、

sdet (U1U2) = sdetU1 · sdetU2 (B.8)

という性質が導かれる。また、超行列式は、部分行列 A,B,C,Dを用いて

sdetU = detA/det
(
D − CA−1B

)
= det

(
A−BD−1C

)
/det (D) .

(B.9)

と表すことができる。超特殊ユニタリ群は、超ユニタリ行列のうちで、以下の関係式を満たすもの

として定義される。

sdetU = 1. (B.10)

C Cayley-Hamiltonの定理

カイラル摂動論において独立な項を得るために、Cayley-Hamiltonの定理と呼ばれる行列間に成

り立つ関係式をしばしば使うことになる。この節では、簡単に Cayley-Hamiltonの定理を紹介し、

カイラル摂動論に便利な形に書き直していく。特に、正方行列の列の長さ N = 2.3における例を

提示する。

Cayley-Hamiltonの定理は、1を単位行列としたとき、n× n正方行列 Aに対して tに関する多

項式 pn (t)を

pn(t) = det (t1−A) , (C.1)

としたとき、

pn(A) = 0, (C.2)

が成り立つというものである。ここで、0はゼロ行列を表す。

この定理の証明は以下のように行われる。n× n行列 Aの固有多項式 t1−Aの余因子行列を∆

と書いたとき、余因子行列の定義から

(t1−A)∆ = ∆(t1−A) = det (t1−A)1. (C.3)
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が成り立つ。今、式 (C.3)の右辺は tの n次であるため、左辺に関しても同様に n次になるために

は、∆は tに関して n− 1次である必要がある。そこで∆を tを用いて以下のように展開する；

∆ =
(
tn−1Bn−1 + tn−2Bn−2 + · · ·+ t0B0

)
(C.4)

ここで、Bi (i = 1, · · · , n− 1)は Aと同じ行、列の大きさを持つ行列である。式 (C.3)の左辺と中

辺を各 tの次数で較べることにより、全ての Bi が Aと交換することがわかる。この時、多項式

pn (t)において、t = Aと置いた時にも (A1−A)
∑n−1
i=0 A

iBiと因数分解できる。この量は 0であ

るので、pn (t) = 0が言える。

n× n行列 Aの多項式を pn(A) = An + cn−1A
n−1 + · · · c1A+A0と置いたときの、係数 ciは以

下のようにして決められる。

pn(t) = det (t1−A)

= tn exp

(
tr

(
log

(
1− A

t

)))
= tn exp

(
− tr

∞∑
m=1

((
A
t

)m
m

)) (C.5)

ここで pn(t)がオーダー nであることから、指数は t−nまでの展開とする。例えば、n = 3の場合

には、

p3(t) = t3

(
1− tr

(
A

t
+

1

2

(
A

t

)2

+
1

3

(
A

t

)3
)

+
1

2!

(
tr

(
A

t

)
+

1

2
tr

((
A

t

)2
))2

∣∣∣∣∣∣
3

− 1

3!

(
tr

(
A

t

))3


= t3 − tr(A)t2 +
1

2
(tr(A)

2 − tr
(
A2
)
t

− 1

6

(
tr (A)

3 − 3 tr(A2) tr(A) + 2 tr(A3)
)
,

(C.6)

と書ける。ここで、第 2式の |3 は t−3 までを拾うことを意味する。同様の計算を行えば n = 2の

場合の多項式

p2 (t) = t2 − tr(A)t+
1

2

(
tr(A)2 − tr(A2)

)
(C.7)

が得られる。p2(A) = 0,p3(A) = 0としたものが、それぞれ、2次、3次の正方行列に対するCayley-

Hamiltonの定理である。

以上の等式を、カイラル摂動論に適用するのに、より便利な形に書き直す。n = 2の場合、2行
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2列の行列 A,B に対して、p2 (A+B)は

p2 (A+B) = A2 + {A,B}+B2 − tr (A+B) (A+B)

+
1

2

(
tr (A+B)

2 − tr
(
(A+B)

2
))

= A2 − tr(A)A+
1

2

(
tr (A)− tr

(
A2
))

︸ ︷︷ ︸
=p2(A)=0

+B2 − tr(B)B +
1

2

(
tr (B)− tr

(
B2
))

︸ ︷︷ ︸
=p2(B)=0

+ {A,B} −A tr(B)−B tr(A) + tr(A) tr(B)− tr(AB)

(C.8)

と計算される。ここから、カイラル摂動論に便利な式

{A,B} = A tr(B) +B tr(A) + tr(AB)1− tr(A) tr(B)1 (C.9)

が得られる。特に tr(A) = tr(B) = 0の時には、

{A,B} = tr(AB) (C.10)

と書くことができる。

N = 3の場合も同様に p3 (A+B + C)を計算することにより

ABC +ACB +BAC +BCA+ CAB + CBA

−AB tr (C)−AC tr (B)−BA tr (C)−BC tr (A)− CA tr (B)− CB tr (A)

−A tr (BC)−B tr (AC)− C tr (AB)− tr (ABC)− tr (ACB)

+A tr (B) tr (C) +B tr (A) tr (C) + C tr (A) tr (B)

+ tr (A) tr (BC) + tr (B) tr (AC) + tr (C) tr (AB)

− tr (A) tr (B) tr (C) = 0

(C.11)

が得られる。

超行列の場合の Cayley-Hamiltonの定理は例えば [154]により与えられている。ここでは結果の

みを示すと、超行列M が、ボソン的な部分正方行列A,Dとフェルミオン的な部分行列B,C を用

いて

M =

p︷︸︸︷ q︷︸︸︷
p
{ (

A B
)

q
{

C D
.

(C.12)

と書く。ここで、a,B,C,Dはそれぞれ行×列が p× p, p× q, q× p, q× qの行列である。固有多項

式を

p+q∑
j=0

b
(p,q)
j Mp+q−j = 0,

bp,q0 = 1.

(C.13)
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と書くことが出来ることを仮定する。ここで、係数 b
(p,q)
j は、超行列M のべき乗M j の超トレース

Sj = str
(
M j
)
, (C.14)

を用いて書かれる。b(p,q)j は、以下で説明する生成関数により決められる。

F (p,q) (t) =

∞∑
j=0

b
(p,q)
j tj ,

b
(p,q)
j =

1

j!

(
∂j

∂tj
F (p,q)(t)

)∣∣∣∣
t=0

(C.15)

通常の行列 q = 0の時には生成関数は

F (p,0)(t) = G(t) ≡ exp

(
−

∞∑
t=1

Sit
i

i

)
, (C.16)

と書ける。これに対して、q > 0の時の生成関数は

F (p,q)(t) ≡

(
1−

∞∑
k=1

µkt
k

)2

G(t), (C.17)

と書かれる。ここで µk は、b
(p+q,0)
j = bj と書いたとき、

B


µ1

µ2

...

µq

 =


bp+1

bp+2

...

bp+q

 , ,B ≡


bp bp−1 · · · bp−q+1

bp+1 bp · · · bp−q+2

...
...

. . .
...

bp+q−1 bp+1−2 · · · bp

 (C.18)

を解くことにより得られる量である。

例として、(p, q) = (1, 1) の場合を考える。この時、式 (C.18)から µ1 =
b
(2,0)
2

b
(2,0)
1

と計算される。

式 (C.16)を微分することにより、b(2,0)2 及び b2,01 を得る；

b
(2,0)
1 =

∂

∂t
(G(t))

∣∣∣∣
t=0

= −S1.

b
(2,0)
2 =

1

2!

∂2

∂t2
(G(t))

∣∣∣∣
t=0

=
S2
1 − S2

2
.

(C.19)

ここから、µ1 = −S2
1−S2

2S1
であり、生成関数 F (1,1)(t)は

F (1,1)(t) =

(
1 +

S2
1 − S2

2S1
t

)2

G(t). (C.20)
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と書かれる。これを微分することにより、b(1,1)1 及び b
(1,1)
2 を求めると、

b
(1,1)
1 =

∂

∂t

((
1 +

S2
1 − S2

2S1
t

)2

G(t)

)∣∣∣∣∣
t=0

= 2
S2
1 − S2

2S1
+

∂

∂t
(G(t))

∣∣∣∣
t=0

= −S2

S1
.

b
(1,1)
2 =

1

2!

∂2

∂t2

((
1 +

S2
1 − S2

2S1
t

)2

G(t)

)∣∣∣∣∣
t=0

=

(
S2
1 − S2

2S1

)2

+ 2

(
S2
1 − S2

2S1

)
∂

∂t
(G(t))

∣∣∣∣
t=0

+
1

2

∂2

∂t2
(G(t))

∣∣∣∣
t=0

=
−S4

1 + S2
2

4S2
1

(C.21)

これらを式 (C.13)に代入することにより、(p, q) = (1, 1)の時の Cayley-Hamiltonの定理を

S2
1M

2 − S1S2M +
1

4

(
−S1 + S2

2

)
1 = 0 (C.22)

と書くことができる。

D 陽子-中性子質量差による初期宇宙元素合成への影響

本研究では、格子計算により、陽子-中性子質量差のおよそ 20%が電磁相互作用によるものであ

ることを示した。この節では、陽子-中性子質量差が変化することによるによる初期宇宙の元素合

成への影響を簡単に見ていく。

クォークが原子核内にトラップされた後、陽子と中性子は以下のような弱い相互作用により熱平

衡状態にある。

p+ e− ↔ n+ νe (D.1)

この反応は、時間が経過し弱い相互作用のスケールに対して密度が薄くなることにより、熱平衡状

態から外れることになる。この時の温度は、弱い相互作用と、宇宙の膨張速度から kT ∼ 0.74MeV

と求められている。熱平衡から外れるときの陽子と中性子の個数の比は、ボルツマン分布により以

下のように求めることができる。

Nn
Np

= exp (− (mn −mp) /kT ) , (D.2)

この関数により表されるNn/Npの陽子-中性子質量差依存性を図 16に描いた。実験値を入れたと

きの値は Nn/Np ∼ 6、実験値から 1.3倍の陽子-中性子質量差ではおよそ Nn/Np ∼ 10、実験値か

ら 70%程度ではおよそ Nn/Np ∼ 3.5である。このように陽子-中性子の個数の比は陽子-中性子質

量差がわずかに異なることで大きく変化する。

このようにして生成された中性子は、その大部分が以下の過程によりヘリウムに変化する。

n+ p→ d+ γ,

d+ d→ 3H + p, d+ d→ 3He+ n,

3H + d→ 4He+ n, 3He+ d→ 4He+ n

(D.3)
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図 16: 宇宙初期に固定される陽子-中性子の比をボルツマン分布により計算した図。横軸は、実験

値に比較した、mn −mpの値を示している。この図から、陽子-中性子の質量差に対してその比は

大きく変化することがわかる。
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図 17: 中性子の崩壊時間を陽子-中性子の質量差の関数として描いた図。縦軸は、現実の実験値に

おける崩壊時間と、陽子-中性子の質量差を変化させた場合の崩壊時間の比を示した。横軸は、実

験値に比較した、mn −mp の値を示している。

これにより求められるヘリウムと水素 (以上の過程に使われなかった陽子)の個数の比は、現実の

観測結果に比較的よく合致している。

以上の過程の他に、弱い相互作用による β 崩壊によっても中性子と陽子の比は変化する可能性

がある。実験とよく合う式 (D.3)の関係式を壊さないためには、この過程による崩壊は、ヘリウム

が生成される過程と比較して十分に緩やかに起こる必要がある。β 崩壊の崩壊時間は、

1

τn
=

1

4π3

(
gW
2MW

)4

m5
e

(
1

15

(
2a4 − 9a2 − 8

)√
a2 − 1 + a ln

(
a+

√
a2 − 1

))
(D.4)

と計算される。ここで

a =
mn −mp

me
(D.5)

と定義されている。

この関数を用いて、mn −mpを変化させた時の崩壊時間を図 17に示した。現実の中性子の崩壊

時間が 890秒程度であることを考えると、mn −mpが 30%程変化することにより、中性子の崩壊

時間は、ヘリウムが生成完了する時間 200秒と同程度の大きさになり、元素合成に大きく影響を与

える可能性があることがわかる。
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