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離散数学 講義 資料 (1)

1.1 集合 (1)

本節は ， 教科書 1.1.1節 (pp.1–3) に 対応す る ．

定義 1.1 (素朴な意 味で の )集合 (set) と は 対象の 集ま り の こ と で あ る ． ま た ， 集合に 属す

対象を ， そ の 集合の 要素ま た は 元 (element) と 呼ぶ ． ま た ， 以 下の 記 法を 用い る ．

• a ∈ A
def⇐⇒ 対象 a は 集合A の 要素で あ る

• a 6∈ A
def⇐⇒ 対象 a は 集合A の 要素で ない

要素数が 有限の 集合を 有限集合 (finite set)， 要素数が 無限の 集合を 無限集合 (infinite set)

と 呼ぶ ． ま た ， 要素を 一 つ も 含 ま ない 集合を 空集合 (empty set) と 呼び ， ∅ で 記 す ． �

集合は 大別して 以 下の 2通り の 表現法で 表現さ れ る ．

• 列挙式表現: 要素の 全て (. . . を 用い た 略記 も 使わ れ る ) を 括 弧 { } で く く っ て 示す ．

{2, 4, 6, 8}, {0}, {1, 3, 5, . . .}

• 一 般形と 条件に よ る 表現: 一 般形と そ れ に つ い て の 条件を | で 区切っ て 記 し全体を
{ } で 囲 む ．

{2n | n ∈ Z, 1 ≤ n ≤ 4}, {n ∈ N | n は 素数 }

本講義 で 説明無しに 使わ れ る で あ ろ う 代表的な集合を い く つ か 挙げ て お く ．

• ∅ · · · 空集合 (要素を 一 つ も 含 ま ない )

• N · · · 自然数集合 (0 を 含 む )

• Z · · · 整数集合

• Q · · · 有理数集合

• R · · · 実数集合

• C · · · 複素数集合

NOTE: 集合と は 何か ， と い う 問い は と て つ も なく 深い 問い で あ り ， 本講義 の 枠組みを

遥か に 越 え る の で 割 愛 す る ． 興味が あ る 方は ZF集合論等の キー ワ ー ドで 文献を 漁る べ し．
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1.2 論理記 法

本節は ， 教科書 1.1.3節 (pp.5–7) に 対応す る ．

本節で は 命題の 表現法や 論理記 号に よ る 表現を 紹介す る ． 数理論理学を 本式に 学ん だ 人か

ら 見た ら か なり 乱暴な議 論も あ る と 思う ． しか しなが ら ， 本節の 目的は “数理論理学” と

い う 学問を 学ぶ こ と で は なく “論理記 法の 習得” で あ る た め ， 見逃して 貰い た い ．

定義 1.2 命題 (proposition) と は 真偽 が 確 定で き る 文で あ る ．

• 「 モ ー ツァ ル トは 1756年に 生ま れ た 」 は 真なる 命題

• 「 モ ー ツァ ル トは 2003年に 死ん だ 」 は 偽 なる 命題

• 「 あ なた は 何才で す か 」 は 命題で ない

• 「 憂き 事の 尚こ の 上に 積も れ か し限り あ る 身の 力試さ む 」 は 命題で ない

「 x は 3 よ り 小さ い 」 と い う 文は ， x ∈ Z と き め て お い た と す れ ば ， x の 値ご と に 真偽 が

定ま る ． そ こ で ， こ れ を 命題関 数 (propositional function) ま た は 述語 (predicate) と 呼び ，

T (x) の よ う に 書く ． こ こ で ， T (x) が 真で あ る と は ， 全て の x に 対して T (x) が 真と なる

事で あ る ． ま た ， 命題や 述語を 表す 式を 論理式と 呼ぶ ． �

さ て ， 述語 T (x) を 以 下で 定義 して みよ う ．

T (x)
def⇐⇒ x ≤ 3

こ の と き ， x = 4 と お い た 場合， す なわ ち 「 4 ≤ 3」 を T (4) で 表す ． なお ， こ の 命題 T (4)

は 偽 で あ る ． ま た ， 2個以 上の 変数を 含 む 述語も 考え ら れ る ．

C(x, y)
def⇐⇒ x2 + y2 ≥ 2xy

変数に 代入して 良い 範囲 (集合) を 対象領域 と い う ． 対象領域 を 変え る と 命題の 性質が 変

わ る こ と が あ る か ら ， 注意 を 要す る ． 例え ば ， P (x)
def⇐⇒ x ≥ 0 と す る と ，

• 対象領域 N に お い て P (x) は 真

• 対象領域 Z に お い て P (x) は 偽

• 対象領域 C に お い て P (x) は 論理式で す ら ない

最後の 対象領域 が C の 場合は ， ≥ の 解釈が 未定義 なた め P (x) が 真か 偽 か の 議 論が で き な

い ． そ の た め に ， も は や 命題で す ら ない ． 逆 に 言う と ， C上で き ち ん と “≥” の 意 味が 定

義 さ れ て い れ ば ， 命題と 呼ん で も 良い と 言え る ． 本講義 で は ， “≥” の よ う な基 本的な数学

記 号の 定義 は 高校ま で で 習っ て る よ う な “常識” に 基 づ い て 取り 扱 っ て い く と す る ．

定義 1.3 論理結合子 (logical connective) を 以 下で 定義 す る ．

• P ∧ Q： 論理積 (conjunction)

2 つ の 論理式 P, Q が 共に 成立す る こ と を 意 味す る 論理式
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• P ∨ Q： 論理和 (disjunction)

論理式 P ま た は 論理式Q が 成立す る こ と を 意 味す る 論理式

• P ⇒ Q： 含 意 (implication)

論理式 P が 成立す る と き は い つ で も 論理式Q が 成立す る こ と を 意 味す る 論理式

• ¬P： 否定 (negation)

論理式 P が 成立しない こ と を 意 味す る 論理式

• P ⇐⇒ Q： 論理的同値 (logically equivalent)

2 つ の 論理式 P, Q が 成立す る か ど う か が つ ね に 一 致す る こ と を 意 味す る 論理式

• ∀x ∈ X.P (x)： 全称限量子 (universal quantifier)

対象領域 X に 属す 全て の x に 対して P (x) が 成立す る こ と を 意 味す る 論理式

• ∃x ∈ X.P (x)： 存在限量子 (existential quantifier )

あ る 元 x が 対象領域 X に 存在して P (x) が 成立す る こ と を 意 味す る 論理式 �

なお ， 全称限量子と 存在限量子の 利用時に しば しば 対象領域 を 省略す る ． ま た ， 本資料で

は “⇒” 記 号で 含 意 を 表現して い る が ， “→” 記 号や “⊃” 記 号を 用い る こ と も 多い ．

こ こ で ， 以 下の 二つ の 論理式を 考え る ． た だ し， 対象領域 は N で あ る と す る ．

Even(x)
def⇐⇒ x は 偶 数， Odd(x)

def⇐⇒ x は 奇 数

こ の と き ，

• Even(7) ∧ Odd(7)， す なわ ち ， “7 は 偶 数か つ 奇 数で あ る ” は 偽

• Even(7) ∨ Odd(7)， す なわ ち ， “7 は 偶 数ま た は 奇 数で あ る ” は 真

こ の “か つ (∧)” と “ま た は (∨)” の 違い に 気 を つ け て 欲しい ． ま た ， 以 下に 示す よ う に ∀
と ∃ の 違い に も 気 を つ け て 欲しい ．

• ∀x.Even(x)， す なわ ち ， “全て の 自然数 x は 偶 数で あ る ” は 偽

• ∃x.Even(x)， す なわ ち ， “あ る 自然数 x は 偶 数で あ る ” は 真

最後に も う ひ と つ 似て 非なる 論理式を 見て みよ う ．

• ∀x.[Even(x) ∨ Odd(x)] は 真

• ∀x.Even(x) ∨ ∀x.Odd(x) は 偽

す なわ ち ， ∀x.P (x) ∨ Q(x) と ∀x.P (x) ∨ ∀x.Q(x) は 異 なる 意 味を 持つ 論理式で あ る ．

さ て ， 論理式の 解釈で 間 違い や す い の が 以 下に 示す P ⇒ Q の 解釈で あ る ．

P ⇒ Q が 真 ⇐⇒ P が 偽 ， ま た は P, Q共に 真
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こ こ で ， P が 偽 の 場合は 例え Q が 偽 で も 全体と して は 真と なっ て しま う と い う こ と に 疑

問を 感 じ る 方が 多々 い る か も 知れ ない ． しか し， こ の 解釈は 数学的に は 自然な解釈なの で

あ る ． こ こ で ， 以 下で 定義 さ れ る 論理式R(x) を 考え て みよ う ．

R(x)
def⇐⇒ x ≥ 1 ⇒ x ≥ 0

対象領域 を Z で あ る と す る ． ま た ， “⇒” の 左側の x > 1 を 前提部， 右 側の x > 0 を 結論

部と 呼ぶ と す る ．

• x < 0 の 場合： 前提部は 偽 ， 結論部も 偽

• x = 0 の 場合： 前提部は 偽 ， 結論部は 真

• x > 0 の 場合： 前提部は 真， 結論部も 真

当然の こ と なが ら 任意 の x に 対しR(x) は 成立す る と 考え る べ き で あ ろ う ． す なわ ち ， 上

記 の 3 つ の 場合す べ て に お い て ， R(x) は 成立す る と 考え る べ き で あ ろ う ． と い う わ け で ，

⇒ の 解釈は 非常に 自然な解釈なの で あ る ．

NOTE: 上述の “自然な” と い う 概念を 定義 す る の は 不可能で あ ろ う が ， 数学を 学ぶ 上で

必須な概念で あ る と 信じ る ． なれ ば こ そ ， “自然な” と 言う 概念を 使い こ なせ る 能力は 数

学セン スそ の も の で あ る と 断言して か ま わ ない と 私は 考え る ． 例え ば ， Σn
k=0k や Πn

k=0k は

n = 0 の と き 如何なる 値を 持つ と 考え る の が “自然” で あ ろ う か ， あ ぁ で も ない こ う で も

ない と 推考す る の も 面白い で あ ろ う ．

NOTE: 本講義 で は 教育 効果を 考え て ⇐⇒ と
def⇐⇒ を 明確 に 区別す る (大抵の 専門書

や 論文で は 区別しない が )． す なわ ち ， 論理的関 係を 記 して い る の か ， 何ら か の 定義 を 記 し

て い る の か ， を 明確 に 区別す る ． ま た ， 同様の 理由に よ り = と
def
== も 明確 に 区別す る ．

最後に ， 論理記 法の 略記 法を 紹介す る (す で に 本資料で も 用い て い る が … )．

• 対象領域 の 省略: 文脈か ら 対象領域 が 明ら か な場合， 限量子に お け る 対象領域 の 記

述を 省略す る ．

略記 本来の 論理式

∀x.P (x) ∀x ∈ X.P (x)

∃x.P (x) ∃x ∈ X.P (x)

• 結合の 強さ を 用い た 括 弧の 省略: 論理演 算子の 結合の 強さ を 以 下の よ う に 考え ， 括

弧の 省略を 許す ．

限量子 (∀, ∃),否定 (¬) > 論理積 (∧),論理和 (∨) > 含 意 (⇒) > 論理的同値 (⇐⇒)

略記 本来の 論理式

¬P1 ∧ P2 (¬P1) ∧ P2

P1 ∧ P2 ⇒ P3 ∨ P4 (P1 ∧ P2) ⇒ (P3 ∨ P4)

なお ， 論理積 (∧) > 論理和 (∨)， と 考え る 場合も 多い ．
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• 連続した 論理積,論理和に 関 す る 括 弧の 省略: 論理積 (∧) と 論理和 (∨) は 結合律と 呼

ば れ る 性質を 満た す (後述)． す なわ ち ， (P1 ∧ P2) ∧ P3 と P1 ∧ (P2 ∧ P3) は 論理的に

等価で あ る ． そ の た め ， 括 弧を 省略して も 論理的曖昧さ が 発生しない の で ， 括 弧の

省略が 許さ れ る ．

略記 本来の 論理式

P1 ∧ P2 ∧ P3 (P1 ∧ P2) ∧ P3 ま た は P1 ∧ (P2 ∧ P3)

P1 ∨ P2 ∨ P3 (P1 ∨ P2) ∨ P3 ま た は P1 ∨ (P2 ∨ P3)

• 連続した 同一 の 限量子の 圧 縮:

略記 本来の 論理式 (対象領域 は 省略)

∀xy.P (x, y) ∀x.∀y.P (x, y)

∀x, y.P (x, y) ∀x.∀y.P (x, y)

∃x, y.P (x, y) ∃x.∃y.P (x, y)

• 限量子に 条件を 付加す る 場合が あ る ． 以 下に 例で 示す ．

略記 本来の 論理式 (対象領域 は 省略)

∀x > 0.P (x) ∀x[x > 0 ⇒ P (x)]

∃x > 0.P (x) ∃x[x > 0 ∧ P (x)]

こ の 略記 法は “∀” と “∃” に 対して 解釈が 異 なる こ と に 注意 ．

1.3 集合 (2)

本節は ， 教科書 1.1.4節 (pp.7–9) に 対応す る ．

定義 1.4 集合に 対す る 各種演 算は 以 下で 定義 さ れ る ．

• 和集合 (union)

A ∪ B
def
== {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}

• 積集合 (intersection)

A ∩ B
def
== {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}

• 差集合 (difference set)

A \ B
def
== {x ∈ A | x 6∈ B}

• 補集合 (complements)

Ac def
== {x ∈ X | x 6∈ A} ( た だ し， 全体集合を X と す る )

なお ， 差集合A \ B は A − B と 記 す こ と も 多い ． ま た ， 集合上の 各種関 係は 以 下で 定義

さ れ る ．

• A ⊆ B
def⇐⇒ ∀a ∈ A. a ∈ B

• A = B
def⇐⇒ A ⊆ B ∧ B ⊆ A
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• A ( B
def⇐⇒ A ⊆ B ∧ A 6= B

A ⊆ B の と き ， A は B の 部分集合 (subset) で あ る と い い ， 特に ， A ( B の と き ， A は B

の 真部分集合 (proper subset) で あ る と い う ． �

上記 の 定義 を 見て 分か る よ う に ， 集合上の 各種演 算や 関 係は ∈ に 基 づ き 定義 さ れ る こ と
は 知っ て お か れ た し．

定義 1.5 集合 A の 部分集合全体か ら なる 集合 {X | X ⊆ A} を 集合 A の 巾集合 (power

set) と 呼び P (A) で 記 す (2A と 記 す と き も あ る )． �

例え ば ， A = {0, 1} と す る と ， P (A) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}} と なる ．

定義 1.6 集合A, B の 直積集合 ((Cartesian) product set)A × B を 以 下で 定義 す る ．

A × B
def
== {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

ま た ， A × · · · × A
︸ ︷︷ ︸

n 個

を An で 略記 す る ． �

命題 1.7

(1) 冪等律 (idempotent row)

A ∪ A = A， A ∩ A = A

(2) 交換 律 (commutative law)

A ∪ B = B ∪ A， A ∩ B = B ∩ A

(3) 結合律 (associative law)

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C， A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C

(4) 分配律 (distributive law)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)， A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

(5) 吸 収律 (absorption law)

A ∪ (A ∩ B) = A， A ∩ (A ∪ B) = A

(6) 復元律

(Ac)c = A

(7) ドゥ ・ モ ル ガン の 法則 (de Morgan’s law)

(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc， (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc �

例え ば ， A ⊆ A ∪ B は 以 下の よ う に 証明で き る ．

任意 の x ∈ A に た い し， x ∈ A ま た は x ∈ B で あ る の で x ∈ A ∪ B．

よ っ て ， A ⊆ A ∪ B．
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ま た ， 以 下の よ う に 論理記 法を 用い て 書き 下す こ と も で き る ．

x ∈ A ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪ B

こ れ ら の 証明の よ う に ， X ⊆ Y を 証明す る た め に は ， ⊆ の 定義 に 基 づ い て 「 任意 の x ∈ X

に 対し， x ∈ Y 」 が 成立す る こ と を 示さ なけ れ ば なら ない ． 同様に 二つ の 集合の 等価性

X = Y を 示す た め に は ，「 任意 の x ∈ X に 対し， x ∈ Y 」 が 成立す る こ と と 「 任意 の y ∈ Y

に 対し， y ∈ X」 が 成立す る こ と の 二つ を 示さ なけ れ ば なら ない ．

NOTE: 命題 1.7 の 各性質が 全て 成立す る こ と は ヴ ェン 図ま た は オイ ラ ー 図と 呼ば れ る

図を 用い て 容易 に 確 か め ら れ る の だ が ， こ れ は 証̇明̇で は なく ， 説̇明̇で あ る ． 一 般論で は あ

る が ， “説明” に お い て 重要なの は 相手に イ メ ー ジを 湧か す こ と で あ り ， そ れ ゆ え に 多少

大雑把な議 論を して も か ま わ ない ． よ っ て ， 定義 に 基 づ き 厳密に 取り 扱 う 必要が あ る “証

明” と は ず い ぶ ん と 趣き が 異 っ て く る の は 必然で あ る ． も ち ろ ん ， 説明す る 能力も 証明す

る 能力も 共に 重要な能力で は あ る が ， さ ら に 重要な能力は ， 説明す べ き 時に 説̇明̇し， 証明

す べ き 時に 証̇明̇す る ， と い う よ う に 状況に 応じ て 使い 分け る 能力で あ る ． 本講義 で は ， 教

育 効果を 考え て ， 説̇明̇と 証̇明̇を 明確 に 区別して 議 論を 進め て い く ．

1.4 関 数

本節は ， 教科書 1.1.2節 (pp.3–5) に 対応す る ．

定義 1.8 関 数 (function)f が 集合 A か ら 集合 B へ の 関 数で あ る こ と を 明示す る と き f :

A → B で 記 す ． ま た ， こ の と き ， 集合A を 関 数 f の 定義 域 (domain)， 集合B を 関 数 f の

値域 (range, codomain) と 呼ぶ ．

• f : A → B が 全射 (surjective)
def⇐⇒ ∀b ∈ B. ∃a ∈ A. f(a) = b

• f : A → B が 単射 (injective)
def⇐⇒ ∀a1, a2 ∈ A. (f(a1) = f(a2) ⇒ a1 = a2)

• 全射か つ 単射な関 数を 全単射 (bijective) 関 数と 呼ぶ ．

集合A か ら 集合B へ の 関 数の 全体を BA で 記 す ． なお ， 関 数 f : A → B は 全て の a ∈ A

に 対して 一 意 に f(a) ∈ B が 決定さ れ て い なけ れ ば なら ない と す る ． �

定義 1.9 集合 A上の 関 数 f (∈ AA) が 恒等関 数 (identity function) で あ る と は 任意 の 元

a ∈ A に 対し f(a) = a が 成立す る こ と で あ る ． 以 下で は 集合A上の 恒等関 数を IA と 記 す ．

ま た ， 関 数 f : A → B と g : B → C の 合成関 数 (composite function)g ◦ f : A → C を 以

下で 定義 す る ．

(g ◦ f)(a)
def
== g(f(a)) �

NOTE: 合成関 数 g ◦ f を (g ◦ f)(a)
def
== f(g(a)) で 定義 す る 場合も あ る 注意 さ れ た し．

命題 1.10 f : A → B と g : B → A を 関 数と す る ． g ◦ f = IAなら ば f は 単射で あ り g は

全射で あ る ．
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証明 最初に f が 単射で あ る こ と を 示す ． f(a1) = f(a2) と す る ． こ の と き ， g ◦ f(a1) =

g(f(a1)) = g(f(a2)) = g◦f(a2)． 仮定よ り g◦f = IA で あ る の で ， a1 = IA(a1) = g◦f(a1) =

g ◦ f(a2) = IA(a2) = a2．

次に ， g が 全射で あ る こ と を 示す ． a を A の 任意 の 元と す る ． 仮定よ り g ◦f = IA で あ る の

で ， a = IA(a) = g ◦ f(a) = g(f(a)) と なる ． す なわ ち ， f(a) ∈ B が 存在して g(f(a)) = a．

�

定義 1.11 f : A → B を 関 数と す る ． Aの 部分集合A1 に 対しB の 部分集合{f(a) | a ∈ A1}
を f に よ る A1 の 像 (image) と い い f(A1) で 記 す ． ま た ， B の 部分集合B1 に 対しA の 部

分集合 {a ∈ A | f(a) ∈ B1} を f に よ る B1 の 逆 像 (inverse image) と い い f−1(B1) で 記 す ．

�

例 1.12 f : A → B と し， Ai (i = 1, 2) を A の 部分集合と す る ． こ の と き ， f(A1 ∪A2) =

f(A1) ∪ f(A2) の 証明を 以 下の よ う に 与え る こ と が で き る ．

b ∈ f(A1 ∪ A2) ⇐⇒ ∃a ∈ A1 ∪ A2. f(a) = b

⇐⇒ ∃a1 ∈ A1. f(a1) = b ま た は ∃a2 ∈ A2. f(a2) = b

⇐⇒ b ∈ f(A1) ま た は b ∈ f(A2)

⇐⇒ b ∈ f(A1) ∪ f(A2)
�

例 1.13 f : A → A と し， A1 を A の 部分集合と す る ． こ の と き ， A1 ⊆ f−1(f(A1)) の 証

明を 以 下の よ う に 与え る こ と が で き る ．

a を A1 の 任意 の 元と す る ． 定義 よ り f(a) ∈ {f(a′) | a′ ∈ A1} = f(A1) が 成立．

よ っ て ， a ∈ {a′ ∈ A1 | f(a′) ∈ f(A1)} = f−1(f(A1))．

なお 上記 の 命題に お い て ， 一 般に は 等号関 係は 成立しない ． す なわ ち ， A1 = f−1(f(A1))

は 一 般に は 成立しない ． 例え ば ， A = {0, 1}， A1 = {1}， f(0) = f(1) = 1 の 場合を 考え

る と ， f−1(f(A1)) = f−1({1}) = {0, 1} 6= {1} = A1 と なる ． �

演 習課題

今回は 第 1回の 講義 なの で 皆さ ん の 数学的能力 (数学的感 性) を 見て みた い ． と い う わ け

で ， 趣味の 問題を 数問混ぜ て お く ． なお ， こ の 手の 問題を “楽 しめ る 能力” こ そ が 最重要

の 能力で あ る と 信じ る ．

問 1.1 3–4世紀 に ア レ クサン ドリ ア で 活躍した ディ オフ ァ ン トスの 墓碑銘は 以 下の よ う

なも の で あ っ た と い う ． さ て 彼は 何才ま で 生き た の か ？

こ の 墓石の 下に ， ディ オフ ァ ン トス眠る ． 見よ ， こ の 驚異 の 人を ！

こ こ に 眠れ る 人の 技を 介して ， 墓石は そ の 歳を 示さ ん ．

神の 許しの ま ま に ， 彼は 生涯の 1/6 を 少年と して 過ご し，

続く 生涯の 1/12 は ， そ の 頬に 髭を た く わ え ，

さ ら に 生涯の 1/7 を 経て 妻を 娶り ， 5年の 後に 1人の 息子を 得た ．

8



悲しい か な， そ の 息子， 人々 の 愛 を 受け つ つ ，

父の 生の 半分を 生き ， 運 命の 下に 身罷る ．

こ の 大い なる 悲しみに 追わ れ る こ と 4年，

父も ま た そ の 地上の 生を 終え る ．

問 1.2 以 下の 問い に 答え よ ． なお ， こ れ ら の 問題は 12–13世紀 に イ タリ ア の ピ サで 活躍

した フ ィ ボ ナッチに よ る ．

(1) 銀貨を 持っ た 3人の 男が ， 銀貨の 入っ た 財布を 見つ け ま した ． 最初の 男は ， 2番目の

男に 「 こ の 財布を 僕が と る と 君の 2倍の 銀貨を 持つ こ と に なる 」 と 言い ま した ． 2番

目の 男は ， 3番目の 男に 「 こ の 財布を 僕が と る と 君の 3倍の 銀貨を 持つ こ と に なる 」

と 言い ま した ． 3番目の 男は ， 最初の 男に 「 こ の 財布を 僕が と る と 君の 4倍の 銀貨

を 持つ こ と に なる 」 と 言い ま した ． 財布に は い く ら 入っ て い て ， 3人の 男た ち は そ

れ ぞ れ い く ら 持っ て い た の か ？

(2) あ る 人が 壁で 囲 ま れ た 場所に 生後す ぐ の 1 つ が い の ウ サギを 入れ ま した ． 1年後に は

何つ が い の ウ サギに なる か ？ た だ し， ど の つ が い も 生ま れ て 2ヶ 月目か ら 毎月 1 つ

が い の ウ サギを 産む も の と す る ．

問 1.3 以 下の 問い に 答え よ ． なお ， こ の 問題は 17–18世紀 に イ ギリ スで 活躍した ニュ ー

トン に よ る ．

牧場の 草は 一 様な濃さ と 速さ で 育 っ て い る ． こ の 草を 70頭の 牛 が 24日で 食べ

尽く し， 30頭なら 60日で 食べ 尽く す ． 96日も た せ る に は ， 牛 を 何頭に す れ ば

よ い か ？

問 1.4
√

2 が 無理数で あ る こ と を 証明せ よ ．

問 1.5 以 下で 定義 さ れ る 論理式を で き る だ け 簡 易 な日本語で 表現せ よ ． ま た ， い ず れ が

真で ， い ず れ が 偽 と なる か も 答え よ ． なお 対象領域 は N で あ る と す る ．

P1(x, y)
def⇐⇒ ∃z. x = zy

P2(x)
def⇐⇒ x ≥ 2 ∧ ∀u, v[x = uv ⇒ u = 1 ∨ v = 1]

問 1.6 以 下の 文を で き る だ け 簡 単な論理式で 書き 下せ ． なお ， 対象領域 は N で あ る と す

る ． ま た ， 関 数 f の 根と は f(x) = 0 と なる x の 事で あ る ．

(1) x は 偶 数で あ る (2) 関 数 f の 根は 存在しない (3) 関 数 f の 根は 只一 つ 存在す る

問 1.7 対象領域 は Z で あ る と す る ． 論理式 ∀x.∃y. x > y と ∃x.∀y. x > y の 真偽 を 答え よ ．

問 1.8 A を 要素数が n個の 有限集合で あ る と す る ． こ の と き ， A の 巾集合 P (A) の 要素

数が 2n個で あ る こ と を n に 関 す る 帰 納法で 証明せ よ ．

なお ， こ の 事実よ り A の 巾集合の 記 法と して 2A と い う 記 法が 存在す る の で あ る ．

問 1.9 命題 1.7 を 証明せ よ ．
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問 1.10 以 下を 証明せ よ ．
(1) A ⊆ B ⇐⇒ A ∪ B = B

(2) A ∪ B = A ∪ (Ac ∩ B)

(3) A \ B = A \ (A ∩ B)

(4) A ⊆ C ⇒ (A ∪ B) ∩ C = A ∪ (B ∩ C)

問 1.11 f : A → B と g : B → C と h : C → D を 関 数と す る ． こ の と き (h ◦ g) ◦ f =

h ◦ (g ◦ f) で あ る こ と を 証明せ よ ．

問 1.12 f : A → B を 関 数と し， A1, A2 を A の 部分集合， B1, B2 を B の 部分集合と す る ．

こ の と き ， 以 下の 等号関 係が 成立す る こ と を 示せ ．
(1) f−1(B1 ∪ B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2)

(2) f−1(B1 ∩ B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2)

(3) f−1(B1) \ f−1(B2) = f−1(B1 \ B2)

ま た ， 以 下の 包含 関 係が 成立す る こ と を 示せ ．

(4) f(A1 ∩ A2) ⊆ f(A1) ∩ f(A2)

(5) f(f−1(B1)) ⊆ B1

(6) f(A1) \ f(A2) ⊆ f(A1 \ A2)

問 1.13 問 1.12 の (4–6) に お い て 一 般に は 等号関 係は 成立しない ． こ の こ と を 反例に よ り

示せ ．

問 1.14 元を 2個以 上含 む 集合A を 考え る ． 関 数 f : A → B に 対し g ◦ f = IA と なる 関

数 g : B → A が 存在す る た め の 必要十分条件を 与え よ ． ま た ， こ の よ う な関 数 g が 一 意

に 存在す る た め の 必要十分条件を 与え よ ．

NOTE: 関 数 f : A → B に 対し g ◦ f = IA と なる 関 数 g が 一 意 に 存在す る と き ， g を f

の 逆 関 数 (inverse function) と 呼び ， f−1 で 記 す ．
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