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7.1 合同式

本節は ， 教科書 3.3節の 前半 (pp.127–131) に 対応す る ．

定義 7.1 整数 a, b の 差 a − b が ， あ る 整数 n の 倍数で あ る と き ， a, b は n を 法と して 合同

(congruence modulo n) で あ る と い い ， a ≡ b (mod n) と 記 す ． ま た ， こ の 形の 式を 合同

式 (congruence expression) と 呼ぶ ． �

定理 7.2 以 下の ３ 条件は 同値で あ る ．

(1) a ≡ b (mod n)

(2) ∃t ∈ Z. a = b + tn

(3) a mod n = b mod n

証明

• (1)⇒(2) を 示す ． a ≡ b (mod n) ⇒ ∃t ∈ Z. a − b = tn ⇒ ∃t ∈ Z. a = b + tn

• (2)⇒(3) を 示す ． a mod n = (b + tn) mod n = b mod n

• (3)⇒(1) を 示す ． a mod n = b mod n と す る ． mod の 定義 よ り ， あ る 整数 q, q′ が 存

在して a = qn + (a mod n) か つ b = q′n + (b mod n)． よ っ て ， a − qn = b − q′n．

よ っ て ， a − b = (q − q′)n で あ る の で 合同式の 定義 よ り a ≡ b (mod n)． �

定理 7.3 a ≡ b (mod n) で 整数上の 関 係を 与え る と 同値関 係に なる ． す なわ ち ， 以 下の

３ つ の 性質が 成り 立つ ．

(反射性) a ≡ a (mod n)

(対称性) a ≡ b (mod n) ⇒ b ≡ a (mod n)

(推移 性) a ≡ b (mod n) ∧ b ≡ c (mod n) ⇒ a ≡ c (mod n)

証明

(反射性) a − a = 0 = 0 · nなの で a ≡ b (mod n)．

(対称性) a ≡ b (mod n) と す る ． 定義 よ り ， あ る 整数 t が 存在して a − b = tn． よ っ て ，

b − a = (−t)nなの で b ≡ a (mod n) を 得る ．

(推移 性) a ≡ b (mod n) か つ b ≡ c (mod n) と す る ． 定義 よ り ， あ る 整数 s, t が 存在して

a − b = sn か つ b − c = tn． よ っ て ， a − c = (s + t)nなの で a ≡ c (mod n) を 得る ．

�
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NOTE: 推移 性が 成り 立つ の で ， a ≡ b (mod n)か つ b ≡ c (mod n)を ， a ≡ b ≡ c (mod n)

と 略記 す る こ と が 多い ． 例え ば ， 25 + 4 ≡ 29 ≡ 1 (mod 7)．

定理 7.4 a, b, c, d を 任意 の 整数と し， n を 0 で ない 任意 の 整数と す る ．

• a ≡ b (mod n) と c ≡ d (mod n) が 成立す る なら ば 以 下の 合同式も 成立．

(1) a + c ≡ b + d (mod n)

(2) a − c ≡ b − d (mod n)

(3) ac ≡ bd (mod n)

(4) ak ≡ bk (mod n) for any k ∈ N

• c 6= 0 と し， (c, n) = d と す る と 以 下が 成立．

(5) ca ≡ cb (mod n)なら ば a ≡ b (mod n
d
)

証明

• a ≡ b (mod n) か つ c ≡ d (mod n) と す る ． あ る 整数 s, t が 存在して a− b = sn か つ

c − d = tn．

(1) (a + c) − (b + d) = (s + t)nなの で 定義 よ り a + c ≡ b + d (mod n)．

(2) (a − c) − (b − d) = (s − t)nなの で 定義 よ り a − c ≡ b − d (mod n)．

(3) ac − bd = ac − bc + bc − bd = (a − b)c + b(c − d) = (sc + bt)n なの で 定義 よ り

ac ≡ bd (mod n)．

(4) k に 関 す る 帰 納法で 示す ． k = 0の と き は ak = bkなの で 明ら か ． k > 0と す る ． 帰

納法の 仮定よ り ak−1 ≡ bk−1 (mod n)． よ っ て ， (3) よ り aak−1 ≡ bbk−1 (mod n)，

す なわ ち ， ak ≡ bk (mod n)．

• c 6= 0 と し， (c, n) = d と す る ．

(5) ca ≡ cb (mod n) と す る ． 定義 よ り ， あ る 整数 t が 存在して ca − cb = tn．

ま た ， d は c, n の 公約数なの で ， あ る 整数 c′, n′ が 存在して (c′, n′) = 1 か つ

c = c′d, n = n′d． こ こ で ， c|(ca− cb) よ り c|tn． d 6= 0 よ り c′|tn′． よ っ て ， c′|t
なの で t

c′
∈ Z． 以 上よ り a − b = ca−cb

c
= tn

c
= t

c′
n
d
よ り a ≡ b (mod n

d
) を 得る ．

�

例 7.5 以 下の 合同式が 成立．

(1) 365a + b ≡ a + b (mod 7)

(2) 10nan + 10n−1an−1 + · · ·+ 10a1 + a0 ≡ an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 (mod 9)

(3) 1000nan + 1000n−1an−1 + · · ·+ 1000a1 + a0

≡ (−1)nan + (−1)n−1an−1 + · · ·+ (−1)1a1 + a0 (mod 7)
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こ れ ら の 合同式は 結構有用で あ る ． 個別に 見て い こ う ．

(1) こ の 式は 曜日の 計算に 便利． 例え ば ， 2003年 12月 4日が 木曜日で あ る 事を 知っ て い

る と き ， 2005年 12月 4日が 何曜日か を 簡 単に 調べ る こ と が で き る ． 2004年度は う

る う 年で あ る こ と を 考え て ，

365 × 2 + 1 ≡ 2 + 1 ≡ 3 (mod 7)

よ っ て ， 2005年 12月 4日が 日曜日で あ る こ と が 分か る (木曜日の 3日後は 日曜日)．

(2) こ の 式は ， 与え ら れ た 整数が 9 の 倍数で あ る か ど う か の 判定に 便利． 実際， 整数

123456789 が 与え ら れ た 場合

123456789 ≡ 1 + 2 + · · · + 9 ≡ 45 ≡ 4 + 5 ≡ 0 (mod 9)

と なる の で ， 123456789 が 9 の 倍数で あ る こ と が 分か る ．

(3) こ の 式は ， 与え ら れ た 整数が 7 の 倍数で あ る か ど う か の 判定に 便利． 実際， 整数

123456789 が 与え ら れ た 場合

123456789 ≡ 123 − 456 + 789 ≡ 456 (mod 7)

と なる ． 456 mod 7 = 1 を 計算す る こ と に よ り ， 123456789 は 7 の 倍数で は なく ， 7

で 割 る と 1余る 事が 分か る ．

一 応， 最後に 証明も 記 して お こ う ．

(1) 365 − 1 = 364 = 7 × 52なの で 365 ≡ 1 (mod 7)． 定理 7.4(1)(3) よ り 365a + b ≡
a + b (mod 7)．

(2) 明ら か に 10 ≡ 1 (mod 9)なの で ， 各 i = 1, 2, . . . , n に 対し， 定理 7.4(4) よ り 10i ≡
1 (mod 9) と なり ， 定理 7.4(3) よ り 10iai ≡ ai (mod 9) と なる ． よ っ て ， 定理 7.4(1)

を 繰り 返し用い る こ と に よ り 求 め る 合同式を 得る ．

(3) 1001 = 7 × 11 × 13 で あ る の で 1000 ≡ −1 (mod 7)． 各 i = 1, 2, . . . , n に 対し， 定理

7.4(4)よ り 1000i ≡ (−1)i (mod 7)と なり ， 定理7.4(3)よ り 1000iai ≡ (−1)iai (mod 7)

と なる ． よ っ て ， 定理 7.4(1) を 繰り 返し用い る こ と に よ り 求 め る 合同式を 得る ． �

7.2 1次合同方程式

本節は ， 教科書 3.3節の 中程 (pp.131–134) に 対応す る ．

定義 7.6 未知数を 含 む 合同式を 合同方程式 (congruence equation) と 呼ぶ ． 合同方程式を

解く (solve) と は 合同方程式を 成立さ せ る 未知数の 値を 求 め る こ と で あ る (通常は 合同式を

用い て 表現す る )． �

例 7.7 合同方程式 5x ≡ 1 (mod 4) を 解く と x ≡ 1 (mod 4) を 得る ． �
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定理 7.8 (a, m) = 1なら ば 合同方程式 ax ≡ b (mod m) は m を 法と して 只一 つ の 解を

持つ ．

証明 (a, m) = 1 と 定理 4.10 よ り ， あ る 整数 x′, y′ が 存在して ax′ + my′ = 1．

(解の 存在) 最初に 解が 存在す る こ と を 示す ． ax′ ≡ 1 − my′ ≡ 1 (mod m)． 定理 7.4(3)

よ り a(bx′) ≡ b (mod m)． よ っ て ， 合同方程式 ax ≡ b (mod m) は 解と して x = bx′

を 持つ ．

(解の 一 意 性)次に 解の 一 意 性を 示す ． x1, x2 を 二つ の 解と す る ， す なわ ち ax1 ≡ b (mod m)

か つ ax2 ≡ b (mod m)． よ っ て ， ax1 ≡ ax2 (mod m)． 定理 7.4(5) と (a, m) = 1 よ

り x1 ≡ x2 (mod m)． �

上記 の 証明よ り 直ち に 次の ア ル ゴリ ズム を 得る ．

ア ル ゴリ ズム 7.9

入力: (a, m) = 1 と なる 整数 a, b, m

出力: 合同方程式 ax ≡ b (mod m) の 一 般解

(1) 拡張ユ ー クリ ッドの 互除法を 用い て ax′ + my′ = 1 と なる 整数 x′, y′ を 求 め る ．

(2) x ≡ bx′ (mod m) を 出力 (bx′ の 代り に bx′ mod m を 用い た 方が 綺麗か も )． �

定義 7.10 同一 の 未知数に よ っ て 構成さ れ る 合同方程式の リ ストを 連立合同方程式 (simul-

taneous congruence equations) と 呼ぶ ． 連立合同方程式を 解く (solve) と は 全て の 合同方程

式を 同時に 成立さ せ る 未知数の 値を 求 め る こ と で あ る (通常は 合同式を 用い て 表現す る )．

�

例 7.11 連立合同方程式 {

x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 0 (mod 3)

を 解く と x ≡ 3 (mod 6) を 得る ． �

定理 7.12 (中国人の 剰余定理 (Chinese remainder theorem))

次の 連立合同方程式を 考え る ．







a1x ≡ b1 (mod m1)
...

...

akx ≡ bk (mod mk)

ま た ， 以 下の 条件が 全て 満た さ れ る と す る ．

(1) 全て の i で (ai, mi) = 1

(2) 全て の 相異 なる i と j に つ い て (mi, mj) = 1
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こ の と き ， こ の 連立合同方程式は 解を 持ち ， そ の 一 般解は 次の よ う に 表さ れ る ．

x ≡ c (mod m1m2 · · ·mk)

す なわ ち ， こ の 連立合同方程式は m1 · · ·mk を 法と して 只一 つ の 解を 持つ ．

証明 M = m1m2 · · ·mk と す る ．

(解の 存在)解が 存在す る こ と を 示す ． 各 i で Mi = M
mi
と す る ． 条件 (2) よ り (mi, Mi) = 1．

よ っ て 条件 (1) を 考え て (mi, aiMi) = 1． こ こ で ， 合同方程式

aiMixi ≡ 1 (mod mi)

を 考え る と ， (mi, aiMi) = 1なの で 定理 7.8 よ り こ の 方程式は 解を 持つ ． こ の 解の 一

つ を ci と す る ． 整数 c を

c = M1c1b1 + M2c2b2 + · · · + Mkckbk

で 定め る ． こ の 時， c は 連立合同方程式の 解と なる ． 実際， 全て の i で ， 条件 (2)

よ り 全て の i と 異 る j に 対し mi | Mj で あ る こ と を 考え る と ， 以 下の よ う に c は

aix ≡ bi (mod mi) の 解と なっ て い る ．

aic ≡ ai(M1c1b1 + M2c2b2 + · · ·+ Mkckbk) (mod mi)

≡ aiMicibi (mod mi)

≡ bi (mod mi)

(一 般解) 解が 少なく と も 一 つ 存在す る こ と は す で に 示した ． 解の 1 つ を c と す る ． こ の

と き x ≡ c (mod M) が 一 般解を 与え る こ と を 示す ．

最初に ， x ≡ c (mod M) が 解を 与え る こ と ， す なわ ち ， 任意 の 整数 t に 対し c + tM

も 解と なる こ と を 示す ． こ れ は ， 各 i で ， ai(c + tM) ≡ aic ≡ bi (mod mi) と なる こ

と か ら 示せ る ．

次に ， M を 法と した 解の 一 意 性を 示す ． c′ を c と 異 る 連立合同方程式の 解と す る ． こ

の と き ， 各 i で aic ≡ bi (mod mi) か つ aic
′ ≡ bi (mod mi)． 辺々 引 く と ai(c − c′) ≡

0 (mod mi)． (ai, mi) = 1なの で 定理 7.4(5) よ り c − c′ ≡ 0 (mod mi)． す なわ ち ，

mi | c − c′． よ っ て ， M | c − c′ と なる の で ， c ≡ c′ (mod M)．

以 上よ り ， x ≡ c (mod M) は 一 般解を 与え る ． �

上記 の 証明よ り 直ち に 次の ア ル ゴリ ズム を 得る ．

ア ル ゴリ ズム 7.13 定理 7.12 で 取り 扱 っ た 連立合同方程式を 考え る ． ま た ， 定理 7.12 の

条件 (1),(2) も 成立す る と す る ． こ の と き ， こ の 連立合同方程式の 一 般解は 次の よ う に 計

算で き る ．

(1) M = m1m2 · · ·mk と Mi = M
mi

(i = 1, 2, . . . , k) を 計算．

(2) 各 i に 対し， 合同方程式 aiMixi ≡ 1 (mod mi) の 特殊解 ci を

ア ル ゴリ ズム 7.9 を 用い て 求 め る ．

(3) c = M1c1b1 + M2c2b2 + · · ·+ Mkckbk を 計算．

(4) x ≡ c (mod M) を 出力 (c の 代り に c mod M を 用い た 方が 綺麗か も )． �
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NOTE: 中国人の 剰余定理が 何故そ う 呼ぶ れ る か と い う と ， 中国の 古い 数学書『 孫子算

経』 に 以 下の 問題と そ の 解法が 記 述さ れ て い た こ と に 由来す る ．

今有物不知其数 今， こ こ に 物が 有る が 其の 数を 知ら ない

三三数之剰二 其の 数を 3 つ ず つ 数え れ ば 2余り

五五数之剰三 其の 数を 5 つ ず つ 数え れ ば 3余り

七七数之剰二 其の 数を 7 つ ず つ 数え れ ば 2余る

問物幾 何 こ こ に 物は 何個あ る か ？

なお ， こ の 問題は 『 百五減算』 と 言う 名前で も 知ら れ て い る ． で は 何故 “百五”なの で あ

ろ う か ？ そ れ は こ の 問題を 解い て みれ ば 自ず と 分か る で あ ろ う (演 習課題に 加え て お く )．

NOTE: 『 孫子算経』 は 紀 元 4世紀 頃に 中国で 成立した と さ れ て い る ． 著者は 明ら か で

は ない ． 日本に は 遣唐使に よ っ て 伝え ら れ た ． なお ， 養老 2年 (西暦 718年) に 制定さ れ た

養老律令 (大宝律令 (大宝 1年,西暦 701年) の 改訂版？ ) に お い て ， 大学寮 (官 吏養成の 為

の 教育 機 関 ) に は 算博士 2人と 算生 30人を 置く 事と 定め て あ り ， そ の 教科書の 一 つ と して

孫子算経は 採用さ れ て い る ．

演 習課題

問 7.1 7x ≡ 5 (mod 13) を 解け ．

問 7.2 『 百五減算』 を 連立合同方程式の 概念を 用い て 定式化し， さ ら に そ の 解答を 与え よ ．

問 7.3 例 7.5 を 参考に して ， 与え ら れ た 整数が 11 の 倍数で あ る か ど う か を 簡 単に 判定す る

方法を 考案 せ よ ． ま た ， 考案 した 方法で 1234321 が 11 の 倍数で あ る か ど う か を 判定せ よ ．
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