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§9 正準変換とその母関数 

 正準方程式を不変にする正準変数の変換を考える．この変換が力学的運動の問題

を解く際に絶大な力を発揮する． 

 
１）正準変換 

 Hamiltonian が時間を陽に含まない場合も，陽に含む場合も，Hamiltonian に変分

原理を直接適用することで，Hamiltonの正準方程式を直接導いた．  

       

€ 

H(q1,  q2,  ⋅ ⋅⋅,  qf ; p1,  p2,  ⋅ ⋅⋅,  pf ;t) = pi ˙ q i
i=1

f

∑ − L                      (1)  

   

€ 

˙ q i =
dqi

dt
=
∂H
∂pi

,    

€ 

˙ p i =
dpi

dt
= −

∂H
∂qi

  

€ 

(i =1,2,......, f )        (2)  

 

€ 

qi,   piは一般化座標とこれに対応する一般化運動量であり，正準変数と呼ばれるこ

とも述べた． 

 (1), (2)が成立する時，

€ 

(qi,   pi)→

€ 

(Qk,   Pk )の変換を考える． 

                  

€ 

Qk =Qk (qi, pi,t) ，  

€ 

Pk = Pk (qi, pi,t)          (3)                            

 (3)の変換を (1),(2)に適用した時， 

€ 

Qk,   Pkがやはり新たな Hamiltonian を H’とす

る正準方程式， 

   

€ 

H '(Q1,  Q2,  ⋅ ⋅⋅,  Qf ; P1,  P2,  ⋅ ⋅⋅,  Pf ;t) = Pi
˙ Q i

i=1

f

∑ − L'          (4) 

   

€ 

˙ Q k =
dQk

dt
=
∂H '
∂Pk

,    

€ 

˙ P k =
dPk
dt

= −
∂H '
∂Qk

  

€ 

(k =1,2,......, f )       (5) 

を満足しているとする．この時，

€ 

(qi,   pi)→

€ 

(Qk,   Pk )の変換は正準変換（canonical 

transformation）と呼ばれる．正準方程式を満足する変数変換である．当然であろ

うが， (3)で表される一般的変換の全てが正準変換である訳ではない．変数間に特

別な関係がある場合に限られるはずである．そのような変数間の関係はどんな形

で与えられるのか？について以下で考える． 

 しかし，その前に (3)のような変換をなぜ考えるのかについて少し議論しよう．初
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めに見たように，Lagrangian は座標変換に対して不変であった． (3)と関連させれ

ば，

€ 

Qk =Qk (qi,t) , 

€ 

Pk = Pk (qi, pi,t)である．座標変換だから座標

€ 

qi ↔Qi間の対応は一

義的で，新座標の

€ 

Qk =Qk (qi,t)  に旧運動量 piは介在しない．しかし，座標変換後の

新運動量には旧座標・旧運動量の

€ 

qi, pi  が介在する．だから，

€ 

Pk = Pk (qi, pi,t)である． 

Lagrangian が不変な座標変換でも，

€ 

Pk = Pk (qi, pi,t)では

€ 

qi, piが混ざり合う．一方，正

準変数の考え方の基本は，

€ 

qi, piの両者を対等に扱うことである．だから，単なる座

標変換ではなく，(3)のように Qkに対しても Pkと同じように

€ 

qi, piの混ざりあう変換

を一旦は許す．然る後に，それらの中から，正準方程式を不変にする変換，正準変

換，のみを選ぶ．後に見るように，正準方程式を不変にする変換は問題を単純化す

るからである．しかし，この考え方は，ちょっと狡いのである．初めはどんな変換

も OKと述べている様に聞こえるが，本当の狙いは”正準方程式を不変にする変換”

だけなのである．だから正準変換の必要十分条件は何かが後に問題にされる． 

  

２）正準変換の母関数  

 

€ 

qi,   pi  についての(1), (2)も

€ 

Qi,   Pi についての(4), (5)も，変分原理を満たしている．

(1), (2) に対しては，(1)から Lを Hで表して， 

      

€ 

δ Ldt
t1

t2

∫ = δ { pi ˙ q i
i=1

f

∑ −H}dt
t1

t2

∫ = 0             (6) 

同様にして，(4)において L'を H'で表して， 

       

€ 

δ L'dt
t1

t2

∫ = δ { Pi
˙ Q i

i=1

f

∑ −H '}dt
t1

t2

∫ = 0               (7) 

である．当然， 

       

€ 

pi ˙ q i
i=1

f

∑ −H = Pi
˙ Q i

i=1

f

∑ −H '               (8) 

が成立していれば，(6)，(7)が両立することは自明である． 

 しかし，変分原理の最後に述べたように，変分原理を満足する Lagrangian にはそ
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の Lagrangianに任意の関数

€ 

dF(qi,t) /dtを加えた Lagrangianもやはり変分原理を満た

すという任意性があった．(7)は位相空間変数の議論であるから，任意の関数 F は

€ 

F(qi, pi,t)と考えねばならないが，(8)の左辺に

€ 

dF(qi, pi,t) /dtを加えても(6)の変分原

理を満たし，同様に，(8)の右辺に

€ 

dF '(Qi,Pi,t) /dtを加えたものも(7)の変分原理を満

足すると考えてみよう．故に， 

           

€ 

( pi ˙ q i
i=1

f

∑ −H) +
dF(qi, pi,t)

dt
= ( Pi

˙ Q i
i=1

f

∑ −H ') +
dF '(Qi,Pi,t)

dt
            

左辺の

€ 

dF(qi, pi,t) /dtを移行して

€ 

dF '(Qi,Pi,t) /dtと一緒にして，任意の関数W， 

        

€ 

W (qi, pi,t) ≡ F '(Qi(qk, pk ),Pi((Qi(qk, pk ),t) − F(qi, pi,t)        (9) 

としても，(3)の変換を考えているので，同じことである．従って， 

       

€ 

( pi ˙ q i
i=1

f

∑ −H) = ( Pi
˙ Q i

i=1

f

∑ −H ') +
dW (qi, pi,t)

dt
                (10) 

の恒等式が成立する．この両辺に dtを掛けて，次のWの全微分の形に直せば， 

     

€ 

dW (qi, pi,t) = pidqi
i=1

f

∑ − PidQi
i=1

f

∑ + (H '−H)dt                   (11) 

となる．この右辺は

€ 

qi,Qi,tに関する微分式である．変数としては，tを別にすると，

２f個の

€ 

qi, piであるが，(3)の変換を考えているので，

€ 

qi, piの代わりに，２f個の

€ 

qi,Qi

を考えてもおかしくはない．もし，

€ 

W =W1(qi,Qi ,t)であれば，(11)右辺の微分式は

Wの全微分になる．即ち，(11)右辺の微分式は Wの完全微分となる．この条

件は，

€ 

W1(qi,Qi ,t)の全微分を求めて(11)右辺に等置して,

€ 

dqi,dQi,dtの各係数が等しい

とすれば良い．即ち， 

 

€ 

dW1(qi,Qi ,t) =
∂W1

∂qi
dqi

i=1

f

∑ +
∂W1

∂Qi

dQi
i=1

f

∑ +
∂W1

∂t
dt

€ 

= pidqi
i=1

f

∑ − PidQi
i=1

f

∑ + (H '−H)dt (12) 

 である．(11)右辺の微分式が全微分であるような関数 Wを考えることが出来

る．この考え方は，熱力学の第一，第二法則が与える微分式から，熱力学量 U（内

部エネルギー）を議論するのと同じである．両者の対比は次章で述べる．  
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１．

€ 

W =W1(qi,Qi ,t)の場合  

 (12) で

€ 

dqi,dQi,dtの各係数が等しいとして，  

 

€ 

pi =
∂
∂qi

W1(qi,Qi,t) ,  

€ 

Pi = −
∂
∂Qi

W1(qi,Qi,t) ,  

€ 

(H '−H) =
∂
∂t
W1(qi,Qi,t)    (13-1) 

の結果を得る．さらに，完全微分の性質として，変数対

€ 

(qi,Qk )の間には， 

      

€ 

∂
∂Qk

( ∂
∂qi

W ) =
∂
∂qi
( ∂
∂Qk

W )  

が成立するので，二階の偏微分の関係として， (13-1)より， 

     

€ 

∂
∂Qk

( ∂
∂qi

W1) =
∂pi
∂Qk

,        ∂
∂qi

( ∂
∂Qk

W1) = −
∂Pk
∂qi

 

                        

€ 

∂pi
∂Qk

= −
∂Pk
∂qi

                             (13-2)                                       

が成立している． 

 

€ 

W =W1(qi,Qi,t)の時， (13-1)の第一式を

€ 

Qiについて解き， 

€ 

Qi =Qi(qk, pk,t)を求め，

これを(13-1)の第二式に代入すれば．

€ 

Pi = Pi(qk, pk,t)が得られる．

€ 

(qi,   pi)→

€ 

(Qi,   Pi)の

正準変換ができる．

€ 

W =W1(qi,Qi,t)は正準変換を指定するので，正準変換の母関数

(generating function)と呼ばれる． 

 関数 W の(2f+1)個の独立な変数の組み合わせは，t は別にして考えると，

€ 

(i =1,2,..., f )として，

€ 

W =W1(qi,Qi,t)の場合も含めて，次の４つの場合になる． 

  

€ 

W =W1(qi,Qi,t)， 

€ 

W =W2(qi,Pi,t) ,  

€ 

W =W3(pi,Qi,t) ,   

€ 

W =W4 (pi,Pi,t)      (14) 

€ 

W2,W3,W4 も正準変換の母関数である．

€ 

W2,W3,W4 のそれぞれについて，

€ 

W =W1(qi,Qi,t)の(12)と類似の式が得られるので，同じように考えれば良い．(14)に

おける母関数Wの違いは，独立変数の選択問題であるから，

€ 

W =W1(qi,Qi,t)に対す

る Legendre変換を考えて系統的に全て導出できる．残りの３つの場合について以下

の結果となる． 

  

２．

€ 

W =W2(qi,Pi,t)の場合：  

€ 

W1(qi,Qi,t)→W2(qi,Pi,t) の Legendre変換を行う．  



 114 

 (12)の 

€ 

dW1(qi,Qi ,t)

€ 

= pidqi
i=1

f

∑ − PidQi
i=1

f

∑ + (H '−H)dt   を用いて，

€ 

Qi → Pi の変数変

換を行う．即ち，第二項の

€ 

PidQiを消して

€ 

QidPiに変える．その為には， 

 

€ 

W2(qi,Pi,t) ≡ PiQi
i=1

f

∑ +W1(qi,Qi,t) と定義して，この両辺の微分を作れば， 

   

€ 

dW2(qi,Pi,t) ≡ PidQi
i=1

f

∑ + QidPi
i=1

f

∑ + dW1(qi,Qi,t)  

        

€ 

= pidqi
i=1

f

∑ + QidPi
i=1

f

∑ + (H '−H)dt        (15) 

となる. 

€ 

PidQiが相殺されて

€ 

QidPiが残り，新変数の組に対する微分式が得られる．

従って，(15)は，1. の(12)に相当するから，同様にして， 

       

€ 

pi =
∂W
∂qi

,    

€ 

Qi =
∂W
∂Pi

,     

€ 

H '= H +
∂W
∂t

           (15-1) 

               

€ 

∂pi
∂Pk

=
∂Qk

∂qi
                               (15-2) 

 

３．

€ 

W =W3(pi,Qi,t)の場合： 

€ 

W1(qi,Qi,t)→W3(pi,Qi,t)の Legendre変換を行う． 

 (12)右辺の第一項

€ 

pidqiを 

€ 

qidpiに変える．その為に， 

 

€ 

W3(pi,Qi,t) ≡ − piqi
i=1

f

∑ +W1(qi,Qi,t) と定義し，両辺の微分を作る： 

    

€ 

dW3(pi,Qi,t) ≡ − pidqi
i=1

f

∑ − qidpi
i=1

f

∑ + dW1(qi,Qi,t)  

         

€ 

= − qidpi
i=1

f

∑ − PidQi
i=1

f

∑ + (H '−H)dt          (16) 

となり，新たな変数の組に対する微分式が得られる．従って，(16)から 

          

€ 

qi = −
∂W
∂pi

 ,   

€ 

Pi = −
∂W
∂Qi

,    

€ 

H '= H +
∂W
∂t

         (16-1) 
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€ 

∂qi
∂Qk

=
∂Pk
∂pi

                                      (16-2) 

 

４．

€ 

W =W4 (pi,Pi,t)の場合：

€ 

W3(pi,Qi,t)→W4 (pi,Pi,t)の Legendre変換を行う． 

 (16)の

€ 

W3で第二項

€ 

PidQを

€ 

QidPiに変える．その為に， 

 

€ 

W4 (pi,Pi,t) ≡ PiQi
i=1

f

∑ +W3(pi,Qi,t) と定義し，両辺の微分を作ると 

   

€ 

dW4 (pi,Pi,t) ≡ PidQi
i=1

f

∑ + QidPi
i=1

f

∑ + dW3(pi,Qi,t)  

        

€ 

= − qidpi
i=1

f

∑ + QidPi
i=1

f

∑ + (H '−H)dt           (17) 

となり，新たな変数の組に対する微分式が得られる．故に(17)から， 

            

€ 

qi = −
∂W
∂pi

 ,   

€ 

Qi =
∂W
∂Pi

,     

€ 

H '= H +
∂W
∂t

       (17-1) 

                 

€ 

∂qi
∂Pk

= −
∂Qk

∂pi
                                     (17-2) 

となる． 

 もし，tを変数(q, p, Q, P)のパラメーターとしてのみ考えて良い場合は，Wは tを

陽に含まず， W の t に依る偏微分は０となる．従って， 

€ 

H = H '  である．これは

Hamiltonian が変化しない保存量であることを意味する．Hamiltonian が力学系を規

定する保存量である場合に当たる． 

 

＜母関数 Wの例＞  

１）

€ 

W = qiPi
i
∑  の場合:  これは， 

    

€ 

W(qi,Pi,t) : 

€ 

pi =
∂W
∂qi

, 

€ 

Qi =
∂W
∂Pi

, 

€ 

H '= H +
∂W
∂t

 に相当するので， 

       

€ 

pi =
∂W
∂qi

= Pi,          Qi =
∂W
∂Pi

= qi 
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   となる．この母関数Wでは変数は実質的に変わらない．恒等変換と呼ばれる． 

 

２）

€ 

W = qiQi
i
∑  の場合:  これは，    

    

€ 

W (qi,Qi,t)  :  

€ 

pi =
∂W
∂qi

,    

€ 

Pi = −
∂W
∂Qi

,    

€ 

H '= H +
∂W
∂t

    

が当てはまるので， 

     

€ 

pi =
∂W
∂qi

=Qi ,    

€ 

Pi = −
∂W
∂Qi

= −qi ,     

となる．この正準変換では，新旧の変数で座標と運動量が入れ替わる．この正準変

換の凄いところは，座標と運動量を名前だけの形式的ものにしてしまい，両

者を同等の変数にしてしまうことである．座標と運動量と呼ばずに，正準共役

変数と呼ぶ理由である．もともと我々は，座標と運動量を区別して, Newton力学か

ら出発した．しかし，正準変換に至ると，座標と運動量もさらに抽象化・一般化さ

れてしまい，正準共役変数となる． 

 

３）

€ 

(r,θ,ϕ)極座標系での，座標を

€ 

(q1,q2,q3)，（x，y，z）座標の運動量

€ 

(px, py, pz )を

€ 

(P1,P2,P3)として，

€ 

W = pxrsinθ cosϕ + pyrsinθsinϕ + pzrcosθを考える．

€ 

 W(qi,Pi)であ

るので，

€ 

(ii)   W(qi,Pi,t) : 

€ 

pi =
∂W
∂qi

, 

€ 

Qi =
∂W
∂Pi

, 

€ 

H '= H +
∂W
∂t

  が該当するので， 

     

€ 

pr =
∂W
∂qi

= pxsinθ cosϕ + pysinθsinϕ + pz cosθ  

     

€ 

pθ =
∂W
∂θ

= pxrcosθ cosϕ + pyrcosθsinϕ − pzrsinθ  

     

€ 

pϕ =
∂W
∂ϕ

= −pxrsinθsinϕ + pysinθ cosϕ  

     

€ 

x =
∂W
∂px

= rsinθ cosϕ，

€ 

y =
∂W
∂py

= rsinθsinϕ，

€ 

z =
∂W
∂pz

= rcosθ , 

€ 

qi = −
∂W
∂pi

 

 


