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前書き

近年では, アドホックネットワークやセンサーネットワークに対する研究が盛ん

に行われている. その中に, 端末やセンサーの情報を基地局に収集, もしくは基地局

から端末やセンサーに命令を配送する操作が頻繁に行われることが想定されたモデ

ルがある. ただし, 情報を収集するための端末やセンサーにはバッテリーが使用され

ることが少なくないため, 効率的な通信を実現するための通信トポロジを構築する

ことが求められる. そのような限られたバッテリー容量を用いて, 基地局への収集回

数, あるいは基地局からの配送回数を最大化するような通信トポロジを構築する問

題はグラフパッキング問題としてモデル化されることが多い.

本研究ではそのような問題を応用の 1つとして持つ頂点容量制約付き有向全域木

パッキング問題を扱う. 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題は, 入力として

有向グラフ, 根, 各辺の始点側と終点側の消費量, および頂点容量が与えられ, 根に

流入するような有向全域木の集合とそれらの木のパッキング回数を決定する問題で

ある. そのとき, 全ての木をパッキングしたときの各頂点の合計資源消費量が頂点容

量を超えないという制約のもとで, 木の合計パッキング回数を最大化することを目

的とする.

しかしながら, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題は強NP困難であるこ

とが証明されており, 厳密な最適解を現実的な時間で求めることは困難である. その

ため, 現実的な時間でなるべく良い解を発見する手法である, 発見的解法を開発する

ことが強く望まれる. 本研究では, 本問題に対して 2つの発見的解法を提案する. 2

つの発見的解法では, 本問題に対する緩和問題を定義し, 緩和問題を解いたときの情

報を用いて本問題に対する実行可能解を生成する. 緩和問題とは, 元の問題の制約条

件を緩めたり, 取り除いたりした問題であり, 元の問題に比べて解きやすい問題とな

る. 元の問題を解くことが困難である場合によく用いられる手法であり, 本研究で提

案するアルゴリズムも緩和問題から得られる情報を用いて本問題を解く. 具体的な



緩和法としては, 線形緩和とラグランジュ緩和を用いた.

さらに, 本研究では提案したアルゴリズムの性能を評価するために計算実験を行っ

た. 計算実験の際には, 提案手法の性能が既存アルゴリズムに比べて相対的にどの程

度優れているのかを判断するために比較実験も行った. そのような実験を通して, 提

案した 2つのアルゴリズムは現実的な時間で既存アルゴリズムよりも良い解を生成

できることを観測した. また, ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムの方が線形緩

和問題に基づくアルゴリズムよりもさらに実用的であることを示した.

頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に関するいくつかの理論的な結果も

得られた. 具体的には, 整数計画問題による多項式サイズの定式化, 線形緩和問題に

対する価格付け問題が多項式時間で解けること, および線形緩和に基づくアルゴリ

ズムの近似精度などについて示した.

実際の応用においては, 様々な付加的な制約が必要であることが少なくなく, 本研

究で与えた 2つのアルゴリズムが直接適用できない問題が多数存在する. しかし, 似

通った構造を持つ問題であれば, それぞれの問題に特化したアルゴリズムを設計す

る上での指針や, 内部で呼び出す部品として本研究の成果を活用することができる.

また, 本研究で与えた理論的な結果は, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題

に対する興味深い知見を与えてくれる. これらの成果が, センサーネットワークに関

する分野, グラフパッキングに関する分野, さらには最適化分野の発展に貢献できれ

ば幸いである.

2011年 3月

田中 勇真
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1

第1章 序論

本研究では頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題を扱う. 頂点容量制約付

き有向全域木パッキング問題は, 入力として有向グラフ, 根, 各辺の始点側と終点側

の消費量, および頂点容量が与えられ, 根に流入するような有向全域木の集合とそれ

らの木のパッキング回数を決定する問題である. このとき, 全ての木をパッキングし

たときの各頂点の合計資源消費量が頂点容量を超えないという制約のもとで, 木の

合計パッキング回数を最大化することを目的とする. この問題は強 NP困難である

ことが証明されており, 優れた発見的解法を開発することが求められる.

本研究では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対して 2つの発見的解

法を提案する. 2つの発見的解法では, 本問題に対する緩和問題に基づいており, 緩

和問題を解いたときの情報を用いて本問題に対する実行可能解を生成する. 緩和問

題とは, 元の問題の制約条件を緩めたり, 取り除いたりすることで, 元の問題に比べ

て解き易くした問題である. 元の問題を解くことが困難である場合によく用いられ

る手法であり, 本研究で提案するアルゴリズムも緩和問題から得られる情報を用い

て本問題を解く. 提案するアルゴリズムの 1つ目は線形緩和に基づいたものであり,

線形緩和問題に対して成り立つ良い性質を用いてアルゴリズムを提案する. 2つ目は

ラグランジュ緩和に基づいたものであり, ラグランジュ緩和問題に対する優れた発

見的解法である劣勾配法を用いたアルゴリズムを提案する. また, 提案する 2つのア

ルゴリズムは実用的な問題例に対して, 既存研究より速く, より良い解を生成できる

ことを示す.

各章で述べる内容は次の通りである. 本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッ

キング問題を理解する上で必要な知識と定義を与える. 本章の 1.1節で本問題の背

景, 1.2節で頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題の厳密な定義, 1.3節で本問

題の計算複雑性についての議論, 1.4節で本研究が対象とする問題例の性質, 1.5節で

問題の定式化を示す. 続く第 2章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題
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に対して線形緩和に基づくアルゴリズムを提案し, 精度の良い解を生成できること

を示す. 第 3章では, 第 2章で提案したアルゴリズムを含むような一般化された線形

緩和に基づくアルゴリズムを定義し, そのようなアルゴリズムの近似精度について

議論する. 第 4章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対してラグラ

ンジュ緩和に基づくアルゴリズムを提案し, 第 2章で提案したアルゴリズムよりも

実用的に優れていることを示す. 最後に第 5章で本研究の結論を述べる.

1.1 背景

頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題の重要な応用の１つとしてセンサー

ネットワークがある. 近年では, アドホックネットワークやセンサーネットワークに

対する研究が盛んに行われている. 情報を収集するための端末やセンサーにはバッ

テリーが使用されることが少なくない. そのため, 効率的な通信を実現するための

通信トポロジを構築することが求められる. 限られたバッテリー容量を用いてその

ような通信回数を最大化するような通信トポロジを構築する問題は総称してネット

ワークライフタイム問題と呼ばれる. ネットワークライフタイム問題の中にはグラ

フパッキング問題としてモデル化されているものが多数あり, その中の重要な問題

として頂点容量制約付き全域部分グラフパッキング問題がある [5, 17, 26]. 例えば,

センサーネットワークでは, ある 1つの全域部分グラフは, 全てのセンサーの情報を

基地局に伝える情報経路, もしくは基地局の情報を全センサーに伝える情報経路 1つ

に相当する. センサー間, およびセンサー基地局間でデータを送受信すると電力を消

費し, 送信側では 2点間の距離に依存した電力を必要とする. センサーは通常バッテ

リーを使用するので, 電力消費量を抑えた情報経路を選択し, なるべく長くセンサー

が使えることを考慮しなければならない. この問題に対しては情報経路として高さ

を制限した全域有向木を用いた LEACH-Cと呼ばれるアルゴリズムが提案されてい

る [17]. さらに効率的な送信経路の選択方法として, 整数計画問題に定式化した後に,

近似解法を用いるものも存在する [26]. Calinescuら [5]のモデルでは, 流入消費量は

考えられておらず, 各頂点の消費量は流出消費量の最大値で与えられており, 全域部

分グラフに対する条件に応じて様々な問題を考慮した上で, それらの困難性や近似

解法が示されている.
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頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題はグラフに有向全域木をパッキング

する問題である. 与えれたグラフに特定の性質を満たす部分グラフをパッキングする

問題, つまり辺素な部分グラフの集合を見つける問題は, グラフ理論および離散最適

化の基本的な問題として広く研究されている. 例えば, グラフに閉路 [6, 21], 道 [24],

木 [15]などをパッキングする問題がある. とくに, このようなグラフ上に部分グラフ

をパッキングする問題の中で, 有向グラフに有向全域木をパッキングする問題は本研

究で扱う問題と強い関連があり, 本研究でも理論的な性質を証明するためにそれら

の結果を用いている. ここでいう有向全域木とは全ての辺が根と呼ばれる特別な頂

点に流入する方向に向き付されている根付き全域木のことである (根から流出する方

向で定義されることも多いが,　等価な問題である). この問題は辺素有向全域木パッ

キング問題と呼ばれ, (多重辺が許される)有向グラフG = (V,E)と根 rが与えられ,

同じ辺を使用ない rに流入するような有向全域木の最大パッキング回数を見つける

問題と定義される. この問題に対しては, 1973年にEdmondsによって証明された最

大最小定理 [9]を皮切りに, 多くの拡張や効率的なアルゴリズムが提案されている.

Tarjan [28]とLovász [22]はO(k2|E|2)時間のアルゴリズムを, TongとLawler [29]は

O(k|V ||E|+ k3|V |2)時間アルゴリズムを, Gabow [12]はO(k2|V |2+ |E|)時間アルゴ

リズムを提案した. 最近ではBhalgatら [3]がO(k|E| log |V |+ k4|V | log2 |V |)時間ア

ルゴリズムを提案している. ここで, kは辺素な有向全域木の数を意味する. さらに,

近年, Kamiyamaら [20]はEdmondsの定理を拡張できることを示した. Fujishige [11]

はこの結果を用いて更なる一般化を与えている. また, 各辺に容量がついた辺容量

制約付きの辺素有向全域木パッキング問題に対しても研究がなされており, いくつ

かの多項式時間アルゴリズムが与えられている [14, 23, 25]. とくに, Gabowら [14]

は O(min{|V |, logC}|V |2|E| log(|V |2/|E|))時間アルゴリズムを提案している (C は

最大の辺容量を表す).

1.2 問題

この節では頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題の定義を与える. 頂点容量

制約付き有向全域木パッキング問題は, 入力として有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V ,

各有向辺における始点側と終点側の消費量 t : E → R+と h : E → R+ (R+は非負
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実数の集合を表す), 各頂点 i ∈ V の容量 bi ∈ R+が与えられる. 便宜上, グラフG

上の各頂点 i ∈ V \ {r}から根 rへの有向道が存在するような木 (根 rに流入するよ

うな全ての有向全域木)の集合を Tallと定義する. また, δ+j (i)と δ−j (i)をそれぞれ木

j ∈ Tallにおける頂点 i ∈ V から出る辺の集合と入る辺の集合とする. 木 j ∈ Tallの

頂点 i ∈ V における資源消費量を次のように定義する:

aij =
∑

e∈δ+j (i)

t(e) +
∑

e∈δ−j (i)

h(e). (1.1)

すなわち, 資源消費量 aijは, 頂点 iから出る木 jの終点側の消費量と, 頂点 iに入る

木 jの全ての辺の始点側の消費量の合計である. 頂点容量制約付き有向全域木パッ

キング問題は, 頂点容量制約

∑

j∈T

aijxj ≤ bi, ∀i ∈ V (1.2)

を満たす有向全域木の部分木集合 T ⊆ Tallと, その部分木集合の各木 j ∈ T に対し

てパッキング回数 xj ∈ Z+(Z+は非負整数の集合を表す)を決定する問題であり, 全

ての木のパッキング回数の合計
∑

j∈T xjを最大化するのが目的である. また, とくに

断らない限り, “木”は根 rに流入するような有向全域木のことを意味する.

頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する具体例 (問題例)を図 1.1に

示す. 図 1.1の問題例は 4つの頂点を持ち, rが根, 1から 3までが通常の頂点である.

辺上の 2つの数字がそれぞれ始点側と終点側の消費量を, 各頂点の側にある影付き

の数字が容量を表す. この問題例のグラフとパラメータは次の通りである:

V = {r, 1, 2, 3},

E = {(1, r), (2, r), (1, 2), (2, 1), (3, 1), (3, 2)},

b(1) = 14, b(2) = 13, b(3) = 7, b(r) = +∞,

t((1, r)) = 4, t((2, r)) = 3, t((1, 2)) = 1,

t((2, 1)) = 1, t((3, 1)) = 2, t((3, 2)) = 4,

h((1, r)) = 0, h((2, r)) = 0, h((1, 2)) = 3,

h((2, 1)) = 1, h((3, 1)) = 2, h((3, 2)) = 1.

図 1.2は図 1.1のグラフ上に存在する全ての木 (すなわち, Tallの全要素)を列挙した

ものである. 各頂点上の数字は式 (1.1)による頂点の消費量を表す. 例えば, 木 (a)に
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図 1.1: 問題例

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 1.2: 図 1.1のグラフ上に存在する全ての木 (Tallの全要素)
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おける頂点 “1”の資源消費量は a1a = t((1, r))+h((3, 1)) = 4+2 = 6となる. もし木

(c)を 1本, 木 (f)を 2本パッキングしたとすると (すなわち, 部分木集合を T = {c, f}

とし, 2つの木のパッキング回数を xc = 1および xf = 2としたとすると), この解は

頂点容量制約 (1.2)を全ての頂点において満たすので実行可能である. 例えば, 頂点

“1”は
∑

j∈T a1jxj = 7× 1 + 3× 2 = 13 ≤ b1 = 14を満たす. また, この解は最適値
∑

j∈T xj = 3を達成する解である.

1.3 計算複雑性

1.2節で定義した頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題は Imahoriら [19]に

より強NP困難であることが証明されている. 彼らは様々な制限を加えた問題に対

して計算複雑性を検証しており, 各辺の消費量がユークリッド距離の関数で定義さ

れるような実用的な問題例であっても, 一般的には強NP困難であることを示してい

る. 彼らの示した結果は次の通りである:

• 頂点容量制約 (1.2)を満たすような木がグラフG上に存在するか否かを判定す

る問題

– 始点側の消費量 tだけが存在する (∀e ∈ E, h(e) = 0)問題: 多項式時間ア

ルゴリズムが存在

– 終点側の消費量 hだけが存在する (∀e ∈ E, t(e) = 0)問題: 強NP困難

∗ 全ての辺に対する終点側の消費量が同一である問題: 強NP困難

∗ 無閉路グラフ: 強NP困難

∗ 各辺の終点側の消費量が端点間の Lp距離の関数で定義される問題:

強NP困難

• 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題

– 始点側の消費量 tだけが存在する (∀e ∈ E, h(e) = 0)問題: 強NP困難

∗ 無閉路グラフ: 多項式時間アルゴリズムが存在

∗ 各辺の始点側の消費量が端点間の Lp距離の関数で定義される問題:

強NP困難
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– 始点側と終点側の消費量 tと hが両方存在する問題: 強NP困難

∗ 全ての辺の消費量が同一である無閉路グラフ上の問題: 多項式時間ア

ルゴリズムが存在

ここで, 頂点 v の d次元の座標を (x1(v), . . . , xd(v)) ∈ R
d とし, pを 1以上の実数

または p = ∞である定数とすると, 頂点 v と wの間の Lp 距離は p 6= ∞のとき

Lp(v, w) = (|x1(v)− x1(w)|
p + · · ·+ |xd(v)− xd(w)|

p)1/p, p = ∞のとき L∞(v, w) =

max{(|x1(v) − x1(w)|, . . . , |xd(v) − xd(w)|} により定義される. とくに, L2距離は

ユークリッド距離と呼ばれる.

ここでは, 本研究で取り扱う問題が強 NP困難であることを示す結果の一例とし

て, 終点側の消費量 hだけが存在し, 無閉路グラフであるような問題例に対して, 頂

点容量制約 (1.2)を満たすような木がグラフG上に存在するか否かを判定する問題

が強NP困難であることの証明を紹介する.

定理 1 (Imahoriら [19]). 頂点容量制約 (1.2)を満たすような木がグラフG上に存在

するか否かを判定する問題は強NP困難である. また, 与えられたグラフが無閉路グ

ラフであり, しかも始点側の消費量 tが常に 0である場合に限定しても強NP困難の

ままである.

証明. ビンパッキング問題が上記の判定問題に多項式時間帰着可能であることを示す.

ビンパッキン問題は強NP完全であることが知られている [16]. Bをビンの集合とし,

cB ∈ Z+をビンの容量とする. Iをビンに詰め込まれるアイテムの集合とし, 各アイ

テム i ∈ Iのサイズを si ∈ Z+とする. maxi∈I{si}と cBがアイテムの要素数 |I|に関

する多項式で抑えられる場合に限定しても, ビンパッキング問題はNP完全のままで

あることに注意する必要がある. ビン集合Bに対して頂点集合 U := {u1, . . . , u|B|},

アイテム集合 Iに対して頂点集合W := {w1, . . . , w|I|}を定義する. また, rを根とす

る. 頂点集合W の各頂点w ∈ W から頂点集合Uの全ての頂点u ∈ Uに対して, およ

び頂点集合 U の各点 u ∈ U から根 rに対して辺を張る. 頂点集合W の頂点w ∈ W

から出る辺 eの終点側の消費量を h(e) := si, それ以外の辺 eの終点側の消費量を

h(e) := 0とする. 頂点集合 U の各頂点 u ∈ U の容量を bu := cB, それ以外の頂点 i

の容量を bi := 0とする. この変換の例を図 1.3に示す. このようにして得られた問

題例のサイズはアイテムの要素数 |I|に関する多項式で抑えられ, 問題例の中に現れ
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図 1.3: ビンパッキング問題から木の存在判定問題への変換例

る最大の数値は元のビンパッキング問題に対する問題例と同じである. 明らかに, 頂

点容量制約 (1.2)を満たすような木が存在することと, 実行可能なビンへのアイテム

の詰め込みが存在することは等価である.

1.4 対象とする問題例

1.3節で述べたように頂点容量制約 (1.2)を満たすような木を見つける問題は強NP

困難である. しかしながら, 本研究では頂点容量制約 (1.2)を満たすような木を見つ

けるのが困難であるような問題例は対象としない. すなわち, グラフ上に少なくとも

1回はパッキングできる木が多く存在するような問題例を対象とする. 例えば, δ+(i)

および δ−(i)をそれぞれ頂点 i ∈ V における出る辺と入る辺の集合と定義すると，全

ての頂点 i ∈ V において

max
e∈δ+(i)

t(e) +
∑

e∈δ−(i)

h(e) ≤ bi (1.3)

が満たされるような問題例では, 任意の木が少なくとも 1回はパッキングできる. こ

れは直感的には始点側と終点側の消費量が頂点容量よりも十分に小さい場合を意味

している．この式 (1.3)の仮定は厳しいものではなく, センサーネットワークなどの

ネットワークに関する実用的な問題例にはそのような仮定を満たす (通信路を見つ

けることが簡単である)ものが少なくない. また, 頂点容量制約 (1.2)を満たすよう

な木を見つける問題と各木のパッキング回数を最大化する問題は問題の構造が大き

く異なり, 別々のアルゴリズムを設計したほうが良いアルゴリズムを開発できる. さ



1.5. 定式化 9

らに, 式 (1.3)の仮定を満たす問題例に限定しても本問題は強NP困難のままである.

なぜなら, 文献 [19]中の Theorem 7で強NP困難を証明するために使用した問題例

が式 (1.3)を満たすからである.

1.5 定式化

第 2章と第 4章で述べる提案アルゴリズムの準備として, 1.2節で定義した頂点容

量制約付き有向全域木パッキング問題の定式化を行う. 頂点容量制約付き有向全域

木パッキング問題は以下のような整数計画問題に定式化できる:

maximize
∑

j∈Tall

xj,

subject to
∑

j∈Tall

aijxj ≤ bi, ∀i ∈ V, (1.4)

xj ≥ 0, xj ∈ Z, ∀j ∈ Tall.

各記号の意味は以下の通りである:

V : 頂点集合,

Tall: 根 r ∈ V に流入するような全ての有向全域木の集合,

aij: (式 (1.1)で定義される)木 j ∈ Tallにおける頂点 i ∈ V の資源消費量,

bi: 頂点 i ∈ V の容量,

xj: 木 j ∈ Tallのパッキング回数,

Z: 整数集合.

1.2節および式 (1.4)で, Tallを根 r ∈ V に流入するような全ての有向全域木の集

合と定義した. しかしながら, Tallの要素数は一般的には指数的に大きくなり, Tallを

直接扱うことは困難である. そこで, 提案するアルゴリズムの内部では部分木集合

T ⊆ Tallに対する次のような問題を計算の対象とする:

P (T ) maximize
∑

j∈T

xj,

subject to
∑

j∈T

aijxj ≤ bi, ∀i ∈ V,

xj ≥ 0, xj ∈ Z, ∀j ∈ T.
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もし T = Tallのときは, 問題 P (Tall)は元の問題 (1.4)と等価である. 任意の木集合

T ⊆ Tallに対して, P (T )の任意の実行可能解はP (Tall)の実行可能解になることに注

意する必要がある. また, この問題P (T )の最適値をOPTP (T )とする. 具体的にどの

ような部分木集合 T ⊆ Tallを扱うかについては第 2章と第 4章で述べる. しかしな

がら, たとえ部分木集合 T が十分小さなサイズであったとしてもP (T )は整数計画問

題のままである. 一般的に整数計画問題を厳密に解くことは難しい. そこで, 第 2章

と第 4章で提案するアルゴリズムでは, P (T )の緩和問題を考え, 緩和問題を解くこ

とによって得られる情報を利用して P (T )の実行可能解を探索する.

式 (1.4)では全ての木の集合 Tallを用いて定式化しており, 変数の数が指数的に大

きくなってしまう. そのため, 整数計画ソルバーに直接入力することができない. し

かしながら, 本研究では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対して次の

ような式 (1.4)とは別の定式化が存在することを示した:

maximize f (1.5)

subject to
∑

w:(v,w)∈E

yvwi −
∑

w:(w,v)∈E

ywvi =























0 (v ∈ V \ {i, r})

f (v = i)

−f (v = r)

(∀i ∈ V \ {r})

(1.6)

yvwi ≤ zvw (∀(v, w) ∈ E, ∀i ∈ V \ {r}) (1.7)
∑

w:(v,w)∈E

zvw = f (∀v ∈ V \ {r}) (1.8)

∑

w:(v,w)∈E

t((v, w))zvw +
∑

w:(w,v)∈E

h((w, v))zwv ≤ bv (∀v ∈ V ) (1.9)

yvwi ≥ 0, yvwi ∈ Z (∀(v, w) ∈ E, ∀i ∈ V \ {r}) (1.10)

zvw ≥ 0, zvw ∈ Z (∀(v, w) ∈ E) (1.11)

f ≥ 0, f ∈ Z (1.12)

各記号の意味は以下の通りである:

V : 頂点集合,

E: 辺集合,
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r: 根,

t((v, w)): 辺 (v, w) ∈ Eの始点側の消費量,

h((v, w)): 辺 (v, w) ∈ Eの終点側の消費量,

bv: 頂点 v ∈ V の容量,

yvwi: 頂点 i ∈ V \{r}から根 rへ f単位のフローを流したときに辺 (v, w) ∈ E

に流れるフロー量,

zvw: 辺 (v, w) ∈ Eを使用した (グラフ上にパッキングした)回数,

f : 各頂点 i ∈ V \ {r}から根 rへ流すフロー量,

Z: 整数集合.

各制約式の意味を簡単に説明する. 制約式 (1.6)は各頂点 i ∈ V \ {r}から根 rへ f単

位のフローを流したときのフロー保存則を表す. 制約式 (1.7)は, 各頂点 i ∈ V \ {r}

から根 rへフローを流したときに各辺 (v, w) ∈ Eに流れるフロー量が, 辺の使用回数

以下でなければならないことを表す. 制約式 (1.8)は全ての頂点 i ∈ V \{r}から出る

辺の使用回数の合計が f でなければならないことを表す. 制約式 (1.9)は式 (1.2)で

示した頂点容量制約を表し, 頂点容量を超えないように全ての辺 (v, w) ∈ Eの使用

回数 (グラフ上にパッキングした回数)を定めなければならないことを意味する. ま

た, 式 (1.10), 式 (1.11)および式 (1.12)は各変数が整数であることを表す. なお, 制

約式 (1.8)を取り除いたとしても最適値が変わらないことを示すことができる. した

がって, 式 (1.8)は制約として冗長であるが, 解空間を限定することで整数計画ソル

バーの探索を効率化する目的のために導入した.

ここからは, 式 (1.4)による定式化と式 (1.5), . . . ,(1.12)による定式化の等価性に

ついて議論する. もし, この定式化の実行可能解が与えられれば, zvwより頂点容量

制約を満たすような各辺 (v, w) ∈ E の使用回数を知ることができる. しかし, 各

辺の使用回数からいくつかの木のパッキングとして構成できるかどうかは自明では

ない. すなわち, Ej を木 j ∈ T の辺集合とすると, 全ての辺 (v, w) ∈ E に対して
∑

j∈T |{(v, w)} ∩ Ej|xj ≤ zvwを満たし, しかも
∑

j∈T xj = f となるような木集合 T

と各木 j ∈ T のパッキング回数 xjが存在するかどうかは分からない. そこで, 次のよ

うな問題を考える. 入力として有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V , 各辺 (v, w) ∈ Eに

容量 zvw ∈ Z+が与えられる. 各辺 (v, w) ∈ Eの合計使用回数
∑

j∈T |{(v, w)}∩Ej|xj

が容量 zvw以下であるような部分木集合 T ⊆ Tallと, 各木 j ∈ T のパッキング回数
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xj ∈ Z+を決定し, 全ての木のパッキング回数の合計
∑

j∈T xjを最大化することを目

的とする問題である.

この問題は, 1.1節で述べた辺容量制約付きの辺素有向全域木パッキング問題で

ある. この問題に対しては Gabowら [14]によって, 高々多項式種類の相異なる木

を使用した最適解を出力する多項式時間アルゴリズムが存在することが示されてい

る. 具体的には, 高々|V | + |E| − 2本の相異なる木を使用した最適解を出力する

O(min{|V |, log zmax}|V |2|E| log(V |2/|E|))時間のアルゴリズムが存在する. ここで,

zmax = max(v,w)∈E{zvw}である. すなわち, 式 (1.5), . . . ,(1.12)による定式化の実行可

能解が与えられれば, 全ての辺 (v, w) ∈ Eに対して
∑

j∈T |{(v, w)} ∩ Ej|xj ≤ zvwを

満たすような多項式サイズの木集合 T と各木 j ∈ T のパッキング回数 xjを多項式時

間で見つけることができ, 式 (1.4)による定式化の実行可能解となる.

次に, このようにして得られた式 (1.4)による定式化の実行可能解の目的関数値が
∑

j∈T xj = f を満たすことを示す. そのために, 辺素有向全域木パッキング問題に対

する基本的な定理である Edmondsの最大最小定理 [9]を使用する.

定理 2 (Edmondsの最大最小定理 [9]). (多重辺が許される)有向グラフG = (V,E)

と根 r ∈ V が与えられたとき, rを根とする f 本の辺素な有向全域木が存在する必要

十分条件は, 全ての頂点 k ∈ V \ {r}に対して kから rへの f 本の辺素な有向道が存

在することである.

この定理は辺容量制約付きではない辺素有向全域木パッキング問題に対するもので

あるが, 各辺 (v, w) ∈ Eの容量 zvwは頂点 vと w間の多重辺の本数と見なすことで

きるので, 辺容量制約付きの辺素有向全域木パッキング問題に拡張できることがす

ぐに分かる. すなわち, 次の系が直ちに得られる:

系 1. 有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V と各辺 (v, w) ∈ Eに容量 zvw ∈ Z+が与えら

れたとき, rを根とする f 本の有向全域木がグラフG上にパッキングできる必要十

分条件は, 全ての頂点 k ∈ V \ {r}に対して kから rへ f 単位の (各辺 (v, w) ∈ Eに

流れるフローの単位が整数値に限るような)フローが存在することである.

式 (1.5), . . . ,(1.12)による定式化の実行可能解中の zvwより定義された, 上記の辺容

量制約付きの辺素有向全域木パッキング問題は, 明らかに全ての頂点 k ∈ V \ {r}

に対して kから rへ f 単位のフローが存在する. よって, 系 1よりGabowら [14]の
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アルゴリズムによって得られる式 (1.4)による定式化の実行可能解の目的関数値は
∑

j∈T xj = f を満たす.

以上の議論より, 次の定理が成り立つ:

定理 3. 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対して, 式 (1.4)による定式

化に目的関数値が fである実行可能解が存在する必要十分条件は,式 (1.5), . . . ,(1.12)

による定式化に目的関数値が f である実行可能解が存在することである.

証明. 式 (1.5), . . . ,(1.12)による定式化に目的関数値が f である実行可能解が存在す

るとき, 式 (1.4)による定式化に目的関数値が fである実行可能解が存在することは,

上記のようにGabowら [14]のアルゴリズムを使用することで証明できる. 式 (1.4)

による定式化に目的関数値が f である実行可能解が存在すると仮定する. この実行

可能解の木集合を T , 各木 j ∈ T のパッキング回数を xjとする. 全ての辺 (v, w) ∈ E

に対して zvw :=
∑

j∈T |{(v, w)} ∩ Ej|xjとすると, 明らかに, 各辺 (v, w) ∈ Eの辺容

量 zvwを超えないという条件を満たしつつ, 各頂点 k ∈ V \ {r}に対して kから rへ

f 単位のフローを流すことができる. すなわち, 式 (1.6)と (1.7)を満たすような, 全

ての頂点 i ∈ V \ {r}と全ての辺 (v, w) ∈ Eに対する yvwiを定めることができる. ま

た, このように定めた zvwは明らかに式 (1.9)を満たす. よって, 式 (1.5), . . . ,(1.12)

による定式化に目的関数値が f であるような実行可能解が存在する.

またGabowら [14]のアルゴリズムによって得られる式 (1.4)による定式化の実行可

能解に使用されている相異なる木の数が |V |+ |E| − 2以下であることから次の定理

が成り立つ:

定理 4. 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題の目的関数値が f である実行

可能解が存在するならば, 高々|V | + |E| − 2本の相異なる木を使用した目的関数値

が f である実行可能解が存在する.

Imahoriら [19]も定理 4と同様の結果を報告している.

なお, 第 2章と第 4章で提案するアルゴリズムは式 (1.4)による定式化に基づいて

おり, 式 (1.5), . . . ,(1.12)による定式化は利用してない. 式 (1.5), . . . ,(1.12)による定

式化に対して, 有償の整数計画ソルバーであるCPLEX 12.1 1 を適用したところ, 50

1IBM ILOG CPLEX - Japan, http://www-06.ibm.com/software/jp/websphere/ilog/

optimization/core-products-technologies/cplex/, 18, January, 2012.
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頂点程度の問題例では, 比較的良い実行可能解はえられるものの, 厳密な最適解を求

めることは困難であった. 第 2章および第 4章の計算実験で使用する 100頂点の問

題例 (2.6.1節参照)に対しては上界 (線形緩和問題の最適解)を求めることが既に困

難であり, 実行可能解を得ることができなかった.
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第2章 線形緩和に基づくアルゴリズム

2.1 序論

本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対して線形緩和に基づく

アルゴリズムを提案する. 線形緩和とは整数計画問題から整数制約を取り除くこと

であり, 線形緩和した問題を線形緩和問題と呼ぶ. 一般的に, 線形緩和問題は元の整

数計画問題に比べて解きやすい問題となり, また, 元の問題に対する有効な情報 (例

えば上界など)を得ることができる.

提案アルゴリズムは問題を 2段階に分けて解く方法である. 1段階目ではパッキン

グする候補の木を生成する. 線形緩和問題に対して列生成法を適用し, 停止条件を満

たすまで新たな木を生成および追加することを繰り返す. 2段階目では 1段階目で生

成した木の候補に対して, パッキングを行う回数を決定する. 線形緩和問題を解くと

きに得られた情報を用いて問題の実行可能解を生成し, 貪欲アルゴリズムで解を改

善する.

以下では, 2.2節で線形緩和の詳細, 2.3で 1段階目のアルゴリズム, 2.4節で 2段階

目のアルゴリズムについて述べる. 提案アルゴリズムの全体の全体像が分かるよう

に 2.5節でアルゴリズム全体の流れを示す. 次に, 2.6節で提案アルゴリズムの計算

実験の結果を示す. センサーネットワークに関する既存研究で使用されていたセン

サー位置情報から生成した問題例と, ランダムに生成した問題例の 2つに対して実

験を行ったところ, 既存アルゴリズムよりも良い解が得られることを観測した. 最後

に, 2.7節で本章の結論を述べる.

2.2 線形緩和

1.5節で述べたように, 整数計画問題である P (T )を厳密に解くことは容易ではな

い. そこで, 本章では P (T )に線形緩和を適用する. 線形緩和とは整数計画問題から
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整数制約を取り除くことであり, 線形緩和した問題を線形緩和問題と呼ぶ. 一般的

に, 線形緩和問題は元の整数計画問題に比べて解きやすい問題となる. 整数計画問題

の解は線形緩和問題の解となるが, 逆は成り立たない. しかし, 線形緩和問題を解く

ことにより, 元の整数計画問題対する有益な情報を得ることができる. この情報を利

用して発見的解法を設計することがしばしば行われる [30].

P (T )から整数制約 (すなわち, xj ∈ Z)を取り除いた線形緩和問題 LP (T )は次の

ようになる:

LP (T ) maximize
∑

j∈T

xj,

subject to
∑

j∈T

aijxj ≤ bi, ∀i ∈ V,

xj ≥ 0, ∀j ∈ T.

T = Tallのとき, 元問題 P (Tall)に対する線形緩和問題となる. また, LP (T )の最適

値をOPTLP (Tall)と記す.

一般的に, 線形緩和問題の最適値は元の整数計画問題の最適値に対する上界とな

る. すなわち, OPTP (T )が整数値であることに注意すると, ⌊OPTLP (T )⌋ (⌊x⌋は xの

床関数)はOPTP (T )の上界となる. ただし, T 6= Tallのとき, OPTLP (T )はOPTP (Tall)

の上界になるとは限らないことに注意する必要がある. 便宜的に, (xj | j ∈ T )を T

に含まれる全ての木に対する変数 xjのベクトルと定義する. LP (T )の任意の実行可

能解 (xj | j ∈ T )に対して, (⌊xj⌋ | j ∈ T )はP (Tall)の実行可能解となる. また, 任意

の木集合 T ⊆ Tallに対して, そのような解 (⌊xj⌋ | j ∈ T )は元問題 P (Tall)の実行可

能解でもある. 本章では, これらの有益な情報を用いた線形緩和に基づくアルゴリズ

ムを提案する.

2.3 木生成アルゴリズム

本節では，候補となる木の集合Tを生成する1段階目のアルゴリズムGenInTrees

を提案する．まず，提案アルゴリズムは 2.3.1節で述べる簡単なアルゴリズムによっ

て初期木集合を生成する．その後，線形緩和問題LP (T )を解いた情報を用いて新た

な木を生成し，現在の木集合 T に追加することを繰り返し行う．各反復で生成され
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る木は，現在の木集合 T に追加することによって最適値OPTLP (T )を改善する可能

性を持つものである．そのように生成された木集合は元問題P (Tall)に対する良い解

を得るために有効であると考えられる．また，この手法は一般的に列生成法と呼ば

れる．2.3.2節において木を生成する方法の詳細について，2.3.3節においてこの繰り

返し処理の停止条件について述べる．最後にGenInTreesの全体像について 2.3.4

節にまとめる．

2.3.1 初期木集合

提案アルゴリズムは列生成法を用いて木を生成するが，1本の初期木さえあれば

実行できる．しかしながら，予備実験により予め数本の木をまとめて初期木集合と

して与えたほうが，計算時間が短くなることが観測された．また，ランダムに生成

された初期木の本数を |V |本より多く増やしても，計算時間はそれほど減少しない

ことを観測した．以上の考察より，本研究では初期木集合として |V |本のランダムに

生成された木を用いることにした．具体的には，初期木集合 T の各木は以下のよう

に生成した．木を構成するために選択された辺集合だけを用いて rと連結であるよ

うな頂点集合をC ⊆ V とする. まず初めに，C := {r} (木として選択された辺がな

い)と初期化する．次に，{(i, j) ∈ E | i ∈ V \C, j ∈ C}からランダムに辺 e = (i, j)

を選択し，木を構成する辺として辺 eを加え，C := C ∪ {i}と更新し，この操作を

C = V となる (全域木が得られる)まで繰り返す．

2.3.2 列生成法

パッキングするのに有効である木集合を生成するために列生成法を用いた．列生

成法は 2.3.1節で得られた初期木集合 T ⊆ Tallから始め，停止条件を満たすまで繰り

返し新たな木を生成し，木集合 T に追加する手法である．各繰り返しで生成される

木は，現在の木集合 T に追加することによって最適値OPTLP (T )を改善する可能性

を持つものである．

どのような木を現在の木集合 T に追加するかについて議論するために，まず，現

在の木集合 T の線形緩和問題LP (T ) (主問題)に対する双対問題D(T )を考える．双
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対問題D(T )は次のように記述でき:

D(T ) minimize
∑

i∈V

biyi,

subject to
∑

i∈V

aijyi ≥ 1, ∀j ∈ T,

yi ≥ 0, ∀i ∈ V.

T = Tallであるとき，D(Tall)は線形緩和問題LP (Tall)に対する双対問題となる．現

在の木集合 T の双対問題D(T )に対する双対最適解を (y∗i | i ∈ V )と定義する．こ

のとき, 次の条件を満たす新たな木 τ ∈ Tall \ T が存在するか否かを判定する問題を

考える:

∑

i∈V

aiτy
∗
i < 1. (2.1)

この問題は双対問題D(T )の制約式を双対最適解 y∗が破っているような木 τがTall\T

の中に存在するか否かを判定する問題である. なお, 現在の木集合に含まれているど

の木 j ∈ T も, 双対最適解 y∗に対して制約式
∑

i∈V aijy
∗
i ≥ 1を満たしているので, 全

ての木の中から条件式 (2.1)を満たす木 τ ∈ Tallが存在するか否かを判定する問題と

しても等価である. 一般的に, このような問題は価格付け問題と呼ばれる. もし, 条

件式 (2.1)を満たす木 τ が存在したとすると, 現在の木集合 T に追加することによっ

て線形緩和問題LP (T )の最適値OPTLP (T )が改善する可能性がある. 逆に存在しな

いときは, 最適値OPTLP (T )が改善できないと結論づけることができる. すなわち,

現在の木集合 T に対して, OPTLP (T ) = OPTLP (Tall)と結論づけることができる.

次に, 価格付け問題を解く方法について議論する. 各辺 (v, w) ∈ E には, 始点側

と終点側にそれぞれ t((v, w))と h((v, w))という 2つの消費量が与えられたが, 双対

問題 D(T )の双対最適解 y∗ を用いて, 各辺 (v, w) ∈ E に対して次のようなコスト

φ((v, w))を定義する:

φ((v, w)) := y∗vt((v, w)) + y∗wh((v, w)). (2.2)

また, 各木j ∈ Tallの辺集合をEj ⊆ Eと定義する. 式 (1.1)における aiτ の定義より,
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(2.1)の左辺は以下のように変形できる:

∑

i∈V

aiτy
∗
i =

∑

i∈V

y∗i







∑

e∈δ+τ (i)

t(e) +
∑

e∈δ−τ (i)

h(e)







=
∑

(v,w)∈Eτ

{y∗vt((v, w)) + y∗wh((v, w))}

=
∑

(v,w)∈Eτ

φ((v, w)).

よって, 条件式 (2.1)は次のように書ける:

∑

(v,w)∈Eτ

φ((v, w)) < 1. (2.3)

すなわち, 価格付け問題は条件式 (2.3)満たす木 τ ∈ Tallが存在するかを判定する問

題となる. さらに,

∃τ ∈ Tall,
∑

(v,w)∈Eτ

φ((v, w)) < 1 ⇐⇒ min
τ∈Tall







∑

(v,w)∈Eτ

φ((v, w))







< 1 (2.4)

より, 価格付け問題を, 条件式 (2.3)の左辺の最小値が 1以下であるかどうかを判定す

る問題に変換できる. したがって, グラフ上の辺 (v, w) ∈ Eに対してコストφ((v, w))

が与えられ, 辺の合計コスト
∑

(v,w)∈Eτ
φ((v, w))の最小値を与えるような木 τを見つ

ける問題を解くことが出来れば, 価格付け問題を解くことができる. そのような問題

は一般的に最小重み根指定有向全域木問題と呼ばれる古典的な問題である. (通常,

有向全域木問題は根から流出する木として定義される. しかし, 流入する木として定

義しても問題の本質が変わらないないのは明らかである.)

最小重み根指定有向全域木問題とは, 入力として有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V

と辺のコスト φ : E → Rが与えられ, 辺の合計コストが最小であるような根から流

出するような有向全域木を見つける問題である. この問題はEdmondsのアルゴリズ

ム [8]によってO(|E||V |)時間で解くことができる. Bock [4]およびChuとLiu [7]も

同様の結果を報告している. Gabowら [13]は, フィボナッチヒープを用いることに

より, 現在最良の結果であるO(|E|+ |V | log |V |)時間のアルゴリズムを示した.

提案アルゴリズムでは最小重み根指定有向全域木問題を解くのにEdmondsのアル

ゴリズムを実装した. すなわち, Edmondsのアルゴリズムによって得られた木 τ ∗に
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対して,
∑

(v,w)∈Eτ∗
φ((v, w)) < 1を満たすかどうかを確認すれば価格付け問題 (2.4)

を解くことができる. もし, この条件を満たすならば, 得られた木 τ ∗を現在の木集

合 T に追加する. このような操作を 2.3.3節で述べる停止条件が満たされるまで繰り

返す.

2.3.3 停止条件

本節では列生成法の停止条件について議論する. まず始めに, 元問題 P (Tall)の最

適値 OPTP (Tall)に対する上界を得る方法を示す. (列生成法の過程で得られる線形

緩和問題LP (T )の最適値OPTLP (T )はP (T )の最適値OPTP (T )に対する上界であっ

て, 元問題 P (Tall)の最適値OPTP (Tall)に対する上界ではないことに注意する必要が

ある.) 次の定理は列生成法の各反復で最適値OPTP (Tall)の上界を得ることができる

ことを示している.

定理 5. ŷiを各頂点 i ∈ V に対する非負実数 (ŷi ∈ R
+)とし, ρ = minj∈Tall

{
∑

i∈V aij ŷi
}

と定義する. もし, ρ > 0ならば,
∑

i∈V bi(ŷi/ρ)は最適値OPTLP (Tall)の上界である.

証明. OPTLP (Tall)とOPTD(Tall)を, それぞれLP (Tall)とD(Tall)の最適値とする. 双

対定理より, OPTLP (Tall) = OPTD(Tall)が成り立つ. ρ (> 0)の定義より, 全ての木

j ∈ Tallに対して
∑

i∈V aij ŷi ≥ ρが成り立つ. すなわち,

∑

i∈V

aij(ŷi/ρ) ≥ 1, ∀j ∈ Tall

が成り立つ. よって, (ŷi/ρ | i ∈ V )は双対問題D(Tall)の実行可能解であり, その目

的関数値 ω =
∑

i∈V bi(ŷi/ρ)はOPTD(Tall) ≤ ωを満たす. したがって, OPTLP (Tall) =

OPTD(Tall) ≤ ωが成り立つ.

列生成法の各反復で得られた双対最適解 y∗に対して, ρy∗ = minj∈Tall

{
∑

i∈V aijy
∗
i

}

とする (ρy∗ は条件式 (2.3)の左辺の最小値に対応する). 定理 5より, 目的関数値

ω =
∑

i∈V bi(y
∗
i /ρy∗) = OPTD(T )/ρy∗ = OPTLP (T )/ρy∗ を求めることで, 列生成法の

各反復において最適値OPTP (Tall)の上界を得ることができる. 最適値OPTLP (T )は

T に新しい木を追加する度に, 単調非減少で増加していくが, 上界値 ωは単調非増加
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であるとは限らない. そこで, UB∗を今までの反復の中で最良の上界 (すなわち, 最

小の上界)と定義する. 定義より,

OPTLP (T ) ≤ OPTLP (Tall) ≤ UB∗

が常に成り立つ. また, UB∗の小数部を切り捨てた ⌊UB∗⌋も最適値OPTP (Tall)の上

界となる. なぜなら, 元問題 P (Tall)の目的関数値は整数だからである.

以上の考察より, もし,

⌊UB∗⌋ ≤ OPTLP (T ) (2.5)

が成り立つならば, 列生成法を最後まで (価値付け問題 (2.4)を満たす木が存在しな

くなるまで)実行しなくても, 線形緩和問題LP (Tall)によって得られる最良の上界値

⌊OPTLP (Tall)⌋が得られたと結論づけることができる. よって, 提案アルゴリズムで

は列生成法の停止条件の 1つとして条件式 (2.5)を使用する.

もし仮に, 停止条件として条件式 (2.5)だけを使用した場合を考えると, 最適値

OPTLP (Tall)が非常に大きいとき, 数多くの木を生成してしまい, 列生成法がなかな

か停止しないおそれがある. そこで, ユーザが調整できるような追加の停止条件を

UB∗ −OPTLP (T )

OPTLP (T )

≤ ε (2.6)

と定める. ここで, ε ≥ 0は非負のパラメータであり, 条件式 (2.6)は OPTLP (T )と

上界値 UB∗ の間の相対誤差が ε以下であることを表す. εが小さい値であるほど

OPTLP (Tall)に近い上界を求めることになる. 2.6節の計算実験では, ε := 0.0001と設

定した.

予備実験において, 条件式 (2.5)または (2.6)によって列生成法が停止されたとし

ても, 元問題P (Tall)に対して良い解が得られた. すなわち, これらのいずれかの条件

が満たされるまでに生成された木集合 T は質の高い解を得るために十分であるとい

える. 詳しくは 2.6節の計算実験の結果とともに報告する.

2.3.4 提案アルゴリズム

本節では線形緩和に基づく木集合を生成するアルゴリズムの全体像を示す. 本

研究では, この木集合を生成するアルゴリズムをGenInTreesと呼ぶことにする.

GenInTreesアルゴリズムを擬似コード形式で以下に示す.
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Algorithm GenInTrees

Input: 有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V , 各辺上の始点側と終点側の消費量 t : E →

R+と h : E → R+, 各頂点 i ∈ V の容量 bi ∈ R+, パラメータ ε.

Output: 木集合 T , 各反復で線形緩和問題 LP (T )を解いたときに得られた最適解

の集合 S, 上界値 ⌊UB∗⌋.

1: ランダムに生成した |V |本の初期木を木集合Tとする. また, UB∗ := +∞, S := ∅,

および全ての木 j ∈ T に対して xmax
j := 0とする.

2: 現在の木集合 T に対する線形緩和問題LP (T )を解く. そのとき得られた最適値

をOPTLP (T ), (主問題の)最適解を (x∗
j | j ∈ T ), 双対最適解を (y∗i | i ∈ V )と

する.

3: S := S ∪ {(x∗
j | j ∈ T )}とする.

4: グラフG上の全ての辺 (v, w) ∈ Eに対して, 辺コスト φ((v, w)) := y∗vt((v, w)) +

y∗wh((v, w))を定義する.

5: 辺コスト φに対してEdmondsのアルゴリズムを実行する. そのとき得られた最

小合計コストを持つ木を τ , その合計コストを ρとする.

6: もしOPTLP (T )/ρ < UB∗を満たすならば, UB∗ := OPTLP (T )/ρと更新する.

7: もし ⌊UB∗⌋ ≤ OPTLP (T )または (UB∗ − OPTLP (T ))/ OPTLP (T ) ≤ εを満たすな

らば, 木集合 T , 各反復で線形緩和問題LP (T )を解いたときに得られた最適解の

集合 S, 上界値 ⌊UB∗⌋を出力して停止する. そうでなければ, T := T ∪ {τ}と更

新したのち 2に戻る.
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GenInTreesアルゴリズムでは, 実際には各反復で線形緩和問題 LP (T )を解い

たときに得られた最適解の集合 Sを出力する. この最適解の集合SはGenInTrees

アルゴリズムを実行する上では必要なものではないが, 次の節で示す 2段階目の木

をパッキングするアルゴリズムにおいて初期解を生成するために使用される. その

詳細については 2.4.1節で述べる.

2.4 木パッキングアルゴリズム

前節では, 線形緩和に基づく 1段階目の木を生成するアルゴリズムGenInTrees

を提案した. 本節では, 2段階目に対応する, GenInTreesアルゴリズムによって

生成された木をグラフ上にパッキングする貪欲アルゴリズムPackInTreesを提案

する. すなわち, 各木 j ∈ T のパッキング回数 xj を決定するアルゴリズムを提案す

る. 提案する貪欲アルゴリズムは初期実行可能解 (x
(0)
j | j ∈ T )を必要とする. 全

ての木 j ∈ T に対して, x
(0)
j := 0と設定された解 (全ての木に対してパッキングを 1

回も行っていないような解)を初期解とすることも可能であるが, PackInTreesア

ルゴリズムを適用してもあまり良い解が得られない傾向がある. そこで本研究では,

2.4.1節で述べるように, 初期解として解集合 Sに含まれる線形緩和問題の最適解の

小数部を切り捨てたものを使用する. PackInTreesアルゴリズムは繰り返し各木

のパッキング回数を増やす構築型のアルゴリズムである. 具体的にはそれぞれの反

復において, 局所的な評価値を用いて 1つの木のパッキング回数を増加させる. 各木

j ∈ T の評価値には, 木 j以外の他の木のパッキング回数を固定にした状態で, 容量

制約 (1.2)を破らないという条件の下で現在のパッキング回数 xjからさらにパッキ

ングできる最大回数∆j を用いる. 評価値の詳細については 2.4.2節で述べる. 提案

アルゴリズムの基本となるアイデアは単純である. 全ての木 j ∈ T の中で最も大き

い評価値∆j を持つ木 j∗に対する現在のパッキング回数 xj∗ を 1つだけ増やすとい

う操作を全ての木 j ∈ T が∆j = 0を満たすまで (パッキングできなくなるまで)繰

り返す. しかし, このアイデアをそのまま実装すると非常に大きな計算時間を必要

とするので好ましくない. これを改善するための効率的な実装方法を 2.4.3節で述べ

る. また, アルゴリズムの高速化手法とデータ構造について 2.4.4節で議論する. 最

後にPackInTreesの全体像について 2.4.5節にまとめる．
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2.4.1 初期解

提案する貪欲アルゴリズムPackInTreesは初期実行可能解 (x
(0)
j | j ∈ T )を必要

とする. 全ての木 j ∈ T に対して, x
(0)
j := 0と設定された解も初期解として許され

るが, そのような初期解を使用すると提案アルゴリズムは良い解を出力できないこ

とを予備実験において観測した. 一方で, 良い初期解を与えると良い実行可能解が得

られることも観測した. 2.2節で述べたように, 任意の木集合 T ⊆ Tallに対して, 線

形緩和問題 LP (T )における任意の実行可能解(xj | j ∈ T )の小数部を切り捨てた解

(⌊xj⌋ | j ∈ T )は元問題P (Tall)の実行可能解となる. この事実から, GenInTreesア

ルゴリズムが出力した解集合 Sを使用する. 解集合 Sに含まれる線形緩和問題の最

適解の小数部を切り捨てて得られた実行可能解の集合を S ′と定義する. すなわち,

S ′ = {(⌊x∗
j⌋ | j ∈ T ) | (x∗

j | j ∈ T ) ∈ S} (2.7)

である. 貪欲アルゴリズムの初期実行可能解として S ′の全ての要素を使用すると良

い実行可能解が得られることが期待できる. しかしながら, S ′の全ての要素を初期実

行可能解として使用すると計算時間が大きくなってしまう. また, S ′内の全ての実行

可能解が良い解であるとは限らない. そのため提案アルゴリズムでは S ′内の解より

目的関数値の良いものから順に ℓ個の実行可能解を選び, それらを初期解として使用

する. もし同じ目的関数値をもつ実行可能解が複数存在したときは, GenInTrees

アルゴリズムによってより後に生成された解を優先する. ここで ℓは初期解として

使用する解の数を調整するパラメータである. パラメータ ℓをどの程度の値にする

のが適切であるかについては 2.6節で議論する.

2.4.2 木の評価基準

本節では貪欲アルゴリズムに使用する各木 j ∈ T の評価基準について議論する. 提

案アルゴリズムでは, 現在の各頂点の残り容量に対して, 着目している木だけをパッ

キングしたときの最大回数を評価基準として使用する. (xj | j ∈ T )を元問題P (Tall)

の任意の実行可能解とすると, 各頂点 i ∈ V の残り容量 b̄iは次のように定義される:

b̄i = bi −
∑

j∈T

aijxj. (2.8)
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これより, 各木 j ∈ T だけをパッキングしたときの最大回数∆jは次のように定義さ

れる:

∆j = min
i∈V

⌊

b̄i
aij

⌋

. (2.9)

提案アルゴリズムでは∆jを木の評価基準として用いる. ∆jの大きい木の方がより

多くパッキングできるため, ∆jの大きい木ほど有望な木であると期待できる.

2.4.3 効率的な実装法

貪欲アルゴリズムの基本的なアイデアは, 全ての木 j ∈ T の中で最も大きい評価

値∆j を持つ木 j∗に対する現在のパッキング回数 xj∗ を 1つだけ増やすという操作

を, 全ての木 j ∈ T が∆j = 0となるまで (パッキングできなくなるまで)繰り返すこ

とである. パッキング回数 xj∗を 1つずつ増やす度に残り容量 b̄が減少し, 各木 j ∈ T

の評価値∆jも減少するが, 評価値∆jの減少量は木によって異なるので, パッキング

対象の木 (最も大きい評価を持つ木 j∗)は各反復ごとに変化する可能性がある.

このアルゴリズムの基本的なアイデアをそのまま実装するのは効率的でない. す

なわち, 連続した反復で最も大きい評価値∆jを持つ木 j∗が変化しない場合には, そ

のような木を 1つずつパッキングするのは非効率である. そこで, 現在の残り容量 b̄

における, 最も大きい評価値∆jを持つ木 j∗のパッキング回数 xj∗をまとめていくつ

か増やす. 具体的には, 現在のパッキング対象の木 j∗が全ての木 j ∈ T の中で最も

大きい評価値∆jを持たなくなるまでパッキング回数 xj∗を増やす.

現在のパッキング対象の木 j∗以外の各木 j ∈ T \ {j∗}に対して, パッキング回数

xj∗を増やしたときに, パッキング対象の木 j∗の評価値∆j∗が木 jの評価値∆j未満

となるのに必要な木 j∗のパッキング回数 xj∗ の最小増加量を qj と定義する. qj は

パッキング対象の木 j∗の現在のパッキング回数 xj∗に対する増加量であるので,

0 ≤ qj ≤ ∆j∗ (2.10)

を満たさなければならない. また, 全ての頂点 i ∈ V に対して, qjは以下の条件も満

たさなければならない:
⌊

b̄i − aij∗qj
aij

⌋

> ∆j∗ − qj. (2.11)
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なお, 式 (2.10)を満たし, しかも全ての頂点 i ∈ V に対して式 (2.11)を満たすような

qjが存在しない (xj∗の増加量をどのように変化させても, パッキング対象の木 j∗の

評価値∆j∗が木 jの評価値∆j未満とならない) 場合も存在する. 式 (2.11)の右辺は

整数値であるので, 式 (2.11)は次式と等価である:

b̄i − aij∗qj
aij

− 1 ≥ ∆j∗ − qj. (2.12)

全ての頂点 i ∈ V に対して式 (2.12)が満たされる必要十分条件は以下の式が満たさ

れる場合である:



































⌊

b̄i − aij(∆j∗ + 1)

aij∗ − aij

⌋

≥ qj, (aij∗ > aij), (2.13)

⌈

aij(∆j∗ + 1)− b̄i
aij − aij∗

⌉

≤ qj, (aij∗ < aij), (2.14)

⌊

b̄i
aij

⌋

≥ ∆j∗ , (aij∗ = aij). (2.15)

ここで, ⌈x⌉は xの天井関数を表す. qjが式 (2.10)かつ全ての頂点 i ∈ V に対して式

(2.13)または式 (2.14)を満たす全ての整数値の集合をQj ⊆ Zとする. なお,式 (2.15)

は qjが取り得る整数値の範囲を制限しないので, Qjを定義する際に考慮する必要は

ない. もし, Qj = ∅, またはある頂点 i ∈ V で式 (2.15)が満たされない場合は, qj を

どのように変化させても木 jの評価値∆jがパッキング対象の木 j∗の評価値∆j∗ よ

りも大きくなることはない. 便宜上, このような場合は qj = +∞と設定する. そう

でない場合は, qj = min(Qj)だけパッキング回数 xj∗を増やすことによって, 木 jの

評価値∆jがパッキング対象の木 j∗の評価値∆j∗よりも大きくなる.

パッキング対象の木 j∗以外の全ての木 j ∈ T \ {j∗}に対する qj の最小値を qと

する. すなわち, q = minj∈T\{j∗}{qj}である. もし, qが有限ならば, パッキング対象

の木 j∗のパッキング回数 xj∗ を qだけ増やすことによって, ある木 j ∈ T \ {j∗}の

評価値∆jがパッキング対象の木 j∗の評価値∆j∗よりも大きくなる. (パッキング回

数 xj∗ を q未満だけ増加した場合は, 他の木 j ∈ T \ {j∗}の評価値∆jがパッキング

対象の木 j∗の評価値∆j∗よりも大きくなることはない.) そうでなければ (すなわち,

q = +∞のとき), パッキング対象の木 j∗以外の全ての木 j ∈ T \ {j∗}の中に, パッ

キング対象の木 j∗のパッキング回数 xj∗を増やす間に評価値∆j∗を超えるような木

が存在しないことを意味する.
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貪欲アルゴリズムの効率的な実装方法では, 各反復で全ての木 j ∈ T の中で最も

大きい評価値∆j を持つ木 j∗の現在のパッキング回数 xj∗ を 1つだけ増やすのでは

なく, 代わりに最も大きい評価値∆jを持つ木 j∗のパッキング回数 xj∗を増加させる

ことのできる量 qを求め, qが有限ならば xj∗ をまとめて q増やし, そうでないなら

xj∗ を最大まで増やす (すなわち, ∆j∗ 増やす). このような操作を全ての木 j ∈ T が

∆j = 0となるまで (パッキングできなくなるまで)繰り返す.

2.4.4 高速化手法とデータ構造

前節では, パッキング回数を 1回ずつ増やすという操作を, まとめて q増やす方法

に改善した. しかしながら, 各反復ごとに (最も大きい評価値∆jを持つ木 j∗をパッ

キングする度に), 全ての木 j ∈ T に対して評価値∆jと増加量 qjを計算する必要が

ある. 本節では, 評価値∆j の上界値をソートした配列を保持することによって, そ

れらの計算を省略する高速化手法を提案する.

Dを |T |個の要素を持つ降順にソートされた配列とし, jk ∈ T をDの k番目の要

素に対応する木とする. この配列は, ∆j1 = D[1], 全ての k ∈ {2, . . . , |T |}に対して

∆jk ≤ D[k]という性質を満たす. すなわち, Dは評価値∆jの上界値を降順にソート

した配列である. また, Dの先頭の木 j1は全ての木 j ∈ T の中で最も大きい評価値

∆jを持つ木である. すなわち, 現在の反復において j1 = j∗がパッキング対象の木と

なる.

貪欲アルゴリズムの 1回目の反復においては, 全ての木 j ∈ T に対して式 (2.9)よ

り評価値∆j を求め, それらを降順にソートしてDの初期値とする. すなわち, 1回

目の反復では, 全ての k ∈ {1, . . . , |T |}に対して∆jk = D[k]である. 2回目以降の反

復では, 評価値∆j の真の値を全ての木 j ∈ T に対しては計算しない. よって, 全て

の k ∈ {1, . . . , |T |}に対して∆jk = D[k]であるとは限らない.

まず初めに, Dの情報を用いると, 全ての木 j ∈ T に対して増加量 qj を計算をし

なくても qを計算できることを示す. 現在の反復において j1 = j∗がパッキング対

象の木であり, Dのインデックス順 (すなわち, k = 2, 3, . . .の順番)に, 式 (2.10), 式

(2.13), 式 (2.14)および式 (2.15)より増加量 qjk を求めていくものとする. また, qjk

の計算は k′ (≥ 2)番目まで終了したと仮定し, qmin
jk′
をそまでに計算した qjkの中での

最小値とする. すなわち, qmin
jk′

= mink∈[2,k′] qjk である. qmin
jk′
が有限であれば, パッキ
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ング回数 xj1を qmin
jk′
増やしたときに, j2, j3, . . . , jk′の中の少なくとも 1つの木の評価

値∆jkがパッキング対象の木の評価値∆j1よりも大きくなる. ここで, k′番目まで計

算が終了したときに,

D[k′ + 1] ≤ ∆j1 − qmin
jk′

(2.16)

が成り立ったと仮定する. Dはソートされていたので, 全ての k ≥ k′ + 1に対して

D[k] ≤ ∆j1−qmin
jk′
が成り立つ. 定義より,全てのk ∈ {1, . . . , |T |}に対して∆jk ≤ D[k]

が成立しており, また, パッキング回数 xj1を増加させても, 任意の木 jk ∈ T に対し

て評価値∆jkは増加しない. よって, 全ての k ≥ k′+1に対して, qmin
jk′
よりも多くパッ

キング回数 xj1 を増加させない限り, ∆jk は∆j1 を超えることはない. すなわち, 全

ての k ≥ k′ + 1に対して qjk > qmin
jk′
を意味する. したがって, もし k′番目まで計算が

終了したときに条件式 (2.16)が成り立つ場合は, qmin
jk′

= q = minj∈T\{j∗} qjが成立し,

全ての k ≥ k′ + 1に対して qjk の計算を省略できる.

なお, 条件式 (2.16)は qmin
jk′

= +∞である状況を考慮していない. そのため, 実際

には条件式 (2.16)の代わりに次ような条件式を用いる:

D[k′ + 1] ≤ ∆j1 −min{qmin
jk′

,∆j1}. (2.17)

もし, qmin
jk′
が有限であれば, 条件式 (2.16)と (2.17)は等価である. なぜなら, qmin

jk

の定義より, 任意の k に対して qmin
jk

≤ ∆j1 であるため, min{qmin
jk′

,∆j1} = qmin
jk′
と

なるからである. もし, qmin
jk′

= +∞ならば, 条件式 (2.17)において D[k′ + 1] ≤

∆j1 −min{qmin
jk′

,∆j1} = 0が成立することを意味する. この場合, 全ての k ≥ k′ + 1

に対して∆jk = D[k] = 0であり, ∆jk は∆j1 を超えることない. したがって, 条件

式 (2.16)と同様に, もし k′番目まで計算が終了したときに条件式 (2.17)が成り立つ

場合は, qmin
jk′

= q = minj∈T\{j∗} qjが成立し, 全ての k ≥ k′ + 1に対して qjk を計算す

る必要はない. qの値を計算した後は, パッキング回数 xj1 を増加させ, 全ての頂点

i ∈ V に対して, 式 (2.8)より残り容量 b̄iを更新する. その後, 全ての木 j ∈ T に対す

る評価値∆jを更新しなければならない.

次に, 上述した増加量 qの計算を省略する手法と同様の考え方を用いて, 全ての木

j ∈ T に対する評価値∆j の更新に必要な計算を省略する方法を示す. すなわち, D

の更新方法について議論する. Dのインデックス順 (すなわち, k = 1, 2, . . .の順番)

に, 式 (2.9)により評価値∆jkを更新していくものとする. パッキング回数 xj1を増加
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させる前の評価値∆jk に対して, 更新された新しい評価値を ∆̄jk とする. また, ∆̄jk

の計算は k′′番目まで終了したと仮定し, ∆̄min
jk′′
をそれまでに計算した ∆̄jkの中での最

小値とする. すなわち, ∆̄min
jk′′

= mink∈[1,k′′] ∆̄jk である. ここで, k′′番目まで計算が終

了したときに,

D[k′′ + 1] < ∆̄min
jk′′

(2.18)

が成り立つと仮定する. Dはソートされていたので, 全ての k ≥ k′′ + 1に対して

D[k] < ∆̄min
jk′′
が成り立つ. このとき, アルゴリズムは全ての k ≥ k′′ + 1に対して新し

い評価値 ∆̄jkの計算を止め, k = 1, 2, . . . , k′′に対するD[k]の値を新しい評価値 ∆̄jkに

更新する. すなわち, k = 1, 2, . . . , k′′に対してD[k] := ∆̄jkと設定する. その後, D[1]

からD[k′′]までの要素に対して降順にソートを行う. その結果得られた配列Dは全て

の要素についてソートされている. すなわち, D[1] ≥ D[2] ≥ · · · ≥ D[|T |]を満たす.

また, 評価値は単調非増加 (すなわち, 任意の k ∈ {1, . . . , |T |}に対して ∆̄jk ≤ ∆jk)

であるので, ∆̄j1 = D[1], および全ての k ∈ {2, . . . , |T |}に対して ∆̄jk ≤ D[k]が成立

する. したがって, 条件式 (2.18)が成立したとき, 全ての木 j ∈ T に対して評価値∆j

を更新することなくDを更新することができる. Dを更新した後は, 再び qの値を

計算する. この操作を全ての木 j ∈ T が∆j = 0となるまで, すなわち, D[1] = 0と

なるまで繰り返す.

2.4.5 提案アルゴリズム

本節では各木のパッキング回数を決定する貪欲アルゴリズムPackInTreesの全

体像を示す. 2.4.3節で示した効率的な実装方法に, 2.4.4節で示した高速化手法と

データ構造を含めたPackInTreesアルゴリズムの擬似コードを以下に示す.

PackInTreesアルゴリズムの最悪計算量について考察する. PackInTreesアル

ゴリズムの1回の反復において, qを求めるのに最悪O(|V ||T |)時間,評価値∆jを更新

するのに最悪O(|V ||T |)時間, さらに, Dをソートするのに最悪O(|T | log |T |)時間必

要である. よって, 1回の反復全体における最悪計算量はO(|V ||T |+|T | log |T |)である.

PackInTreesアルゴリズムのスッテプ9におけるkの値をk′,スッテプ16におけるk

の値をk′′とすると, 1回の反復全体における実際の計算量はO(|V |(k′ + k′′) + k′′ log k′′)

となる. 多くの反復において k′, k′′ ≪ |T |であるので, 実際の計算量は最悪の計算量
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Algorithm PackInTrees

Input: 問題例 P (T ), P (T )の実行可能解 (x
(0)
j | j ∈ T ).

Output: P (T )の実行可能解 (xj | j ∈ T ).

1: 全ての木 j ∈ T に対して xj := x
(0)
j とし, 式 (2.8)より全ての頂点 i ∈ V 対して残

り容量 b̄iを計算する.

2: 式 (2.9)より全ての木 j ∈ T に対して評価値∆jを計算し, D[j] := ∆jとする.

3: Dを降順にソートする. このとき, jk ∈ T を Dの k 番目の要素に対応する

木とすると, 全ての k ∈ {1, . . . , |T |}に対して D[k] = ∆jk が成り立ち, かつ

∆j1 ≥ ∆j2 ≥ · · · ≥ ∆j|T |
を満たす.

4: qmin := D[1], k := 2とする.

5: 式 (2.10)を満たし, しかも全ての頂点 i ∈ V に対して式 (2.13)または式 (2.14)を

満たす整数値 qjk 全ての集合Qjk ⊆ Zを求める.

6: もしQjk 6= ∅が成り立ち, 頂点 i ∈ V の中に式 (2.15)を満たさないものが存在せ

ず, しかも qjk = min{Qjk} < qminを満たすならば, qmin := qjk とする.

7: もし k = |T |ならば, 9に進む.

8: もしD[k + 1] > D[1]− qminならば, k := k + 1とし, 5に戻る.

9: xj1 := xj1 + qminと更新する.

10: 式 (2.8)より全ての頂点 i ∈ V に対して残り容量 b̄iを再計算する.

11: ∆min := D[1], k := 1とする.

12: 式 (2.9)より評価値∆jk を再計算し, D[k] := ∆jk と更新する.

13: もし∆jk < ∆minならば, ∆min := ∆jk とする.

14: もし k = |T |ならば, 16に進む.

15: もしD[k + 1] ≥ ∆minならば, k := k + 1とし, 12に戻る.

16: Dの 1番目から k番目までの要素を降順にソートする. それに応じて, 木の並び

順も修正する. すなわち, 全ての k̂ ∈ {1, 2, . . . , k}に対して jk̂を修正する.

17: もし, D[1] = 0ならば, 実行可能解(xj | j ∈ T )を出力して停止する. そうでなけ

れば 4に戻る.
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よりも十分小さくなる. 各反復において少なくとも 1本の木がパッキングされるので,

上界値OPTLP (Tall)よりも多くの反復を繰り返すことはない. よって, PackInTrees

アルゴリズムは任意の初期解 (全ての木 j ∈ T に対して xj = 0であるような初期解)

に対して最悪O(OPTLP (Tall)(|V ||T |+ |T | log |T |))時間で動作する.

2.4.1節で述べたように, PackInTreesアルゴリズムは式 (2.7)で定義した S ′の

要素を初期解に使用する. すなわち, GenInTreesアルゴリズムのある反復におい

て生成された木集合を T ′とすると, 線形緩和問題 LP (T ′)の最適解 (x∗
j | j ∈ T ′)の

小数部を切り捨てた解 (⌊x∗
j⌋ | j ∈ T ′)が初期解として使用される. つまり, そのよう

な解を初期解として使用した場合, OPTLP (Tall)−OPTLP (T ′)+ |V |よりも多くの反復

を繰り返すことはない. したがって, ITR = OPTLP (Tall) −OPTLP (T ′) + |V |と定義す

ると, S ′の要素を初期解に使用する場合におけるPackInTreesアルゴリズムの最

悪計算量はO(ITR(|V ||T |+ |T | log |T |))になる.

2.5 アルゴリズムの全体像

これまでの節で, 1段階目のアルゴリズムとしてGenInTreesアルゴリズム, 2段

階目のアルゴリズムとしてPackInTreesアルゴリズムを提案した. 本節では線形

緩和に基いた提案アルゴリズムの全体像について簡単にまとめる. 提案アルゴリズ

ムは最初にGenInTreesアルゴリズムを呼び出し, 木の候補 T と線形緩和問題の最

適解の集合 Sを得る. 次に, S内の解の小数部を切り捨てて得られた実行可能解の集

合 S ′を生成し, S ′の要素の中で目的関数値の良いものから順に ℓ個を選択する. そ

の後, 選んだ ℓ個の実行可能解に対して PackInTreesアルゴリズムを適用して解

の改善を行う. 最後に, PackInTreesアルゴリズムが出力した ℓ個の実行可能解の

中で, 最良の実行可能解を提案アルゴリズムの解として出力する.

2.6 計算実験

2.6.1 計算環境

計算実験には 2つのタイプの問題を用いた. 1つ目はセンサーネットワークに関す

る研究 [17, 26]で使用されたセンサーの位置情報に基づくものである. それらの位置
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情報から対称的な始点側と終点側の消費量, 頂点容量を持つ完全有向グラフを生成

した. 消費量はパケットの送信時と受信時にかかる電力量, 頂点容量はセンサーの持

つバッテリーの電力容量として設定した. 具体的には, Heinzelmanら [17]と Sasaki

ら [26]と同様に, Eelec = 50 nJ/bit, εfs = 10 pJ/bit/m2, εmp = 0.0013 pJ/bit/m4,

EDA = 5 nJ/bit/signal, l = 4200 bit, d0 = 87 m というパラメータを使用した. 頂点

(センサー) vからwの間のユークリッド距離を d((v, w))と定義する. 各辺 (v, w) ∈ E

の消費量を次のように設定した:

t((v, w)) =











lEelec + lεfs{d((v, w))}
2, if d((v, w)) < d0,

lEelec + lεmp{d((v, w))}
4, if d((v, w)) ≥ d0,

h((v, w)) = lEelec + lEDA.

消費量はユークリッド距離の関数であるので,全ての辺 (v, w) ∈ Eに対して t((v, w)) =

t((w, v))および h((v, w)) = h((w, v))が成り立つ. 根 (基地局)の頂点容量を無限

br = +∞ J, 残りの全ての頂点 i ∈ V \{r}の頂点容量を bi = 0.5 Jと設定した. また,

基地局および全てのセンサー間で通信できるものとし, 全ての頂点対に辺を与えた

(すなわち, E = {(v, w) | v 6= w, ∀v ∈ V, ∀w ∈ V }). 本研究では, これらのセンサー

の位置情報から生成された問題例を hcb100, sfis100-1, sfis100-2, sfis100-3と呼ぶこ

とにする. 問題例 hcb100はHeinzelmanら [17]で用いられたセンサーの位置情報か

ら生成された問題例であり, sfis100-1, 2, 3は Sasakiら [26]で用いられたセンサーの

位置情報 data1, 2, 3からそれぞれ生成された問題である.

2つ目はランダムに生成されたグラフである. 本研究では,これらの問題例を“rndn-

δ-b-(t, h or none)”と呼ぶことにする. ここで, nは根を除いた頂点数 |V −| (V − =

V \ {r}), δ は辺密度, bは根を除いた全ての頂点 i ∈ V − の容量 (根の容量は無限

br = +∞), “t, h or none”は始点側と終点側の消費量のどちらが大きいかを表す (“t”

は始点側の消費量が終点側の消費量より大きいことを意味し, “h”は終点側の消費

量が始点側の消費量より大きいことを意味する. また, どちらでもない “none”であ

る場合は始点側と終点側の消費量は同じ範囲からランダムに選ばれることを意味す

る). 具体的には, n = 100と δ = 5%, 50%と b = 10000, 100000である問題例を 12

個生成した. δ = 5% (50%)である問題例は, 各頂点の出る辺の次数が頂点数 |V −|

に対して 4% (40%) から 6% (60%)となるようにランダムに辺を追加した. “t”で
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ある問題例は始点側と終点側の消費量をそれぞれ閉区間 [30, 50]と [3, 5]からランダ

ムに選んだ整数値とした. 同様に “h”である問題例は始点側と終点側の消費量をそ

れぞれ閉区間 [3, 5]と [30, 50]からランダムに選んだ整数値とし, どちらでもない問

題例はそれぞれ閉区間 [30, 50]と [30, 50]からランダムに選んだ整数値とした. ただ

し, 根に入る辺ばかりが優先的に使用されないようにするために, 根に入る全ての辺

(∀v ∈ V −, e = (v, r))に対しては, 始点側の消費量を閉区間 [300, 500]からランダム

に選んだ整数値とした. これらの問題例はWebページ1で公開されている.

提案アルゴリズムをC++言語で実装し, Dell PowerEdge T300 (CPU: Xeon X3363

2.83GHz,キャッシュ: 6MB,メモリ: 24GB)で計算実験を行った. 線形計画ソルバーは

フリーで公開されているGLPK4.432を使用し, 解法にはシンプレックス法を用いた.

2.6.2 計算結果

図 2.1と 2.2はGenInTreesアルゴリズムに問題例 sfis100-1と rnd100-50-100000-

hを入力したときの挙動を表している. 図の横軸は生成された木の数, 縦軸は目的関

数値である. すなわち, 左から右へアルゴリズムの反復が進む. 各反復で木集合 T に

新しい木が追加されたときの, 線形緩和問題の最適値OPTLP (T )と元問題 P (Tall)の

上界 UB∗の改善の様子を示している. 反復が進むごとに, 最適値OPTLP (T )と上界

UB∗の間の差は小さくなり, 最終的に非常に接近した値となる. しかし, 改善の比率

は小さくなっていく. 他の問題例に対してもこのような傾向が観測される. 一般的

に, このような傾向は列生成法を用いたアルゴリズムでしばしば観測される.

2.4.1節で述べたように, S ′内の解をPackInTreesアルゴリズムの初期実行可能

解として使用する. 問題例 sfis100-1と rnd100-50-100000-hに対するS ′内の解の目的

関数値と, それらの S ′内の解を入力としたときのPackInTreesアルゴリズムが出

力した解の目的関数値の関係を図 2.3と 2.4に示す. 図の横軸がS ′内の解の目的関数

値, 縦軸がPackInTreesアルゴリズムが出力した解の目的関数値を表し, 各点が入

出力のペアを意味する. 図 2.3と 2.4より, 2つの解の目的関数値の間に強い相関関係

があることが観測できる. この傾向は他の問題例に対しても観測される. この結果か

1http://www.al.cm.is.nagoya-u.ac.jp/∼yagiura/ncipp/
2GLPK-GNU Project-Free Software Foundation (FSF), http://www.gnu.org/software/

glpk/, 3, July, 2010.
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図 2.1: GenInTreesアルゴリズムに問題例 sfis100-1を入力したときの挙動
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図 2.2: GenInTreesアルゴリズムに問題例 rnd100-50-100000-hを入力したときの

挙動
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図 2.3: 問題例 sfis100-1に対する, PackInTreesアルゴリズムの初期解 (S ′内の解)

と出力解の目的関数値の関係
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図 2.4: 問題例 rnd100-50-100000-hに対する, PackInTreesアルゴリズムの初期解

(S ′内の解)と出力解の目的関数値の関係
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ら, 元問題 P (Tall)に対する良い実行可能解を得るという目的のためには, 小さい目

的関数値を持つS ′内の解をPackInTreesアルゴリズムの初期解として使用するこ

とは必要ないことが分かる. よって, S ′内の解のうち目的関数値が良いものから上位

数%の解をPackInTreesアルゴリズムの初期解としてして使用だけで十分である.

そのため, 提案アルゴリズムでは, S ′内の解のうち上位 ℓ個のみをPackInTreesア

ルゴリズムの初期解として使用する.

次に, パラメータ ℓによる提案アルゴリズムの影響について考察する. 2.6.1節で

述べた問題例に対して, ℓ = 1, ⌊0.01|T |⌋, ⌊0.05|T |⌋, |T |と設定したときの提案アルゴ

リズムの結果を表 2.1に示す. 最初の 3列は, 問題例の名前, 根を除いた頂点数 |V −|,

辺数 |E|を表す. 列 “|T |”はGenInTreesアルゴリズムによって生成された木の

数, 列 “UB”はGenInTreesアルゴリズムによって得られた元問題 P (Tall)の最適

値 OPTP (Tall)に対する最良の上界, 列 “S ′
max”は S ′内の解の目的関数値の最大値を

それぞれ表す. 続く残りの列は, 4種類の ℓの値に対して, 列 “Obj.”は提案アルゴリ

ズムが出力した目的関数値, 列 “Time (s)”は計算時間 (秒)を表す. 表 2.1の ℓ = 1

と ℓ = ⌊0.01|T |⌋の結果を比較すると, いくつかの問題例において目的関数値が改善

している. ℓ = ⌊0.01|T |⌋と ℓ = ⌊0.05|T |⌋の結果の間では 2つの問題例 sfis100-1と

rnd100-5-10000-tの目的関数値が改善している. さらに, ℓ = ⌊0.05|T |⌋と ℓ = ⌊|T |⌋

の結果を比較すると, 目的関数値が改善している問題例が存在しないことが観測で

きる. すなわち, 表 2.1では ℓの値を (PackInTreesアルゴリズムに入力する解の

数を) ⌊0.05|T |⌋以上に増やしても目的関数値が改善しない. この結果は図 2.3と 2.4

から得られた考察に一致する. また, ℓ = |T |の計算時間は ℓ = 1に比べて約 3から 7

倍に, ℓ = ⌊0.05|T |⌋の計算時間は ℓ = 1に比べて約 10%から 30%増加している. 以上

の考察から, 提案アルゴリズムでは ℓ := ⌊0.05|T |⌋と設定している. (提案アルゴリズ

ムは ℓの値に対して挙動が敏感に変ることはないので, ℓの値を精密にチューニング

することは必要でない.)

最後に, 提案アルゴリズムによって得られた解と Sasakiら [26]のアルゴリズムに

よって得られた解を比較検討する. ただし, 彼らのアルゴリズムは基地局が全てのセ

ンサーからパケットを受信できなくなってもパケットを収集するように設計されて

いる. バッテリーがなくなってしまったセンサーが少なとも 1つ存在する場合にその

ような状況が発生する. そのため, 彼らはバッテリーが残っているセンサーの数に対
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表 2.1: パラメータ ℓが提案アルゴリズムの結果に及ぼす影響

Instance name |V −| |E|
GenInTrees S′

max ℓ = 1 ℓ = ⌊0.01|T |⌋ ℓ = ⌊0.05|T |⌋ ℓ = |T |

|T | UB Obj. Obj. Time (s) Obj. Time (s) Obj. Time (s) Obj. Time (s)

hcb100 100 10100 2752 1124 1095 1121 86 1121 89 1121 97 1121 302

sfis100-1 100 10100 1669 1097 1064 1089 32 1090 33 1092 37 1092 115

sfis100-2 100 10100 1700 1097 1065 1090 34 1090 35 1090 39 1090 127

sfis100-3 100 10100 1378 1101 1067 1095 23 1095 24 1095 26 1095 68

rnd100-5-10000-h 100 473 2093 225 195 215 43 219 44 219 51 219 182

rnd100-5-10000-t 100 473 1227 217 183 205 15 206 15 207 18 207 69

rnd100-5-10000 100 473 2041 128 100 123 43 123 43 123 50 123 188

rnd100-5-100000-h 100 473 2515 2251 2211 2243 59 2245 62 2245 76 2245 343

rnd100-5-100000-t 100 473 1227 2173 2133 2163 15 2163 15 2163 18 2163 67

rnd100-5-100000 100 473 2496 1283 1248 1278 60 1278 63 1278 77 1278 352

rnd100-50-10000-h 100 4938 2078 272 244 265 46 267 48 267 55 267 227

rnd100-50-10000-t 100 4938 1688 270 234 256 23 256 25 256 29 256 110

rnd100-50-10000 100 4938 2373 149 124 144 59 145 62 145 74 145 339

rnd100-50-100000-h 100 4938 2675 2726 2688 2716 73 2718 77 2718 98 2718 518

rnd100-50-100000-t 100 4938 1860 2701 2661 2686 27 2688 28 2688 36 2688 145

rnd100-50-100000 100 4938 2804 1498 1466 492 82 1493 88 1493 109 1493 623
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して, パケットを収集できた最大回数を報告している. 本研究では全域木をパッキン

グした回数を目的関数値としているので, 彼らの報告した結果の中から, 全センサー

のバッテリーが残っている状態でパケットを収集できた最大回数を比較に使用する.

表2.2は,提案アルゴリズムによって得られた解とSasakiら [26]のアルゴリズムによ

って得られた解の比較結果である. 最初の5列は表2.1の最初の5列と同じものである.

次の 4列は ℓ = ⌊0.05|T |⌋であるときの提案アルゴリズムの結果を示しており,左から

順に,目的関数値, UBとObj.の間のギャップ (すなわち, ((UB−Obj.)/UB)×100%),

最良解で使用された木の数 |Tpos(xbest)| (ここで, Tpos(x) = {j ∈ T | xj > 0}であり,

xbestは提案アルゴリズムで得られた最良解を意味する), 計算時間 (秒)を表す. 列

“Sasaki et al. (2007)”は, 彼らが報告した全センサーのバッテリーが残っている状

態でパケットを収集できた最大回数を表す. ただし, “–”は結果が得られていないこ

とを意味する. これは, 彼らの実装コードが平面上のユークリッド距離に基づいて消

費量が定まる問題例に特化されており, ランダムに生成したグラフに対応していな

いためである. そこで, 計算結果を補うために彼らのアルゴリズムを新たに実装し

た. 最後の列 SFISは Sasakiら [26]のアルゴリズムを新たに実装したものに対して,

制限時間を 600秒制としたときの結果を表す.

新たに実装したものによる結果と彼らの実装による結果が異なっているのは, 細

かな部分で実装が多少異なっていることが原因であると考えられる. しかしながら,

sfis100-1と 2に対して新たな実装 SFISの方が元の実装に比べて良い解を与えてお

り, 僅かに SFISの方が優れていると考えられる.

表 2.2より, 提案アルゴリズムは Sasakiら [26]のアルゴリズムの元の実装と新た

な実装 SFISに対して, rnd100-5-10000-tを除く全ての問題例において, より良い解

をえていることが観測できる. また, 目的関数値が 1000を超えるような問題例に対

しては, 上界と目的関数値の間のギャップは非常に小さい. 一方, 目的関数値が小さ

い問題例に対してはギャップは大きくなる. 興味深い結果として, 全ての問題例に対

して, 上界と目的関数値の絶対的な差は小さくそれほど変わらない (UB−Obj.は 3

から 14までの範囲に収まっている). また, 提案アルゴリズムの出力した最良解 xbest

に使用される木の数が, 頂点数 |V −|を超えることは少ないことも観測できる.
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表 2.2: 既存アルゴリズムとの比較結果

Instance name |V −| |E|
GenInTrees Proposed Algorithm (ℓ = ⌊0.05|T |⌋) Sasaki et al.

SFIS
|T | UB Obj. Gap (%) |Tpos(xbest)| Time (s) (2007)

hcb100 100 10100 2752 1124 1121 0.27 69 97 – 931

sfis100-1 100 10100 1669 1097 1092 0.46 77 37 961 1033

sfis100-2 100 10100 1700 1097 1090 0.64 74 39 969 1032

sfis100-3 100 10100 1378 1101 1095 0.54 75 26 1022 1021

rnd100-5-10000-h 100 473 2093 225 219 2.67 69 51 – 160

rnd100-5-10000-t 100 473 1227 217 207 4.61 74 18 – 210

rnd100-5-10000 100 473 2041 128 123 3.91 53 50 – 99

rnd100-5-100000-h 100 473 2515 2251 2245 0.27 104 76 – 1611

rnd100-5-100000-t 100 473 1227 2173 2163 0.46 93 18 – 2108

rnd100-5-100000 100 473 2496 1283 1278 0.39 85 77 – 1003

rnd100-50-10000-h 100 4938 2078 272 267 1.84 71 55 – 211

rnd100-50-10000-t 100 4938 1688 270 256 5.19 82 29 – 238

rnd100-50-10000 100 4938 2373 149 145 2.68 51 74 – 120

rnd100-50-100000-h 100 4938 2675 2726 2718 0.29 102 98 – 2293

rnd100-50-100000-t 100 4938 1860 2701 2688 0.48 106 36 – 2414

rnd100-50-100000 100 4938 2804 1498 1493 0.33 84 109 – 1295
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2.7 結論

本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する線形緩和に基づ

く発見的解法を提案した. 提案アルゴリズムは 2段階で構成されており, まず候補と

なる木の集合 T を生成し, 次に生成した各木 t ∈ T に対してパッキング回数を決定す

る. 1段階目では, 線形緩和問題LP (T )に列生成法を適用し, 繰り返し新たな木を生

成して T に追加する方法を提案した. その中で, これを実現するために解く必要の

ある価格付け問題が, 最小重み根指定有向全域木問題という古典的な問題と等価で

あることを示した. 2段階目は, 第 1段階で生成した線形緩和問題LP (T )の最適解 x

を修正して実行可能解を作り, 貪欲アルゴリズムによって解を改善する. この貪欲ア

ルゴリズムに対して効率的な実装方法を提案し, データ構造を工夫することにより

高速化した. 提案アルゴリズムは既存アルゴリズムよりも良い解を出力し, 上界と目

的関数値のギャップが非常に小さいことを観測した. 本章で提案したアルゴリズムは

頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対して有効であると結論づけられる.
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の近似精度

3.1 序論

本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する線形緩和に基づ

くアルゴリズムの近似精度について議論する. 第 2章で提案したアルゴリズムだけ

ではなく, 線形緩和問題 LP (Tall)の最適解を使用するアルゴリズムに対する一般的

な議論である.

まず,近似精度の議論のために3.2節で線形緩和に基づくアルゴリズムの一般化を行

い, 定義されたアルゴリズムの性質について議論する. 3.3節では, 最適値OPTP (Tall)

が頂点数 |V |のα倍 (α > 1)である問題例に対して, 線形緩和に基づくアルゴリズム

が (1−1/α)近似アルゴリズムであることを示す. 次の 3.4節では, 線形緩和に基づく

アルゴリズムの近似精度の限界について議論を行う. 最後に, 3.5節で結論を述べる.

3.2 準備

本節では, 線形緩和に基づくアルゴリズムの一般化を行い, 定義されたアルゴリズ

ムの性質について議論する. まず, 線形緩和に基づくアルゴリズムによって得られる

木集合が持つべき性質を定義する. Tlpを次のような性質を持った木集合と定義する:

1. OPTLP (Tlp) = OPTLP (Tall).

2. 任意の木j ∈ Tlpに対して, OPTLP (Tlp\{j}) < OPTLP (Tall) (すなわち, OPTLP (Tall)

を達成するのに冗長である木が Tlpに含まれていない).

全ての木の集合 Tallの要素数は指数的なサイズになるが, |Tlp| ≤ |V |を満たすような

木集合 Tlpと, それに対応する線形緩和問題LP (Tlp)の最適解 (x̄j | j ∈ Tlp)を入力サ

イズに対して多項式時間で見つけられることが知られている [27].
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2.2節で述べたように, 任意の木集合T ⊆ Tallの線形緩和問題LP (T )における任意

の実行可能解 (xj | j ∈ T )に対して, (⌊xj⌋ | j ∈ T )は元問題 P (Tall)の実行可能解で

ある. この性質を用いて,簡単な線形緩和に基づくアルゴリズムSimpleLPBaseAL

を以下の疑義コードのように定義する. この SimpleLPBaseALアルゴリズムが出

Algorithm SimpleLPBaseAL

Input: 有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V , 各辺上の始点側と終点側の消費量 t : E →

R+と h : E → R+, 各頂点 i ∈ V の容量 bi ∈ R+.

Output: 木集合 Tlp, 実行可能解 (⌊x̄j⌋ | j ∈ Tlp).

1: 木集合 Tlpを求める (ただし, 上述の性質 1と 2, および |Tlp| ≤ |V |を満たす).

2: 線形緩和問題 LP (Tlp)の最適解 (x̄j | j ∈ Tlp)を求める.

3: (⌊x̄j⌋ | j ∈ Tlp)を出力する.

力した目的関数値
∑

j∈Tlp
⌊x̄j⌋は以下の性質を満たす:

OPTP (Tall) ≤ OPTLP (Tall) = OPTLP (Tlp) =
∑

j∈Tlp

x̄j

<
∑

j∈Tlp

(⌊x̄j⌋+ 1) ≤ |V |+
∑

j∈Tlp

⌊x̄j⌋.

したがって, 次の補題が成り立つ.

補題 1. 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する SimpleLPBaseAL

アルゴリズムはOPTP (Tall) − |V |よりも大きい目的関数値を持つ実行可能解を出力

する.

次節で, この補題を用いて SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度について議

論する.

3.3 近似精度

本節では, 前節で定義した SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度について

議論する. 前節の補題 1で, SimpleLPBaseALアルゴリズムはOPTP (Tall) − |V |よ

りも大きい目的関数値を持つ実行可能解を出力することを示した. もし, SimpleLP-

BaseALアルゴリズムに入力された問題例の最適値OPTP (Tall)が頂点数 |V |の定数
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倍以上である, すなわち, ある定数 α > 1に対して OPTP (Tall) ≥ α|V |を満たすな

らば,

∑

j∈Tlp

⌊x̄j⌋ > OPTP (Tall) − |V |

≥ OPTP (Tall) −
OPTP (Tall)

α
=

(

1−
1

α

)

OPTP (Tall)

が成り立つ. よって, 以下の定理が成り立つ.

定理 6. 問題例がある定数 α > 1 に対して OPTP (Tall) ≥ α|V | を満たすならば,

SimpleLPBaseAL アルゴリズムは (1 − 1/α) 近似アルゴリズムである. また,

OPTP (Tall)/|V | → +∞のとき, 近似率は 1に収束する.

なお, 3.2節でTlpの持つべき性質を定義したが,性質1をOPTLP (Tlp) ≥ ⌊OPTLP (Tall)⌋

に変更しても, SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度に関する上述の証明と

同様の議論ができる. また, 性質 2は SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度

に関する上述の議論には必要ない. (性質 2は, アルゴリズムが LP (Tall)のある最適

解に必要な木以外を利用できないことを明示するものであるが, これは, 3.4節にお

いて, この性質のために近似精度に限界があることを示すためのものである.)

第 2章で提案したアルゴリズムおいて, 条件式 (2.5)で列生成法が停止したときの

木集合を T とする. このとき, 線形緩和問題LP (T )の端点最適解 (x̄j | j ∈ T )に対し

て Tlp = Tpos(x̄) (Tpos(x) = {j ∈ T | xj > 0})とすると, OPTLP (Tlp) ≥ ⌊OPTLP (Tall)⌋

が成り立つ. また, S ′の中にこの解 (x̄j | j ∈ T )が含まれてるので, 最終的に最良解

として出力される解の目的関数値は
∑

j∈T ⌊x̄j⌋以上である. よって, 第 2章で提案し

たアルゴリズムは条件式 (2.5)で列生成法が停止したとき, (1 − 1/α)近似アルゴリ

ズムである.

3.4 近似精度の限界

前節で, SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度について述べた. 本節では,

SimpleLPBaseALアルゴリズムに対する近似精度の限界について議論する. 近似

精度の限界を示すために, SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度がいくらで

も悪くなってしまう問題例を与える.
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(a) (b)

図 3.1: SimpleLPBaseAL アルゴリズムの近似精度が悪くなっていまう問題例

(|V | = 3, OPTP (Tall) = 1, OPTP (Tlp) = 0)

まず, 次のような (3つの頂点を持つ)問題例を与える:

V = {r, 1, 2}, E = {(1, r), (2, r), (1, 2), (2, 1)},

b(1) = b(2) = 1, b(r) = +∞,

t((1, r)) = t((2, r)) = 1, h((1, r)) = h((2, r)) = 0,

t((1, 2)) = t((2, 1)) = 0, h((1, 2)) = h((2, 1)) = ε.

ここで, εは 0 < ε ≪ 1を満たす任意の値であり, t((u, v))と h((u, v))は辺 (u, v)の始

点側と終点側の消費量を表す. この問題例に対して Tlpは一意的に定まり, |Tlp| = 2

およびOPTLP (Tlp) = 2/(1 + ε)を満たす (図 3.1(a)参照). Tlp内の木は元問題 P (Tall)

の解に貢献しない. すなわち, 任意の木 j ∈ Tlpはグラフ上に 1つもパッキングする

ことができない. よって, OPTP (Tlp)＝ 0となる. 一方, 全ての木 Tallの中で図 3.1(b)

の木だけはグラフ上に 1回パッキングでき, OPTP (Tall) = 1である.
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次に k + 2個の頂点から構成される別の問題例を与える:

V = {r, µ, 1, 2, . . . , k},

E = {(µ, r)} ∪ {(i, r), (i, µ), (µ, i)} (∀i ∈ {1, . . . , k}),

b(µ) = b(1) = · · · = b(k) = 1, b(r) = +∞,

t((µ, r)) = 1/(k − 1), h((µ, r)) = 0,

t((i, r)) = 1, h((i, r)) = 0 (∀i ∈ {1, . . . , k}),

t((i, µ)) = 0, h((i, µ)) = 0 (∀i ∈ {1, . . . , k}),

t((µ, i)) = (1 + ε)/k, h((µ, i)) = ε (∀i ∈ {1, . . . , k}).

ここで, εは 0 < ε ≪ 1/kを満たす任意の値である. この問題例に対して線形緩和問

題 LP (Tlp)の最適解 (x̄j | j ∈ Tlp)は一意的に定まり, |Tlp| = kおよびOPTLP (Tlp) =

k/(1 + ε)を満たす (図 3.2(a)参照). 元問題 P (Tall)に対して任意の木 j ∈ Tlp は

グラフ上にパッキングすることができないので, OPTP (Tlp) = 0を満たす. 一方,

OPTP (Tall) = k − 1である. なぜなら, 図 3.2(b)の木が元問題 P (Tall)に対して k − 1

回パッキングできるのでOPTP (Tall) ≥ k− 1であり, 頂点 µから出る辺 δ+(µ)を木と

して使用できる最大回数は,

⌊

b(µ)

mine∈δ+(µ) t(e)

⌋

=

⌊

1

min{1/(k − 1), (1 + ε)/k}

⌋

= k − 1

で抑えられるのでOPTP (Tall) ≤ k − 1である. すなわち, この問題例では任意の頂点

数 |V |に対してOPTP (Tlp) = 0かつOPTP (Tall) = |V | − 3が成り立つ. この問題例の

最適解OPTP (Tall)を任意に大きくすることができるので, SimpleLPBaseALアル

ゴリズムの近似精度はいくらでも悪くなる.

以上より, OPTP (Tall) ≤ |V | − 3を満たす問題例の中に SimpleLPBaseALア

ルゴリズムの近似精度がいくらでも悪くなってしまう問題例が存在する. 一方,

OPTP (Tall) ≥ |V | + 1を満たす問題例に対しては定理 6を満たす αを取ることが

で, また, OPTP (Tall) = |V |を満たす問題例については補題 1よりアルゴリズムの出

力した解の目的関数値が 1以上 (すなわち,
∑

j∈Tlp
⌊x̄j⌋ ≥ 1)である保証が得られる.

なお, OPTP (Tall) = |V | − 1, |V | − 2については結果が得られていない.
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(a) (b)

図 3.2: SimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度がいくらでも悪くなってしま

う問題例 (|V | = k + 2, OPTP (Tall) = k − 1, OPTP (Tlp) = 0)

3.5 結論

本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する線形緩和に基づ

くアルゴリズムの近似精度について議論した. まず, 線形緩和に基づくアルゴリズ

ムを一般化した SimpleLPBaseALアルゴリズムを定義した. その後に, 最適値

OPTP (Tall)が頂点数 |V |の α倍 (α > 1)である問題例に対して, SimpleLPBaseAL

アルゴリズムが (1− 1/α)近似アルゴリズムであることを示した. また, 第 2章で提

案したアルゴリズも, 条件式 (2.5)で列生成法が停止したときは (1−1/α)近似アルゴ

リズムであることを示した. 最後に, 任意の頂点数 |V |に対してOPTP (Tall) ≤ |V |− 3

を満たす問題例の中にSimpleLPBaseALアルゴリズムの近似精度がいくらでも悪

くなってしまう問題例が存在することを示した.
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ゴリズム

4.1 序論

本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対してラグランジュ緩

和に基づくアルゴリズムを提案する. ラグランジュ緩和とは, 整数計画問題から一部

の制約式を取り除き, それらの制約式を違反した量にラグランジュ乗数を乗じたも

のを目的関数に加える緩和法であり, ラグランジュ緩和した問題をラグランジュ緩

和問題と呼ぶ. 線形緩和問題と同様に, ラグランジュ緩和問題は元の整数計画問題に

比べて解きやすい問題となる.

本章で提案するアルゴリズムの基本的な流れは第 2章で提案したアルゴリズムと

同様であり, 2段階に分けて問題を解く. 1段階目ではパッキングする候補の木を生

成する. ラグランジュ緩和問題に対して列生成法を適用し, 停止条件を満たすまで新

たな木を生成および追加することを繰り返す. このとき, ラグランジュ緩和問題に対

する良いラグランジュ乗数を得るために劣勾配法を適用する. 2段階目では 1段階目

で生成した木の候補に対して, パッキングを行う回数を決定する. 第 2章で提案した

アルゴリズムよって得られた実行可能解の質が非常に良いことから, 同様の方法で

パッキング回数を決定する.

以下では, 4.2節でラグランジュ緩和の詳細, 4.3で 1段階目のアルゴリズム, 4.4節

で 2段階目のアルゴリズムについて述べる. 提案アルゴリズムの全体像が分かるよ

うに 4.5節でアルゴリズム全体の流れを示す. 次に, 4.6節で提案アルゴリズムの計

算実験の結果を示す. センサーネットワークに関する既存研究で使用されていたセ

ンサー位置情報から生成した問題例と, ランダムに生成した問題例の 2つに対して

実験を行ったところ, 本章で提案したアルゴリズムは, 第 2章で提案したアルゴリズ

ムと比べて, 同じ数の木を生成するのに要する計算時間が短いにも関わらず, より良
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い解を出力できることを示した. また, 一部の問題例に対しては厳密な最適解を得る

ことができた. 最後に, 4.7節で本章の結論を述べる.

4.2 ラグランジュ緩和

1.5節で述べたように, 整数計画問題である P (T )を厳密に解くことは容易ではな

い. そのため, 第 2章では P (T )の線形緩和問題から得られる情報を利用した発見的

解法を提案した. 本章のアルゴリズムでは, 線形緩和の代わりに, ラグランジュ緩和

という別の代表的な緩和法を使用する. ラグランジュ緩和とは, 整数計画問題から一

部の制約式を取り除き, それらの制約式を違反した量にラグランジュ乗数を乗じた

ものを目的関数に加える緩和法であり, ラグランジュ緩和した問題をラグランジュ緩

和問題と呼ぶ. 線形緩和問題と同様に, ラグランジュ緩和問題は元の整数計画問題に

比べて解きやすい問題となる. ラグランジュ問題を解くことにより, 元の整数計画問

題対する有益な情報を得ることができ, この情報を利用した様々な発見的解法が提

案されている. ラグランジュ緩和が線形緩和に対して優れている点は, 劣勾配法とい

う良いラグランジュ乗数を定めるための発見的解法が存在することである. この手

法は実装が簡単でカスタマイズし易い. しかし, パラメータが増えて設計するのが難

しくなる側面もある.

P (T )に対するラグランジュ問題 LR(T, λ)は次のようになる:

LR(T, λ) maximize
∑

j∈T

xj +
∑

i∈V

λi

(

bi −
∑

j∈T

aijxj

)

(4.1)

=
∑

j∈T

cj(λ)xj +
∑

i∈V

λibi, (4.2)

subject to xj ∈ {0, 1, . . . , uj}, ∀j ∈ T.

ここで, λi ≥ 0は頂点 i ∈ V に対するラグランジュ乗数であり, ujは木 j ∈ Tのみをパ

ッキングしたときの最大パッキング回数である (すなわち, uj = mini∈V : aij>0⌊bi/aij⌋).

また, λ = (λi | i ∈ V )はラグランジュ乗数ベクトルであり (以降は混乱のない限り

単にラグランジュ乗数と呼ぶ), 各木 j ∈ T 対する cj(λ) = 1−
∑

i∈V aijλiは相対コス

トである. 相対コスト cj(λ)は直感的には木 jの価値を表す関数と捉えることができ
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る. さらに, ラグランジュ緩和問題 LR(T, λ)の最適解をOPTLR(T,λ)とし, 最適解を

x(λ)と表すことにする.

任意の木集合 T ⊆ Tallに対して, 任意のラグランジュ乗数 λ ≥ 0が与えられたと

き, ラグランジュ緩和問題LR(T, λ)の最適解 x(λ) = (xj(λ) | j ∈ T )は次のように簡

単に計算することができる:

xj(λ) =











uj, (cj(λ) > 0),

0, (cj(λ) ≤ 0),
∀j ∈ T. (4.3)

一般的に, 任意のラグランジュ乗数 λ ≥ 0に対して, ラグランジュ緩和問題の最適

値は元問題の最適値の上界を与える. すなわち, OPTP (T )が整数値であることに注

意すると, 任意の λ ≥ 0に対して ⌊OPTLR(T,λ)⌋はOPTP (T )の上界となる. ただし,

T 6= Tallのとき, OPTLR(T )はOPTP (Tall)の上界になるとは限らない.

4.3 木生成アルゴリズム

本節では, 候補となる木の集合 T を生成する 1段階目のアルゴリズムLRGenIn-

Treesを提案する．このアルゴリズムの大まかな流れは 2.3節で提案したGenIn-

Treesアルゴリズムと同じである. まず，提案アルゴリズムは 4.3.1節で述べる簡単

なアルゴリズムによって初期木集合を生成する．次に, 現在の木集合T に対して良い

ラグランジュ乗数 λを得るために劣勾配法と呼ばれる発見的解法を適用する. その

後，得られた λに対するラグランジュ緩和問題LR(T, λ)の最適解の情報を用いて新

たな木を生成し，現在の木集合 T に追加することを繰り返し行う．この手法は一般

的に列生成法と呼ばれるもので, 各反復で生成される木は現在の木集合T に追加する

ことによって最適値OPTLR(T )を改善するものである．列生成法によって生成された

木集合は元問題P (Tall)に対して良い解を得るために有効であると考えられる．以下

では, 4.3.2節において劣勾配法の詳細について, 4.3.3節において列生成法の詳細に

ついて，4.3.4節において列生成法の停止条件について述べたのち, LRGenInTrees

の全体像について 4.3.5節にまとめる．また, 劣勾配法の高速化手法について 4.3.6節

で詳しく述べる.
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4.3.1 初期木集合

本章で提案するラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムは, 木集合を生成するため

に第 2章で提案した線形緩和に基づくアルゴリズムと同じく列生成法を用いる. そ

のため, 1本の初期木さえあれば実行できる. しかしながら, 予備実験により予め数

本の木をまとめて初期木集合として与えたほうが, 計算時間が短くなることが線形

緩和に基づくアルゴリズムと同様に観測された．また，ランダムに生成された初期

木の本数を |V |本より多く増やしても，計算時間はそれほど減少しないことも観測

した．以上の考察より，ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムにおいても, 初期木

集合として |V |本のランダムに生成された木を用いることにした．具体的な初期木

集合の生成方法は 2.3.1節と同様である.

4.3.2 劣勾配法

4.2節で示したように, 任意のラグランジュ乗数 λ ≥ 0に対してラグランジュ緩和

問題の最適解 x(λ)を求めることは非常に簡単である. しかし, 一般的に最適なラグ

ランジュ乗数 λを求めることは簡単でない. そこで本章では, 現在の木集合 T に対

して, 良いラグランジュ乗数 λを得るために劣勾配法と呼ばれる発見的解法を使用

する. 劣勾配法は, 良いラグランジュ乗数を得るためのアルゴリズムとして, よく知

られた手法である [1, 10, 18]. 良いラグランジュ乗数 λを得ることは P (T )に対する

良い上界 (OPTLR(T,λ))を得るために必要である.

ラグランジュ乗数 λに関する劣勾配 s(λ) = (si | i ∈ V )を, 各頂点 i ∈ V に対して

si(λ) = bi −
∑

j∈T aijxj(λ)と定義する. 劣勾配法はこの劣勾配 s(λ)に従って, 次の

ような更新式で繰り返しラグランジュ乗数ベクトル λを初期ベクトルから更新する

手法である:

λi := max

(

0, λi − π
UB(λ)− LB
∑

i∈V {si(λ)}
2
si(λ)

)

, ∀i ∈ V. (4.4)

ここで, UB(λ) = OPTLR(T,λ)はP (T )の上界, LBはP (T )の下界 (実行可能解の目的

関数値), π ≥ 0はスッテプサイズを調整するパラメータである. θ(λ) = π(UB(λ) −

LB)/(
∑

i∈V {si(λ)}
2)と定義する. θ(λ)は一般的にステップサイズと呼ばれる.

劣勾配法の具体的な繰り返し手順について説明する. 初めに, P (T )の下界 LB, 初

期ラグランジュ乗数 λ, およびパラメータ πの初期値が劣勾配法に与えれる. 次に,
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式 (4.4)によってN 回ラグランジュ乗数 λの更新を行う. N 回の反復の間に最良の

最適値OPTLR(T,λ)が更新されなかったときはパラメータ πの値を半分にする. もし

パラメータ πの値が πendよりも小さくなったら, 劣勾配法の反復を止める. そうで

なければ, 再びN回ラグランジュ乗数 λの更新を行う. 本章の計算実験ではN = 30,

πend = 0.005と設定した. これらのパラメータ値は劣勾配法で一般的に用いられる

値である [2].

基本的な劣勾配法の流れは上記の通りであるが, 本研究の劣勾配法ではラグラン

ジュ乗数 λの更新方法を僅かに修正した. 式 (4.4)において, 劣勾配 si(λ)の代わり

に修正を加えた劣勾配 s′i(λ)を使用する. 各頂点 i ∈ V に対して, もし λi = 0と

si(λ) < 0を満たすならば, s′i(λ) = 0と修正し, そうでなければ, s′i(λ) = si(λ)とす

る. λi = 0と si(λ) < 0を満たすようなラグランジュ乗数 λiは, 式 (4.4)で更新され

ないことが予め分かっているので, s′i(λ) = 0とすることで, 本来更新に寄与しない

要素の影響を避けることができる.

SubOpt(T,LB, λ, π)を本研究で使用する劣勾配法と定義する. 木集合T に対する

下界 LB, 初期ラグランジュ乗数 λ, およびパラメータ πの初期値が SubOptの入力

である. SubOptはラグランジュ乗数λとパラメータ πの ̺個のペア (λ(1), π(1)), . . . ,

(λ(̺), π(̺))を出力する. 各 k = 1, . . . , ̺に対して, ラグランジュ乗数 λ(k)は, 劣勾配

法の各反復で生成されたラグランジュ乗数 λの中で, OPTLR(T,λ)が小さい方から k

番目の値を達成するものであり, π(k)は λ(k)を生成した時のパラメータ πの値であ

る. ここで, ̺は SubOptが出力するペアの数を定めるパラメータである. これらの

出力されたペアは次節で述べる列生成法の中で新たな木を生成するのに使用される.

SubOptの詳細を擬似コードで示す. 擬似コードにおいて, UBbestは劣勾配法の反

復の中で得られた最良の (最小の)上界 (最適値OPTLR(T,λ))を表す.

次に, SubOptに与える初期入力について述べる. もしSubOptが 4.3.1節で述べ

た初期木集合に適用される場合は, 全ての頂点 i ∈ V に対して初期ラグランジュ乗数

をλi = 1/minj∈T

∑

v∈V avjとし, ステップサイズの調整パラメータの初期値をπ = 2

とした. これらの簡単な初期入力値は SubOptの最初の呼び出しだけに使用され,

提案アルゴリズム全体の性能には大きく影響しない. 2回目以降の呼び出し (すなわ

ち, 列生成法によって新たな木が追加された木集合 T に対して SubOptが適用され

る場合)では, 提案アルゴリズムは SubOptの最後の実行における情報を使用する.
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Algorithm SubOpt(T,LB, λ, π)

Input: 木集合T , P (T )の下界LB, 初期ラグランジュ乗数λ, パラメータπの初期値.

Output: ̺個のペア (λ(1), π(1)), . . . , (λ(̺), π(̺)). ここで, 各 k = 1, . . . , ̺に対して, ラ

グランジュ乗数 λ(k)は生成されたラグランジュ乗数の中でOPTLR(T,λ)が小さい

方から k番目の値を達成するものであり, π(k)は λ(k)を生成した時のパラメータ

πの値である.

1: UBbest := +∞およびΛ := ∅とする.

2: 3から 10までをN 回繰り返す.

3: ラグランジュ緩和問題 LR(T, λ)の最適値 OPTLR(T,λ) と最適解 x(λ)を計算し,

UB := OPTLR(T,λ)とする.

4: もし |Λ| < ̺ならば, Λ := Λ ∩ (λ, π)とし, 6に行く.

5: もし (λ(̺), π(̺)) ∈ Λよって得られた ̺番目の上界 (最適値OPTLR(T,λ))よりも小

さければ, Λ := Λ \ (λ(̺), π(̺)) ∩ (λ, π)とする.

6: もしUBbest > UBならば, UBbest := UBと更新する.

7: 全ての頂点 i ∈ V に対して, 劣勾配 si := bi −
∑

j∈T aijxj(λ)を計算する.

8: 各頂点 i ∈ V において, もしλi = 0と si < 0を満たすならば, si := 0と修正する.

9: ステップサイズ θ := π(UB− LB)/(
∑

i∈V s2i )を計算する.

10: 全ての頂点 i ∈ V に対して, λi := max(0, λi − θsi)によってラグランジュ乗数を

更新する.

11: もしN の反復の間にUBbestが更新されなかったら, π := π/2とする.

12: もし π < 0.005ならば, ̺個のペア (λ(1), π(1)), . . . , (λ(̺), π(̺)) ∈ Λを出力し, 停止

する.

13: 2に戻る.



4.3. 木生成アルゴリズム 53

具体的には, 列生成法において最後の新たな木を生成するために使用したラグラン

ジュ乗数を λ(k′) (すなわち, それに対応するペアは (λ(k′), π(k′)))とすると, SubOpt

に入力する初期値を λ := λ(k′)および π := 4π(k′)とする. この手法により, 良いラグ

ランジュ乗数を得るために必要な SubOptの反復回数を減らすことができる. π(k′)

の値を 4倍して πの初期値に用いる理由について簡単に説明する. π(k′)は良い最適

値OPTLR(T,λ)を得たときに使用していた値なので, 0.005に非常に近い値である可

能性が高い. そのため, π := π(k′)としてしまうと, ラグランジュ乗数 λの十分な探索

が行われないまま終了してしまう可能性が高い. また, ステップサイズ θ(λ)が小さ

くなりすぎてラグランジュ乗数 λの更新量が足りず, 逆に SubOptの反復回数が増

大する危険性がある. 実際に, 予備実験において λ(k′)と近いラグランジュ乗数が多

く生成される傾向にあった. よって, もう少し大きい初期値をパラメータ πに与えな

ければならない. 予備実験により, π = 4π(k′)とすれば, λ(k′)と近いラグランジュ乗

数が多く生成されるという傾向がなくなり, SubOptでラグランジュ乗数 λをうま

く探索できることを観測した.

P (T )の実行可能解を生成するために 2.4節で貪欲アルゴリズムPackInTreesを

提案した. このアルゴリズムは各木の評価基準として現在の残り容量に対する最大

パッキング回数を用いた構築型のアルゴリズムであった. 全ての木 j ∈ T に対し

て x
(0)
j := 0である解を初期解として PackInTreesアルゴリズムを実行し, その

とき出力された P (T )の実行可能解の目的関数値を LBとした. また, 提案アルゴ

リズムは SubOptを呼び出す度に LBを更新しない (PackInTreesアルゴリズム

を呼び出さない). 実際には, 提案アルゴリズムでは新たな木を 100本追加する度に

PackInTreesを呼び出す. このようにすると SubOptの反復中には必ずしも良い

P (T )の実行可能解 (すなわち, 良い下界)が得られないが, 予備実験により提案アル

ゴリズムの性能は下界の質に大きく影響を受けないことを確認している.

上記の提案アルゴリズムの説明は基本部分についてだけ述べている. 実際には上

記のアルゴリズムに高速化手法を組み込み, SubOptで使用する木の数を減らした

り, 各反復における実際の計算量を削減したりしている. これらの詳細については

4.3.6節で述べる.

なお, 一般性を失うことなく, 全ての頂点 i ∈ V に対して bi = b (bは任意の正の

定数)と仮定することができる. 例えば, 全ての辺 (v, w) ∈ Eに対して, h((v, w)) :=



54 第 4章 ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズム

h((v, w))/bw, t((v, w)) := t((v, w))/bvとしたのち, 全ての頂点 i ∈ V に対して bi := 1

と修正することにより, 頂点容量を正規化することができるからである. このよう

な正規化は劣勾配法の実行を安定化させるのに効果があることが知られているため,

提案アルゴリズムにおいてもこのような正規化を行った上でアルゴリズムを適用し

ている．

4.3.3 列生成法

本章で提案するラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムも, 第 2章で提案した線

形緩和に基づくアルゴリズムと同じく, 木集合を生成するために列生成法を用いる.

基本的な流れは 2.3.3節で示した列生成法と同様であり, 列生成法は 4.3.1節で得ら

れた初期木集合 T ⊆ Tallから始め，停止条件を満たすまで繰り返し新たな木を生成

し，木集合 T に追加する手法である．各繰り返しで生成される木は，現在の木集合

T に追加することによって最適値OPTLR(T,λ)が改善する．

どのような木を現在の木集合 T に追加するかについて具体的に議論する. 任意の

ラグランジュ乗数 λに対して正の相対コスト (cj(λ) > 0)を持つ全ての木の集合を

T+(λ) ⊆ Tallとする (すなわち, T+(λ) = {j ∈ Tall | cj(λ) > 0}). 任意のラグランジュ

乗数 λに対する最適解OPTLR(T,λ)の求め方 (4.2節を参照)より, もし現在の木集合

T が T+(λ) ⊆ T を満たすならば, LR(T, λ)の最適解OPTLR(T,λ)は LR(Tall, λ)の最

適解OPTLR(Tall,λ)と等しい. 言い換えると, もし現在の木集合 T に含まれていない

ような木 τ ∈ Tall \ T の中に, 正の相対コスト (cτ (λ) > 0)を持つ木が存在するなら

ば, LR(T, λ)の最適解 x(λ)は LR(Tall, λ)に対して最適でない. よって,

cτ (λ) = 1−
∑

i∈V

aiτλi > 0.

すなわち,

∑

i∈V

aiτλi < 1 (4.5)

を満たす新たな木 τ ∈ Tall \ T を現在の木集合 T に追加することによって, 最適値

OPTLR(T,λ)が改善する．一般的に, このような条件を満たす木を探す問題は価格付

け問題と呼ばれる.
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式 (4.5)は, 全ての頂点 i ∈ V に対して y∗i := λiとしたとき, 2.3.2節で示した式

(2.1)と等しい. よって, 木の探索範囲を Tall \ T から全ての木 Tall に変更し, 各辺

(v, w) ∈ Eに対して式 (2.2)と同様にコスト φ((v, w))を与えると, 式 (2.4)のように

変形することができる. すなわち, 線形緩和に基づくアルゴリズムと同じく式 (4.5)

の価格付け問題は最小重み根指定有向全域木問題に変換して解くことができる.

しかしながら,与えられるラグランジュ乗数λは双対問題D(T )の最適解 y∗のよう

に良い特徴 (現在の木集合に含まれている全ての木 j ∈ T に対して, 双対問題D(T )

の制約式
∑

i∈V aijy
∗
i ≥ 1を満たしているという性質)を持っていない. すなわち, 相

対コストが必ずしも cj(λ) ≤ 0を満たしているとは限らないので, 既に現在の木集合

T に含まれている木を生成するかもしれない. つまり, 2.3.2節で示した最小重み根

指定有向全域木問題に変換して解く方法では厳密には価格付け問題を解いていない.

しかし, 予備実験より, (SubOptによって得られてた)十分に精度の良いラグラン

ジュ乗数 λを与えれば, 重複した木が生成されることは稀であることを観測した.

現在の木集合 T に含まれていない木を生成する確率を高めるために, 提案アルゴ

リズムでは 1つだけではなく複数のラグランジュ乗数ベクトル λ対して価格付け問

題を解く方法を用いた. SubOptでは, 最良の上界を達成する ̺個のラグランジュ乗

数ベクトルを出力し, 列生成法において新たな木 τ ∈ Tall \T が生成されるか, 全ての

ラグランジュ乗数ベクトル λ(1), . . . , λ(̺)を調べるまで, k = 1から順番に λ(k)に対す

る価格付け問題を解く. もし新たな木 τが生成されたときは, 現在の木集合 T に加え

る. そうでないときは, 十分な量の木が生成できたと判断して列生成法を停止する.

4.3.4 停止条件

本節では列生成法の停止条件について議論する. 2.3.3節で示した線形緩和に基づ

くアルゴリズムの停止条件と同様のものは使用できない. なぜなら, 2.3.3節の停止

条件では, 任意の木集合 T ⊆ Tallに対してOPTLP (T ) ≤ OPTLP (Tall)が常に成り立つ

という性質を用いたが, ラグランジュ緩和問題の最適値OPTLR(T,λ)にはそのような

性質がないためである. すなわち, 任意の木集合T ⊆ Tall, および任意のラグランジュ

乗数 λ, λ′ ≥ 0に対して, OPTLR(T,λ) ≤ OPTLR(Tall,λ′)が常に成立するとは限らない.

そこで,ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムでは新たに 2つの停止条件を用いた.

1つ目は元問題OPTP (Tall)の上界によるものである. 定理 5より, 全ての頂点 i ∈ V



56 第 4章 ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズム

に対して ŷi := λiとすれば, 列生成法の各反復で線形緩和に基づくアルゴリズムと同

様に最適値OPTP (Tall)の上界を得ることができる. すなわち, 列生成法の各反復で得

られた SubOptのラグランジュ乗数 λに対して, ρλ = minj∈Tall

{
∑

i∈V aijλi

}

とし,

目的関数値 ω =
∑

i∈V bi(λi/ρλ)を求めることで, 列生成法の各反復において最適値

OPTP (Tall)の上界を得ることができる. UB∗を今までの反復の中で最良の上界 (すな

わち, 最小の上界)と定義する. 現在の木集合 T が十分に良い (有益な木が多く含ま

れている)ものでなければ, UB∗は頻繁に更新される. 一方, T が十分に良い木集合

であればUB∗の更新は頻繁に起きない. そこで, 提案アルゴリズムでは UB∗が |V |

回連続して更新されないとき列生成法を停止する.

2つ目は4.3.3節で示したように生成された木の重複に関するものである. SubOpt

によって得られた ̺個のラグランジュ乗数ベクトル全てに対して価格付け問題 (最

小重み根指定有向全域木問題)を解いた際に, 現在の木集合 T に含まれない新たな木

τ ∈ Tall \T が生成されなかったとき, すなわち, 生成した ̺個の木が全て既に T に含

まれているものであったとき, 列生成法を停止する.

パラメータ ̺の値は極端に小さい値でなければアルゴリズムの性能に大きな影響

を与えない. そこで, 4.6節の計算実験では ̺ := 10とした. 実際, 4.6節の計算実験に

おいて,提案アルゴリズムは 2つ目の停止条件で列生成法が停止することはなかった.

4.3.5 提案アルゴリズム

本節ではラグランジュ緩和に基づく木集合を生成するアルゴリズムの全体像を示

す. 本研究では, この木集合を生成するアルゴリズムを LRGenInTreesと呼ぶこ

とにする. LRGenInTreesアルゴリズムを擬似コード形式で以下に示す.

4.3.6 劣勾配法の高速化手法

本研究では, 4.3.2節の劣勾配法に対して 2つの高速化手法を提案する. 1つ目は劣

勾配法で実際に使用する木の数を削減することである. 予備実験により, 初期木およ

び列生成法の早い段階で生成された木のほとんどは, 劣勾配法を実行する上で必要

でないことを観測した (4.6.2節を参照). もし, SubOptの各反復で生成された全て

のラグランジュ乗数 λに対して xj(λ) = 0を満たすような木 j ∈ T が存在するなら
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Algorithm LRGenInTrees

Input: 有向グラフG = (V,E), 根 r ∈ V , 各辺上の始点側と終点側の消費量 t : E →

R+と h : E → R+, 各頂点 i ∈ V の容量 bi ∈ R+, パラメータ ̺.

Output: 木集合 T .

1: ランダムに生成した |V |本の初期木を木集合 T とし, 全ての頂点 i ∈ V に対して

初期ラグランジュ乗数を λi := 1/minj∈T

∑

v∈V avj とする. また, UB∗ := +∞,

ξ := 0, π := 2とする.

2: PackInTreesを呼び出し, 得られた実行可能解の目的関数値 (下界)を LBと

する.

3: SubOpt(T,LB, λ, π)を呼び出し, ̺個のペア (λ(1), π(1)), . . . , (λ(̺), π(̺))を得る.

また, ξ := ξ + 1と更新する.

4: for k = 1 to ̺ do

5: グラフ G 上の全ての辺 (v, w) ∈ E に対して, 辺コスト φ((v, w)) :=

λ
(k)
v t((v, w)) + λ

(k)
w h((v, w))を定義する.

6: 辺コスト φに対してEdmondsのアルゴリズムを実行する. そのとき得られた

最小合計コストを持つ木を τ , その合計コストを ρとする.

7: もし
∑

i∈V bi(λi/ρ) < UB∗を満たすならば, UB∗ :=
∑

i∈V bi(λi/ρ)および ξ :=

0と更新する.

8: もし τ 6∈ T を満たすならば, T := T ∩{τ}, λ := λ(k)および π := 4π(k)とし, 11

に進む.

9: end for

10: 木集合 T を出力して停止する.

11: もし ξ = |V |を満たすならば, 10に戻る.

12: もし最後のPackInTreesの呼び出しから T に新たな木を 100本追加したのな

らば, PackInTreesを呼び出し, LBを更新する.

13: 3に戻る.
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ば, そのような木 jを T から取り除いたとしても SubOptの動作に全く影響を与え

ない. この考察から, そのような不必要な木を SubOptに使用しない仕組みを導入

する. しかしながら, SubOptの実行前に不必要な木かどうかを判断するのは困難

である. そこで, SubOptの過去の動作に基づいて, 必要な木であるか否かを推定す

る方法を用いた.

提案アルゴリズムは SubOptの最近の数回の呼び出しで使用頻度が小さい木を

不必要と判断し, 以降の SubOptの最近の呼び出しでは使用しない. 具体的には,

LRGenInTreesアルゴリズムの各反復において SubOpt(T , LB, λ, π)を呼び出

す代わりに SubOpt(T ′, LB, λ, π)を呼び出す. ここで, T ′は次のような規則で T

から不必要と判断された木を取り除いて得られた木集合である: SubOptの呼び出

しが完了する度に, 最後の SubOptの実行の間に最適解 OPTLR(T,λ)に使用された

(すなわち, xj(λ) > 0である)回数が βより小さい全ての木に対して, “おそらく不必

要”とラベル付けする (βは “おそらく不必要”とラベル付けする木の数を調整するパ

ラメータである). SubOptの呼び出し後に γ回連続で “おそらく不必要”と判断さ

れた全ての木を T から取り除いくとによって得られた木集合を T ′する (γは不必要

と判断されるまでに必要な SubOptの呼び出し回数を定めるパラメータである). β

をなるべく大きな値に, γをなるべく小さな値にすることで, SubOptで使用する木

の数を多く削減することができる. しかし, あまりに極端な値を設定するとSubOpt

の動作に必要な木まで削除されてしまい, LRGenInTreesアルゴリズム全体の挙

動に大きな影響を与えるので注意が必要である. 本研究では, 予備実験により十分安

全に木を削減できる値を調べ, β = 5および γ = |V |とした.

2つ目の高速化手法は劣勾配法の各反復の実際の計算量を削減することである.

SubOptの 1回の反復は擬似コードの 3行目から 10行目までの部分に対応する.

SubOptを擬似コードで示した通り素直に実装したとすると, 3 行目と 7 行目は

Θ(|V ||T |)時間かかり, ボトルネックとなる (他の行は O(|V |)時間で実行できる).

以下では, この SubOptの 3行目と 7行目の高速化について議論する.

3行目では, ラグランジュ緩和問題 LR(T, λ)の最適値 OPTLR(T,λ)と最適解 x(λ)

が計算される. 初めに, 最適解 x(λ)を計算する方法について議論する. 式 (4.3)を

思い出すと, ラグランジュ乗数 λが更新された後に最初から最適解 x(λ)を求めるに

は, 全ての木 j ∈ T に対して相対コスト cj(λ)が決定されている必要がある. cj(λ)
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の計算は各木 j ∈ T に対してO(|V |)時間かかるので, 単純に実装すると最適解 x(λ)

の計算には Θ(|V ||T |)時間が必要である. ここで, 前回の反復のラグランジュ乗数

λ′に対する最適解 xj(λ
′)を保持していると仮定すると, 相対コストが cj(λ

′) > 0か

ら cj(λ) ≤ 0に変化した, またはその逆の変化をした木 jに対してだけ x(λ′)を更新

すれば, 現在のラグランジュ乗数 λの最適解 x(λ)として使用可能であることが分か

る. さらに, (SubOptの初期の反復を除いて)各反復におけるラグランジュ乗数 λ

の変化量は小さので, ほとんどの木 jにおいて xj(λ
′)から値が変化しない (すなわち,

xj(λ) = xj(λ
′)である)傾向にある. これらの考察により, 相対コスト cj(λ)の上界と

下界を導入し, 上界と下界から xj(λ)の値を簡単に決定できるような木 jに対して,

cj(λ)の真の値を計算しなくても済む方法を提案する.

SubOptの各反復において, 全ての木 j ∈ T に対して相対コスト cj(λ)の上界

cUB
j (λ)と下界 cLBj (λ)を保持していると仮定する. すると, 相対コスト cj(λ)の真の値

を知らなくても, 各木 j ∈ T に対して, cUB
j (λ) ≤ 0のとき xj(λ) = 0, cLBj (λ) > 0の

とき xj(λ) = ujであるとすぐに決定することができる. そのどちらでもない場合に

のみ (すなわち, cUB
j (λ) > 0かつ cLBj (λ) ≤ 0であるとき), cj(λ)の真の値を計算すれ

ばよい. 高速に計算できる質の良い上界 cUB
j (λ)と下界 cLBj (λ)を与えることができれ

ば, 実際の計算量を削減することができる. しかしながら, 最悪の計算量はO(|V ||T |)

から変わることはない. どのような上界 cUB
j (λ)と下界 cLBj (λ)を保持するかについて

議論する前に, 相対コスト cj(λ)の計算の省略が SubOptの他の部分に影響を与え

ないことを確認する.

この影響があるのは, 最適値OPTLR(T,λ)を計算する部分だけである. 最適解 x(λ)

を求めるときに, いくつかの木に対して相対コスト cj(λ)の真の値の計算を省略した.

そのため, 式 (4.2)によってOPTLR(T,λ)を計算することは不可能である. そこで, 代

わりに式 (4.1)によってOPTLR(T,λ)を計算する. 式 (4.1)は次のように変形できる:

OPTLR(T,λ) =
∑

j∈T

xj(λ) +
∑

i∈V

λi

(

bi −
∑

j∈T

aijxj(λ)

)

=
∑

j∈T

xj(λ) +
∑

i∈V

λisi(λ).

よって, 劣勾配 s(λ)が与えられていれば, OPTLR(T,λ)をO(|V | + |T |)時間で計算す

ることができる. SubOptの擬似コードの中では, 劣勾配 s(λ)は最適解OPTLR(T,λ)

を計算した後に求められる. しかしながら, 最適解OPTLR(T,λ)を求める前に劣勾配

s(λ)を計算しても問題のないことがすぐに分かる. すなわち, SubOptの 3行目と 7
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行目の計算順序を次のように修正する: 初めに最適解 x(λ)を計算する. 次に劣勾配

s(λ)を計算し, 最後に最適値OPTLR(T,λ)を計算する.

次に 7行目の劣勾配 s(λ)の計算方法に焦点を当てる. 3行目と同様に, 単純に実装

するとΘ(|V ||T |)時間かかる. 式 (4.3)より, 全ての木 j ∈ T に対して xj(λ)は 0と uj

のどちらかの値しか取らないことが分かる. そのため, xj(λ) = ujである木 jしか劣

勾配 s(λ)の計算に寄与しない. よって, 劣勾配 s(λ)の計算を次ようにする:

si(λ) = bi −
∑

j∈T
xj(λ)=uj

aijxj(λ).

また,予備実験により, SubOptの多くの反復において最適解の多くの変数がxj(λ) =

0であることを観測した. すなわち, 最悪の計算量はO(|V ||T |)から変わらないが, 実

際の計算量を削減することができる.

ここからは, どのような相対コストの上界 cUB
j (λ)と下界 cLBj (λ)を用いるかについ

て示す. SubOptの最初の反復では, 相対コスト cj(λ)の真の値を計算し, 全ての木

j ∈ T に対して cUB
j (λ) := cj(λ)および cLBj (λ) := cj(λ)とする. 2回目以降の反復で

は cUB
j (λ)と cLBj (λ)を前回の反復の情報を用いて更新する. 木 jにおける頂点 iの資

源消費量 aijに対して, amax
i および amin

i を次のように定義する:

amax
i = max

j∈T
aij, (4.6)

amin
i = min

j∈T
aij. (4.7)

前回の反復で得られたラグランジュ乗数を λ′とし, 現在の反復で式 (4.4)によって λ′

から λに更新されと仮定する. このとき, ラグランジュ乗数 λ′と λの間の差分を∆λ

と定義する. すなわち, λ = λ′ +∆λである. 更新されたラグランジュ乗数 λに対す

る相対コスト cj(λ)は次のようになる:

cj(λ) = cj(λ
′ +∆λ) = 1−

∑

i∈V

aij(λ
′
i +∆λi)

= cj(λ
′)−

∑

i∈V

aij∆λi.

もし cUB
j (λ′) ≤ cj(λ

′) ≤ cLBj (λ′)が満たされるならば, 式 (4.6)と (4.7)より, 次の不等
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式が成り立つ:

cj(λ) = cj(λ
′ +∆λ) ≤ cUB

j (λ′)−
∑

i∈V
∆λi<0

amax
i ∆λi −

∑

i∈V
∆λi≥0

amin
i ∆λi,

cj(λ) = cj(λ
′ +∆λ) ≥ cLBj (λ′)−

∑

i∈V
∆λi≥0

amax
i ∆λi −

∑

i∈V
∆λi<0

amin
i ∆λi.

これらの結果から, 次のように更新することで, 現在のラグランジュ乗数 λに対する

相対コストの上界 cUB
j (λ)と下界 cLBj (λ)を得ることができる:

cUB
j (λ) := cUB

j (λ′)−
∑

i∈V
∆λi<0

amax
i ∆λi −

∑

i∈V
∆λi≥0

amin
i ∆λi, (4.8)

cLBj (λ) := cLBj (λ′)−
∑

i∈V
∆λi≥0

amax
i ∆λi −

∑

i∈V
∆λi<0

amin
i ∆λi. (4.9)

式 (4.8)と (4.9)より,相対コスト cj(λ)の真の値の計算を省略したとしても,最初の反

復を除き, SubOptの各反復で上界cUB
j (λ)と下界cLBj (λ)を得ることができる. ただし,

相対コスト cj(λ)の真の値を計算したときは,全ての木 j ∈ Tに対して cUB
j (λ) := cj(λ)

および cLBj (λ) := cj(λ)とする.

全ての木 j ∈ T に対する式 (4.8)と (4.9)よる更新の計算量は O(|V | + |T |)であ

り, 他のステップの計算量に比べて十分小さい. 全ての頂点 i ∈ V に対して amax
i と

amin
i を求める計算量はO(|V ||T |)ある. しかし, 全ての頂点 i ∈ V に対する amax

i と

amin
i は, SubOptが呼び出される度に初めに 1回だけ計算すればよい. この計算量は

SubOptの 1回目の反復において全ての木 j ∈ T に対して相対コスト cj(λ)の真の

値を計算する時間と同じであり, 十分小さいといえる. さらに, 全ての頂点 i ∈ V に

対する amax
i と amin

i を得る計算量をヒープを使用することで削減することができる.

すなわち, 全ての頂点 i ∈ V に対して amax
i と amin

i を保持するためのヒープを使用し,

新たな木が追加される度に, および不必要と判断された木が削除される度にヒープを

更新する. ヒープを用いた計算量は提案アルゴリズムの実行全体でO(|V ||T | log |T |)

時間になり, SubOptの呼び出し回数に依存しない. 4.6節の計算実験ではヒープを

用いた実装を使用している. 以上より, 全ての木 j ∈ T に対する上界 cUB
j (λ)と下界

cLBj (λ)の計算は SubOptの各反復においてボトルネックにならない. また, 上で示

した上界 cUB
j (λ)と下界 cLBj (λ)は単純なものであるが, SubOptの計算時間を削減す
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るために非常に効果的であることを観測した. 実際に, 予備実験より, 上記の手法を

取り入れた実装の方が取り入れてない法に比べて, SubOptの 1回の呼び出しにか

かる計算時間が平均的に 2倍から 4倍速くなった.

4.4 木パッキングアルゴリズム

前節では, ラグランジュ緩和に基づく 1段階目の木を生成するアルゴリズム LR-

GenInTreesを提案した. 本節では, 2段階目のアルゴリズム (すなわち, 各木 j ∈ T

のパッキング回数 xjを決定するアルゴリズム)について議論する. ラグランジュ緩和

に基づくアルゴリズムでも 2.4.5節で示した線形緩和に基づくアルゴリズムと同様に

PackInTreesアルゴリズムを使用する. 線形緩和に基づくアルゴリズムでは, 2.4.1

節で示したように式 (2.7)で定義した S ′内の解をPackInTreesアルゴリズムの初

期解として利用した. また, 2.6節の計算実験により, S ′内の解はPackInTreesアル

ゴリズムの初期解として非常に有益であることを示した. しかし, LRGenInTrees

アルゴリズムではGenInTreesアルゴリズムと異なり, 線形緩和問題 LP (T )の最

適解の集合 Sを出力しておらず, S ′を初期解集合として利用できない. そこで, 本

章のラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムでも S ′と同様の初期解を得るために,

LRGenInTreesアルゴリズムが出力した木集合 T のいくつかの部分集合 Tk ⊆ T

に対して, 線形緩和問題 LP (Tk)を解いて最適解 x∗を得る.

具体的には, 次のような方法で初期解を得る. T0を初期木集合とし, k = 1, . . . , |T |

に対してLRGenInTreesアルゴリズムの k番目の反復後に得られた木集合をTkと

する. ここで, T はLRGenInTreesアルゴリズムが出力した木集合である. すなわ

ち, T = T|T |である. 提案アルゴリズムはη個の木集合T|T |−η, . . . , T|T |に対する線形緩

和問題LP (T|T |−η), . . . , LP (T|T |)を解き, η個の最適解を得る. ここで, ηは計算する最

適解の数を定めるパラメータである. 得られた η個の最適解を Ŝとする. 式 (2.7)と同

様に,この Ŝに含まれる線形緩和問題の最適解の小数部を切り捨てて得られた実行可

能解の集合を Ŝ ′と定義する. すなわち, Ŝ ′ = {(⌊x∗
j⌋ | j ∈ T ) | (x∗

j | j ∈ T ) ∈ Ŝ}であ

る. ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムでは Ŝ ′内の実行可能解をPackInTrees

アルゴリズムの初期解として使用する.

上記の方法により, ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムでも良い実行可能解
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を得ることが期待できる. しかし, ηの値を大きくしすぎると, 結果的に線形緩和問

題を解くのに費やす計算時間が長くなってしまい, ラグランジュ緩和に基づいて木

を生成した意義が薄れてしまう. そこで, 本研究では十分小さな値である η := 10と

した. この程度の値でも精度の良い解を生成できることが確認できている (4.6節を

参照).

4.5 アルゴリズムの全体像

これまでの節で, 1段階目のアルゴリズムとして LRGenInTreesアルゴリズム

を提案し, 2段階目のアルゴリズムとして 2.4節で提案したPackInTreesアルゴリ

ズムを使用することを示した. 本節では提案アルゴリズムの全体像を簡単にまとめ

る. 提案アルゴリズムは最初に LRGenInTreesアルゴリズムを呼び出し, 木の候

補 T を生成する. LRGenInTreesアルゴリズムの内部では良いラグランジュ乗数

λを得るために SubOptを呼び出す. 次に, η個の部分木集合 Tk ⊆ T に対する線形

緩和問題LP (Tk)を解いて, その最適解 x∗の集合 Ŝを得る. その後, Ŝ内の各解の小

数部を切り捨てて得られた実行可能解の集合 Ŝ ′を生成し, η個の実行可能解に対し

てPackInTreesアルゴリズムを適用して解の改善を行う. 最後に, PackInTrees

アルゴリズムが出力した η個の実行可能解の中で, 最良の実行可能解を提案アルゴ

リズムの解として出力する.

4.6 計算実験

4.6.1 計算環境

本章の計算実験では 2.6節と同様に, 2.6.1節で示した 2種類の問題例に対して実験

を行った. すなわち, センサーネットワークに関する研究 [17, 26]で使用された, セン

サーの位置情報から生成された問題例と, ランダムに生成された問題例を使用した.

具体的には, センサーの位置情報から生成された問題例 hcb100, sfis100-1, sfis100-2,

sfis100-3と, 2.6節で使用したパラメータn = 100とδ = 5%, 50%とb = 10000, 100000

を持つ 12個の問題例に加えて, 新たに頂点数が 200である (n = 200の)問題例を 12
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個生成し, 合計 24個のランダムに生成された問題例を使用した. なお, 問題例の詳細

な生成の方法は 2.6節と同じである.

計算環境も 2.6.1節で示したものと同様である. 提案アルゴリズムをC++言語で実

装し, Dell PowerEdge T300 (CPU: Xeon X3363 2.83GHz, キャッシュ: 6MB,メモリ:

24GB)で計算実験を行った. 線形計画ソルバーはフリーで公開されているGLPK4.43

を使用し, 解法にはシンプレックス法を用いた.

4.6.2 計算結果

図 4.1と 4.2は 4.3.6節で述べた SubOptで実際に使用する木の削減による高速

化手法を組み込んでいないときの, 問題例 sfis100-1と rnd200-50-100000-hに対する

SubOptで使用された木の推移を表している. 図4.1と4.2の横軸はLRGenInTrees

アルゴリズムによって生成された木を表し, 左から右に生成された順に木が並んで

いる (すなわち, LRGenInTreesアルゴリズムの k番目に生成された木を jk ∈ T

とすると, 左から右に j1から j|T |までを並べたものを意味する). 図 4.1と 4.2の縦軸

は LRGenInTreesアルゴリズムの反復を表し, 上から下にアルゴリズムの反復数

が増える. 図 4.1と 4.2では, LRGenInTreesアルゴリズムのある反復において呼

び出された SubOptの中で木 jkが 1度でも使用されたとき (1度でも xjk(λ) > 0を

満たすとき)黒い点を描いた. 一方, 空白部分は SubOptの中でその木が 1度も使用

されなかった (SubOptの 1回の呼び出しの全ての反復で xj(λ) = 0を満たす)こと

を表す. ただし, 図 4.1と 4.2の右上部分の空白領域は, LRGenInTreesアルゴリズ

ムのその反復においてまだ木が生成されてないことを意味する.

図 4.1と 4.2より, 4.3.6節で述べたように初期木および列生成法の早い段階で生成

された木のほとんどは, 後半の劣勾配法では使用されないことが観測できる. とくに

初期木 (図 4.1と 4.2の左側部分)に対してはその傾向が顕著である. また,　一部の

初期木を除いて生成された木はしばらくの間 SubOptの中で使用され続けることが

分かり, 1度だけ SubOptの中で使用されなかったからといって, すぐにそのような

木を削除するのは危険であることが観測できる. そのため, 4.3.6節では木を削除す

るまでに十分な期間をおいて, 必要な木まで削除しない方法を提案した.

図 4.3と 4.4はLRGenInTreesとGenInTreesアルゴリズムに問題例 sfis100-1

と rnd200-50-100000-hを入力したときの挙動を表している. “Lag.”がラグランジュ
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図 4.1: 問題例 sfis100-1に対する劣勾配法 (木の削減をしていない SubOpt)で使用

された木の推移

図 4.2: 問題例 rnd200-50-100000-h に対する劣勾配法 (木の削減をしていない

SubOpt)で使用された木の推移
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図 4.3: LRGenInTreesとGenInTreesアルゴリズムに問題例 sfis100-1を入力し

たときの挙動
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図 4.4: LRGenInTreesとGenInTreesアルゴリズムに問題例 rnd200-50-100000-

hを入力したときの挙動
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緩和に基づく LRGenInTreesアルゴリズム, “LP”が線形緩和に基づく GenIn-

Treesアルゴリズムを意味する. 図の横軸は生成された木の数, 縦軸は目的関数値

である. すなわち, 左から右へアルゴリズムの反復が進む. 図 4.3と 4.4で示した

LRGenInTreesアルゴリズムは, 実際には 3000本の木を生成する前に 4.3.4節で

示した停止条件を満たしてしまうが, 図の描画のために木の生成を続けている. 図

4.3と 4.4は各反復で木集合 T に新しい木が追加されたときの, ラグランジュ緩和問

題の最適値OPTLR(T,λ), 線形緩和問題の最適値OPTLP (T )および元問題 P (Tall)の上

界UB∗の改善の様子を示している. 図 2.1と 2.2と同様に, LRGenInTreesアルゴ

リズムにおいても, 反復が進むごとに最適値OPTLR(T,λ)と上界UB∗の間の差は小さ

くなり, 最終的に非常に接近した値となる. しかし, 改善の比率は小さくなっていく.

また図 4.3と 4.4より, LRGenInTreesアルゴリズムの方がGenInTreesアルゴ

リズムよりも速く収束していることが分かる. すなわち, 元問題 P (Tall)に対する良

い上界を得るために必要な木を, LRGenInTreesアルゴリズムはGenInTreesア

ルゴリズムよりも速く生成できる. 良い上界を与える木集合は元問題 P (Tall)に対す

る良い実行可能解を得るのに有益である傾向にあった. 他の問題例に対してもこの

ような傾向が観測される.

表 4.1は本章で提案したラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムの計算結果である.

また, 第 2章で提案した線形緩和に基づくアルゴリズムと, 既存研究である Sasaki

ら [26]のアルゴリズム, および 2.6.2節で示した彼らのアルゴリズムを新たに実装

したものによる計算結果も併せて示す. 最初の 3列は, 問題例の名前, 根を除いた

頂点数 |V −|, 辺数 |E|を表す. 列 “UBb.k.”は第 2章の線形緩和に基づくアルゴリズ

ムを, 長時間動作させて得られた元問題 P (Tall)に対する既存の最良の上界を表す.

続く残りの列において, “Lagrangian Relaxation Based”は本章で提案したラグラン

ジュ緩和に基づくアルゴリズム, “LP Relaxation Based”は第 2章で提案した線形

緩和に基づくアルゴリズム, “Sasaki et al. (2007)”は既存研究である Sasakiら [26]

のアルゴリズム, “SFIS”は彼らのアルゴリズムを新たに実装したものを意味する.

列 “|T |”は LRGenInTreesアルゴリズムによって生成された木の数, 列 “UB”は

LRGenInTreesアルゴリズムによって得られた元問題 P (Tall)の最適値OPTP (Tall)

に対する最良の上界, 列 “Obj.”は提案アルゴリズムが出力した目的関数値, 列 “Gap

(%)”はUBb.k.とObj.の間のギャップ (すなわち, ((UBb.k. −Obj.)/UBb.k.)× 100%),
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列 “Time (s)”は計算時間 (秒)を表す. 列 “Sasaki et al. (2007)”における “–”は

結果が得られていないことを意味する. なお, 表 4.1の実験では, LRGenInTrees

アルゴリズムがGenInTreesアルゴリズムよりどれだけ速く良い木集合を生成で

きるかを示すために, GenInTreesアルゴリズムは本来の停止条件を満たす前に,

LRGenInTreesアルゴリズムが生成した木の数 (表中の列 “|T |”)と同じ数の木を

生成した時点で停止するようにしている. また, 新たな実装 SFISに対しては計算時

間が同程度となるように |V −| = 100の問題例に対して 10秒の時間制限, |V −| = 200

の問題例に対して 100秒の時間制限を与えている.

表 4.1より, 本章で提案したアルゴリズムは第 2章で提案したアルゴリズム, Sasaki

ら [26]のアルゴリズム, および SFISよりも良い結果が得られたことを示している.

生成した木の数が同じであり, (頂点数が |V −| = 100であるいくつかの問題例を除

いて)計算時間が短いにも関わらず, 本章で提案したアルゴリズムは第 2章で提案

したアルゴリズムよりも良い目的関数値を達成できたことが観測できる. 頂点数が

|V −| = 200である問題例に対して, 本章で提案したアルゴリズムの計算時間は平均

約 60秒であり, 生成された木の数は平均約 7|V −|本である. また, UBb.k.と目的関数

値のギャップは非常に小さく, とくに容量が b = 100000である (rnd200-50-100000を

除く)問題例に対して, ギャップは 1%よりも小さい. さらに, 本章で提案したアルゴ

リズムは 3つの問題例に対して厳密な最適解を発見した.

表 4.2はラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムの出力した目的関数値に達成する

のに必要な, 線形緩和に基づくアルゴリズムの木の生成数と計算時間を示している.

表 4.2の各列の意味は, 列 “Time (s)”を除いて表 4.1と同じである. 最初の 5列は表

4.1と同じものである. 列 “Time (s)”は 1段階目の木を生成する LRGenInTrees

とGenInTreesアルゴリズムの計算時間を表す. すなわち, 2段階目の実行可能解

を生成する計算時間は含まれていない. 残りの 3列は, 本章で提案したアルゴリズム

の出力した目的関数値に達成したときの, 第 2章で提案したアルゴリズムの計算結

果である. ただし, 列 “Obj.”の記号 “∗”は, 第 2章で提案したアルゴリズムが停止条

件を満たすまでに, 本章で提案したアルゴリズムの出力した目的関数値に達成でき

なかったことを表す. “∗”の付いた結果は, 第 2章で提案したアルゴリズムが本来の

停止条件で終了したときのものである. 表 4.2より, 本章で提案したアルゴリズムと

同等の結果を第 2章で提案したアルゴリズムが得るためには, 数多くの木を生成し
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表 4.1: 提案および既存アルゴリズムの計算結果

Instance name |V −| |E| UBb.k.
Lagrangian Relaxation Based LP Relaxation Based Sasaki et al.

SFIS
|T | UB Obj. Gap (%) Time (s) Obj. Gap (%) Time (s) (2007)

hcb100 100 10100 1124 684 1125 1119 0.44 6.2 1092 2.85 6.0 – 930

sfis100-1 100 10100 1097 695 1098 1089 0.73 8.4 1081 1.46 6.1 961 1032

sfis100-2 100 10100 1097 556 1098 1090 0.64 5.8 1059 3.46 3.9 969 1032

sfis100-3 100 10100 1101 696 1102 1095 0.54 8.8 1089 1.09 6.6 1022 1021

rnd100-5-10000-h 100 473 225 627 225 216 4.00 4.1 181 19.56 5.7 – 159

rnd100-5-10000-t 100 473 217 788 229 217 0.00 7.1 191 11.98 7.5 – 209

rnd100-5-10000 100 473 128 608 128 123 3.91 3.8 108 15.63 5.4 – 99

rnd100-5-100000-h 100 473 2251 605 2252 2243 0.36 5.3 1874 16.75 5.2 – 1611

rnd100-5-100000-t 100 473 2173 869 2302 2173 0.00 12.0 2046 5.84 9.2 – 2108

rnd100-5-100000 100 473 1283 691 1283 1276 0.55 5.4 1160 9.59 7.1 – 1003

rnd100-50-10000-h 100 4938 272 931 272 263 3.31 10.4 261 4.04 10.9 – 211

rnd100-50-10000-t 100 4938 270 656 270 257 4.81 7.1 186 31.11 6.3 – 238

rnd100-50-10000 100 4938 149 542 149 143 4.03 4.2 132 11.41 3.8 – 119

rnd100-50-100000-h 100 4938 2726 784 2726 2717 0.33 9.9 2673 1.94 7.8 – 2292

rnd100-50-100000-t 100 4938 2701 628 2701 2688 0.48 9.2 1945 27.99 6.0 – 2413

rnd100-50-100000 100 4938 1498 597 1499 1490 0.53 5.1 1430 4.54 4.6 – 1295

rnd200-5-10000-h 200 1970 260 1065 260 247 5.00 20.4 185 28.85 70.9 – 172

rnd200-5-10000-t 200 1970 250 1323 261 249 0.40 39.1 183 26.80 104.0 – 229

rnd200-5-10000 200 1970 141 898 141 131 7.09 15.4 104 26.24 55.6 – 106

rnd200-5-100000-h 200 1970 2602 1451 2603 2583 0.73 56.7 2152 17.29 149.8 – 1755

rnd200-5-100000-t 200 1970 2500 1291 2622 2500 0.00 52.8 1943 22.28 101.0 – 2302

rnd200-5-100000 200 1970 1411 1005 1412 1401 0.71 22.7 1173 16.87 70.3 – 1091

rnd200-50-10000-h 200 20030 287 1652 287 273 4.88 73.3 265 7.67 153.6 – 200

rnd200-50-10000-t 200 20030 286 1329 286 273 4.55 58.9 179 37.41 109.0 – 250

rnd200-50-10000 200 20030 156 987 157 146 6.41 29.0 107 31.41 51.8 – 111

rnd200-50-100000-h 200 20030 2874 1525 2876 2857 0.59 76.5 2779 3.31 123.9 – 2374

rnd200-50-100000-t 200 20030 2867 1270 2868 2855 0.42 78.1 1920 33.03 100.9 – 2542

rnd200-50-100000 200 20030 1569 929 1570 1552 1.08 28.8 1299 17.21 48.2 – 1332
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て長い計算時間をかけなければならないことが分かる. 頂点数が |V −| = 200である

問題例に対してはこの傾向がとくに顕著である.

なお, 本章および第 2章で提案したアルゴリズムは 1段階目の木を生成する処理

と, 2段階目の各木のパッキング回数を決定する処理を分離していたので, 目的関数

値による列生成法の停止条件は本来導入できない. そこで, 表 4.2の結果を得るため

に第 2章で提案したアルゴリズムを修正した. GenInTreesアルゴリズムの各反復

において新たな木が木集合 T に追加される度に, 実行可能解を生成する (すなわち,

線形緩和問題 LP (T )の最適解 (x∗
j | j ∈ T )に対する小数部を切り捨てた実行可能可

能 (⌊x∗
j⌋ | j ∈ T )にPackInTreesアルゴリズムを適用して改善した解を生成する).

この修正のため, 表 4.2の第 2章で提案したアルゴリズムの “∗”の付いた結果は, 表

2.2の結果と少し異なる. また, この修正によりPackInTreesアルゴリズムの呼び

出し回数が大幅に増えてしまうため, 全体の計算時間が元の実装よりも長くなって

しまう. そのため, 表 4.2では 2段階目のPackInTreesアルゴリズムに費やした時

間を除いた計算時間を報告している.

4.7 結論

本章では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対するラグランジュ緩

和に基づく発見的解法を提案した. 提案アルゴリズムは 2段階で構成されており, ま

ず候補となる木の集合 T を生成し, 次に生成した各木 t ∈ T に対してパッキング回

数を決定する. 1段階目では, ラグランジュ緩和問題LR(T, λ)に対する良いラグラン

ジュ乗数 λを得るために劣勾配法を適用し, 得られたラグランジュ乗数 λに基づい

て列生成法を適用することで, 繰り返し新たな木を生成して T に追加する方法を提

案した. また, 劣勾配法に対して, 使用する木を削減したり, 各反復における実際の

計算量を削減する高速化手法を提案した. 2段階目は, 第 2章で提案したアルゴリズ

ムによって得られた実行可能解の質が良いことから, 同様の方法を用いることにし

た. 本章で提案したアルゴリズムは, 第 2章で提案したアルゴリズムに比べて, 同じ

木の数を生成するのに要する計算時間が短いにも関わらず, より良い解を出力でき

ることを示した. また, 一部の問題例に対しては厳密な最適解を得ることができた.

本章で提案したアルゴリズムは頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対し
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表 4.2: ラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムの出力した目的関数値に達成するの

に必要な, 線形緩和に基づくアルゴリズムの木の生成数と計算時間

Instance name |V −| |E|
Lagrangian Relaxation Based LP Relaxation Based

|T | Obj. Time (s)† |T | Obj. Time (s)†

hcb100 100 10100 684 1119 5.9 1501 1119 27.4

sfis100-1 100 10100 695 1089 8.0 944 1089 10.8

sfis100-2 100 10100 556 1090 5.5 952 1090 11.1

sfis100-3 100 10100 696 1095 8.3 1036 1095 13.8

rnd100-5-10000-h 100 473 627 216 3.7 1492 216 23.8

rnd100-5-10000-t 100 473 788 217 7.0 1227 206* 14.7

rnd100-5-10000 100 473 608 123 3.4 1520 123 25.2

rnd100-5-100000-h 100 473 605 2243 4.9 2007 2243 40.3

rnd100-5-100000-t 100 473 869 2173 11.9 1227 2162* 14.7

rnd100-5-100000 100 473 691 1276 4.9 1963 1276 39.1

rnd100-50-10000-h 100 4938 931 263 9.7 1120 263 14.7

rnd100-50-10000-t 100 4938 656 257 6.6 1688 256* 23.7

rnd100-50-10000 100 4938 542 143 3.9 1096 143 14.2

rnd100-50-100000-h 100 4938 784 2717 9.5 1916 2717 40.8

rnd100-50-100000-t 100 4938 628 2688 8.7 1705 2688 24.4

rnd100-50-100000 100 4938 597 1490 4.7 1645 1490 30.6

rnd200-5-10000-h 200 1970 1065 247 17.5 4408 247 1474.9

rnd200-5-10000-t 200 1970 1323 249 38.3 5422 237* 1584.1

rnd200-5-10000 200 1970 898 131 13.2 3591 131 984.2

rnd200-5-100000-h 200 1970 1451 2583 52.3 6799 2583 3547.5

rnd200-5-100000-t 200 1970 1291 2500 52.6 5422 2485* 1583.3

rnd200-5-100000 200 1970 1005 1401 20.0 7224 1401 4105.4

rnd200-50-10000-h 200 20030 1652 273 68.3 2563 273 441.1

rnd200-50-10000-t 200 20030 1329 273 54.6 6062 273 1912.2

rnd200-50-10000 200 20030 987 146 26.7 2522 146 431.0

rnd200-50-100000-h 200 20030 1525 2857 71.9 4448 2857 1563.1

rnd200-50-100000-t 200 20030 1270 2855 73.7 7438 2855 2752.1

rnd200-50-100000 200 20030 929 1552 26.8 3699 1552 1073.5

† 表中の列 “Time (s)”は 1段階目の木を生成する LRGenInTreesと GenInTreesアル
ゴリズムの計算時間を表す. すなわち, 2段階目の実行可能解を生成する計算時間は含まれ
ていない.
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て有効であり, 第 2章で提案したアルゴリズムよりもさらに実用的であると結論づ

けられる.
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本研究では, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題を扱った. 頂点容量制約

付き有向全域木パッキング問題はセンサーネットワークなどの実用的な応用を持つ

が, 強NP困難であることが示されており, 厳密な最適解を求めることは困難である.

そこで, 本研究では頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する 2つの発

見的解法を提案した.

1つ目は第 2章で提案した線形緩和に基づくアルゴリズムである. このアルゴリズ

ムは 2段階で構成されており, まず候補となる木の集合 T を生成し, 次に生成した各

木 t ∈ T に対してパッキング回数を決定する. 1段階目では, 線形緩和問題LP (T )に

列生成法を適用し, 繰り返し新たな木を生成して T に追加する方法を提案した. そ

の中で, これを実現するために解く必要のある価格付け問題が多項式時間で解ける

ことを示した. 2段階目は, 第 1段階で生成した線形緩和問題LP (T )の最適解 xを修

正して実行可能解を作り, 貪欲アルゴリズムによって解を改善する. この貪欲アルゴ

リズムに対して効率的な実装方法を提案し, データ構造を工夫することにより高速

化した. 計算実験により, 第 2章で提案したアルゴリズムは既存アルゴリズムよりも

良い解を出力し, 上界と目的関数値のギャップが非常に小さいことが観測された. す

なわち, 第 2章で提案したアルゴリズムは頂点容量制約付き有向全域木パッキング

問題に対して実用的な時間で精度の高い解を出力できることを確認した.

2つ目は第 4章で提案したラグランジュ緩和に基づくアルゴリズムである. 第 2章

で提案したアルゴリズムと基本的な流れは同じであり, 1段階目に木の集合 T を生

成し, 2段階目に各木 t ∈ T のパッキング回数を決定する. 1段階目では, ラグラン

ジュ緩和問題LR(T, λ)に対する良いラグランジュ乗数 λを得るために劣勾配法を適

用し, 得られたラグランジュ乗数 λに基づいて列生成法を適用することで, 繰り返し

新たな木を生成して T に追加する方法を提案した. また, 劣勾配法に対して, 使用す

る木を削減したり, 各反復における実際の計算量を削減する高速化手法を提案した.
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2段階目は, 第 2章で提案したアルゴリズムによって得られた実行可能解の質が良い

ことから, 同様の方法を用いた. 計算実験により, 第 4章で提案したアルゴリズムは

第 2章で提案したアルゴリズムおよび既存アルゴリズムに比べて良い解を出力した.

とくに, 第 2章で提案したアルゴリズムに対しては, 同じ木の数を生成するのに要す

る計算時間が短いにも関わらず, より良い解を出力できることを示した. すなわち,

第 4章で提案したアルゴリズムは第 2章で提案したアルゴリズムよりも実用的に優

れていることを確認した.

また, 第 3章では頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題に対する線形緩和

に基づくアルゴリズムの近似精度について述べた. 具体的には, 一般化された線形

緩和に基づくアルゴリズムは, 最適値 OPTP (Tall)が頂点数 |V |の α倍 (α > 1)であ

る問題例に対して (1 − 1/α)近似アルゴリズムであることを示した. この結果より,

第 2章で提案したアルゴリズも, 列生成法の停止条件を式 (2.5)のみにしたときには

(1− 1/α)近似アルゴリズムであることが結論できる.

実際の応用においては, 様々な付加的な制約が必要であることが少なくなく, 本研

究で与えた 2つのアルゴリズムが直接適用できない問題が多数存在する. しかし, 似

通った構造を持つ問題であれば, それぞれの問題に特化したアルゴリズムを設計す

る上での指針や, 内部で呼び出す部品として本研究の成果を活用することができる.

また, 本研究で与えた理論的な結果は, 頂点容量制約付き有向全域木パッキング問題

に対する興味深い知見を与えてくれる. これらの成果が, センサーネットワークに関

する分野, グラフパッキングに関する分野, さらには最適化分野の発展に貢献できれ

ば幸いである.
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