
Gauss の和を計算してみよう営業第 1 案

これは、2010年 8 月と 10 月に、アゴラと知の探究講座で営業した
「Gauss の和を計算してみよう」の配布資料を、引き受けた当初に考えた
第 1 案に沿って書き直したものです。普通に 7 回営業を想定しているた
め、第 5–7 話だけを聞く人がいることを想定した配布資料とは内容が一
部微妙に異なります。普通に読む場合、この第 1 案の方が読みやすい予
定です。また、高校生な方が読む場合、各章の間に最低 1 晩睡眠休憩が
入ることを想定しています。下の文は、営業案作成前に書いた受講者募
集用の案内です。

Gauss の和を計算してみよう内容案内

1 の n 乗根に符号のようなものをうまいことつけて足したもの、例えば
1 の 5 乗根

ζ5 = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
, ζ2

5 , ζ3
5 , ζ4

5

に符号 ±1 をうまくつけて足して出来るG5 = ζ5 − ζ2
5 − ζ3

5 + ζ4
5 などを

Gauss の和と言います。「試しにこれを 2 乗してみよう」あたりから始め
て、Gauss の和とそれに関連するものをいろいろ計算してうまくいった
りいかなかったりな感じを楽しんでみるのも悪くないかも？という少し
行き当たりばったりな気配のする企画です。



Gauss の和を計算してみよう

鈴木浩志
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1 複素平面と 1 の n 乗根
案内にも書いた通り、例えば 1 の 5 乗根で 1 以外のもの

ζ5 = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
, ζ2

5 , ζ3
5 , ζ4

5

にうまいこと符号をつけて足してできる

G5 = ζ5 − ζ2
5 − ζ3

5 + ζ4
5

が Gauss の和の具体例で、第 1 話は、この G5 を 2 乗してみるだけでお
しまいの予定ですが、その前に、上に書いてあることを一通り説明する
のが今回の主なお題です。安全のため、高校で習ったようなことまで、く
どくど書いてあるかもです。

1.1 角の大きさと三角関数
角の大きさを、その角が切り取る半径 1 の円の弧の長さで表す。例え

ば、90◦ は π

2
、180◦ は π と表す。

!
"#

半径 1 の円

弧の長さを角の大きさに使う
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座標変面に原点を中心とする半径 1の円を描き、(1, 0)から反時計回り
に円周上を角の大きさつまり弧の長さで θ だけ回った点の座標を (cos θ,

sin θ) とする。

$

%

O−1 1

−1

1

&
(cos θ, sin θ)

θ

sin θ

cos θ

時計回りに回ったときは負の角と考えるとすべての実数 x に対し cos x,

sin x が定まる。これらと、

tan x =
sin x

cos x
, sec x =

1

cos x
, cosec x =

1

sin x
, cotx =

cos x

sin x

を三角関数という。(後ろの 4 つについては、分母が 0 になるところ以外
で定義される。)

1.2 複素平面と複素数の積
i2 = −1 となる数 i を使って

z = x + yi (x, y ∈ R)

と表される数 z を複素数といい、複素数全体のなす集合を C で表す。複
素数は、判別式が負の 2 次方程式を解いた時などに現れる。
複素数は、横軸に 1, 2, 3, . . . と目盛りをとり、縦軸に i, 2i, 3i, . . . と

目盛りをとった平面の点として表すことが多い。この平面を、複素平面
とか Gauss 平面などと呼ぶ。(少し前の高校の教科書にはあって、複素数
平面って書いてあったが、今も書いてあるのかどうかは不明。)
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$

%

0−2 −1 21

−2i

−i

2i

i

z = x + yiyi

x

横軸を実軸、縦軸を虚軸といい、Re z = #z = x を z の実部、Im z =

$z = y を z の虚部と呼ぶ。z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i の和 z1 + z2 =

(x1 + x2) + (y1 + y2)i は、複素平面では、0, z1, z1 + z2, z2 が平行四辺
形となる点である。−z は 0 に関して z と対称な点である。z = x − yi

を z の共役複素数という。これは実軸に関して z と対称な点である。
|z| =

√
zz =

√
x2 + y2 を z の絶対値という。これは 0 からの距離に等し

い。z &= 0 について、z = |z|(cos θ + i sin θ) となる θ を z の偏角といい、
arg z などで表す。偏角は 2π の整数倍のずれを許す。iz2 = −y2 +x2iは、
0 を中心として z2 を

π

2
回転したものなので、z1, z2 &= 0 とすると、三角

形 0, x1z2, z1z2 は、三角形 0, x1, z1 を、1 が z2 に重なるように |z2| 倍
して回転したものである。

$

%

z1 = x1 + y1i

z2iz2

x1z2

y1iz2

1

i

0

z1z2

x1
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よって、複素数を掛けると、絶対値が積に、偏角が和になる。つまり、

|z1z2| = |z1||z2|, arg(z1z2) = arg z1 + arg z2

が成り立つ。

1.3 1 の n 乗根
以上で準備が終わったので、最初に戻る。

ζ5 = cos
2π

5
+ i sin

2π

5

は、絶対値が 1 で、偏角が 2π

5
の複素数であるから、ζ2

5 , ζ3
5 , ζ

4
5 はどれも

絶対値が 1 で、偏角は順に 4π

5
,

6π

5
,

8π

5
である。5 乗すると、どれも絶

対値が 1 で偏角が 2π の整数倍の複素数、つまり 1 になるので、これら
は 1 の 5 乗根である。1 も入れると、全部で 5 個あるので、1 の 5 乗根、
つまり z5 = 1 の解はこれで全部である。

$

%

0−1 1

−i

i ζ5

ζ2
5

ζ3
5

ζ4
5

z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1)

であるから、ζ5 は z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0 の解である。よって、

ζ5 + ζ2
5 + ζ3

5 + ζ4
5 = −1
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が成り立つ。これと、ζ5
5 = 1 に注意して計算すると、G2

5 = 5 であること
がわかる。

ζ5 と同様に、1 以上の整数 n に対し、

ζn = cos
2π

n
+ i sin

2π

n

とおくと、1 の n 乗根は、

1, ζn, ζ2
n, . . . , ζn−1

n

であり、n ! 2 について、

ζn + ζ2
n + · · · + ζn−1

n = −1

が成り立つことがわかる。

練習 1 G2
5 を実際に計算して、本当に G2

5 = 5 になるか確かめてみよう
(解答例は次章冒頭)。
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2 コンパスと定規で正 17 角形を描こう (描かな
いけど)

前回最後の計算を実際にやってみると、

G2
5 = (ζ5 − ζ2

5 − ζ3
5 + ζ4

5 )2

= ζ2
5 + (−ζ2

5 )2 + (−ζ3
5 )2 + (ζ4

5 )2

+2ζ5(−ζ2
5 ) + 2ζ5(−ζ3

5 ) + 2ζ5ζ
4
5

+2(−ζ2
5 )(−ζ3

5 ) + 2(−ζ2
5 )ζ4

5 + 2(−ζ3
5 )ζ4

5

= ζ2
5 + ζ4

5 + ζ6
5 + ζ8

5 − 2ζ3
5 − 2ζ4

5 + 2ζ5
5 + 2ζ5

5 − 2ζ6
5 − 2ζ7

5

= ζ2
5 + ζ4

5 + ζ5 + ζ3
5 − 2ζ3

5 − 2ζ4
5 + 2 + 2 − 2ζ5 − 2ζ2

5

= 4 − (ζ5 + ζ2
5 + ζ3

5 + ζ4
5 )

= 4 − (−1) = 5

です。これから G5 を求めて、正 5 角形を描いてみたり、G17 から始め
て、正 17 角形を結局描いてみなかったりするのが本日のお題です。

2.1 正 5 角形の作図
G2

5 = 5 であるから、G5 は
√

5 または −
√

5 のどちらかであるが、複
素平面で考えると、2 cos

2π

5
= ζ5 + ζ4

5 が正の実数、2 cos
4π

5
= ζ2

5 + ζ3
5

が負の実数であることが見て取れるので、G5 > 0 であること、つまり、
G5 =

√
5 であることがわかる。

{
ζ5 + ζ2

5 + ζ3
5 + ζ4

5 = −1

ζ5 − ζ2
5 − ζ3

5 + ζ4
5 =

√
5

を両辺足したり引いたりして 2 で割ると、

2 cos
2π

5
= ζ5 + ζ4

5 =

√
5 − 1

2

2 cos
4π

5
= ζ2

5 + ζ3
5 = −

√
5 + 1

2

となって、cos
2π

5
=

√
5 − 1

4
であることがわかる。

これを使って、コンパスと定規で正 5 角形を描くのであるが、コンパ
スと定規による作図でやってよいのは、
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1. 与えられた (既に描かれた) 2 点を通る直線を引く

2. 与えられた点を中心とする与えられた半径の円を描く

の 2 つの作業である。数学的には、定規はどんなに長い直線でも引けて、
コンパスはどんな半径の円もかけることになっているが、直線は延ばせ
ばいくらでも描けはするものの、コンパスの開きの限界より大きな半径
の円は描けないので、実際に描くときは若干の工夫が必要になることが
ある。例えば、定規が届かないくらいに少し離れた 2 点を通る直線や、
コンパスが届かないくらいに大きな半径の円との交点も、うまくやれば
手持ちのコンパスと定規を使って描くことができる (終了後の課題 3)。
コンパスと定規による作図では平面を複素平面と思って計算しながら

描くのが普通である。0 と 1 は、もしあれば与えられた点から選ぶのが
普通であるが、白紙に正 5 角形を描く時は最初に何も描かれていないの
で平面上に適当に 0 と 1 を取った状態から始める。まず、0 を中心とす
る半径 1 の円と、0 と 1 を通る直線を描いて、−1 をとり、−1 と 1 を結
ぶ線分の垂直二等分線を引いて、円の上部との交点 iを取る。−1 と 0 の

中点 −1

2
を描く。−1

2
を中心として、i を通る円は、半径

√
5

2
なので、実

軸の正の部分と
√

5 − 1

2
で交わる。この点と 0 を結んだ線分の垂直二等

分線は、円の上部と ζ5 で交わる。残った角
8π

5
を 4 等分すると、ζ2

5 , ζ
3
5 ,

ζ4
5 が描ける。先に描いた垂直二等分線は円の下部と ζ4

5 で交わるので、4

等分で描いた点と一致すれば成功したことがわかる。

$

%

0−1 1

−i

i ζ5

−1

2
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練習 2 正 5 角形をコンパスと定規を使って描いてみよう。

2.2 正 17 角形
奇素数 p について、正 p 角形がコンパスと定規で作図できるのは、

p = 22n
+1 と表されるときで、そのときに限るという定理が Gauss によ

り示されているので正 17 角形や正 257 角形や正 65537 角形がコンパス
と定規で作図できる。ここでは、正 17 角形について大まかに説明するの
で、一度実際に描いてみてほしい。mod 17 で 0 以外の 16 個を繰り返し
2 乗すると半分の個数に減り続けて 1 のみになる。各段階で消えたもの
を 1 つずつ覚えておいて、掛けたものを付け足していくと、もとの数が
順に再現される。

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,−8,−7,−6,−5,−4,−3,−2,−1

を 2 乗すると
1, 4,−8,−1, 8, 2,−2,−4

で 3 などが消えている。さらに 2 乗すると、

1,−1,−4, 4

で 2 などが消える。さらに 2 乗すると

1,−1

で 4 が消える。これに、4 を掛けたものを付け足すと、

1,−1, 4,−4

となり、さらに 2 を掛けたものを付け足すと、

1,−1, 4,−4, 2,−2, 8,−8

となり、3 を掛けたものを付け足すと、

1,−1, 4,−4, 2,−2, 8,−8, 3,−3, 5,−5, 6,−6, 7,−7

となる。この並び順を使うと、ζ17 のべきの後半の符号を − にして足し
たものの 2 乗を計算して、半分の長さのものを求めることが繰り返せる。
まず

G17 = ζ17+ζ−1
17 +ζ4

17+ζ−4
17 +ζ2

17+ζ−2
17 +ζ8

17+ζ−8
17 −ζ3

17−ζ−3
17 −ζ5

17−ζ−5
17 −ζ6

17−ζ−6
17 −ζ7

17−ζ−7
17
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とおくと、G2
17 = 17 と G17 > 0 であることから、G17 =

√
17 が確かめ

られる。よって、

ζ17+ζ−1
17 +ζ4

17+ζ−4
17 +ζ2

17+ζ−2
17 +ζ8

17+ζ−8
17 +ζ3

17+ζ−3
17 +ζ5

17+ζ−5
17 +ζ6

17+ζ−6
17 +ζ7

17+ζ−7
17 = −1

であるから、

ζ17 + ζ−1
17 + ζ4

17 + ζ−4
17 + ζ2

17 + ζ−2
17 + ζ8

17 + ζ−8
17 =

√
17 − 1

2

ζ3
17 + ζ−3

17 + ζ5
17 + ζ−5

17 + ζ6
17 + ζ−6

17 + ζ7
17 + ζ−7

17 = −
√

17 + 1

2

である。次に、

α = ζ17 + ζ−1
17 + ζ4

17 + ζ−4
17 − ζ2

17 − ζ−2
17 − ζ8

17 − ζ−8
17

β = ζ3
17 + ζ−3

17 + ζ5
17 + ζ−5

17 − ζ6
17 − ζ−6

17 − ζ7
17 − ζ−7

17

とおくと、

α2 = 8 − (ζ17 + ζ−1
17 + ζ4

17 + ζ−4
17 + ζ2

17 + ζ−2
17 + ζ8

17 + ζ−8
17 )

= 8 −
√

17 − 1

2
=

17 −
√

17

2

であり、β は α の ζ17 を ζ3
17 に取り替えたものなので、

β2 = 8 − (ζ3
17 + ζ−3

17 + ζ5
17 + ζ−5

17 + ζ6
17 + ζ−6

17 + ζ7
17 + ζ−7

17 )

= 8 − −
√

17 − 1

2
=

17 +
√

17

2

である。複素平面で描いてみると、α > 0, β > 0 が見て取れるので、

α =

√
17 −

√
17

2
, β =

√
17 +

√
17

2
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であることがわかる。よって、

ζ17 + ζ−1
17 + ζ4

17 + ζ−4
17 =

1

2




√

17 − 1

2
+

√
17 −

√
17

2





ζ2
17 + ζ−2

17 + ζ8
17 + ζ−8

17 =
1

2




√

17 − 1

2
−

√
17 −

√
17

2





ζ3
17 + ζ−3

17 + ζ5
17 + ζ−5

17 =
1

2



−
√

17 + 1

2
+

√
17 +

√
17

2





ζ6
17 + ζ−6

17 + ζ7
17 + ζ−7

17 =
1

2



−
√

17 + 1

2
−

√
17 +

√
17

2





である。最後に、γ = ζ17 + ζ−1
17 − ζ4

17 − ζ−4
17 とおくと、

γ2 = 4 + (ζ2
17 + ζ−2

17 + ζ8
17 + ζ−8

17 ) − 2(ζ3
17 + ζ−3

17 + ζ5
17 + ζ−5

17 )

=
17 + 3

√
17

4
− 1

2

√
17 −

√
17

2
−

√
17 +

√
17

2

となり、複素平面で描いてみると、γ > 0 が見て取れるので、

γ =

√√√√17 + 3
√

17

4
− 1

2

√
17 −

√
17

2
−

√
17 +

√
17

2

であることがわかる。よって、

cos
2π

17
=

1

2
(ζ17 + ζ−1

17 )

=

√
17 − 1

16
+

1

8

√
17 −

√
17

2
+

1

4

√√√√17 + 3
√

17

4
− 1

2

√
17 −

√
17

2
−

√
17 +

√
17

2

であることがわかる。以前に述べたように、平行四辺形を使って、複素
数の和、相似な三角形を使って、複素数の積が描けるので、平方根さえ
描ければ、正 17 角形がコンパスと定規で描けることになる。方法は述べ
ないので、自分で工夫して正 17 角形を描いてみよう (終了後の課題 1)。
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ζ17

ζ2
17

ζ3
17

ζ4
17

ζ5
17

ζ6
17

ζ7
17

ζ8
17

ζ9
17

ζ10
17

ζ11
17

ζ12
17

ζ13
17

ζ14
17

ζ15
17

ζ16
17

3 平方剰余と Gauss の和
2 回半つぶしていまだに Gauss の和の定義がでてきていないので、こ

の辺で書いておきます。正 17 角形のとき、既に少し出てきましたが、整
数 a, b, c について、a− b が c の倍数のとき a ≡ b mod c と書き、a と b

は mod cで合同といいます。ここで使うのは cが素数 pのときだけです。
整数係数の xの式 f(x), g(x)について、f(x) ≡ g(x) mod pは f(x)−

g(x) の係数がすべて p の倍数であることを表します。方程式 f(x) ≡ 0

mod p と言った場合は、f(x) ≡ 0 mod p となる整数 x や x mod p を
考えることになります。

3.1 Gauss の和の定義
奇素数 p が与えられたとき、mod p で異なる 0 と合同でないもの全体

1, 2, 3, . . . ,
p − 1

2
,
p + 1

2
(≡ −p − 1

2
), . . . , p−3(≡ −3), p−2(≡ −2), p−1(≡ −1)

を 2 乗すると、mod p で半分に減る (証明は次節)。ζp の指数がmod p で
2 乗になっているものの係数を +1、そうでないものの係数を −1 として
加えたものがGauss の和 Gp である。

p = 3 の場合、mod3 で異なる 0 と合同でないものは、

1, 2(≡ −1)
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の 2つで、2乗すると、mod3で 1のみになる。ζ1
3 の係数を +1、ζ2

3 = ζ−1
3

の係数を −1 にして足したものが、

G3 = ζ3 − ζ2
3

である。
p = 5 のとき、

1, 2, 3(≡ −2), 4(≡ −1)

の 2 乗は、mod 5 で 1 と 4 である。ζ1
5 と ζ4

5 の係数を +1、ζ2
5 と ζ3

5 の
係数を −1 にして足すと、第 1 章に出てきた

G5 = ζ5 − ζ2
5 − ζ3

5 + ζ4
5

になる。
p = 7 のとき、

1, 2, 3, 4(≡ −3), 5(≡ −2), 6(≡ −1)

を 2 乗すると、mod 7 で 1, 4, 2 になるので、

G7 = ζ7 + ζ2
7 − ζ3

7 + ζ4
7 − ζ5

7 − ζ6
7

である。同様にして、

G11 = ζ11 − ζ2
11 + ζ3

11 + ζ4
11 + ζ5

11 − ζ6
11 − ζ7

11 − ζ8
11 + ζ9

11 − ζ10
11

G13 = ζ13 − ζ2
13 + ζ3

13 + ζ4
13 − ζ5

13 − ζ6
13 − ζ7

13 − ζ8
13 + ζ9

13 + ζ10
13 − ζ11

13 + ζ12
13

である。

練習 3 G11 の係数を自分で調べて、上の式が正しいかどうか確かめよう。

3.2 平方剰余
奇素数 pと互いに素な整数 mについて、mがある整数の 2乗と mod p

で合同なら mod p で平方剰余、どんな整数の 2 乗とも mod p で合同でな
いとき、mod p で平方非剰余という。平方剰余のとき値が +1、平方非剰
余のとき値が −1、mが pで割り切れるときは値が 0という記号、

(
m

p

)

2

12



が定義されていて、平方剰余記号とか Legendre 記号とか呼ばれている。
これを使うと、Gauss の和は

Gp =
p−1∑

m=1

(
m

p

)

2

ζm
p

と表される。
m2

1 ≡ m2
2 mod p となるのは、m2

1 − m2
2 = (m1 − m2)(m1 + m2) が p

で割り切れるときで、p が素数なので、m1 −m2 または m1 + m2 が p で
割り切れるとき、つまり、m1 ≡ ±m2 mod p のときである。また、p が
奇素数なので、m2 ≡ −m2 mod p となるのは m2 が p で割り切れる場
合である。よって、mod p で異なる 0 と合同でない p − 1 個の数

1, 2, 3, . . . , p − 1

は、2 乗すると、mod p で、ちょうど半分に減る。よって、平方剰余なも
のと平方非剰余なものはどちらも p − 1

2
個ある。よって、

p−1∑

m=1

(
m

p

)

2

= 0

が成り立つ。
a &≡ b mod p つまり、a− bが p で割れないとき、p と互いに素な数 m

を掛けても m(a− b) は p で割れない。よって、ma &≡ mb mod p である
から、mod p で異なる 0 と合同でない p− 1 個のもの全体に m を掛ける
と mod p で異なる 0 と合同でない p− 1 個のものになるはずである。つ
まり、m, 2m, . . ., (p− 1)m の中には、1 から p − 1 と合同なものが、そ
れぞれひとつずつある。さらに、平方剰余なものに平方剰余なものを掛
けると平方剰余なものになるので、平方非剰余なものに平方剰余なもの
を掛けると平方非剰余でなければならない。さらにこれから、平方非剰
余なものに平方非剰余なものを掛けると平方剰余なものになることがわ
かる。以上はまとめて、整数 m1, m2 について、

(
m1m2

p

)

2

=

(
m1

p

)

2

(
m2

p

)

2

と表せる。

13



ここで、Gp の 2 乗を計算してみる。

G2
p =

p−1∑

m=1

(
m

p

)

2

ζm
p

p−1∑

!=1

(
'

p

)

2

ζ!
p

であるが、' が mod p で 1 から p − 1 まで動くとき、m' も mod p で 1

から p − 1 と合同な数を 1 回ずつ動くので、
p−1∑

!=1

(
'

p

)

2

ζ!
p =

p−1∑

!=1

(
m'

p

)

2

ζm!
p

が成り立つ。よって、
(

m

p

)

2

2

= 1 であるから、

G2
p =

p−1∑

m=1

(
m

p

)

2

ζm
p

p−1∑

!=1

(
m'

p

)

2

ζm!
p =

p−1∑

m=1

p−1∑

!=1

(
m

p

)

2

(
m'

p

)

2

ζm
p ζm!

p

=
p−1∑

m=1

p−1∑

!=1

(
m

p

)

2

2( '

p

)

2

ζm(1+!)
p =

p−1∑

m=1

p−1∑

!=1

(
'

p

)

2

ζm(1+!)
p

=
p−1∑

!=1

(
'

p

)

2

p−1∑

m=1

ζm(1+!)
p

である。ここで、
p−1∑
m=1

ζm(1+!)
p は ' = p− 1 なら 1 を p− 1 個足して p− 1、

それ以外のときは、ζp + ζ2
p + · · ·+ ζp−1

p = −1 に等しいから、

G2
p = (p − 1)

(
p − 1

p

)

2

−
p−2∑

!=1

(
'

p

)

2

となる。さらに、
p−1∑
!=1

(
'

p

)

2

= 0であったから、
p−2∑
!=1

(
'

p

)

2

= −
(

p − 1

p

)

2

で

ある。よって、G2
p =

(
p − 1

p

)

2

p =

(
−1

p

)

2

p であることがわかる。ここ

で、
(
−1

p

)

2

を知る必要がある。

3.3 Fermat の小定理と Euler の規準
a, b を整数、p を素数とする。(a + b)p を展開して出て来る 2 項係数(
p

k

)
は、k = 0, p を除き、p で割り切れる。よって、(a + b)p ≡ ap + bp

14



mod p である。これを使って、n に関する帰納法により、全ての整数 n

について、np ≡ n mod pが示される。n が pで割れなければ、np−1 ≡ 1

mod p がわかる。これらを、Fermat の小定理という。
xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am ≡ 0 mod p というmod p の方程式

に整数解 d があれば、x − d で割って余りを計算してみることにより、
(x − d)(xm−1 + b1xm−2 + · · · + bm−1) ≡ 0 mod p とmod p で因数分解
できることがわかる。p は素数なので、x ≡ d mod p または、xm−1 +

b1xm−2 + · · · + bm−1 ≡ 0 mod p となる。よって、mod p での n 次方程
式のmod p で合同でない解は、n 個以下であることがわかる。

p を奇素数とする。x
p−1
2 ≡ 1 mod p という方程式は、Fermat の小定

理により、mod p で異なる平方剰余な p − 1

2
個の解を持つので、これで

全部である。よって、x が平方非剰余の場合、x
p−1
2 は 1 と合同でない。

が、Fermatの小定理により、(x
p−1
2 )2 ≡ 1 mod pであるから、x

p−1
2 ≡ −1

mod p でなければならない。どちらにしても、
(

x

p

)

2

≡ x
p−1
2 mod p が

成り立つ。これを、Euler の規準という。
特に x = −1 とおくと、

(
−1

p

)

2

≡ (−1)
p−1
2 mod p であることがわ

かる。が、どちらも ±1 なので、両辺は等しいことがわかる。つまり、(
−1

p

)

2

= (−1)
p−1
2 である。よって、G2

p = (−1)
p−1
2 p であることがわ

かる。
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4 Gauss の和の値
実際に Gauss の和の値を確かめるのは 5–6 章にまわして、ここで、大

まかな確かめる手順を書いておきます。

4.1 値の例

G2
p = (−1)

p−1
2 p =

{
p p ≡ 1 mod 4 の場合
−p p ≡ 3 mod 4 の場合

であったので、素数 p が p ≡ 1 mod 4 の場合は Gp = ±√
p のどちら

かであり、p ≡ 3 mod 4 の場合 Gp = ±i
√

p のどちらかである。試しに

p = 3 の場合を考えると、ζ3 =
−1 +

√
3i

2
, ζ2

3 =
−1 −

√
3i

2
であるから

G3 = ζ3 − ζ2
3 =

−1 +
√

3i

2
− −1 −

√
3i

2
= i

√
3

である。絵で確かめると、円を 3 等分して ζ3 と ζ2
3 を描き、虚軸上で ζ3

の高さの 2 倍のところがG3 = ζ3 − ζ2
3 であるから、G3 = i

√
3 である。

$

%

0−1 1

−i

iζ3

ζ2
3

G3
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練習 4 コンパスと定規と分度器を使って ζ7, . . ., ζ6
7 を描き、絵で G7 が

±i
√

7 のどちらなのか確かめよう。

こうして確かめていくと、次の表のようになる。

p 3 5 7 11 13 17 · · ·
G2

p −3 5 −7 −11 13 17 · · ·
Gp i

√
3

√
5 i

√
7 i

√
11

√
13

√
17 · · ·

どうみても、

Gp =

{ √
p p ≡ 1 mod 4 の場合

i
√

p p ≡ 3 mod 4 の場合

になりそうに見えるが、実際に確かめるのは大変である (Gauss が数年か
かったらしいです)。ここでは、高木貞治 著 代数的整数論 岩波書店 に書
かれた証明に頼って、Gauss の和の値を確かめる。

4.2 Gauss の和の別の表示
引き続き、p を奇素数とし、暫定的に

H = (ζp − ζ−1
p )(ζ3

p − ζ−3
p ) · · · (ζp−2

p − ζ−(p−2)
p )

とおく。これが Gp と等しいのであるが、とりあえず、2 乗を求める。

(−1)
p−1
2 H = (ζ−1

p − ζp)(ζ
−3
p − ζ3

p ) · · · (ζ−(p−2)
p − ζp−2

p )

= (ζp−1
p − ζ−(p−1)

p )(ζp−3
p − ζ−(p−3)

p ) · · · (ζ2
p − ζ−2

p )

をかけて、

(−1)
p−1
2 H2 = (ζp − ζ−1

p )(ζ2
p − ζ−2

p ) · · · (ζp−1
p − ζ−(p−1)

p )

= ζ1+2+···+(p−1)
p (1 − ζ−2

p )(1 − ζ−4
p ) · · · (1 − ζ−2(p−1)

p )

である。既に注意した通り、1, 2, . . ., p− 1 に p で割れない数−2 をかけ
ると、1 mod p から p − 1 mod p まで 1 回ずつ現れるので、

(−1)
p−1
2 H2 = ζ

p(p−1)
2

p (1 − ζp)(1 − ζ2
p ) · · · (1 − ζp−1

p )
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である。ここで、ζp, ζ2
p , . . ., ζp−1

p は xp−1 + xp−2 + · · · + 1 = 0 の解全体
であったので、

xp−1 + xp−2 + · · · + 1 = (x − ζp)(x − ζ2
p ) · · · (x − ζp−1

p )

と因数分解できる。x = 1 を代入すると、(−1)
p−1
2 H2 = p つまり、H2 =

(−1)
p−1
2 p = G2

p であることがわかる。したがって、H は Gp または −Gp

のいずれかである。
整数係数の式で、ζp を代入すると H になるものとGp になるものに、

t + 1 を代入してできる式の p − 1

2
次の項の係数を mod p で比較するこ

とにより、H = Gp であることが確かめられるのであるが、詳しくは、5,

6 章で述べることにして、Gp = H を使って、先に結論を確かめておく。

4.3 Gauss の和の値

ζm
p = cos

2mπ

p
+ i sin

2mπ

p
であるから、

Gp = H = (2i)
p−1
2 sin

2π

p
sin

2 · 3π
p

sin
2 · 5π

p
· · · sin 2(p − 2)π

p

である。p ≡ 1 mod 4 の場合、積に出て来る sin のうち、後半の p − 1

4
個が負の値なので、Gp > 0 であることがわかる。よって、この場合、
Gp =

√
p である。p ≡ 3 mod 4 の場合、最初の p + 1

4
個の sin が正で、

後ろの p − 3

4
個が負の値なので、Gp = i

√
p であることがわかる。

18



5 Gp = H 確認の準備
ζp は、方程式 zp−1 + zp−2 + · · ·+ z + 1 = 0 の解でした。素数 p につい

ては、実は、この式 zp−1 + zp−2 + · · ·+ z + 1 は有理数の範囲でこれ以上
因数分解できません。ここでは、これを確かめ、それを使って、Gp = H

であることを確かめるのに必要なものを用意します。

5.1 Eisenstein の定理
有理数の範囲で因数分解できない式を、Q 上既約であるという。p を

素数とする。整数係数の n 次式、

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an

の係数 a1, . . ., an が p の倍数で、an が p2 の倍数でないとき、この式は
Q 上既約である。この定理を Eisenstein の定理という。また、この形の
式を Eisenstein 多項式という。
証明は、まず有理数の範囲で因数分解できたと仮定して、整数の範囲

で因数分解できることを確かめる。有理数の範囲での因数分解の分母を
まとめて、

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an

=
1

b0c0
(b0x

m + b1x
m−1 + · · ·+ bm)(c0x

n−m + c1x
n−m−1 + · · ·+ cn−m)

(1 " m " n − 1) とする。b0, . . ., bm, c0, . . ., cn−m は整数であるが、b0c0

の因数で、b0, . . ., bm をすべて割り切るものや、c0, . . ., cn−m をすべて割
り切るものがあれば約分しておく。分母をはらうと、

b0c0(x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an)

= (b0x
m + b1x

m−1 + · · ·+ bm)(c0x
n−m + c1x

n−m−1 + · · ·+ cn−m)

は整数の範囲での因数分解である。b0c0 を割る素数 q が存在したと仮定
する。約分してあるので、b0, . . ., bm の中に、q で割れないものがある。
よって、b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm はmod q で 0 と合同ではない。同様に
c0xn−m + c1xn−m−1 + · · ·+ cn−m もmod q で 0 と合同ではない。よって、
その積は、mod q で 0 と合同でない一番次数の小さい項どうしの積が残
るので、やはり mod q で 0 と合同でない。b0c0(xn + a1xn−1 + · · · + an)
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は mod q で 0 と合同なので、これは矛盾である。よって、分母を割る素
数は存在しない、つまり b0c0 = ±1 であることがわかる。必要なら −1

倍して、b0 = c0 = 1 としておく。
整数の範囲での因数分解であることがわかったので、mod p で考える。
b1, . . ., bm, c1, . . ., cn−m の中に p で割り切れないものがあったとすると、
xm + b1xm−1 + · · · + bm と xn−m + c1xn−m−1 + · · · + cn−m の積の mod p

で 0 でない一番次数の小さい項は、xm + b1xm−1 + · · · + bm のmod p で
0 でない一番次数の小さい項と、xn−m + c1xn−m−1 + · · ·+ cn−m のmod p

で 0 でない一番次数の小さい項の積で、xmxn−m = xn より次数が小さく
なるので、a1, . . ., an が p で割り切れることと矛盾する。よって、b1, . . .,

bm, c1, . . ., cn−m は全て p で割り切れる。すると、an = bmcn−m は p2 で
割り切れることになって矛盾する。よって、このような因数分解は存在
せず、xn + a1xn−1 + · · ·+ an は Q 上既約である。

ここで、p が素数で f(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + 1 の場合について考え
る。(t + 1)p ≡ tp + 1 mod p であるから、

f(t + 1) =
(t + 1)p − 1

t
≡ tp−1 mod p

である。さらに f(1) = p なので、f(t + 1) は Q 上既約で、f(x) も Q 上
既約であることがわかる。有理数係数の式 g(x)を、g(ζp) = 0となるもの
とする。このような 0 でない式のうちで、次数が最小のものを h(x) とす
ると、h(x) で g(x) を割った余りは ζp を代入すると 0 になるので、h(x)

の次数の最小性により 0 となる。特に g = f の場合を考えると、f(x) の
既約性により、f(x) は h(x) の定数倍であることがわかる。つまり、f(x)

は 有理数係数の式で ζp を代入すると 0 になるもののうち、次数が最小
のものであることがわかる。さらに、今の議論から、g(ζp) = 0 となる有
理数係数の式 g(x) は f(x) で割り切れることがわかる。

練習 5 ζ5 を代入すると G5 を与える式として、g(x) = x − x2 − x3 + x4

をとり、p = 5 の時のH を与える式として、h(x) = (x− x4)(x3 − x2) を
とると、g(ζ5) − h(ζ5) = G5 − H = 0 となるはずなので、g(x) − h(x) は
f(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 で割り切れるはずである。本当に割れるかど
うか、計算してみよう。
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6 Gp = H の確認
ここで Gp = H を確かめ、第 4 章とあわせて、Gauss の和の値を求め

る作業が終了します。

6.1 符号の比較
前章に引き続き p を奇素数とし、

f(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1

とおくと、
f(t + 1) =

(t + 1)p − 1

t
≡ tp−1 mod p

であった。そこで、整数係数の式 g(x) に対し、ϕ(g) を g(t+ 1) mod p の
p−2次以下の部分とする。整数係数の 2つの式 g1(x)と g2(x)について、
作り方から、ϕ(g1+g2) = ϕ(g1)+ϕ(g2)が成り立つ。ϕ(g1g2)は ϕ(g1)ϕ(g2)

の p−2次以下の部分である。また、g1(x), g2(x)が g1(ζp) = g2(ζp)をみた
せば、前章末で見たように g1(x)−g2(x)は f(x) = xp−1 +xp−2 + · · ·+1で
割り切れるので、g1(t+1)−g2(t+1) mod pは tp−1 で割り切れて、p−2

次以下の部分は 0 である。つまり、g1(ζp) = g2(ζp) なら、ϕ(g1) = ϕ(g2)

となることがわかる。
そこで、H を与える式と、Gp を与える式の ϕ での値を比べてH = Gp

であることを確かめる。
まず H の方を調べる。

h(x) = (x − xp−1)(x3 − xp−3) · · · (xp−2 − x2)

とおくと、h(ζp) = H である。

h(t+1) = ((t+1)−(t+1)p−1)((t+1)3−(t+1)p−3) · · · ((t+1)p−2−(t+1)2)

の 各因数は t で割れるので、p − 3

2
次以下の項は 0 である。p − 1

2
次の

項の係数を a とおくと、a は因数の 1 次の項の係数を掛けたものになる。
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よって、

(
p − 1

2
)! · a ≡ (

p − 1

2
)! · 2 · 6 · · · (2p − 4)

≡ (
p − 1

2
)! · 2

p−1
2 · 1 · 3 · · · (p − 2)

≡ 2 · 4 · · · (p − 1) · 1 · 3 · · · (p − 2)

≡ (p − 1)! mod p

である。また、Fermat の小定理から、

xp−1 − 1 ≡ (x − 1)(x − 2) · · · (x − (p − 1)) mod p

と mod pで因数分解できることがわかる。x = 0とおくと、(p−1)! ≡ −1

mod p がわかる。
次に Gp の方を調べる。

g1(x) =
p−1∑

m=1

(
m

p

)

2

xm

とおくと、g1(ζp) = Gp である。Euler の規準により、
(

m

p

)

2

≡ m
p−1
2

mod p であったから、

g2(x) =
p−1∑

m=1

m
p−1
2 xm

とおくと、ϕ(g1) = ϕ(g2) である。ϕ(g2) の
p − 1

2
次の項の係数を b mod p

とする。これは、g2(t + 1) =
p−1∑
m=1

m
p−1
2 (t + 1)m の p − 1

2
次の項の係数を

mod p で見たものなので、展開すれば、

(
p − 1

2
)! · b ≡

p−1∑

m=1

m
p−1
2 m(m − 1) · · · (m − p − 1

2
+ 1) mod p

である。(最初の p − 3

2
個は 0 であるが、計算を容易にするため加えられ

ている。)これを展開して、mのべきの和で表して、1 " n " p−2のとき、
p−1∑
m=1

mn ≡ 0 mod pであること (次節で確かめる)と、
p−1∑
m=1

mp−1 ≡ p−1 ≡

−1 mod p であることに注意すると、(
p − 1

2
)! · b ≡ −1 mod p であるこ

とがわかる。よって、ϕ(h) = ϕ(−g1) は起こりえないので、H = −Gp は
起こりえない。つまりH = Gp であることがわかる。
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6.2 n 乗の和の mod p での値

1 " n " p − 2 とし、
p−1∑
m=1

mn ≡ 0 mod p を示す。

am = (m + 1)m(m − 1) · · · (m − n + 1)

とおくと、
am−1 = m(m − 1) · · · (m − n + 1)(m − n)

なので、
am − am−1 = (n + 1)m(m − 1) · · · (m − n + 1)

である。これを、m = 1, . . ., p − 1 で足すと

(n + 1)
p−1∑

m=1

m(m − 1) · · · (m − n + 1)

= ap−1 − a0

= p(p − 1) · · · (p − n + 1) − 1 · 0 · · · (−n + 1) ≡ 0 mod p

となる。n+1は pで割り切れないので、
p−1∑
m=1

m(m−1) · · · (m−n+1) ≡ 0

mod p である。展開して、n = 1 から順に並べると、
p−1∑

m=1

m ≡ 0 mod p

p−1∑

m=1

m2 −
p−1∑

m=1

m ≡ 0 mod p

· · ·
p−1∑

m=1

mp−2 − · · · ≡ 0 mod p

なので、n に関する帰納法により、1 " n " p − 2 について
p−1∑
m=1

mn ≡ 0

mod p がわかる。
以上で、Gp = H であることが確かめられたので、以前述べたように、

Gp =

{ √
p p ≡ 1 mod 4 の場合

i
√

p p ≡ 3 mod 4 の場合

が成り立つことがわかる。
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7 その他
平方剰余記号の代わりに、n べき剰余記号

( )

n
を使って作る一般の

Gauss の和があって、n = 3, 4 の場合、sin の代わりに Weierstrass の
℘ 関数を使って表せ、n = 4 の場合は、Gauss の和の値がきれいに書
けるという論文 (Matthews, C.R., Gauss sums and elliptic functions I.

The Kummer sum, Invent. math. 52(1979), 163–185 とMatthews, C.R.,

Gauss sums and elliptic functions: II. The Quartic sum, Invent. math.

54(1979), 23–52)があります。証明は難しいのですが、n = 4 の場合の値
の公式はきれいなので、試しに使ってみます。

7.1 Gauss の整数
2 + 3i など、整数 x, y により x + yi と表されるものをGauss の整数

と呼ぶ。Gauss の整数全体を

Z[i] = {x + yi|x, y は整数 }

と表す。ここで、Z[i] と言う記号は、整数と i を使って足し算引き算掛け
算を繰り返して表せるもの全体を表すものである。Gauss の整数の合同
式を、Gauss の整数 α, β, γ について、α− β = δγ となるGauss の整数
δ ∈ Z[i] が存在する時、α ≡ β mod γ と表す。与えられた Gauss の整数
α を 0 でない Gauss の整数 γ で割った余り β を次のように定める。
γγ = |γ|2 は整数なので、αγ を |γ|2 で割り、商を δ、余りを µ = s + ti

とするのであるが、s, t は 0 から |γ|2 − 1 ではなく、負の数も許して

− |γ|2
2

< s, t " |γ|2
2
となるようにとる。|µ| "

√
2

2
|γ|2 < |γ|2 である。そ

こで、α を γ で割った商を δ、余りを β = α − δγ と定めると、β =
µ

γ

なので、|β| =
|µ|
|γ|

< |γ| となり、Gauss の整数を γ で割った余りの絶対

値は、|γ| より小さくなることがわかる。
ためしに、α = 3 + 4i, γ = 1 + 3i とおいて実際に割ってみる。先ず、

αγ = (3 + 4i)(1− 3i) = 15− 5i を γγ = (1 + 3i)(1− 3i) = 10 で割る。実
部と虚部を 10 で割り、余りが−4 から 5 までに入るようにするので、実
部の商が 1 で余りが 5、虚部の商が −1 で余りが 5 である。まとめると、

αγ − (1 − i)γγ = 5 + 5i
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である。両辺を γ で割ると、

α− (1 − i)γ = 3 + 4i − (1 − i)(1 + 3i) = −1 + 2i =
5 + 5i

γ

となり、α = 3 + 4i を γ = 1 + 3i で割ると、商が 1− i 余りが−1 + 2i で
あることがわかる。確かに、

|− 1 + 2i| =
√

5 <
√

10 = |1 + 3i|

なので、余りの絶対値は |γ| より小さい。
素数 p を p ≡ 1 mod 4 とする。整数 a, b で a2 + b2 = p となるものが

取れることを確かめておく。(
−1

p

)

2

= (−1)
p−1
2 = 1 なので、x2

0 ≡ −1 mod p となる整数 x0 が存

在する。(x0 + i)(x0 − i) ≡ 0 mod p である。Gauss の整数 α, β によ
り α(x0 + i) + βp の形に表される 0 でない数で、絶対値が最小のものを
ひとつとり、ω とする。ω で p を割った余りも α(x0 + i) + βp の形の
数であるが、絶対値が |ω| より小さくなるはずなので、|ω| の最小性によ
り、余りは 0 でなければならない。つまり、p は ω で割り切れる。よっ
て、ある Gauss の整数 δ により、p = ωδ と書ける。整数 |ω|2 = ωω は
p2 = ωωδδ の約数であるから、1 または p または p2 である。最小性に
より、|ω| は x0 + i を p で割った余りの絶対値以下なので、|ω| < p であ
る。また、|ω| = 1 とすると、ω は ±1, ±i のどれかであるが、(x0 − i)ω

は α(x2
0 + 1) + βp(x0 − i) の形の数で、実部も虚部も p で割り切れるの

で、|ω| = 1 は起こりえない。よって、|ω|2 = p であることがわかる。
ω = a + bi とおくと、a2 + b2 = p となっている。
実際には、ω は、x0 + i と p の最大公約数で、普通の整数のときと同

じように Euclid の互除法 (一方をもう一方で割って、割られた数を余り
に取り替えることを交互に繰り返し、余りが 0 になったとき、割った数
が最大公約数と言う手順) で計算できる。

7.2 4 べき剰余記号と G4(ω)

素数 p を p ≡ 1 mod 4 となるものとする。a2 + b2 = p となる整数 a,

b を取り、ω = a + bi とおく。p は素数なので、a も b も 0 ではない。a

と b の最大公約数は p の約数であるが、a も b も p より小さいので、最
大公約数は 1 である。よって、Gauss の整数 γ ∈ Z[i] で γω が普通の整
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数になるのは、γ が ω = a − bi の整数倍のときに限る。したがって、0,

. . ., p − 1 はmodω で合同でない。また 1, . . ., p − 1 に b を掛けると 1

mod p から p− 1 mod p まで 1 回ずつ現れるので、bc ≡ 1 mod p とな
る整数 c が存在する。このとき p = ωω であったから、bc ≡ 1 mod ω と
なる。よって、a + bi ≡ 0 mod ω に c を掛けると、i ≡ −ac mod ω と
なることがわかる。前節の記号だと i ≡ −x0 mod ω である。したがっ
て、整数 x, y について、x + yi ≡ x − yac mod ω なので、Gauss の整
数は modω で 0, . . ., p − 1 のどれかひとつと合同になることがわかる。
取り方から、±acは 2乗すると −1とmodω で合同であるが、整数なの

でmod pでも合同である。方程式x4−1 ≡ 0 mod pの mod pで異なる解
は最大 4個なので、±1, ±ac mod pのちょうど 4個である。Fermatの小
定理により、x− yac &≡ 0 mod p なら ((x− yac)

p−1
4 )4 = (x− yac)p−1 ≡ 1

mod p であるから、α = x + yi とすると、α
p−1
4 は ±1, ±ac, 0 の 5 つ

のうちどれかひとつと modω で合同である。そこで、4 べき剰余記号は(α

ω

)

4
= ±1, ±i, 0 を

(α

ω

)

4
≡ α

p−1
4 mod ω となるもので定義する。さら

に、Gauss の和 G4(ω) を

G4(ω) =
p−1∑

m=1

(m

ω

)

4
ζm
p

で定義する。この記号の書き方だと、1–6 章の Gauss の和 Gp はG2(p)

と書かれる。
p = 5 の時に、実際に計算してみる。22 + 12 = 5 なので、a = 2, b = 1

ととる。ω = 2 + i である。bc ≡ 1 mod 5となる c は c = 1 でよい。
i ≡ −2 ≡ 3 mod ω であるから、x + yi ≡ x + 3y mod ω である。

(
1

ω

)

4

≡ 1
5−1
4 ≡ 1 mod ω

(
2

ω

)

4

≡ 2
5−1
4 ≡ 2 ≡ −i mod ω

(
3

ω

)

4

≡ 3
5−1
4 ≡ 3 ≡ i mod ω

(
4

ω

)

4

≡ 4
5−1
4 ≡ 4 ≡ −1 mod ω
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であるから、
(

1

ω

)

4

= 1

(
2

ω

)

4

= −i

(
3

ω

)

4

= i

(
4

ω

)

4

= −1

である。よって、
G4(ω) = ζ5 − iζ2

5 + iζ3
5 − ζ4

5

となる。定義から、ω を −ω や±iω に取り替えても 4 べき剰余記号や、
G4(ω) には影響がない。

7.3 G4(ω) の公式
素数 p を p ≡ 1 mod 4 とする。p = a2 + b2 となる整数 a, b を取り

ω = a + bi とおくのであるが、必要なら ω を −ω, ±iω ととりかえてか
ら、改めて ω = a + bi とおきなおすことにより、a は奇数、b は偶数で、

a − 1 ≡ b mod 4

となるようにしておく。素数でないかも知れない奇数 a と、a と互いに
素な整数 x について、a = ±p1 · · · p! と素因数分解して平方剰余記号を掛
けたもの、 (x

a

)

2
=

(
x

p1

)

2

· · ·
(

x

p!

)

2

を Jacobi の記号と呼ぶ。a = ±1 のときは
(x

a

)

2
= 1 とする。B = ±1 を

B ≡ −
b(p−1

2 )!

a
mod p となるようにとり、β(ω) = Bi とおく。公式は、

G4(ω) = −β(ω)

(
2i

ω

)

4

(
2|b|
a

)

2

((−1)
p−1
4 ω)

1
2 4
√

p

である。ただし、1

2
乗は、実部が正のものをとる。
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(−1)
p−1
4

ω
√

p
は絶対値が 1 なので、その平方根は cos θ + i sin θ と書け

る。2 cos2 θ− 1 = cos 2θ = Re(−1)
p−1
4

ω
√

p
= (−1)

p−1
4

a
√

p
で、cos θ > 0 な

ので、
cos θ =

1

2 4
√

p

√
2
√

p + (−1)
p−1
4 2a

である。sin θ =
sin 2θ

2 cos θ
なので、sin θ は (−1)

p−1
4 bと同符号である。また、

1−2 sin2 θ = cos 2θであるから、sin θ = (−1)
p−1
4

b

2|b| 4
√

p

√
2
√

p − (−1)
p−1
4 2a

である。よって、B = ±1を B ≡ −
b(p−1

2 )!

a
mod pとなるようにとると、

G4(ω) = B

(
2i

ω

)

4

(
2|b|
a

)

2

(
(−1)

p−1
4

b

2|b|

√
2p − (−1)

p−1
4 2a

√
p − i

2

√
2p + (−1)

p−1
4 2a

√
p

)

である。前節に引き続き p = 5, ω = 2 + i で、公式に沿ってG4(ω) を計
算してみる。ω = 2 + iのままだと、a が偶数になってしまうのでω を iω

と取り替え、ω = i(2 + i) = −1 + 2i とする。a = −1, b = 2 は a − 1 ≡ b

mod 4 を満たしているので −ω への取り替えは行わない。B = ±1 は、

B ≡ −
b(p−1

2 )!

a
≡ −2 · 2!

−1
≡ −1 mod 5 ととるので B = −1 である。

2i ≡ 2 · 3 ≡ 1 mod ω なので、
(

2i

ω

)

4

=

(
1

ω

)

4

= 1 である。a = −1 なの

で、
(

2|b|
a

)

2

= 1 である。したがって、

G4(ω) = −1 · 1 · 1
(
−1

2

√
2 · 5 − (−1)(−1)2

√
5 − i

2

√
2 · 5 + (−1)(−1)2

√
5

)

=
1

2

√
10 − 2

√
5 +

i

2

√
10 + 2

√
5

である。
正しいかどうか直接計算してみる。

ζ5 = cos
2π

5
+ i sin

2π

5

ζ2
5 = cos

4π

5
+ i sin

4π

5

ζ3
5 = cos

4π

5
− i sin

4π

5

ζ4
5 = cos

2π

5
− i sin

2π

5
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であるから、

G4(ω) = ζ5 − iζ2
5 + iζ3

5 − ζ4
5 = 2 sin

4π

5
+ 2i sin

2π

5

である。正 5 角形を描く時確かめたように、cos
2π

5
=

√
5 − 1

4
, cos

4π

5
=

−
√

5 + 1

4
であるから、sin

2π

5
と sin

4π

5
がともに正であることに注意す

ると、sin
2π

5
=

√
1 − cos2

2π

5
=

√
10 + 2

√
5

4
, sin

4π

5
=

√
10 − 2

√
5

4
で

あることがわかる。よって、

G4(ω) =

√
10 − 2

√
5

2
+ i

√
10 + 2

√
5

2

であり、確かに公式で計算したものと同じ値である。

7.4 関連書籍
高木貞治 著 初等整数論講義 共立出版 にGauss の行った、複雑な恒等

式による Gauss の和の値の決定が書かれている。また、正 17 角形の具
体的な作図法も書かれている。
高木貞治 著 近世数学史談 数学雑談 共立出版 の冒頭に Gauss が正 17

角形の作図を発見した時の歴史的な経緯が書かれている。

7.5 終了後の課題
やってみると、そこそこ時間がかかって楽しめそうなもの？を 4 つほ

ど挙げてみます。

1.

1. 与えられた (既に描かれた) 2 点を通る直線を引く

2. 与えられた点を中心とする与えられた半径の円を描く

の 2 つの作業を繰り返し、コンパスと定規を使って、正 17 角形を描い
てみよう。
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2. 手順に沿って、自分で cos
2π

17
を計算し、この資料に書かれた値が正

しいかどうか確かめてみよう。
3. 定規の届く距離より少し離れた 2 点間を通る直線や、与えられた点を
中心としてコンパスの届く距離より少し離れた点を通る円とこの直線と
の交点を手持ちのコンパスと定規で描く方法を考えてから、実際に実行
してみよう。(余り離れると誤差が大きくなるので「少し」は 3 倍くらい
でやってみると良い。)

4. 平方剰余記号には平方剰余の相互法則と呼ばれる平方剰余記号をすば
やく計算するのに便利な、奇素数 p, q について

(
p

q

)

2

(
q

p

)

2

= · · ·

の形の公式と、2つの補充法則 (第 1補充法則は、前に出てきた
(
−1

p

)

2

=

(−1)
p−1
2 )がある。証明や使い方を調べたり、試しに使ったりしてみよう。
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