
状態最小化

• 集合S上の関係≡が以下を満たすとき、≡は同値関係であ
るという
- 反射性：∀t ∈ S, t ≡ t

- 対称性：∀t, s ∈ S, t ≡ s ⇒ s ≡ t

- 推移性：∀t, s, u ∈ S,

(t ≡ s ∧ s ≡ u) ⇒ t ≡ u

• 同値関係≡は、Sを同値類に分割。分割数を指数という
- tを含む同値類：[t]≡ = {s | t ≡ s}

- S =
⋃

t∈S
[t]≡
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• T(F)上の同値関係≡は、以下を満たすとき合同関係とい
う

t1 ≡ s1, . . . , tn ≡ snならば∀f ∈ F , f(t1, . . . , tn) ≡

f(s1, . . . , sn)

• 言語Lから定まるT(F)上の合同関係≡L は以下で定義さ
れる。

t ≡L s iff

任意の文脈CについてC[t] ∈ L ⇐⇒ C[s] ∈ L

• 完全なDFTA A = (Q,F , Af ,∆)から定まるT(F)上
の合同関係≡Aは以下で定義される。

t ≡A s iff t →∗
A qかつs →∗

A q
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• 定理(Myhill-Nerode)

次の３つは、等価な条件である
1 Lは正規木言語

2 Lは、有限の指数を持つ合同関係のいくつかの同値類の
和に等しい

3 ≡Lの指数は有限
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• 証明(1 ⇒ 2)：Lを認識する完全なDFTAをA = (Q,F , Qf ,∆)

とする。このとき、
- 合同関係≡Aは有限の指数を持つ

(指数がAの状態数より多くなることはないため)

- L =
⋃

t∈L
[t]≡Aである

• 証明(2 ⇒ 3)：2の合同関係を∼として次を示す
∀t ∈ T(F), [t]∼ ⊆ [t]≡L

(ゆえに∼の指数は≡Lの指数以上)

- s ∈ [t]∼とすると、s ∼ t。∼の合同性より、任意の文
脈Cについて、C[s] ∼ C[t]。C[s]とC[t]が∼の同じ同
値類に含まれることから、C[s] ∈ L ⇐⇒ C[t] ∈ L。
よって、s ≡L t、すなわち、s ∈ [t]≡L
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• 証明(3 ⇒ 1)： ≡LからFTA Amin = (Q,F , Qf ,∆)

を定義する。
- Q = {[t]≡L | t ∈ T(F)}

- f([t1]≡L, . . . , [tn]≡L) → [f(t1, . . . , tn)]≡L ∈ ∆

(≡Lの合同性からDFTAになる)

- Qf = {[t]≡L | t ∈ L}

• t →∗
Amin

[t]≡L であることとQfの決め方から、AminはL

を認識する
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• 系：正規木言語Lを認識する状態数最小の完全なDFTAは
(Myhill-Nerode の定理の証明中の)Aminであり、(状
態の名前換えの上で)唯一

• 証明：L = L(A)なるDFTA Aを考えると、Myhill-

Nerodeの定理の証明より、任意の項tについて[t]≡A ⊆

[t]≡L

- Aの状態数はAminの状態数以上。よってAminは状態数
最小

- [t]A ⊆ [t]Lより唯一性も明らか

• ≡Lの同一の同値類に含まれない二つの≡Aの同値類(Aの
状態と同一視できる)を区別可能という

6



• DFA Aの最小化：≡Aの同値類(状態)で区別可能なもの
を調べあげ、区別不能なものを併合する

• 区別可能な同値類を調べる原理
- q ∈ Qfかつq′ ∈ Q \ Qfならば、qとq′は区別可能

- qとq′が区別可能で、
f(· · · p · · ·) → q, f(· · · p′ · · ·) → q′ ∈ ∆

ならば、pとp′は区別可能
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• 例：A = ({qa, qb, qab, qba}, {a, b, f(, )},∆, {qab, qba})

a → qa, b → qb,

f:

qa qb qab qba
qa qa qab qab qab
qb qba qb qba qba
qab qab qab qab qab
qba qba qba qba qba

• 区別可能な状態を調べる
- 最終状態とそれ以外の状態とは区別可能

- f(qa, qa) → qaかつf(qb, qa) → qbaよりqaとqbは区別
可能

qa qb qab qba
qb x − − −
qab x x − −
qba x x −

x: 区別可能 空欄: 区別不能

- qabとqbaは区別不要なので、状態を併合できる
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• 決定可能な問題
- 空問題: L(A) = ∅であるか？

- 有限性: L(A)が有限集合であるか？
ループC[q] →∗

A qが存在するか？

- 単一要素性：L(A)が単一要素か？

- 等価性: L(A) = L(A′)であるか？
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