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４４．．４４  強強制制振振動動  

  
ささららにに若若干干複複雑雑ににすするる。。  振振動動数数ωωでで振振動動すするる外外力力をを追追加加。。    

運運動動方方程程式式：：  
dd22xx
ddtt22   ++  ωω00

22  xx  ++  22µµ
ddxx
ddtt   ==  FF00  ccoossωωtt  

  

この場合、運動方程式は非斉次である。解は、解解＝＝((一一般般解解))＋＋（（特特殊殊解解））とと構構成成ででききるる。。一一般般解解でで右辺＝０の斉次
方程式を満たし、 特殊解 で右辺＝FF00  ccoossωωtt  をを満満たたすす。。  
 
いまの場合は、充分時間が経過した時の振動の様子は、減衰のため斉次方程式の解（物体の位置の変位）はゼ

ロとなり、物体は止まる。しかし、周期的な外力の作用のため物体の運動も対応する周期的な定常な運動状態に

なると推定できる。 

教科書に丁寧に解き方が書いてある。特殊解として  

x = A cos(ωt-α) 
の形をとり、振動の振幅 A と位相αを求める。Ａならびにαは式(4.25), (4.27)である。  

振幅、位相を図示せよ。 

 

------------------ 

ここで特殊解には任意性がないことが分かる。運動方程式は２階の微分方程式であり、ふたつの任意定数があっ

た。これらは初期状態により決められた。 それらは一般解の形を決定したわけだ。 

一方、特殊解として、Ａならびにαを未定の定数として用いたが、それらは任意で初期条件で決める余裕はすでに

残っていない。したがって、Ａ、αは一義的に特殊解を求める過程において決められた、ことに留意せよ。 

------------------ 

 

 

★ 地震時の建物の振動がこれであると説明がある。 固有振動数ω0 を基準に取り、抵抗係数µ= n ω0 ならびに外
力の振動数ω = αω0を変数として振動の様子を図示してみよう。  

★ n をパラメータとし振幅をαで微分し、振幅が最大になる条件を求める。  

http://www.hepl.phys.nagoya-u.ac.jp/~ohshima/ohshima2.html


α2 =1-2n2 
 

であり、最大値が存在するのは 

 

の場合のみであることが分かる。 つまり、抵抗係数µが建物の固有振動数の 倍以上であれば、最大値は存

在せず、ω=0 のところが振幅最大となる (地震の振動数が低いほど振幅が大きい)。  
★ また、図から分かるように抵抗係数µが小さいと最大値を持ち （共振すると云う）、小さいほど共振振幅が大き
く、かつ共振の巾が狭い。 µ=0 の場合、共振振動数で振幅が理論的には無限となる. 外力の振動数そのままで
建物が振動する。  

★ 図から、地震で建物が大きく揺れないための条件が把握できたか？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

----------------------------------------------------------------------------------

問問題題  ４４．．３３．．

「「外外力力ののすするる仕仕事事のの
------------------------------------------------------------------------------------------  

  

１１    はは面面白白いい。。  

  

平平均均」」  をを求求めめよよとと。。  

  



★★  平平均均  ににつついいてて  
いいままのの場場合合、、物物体体はは外外力力にによよりり周周期期的的なな振振動動ををすするる。。ここここでで云云うう「「平平均均」」ととはは時時間間平平均均、、つつままりり振振動動周周
期期ででのの仕仕事事のの平平均均値値ででああるる。。平平均均はは、、＜＜    ＞＞  のの記記法法をを用用いいてて表表記記すするる。。    
ああるる量量  ａａ  のの  tt==00 かかららＴＴままででのの時時間間平平均均はは  

..                                                                      
((11))  

  
★★  仕仕事事量量はは移移動動距距離離にに沿沿っってて働働くく力力をを積積分分ししたたももののででああっったた。。ここのの場場合合はは、、一一周周期期のの間間にに働働くく力力にに対対ししててのの積積

分分ででああるる。。  （（外外力力））××（（微微小小なな移移動動距距離離））  のの一一周周期期のの距距離離にに亘亘るる積積分分ででああるる。。  ここれれはは例例にによよっってて、、((外外力力))
××（（速速度度））××((微微小小時時間間))  のの積積分分にに書書きき換換ええらられれるる。。つつままりり、、  

..                         (2)  

ししたたががっってて、、平平均均値値  ＜＜＞＞  はは x = A cos(ωωt－α) を代入すると 

.         

 (3) 

分母は２π。分子の被積分関数は 

.                (4) 
第一項は奇関数のためゼロ。第二項は、 

                   
  (5) 

(6)式の導出においては、 を積分（θ=ωtと書いた）し、  
を変形して求めた。  

 
よって、平均値は 

                     (6) 

となる。αは右図の角度であり、 , 。。ししたたががっってて、、

. 平均値は 

                   (7) 
と求まる。 
  

  
 

  

  

  

  

  



４４．．４４  連連成成振振動動  
  

((aa))  ２２個個のの質質点点のの運運動動  

  
  
  
●●  運運動動方方程程式式はは２２階階のの連連立立微微分分方方程程式式ととななるる。。  

      
任任意意定定数数はは４４つつ。。おおののおおのの初初期期条条件件でで決決ままるる。。  

  

●●  xx11 とと xx22 のの  線線形形結結合合  のの  基基準準座座標標   をを採採

動動ととななるる。。対対応応ししてて、、基基準準振振動動数数ωω±±  もも異異ななるる（（式式 44..3366））。。  

  
  
ななぜぜ基基準準座座標標ををここののよよううなな形形（（式式（（44..3344））））ににととるるののかか。。  PPaaggee
解解析析力力学学、、量量子子力力学学でで頻頻繁繁にに登登場場すするるももののででああるる。。    

  
  
●●  物物理理的的にに考考ええててみみよようう。。  
方方程程式式ををよよくくみみるるとと、、xx11  とと  xx22  はは対対称称ででああるるここととがが分分かかるる。。つつ
ららがが特特ににどどううとと云云ううここととははなないい。。ししたたががっってて、、線線形形結結合合のの両両係係数数

そそししてて、、運運動動をを記記述述すするる変変数数はは２２つつ要要るる。。ひひととつつがが和和ででああれればば

  右右図図にに示示すすよよううにに、、ＱＱ＋＋、、ＱＱ－ はは xx1 ,,  xx22座座標標にに対対ししてて、、４４５５度度座座

度度回回転転のの座座標標変変換換はは 
－ 1 

 

                  

はは規規格格化化のの係係数数ででああるる。。  
  
  
  
  
●●  xx11,,  xx22  のの座座標標系系でではは相相関関ののたためめ、、振振動動はは単単純純にに見見ええなないい。。
たたががっってて、、系系のの運運動動エエネネルルギギーーももポポテテンンシシャャルルエエネネルルギギーー

（（44..3366））かからら分分かかるるよよううにに、、ＱＱ－－のの固固有有振振動動数数のの方方がが大大ききいい。。
  
●●  xx11,,  xx22  でで振振動動をを見見るるとと、、図図４４．．５５ににああるるよよううにに、、ううななりり現現象象のの振振
  
教教科科書書ににはは丁丁寧寧にに計計算算法法がが記記述述ししててああるるののでで、、よよくく学学べべ。。  
  

  

((bb))  NN個個のの質質点点のの運運動動  

  
少少しし各各式式のの導導出出がが複複雑雑ととななるるがが、、論論理理的的にに追追っってていいけけばばよよいい。。  
用用すするるここととにによよりり、、方方程程式式ははＱＱ＋＋，，ＱＱ－－のの独独立立なな単単振振

6633 にに説説明明ががああるる。。  ここのの導導出出法法をを忘忘れれるるなな。。  

ままりり、、両両者者をを入入れれ替替ええててもも変変わわららなないいわわけけだだ。。どどちち

はは等等ししいいだだろろうう。。  
、、そそれれにに独独立立ななもものの（（直直交交すするるもものの））はは差差ででああるる。。  
標標軸軸をを回回転転ささせせたた座座標標系系ででああるるここととががわわかかるる。。４４５５

ＱＱ±±のの座座

もも、、ＱＱ±±
    

動動がが

  
標標系系でではは独独立立ななふふたたつつのの単単振振動動ととななるる。。しし

のの個個々々のの振振動動のの単単純純なな和和でで表表現現ででききるる。。式式

見見ええるる。。  



たただだしし、、式式（（44..5511））のの間間違違いいにに気気付付かかなないいとと大大変変だだ..  ((１１＋＋４４ccooss22θθ))  ででななくく正正ししくくはは  （（--11++44  ccooss22θθ））。。    
  

特特にに、、式式（（44..5588））はは多多少少戸戸惑惑ううかかももししれれなないい。。  式式（（44..4466））とと（（44..5577））のの同同等等性性かからら NN→→rr--11 にに置置きき換換ええ AArr をを求求めめよよ。。  ここ

のの場場合合、、θθをを決決めめるるののにに式式（（44..4455））にに対対応応すするるももののははなないい。。  AA22
(p)==ccppAA11

(p)をを使使うう。。  そそのの結結果果、、 ととななるる。。    AArr

のの pp にに関関すするる成成分分はは式式（（44..5577））でで各各項項ののべべきき数数がが等等ししくく任任意意ににととりりううるる。。  ここここでではは AA(p)とと書書いいててああるる。。  初初期期条条件件でで決決

めめるる定定数数ででああるる。。   

(p) (p)

(p)


