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第1章

緒論

1.1 はじめに

乱流中で複数の反応性物質が混合されながら化学反応する現象は多くの科学分野でみら

れる．工学において，溶鉱炉やエンジン内での燃焼 [1]における熱輸送や汚染物質の生成，

また化学反応炉での物質の生成などにおいてこのような現象がみられ，化学反応を伴う乱

流現象の解明は工学的に極めて重要となっている．また，環境科学の分野においては，光

化学スモッグの酸化物の生成や汚染物質の変質の問題にもみられる [2]．超微粒子の製造

を行う反応晶析器 [3]の流れの中などにも同様の現象が見られ，乱流混合機構の解明と制

御を行うことが理想の均一粒子径を持つ微粒子を製造する過程で不可欠なものとされて

いる [4]．乱流中で生じる化学反応では乱流混合の特性が反応場に対して大きな影響を与

えるため，乱流現象と化学反応の関係を解明することが重要となる [5]．

本研究では，化学反応を伴う乱流現象の特性を実験・数値計算により明らかにすること

および，乱流中で生じる化学反応挙動の予測手法を確立することを目的とする．実験では

研究例が少なく未解明な点が多く残されている液相で生じる化学反応を研究対象とした．

液相二次元噴流中で生じる化学反応を対象とした実験を行い，液相噴流中で生じる化学

反応の特性を調査した [6–10]．また，実験結果を用いて反応性乱流の数値計算手法に用い

られる数値計算モデルについての検証を行った [11–13]．さらに，化学反応を伴う二次元噴

流の直接数値計算法 (DNS) による数値計算を行い，反応場の可視化や統計量を算出する

ことで噴流中で生じる化学反応について調査した [14, 15]．そして，Large Eddy Simulation

(LES)を用いた反応性乱流の計算手法として，Approximate Deconvolution Model (ADM)

を用いたLESを確率密度関数 (PDF) 法と組み合わせた数値計算手法を提案し，二次元噴

流と液相スカラ混合層中で生じる化学反応場の数値計算を行うことで計算手法の有効性

を示した [16]．以下に本研究に関連する研究についてまとめ，緒論とする．
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1.2 反応性乱流の数値的研究

1.2.1 反応性乱流の数値計算手法について

化学反応を伴う乱流現象を最も正確に予測する手法は，流れ場の支配方程式を化学種の

瞬時濃度の輸送方程式と連立させ，有限差分法やスペクトル法を用いて解く直接数値計算

法 (DNS)である．流体の密度が一定であるとし，分子拡散流束に対してFickの拡散法則

が成り立つとすると，反応性物質 αのモル濃度 Γαの輸送方程式は次式により表される．

∂Γα

∂t
+

∂UjΓα

∂xj

=
∂

∂xj

(
Dα

∂Γα

∂xj

)
+ Sα (1.1)

ここで，Uiは i方向流速，Dαは物質αの分子拡散係数，Sαは化学反応による物質αの生

成速度を表す．本論文では反応物質や反応による生成物質などの反応に関わる物質をま

とめて反応性物質と呼ぶ．DNSは多大な計算時間を必要とすることが多く，複雑な流れ

場や高Reynolds数・高 Schmidt数の流れ場への適用は難しい．しかし，これまでにDNS

は，プルーム中 [17, 18]，スカラ混合層 [19]などの様々な流れ場で生じる化学反応に対して

行われ，化学反応を伴う乱流現象の特性の調査や，反応性乱流の数値計算手法の精度を

検証するための比較対象として用いられている．DNSの適用が難しい流れ場や拡散場を

計算する手法の例として，速度やスカラ量のReynolds平均値に対する方程式を解く手法

RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes equations) やLES (Large Eddy Simulation) が

挙げられる．

式 (1.1)のReynolds平均をとることで，平均濃度 〈Γα〉に対する輸送方程式が以下のよ
うに得られる．

∂〈Γα〉
∂t

+
∂〈Uj〉〈Γα〉

∂xj

=
∂

∂xj

(
Dα

∂

∂xj

〈Γα〉
)
− ∂

∂xj

〈ujγα〉 + 〈Sα〉 (1.2)

ui ≡ Ui − 〈Ui〉, γα ≡ Γα − 〈Γα〉はそれぞれ速度変動，濃度変動を表す．RANSでは式

(1.2)を平均速度場 〈Ui〉の支配方程式と連立させて解くことで平均濃度 〈Γα〉を予測する．
式 (1.2)を解くためには，乱流流束 〈uiγα〉および反応項の平均値 〈Sα〉をモデル化する必
要がある．乱流流束に対するモデルとしてはこう配拡散モデル [20, 21]が広く用いられてい

る．化学反応がA + B → Pにより表されるとき，生成物質 Pの生成速度 SPは反応速度

定数 kを用いて SP = kΓAΓBと表される．したがって，生成速度の平均値 〈SP〉は平均濃
度 〈Γα〉と濃度変動 γαを用いて次式のように書ける．

〈SP〉 = k〈ΓA〉〈ΓB〉 + k〈γAγB〉 (1.3)

平均反応速度をモデル化するとき，〈SP〉を直接与えるのではなく，濃度相関項 〈γAγB〉を
モデル化する手法が多く研究されている [22–26]．
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LESでは空間的なフィルタ操作を変数に施すことにより，変数を大スケール成分 (Grid

Scale, GS) と小スケール成分 (Sub Grid Scale, SGS) に分離する．そして，大スケール成

分に対する支配方程式を解くことで流れ場や拡散場の予測を行う．この際，小スケール成

分の大スケール成分に対する影響をモデル化 (SGSモデルと呼ばれる) する必要がある．

LESで用いられるフィルタ操作を施した反応性物質濃度Γαに対する輸送方程式は以下の

ように書ける．
∂Γα

∂t
+

∂UjΓα

∂xj

=
∂

∂xj

(
Dα

∂

∂xj

Γα

)
+ Sα (1.4)

ここで，∗はフィルタをかけられた変数を表す．式 (1.4)をフィルタ操作を施した速度場

Uiの支配方程式と連立させて解くことで，反応性物質濃度 Γαの時間・空間発展を計算す

る．式 (1.4)を解いて反応性物質濃度場の数値計算を行うには，左辺第二項の対流輸送項

に現れる UiΓαやフィルタをかけられた反応項 Sαに対するモデルが必要となる．RANS

の場合と同様に，対流輸送項に対してはこう配拡散モデルが広く用いられている．また，

A + B → Pの化学反応に対しては，フィルタをかけられた反応速度 Sαは，GSの濃度 Γα

と SGSの濃度変動 γ′
α ≡ Γα − Γαを用いて次式のように分解できる．

SP = kΓA ΓB + kγ′
Aγ′

B (1.5)

LESでは SPを求めるために，γ′
Aγ′

Bに対するモデルが用いられる
[27–29]．

反応性乱流のRANSや LESで必要となる化学反応速度に関連する項のモデルの研究が

過去に多く行われているが，流れ場や化学反応の特性によらず適用可能なモデルは未だ

存在していない．そのため，式 (1.3)や式 (1.5)に対するモデルを用いてRANSや LESを

反応性乱流に適用するのではなく，速度場を計算するRANSや LESを反応場を取り扱う

ための別の計算手法と組み合わせることで反応性乱流を計算する手法が研究されている
[30–32]．反応場を取り扱う手法にはいくつかあるが，ここではConditional Moment Closure

(CMC) 法 [33]と確率密度関数 (PDF) 法 [34,35]について述べる．

1.2.2 Conditional Moment Closure (CMC) 法

反応物質を別々に含む二つの流体の混合により化学反応が生じるとき，反応場の特性は

混合分率に強く依存する．例えば，Masriら [36]は，メタノールを燃料とした予混合のな

い噴流火炎中で温度や複数の化学種の濃度を計測し，温度や化学種の濃度が混合分率に

依存することを示している．CMC法では，混合分率で条件付けした反応性物質の平均濃

度 (条件付平均濃度) に対する方程式 [37, 38]（CMC方程式）を解くことで反応場を計算す

る．反応性物質 αの濃度 Γαの混合分率 ξに対する条件付平均値Qαは以下のように定義

される．

Qα ≡ 〈Γα | ξ = η〉 ≡ 〈Γα | η〉 (1.6)
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〈 | ∗〉は条件 ∗を満たす集合の期待値 (通常はアンサンブル平均) を取ることを表す．ま

た，式 (1.6)中の ηは混合分率 ξに対するサンプル変数である．Qαに対する方程式 (CMC

方程式) はBilger[37]とKlimenko[38]により別々に導かれており，以下のように表される．

∂Qα

∂t
+ 〈Ui | η〉∂Qα

∂xi

− 〈N | η〉∂
2Qα

∂η2
= 〈Sα | η〉 (1.7)

ここで，N は混合分率のスカラ散逸率であり，N ≡ D(∂ξ/∂xj)
2と定義される．ここで，

Dは混合分率に対する拡散係数である．条件付平均速度 〈Ui | η〉，条件付スカラ散逸率
〈N | η〉および条件付反応速度項 〈Sα | η〉に対するモデルを用いて式 (1.7)を解き，条件

付平均濃度Qαを計算する．条件付きでない平均濃度 〈Γα〉は条件付平均濃度Qαと混合分

率の確率密度関数を用いて計算される．A + B → Pの化学反応では，条件付反応速度項

〈Sα | η〉を 〈SP | η〉 = −〈SA | η〉 = −〈SB | η〉 = kQAQBにより近似するモデルが用いられ

ている．このモデルは非常に単純なモデルであるが条件付き反応速度を精度よく近似でき

ることが知られている．このように，反応項のモデル化が容易であることがCMC法を用

いる利点の一つである．また，CMC法はRANSのようなモーメントクロージャ法である

ため，後述する確率密度関数法と比較して計算負荷が低いこともCMC法の長所として挙

げられる．

1.2.3 確率密度関数法

確率密度関数 (PDF) 法 [34,35]では反応性物質濃度の結合 PDF (あるいは速度と濃度の

結合 PDF) に対する輸送方程式を解くことで反応場を計算する．PDFに対する輸送方程

式において反応項は閉じた形で現れるため，PDF法では反応速度に関連したモデルを必要

としない．そのため，化学反応を伴う流れ場の数値計算手法としてPDF法が有効である

ことが知られている．PDF法により計算するNS個のスカラ量をΦ = (φ1, ..., φα, ..., φNS
)

とすると，点密度 [34] (Fine-Grained Density) fΦ(Ψ; x, t)はデルタ関数を用いて次式のよ

うに定義される．

fΦ(Ψ; x, t) ≡ δ(Ψ − Φ) ≡
NS∏
α=1

δ(ψα − φα). (1.8)

Ψ = (ψ1, ..., ψα, ..., ψNS
)はΦに対するサンプル空間変数である．スカラ量 φαは式 (1.1)

により表される輸送方程式に従うものとする．Pope[39]により点密度 fΦ(Ψ; x, t)の輸送方

程式が次式のように得られている．

∂fΦ

∂t
+ Uj

∂fΦ

∂xj

= − ∂

∂ψα

[
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

fΦ

]
− ∂

∂ψα

[SαfΦ] . (1.9)

ここで，右辺各項は αについての総和をとる．Φ = (φ1, ..., φα, ..., φNS
)の確率密度関数

pΦ(Ψ; x, t)は点密度 fΦの期待値として得られ，pΦ = 〈fΦ〉となる．確率密度関数 pΦの輸



第 1章 緒論 5

送方程式は式 (1.9)の期待値として得られ，次式により表される．

∂pΦ

∂t
+

∂

∂xj

[〈Uj | Ψ〉pΦ] = − ∂

∂ψα

[〈
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

| Ψ
〉

pΦ

]
− ∂

∂ψα

[SαpΦ] (1.10)

ここで，〈∗ | Ψ〉は条件Φ = Ψの下で条件付期待値をとることを表す．なお，確率密度

関数 pΦの輸送方程式は，Navier–Stokes方程式とスカラの輸送方程式から導かれる速度

とスカラの結合PDFの輸送方程式を速度空間で積分することによっても得ることができ

る．速度場 Uiが既知である場合，式 (1.10)を解くためには分子拡散項（右辺第一項）に

対するモデル (分子混合モデルと呼ばれる) が必要となる．pΦは位置 x，時間 t，スカラ

量Φ = (φ1, ..., φα, ..., φNS
)を引数とする関数となる．式 (1.10)を有限差分法により解く場

合，その計算コストは扱うスカラ量の数 φNS
の増加とともに指数的に増加する．そのた

め，多数のスカラ量を扱う反応性乱流の計算では有限差分法により確率密度関数に対する

輸送方程式を解くことは困難となる．

式 (1.10)の解析には多数の計算粒子を用いたMonte Carlo法が用いられる．各計算粒

子は位置とスカラ量についての情報x(n), Φ(n)をもつ．ここで，上付き文字 (n)は n番目

の計算粒子に関連した変数であること示している．この計算粒子はスカラ量の情報を付

加された流体粒子として扱われる．したがって，x(n), Φ(n)の時間発展は次式により表さ

れる．

∂x(n)

∂t
= U (x(n), t), (1.11)

∂φ
(n)
α

∂t
=

[
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

](n)

+ Sα(Φ(n)). (1.12)

ここで，式 (1.12)の右辺第一項は分子拡散項によるスカラ量の変化を表しており，式 (1.12)

の左辺はスカラ量 φαの物質微分Dφα/Dtと等しい．式 (1.11), (1.12)は Fokker–Plank方

程式を通して式 (1.9)に関連付けられる．

PDF法は平均速度場を計算するRANSと組み合わせることで反応性乱流に対して適用

されてきた [34,35]．非定常な流れ場の計算が可能なLESとPDF法を組み合わせた数値計算

手法はGivi[40]により提案された．LESとPDF法による反応性乱流の数値計算はFiltered

Density Function[41] (FDF)を用いて行われてきた．FDFは式 (1.8)の点密度に対してLES

で用いるフィルタをかけたものとして定義される．Colucciら [42]は LES–FDF法による

反応性乱流の数値計算を行い，LESと FDF法により反応性乱流場を精度よく計算でき

ることを示した．その後，LESと FDF法を用いた数値計算は拡散火炎などの様々な反応

性乱流に適用されている [43–46]. 従来の LESと FDF法による数値計算では，LESで用い

る計算格子一つに対して十から数百個を超える計算粒子が用いられていた．この条件を

満たすFDF法やPDF法の数値計算は Intensive-Lagrangian Simulation[47, 48]と呼ばれる．

Intensive-Lagrangian Simulationでは計算粒子数が非常に多くなるため，LESと FDF法
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による数値計算コストは通常の LESを大きく上回る．一方，LESで用いる計算格子数よ

りも少ない数の計算粒子を用いた FDF法やPDF法による数値計算は Sparse-Lagrangian

Simulation[47, 48]と呼ばれる．従来の PDF法や FDF法の計算コストの高さの問題を解決

する手法として，Sparse-Lagrangian Simulationが有効であると考えられる．

1.2.4 Large Eddy Simulationについて

LESとPDF法 (FDF法) による数値計算手法は，LESにより速度場を計算するために

Smagorinskyモデル [49] (ダイナミック Smagorinskyモデル [50]) を用いる形で発展してき

た．LESとPDF法 (FDF法) による数値計算手法では，LESにより計算した保存スカラ

量である混合分率を分子混合モデルの計算に用いる場合もある．LESにより混合分率 ξを

計算するには SGSスカラ流束に対するモデルが必要となる．Smagorinskyモデルやダイ

ナミック Smagorinskyモデルが速度場の計算に用いられた場合には， SGSスカラ流束に

対してこう配拡散モデルを用いることが一般的である．こう配拡散モデルでは，SGSの乱

流 Schmidt数 (乱流 Prandtl数) をパラメータとして与える必要がある [51]．Smagorinsky

モデルとこう配拡散モデルをLESに用いる場合，フィルタをかけられたNavier–Stokes方

程式と混合分率の輸送方程式は次式のような形で用いられる．

∂Ui

∂t
+

∂U jU i

∂xj

+
∂P

∂xi

− ν
∂2Ui

∂xj∂xj

= −∂(UjUi − Uj Ui)

∂xj

(1.13)

∂ξ

∂t
+

∂U jξ

∂xj

− D
∂2ξ

∂xj∂xj

= −∂(Ujξ − Uj ξ)

∂xj

(1.14)

そして，式 (1.13), (1.14)ではそれぞれ右辺を Smagorinskyモデルとこう配拡散モデルを

用いてモデル化する．こう配拡散モデルでは Ujξ − U jξを以下のように与える．

Uiξ − U iξ = −Dt
∂ξ

∂xi

= − νt

Sct

∂ξ

∂xi

(1.15)

ここで，νtは SGS渦動粘性係数であり Smagorinskyモデルなどにより得られる．また，

Dtは SGS乱流拡散係数であり，SGS Schmidt数 Sctと νtにより決定される．Sctを流れ

場の位置や時間によらない一定値とする手法と，位置と時間の関数として動的に決定する

手法がある [51]．

LESで用いる SGSモデルは大まかに二つの種類に分類することができる．一つは SGS

渦粘性モデルと呼ばれるモデルであり，Smagorinskyモデル [49],ダイナミックSmagorinsky

モデル [50]や構造関数モデル [52]などが SGS渦粘性モデルに基づくモデルの例として挙げ

られる．もう一つは変数のGS成分を用いて SGS成分を予測することで，SGS成分のGS

成分への影響をモデル化する手法であり，その代表的なモデルとしてスケール相似則モ

デル [53]が挙げられる．Stolzら [54]は，LESで変数に施すフィルタの逆フィルタ (Inverse
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Filter, Deconvolution Filter) を近似的に求めることで，GS成分から SGS成分を予測す

るApproximate Deconvolution Model (ADM) を提案した．ADMを用いた LESは，小ス

ケールの変動のみを選択的に流れ場から除去する空間的なフィルタを用いて，SGSで生

じるエネルギ散逸をモデル化するLESの計算手法と等価であることがMathewら [55, 56]に

より指摘されている．ADMを用いた LESやフィルタ操作を用いた LESは様々な流れ場

へ応用されている [57–64]．

Smagorinskyモデルには散逸を過大評価する傾向があり，非乱流から乱流へと遷移する

流れ場では流れを非乱流状態へと戻してしまうことが知られている．また，ダイナミッ

ク Smagorinskyモデルでは Smagorinskyモデルに見られた欠点のいくつかが改善されて

いるものの，数値的不安定性を防ぐため，SGS渦動粘性係数を決めるための計算パラメー

タに対して空間平均をとる操作が用いられる [65, 66]．SGS渦動粘性係数は乱流中と非乱流

中とで大きく変わると考えられるため，非乱流から乱流への遷移を伴う流れにおいて空間

平均をとる操作は望ましくない．また，渦粘性モデルによりモデル化された項は粘性項と

同様の形で表されるため，渦粘性を導入することにより流れ場の実効Reynolds数を下げ

てしまうことが報告されている [60]．こうした渦粘性モデルに起因する Smagorinskyモデ

ルやダイナミック Smagorinskyモデルの欠点はADMやフィルタ操作による LESには存

在しない．ADMではモデルの調整をすることなく非乱流・乱流領域の両方を扱うことが

できる [59]．また，ADMやフィルタ操作によるLESでは実効Reynolds数が小さくならな

いことが軸対称噴流の LESにより確認されている [60]．

速度場のLESに Smagorinskyモデルやダイナミック Smagorinskyモデルを用いた場合，

スカラ場の LESでは SGS乱流流束に対してこう配拡散モデルを用いられる．こう配拡散

モデルでは式 (1.15)に現れる SGS乱流 Schmidt数 Sctを適切に設定しなければならない．

SGS乱流 Schmidt数 Sctは拡散物質の分子拡散係数によって変化する可能性があり，高

Schmidt数の流れ場へのこう配拡散モデルの適用には注意を要する [51]．これに対して，

ADMやフィルタ操作によるLESではSctのような流れ場や拡散場の性質に依存した数値

計算パラメータを設定する必要がないため，分子拡散係数の異なる拡散場を同一のモデル

により計算することが可能である．Schwertfirmら [67]は平行平板間乱流中の高 Schmidt

数スカラ拡散場 (Sc = 1 ∼ 1, 000) を，速度場のDNSとスカラ場のADMによる LESを

組み合わせることで計算し，計算されたスカラ場の統計量が Scによらず過去に行われた

DNSの結果 [68]とよく一致することを示している．このように，ADMを用いたスカラ場

の LESには，モデルパラメータの調節をすることなく分子拡散係数の異なる拡散場を計

算できるという利点がある．
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1.3 反応性乱流の実験的研究

1.3.1 気相の反応性乱流の実験的研究

気相の反応性乱流に対する研究としてBilgerらの研究 [69–72]が挙げられる．これらはいず

れもケルミネッセンス法に基づく吸引サンプル測定により，近似的にNOとO3の瞬時濃度を

測定したものである．気相における化学反応を伴う流れ場の実験による計測は燃焼の分野

で数多く行われている．例えば，燃焼流においてPlanar Laser Induced Fluorescence(PLIF)

法を用いて化学種の濃度計測を行っている研究例 [73–75]が数多く存在する．

1.3.2 液相の反応性乱流の実験的研究

液相における乱流中の物質拡散では分子拡散係数Dと動粘度 νによりSc = ν/Dと定義

される Schmidt数が大きい．速度変動の最小スケールであるKolmogorovスケールは動粘

度 νとエネルギ散逸率 εを用いて ηK = (ν3/ε)1/4と定義される．Schmidt数が大きい液相

では濃度変動の最小スケールであるBatchelorスケール ηB = ηK/Sc1/2が気相の流れ場よ

りも小さくなるため，実験による反応性物質の濃度計測には高分解能の測定装置が必要に

なる．液相における反応性乱流に対する研究には，Bennaniら [76]により行われた格子乱

流中の拡散場における水酸化ナトリウムとギ酸メチルの二次反応に対する電気伝導法を用

いた濃度測定や，Mehtaら [77]による格子乱流中での連続競争反応の実験が例として挙げ

られる．また，Komoriら [78]は格子乱流中の予混合のない混合層で，無反応，適度に速い

反応および瞬間反応の各種反応速度をもつ二次反応に対し，Laser Induced Fluorescence

(LIF) 法，ミー散乱法，電気伝導法を組み合わせて二成分の瞬時濃度の測定を行っている．

Chornyら [79,80]は酸と塩基の中和反応を伴う流れに対してPLIFを用いた濃度計測を行っ

ている．久保ら [81]は赤色のモノアゾ染料が生成する二次の化学反応に対して，吸光光度

法 [82]と保存スカラ理論 [69]を組み合わせることにより，液相二次元噴流中で反応に関わ

る全物質の瞬時濃度を同時計測している．

1.3.3 実験結果を用いた反応性乱流の数値計算手法の検証

反応性乱流中で濃度などの反応に関わる物理量を計測した結果は，乱流中で生じる化学

反応の特性の調査だけではなく，既存の数値計算モデルの評価や数値計算において重要と

なる物理量の特性の調査にも用いられる．例えば，Komoriら [83]は格子乱流中の反応を

伴う液相スカラ混合層において反応性物質の濃度を計測し，過去に提案された濃度相関項

のモデルによる予測値を実験による測定結果と比較し評価している．また，Chornyら [79]

は液相の拘束噴流中で生じる化学反応に対して濃度計測を行い，平均反応速度に対するモ



第 1章 緒論 9

デルについて検証をしている．乱流流束 〈uiγα〉に対するこう配拡散モデルについて検証
するため，格子乱流中の反応を伴うスカラ混合層中の乱流拡散係数や乱流 Schmidt数の

実験による計測が Bilgerら [69]やKomoriら [78]により行われている．反応性乱流中で反

応性物質の濃度や速度を同時計測することは容易でないため，反応性物質濃度の乱流流束

の実験値とモデルによる予測値の比較を行った研究例は限られている．

CMC法では混合分率に対する条件付統計量の特性が重要となる．条件付統計量を計測

するためには混合分率とともに反応性物質の濃度や速度を同時測定する必要がある．燃焼

の分野では，Masriら [36]やBarlowら [84, 85]などにより噴流火炎中での条件付平均温度や

反応性物質の条件付平均濃度の計測が行われている．また，Bilger[37]は，気相での二次反

応を伴うスカラ混合層での反応性物質の濃度測定結果 [69]から反応物質の条件付平均濃度

を算出している．さらに，Liら [86]により，気相でのスカラ混合層において反応性物質の

条件付濃度変動の分散が計測されている．Brownら [72]は，格子乱流中でのプルームによ

る反応性物質拡散場において，反応性物質の条件付統計量を計測している．こうした条件

付統計量の計測結果は，CMC法による条件付統計量の予測精度の検証のために用いられ

てきた．このように条件付統計量の計測例はいくつかあるが，測定のほとんどが気相の流

れ場で行われたものである．また，気相での条件付統計量の研究例の多くは，流れ場の時

間スケールの化学反応の時間スケールに対する比を表す Damköhler数が大きい燃焼反応

を対象として行われたものである．

1.3.4 本論文の構成

以上，反応性乱流に関する実験による研究例や，数値計算による反応性乱流の予測手法

について簡単にまとめた．以下に本論文の構成を示す．

第二章では，化学反応 (A + B → R)を伴う液相二次元噴流に対して行った実験につい

て述べる．実験では反応性物質濃度と流れ方向速度の同時計測を行った．実験で用いた拡

散物質の Schmidt数は約 600である．計測結果を用いて反応性物質濃度や速度の統計量や

混合分率で条件付けされた統計量の特性について調べたほか，こう配拡散モデルなどの数

値計算で用いられるモデルについての検証を行った．第三章では，DNSにより化学反応

を伴う二次元噴流の数値計算を行い，噴流中で生じる化学反応について調査した結果につ

いて述べる．DNSによる数値計算は拡散物質の Schmidt数を 1として行われた．第四章

では，ADMを用いたLESをPDF法と組み合わせた反応性乱流の数値計算手法を提案し，

計算手法の有効性について検証した．最後に第五章で本論文で得られた結論をまとめた．
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第2章

液相二次元噴流中で生じる化学反応に関す
る実験的研究

2.1 緒言

本章では，化学反応を伴う液相二次元噴流を対象として行った実験について述べる．化

学反応として，1-ナフトール (物質A)とジアゾベンゼンスルフォン酸 (物質 B)が反応し

モノアゾ染料 (赤色，物質R)が生成する化学反応を扱う．反応物質Aを含む溶液を反応

物質Bを含む溶液中に二次元噴流として噴出し，二次元噴流中で化学反応を生じさせた．

噴流溶液中には上記反応と無関係な染料 C(青色，Acid Blue 9)を加えた．流れ場に含ま

れる染料物質RおよびCの瞬時濃度を吸光光度法に基づく光ファイバプローブで同時計

測し，保存スカラ理論を用いて反応物質A，Bの濃度を算出することにより，反応に関わ

る全物質の瞬時濃度を同時計測した．さらに，光ファイバプローブを速度測定用 I型熱膜

プローブと組み合わせて用いることにより，反応性物質の濃度と噴流の流れ方向速度の同

時計測を行った．反応性物質の濃度と速度の同時計測結果から，濃度と速度の統計量，反

応速度に関する統計量，混合分率で条件付けした統計量について調査した．

2.2 化学反応を伴う液相二次元噴流

2.2.1 実験装置および実験条件について

本研究では二次の化学反応A+B → Rを伴う液相二次元噴流を対象とした実験を行う．

ここで，物質Aは 1-ナフトール，物質Bはジアゾベンゼンスルフォン酸，物質Rは赤色

のモノアゾ染料であり，化学反応についての詳細は次項で述べる．図 2.1に実験対象とし

た化学反応を伴う二次元噴流を示す．噴流出口中心を原点とし，流れ方向に x軸を，噴流

の広がり方向に y軸を，スパン方向に z軸をとった．図 2.2に実験装置の全体図を示す．

周囲流として流す溶液用，噴流溶液用にそれぞれタンクT1，T2を用意した．それぞれの

溶液はポンプによりヘッドタンクH1，H2へ供給される．ヘッドタンクは溶液の供給量が
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ある値をこえるとオーバーフローする仕組みとなっており，オーバーフローした溶液は

再びタンクへ戻される．このようにしてヘッドタンクにおける水位を一定に保つことで，

溶液を測定部に一定の流量で供給した．測定部の流路の断面は 160 mm × 40 mm (y × z)

の長方形であり，測定部の高さは 300 mmである．また，噴流出口の幅は d = 2 mm であ

る．流路の最上部ではオーバーフローにより溶液を排出させた．

化学反応の影響を受けない物質C (Acid Blue 9)と反応物質Aを含む溶液を，反応物質

Bを含む周囲流体中に二次元噴流として流した．さらに，pHの変化が化学反応に与える

影響を防ぐため，炭酸ナトリウムNa2CO3と炭酸水素ナトリウムNaHCO3を緩衝塩とし

て噴流溶液に加えることで噴流中の pHを一定 (pH = 10) に保った．物質 A, B, Cの初

期濃度をそれぞれ，ΓA0 = 0.4 mol/m3, ΓB0 = 0.2 mol/m3, ΓC0 = 0.1 kg/m3とした．ま

た，緩衝塩 (Na2CO3とNaHCO3)の初期濃度を 15 mol/m3とした．噴流出口での平均流

速をUJ = 1.29 m/s，周囲流体の平均流速をUM = 0.073 m/sとした．噴流のReynolds数

Re = (UJ−UM)d/νを 2,200として実験を行った．ここで，νは動粘度である．また，物質

Cの分子拡散係数Dに基づく Schmidt数Sc = ν/Dは約 600である．化学反応の pH依存

性や反応速度定数などが Bourneら [87]により調べられており，上記化学反応の反応速度

定数は k = 12, 000 m3/(mol·s)と推定されている．したがって，流れ場の時間スケールの
化学反応の時間スケールに対する比を表すDamköhler数Da = k(ΓA0 + ΓB0)d/(UJ −UM)

は本実験条件で 11.8となる．

2.2.2 化学反応の特性

本研究で対象とした化学反応は Bourneら [87]により基本的性質が調べられている連続

競争反応の第一反応である．連続競争反応は次式からなり，その詳細は図 2.3により表さ

れる．

A + B → R (2.1a)

R + B → S (2.1b)

ここで，Aは 1-ナフトール，Bはジアゾベンゼンスルフォン酸，Rは赤色のモノアゾ染料，

Sはジアゾ染料である．本研究の実験条件 (水温約 16℃) において，第一反応の反応速度

定数は k = 12, 000 m3/(mol · s)，第二反応の反応速度定数は k = 1.06 m3/(mol · s)である
[87]．本実験では連続競争反応の第一反応のみを対象としており，第二反応が起こらない

と仮定している．実験では物質 Rの濃度を計測する．そのため，第二反応が多く起こり

物質 Sの生成量が増えると物質 Rの正確な濃度測定ができなくなる．ただし，第一反応

と第二反応の反応速度定数の差が十分大きいため，過剰な物質 Bが存在しない限り第二

反応はほとんど起こらないと考えられる．本研究では，物質 Aと物質Bの初期濃度比は
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ΓB0/ΓA0 = 0.5であるため第一反応後の物質Bの濃度は小さく，物質 Sの生成はほとんど

無視できると考えられる. また，本実験と同じ反応を用いて行われたMehtaらの実験 [77]

と同様に，各反応物質の濃度が小さいことから反応による水温の変化やそれに伴う反応速

度定数の変化は無視できると考えられる．

式 (2.1a)，(2.1b)の反応では pHが重要となる．本研究では pHを一定に保つため，炭酸

ナトリウムNa2CO3と炭酸水素ナトリウムNaHCO3を緩衝塩として加えた．緩衝塩の濃

度は染料の吸光特性にも影響を与える．溶液中のNa2CO3とNaHCO3の濃度がそれぞれ

1.5 mol/m3以上となっているとき，緩衝塩の濃度によって吸光物質Rの吸光特性が変化

しないことが確かめられている [88]．本研究では噴流溶液に緩衝塩を含ませた．噴流物質

の濃度は噴流下流に行くにつれて小さくなることを考慮し，緩衝塩 Na2CO3とNaHCO3

のそれぞれの初期濃度を 15 mol/m3と設定した．

2.2.3 物質Bの生成方法

反応物質B (ジアゾベンゼンスルフォン酸) は現在市販されていないため，本研究では

独自に物質Bを調製した [89]．そこで，物質Bの生成方法 (0.020 mol) について以下にま

とめる．物質Bの生成では pHが重要となる．そのため，生成量を変更する場合において

も使用する試薬の比率は以下と同じにする必要がある．

· 装置・器具
ビーカ，メスシリンダ，メスピペット，ユニットクールサーモ（恒温水槽）

· 試薬
スルファニル酸，無水炭酸ナトリウム，亜硝酸ナトリウム，濃塩酸

(1)スルファニル酸の溶解

ビーカにスルファニル酸 3.46 g (0.020 mol) と無水炭酸ナトリウム (Na2CO3) 1.15gを

とり，攪拌しながら徐々に水 40 mlを加える．

(2)ジアゾ化

恒温水槽 (ユニットクールサーモ)を 5℃に保ち,(1)のビーカを冷却しながら，濃塩酸 4.6

mlを滴下する．なお，濃塩酸は揮発性があるので，安全のため濡らしたマスクを着用す

る (可能であればドラフト内で行う)．さらに亜硝酸ナトリウム 1.38 g を 7.7 mlの水に溶

かし，冷溶液に徐々に滴下する．反応中は 15℃以上にならないように冷却，攪拌を続け

る．約 10分間でジアゾ化は完結し，p-ジアゾベンゼンスルホン酸 (物質B，分子量:184.17)

0.020 mol 分が無色結晶性沈殿となって析出する (物質Bは水溶性であるが，作成時の濃

度が溶解度を超えているため沈殿する).
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以上が物質 Bの生成方法である．物質 Bは不安定な物質であるため，長期に保存してお

くと分離してしまうが，冷蔵庫に入れるなどして，低温で保存すれば 1～2日程度保存し

ておくことは可能である．調製後の物質Bを含む溶液は無色であるが，時間の経過ととも

に徐々に黄色味を帯びてくる．こうした変化が実験結果に影響を与える可能性を考慮し，

本研究では実験の直前に物質 Bの生成を行った．また，実験で使用する物質 Bの濃度は

0.2 mol/m3である．そこで，上で説明した手法で調製される 0.020 molの十倍に相当する

0.20 molの物質Bを調製し，1.0 m3 の水に溶かして十分に攪拌した後に使用した．
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Ambient Flow

・Reactant B：ΓB0

・Mean velocity : UM

Chemical Reaction

A + B → R 

Planar Jet

・Reactant A: ΓA0

・Non reactive

species C  : ΓC0

・Mean velocity: UJ

x

y

O

図 2.1 化学反応を伴う二次元噴流

図 2.2 実験条件の概略図



第 2章　液相二次元噴流中で生じる化学反応に関する実験的研究 15

O-

+ N+ = N SO3-

O- N = N SO3-

+ H+

A B R

(a) 第一反応

+ N+ = N SO3-
O- N = N SO3-

N = N SO3-

O- N = N SO3- + H+

R B

S

(b) 第二反応

図 2.3 連続競争反応
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2.3 濃度計測手法

2.3.1 吸光光度法による多成分瞬時濃度測定

本研究では, 染料物質CとRの瞬時濃度を吸光光度法 [82]によるファイバ型多成分変動

濃度計を用いて同時測定する．以下に吸光光度法による多成分濃度測定方法についてまと

める．

吸光物質αを含む溶液に波長 λの光が入射するとき, 検査部（長さ l）へ入射する光の強

度 I0(λ)と検査部を通過した瞬時の透過光強度 I(λ)の間に次式の関係が成り立つ（Beer-

Lambertの法則）．

−ln
I(λ)

I0(λ)
= Cα(λ)lΓα (2.2)

ここで, Γαは検査部中の吸光物質の瞬時濃度, Cα(λ)は吸光物質 αの特性によって決まる

λの関数である．次式で定義される P (λ)と kα(λ)を導入する．

P (λ) ≡ −ln
I(λ)

I0(λ)
(2.3)

kα(λ) ≡ Cα(λ)l (2.4)

P (λ)と kα(λ)を用いると，式 (2.2)は次式のように書ける．

P (λ) = kα(λ)Γα (2.5)

複数の吸光物質を含む溶液のP (λ)は各物質がそれぞれ単独で溶液中に存在するときの

P (λ)の和になる．二つの吸光物質 C, Rが溶液中に含まれるとき，波長 λ1, λ2に対して

P (λ1), P (λ2)は次のように表される．

P (λ1) ≡ −ln
I(λ1)

I0(λ1)
= kR(λ1)ΓR + kC(λ1)ΓC (2.6)

P (λ2) ≡ −ln
I(λ2)

I0(λ2)
= kR(λ2)ΓR + kC(λ2)ΓC (2.7)

波長 λに対する kC(λ), kR(λ)は，物質 C, Rを単独に含む溶液に対する値と同一であり，

濃度計測装置の検定により調べることができる．したがって，混合溶液の P (λ1), P (λ2)

を多成分変動濃度計で測定し, 式 (2.6), (2.7)を解くことにより二つの物質C, Rの瞬時濃

度を求めることができる．

図 2.4に濃度測定システムの全体図を示す．計測に用いる多波長光源としてハロゲンラ

ンプを用いた．ハロゲンランプを出た白色光は光ファイバプローブ中の光ファイバ（ファ

イバ結束径 0.5 mm）を通して検査部に導かれる．検査部の長さは約 0.7 mmであり，検査

体積は 0.14 mm3となる．プローブ形状の詳細は図 2.5に示されている．吸光物質を含む
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検査部を光が通過することで光強度の減衰が生じる．減衰された光は分光器により二つの

異なる波長 (520 nm，600 nm)に分光される．それぞれの波長の光の強度は光電子増倍管

で電圧信号に変換され，A/D変換器を通してパーソナルコンピュータで処理される．計

測したP (λ1), P (λ2)の瞬時値と，検定により求めておいた kC(λ1), kC(λ2), kR(λ1), kR(λ2)

を用いて，式 (2.6), (2.7)より吸光物質C, Rの瞬時濃度 ΓC, ΓRを算出した．

図 2.6に吸光物質 C, Rの吸光度の波長 λに対する分布を示す．本研究における濃度測

定では, 物質Rの吸光度がピークをとる 520 nm を λ1とした．また，λ2を物質Rの吸光

度が小さく，物質Cの吸光度が大きい 600 nmを λ2として選んだ．

2.3.2 保存スカラ理論

Bilgerら [69]の方法に基づいて反応場に保存スカラ理論を適用し, 吸光物質C, Rの濃度

計測結果から直接計測できない物質A, Bの瞬時濃度を求める方法について説明する．

非圧縮性流体を考え, 各物質の分子拡散係数Dが等しいことと, 物質の濃度が希薄で流

れ場全体で密度やその他の流体の性質が一定であることを仮定する．このとき，位置 x，

時刻 tでの物質 αの瞬時濃度 Γαに対する輸送方程式は次式により与えられる．

L(Γα) ≡ ∂Γα

∂t
+

∂UjΓα

∂xj

− ∂

∂xj

(
D

∂Γα

∂xj

)
= Sα (2.8)

ここで, Uiは i方向速度, Sαは反応項を表す．本研究で扱う二次の不可逆反応A + B → R

に対して反応項は次式で与えられる．

SR = −SA = −SB = kΓAΓB (2.9)

また，無反応物質Cに対する反応項は SC = 0となる．したがって，反応によって値が変

化しない保存スカラ β(j)を次式により定義できる．

β(1) ≡ ΓA + ΓR (2.10a)

β(2) ≡ ΓB + ΓR (2.10b)

β(3) ≡ ΓA − ΓB (2.10c)

β(4) ≡ ΓC (2.10d)

噴流ノズル内で β̂(j) = 1，周囲流体中で β̂(j) = 0となるように無次元化された保存スカラ
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β̂(j)は以下のように表される．

β̂(1) =
ΓA + ΓR

ΓA0

(2.11a)

β̂(2) =
ΓB0 − ΓB − ΓR

ΓB0

(2.11b)

β̂(3) =
ΓA − ΓB + ΓB0

ΓA0 + ΓB0

(2.11c)

β̂(4) = ΓC/ΓC0 (2.11d)

式 (2.8)で定義した演算子 Lを用いると，保存スカラ β̂(j)の輸送方程式は L(β̂(j)) = 0と

なる．また，その境界条件は，噴流ノズル内で β̂(j) = 1，周囲流体中で β̂(j) = 0となる．

さらに，Bilgerら [69]に従うと, 全ての保存スカラ β̂(j)が互いに等しくなることから，以下

の式が成り立つことが導かれる．

β̂(1) = β̂(2) = β̂(3) = β̂(4) ≡ ξ (2.12)

ここで, ξは混合分率と呼ばれる．式 (2.11), (2.12)より各物質の濃度と混合分率の関係を

表す次式が得られる．

ΓA + ΓR = ξΓA0 (2.13a)

ΓB + ΓR = (1 − ξ)ΓB0 (2.13b)

ΓA − ΓB = ξ(ΓA0 + ΓB0) − ΓB0 (2.13c)

ΓC = ξΓC0 (2.13d)

本実験では生成物質Rおよび無反応物質Cの濃度を測定している．したがって,式 (2.13d)

より混合分率 ξを以下のように算出できる．

ξ = ΓC/ΓC0 (2.14)

さらに，ξおよび ΓRが既知であるとき，式 (2.13a), (2.13b)より得られる次式から反応物

質A, Bの濃度を求めることができる．

ΓA = ξΓA0 − ΓR (2.15a)

ΓB = (1 − ξ)ΓB0 − ΓR (2.15b)

本研究では，吸光光度法により計測した生成物質Rおよび無反応物質Cの濃度と式 (2.15)

を用いて反応物質A, Bの濃度を求めた．

式 (2.13a), (2.13b)から次の質量保存則を導くことができる．

ΓA

ΓA0

+
ΓB

ΓB0

+
ΓR

ΓR0

= 1 (2.16)
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ここで，ΓR0は次式により定義される．

ΓR0 ≡
ΓA0ΓB0

ΓA0 + ΓB0

(2.17)

また，混合の状態が化学量論となる混合分率 ξSは次式のように表される．

ξS =
ΓB0

ΓA0 + ΓB0

(2.18)

式 (2.17)により定義される ΓR0は量論混合 (ξ = ξS)のときの生成物質濃度の最大値を表

している．本研究の実験条件において，ΓR0 = 0.133 mol/m3，ξS = 0.333である．

Da → 0 (以下では Frozen limit, 無反応極限と呼ぶ) の極限を考える．反応が生じない

とき ΓR = 0となるので，式 (2.15a), (2.15b)より，無反応極限における各物質の瞬時濃度

Γ 0
αが以下のように得られる (α = A, B, R)．

Γ 0
A ≡ lim

Da→0
ΓA = ξΓA0 (2.19a)

Γ 0
B ≡ lim

Da→0
ΓB = (1 − ξ)ΓB0 (2.19b)

Γ 0
R ≡ lim

Da→0
ΓR = 0 (2.19c)

次に, Da → ∞ (以下では Equilibrium limit，瞬間反応極限と呼ぶ) の極限を考える．瞬

間反応極限において反応物質A, Bの瞬時濃度のいずれか，あるいはその両方が 0となる．

したがって，式 (2.13a) ∼ (2.13c)より瞬間反応極限における各物質の瞬時濃度Γ∞
α が以下

のように得られる (α = A, B, R).

Γ∞
A ≡ lim

Da→∞
ΓA = (ΓA0 + ΓB0)(ξ − ξS)H(ξ − ξS) (2.20a)

Γ∞
B ≡ lim

Da→∞
ΓB = (ΓA0 + ΓB0)(ξS − ξ)H(ξS − ξ) (2.20b)

Γ∞
R ≡ lim

Da→∞
ΓR =

{
ΓA0ξ (ξ < ξS)

ΓB0(1 − ξ) (ξ ≥ ξS)
(2.20c)

ここで, H(z)は Heavisideの単位ステップ関数で, z < 0のときH(z) = 0, z ≥ 0のとき

H(z) = 1である．

また,各物質の瞬時濃度とこれら二つの極限での瞬時濃度の間には,次の関係が成り立つ．

Γ∞
A ≤ ΓA ≤ Γ 0

A (2.21a)

Γ∞
B ≤ ΓB ≤ Γ 0

B (2.21b)

Γ 0
R ≤ ΓR ≤ Γ∞

R (2.21c)

無反応極限での濃度から算出した統計量を化学反応が生じない場合の濃度統計量として，

瞬間反応極限での濃度から算出した統計量を反応が非常に速い場合の濃度統計量として
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扱い，実験結果との比較に用いた．本実験と同様の条件で反応性物質A, B, Rと無反応物

質Cの濃度計測が過去に行われている [90]．その結果，計測された反応性物質の瞬時濃度

に式 (2.21)の関係が成り立つことが確かめられている．また，拡散物質を含まない周囲

流体中に染料物質Rのみを含む溶液を噴流として流して行った実験での濃度計測結果と，

染料物質 Cのみを含む溶液を噴流溶液として用いた実験での濃度計測結果の比較がなさ

れている [90]．その結果，染料物質Rの濃度統計量 (変動 rms値など) と染料物質Cの濃

度統計量が良く一致することが確かめられている．これらの実験結果は，保存スカラ理論

が成り立ち，式 (2.15)により反応物質A, Bの瞬時濃度が求められることを示している．
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2.3.3 光ファイバプローブの検定

濃度が既知の溶液に対してP (λ)を光ファイバプローブにより計測し，P (λ)と濃度の関

係を調べることで光ファイバプローブの検定を行った．検定は物質R, Cのそれぞれに対

して行った．検定に用いた物質Rの溶液を次のように調製した．まず, 三つのビーカにそ

れぞれ, 0.42 mol/m3の物質Aと緩衝塩（Na2CO3とNaHCO3各 15 mol/m3）を含む溶液

を (1) 500 ml, (2) 400 ml, (3) 300 ml 作成した．次に, 別の三つのビーカにそれぞれ, (4)

500 ml（0.4 mol/m3）, (5) 600 ml（0.267 mol/m3）, (6) 700 ml（0.171 mol/m3）の物質B

を用意した．その後, (1), (2), (3)の溶液に (4), (5), (6)の溶液をそれぞれ滴下することで,

0.2, 0.16, 0.12 mol/m3の物質Rを生成した．この際, 物質Aの混合溶液中に物質 Bをス

ポイトを用いて徐々に滴下し, 物質 Sが生じないように注意した．物質Rの調製は，恒温

水槽 (10℃以下) 中でビーカを冷却しながら行われた．その後, 0.2, 0.16, 0.12 mol/m3の

物質Rをそれぞれ 2倍, 4倍に希釈し, 物質Rのサンプル濃度を, 0.2, 0.16, 0.12, 0.1, 0.08,

0.06, 0.05, 0.04, 0.03 mol/m3として検定を行った．

物質 Cの検定は, サンプルの濃度を 0.1, 0.08, 0.06, 0.05, 0.04, 0.03, 0.025, 0.02, 0.015

g/l (kg/m3)として行った．さらに，各サンプルには緩衝塩を加え，緩衝塩 (Na2CO3と

NaHCO3）の濃度が各 1.5 mol/m3 以上になるようにした．各サンプルに対して P (λ1),

P (λ2) (波長 λ1 = 520 nm, λ2 = 600 nm)を計測することで, それぞれの波長に対する吸光

係数 kR, kCを求めた．

物質Rの検定結果を図 2.7に, 物質Cの検定結果を図 2.8に示す．これらの図から物質

Rおよび物質 Cについて Beer-Lambertの法則が成立していることが確認できる．また，

最小二乗法によりそれぞれの吸光係数が次のように得られた．

kR(λ1) = 7.09 m3/mol (2.22)

kR(λ2) = 0.38 m3/mol (2.23)

kC(λ1) = 0.85 m3/kg (2.24)

kC(λ2) = 15.1 m3/kg (2.25)
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2.4 反応性物質濃度と速度の同時計測

2.4.1 濃度・速度同時計測用複合プローブ

速度測定系

多成分変動濃度計に用いた光ファイバープローブを速度測定用 I型熱膜プローブと組み

合わせることで反応性物質濃度と流れ方向速度の同時計測を行った．図 2.9に速度測定に

使用した I型熱膜プローブ (TSI製 MODEL 1210-20W)の概略図を示す．この熱膜プロー

ブの受感部は白金製の円筒形で，受感部の直径は 50.8 µm，長さは 1.02 mmである．熱

線流速計にハヤカワ計測研究所 MODEL HC-30を用いて速度計測を行った．液体中で熱

膜プローブを使用する場合，液体中に含まれる塵埃，繊維質，微生物などの受感部への付

着は正確な流速の測定の妨げになる．水中の塵埃などがプローブ受感部に付着するとセ

ンサの熱放出を妨げ，結果的に流速を小さく測定することになるため，測定毎に受感部か

ら塵埃を除去する必要がある．プローブ受感部に付着した塵埃などを除去する方法には，

羽毛製のクリーナーを用いる方法や水流ジェットを当てる方法がある [91]．本研究におい

ても塵埃の除去を行わずに測定を続けた場合，測定される流速が実際の流速よりも小さく

なることが確認された．そこで，測定する毎にスポイトを用いて水流をプローブの受感部

に当て塵埃の除去を行った．

濃度・速度同時計測用複合プローブ

濃度計測用の光ファイバプローブと I型熱膜プローブを図 2.10のように組み合わせた

複合プローブにより反応性物質濃度と流れ方向速度の同時計測を行った．光ファイバプ

ローブは回転ステージに，I型熱膜プローブは二軸微動装置にそれぞれ固定されており，

二つのプローブの先端部の間の距離∆を調整することが可能となっている．複合プロー

ブを用いて濃度と速度の同時測定をする際，プローブ間距離をどのように設定するかが重

要となる．測定精度を上げるためにはプローブ間距離を小さくする必要があるが，二つの

プローブが近づき過ぎると隣接するプローブが干渉し測定信号に影響を与えることが予想

される．以下では，濃度と速度の同時計測に用いる複合プローブのプローブ間距離の決定

方法について述べる．なお，プローブ同士の接触による熱膜プローブの破損を防ぐため，

プローブ間距離の最小値を∆ = 0.4 mmとした．

プローブ間距離∆を 0.4 mmから 1.0 mmまで変化させて，複合プローブによる染料C

の濃度と流れ方向の流速の測定を行い，プローブ間距離∆が計測結果に対して与える影

響について考察する．濃度 0.1 kg/m3の染料 Cを含ませた溶液を噴流として周囲流中に

噴出させ，噴流の中心軸上の x/d = 20の位置で測定を行った．プローブ間距離を決定す

るため，酒井ら [92]に従い，速度と濃度の確率密度関数と自己相関係数，速度と濃度の二
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点空間相関を測定した．プローブ間隔を変えて測定するとき，光ファイバプローブを噴流

中心軸上に置き，それに対して熱膜プローブを近づけていく場合と，熱膜プローブを噴流

中心軸上に置き，それに対して光ファイバプローブを近づけていく場合の二通りについて

測定を行った．速度，濃度の確率密度関数と自己相関係数の考察には，それぞれの測定用

のプローブを中心軸上に置いた場合の測定結果を用い，各プローブを単独に用いて計測し

た結果と比較した．

・自己相関係数

図 2.11，2.12に流れ方向速度と濃度の自己相関係数を示す．横軸には遅れ時間 τ を，縦

軸にはそれぞれの自己相関係数 RU(τ)，RC(τ)をとっている．各∆に対する自己相関係

数はそれぞれのプローブ単独で測定した自己相関係数の分布とほぼ等しくなっており，プ

ローブの接近による自己相関係数への影響がないことがわかる．

・確率密度関数

図 2.13(a), (b)に流れ方向速度と濃度の確率密度関数 (PDF) をそれぞれ示す．図 2.13(a)

の横軸には流れ方向流速Uと周囲流速UMの差を噴流出口速度UJと周囲流速UMの差で無

次元化した値をとり，縦軸には噴流出口速度UJと主流流速UMの差で無次元化したPDF

をとっている．また，図 2.13(b)の横軸と縦軸は噴流物質Cの初期濃度 ΓC0で無次元化さ

れている．各∆に対する確率密度関数はそれぞれのプローブ単独で測定した確率密度関

数の分布とほぼ等しくなっており，プローブの接近による濃度と速度の確率密度関数への

影響はないことがわかる．

・二点空間相関

図 2.14にプローブ間距離 ∆に対する速度と濃度の二点空間相関の変化を示す．∆ → 0

mmに対する二点空間相関の値は乱流流束の値に相当する．プローブ間距離∆ = 0.4 mm

の場合と ∆ → 0 mmとした場合の二点空間相関の値を比較するため，二点空間相関の

測定値に対する最小二乗法で求めた二次曲線を図 2.14に示した．ここでは，二点空間相

関が∆の偶関数となることを考慮して二次曲線を用いた．∆ = 0でこの曲線が示す値を

∆ →0 mmでの二点空間相関の値と仮定すると，∆ = 0.4 mmとした複合プローブにより

計測される乱流流束の測定誤差は，熱膜プローブをファイバプローブに近付けた実験では

約 4.7%，ファイバプローブを熱膜プローブに近付けた実験では約 1.2%となった．また，

x/d = 20の位置で，∆ = 0.4 mmとして 10回の測定を行った結果，測定毎の乱流流束の

ばらつきは約 6.3%であった． プローブ間距離を∆ = 0.4 mmとしたとき，プローブ間間

隔が大きいことによって生じる乱流流束の測定誤差は十分に小さいことがわかる．

以上より，プローブ間距離∆ = 0.4 mmとした複合プローブ (図 2.10) により，濃度と
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流れ方向速度の同時計測を行うことができることが確認できた．本研究では∆ = 0.4 mm

とした複合プローブを用いて，反応性物質濃度と流れ方向速度の同時計測を行った．

流れ場中の各スケールとプローブ空間分解能の比較

熱膜プローブ，光ファイバプローブの空間分解能および同時測定用複合プローブのプロー

ブ間距離∆を流れ場中の各種スケールと比較する．Batchelorスケール ηB，Kolmogorov

の長さスケール ηKとTaylorのマイクロスケール λf はそれぞれ，

ηB = ηK/Sc1/2 (2.26)

ηK = (ν3/ε)1/4 (2.27)

λf =
urms√

〈(∂u/∂x)2〉
(2.28)

により表される．εは乱流のエネルギー散逸率であり，〈∗〉は時間平均を表す．また，urms

は速度変動 rms値であり，uは流れ方向速度Uの変動分 u = U −〈U〉である．等方性を仮
定することで ε = 15ν〈(∂u/∂x)2〉として，I型熱膜プローブによる速度計測結果からTaylor

仮説を用いて求めた ηB，ηK，λf の中心軸上での分布を図 2.15に示す．ここでは,熱膜プ

ローブの空間分解能∆HFをプローブの受感部長さ 1.02 mm，濃度測定用光ファイバプロー

ブの空間分解能∆OFを検査部長さ 0.7 mmとした．各プローブの空間分解能とプローブ

間距離が図 2.15中に実線で示されている．図 2.15から各プローブの分解能，複合プロー

ブのプローブ間距離はTaylorのマイクロスケールより小さく，Kolmogorovスケールより

大きいことがわかる．
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2.4.2 速度・混合分率の統計量

平均速度および速度変動 rms値の分布

図 2.16，2.17にそれぞれ流れ方向速度の平均値 〈U〉と周囲流流速 UMの差と速度変動

rms値 urmsの y方向分布を過去の LDVによる計測結果 [81]とともに示す．図 2.16，2.17

の横軸は流れ方向平均流速と周囲流流速UMの差の y方向分布の半値幅 bU で無次元化し，

図 2.16の縦軸は中心上における平均流速 〈U〉Cと周囲流流速UMの差で，図 2.17の縦軸は

中心上での速度変動 rms値 urmsCで無次元化してある．図 2.16には比較のためGauss分

布が破線で描かれている．図 2.16，2.17より，複合プローブを用いて測定した結果が過去

に LDVを用いて測定した結果とよく一致しており，速度場の測定が正しく行われている

ことがわかる．図 2.16より，平均速度の y方向分布はGauss分布により表され，各測定

断面で自己相似性が成り立っていることがわかる．また，図 2.17に示されているように，

速度変動 rms値は平均速度の噴流の中心よりやや外側で最大値を持つ分布となり，各測定

断面で自己相似性が成り立っている．

混合分率の分布

図 2.18，2.19にそれぞれ混合分率の平均値 〈ξ〉と混合分率の変動の rms値 ξrmsの y方向

分布を，光ファイバプローブ単独で測定した過去の結果 [81]とともに示す．図 2.18および

図 2.19では，横軸を 〈ξ〉の y方向分布の半値幅 bξで無次元化してある．図 2.18の縦軸に

は混合分率 〈ξ〉を中心上での混合分率 〈ξ〉Cで正規化した値をとり，図 2.19の縦軸には混

合分率の変動 rms値 ξrmsを中心上での混合分率の変動 rms値 ξrmsCで正規化した値をとっ

ている．図より，複合プローブにより得られた結果が過去に光ファイバプローブを用いて

得られた結果とよく一致していることがわかる．また，図 2.18より混合分率の平均値の

分布は各測定断面で自己相似性を示していることがわかる．図 2.19に示されているよう

に，混合分率の変動 rms値は混合分率の平均値の半値幅付近で最大となる．混合分率の

変動 rms値は噴流出口に近い x/d = 10を除く各断面で相似な分布形状となった．
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2.4.3 反応性物質濃度の統計量

平均濃度

本研究と同様の実験装置及び化学反応（Damköhler数Da = 11.8）に対して，久保ら
[81]が反応物質の平均濃度と濃度変動 rms値の計測を行っている．ここでは，今回の実験

データを久保らのデータと比較しながら，反応性物質拡散場の特性を考察する．

図 2.20に反応物質 A，Bおよび生成物質 Rの平均濃度 〈Γα〉 (α = A, B, R)の噴流中心

上における分布を示す．図中には比較のため，式 (2.19)により求められる無反応極限と

式 (2.20)により求められる瞬間反応極限，そして光ファイバプローブを単独で用いて得ら

れた過去の結果 [81]が示されている．縦軸は物質A，Bの初期濃度 ΓA0, ΓB0および物質R

の代表濃度 ΓR0で無次元化してある．噴流物質Aの平均濃度 〈ΓA〉は，反応の影響により
x/d = 10付近より下流で無反応極限濃度より小さな値となり，下流にいくにつれ反応が

進行するため無反応極限からの減少量が大きくなっていることがわかる．一方，周囲流物

質Bも同様に，〈ΓB〉の値は反応の影響により x/d = 10付近から無反応極限濃度より小さ

くなる．しかし，x/d = 25以降では下流にいくにつれ 〈ΓB〉が増加する．この変化は混合
分率の変化を考慮して，次のように説明される．下流にいくにつれて噴流の拡散が進み混

合分率 ξの平均値は小さくなるが，周囲流は 1 − ξに対応する混合分率で拡散するため下

流に行くにつれて周囲流物質の平均濃度は大きくなる．したがって，〈ΓB〉は下流方向に
行くにつれて大きくなるが，それと同時に反応が進むため無反応極限濃度からの減少量も

大きくなる．10 ≤ x/d ≤ 25では，反応による周囲流物質の濃度の減少量が拡散による周

囲流物質の濃度の増加量を上回るため，下流に行くにつれ 〈ΓB〉は小さくなる．x/d = 25

以降では，周囲流物質の拡散による濃度の増加量が反応による濃度の減少量を上回るた

め，下流に行くにつれ 〈ΓB〉は大きくなる．生成物質Rは x/d = 10付近から生成し始め，

x/d = 25まで急激に増加し，その後，下流に行くにつれ緩やかに増加する傾向を示した．

これらは過去に測定されたデータと同様の傾向を示しており，複合プローブにより正しく

計測が行われたことがわかる．

図 2.21, 2.22に反応物質 A，Bおよび生成物質 Rの平均濃度 〈Γα〉 (α = A, B, R)の

x/d = 10, 30の断面における y方向分布を示す．また，図中には比較のため無反応極限，

瞬間反応極限の分布および過去の光ファイバプローブ単独での測定結果 [81]も描かれてい

る． 縦軸は物質A，Bの初期濃度および物質Rの代表濃度で，横軸は 〈ξ〉の半値幅 bξで

無次元化してある．図より噴流物質 Aと周囲流物質 Bの平均濃度 〈ΓA〉, 〈ΓB〉は噴流中心
上での結果と同様に，反応の影響で無反応極限に比べて平均濃度が小さくなり，下流に行

くにつれて反応が進行するため無反応極限からの減少量が大きくなることがわかる． そ

して，反応物質 Aおよび Bの減少量が増えるとともに生成物質 Rの平均濃度 〈ΓR〉が増
加する．また，噴流出口付近では 〈ΓR〉のピークの位置が混合分率の半値幅付近にあるが，
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十分下流に行くと噴流中心上にピークを持つ分布となる．なお，これらの結果は過去の光

ファイバプローブ単独測定結果 [81]とよく一致しており，今回の濃度測定が正しく行われ

ていることを示している．

濃度変動 rms値

図 2.23に噴流中心上における各物質の濃度変動 rms値 γαrms (α = A, B, R) の下流方向

変化を示す．図中には，無反応極限，瞬間反応極限により得られる結果と，光ファイバプ

ローブを単独で用いて得られた過去の結果 [81]がともに示されている．噴流物質Aおよび

周囲流物質 Bの濃度変動 rms値は，噴流出口付近と十分下流で化学反応による影響の特

性が異なる．γArmsは化学反応の影響により，噴流出口付近では無反応極限の値に比べて

大きい値となり，下流では無反応極限の値に比べて小さい値となる．γBrmsは逆の傾向を

示し，噴流出口付近では無反応極限の値に比べて小さい値となり，下流では無反応極限の

値に比べて大きい値となる．γRrmsは平均濃度が大きく増加する x/d = 10から x/d = 20

の間でほぼ一定の値をとり，それ以降では単調に増加する．これらの結果には，過去に得

られた結果と同様の傾向が得られていることが確認できる．

図 2.24, 2.25にそれぞれ物質A，B，Rの濃度変動 rms値 γαrms (α = A, B, R) の x/d =

10, 30における y方向分布を，過去に得られた結果 [81]とともに示す．噴流出口付近での

噴流中心近傍では，γArmsは無反応極限より大きくなり，噴流出口付近の噴流中心近傍を

除いた領域では，無反応極限より小さくなる傾向を示す．また，混合分率の半値幅より

少し外側の領域で反応の影響が顕著に現れることがわかる．γBrmsに対する化学反応の影

響は物質Aに対する影響と逆の傾向がみられる．噴流出口付近の噴流中心近傍において，

γBrmsは無反応極限より小さくなるが， 噴流出口付近の噴流中心近傍を除いた領域では

γBrmsは無反応極限より大きくなる傾向を示す．また，物質Aの場合と同様に反応の影響

は混合分率の半値幅より少し外側の領域で大きくなる．これらの結果には過去に久保ら
[81]により得られた結果と同様の傾向が見られ，複合プローブが濃度場の測定に対して有

効であることがわかる．
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2.4.4 反応性物質濃度と速度の結合統計量

流れ方向乱流流束

図 2.26に反応性物質の流れ方向乱流流束 〈uγα〉の噴流中心上における変化を示す．こ
こで，u = U − 〈U〉，γα = Γα − 〈Γα〉である．図中には比較のため，無反応極限および瞬
間反応極限の値が示されている．縦軸は Γα0と (UJ − UM)で無次元化してある．物質 A

の乱流流束 〈uγA〉は化学反応の影響により，噴流出口付近では無反応極限の値に比べて大
きい値となり，下流では無反応極限の値に比べて小さい値となる．〈uγB〉は逆の傾向を示
し，噴流出口付近では無反応極限の値に比べて 0に近い値となるが，下流では無反応極限

の値に比べて負に大きい値となる．生成物質の場合，〈uγR〉は，噴流出口付近で負の値と
なり，噴流の下流では正の値となる．

図 2.27∼2.29に流れ方向乱流流束 〈uγα〉の x/d = 10, 20, 40の各断面での y方向変化を

示す．図中には比較のため，無反応極限および瞬間反応極限の値が示されている．縦軸は

Γα0と (UJ − UM)で，横軸は流れ方向平均速度の y方向分布の半値幅 bU で無次元化して

ある．噴流物質Aおよび周囲流物質 Bの流れ方向乱流流束に対する化学反応の影響は噴

流出口付近と噴流の外縁付近や下流領域で異なる．噴流出口付近の噴流中心に近い位置

では，反応により 〈uγA〉は無反応極限に比べて大きい値となるが，〈uγB〉は無反応極限よ
り 0に近い値となる．また，噴流出口付近の噴流中心に近い位置では物質 Rの乱流流束

〈uγR〉は負の値となる．しかし，噴流の外縁部付近や噴流の下流では，〈uγA〉は無反応極
限よりも 0に近い値となるが，〈uγB〉は無反応極限の値に比べて負に大きくなる．また，
噴流の外縁部付近や噴流の下流において 〈uγR〉は正の値となる．
このように，化学反応が反応性物質の乱流流束に対して与える影響が噴流出口付近とそ

れ以外の噴流外縁部や噴流の下流の領域との間で異なっている理由は，噴流出口付近と噴

流の下流や外縁部付近では反応速度が大きくなる条件が異なることから説明できる．本研

究で対象とした二次反応の反応速度項は Γ̂A = ΓA/ΓA0と Γ̂B = ΓB/ΓB0の積に比例する．

反応性物質の保存則である式 (2.16)を用いると，瞬時濃度積 ω̂AB = Γ̂AΓ̂Bは次式のよう

に書き表すことができる．

ω̂AB = Γ̂AΓ̂B = Γ̂A(1 − Γ̂R − Γ̂A) = −{Γ̂A − 1
2
(1 − Γ̂R)}2 + 1

4
(1 − Γ̂R)2 (2.29)

= Γ̂B(1 − Γ̂R − Γ̂B) = −{Γ̂B − 1
2
(1 − Γ̂R)}2 + 1

4
(1 − Γ̂R)2 (2.30)

ここで，Γ̂R = ΓR/ΓR0である．物質Rの濃度が Γ̂Rのときの，瞬時濃度積 ω̂ABの物質Aの

濃度 Γ̂Aに対する変化を図 2.30に示す．このとき，物質Bの濃度は反応性物質の保存則を

表す式 (2.16)を用いると，Γ̂B = (1− Γ̂R)− Γ̂Aとなる．図 2.30と式 (2.29)および式 (2.30)

より，反応速度が最大となるのは Γ̂Aと Γ̂Bが等しくなるとき（Γ̂A = Γ̂B = (1− Γ̂R)/2）であ

ることがわかる．噴流出口付近の噴流中心に近い位置では噴流物質Aの濃度 Γ̂Aは周囲流
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物質Bの濃度 Γ̂Bよりも大きくなっている．したがって，図 2.30において Γ̂A > (1− Γ̂R)/2

となるため，物質Aの濃度変動が負となり，物質Bの濃度変動が正となる瞬間に反応速度

が大きくなり反応の影響が強くなる．反応により物質A，Bの濃度は減少するため，前述

した反応速度が大きくなるような状態で起こる反応により，物質 Aの濃度の負の変動が

大きく，物質 Bの濃度の正の変動が小さくなる．噴流中に含まれる物質 Aの濃度と流れ

方向速度は正の相関があるので，反応により物質Aの濃度の負の変動が大きくなること

で 〈uγA〉は増加する．物質 Bについては，反応速度が大きい瞬間の反応により物質 Bの

濃度の正の変動が小さくなるため，〈uγB〉は 0に近づく．一方，噴流の下流や外縁部付近

では，周囲流物質Bの濃度 Γ̂Bは噴流物質Aの濃度 Γ̂Aよりも大きくなっている．すなわ

ち，図 2.30において Γ̂A < (1 − Γ̂R)/2となるため，物質Aの濃度変動が正となり，物質

Bの濃度の濃度変動が負となる瞬間に反応速度が大きくなり反応の影響が強くなる．噴流

出口付近と異なり，反応速度が大きくなるような状態で起こる反応により，物質 Aの濃

度の正の変動が小さくなることで 〈uγA〉は 0に近づき，流れ方向速度と負の相関を持つ周

囲流物質Bの濃度の負の変動が大きくなることで 〈uγB〉は負に大きくなる．
生成物質 Rの乱流流束は，噴流出口付近で負の値となり，噴流の下流や外縁部付近で

は正の値となっている．生成物質 Rの濃度変動が負となるのは反応速度が小さくなる瞬

間である．これは，噴流出口付近では物質 Aの濃度変動が正となる瞬間に対応する．逆

に，噴流出口付近で生成物質Rの濃度変動が正となるのは物質Aの濃度変動が負となる

瞬間である．噴流物質 Aと流れ方向速度は正の相関を持つ．そのため，噴流出口付近に

おいて，物質Aの濃度変動と負の相関をもつ物質 Rの濃度変動は速度変動と負の相関を

もち，物質 Rの乱流流束は負の値となる．噴流の下流や外縁部付近では，噴流出口付近

とは異なり，反応速度が大きくなる瞬間は物質 Aの濃度変動が正となる瞬間である．し

たがって，噴流の下流や外縁部付近において，物質 Rの濃度変動は物質Aの濃度変動と

正の相関をもつため，物質Rの乱流流束は正の値となる．

速度変動–濃度変動コスペクトル

図 2.31, 2.32に流れ方向速度変動 uと反応性物質 αの濃度変動 γαのコスペクトル Cuα

(α = A, B, R) の噴流中心線上における変化と x/d = 20の断面における y方向変化をそ

れぞれ示す．コスペクトル Cuα(f)は uのフーリエ変換 ũ(f)と γαのフーリエ変換 γ̃α(f)

を用いて次式により定義される．

Suα(f) = 〈ũγ̃α〉 = Cuα(f) − iQuα(f) (2.31)

ここで，Suαは uと γαのクロススペクトル，Quαは uと γαのクオドスペクトル，iは虚

数単位であり，f は周波数を表している．式 (2.31)のように，Cuα, Quαはそれぞれクロス

スペクトル Suαの実部，虚部として定義される．図中には，比較のため，無反応極限およ
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び瞬間反応極限におけるCuαと流れ方向速度変動 uのパワースペクトルEu（図 2.31, 2.32

中の一点鎖線）が示されている．図 2.31, 2.32において，コスペクトルおよびパワースペ

クトルは Γα0と (UJ − UM)を用いて無次元化されている．

噴流に含まれる反応物質Aの場合，CuAは上流域（図 2.31, x/d = 12, 16）や噴流中心付

近（図 2.32, y/bU = 0）では無反応極限と比べて大きい値をとるが，噴流の下流（図 2.31,

x/d = 40）や外縁部付近（図 2.32, y/bU = 1.0, 1.5）では逆に無反応極限よりも小さい値

をとることがわかる．また，主流中に含まれる反応物質Bの場合，CuBは負の値をとる．

反応によるCuBの変化は物質Aの場合と逆の傾向を示し，上流域（図 2.31, x/d = 12, 16）

や噴流中心付近（図 2.32, y/bU = 0）においてCuBの絶対値が無反応極限と比べて小さく

なるが，噴流の下流（図 2.31, x/d = 40）や外縁部付近（図 2.32, y/bU = 1.0, 1.5）では逆

に大きくなることがわかる．生成物質Rに対するCuRは，上流域（図 2.31, x/d = 12, 16）

や噴流中心付近（図 2.32, y/bU = 0）では負の値をとるが，噴流の下流あるいは外縁部付

近に向かうにつれて 0に近づき，噴流の下流（図 2.31, x/d = 40）や外縁部にさらに近い

位置（図 2.32, y/bU = 1.0, 1.5）では正の値をとる．

図 2.31, 2.32より，パワースペクトルEuの速度変動のエネルギーに対する寄与が大き

い周波数で，CuAおよびCuBと無反応極限との差が大きくなることがわかる．また，噴流

の下流域や外縁部に近づくにつれて，生成物質 Rに対するCuRの符号が変化する．そし

て，図 2.31, 2.32より，こうしたコスペクトルの化学反応による変化は Euの速度変動の

エネルギーに対する寄与が大きい周波数域で主に生じていることがわかる．このように，

反応性物質の乱流物質フラックス対する化学反応の影響は，乱れの強い周波数域で大きく

なる．
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図 2.31 反応性物質濃度変動と流れ方向速度変動のコスペクトル (噴流中心上の下流方向
変化)
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図 2.32 反応性物質濃度変動と流れ方向速度変動のコスペクトル (x/d = 20における y方
向変化)
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2.4.5 反応性物質濃度に対するこう配拡散モデル

こう配拡散モデル

流れ場や濃度場を数値計算により予測する場合，Reynolds平均を施した支配方程式を解

く方法が多く用いられている．この計算手法はDNSや Large Eddy Simulationと比較し

て計算負荷が小さいという利点を持つ．化学反応を伴う流れ場にこの手法を用いる場合，

Reynolds平均した濃度の輸送方程式中に現れる乱流流束項と平均反応速度項に対するモデ

ル [30,31]が必要となる．このうち，平均反応速度項に対するモデルについては，混合度が化学

反応による影響を受けないと仮定するToorの仮説を用いたモデル [22]や 3-Environmental

model[93]など様々なモデル [23][94]などが提案されている．Komoriら [83]は過去に濃度相

関項に対して提案されたモデルによる予測値を実験による測定結果と比較し評価してい

る．また，Chornyら [79]は液相の拘束噴流中で生じる化学反応に対して濃度計測を行い，

過去に提案された平均反応速度に対するモデルについて検証をしている．このように平

均反応速度に関連したモデルについて実験により検証した研究がいくつか存在している．

これに対して，化学反応を伴う流れ場における乱流流束に対するモデルについての検証は

これまでにほとんどなされていない．

乱流流束に対する最も単純なモデルとしてこう配拡散モデル [21]が広く用いられている．

こう配拡散モデルでは乱流流束を以下のように与える．

〈uiγα〉 = −Dtα
∂〈Γα〉
∂xi

(2.32)

ここで，uiは変動速度，γαは物質 αの変動濃度，Γαは物質 αの濃度，Dtαは乱流拡散係

数をそれぞれ表す．また，〈 〉はアンサンブル平均を表す．通常は，Dtαを直接与えるの

ではなく乱流 Schmidt数 Sctαを用いて，

Dtα =
νt

Sctα

(2.33)

と表し，Sctαをパラメータとして与える．ここで，νtは渦動粘性係数であり，速度場の乱

流モデルから決定される．したがって，こう配拡散モデルを用いた化学反応を伴う乱流現

象の予測において，乱流拡散係数Dtαとそれを決定する乱流 Schmidt数 Sctαは非常に重

要な役割を果たす．

乱流拡散係数や乱流 Schmidt数を実験により測定するためには，乱流中において反応

性物質濃度と速度の同時測定が必要である．そのため，化学反応を伴う乱流中で乱流拡散

係数を実験的に測定した例は非常に少なく，気相のスカラ混合層においてBilgerら [69]に

より，液相のスカラ混合層においてKomoriら [78]により測定が行われたのみである．ま

た，こう配拡散モデルを用いた数値計算を行う場合，乱流 Schmidt数に対する化学反応

の影響が計算結果に対して大きな影響を与えることが知られている [18]．このように，化
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学反応を伴う乱流中の乱流拡散係数と乱流 Schmidt数の計測例は僅かにあるが，その計

測には反応性物質の濃度と速度の同時計測が必要となるため，反応性物質に対するこう配

拡散モデルについては未だ詳細に調べられていない．しかし，反応性乱流拡散場であって

も乱流流束に対してこう配拡散モデルを用いた数値計算が行われているのが現状である
[30, 95]．ここでは，乱流拡散係数と乱流 Schmidt数に及ぼす化学反応の影響を明らかにす

るため，乱流拡散係数および乱流 Schmidt数の噴流中心軸上の分布を調査した．

乱流拡散係数

図 2.33に反応性物質の平均濃度こう配 ∂〈Γα〉/∂xの噴流中心線上での分布を示す．図中

には無反応極限と瞬間反応極限での値が比較のため示されている．図 2.33において，縦

軸は各物質の初期濃度あるいは代表濃度 Γα0と噴流出口幅 dを用いて無次元化されてい

る．図 2.33(a)より，∂〈ΓA〉/∂xは負の値をとり，その絶対値は反応により大きくなること

がわかる．噴流溶液に含まれている物質Aの平均濃度は下流に行くにつれて拡散により

減少するだけでなく，反応により消費され減少する．そのため，∂〈ΓA〉/∂xの絶対値が無

反応極限と比較して大きくなる．図 2.33(b)より，∂〈ΓB〉/∂xの分布は無反応極限とは大

きく異なった分布となることがわかる．x/d < 12の噴流上流部では，下流に行くにつれ

て周囲流中に含まれる物質Bが噴流中心上に拡散し物質Bの平均濃度 〈ΓB〉が増加するた
め ∂〈ΓB〉/∂xは正の値をとる．なお，無反応極限では 〈Γ 0

A〉/ΓA0 + 〈Γ 0
B〉/ΓB0 = 1なので，

∂(〈Γ 0
A〉/ΓA0)/∂x = −∂(〈Γ 0

B〉/ΓB0)/∂xとなる．12 ≤ x/d ≤ 27.5の範囲では，反応による

〈ΓB〉の減少が拡散による 〈ΓB〉の増加を上回り下流に行くにつれて 〈ΓB〉が減少するため，
∂〈ΓB〉/∂xは負の値をとる．さらに下流では反応速度が小さくなるため，噴流上流部と同

じように 〈ΓB〉は下流に行くにつれて増加し，∂〈ΓB〉/∂xは正の値をとる．図 2.33(c)より，

∂〈ΓR〉/∂xは反応速度が大きい噴流上流部では大きく，噴流下流域に行くにつれて小さく

なることがわかる．また，瞬間反応極限の場合，噴流下流域で 〈Γ∞
R 〉/∂xは負の値をとる．

これは，下流域では噴流中に含ませた反応物質 Aの濃度が小さいため反応による物質 R

の生成量が少なくなり，その結果，拡散による物質 Rの濃度の減少量が反応による増加

量を上回ることで生じている．

図 2.34に式 (2.32)より求めた反応性物質 αの乱流拡散係数Dtαの噴流中心線上での分

布を示す．また，図 2.35に図 2.34(b)，(c)の拡大図を示す．各図中には無反応極限と瞬間

反応極限から求められた乱流拡散係数が比較のため示されている．図 2.34，2.35におい

て，Dtαは噴流出口幅 dと噴流出口での周囲流との速度差 (UJ −UM)で無次元化されてい

る．図 2.34(a)より，DtAは無反応極限と比べて小さい値をとることがわかる．また，図

2.33(b)，2.34(b)より，∂〈ΓB〉/∂xが正の領域でDtB > 0となるが，∂〈ΓB〉/∂xが負の領域

ではDtB < 0となる逆こう配拡散現象がみられる．また，噴流中心軸上で ∂〈ΓB〉/∂x = 0
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となる位置が存在するため，DtBは噴流中心軸上で不連続な分布となる．無反応極限で

は ∂(〈Γ 0
A〉/ΓA0)/∂x = −∂(〈Γ 0

B〉/ΓA0)/∂x，〈uγ0
A〉/ΓA0 = −〈uγ0

B〉/ΓB0となるため，無反応

極限での物質A，Bの乱流拡散係数は等しくなる．このことは図 2.34(a)，2.35(a)からも

確認できる．図 2.34(c)，2.35(b)より，DtRは x/d ≤ 22.5の噴流上流部では正の値をと

り，22.5 < x/dの下流域では負の値をとることがわかる．図 2.33(c)に示されているよう

に，Da = 11.8の場合，計測範囲においては常に ∂〈ΓR〉/∂x > 0なので，この符号の変化

は，〈uγR〉の符号の変化と対応している．また，瞬間反応極限では，DtRは噴流中心軸上

の ∂〈ΓR〉/∂x = 0となる位置で不連続な分布となる．

Komoriら [78]により液相のスカラ混合層において測定された反応物質の乱流拡散係数

は常に無反応物質の乱流拡散係数よりも大きい値となっている．一方，Bilgerら [69]によ

る気相のスカラ混合層に対する実験では，反応物質の濃度が大きい位置ではその物質の乱

流拡散係数が反応により大きくなるが，濃度が小さい位置では乱流拡散係数が反応により

小さくなっている．また，Komoriら [78]とBilgerら [69]の実験では乱流拡散係数は常に正

の値となっており，逆こう配拡散現象はみられなかった．これに対して，本研究では周囲

流中に含ませた反応物質 Bに対して逆こう配拡散現象がみられた．また，乱流拡散係数

に及ぼす反応の影響も本研究結果と過去の研究結果 [69][78]とは大きく異なる．これらの計

測結果から，化学反応が乱流拡散係数に対して与える影響は流れ場や分子 Schmidt数に

も依存することが示唆される．

乱流 Schmidt数

渦粘性モデル [21]ではReynolds応力を以下の式で表す．

−〈uiuj〉 = νt

(
∂〈Ui〉
∂xj

+
∂〈Uj〉
∂xi

)
− 2

3
δijkt. (2.34)

ここで，kt = 〈ukuk〉/2は乱流エネルギ，δijはクロネッカのデルタである．二次元噴流に

対して行われた実験により，間欠性が現れる噴流外縁付近を除いた領域で渦動粘性係数

が噴流広がり方向位置によらずほぼ一定となることが確認されている [96]．二次元噴流の

自己保存領域において，渦動粘性係数が噴流広がり方向に変化しないことと，平均速度と

Reynolds応力の分布に自己相似性が成り立つことを仮定すると，νtが次式により表され

ることが導かれる [97]．

νt(x, y) = [ln(1 +
√

2)2]−2dbU

dx
〈U〉CbU (2.35)

ここで，〈U〉Cは噴流中心軸上での流れ方向平均速度，bUは流れ方向平均速度差 (〈U〉−UM)

の y方向分布の半値幅である．自己保存領域で式 (2.35)を用いて求めた渦動粘性係数 νt

の噴流中心軸上における分布を図 2.36に示す．図 2.36において，νtは噴流出口幅 dと噴
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流出口での周囲流との速度差 (UJ −UM)で無次元化されている．二次元噴流の自己保存領

域で 〈U〉C ∝ x−1/2，bU ∝ xとなるため，式 (2.35)より νt ∝ x1/2となり，νtは下流に行く

につれて増加する．

図 2.37に式 (2.33)から求めた乱流Schmidt数Sctαの噴流中心軸上における分布を示す．

また，図中には無反応極限と瞬間反応極限から求められた乱流 Schmidt数が比較のため

示されている．図 2.37(a)より，反応物質Aの場合，SctAは反応がない場合と比べて大き

な値をとることがわかる．一方，図 2.37(b)に示されているように，反応物質 Bの場合，

SctBは無反応極限での値と比べて小さい値をとる．12 ≤ x/d ≤ 27.5の範囲ではDtB < 0

となるため，SctBも同様に負の値をとる．また，噴流下流域において SctBは無反応極限

との差が小さくなる．図 2.37(c)より，SctRは正と負の値の両方をとり得ることがわかる．

この SctRの符号の変化は，∂〈ΓR〉/∂xの符号の変化によるものと 〈uγR〉の符号の変化によ
るものに分けられる．SctRの分布は 〈uγR〉の符号が変化する位置で不連続となる．また，
x/d < 25の領域においてDa = 11.8の SctRは瞬間反応極限での値と比較して大きくなっ

ており，この位置で生成物質の乱流 Schmidt数は反応速度が大きい場合に小さくなると

考えられる．噴流下流域では SctRは 0に近い値となっており，この傾向は瞬間反応極限

でも確認できる．

以上の結果より，噴流中の反応性物質の乱流 Schmidt数 Sctαは無反応極限とも瞬間反

応極限とも異なった値となることが明らかとなった．また，周囲流体に含ませた反応物

質 Bの乱流 Schmidt数の化学反応による変化は噴流下流域では噴流下流に向うにつれて

小さくなる傾向が見られた．噴流下流域では反応速度が非常に小さいため，周囲流体中に

含ませた反応物質 Bの濃度変化は主に物質の拡散よって生じる．そのため，噴流下流域

において反応性物質 Bの乱流 Schmidt数は無反応極限と近い値となると考えられる．一

方，噴流上流部では反応速度が大きく，化学反応が反応性物質 Bの濃度変化に大きく影

響するため，反応性物質の乱流 Schmidt数は無反応極限の場合と大きく異なる分布とな

ると考えられる．

Da = 11.8の反応に対して得られた乱流 Schmidt数の値と瞬間反応極限での値との間に

差が生じているとことから，化学反応が乱流 Schmidt数に及ぼす影響は反応速度によっ

ても変化することがわかる．一般的に，式 (2.32)の乱流 Schmidt数を流れ場の位置によ

らず一定としたこう配拡散モデルが用いられている．しかし，化学反応を伴う流れ場での

乱流 Schmidt数は，反応速度が大きい噴流上流部では逆こう配拡散現象が見られるなど，

反応を伴わない場合と大きく異なる．そのため，反応性乱流に対して乱流 Schmidt数を用

いたこう配拡散モデルを適用する場合，化学反応の影響を考慮して乱流 Schmidt数を与

える必要がある．なお，前述のように化学反応を伴う乱流場で反応性物質の乱流 Schmidt

数の計測を行った研究例は過去になく，本研究により初めてその計測が行われたことを付

記する．
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図 2.33 反応性物質の平均濃度こう配の噴流中心上での分布
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2.5 反応速度に関する統計量

2.5.1 平均反応速度と濃度相関項について

乱流中の化学反応を特徴づける重要な物理量の一つとして化学反応速度が挙げられる．

本研究で実験対象とした二次の化学反応A + B → Rに対して，瞬時反応速度 SR (ここで

は反応による生成物質濃度の時間変化率を考える) は反応速度定数 kと反応物質の瞬時濃

度 ΓA, ΓBを用いて以下のように表される．

SR = kΓAΓB (2.36)

本節では，上記のように生成物質の生成率 (時間変化率) を反応速度と呼ぶ．流れ場・物

質拡散場を予測する手法の一つとしてReynolds平均した流れ場・スカラ量の支配方程式

を解く手法 (RANS)がある．この手法を化学反応を伴う流れ場に適用した場合，反応速

度の平均値 〈SR〉をモデル化する必要がある．ここで，〈∗〉はアンサンブル平均を表す．物
質 αの濃度変動を γα ≡ Γα − 〈Γα〉と定義すると，〈SR〉を以下のように平均濃度積 (右辺

第一項)と濃度相関項 (右辺第二項)で表すことができる．

〈SR〉 = k〈ΓA〉〈ΓB〉 + k〈γAγB〉 (2.37)

RANSにより化学反応を伴う流れ場を計算する場合，〈γAγB〉をモデル化することで平均
反応速度を求める．〈γAγB〉は化学反応速度や流れ場によって大きく変化する．そのため，
〈γAγB〉のモデルの開発や，既存のモデルの評価のためには，様々な化学反応や流れ場に
対して 〈γAγB〉を計測することが望まれる．ここでは，平均反応速度や濃度相関項 〈γAγB〉
について調査した結果について述べる．また，反応物質の濃度相関 〈γAγB〉に対して化学
反応が与える影響についても詳細に調査した．さらに，〈γAγB〉に対して過去に提案され
たモデルによる予測値を実験値と比較し，モデルの有効性について評価した．

2.5.2 平均反応速度

(UJ −UM), d, ΓR0で無次元化された生成物質の生成速度は ŜR = DaΓ̂AΓ̂Bにより表され

る．ここで，Γ̂α ≡ Γα/Γα0である．式 (2.37)より，〈ŜR〉は次のように表すことができる．

〈ŜR〉 = Da〈Γ̂A〉〈Γ̂B〉 + Da〈γ̂Aγ̂B〉 (2.38)

ここで，γ̂α ≡ γα/Γα0 (α = A, B, R) である．

図 2.38に平均反応速度 〈ŜR〉の噴流中心上における下流方向変化を示す．図 2.38には平

均濃度積Da〈Γ̂A〉〈Γ̂B〉と濃度相関項Da〈γ̂Aγ̂B〉の分布がともに示されている．噴流中心上
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において 〈ŜR〉は x/d = 10で極大値をとる．また，下流に行くにつれてDa〈Γ̂A〉〈Γ̂B〉が減
少していることから，反応が進行し反応物質の濃度が小さくなることで 〈ŜR〉は x/d = 10

より下流に行くにつれて減少することがわかる．図 2.38に示されているように，噴流中

心上において濃度相関項Da〈γ̂Aγ̂B〉は負の値をとる．そして，噴流中心上のDa〈γ̂Aγ̂B〉は
x/d = 8で極小値をとり，下流に行くにつれて大きさが小さくなっていく．

図 2.39に 〈ŜR〉，Da〈Γ̂A〉〈Γ̂B〉，Da〈γ̂Aγ̂B〉のx/d = 10, 20, 40における y方向分布を示す．

図中の横軸は平均混合分率の y方向分布の半値幅 bξ で無次元化されている．図 2.39(a),

(b)より，x/d = 10, 20では | y/bξ |< 0.5の噴流中心付近で 〈ŜR〉は y方向位置によらずほぼ

一定となることがわかる．一方，図 2.39(c)に示した x/d = 40では，〈ŜR〉は噴流中心で極
大値をもつ分布となった．また，Da〈γ̂Aγ̂B〉の y方向分布は，x/d = 10, 20では | y/bξ |≈ 1

で極小値をもつが，x/d = 40では噴流中心付近でほぼ一定となることがわかる．図 2.38,

2.39より，x/d ≈ 10の噴流中心付近で平均反応速度が大きくなっており，この領域で反

応が活発に進行していることがわかる．また，下流に行くほど濃度相関項Da〈γ̂Aγ̂B〉の平
均反応速度に対する寄与が大きくなる．

2.5.3 反応物質の濃度相関

反応速度は混合度 IS ≡ 〈γAγB〉/(〈ΓA〉〈ΓB〉)を用いて次式のように表すことができる．

〈SR〉 = k〈ΓA〉〈ΓB〉(1 + IS) (2.39)

混合度 IS (Intensity of Segregation) は二つの反応物質A, Bの分離 (Segregation) の状態

(混合の程度) を表す．二つの物質が完全に混合している場合，濃度変動が 0となり IS = 0

となる．混合度は IS = (〈ΓAΓB〉 − 〈ΓA〉〈ΓB〉)/(〈ΓA〉〈ΓB〉)と表すことができる．二つの物
質が全く混合していない (完全に分離されている) 場合には，物質A, Bの瞬時の濃度のい

ずれか一方あるいは両方が 0となり 〈ΓAΓB〉 = 0となるため，IS = −1となる．図 2.40に混

合度 I/mathrmSの噴流中心上における下流方向変化を示す．瞬間反応極限の場合，式 (2.20)

より反応物質A, Bの瞬時の濃度のいずれか一方あるいは両方が 0となるため，IS = −1

となる．無反応の場合，噴流下流域に行くにつれて混合が進行し ISは 0に近づいていく

が，化学反応による物質の生成によって反応物質AとBの混合にむらが生じるため，化

学反応により ISは負に大きくなることが図よりわかる．本実験と同様の条件で計測され

た混合度についてさらに詳細な考察が既報にて行われている [81]．このように混合度は化

学反応によって大きく変化するため，濃度相関項に対するモデルでは化学反応による影響

を考慮することが重要となる．以下では濃度相関 〈γAγB〉の化学反応による変化について
考察する．
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本実験で扱った化学反応よりも一般的な次式で表される化学反応を考える．

A + nBB → nRR (2.40)

本実験で扱った化学反応は nB = nR = 1とした式 (2.40)に対応している．式 (2.40)の化

学反応に保存スカラ理論を適用することで，反応性物質A, B, Rの瞬時濃度と混合分率の

間に次の関係が成り立つことが導かれる．

ΓA = ξΓA0 −
1

nR

ΓR (2.41)

ΓB = (1 − ξ)ΓB0 −
nB

nR

ΓR (2.42)

式 (2.41), (2.42)より，反応物質A, Bの濃度変動 γA, γBは混合分率の変動 ξ′ ≡ ξ − 〈ξ〉と
生成物質の濃度変動 γRを用いて次のように表すことができる．

γA = ξ′ΓA0 −
1

nR

γR (2.43)

γB = −ξ′ΓB0 −
nB

nR

γR (2.44)

したがって，濃度相関 〈γAγB〉は以下のように書ける．

〈γAγB〉 =

〈
(ξ′ΓA0 −

1

nR

γR)(−ξ′ΓB0 −
nB

nR

γR)

〉
(2.45)

= −ΓA0ΓB0〈ξ′2〉 +

(
ΓB0 − nBΓA0

nR

)
〈ξ′γR〉 +

nB

n2
R

〈γ2
R〉 (2.46)

無反応の場合，生成物質の濃度変動 γRが 0となるので，〈γAγB〉 = −ΓA0ΓB0〈ξ′2〉である．
したがって，式 (2.46)の第一項は無反応の場合の濃度相関を表し，第二項，第三項は反応

による濃度相関の変化を表すことがわかる．また，式 (2.40)の化学反応において，化学

量論となる反応物質の濃度比は ΓA/ΓB = 1/nBである．反応物質A, Bの初期濃度比がこ

の関係を満たし，ΓA0/ΓB0 = 1/nBとなる場合，式 (2.46)の第二項は常に 0となる．した

がって，この項は反応物質の初期濃度比と化学量論となる濃度比の違いによって生じる濃

度相関の変化と考えられる．

式 (2.46)を ΓA0, ΓB0で無次元化することで，無次元化された濃度相関 〈γ̂Aγ̂B〉が次式の
ように得られる．

〈γ̂Aγ̂B〉 = −〈ξ′2〉 + (2ξS − 1)〈ξ′γ̂R〉 + ξS(1 − ξS)〈γ̂2
R〉 (2.47)

式 (2.40)の化学反応に対して，化学量論 (ΓA/ΓB = 1/nB)となる混合分率 ξSと化学種の

質量保存の式 (2.16)を満たすように定義される ΓR0は以下のようになる．

ξS =
ΓB0

nBΓA0 + ΓB0

(2.48)

ΓR0 =
nRΓA0ΓB0

nBΓA0 + ΓB0

(2.49)
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図 2.41(a)に 〈γ̂Aγ̂B〉と式 (2.47)の右辺各項の噴流中心上における分布を示す．また，図

2.41(b)に瞬間反応極限 (Equilibrium Limit, Da → ∞)の濃度に対して得られた結果を示

す．図中の−〈ξ′2〉は無反応の場合の濃度相関 〈γ̂0
Aγ̂0

B〉を表している．図 2.41(a), (b)より，

噴流中心上において 〈γ̂Aγ̂B〉は化学反応によって大きさが小さくなることがわかる．また，
噴流中心上における化学反応による 〈γ̂Aγ̂B〉の変化はDa = 11.8より瞬間反応極限に対し

て大きくなっており，Daが大きいほど化学反応による 〈γ̂Aγ̂B〉の変化 (式 (2.47)の右辺第二

項と第三項による変化) が大きくなると考えられる．噴流中心上の噴流上流域 (x/d < 10)

においては，式 (2.20b)の Γ∞
B が常に 0に近い値となることで濃度変動 γ∞

B の大きさも同

様に小さい値となる．そのため，噴流中心上の噴流上流域では 〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉 ≈ 0となる．

図 2.42に 〈γ̂Aγ̂B〉と式 (2.47)の右辺各項の x/d = 10, 20, 40における y方向分布を示す．

また，図 2.43に瞬間反応極限の濃度に対して得られた結果を示す．〈γ̂Aγ̂B〉の化学反応に
よる変化を詳細に調べるために，図 2.42(a)に示した x/d = 10における 〈γ̂Aγ̂B〉の y方向

分布を図 2.44に拡大して示す．図 2.42(a)および図 2.44より，x/d = 10の | y/bξ |> 1では

化学反応によって 〈γ̂Aγ̂B〉が負に大きくなることがわかる．また，図 2.42より，x/d = 10

の | y/bξ |> 1の位置を除くと，〈γ̂Aγ̂B〉は化学反応によって大きさが小さくなることがわ
かる．一方，図 2.43に示した瞬間反応極限での濃度相関 〈γ̂∞

A γ̂∞
B 〉は位置によらず化学反応

によって大きさが小さくなった．図 2.42(c)，図 2.43(c)に示した x/d = 40の y/bξ = 1付

近では噴流に含ませた反応物質Aの多くが反応により消費されており，γ̂A ≈ 0，γ̂∞
A ≈ 0

となるため，〈γ̂Aγ̂B〉 ≈ 0，〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉 ≈ 0となる．そのため，噴流下流側の x/d = 40におけ

る 〈γ̂Aγ̂B〉，〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉の y方向分布は噴流中心で極小値をとる分布となった．一方，噴流上

流域における 〈γ̂Aγ̂B〉，〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉の y方向分布は噴流中心から外れた位置で極小値をもつ分

布となった．

図 2.41(a)，図 2.42より，Da = 11.8の場合，式 (2.47)の第二項 (2ξS − 1)〈ξ′γ̂R〉は噴流上
流域の噴流中心付近 (図 2.41(a) の x/d < 20，図 2.42(a) の x/d = 10の | y/bξ |< 0.7) で

正の値，噴流下流域 (図 2.41，図 2.42の x/d > 20)や噴流外縁付近 (図 2.42(a)x/d = 10の

| y/bξ |> 0.7)で負の値となることがわかる．また，図 2.41(b)，図 2.43に示した瞬間反応

極限でも同様に，(2ξS − 1)〈ξ′γ̂∞
R 〉は噴流上流域の噴流中心付近で正の値，噴流下流域や噴

流外縁付近で負の値となる．式 (2.47)の第二項 (2ξS − 1)〈ξ′γ̂R〉は正・負のどちらにもなり
うるが，第三項 ξS(1− ξS)〈γ̂2

R〉は常に正の値となる．したがって，第三項は 〈γ̂Aγ̂B〉の大き
さを小さくする効果をもつ．また，図 2.42，図 2.43より，Da = 11.8での ξS(1 − ξS)〈γ̂2

R〉
と比べて瞬間反応極限での ξS(1− ξS)〈γ̂∞2

R 〉のほうが大きくなっており，Daが大きくなる

につれて ξS(1 − ξS)〈γ̂2
R〉による 〈γ̂Aγ̂B〉の変化が大きくなると考えられる．

本実験条件においては (2ξS−1) < 0であるため，上述した (2ξS−1)〈ξ′γ̂R〉の分布は，噴流
上流域の噴流中心付近で 〈ξ′γ̂R〉 < 0，噴流下流域や噴流外縁付近で 〈ξ′γ̂R〉 > 0となること

に対応している．噴流上流域の噴流中心付近では反応物質Aと比較して反応物質Bが不足
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しており，ΓBが増加するとき反応速度が大きくなり生成物質濃度ΓRが増加 (γR > 0)する．

ΓBの増加は混合分率 ξの減少 (ξ′ < 0)と対応しているため，噴流上流域では 〈ξ′γR〉 < 0

となる．一方，噴流外縁付近や噴流下流域では反応物質 Bと比較して反応物質Aが不足

しており，ΓRの増加 (γR > 0)は ξの増加 (ξ′ > 0)に関連付けられる．その結果，噴流外

縁付近や噴流下流域では 〈ξ′γR〉 > 0となる．また，(2ξS − 1)の符号は ξSによって変化す

る．したがって，式 (2.47)の第二項 (2ξS − 1)〈ξ′γ̂R〉の 〈γ̂Aγ̂B〉に対する寄与は位置や化学
量論となる混合分率 ξSによって大きく変化すると考えられる．また，同様のことが瞬間

反応極限に対しても成り立つ．

x/d = 10の | y/bξ |> 1 (図 2.42(a), 図 2.44) では化学反応によって 〈γ̂Aγ̂B〉が負に大きく
なった．これは，反応物質の初期濃度比と化学量論となる濃度比の違いによる 〈γ̂Aγ̂B〉の
変化を表す式 (2.47)の第二項 (2ξS − 1)〈ξ′γ̂R〉による 〈γ̂Aγ̂B〉の変化が第三項 ξS(1− ξS)〈γ̂2

R〉
による 〈γ̂Aγ̂B〉の変化を上回ることによって生じている．ξS(1 − ξS)〈γ̂2

R〉は常に正の値と
なり，Da = 11.8の結果 (図 2.42) とDa → ∞に対応する瞬間反応極限の結果 (図 2.43)

との比較から，ξS(1 − ξS)〈γ̂2
R〉は Daの増加とともに大きくなることがわかる．そのた

め，反応物質の流入条件が ξS = 0.5を満たし第二項 (2ξS − 1)〈ξ′γ̂R〉 = 0となるとき，

〈γ̂Aγ̂B〉は無反応極限での値 〈γ̂0
Aγ̂0

B〉 = −〈ξ′2〉と瞬間反応極限での値 〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉の間に位置
し，〈γ̂0

Aγ̂0
B〉 < 〈γ̂Aγ̂B〉 < 〈γ̂∞

A γ̂∞
B 〉となる．そして，この関係を用いてモデルによる 〈γ̂Aγ̂B〉

の予測値を修正することが可能となる [19]．

de Bruyn Kopsら [19]のスカラ混合層で生じる化学反応のDNSおいても，ξS 6= 0.5の場

合，化学反応によって 〈γ̂Aγ̂B〉が負に大きくなる傾向を示している．本研究の場合，ξS 6= 0.5

であったとしても瞬間反応極限では 〈γ̂Aγ̂B〉は化学反応によって大きさが小さくなった．
しかし，de Bruyn KopsらのDNSでは，ξS = 0.032, 0.09の場合，瞬間反応極限の濃度から

求めた 〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉も反応によって負に大きくなる結果が得られている．この理由は式 (2.47)

の第二項，第三項の相対的寄与を考えることによってある程度推測することができる．式

(2.47)の第二項，第三項の係数である (2ξS − 1)，ξS(1 − ξS)の ξSに対する変化を図 2.45

に示す．図 2.45のように ξS = 0あるいは 1に近づくにつれ，式 (2.47)の第二項の影響が

第三項と比較して大きくなることがわかる．de Bruyn KopsらのDNSでは ξSが小さいた

め式 (2.47)の第二項による濃度相関の変化が大きくなり，瞬間反応極限での濃度相関項

〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉が反応によって負に大きくなる結果が得られたと考えられる．一方，本研究にお
いて，瞬間反応極限で 〈γ̂∞

A γ̂∞
B 〉が化学反応によってその大きさが小さくなった理由は，本

実験条件では ξS = 0.333であり，式 (2.47)の第三項の係数 ξS(1− ξS)の大きさが第二項の

係数 (2ξS − 1)と同程度となる（図 2.45参照）ことで，式 (2.47)の第二項だけではなく第

三項も濃度相関の変化に対して大きく影響するためであると考えられる．
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2.5.4 反応項に対するモデル

濃度相関項 〈γAγB〉に対するモデルは Plug Flow Reactor[5]中で生じる化学反応に対し

てToor[22]，Patterson[23]，Duttaら [24]などによって提案されている．Plug Flow Reactor

内の流れ場・濃度場は統計的に一次元であるため，Plug Flow Reactorに対して提案され

た 〈γAγB〉に対するモデルをそのまま噴流などで生じる化学反応に用いることは難しい．
Wangら [95]はToorのモデルとDuttaらのモデルを多次元の場に適用できるように拡張し

た．ここでは，ToorとDuttaらのモデルによる濃度相関 〈γAγB〉の予測値を実験値と比較
することで，これらのモデルの有効性について検証した．

Toorのモデルでは混合度 IS ≡ 〈γAγB〉/(〈ΓA〉〈ΓB〉)が化学反応によって変化せず，無反
応の場合の混合度 I0

Sに等しいことを仮定する．これはToorの仮説と呼ばれる．式 (2.19)

を用いると I0
Sは以下のように表される．

I0
S =

〈γ0
Aγ0

B〉
〈Γ 0

A〉〈Γ 0
B〉

= − 〈ξ′2〉
〈ξ〉(1 − 〈ξ〉)

(2.50)

したがって，IS = I0
S を仮定することで，Toorのモデルでの濃度相関 〈γAγB〉が次式のよ

うに得られる．

〈γAγB〉 = − 〈ξ′2〉
〈ξ〉(1 − 〈ξ〉)

〈ΓA〉〈ΓB〉 (2.51)

Duttaら [24]のモデルは 3 Environment モデル (3Eモデル) と呼ばれる．3Eモデルで

は，流れ場が反応物質Aのみを含む流体，反応物質Bのみを含む流体，反応物質A, Bが

共存する流体の 3つの流体 (3 Environment)によって構成されると考える．本実験で扱っ

た化学反応に対して，3Eモデルでの濃度相関 〈γAγB〉は次式により表される．

〈γAγB〉 = I0
S

(
〈Γ 0

A〉〈ΓB〉 + 〈ΓA〉〈Γ 0
B〉 − 〈ΓA〉〈ΓB〉

)
(2.52)

= − 〈ξ′2〉
〈ξ〉(1 − 〈ξ〉)

(
〈Γ 0

A〉〈ΓB〉 + 〈ΓA〉〈Γ 0
B〉 − 〈ΓA〉〈ΓB〉

)
(2.53)

ここで，〈Γ 0
A〉 = 〈ξ〉ΓA0，〈Γ 0

B〉 = (1 − 〈ξ〉)ΓB0である．したがって，式 (2.51), (2.53)を用

いて 〈γAγB〉を計算するためには，〈ξ〉, 〈ξ′2〉の輸送方程式を解くなどの手法で 〈ξ〉, 〈ξ′2〉を
求める必要がある．以下では，〈ξ〉, 〈ξ′2〉の分布として実験値を用いることで，各モデルを
用いて得られる化学反応による濃度相関の分布を実験結果と比較する．

図 2.46に x/d = 10, 20, 40における 〈γAγB〉の y方向分布を示す．また，図 2.47に x/d =

10, 20, 40における瞬間反応極限での濃度相関 〈γ∞
A γ∞

B 〉の y方向分布を示す．各図中には

Toorのモデルと 3Eモデルにより得られる濃度相関および無反応の場合の濃度相関 〈γ0
Aγ0

B〉
がともに示されている．図 2.46, 2.47の縦軸は ΓA0と ΓB0で，横軸は平均混合分率の y方

向分布の半値幅 bξで無次元化されている．
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図 2.46, 2.47に示した 〈γ̂Aγ̂B〉，〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉をToorのモデルと比較すると，Toorのモデル

では濃度相関の大きさを実際よりも小さく見積もることがわかる．図 2.46(a)より 3Eモ

デルにより得られる x/d = 10での 〈γ̂Aγ̂B〉の分布は実験値と非常に近いことがわかる．し
かし，3Eモデルで得られた 〈γ̂Aγ̂B〉は無反応の場合と比較して常に大きさが小さくなって
おり，x/d = 10の噴流外縁付近での反応により 〈γ̂Aγ̂B〉が負に大きくなる変化を 3Eモデ

ルにより捉えることができていない．図 2.46(b)の x/d = 20では，3Eモデルにより得ら

れた 〈γ̂Aγ̂B〉は実験値と同様に噴流中心から外れた位置で極小値をとる分布となった．し
かし，さらに下流の x/d = 40 (図 2.46(c)，図 2.47(c)) では，3Eモデルにより得られた

〈γ̂Aγ̂B〉や 〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉は実験値と異なり，噴流中心から外れた位置で極小値をとる分布となっ
た．また，図 2.47(a), (b)に示した x/d = 10, 20においても，3Eモデルにより得られた瞬

間反応極限での 〈γ̂∞
A γ̂∞

B 〉と実験値との間には違いがみられる．このように，化学反応によ
る濃度相関の変化が小さい位置では，3Eモデルにより実験値に近い値が得られるが，反

応による濃度相関の変化が大きい位置では，3Eモデルと実験値の差が大きくなった．

以上のように，Toorのモデルや 3Eモデルでは噴流中で生じる化学反応による濃度相

関項の変化を正確に見積もることが難しいことがわかる．これらのモデルは Plug Flow

Reactor内の化学反応に対しては有効であるとされている [24]．Wangら [95]はToorのモデ

ルや 3Eモデルの問題点として，これらのモデルが化学反応による平均濃度こう配の変化

を考慮していないことを挙げている．そして，Wangら [95]は平均濃度こう配の変化によ

る影響を考慮した Toorのモデルや 3Eモデルを考案し，平均濃度こう配の変化による影

響を考慮することにより濃度相関項の予測精度が向上することを示している．Wangらの

モデルにより噴流中の濃度相関項を計算するためには，各方向の平均速度，濃度の乱流流

束，速度と濃度の三重相関の x–y平面上の分布が必要となる．そのため，本研究で計測し

ている統計量からはWangらのモデルを検証することはできないが，本研究においても，

Toorのモデルや 3Eモデルによる予測値と実験値との不一致は平均濃度こう配の変化によ

る影響を無視したことによるものである可能性が考えられる．
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図 2.38 平均反応速度の噴流中心における分布
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図 2.39 平均反応速度の y方向分布
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図 2.40 混合度の噴流中心における分布
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図 2.41 濃度相関の噴流中心における分布
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図 2.42 濃度相関の y方向分布 (Da = 11.8)
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図 2.43 濃度相関の y方向分布 (瞬間反応極限)
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図 2.44 x/d = 10における濃度相関の y方向分布 (Da = 11.8)
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 Non reactive case   <γAγB>   3E model    Toor's model
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図 2.46 濃度相関の測定値とモデルによる予測値の比較 (Da = 11.8)



第 2章　液相二次元噴流中で生じる化学反応に関する実験的研究 76

 Non reactive case   <γA γB >   3E model    Toor's model
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図 2.47 濃度相関の測定値とモデルによる予測値の比較 (瞬間反応極限)
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2.6 混合分率に対する条件付統計量

2.6.1 Conditional Moment Closure法

反応を伴う乱流場の計算に対してはConditional Moment Closure 法 [33]（CMC法）が

提案され，様々な流れへの応用が進んでいる．反応性物質を別々に含む予混合のない二つ

の流れが混合し反応するとき，反応性物質の濃度は混合分率に強く依存することが知ら

れている．CMC法では混合分率 ξで条件付けした反応性物質の平均濃度に対する方程式

（CMC方程式）を解くことで，反応性物質濃度を計算する．反応性物質αの混合分率 ξに

対する条件付平均濃度Qαは以下のように定義される．

Qα ≡ 〈Γα | ξ = η〉 ≡ 〈Γα | η〉 (2.54)

Γαは物質αの瞬時濃度である．〈 〉はアンサンブル平均を，〈 | ∗〉は条件 ∗を満たす集合
のアンサンブル平均を取ることを表す．また，式 (2.54)中の ηは混合分率 ξに対するサン

プル変数である．Qαに対する方程式は以下のように表される [37, 38]．

∂Qα

∂t
+ 〈Ui | η〉∂Qα

∂xi

− 〈N | η〉∂
2Qα

∂η2
= 〈Sα | η〉 (2.55)

ここで，Uiは i方向の速度，Sαは物質αの濃度変化への化学反応の寄与を表す．また，N

はスカラ散逸率であり，以下のように定義される．

N ≡ D
∂ξ

∂xj

∂ξ

∂xj

(2.56)

ここで，Dは混合分率に対する拡散係数である．式 (2.55)を解くために，条件付平均速度

〈Ui | η〉，条件付スカラ散逸率 〈N | η〉および条件付反応速度項 〈Sα | η〉に対してモデルが
必要となる．

条件付統計量の計測が過去に行われているものの，測定の多くが気相の流れ場で行われ

たものである．また，反応に関わる全物質の条件付統計量を求めた例は非常に少ない．気

相での条件付統計量の研究例の多くは，化学反応の時間スケールと流れ場の時間スケール

の比を表すDamköhler数が大きく，また反応速度の温度依存性が大きい燃焼反応を対象

として行われたものである．これに対して本章の実験のDamköhler数はDa = 11.8と比

較的小さい．本研究では二次の化学反応を伴う液相二次元噴流中で反応に関わる全物質の

濃度，混合分率および流れ方向速度を同時計測した結果から条件付統計量を求め，その特

性について調査した．

2.6.2 条件付統計量の計測結果

図 2.48に，(a) x/d = 10, y/bξ = 0，(b) x/d = 40, y/bξ = 0，(c) x/d = 10, y/bξ = 1

で測定された反応性物質の瞬時濃度 Γαを混合分率に対してプロットした結果を示す．こ
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こで，bξは混合分率の平均値の y方向分布に対する半値幅を表す．また，各物質の濃度は

Γα0で無次元化されている．図の見やすさを考慮して，サンプリング点数 98,304点のうち

5,000点のデータを図にプロットした．また，図中には，各物質の条件付平均濃度Qαと，

無反応極限および瞬間反応極限に対する条件付平均濃度も示されている．無反応極限お

よび瞬間反応極限に対する条件付平均濃度 〈Γ 0
α | η〉, 〈Γ∞

α | η〉は，式 (2.19)，(2.20)におい

て ξ = ηとすることで得られ，流れ場における位置によらず同一となる．図 2.48におい

て，ΓαはQα付近に分布していることがわかる．Masriら [36]やBrownら [72]による実験

で得られた反応性物質の瞬時濃度の混合分率に対するプロットにおいても，ΓαはQα付

近に分布している．図 2.48(a)，(c)より，ΓαはQα付近に分布しているが，混合分率の半

値幅付近（図 2.48(c)）では分布のばらつきが噴流中心付近（図 2.48(a)）と比較して大き

くなっていることがわかる．また，図 2.48(a), (b)より，噴流出口に近い x/d = 10の噴流

中心上では ΓαやQαが無反応極限での濃度に近い値をとるが，x/d = 40の噴流中心上で

の ΓαやQαは瞬間反応極限での濃度に近くなっており，下流に行くにつれて反応が進行

することが確認できる．Bilgerら [69]により，反応物質A，Bの瞬時濃度と無反応極限お

よび瞬間反応極限に対する瞬時濃度との間に式 (2.21a), (2.21b)の関係が成り立つことが

導かれている．また，生成物質Rの場合，式 (2.21c)が成り立つことが導かれる．図 2.48

において，反応性物質濃度 Γα (α = A, B, R) が無反応極限および瞬間反応極限での条件

付平均濃度の間にプロットされており，これらの関係が成り立っていることがわかる．

CMC法において，反応性物質の平均濃度 〈Γα〉は 〈Γα | η〉と混合分率の確率密度関数
pξ(η)を用いた次式より求められる．

〈Γα〉 =

∫ 1

0

〈Γα | η〉pξ(η)dη (2.57)

図 2.49に，pξ(η)の (a) 噴流中心上での x方向変化，(b) x/d = 10での y方向変化，(c)

x/d = 40での y方向変化を示す．化学反応を伴う流れ場では，混合が化学量論となる混

合分率 ξSが重要となる．本研究の実験条件では ξS = 0.333である．図 2.49より，噴流中

心線上での x/d = 10, 14, 20（図 2.49(a)）や，x/d = 10の断面の y/bξ = 0, 0.5（図 2.49(b)）

は噴流出口に近く，η > ξSの混合分率に対して pξ(η)は大きい値をとることがわかる．こ

れらの位置を除いた噴流の下流域や外縁部に近い位置では，ξSに近い，あるいは ξSより

小さい混合分率に対して pξ(η)は大きい値をとる．

図 2.50に反応性物質の条件付平均濃度Qα (α = A, B, R) の噴流中心線上での変化を示

す．図 2.50(a)はQA, QBを，図 2.50(b)はQRを示している．また，図中には，無反応極

限と瞬間反応極限に対する結果が，一点鎖線および破線によりそれぞれ描かれている．図

2.50(a)より，x/d = 10のような噴流上流部において，QA, QBは無反応極限での値に近い

値をとることがわかる．そして，噴流下流域に行くにつれて化学反応が進行し，QA, QB

は減少し瞬間反応極限に近づく．図 2.50(b)より，噴流出口に近い x/d = 10では，物質
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Rの生成量が小さくQRは 0に近い値となるが，下流に行くにつれて反応が進行すること

でQRは増加し瞬間反応極限に近づく．また，流れ場の位置によらず，η ' 0, 1のときは

噴流と主流の混合が進んでいないため，η ' 0, 1でのQαと無反応極限での濃度の差は小

さくなっている．η = ξSとなるとき量論混合となるが，x/d = 10のような噴流上流部で

は，混合してから十分な時間が経過しておらず，また Damköhler数が比較的小さい流れ

場であるため反応が進行していない．そのため，Qαは無反応極限に近い値となる．しか

し，下流に行くにつれて反応が進行するので，同じ ηに対してでも，Qαの値は噴流出口

からの距離によって大きく変化することがわかる．

二次反応A + B → Rによる物質Rの生成速度項 SRは以下のように表される．

SR(ΓA, ΓB) = kΓAΓB (2.58)

また，物質 αの瞬時濃度 Γαは，条件付平均濃度QαとQαからの変動分 γ”αを用いて，

Γα = Qα + γ”α (2.59)

と表すことができる．式 (2.58)を (ΓA, ΓB) = (QA, QB)まわりでTaylor展開し，さらに条

件付平均をとることにより，次式が得られる [33]．

〈SR | η〉 = kQAQB + k〈γ”Aγ”B | η〉 (2.60)

CMC法では式 (2.55)を解くために，〈γ”Aγ”B | η〉がQAQBと比較して小さいとする仮定が

一般的に用いられている．この場合，化学反応による物質αの生成速度項Sαの条件付平均

値 〈Sα | η〉は反応物質の条件付平均濃度の積QAQB用いて表される．また，〈γ”Aγ”B | η〉が
無視できない場合，〈γ”Aγ”B | η〉に対するモデル方程式 [33][86][98]を解くことで 〈γ”Aγ”B | η〉
を算出し条件付平均反応速度を求める手法が用いられている．式 (2.15)より，QAおよび

QBは以下のように求められる．

Q̂A = η − ξSQ̂R (2.61)

Q̂B = (1 − η) − (1 − ξS)Q̂R (2.62)

ここで，Q̂α = Qα/Γα0である．式 (2.60)の右辺第二項を無視すると，式 (2.61)，(2.62)よ

り物質Rの生成速度の条件付平均値は以下のように与えられる．

〈ŜR | η〉 = DaQ̂AQ̂B (2.63)

= Da[η − ξSQ̂R][(1 − η) − (1 − ξS)Q̂R] (2.64)

ここで，ŜRは噴流出口流速と周囲流速差 (UJ −UM)，噴流出口幅 dおよびΓR0で無次元化

された物質Rの生成速度である．〈ŜR | η〉が最大となるための条件 ηは，∂〈ŜR | η〉/∂η = 0
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より求められる．式 (2.64)より ∂〈ŜR | η〉/∂ηは以下のようになる．

∂〈ŜR | η〉
∂η

= Da

{
(1−2η)− (1−2ξS)Q̂R−

[
ξS +(1−2ξS)η−2ξS(1−ξS)Q̂R

]∂Q̂R

∂η

}
(2.65)

〈ŜR | η〉が最大となる条件 ηに対して，生成物質Rの条件付平均濃度QRが最大となると仮

定する．このとき，∂〈ŜR | η〉/∂η = 0に対して，∂Q̂R/∂η = 0となるため，∂〈ŜR | η〉/∂η = 0

が成り立つための条件は以下の式により表される．

(1 − 2η) − (1 − 2ξS)Q̂R = 0 (2.66)

したがって，式 (2.66)より，式 (2.63)で表される 〈ŜR | η〉が最大となるときの Q̂Rが得

られ，

Q̂R =
1 − 2η

1 − 2ξS

(2.67)

となる．また，式 (2.67)を式 (2.61)，(2.62)に代入することで，〈ŜR | η〉が最大となると
きの Q̂A, Q̂Bが次式のように得られる．

Q̂A = Q̂B =
η − ξS

1 − 2ξS

(2.68)

図 2.50(a)に式 (2.68)で表されるQAおよびQBと ηの関係式が，また，図 2.50(b)には式

(2.67)で表されるQRと ηの関係式がそれぞれ実線で示されている．図 2.50(b)より，実

験により計測されたQRは，式 (2.67)で表される直線上でほぼ最大となっている．このこ

とから，〈SR | η〉が最大となる ηに対してQRが最大となるとした仮定が二次元噴流の中

心線上で成り立っていることがわかる．さらに，図 2.50(a)より，Q̂A = Q̂Bとなる条件が

式 (2.68)で表される直線上に位置していることもわかる．

図 2.51，2.52に，反応性物質の条件付平均濃度Qα (α = A, B, R) の x/d = 10, 40におけ

る y方向変化を示す．図中には，瞬間反応極限，無反応極限での濃度や，式 (2.67)，(2.68)

により表される直線が図 2.50と同様に描かれている．図 2.51 (x/d = 10) では，噴流外縁

部に行くにつれて反応が進行し，QA, QBは減少，QRは増加することがわかる．しかし，

y/bξ = 1より噴流の外側において，Qαは y方向に変化せず，ほぼ同一の分布となってい

る．また，y/bξ = 1, 1.5の噴流外縁付近では，式 (2.67)の直線からずれた位置でQRが最

大となっている．これは，QRが最大値をとる条件が，〈ŜR | η〉が最大となる条件と異な
ることによるものと考えられる．図 2.52より，x/d = 40ではQαは y方向に変化せず同

一の分布となっている．一方，時間平均された平均濃度 〈Γα〉は y方向に大きく変化する

(図 2.21, 2.22参照)．Bilgerら [37]は二次反応を伴うスカラ混合層中で反応物質の条件付平

均濃度を計測し，条件付平均濃度は混合層の広がり方向に依存しないことを示している．

また，Brownら [72]は，格子乱流中のプルームによる反応性物質拡散場で反応性物質の条
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件付平均濃度を計測し，条件付平均濃度がプルームの広がり方向に依存しないことを示し

ている．本研究では，噴流出口から離れた x/d = 40の位置では，Qαは噴流の広がり方

向の位置によらずほぼ同一の分布となった．x/d = 10においても，噴流外縁付近ではQα

の分布は y方向の位置に依存しない．しかし，噴流中心付近では反応性物質の条件付平均

濃度は y方向の位置によって大きく変化するという結果が得られた．

反応性物質の条件付濃度変動の分散および共分散は，式 (2.59)により定義される γ”αを

用いると，Gαβ ≡ 〈γ”αγ”β | η〉（α, β = A, B, R）により定義される．本研究で扱う化学反

応A+B → Rでは，Gαβの大きさはα, βによらず同じ値となる．例えば，GAA = 〈γ”2
A | η〉

は，式 (2.15)を用いると以下のように変形できGAA = GRRが導かれる．

〈γ”2
A | η〉 = 〈Γ 2

A | η〉 − 〈ΓA | η〉2

= 〈(ξΓA0 − ΓR)2 | η〉 − 〈ξΓA0 − ΓR | η〉2

=
(
Γ 2

A0η
2 − 2ΓA0η〈ΓR | η〉 + 〈Γ 2

R | η〉
)
−

(
Γ 2

A0η
2 − 2ΓA0η〈ΓR | η〉 + 〈ΓR | η〉2

)
(2.69)

= 〈Γ 2
R | η〉 − 〈ΓR | η〉2

= 〈γ”2
R | η〉

また，GBB, GAB, GBR, GRAの大きさが GRRに等しいことも同様に導かれる．図 2.53に

G
1/2
αβ の (a) 噴流中心上での x方向変化，(b) x/d = 10での y方向変化，(c) x/d = 40で

の y方向変化を示す．QRと値の大きさを比較できるように，GαβではなくG
1/2
αβ を図に示

した．図 2.53のG
1/2
αβ は ΓR0により無次元化されている．また，図中には η = ξSが破線

により示されている．噴流下流域では図 2.52(b)のように，QR/ΓR0は ηによって 0から

1の範囲で大きく変化する．しかし，図 2.53(c)より，G
1/2
RRはQRと比較して小さく，QR

からの変動が小さいことがわかる．図 2.53(a)より，噴流中心線上の x/d = 10, 14におい

て，G
1/2
αβ は η = ξS付近で最大値をとることがわかる．また，x/d = 20, 40では, ξSより小

さい混合分率に対してG
1/2
αβ が最大値をとるようになっている．図 2.53(b)より，x/d = 10

においてG
1/2
αβ は η = ξSでピーク値を持つ分布となっている．また，G

1/2
αβ は噴流の外側に

向かうにつれて大きくなることがわかる．図 2.53(c)に示したように，x/d = 40において

G
1/2
αβ は η = ξSよりやや小さい混合分率でピーク値を持つ分布となる．また，x/d = 40で

は，G
1/2
αβ は噴流の外側に向かうにつれて小さくなり，x/d = 10と比較してG

1/2
αβ の y方向

の変化が小さくなっている．条件付濃度変動の分散の測定は，Brownら [72]により格子乱

流中でのプルームによる反応性物質拡散場で，Liら [86]によりスカラ混合層中で行われて

いる．Liらにより測定された条件付濃度変動の分散は，本研究と同様に η = ξS付近で最

大となるような分布となっている．

CMC法では，反応速度項の条件付平均値を，式 (2.63)のように反応物質の条件付平均

濃度の積により表す近似が広く用いられている．図 2.54に，化学反応による物質Rの生
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成速度項の条件付平均値 〈ŜR | η〉 = Da〈ΓAΓB | η〉/(ΓA0ΓB0)の実験による計測結果を，式

(2.63)により得られる値（実線）とともに示す．図 2.54(a)に噴流中心上での x方向変化，

図 2.54(b)に x/d = 10での y方向変化，図 2.54(c)に x/d = 40での y方向変化が示されて

いる．図 2.54より，〈ŜR | η〉と式 (2.63)から得られる値の差が小さいことがわかる．した

がって，本研究の流れ場において，条件付平均反応速度項は式 (2.63)により精度よく近似

できるといえる．図 2.54(a)は，噴流の上流部において 〈ŜR | η〉は大きい値をもつが，下
流に向かい反応物質濃度が化学反応により減少するのに伴って，〈ŜR | η〉も減少すること
を表している．図 2.54(b)に示した x/d = 10では，〈ŜR | η〉は噴流の中心である y/bξ = 0

で大きい値を持ち，噴流の外側に向かうにつれて減少する．しかし，y/bξ = 1, 1.5での

〈ŜR | η〉はほぼ同じ分布となっていることから，図 2.51の条件付平均濃度と同様に，噴

流の外縁部付近では 〈ŜR | η〉は y方向の位置によって変化しなくなると考えられる．図

2.52(a)より，x/d = 40の位置では反応物質AあるいはBの大半が反応によって消費され

ており，x/d = 40では反応速度項が小さくなる. 図 2.54(b), (c)より，x/d = 10と比較し

て，x/d = 40での 〈ŜR | η〉の y方向変化は小さいことがわかる．

本研究の流れ場において，条件付平均濃度や条件付平均反応速度項は噴流上流域の外縁

部付近や噴流下流域では y方向の位置によらずほぼ同一の分布となった．条件付統計量が

流れ場のある方向に依存しない性質は過去の測定例 [37][72]でも確認されている．この条件

付統計量の性質を用いて，式 (2.55)から変数 yを消去することで，さらに容易に式 (2.55)

を解くことができるようになる．しかしながら，本研究の噴流上流部の噴流中心付近のよ

うに，条件付平均濃度や条件付平均反応速度が y方向に大きく変化する場合，こうした方

法を用いることは大きな予測誤差を生む要因となる可能性がある．
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図 2.48 混合分率と反応性物質濃度の関係および反応性物質の条件付平均濃度



第 2章　液相二次元噴流中で生じる化学反応に関する実験的研究 84

(a) ���������	
��
 (b) �����
��
 (x/d = 10)

(c) �����
��
 (x/d = 40)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

η

p
ξ(

η
)

y/bξ = 0
        x/d

 10
 14
 20
 40

ξS

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

η

p
ξ(

η
)

 x/d = 10
       y/bξ
  0
 0.5
 1.0
 1.5

ξS

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

η

p
ξ(

η
)

 x/d = 40
       y/bξ
  0
 0.5
 1.0
 1.5

ξS

図 2.49 混合分率の確率密度関数



第 2章　液相二次元噴流中で生じる化学反応に関する実験的研究 85

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
y/bξ = 0
       x/d

10
14
20
40

η

Q
R
/Γ

R
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

η

Q
A

/Γ
A

0
, 

Q
B
/Γ

B
0

 y/bξ = 0
  QA  x/d

 10
 14
 20
 40

  QB  x/d
 10
 14
 20
 40

 Equilibrium limit  Frozen limit

(a) ����A, B

(b) ����R

図 2.50 反応性物質の条件付平均濃度の噴流中心における下流方向変化



第 2章　液相二次元噴流中で生じる化学反応に関する実験的研究 86

(a) ����A, B

(b) ����R

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

η

Q
A

/Γ
A

0
, 

Q
B
/Γ

B
0

 x/d = 10
  QA  y/bξ

 0
 0.5
 1.0
 1.5

  QB  y/bξ
 0
 0.5
 1.0
 1.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
 x/d = 10
        y/bξ
  0
 0.5
 1.0
 1.5

η

Q
R
/Γ

R
0

 Equilibrium limit  Frozen limit

図 2.51 反応性物質の条件付平均濃度の x/d = 10における y方向変化
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図 2.53 反応性物質の条件付濃度変動 rms値
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2.6.3 CMC方程式の評価によるスカラ散逸率の算出

スカラ散逸率について

二つの流体の混合の程度を表す混合分率 ξのスカラ散逸率N は化学反応を伴う乱流拡

散の性質を特徴づける重要なパラメータ [99]の一つであり，式 (2.56)により定義される．

反応性物質を別々に含む二つの流れが混合して速い化学反応が生じるとき，その反応速度

は混合分率のスカラ散逸率に強く依存することが知られている [100]．また，スカラ散逸率

は反応性乱流の数値計算においても重要となる．化学反応を伴う流れ場の数値計算手法の

一つである Conditional Moment Closure法（CMC法）[33]では，混合分率 ξで条件付け

した反応性物質の平均濃度に対する方程式（CMC方程式）を解くことで反応性物質濃度

を計算する．CMC方程式は式 (2.55)により表され，CMC方程式中にはスカラ散逸率の

条件付平均値（条件付スカラ散逸率）〈N | η〉が未知の項として含まれる．式 (2.55)を解

くために，条件付平均速度 〈Ui | η〉，条件付スカラ散逸率 〈N | η〉および条件付反応速度項
〈Sα | η〉に対してモデルが必要となる．
乱流中のスカラ散逸率を実験により計測する場合，濃度変動の最小スケールであるBatch-

elorスケールと同程度の計測分解能が必要となる [101]ため，スカラ散逸率の計測を精度よ

く行うことは難しい．特に，液相乱流のような Schmidt数が大きい流れ場では，Schmidt

数が小さい流れ場と比較して Batchelorスケールが小さくなるため，Batchelorスケール

に匹敵する分解能でのスカラ量の計測は一層難しくなる．スカラ散逸率の計測は過去に

Suら [102][103]やKarpetisら [104]などにより気相噴流中で行われている．また，液相では

Kailasnath[105]や内田ら [106]により噴流中のスカラ散逸率の計測が行われている．しかし，

こうした測定例の多くがBatchelorスケールに満たない分解能での計測である．

ここでは，全反応性物質の濃度，混合分率および流れ方向速度を同時計測した結果を

用いて，式 (2.55)の 〈N | η〉を除く各項を算出し，式 (2.55)を解くことにより噴流中心軸

上での 〈N | η〉を求めることを試みた．式 (2.55)には反応性物質の濃度や速度の条件付平

均値が含まれる．しかし，濃度や速度の条件付平均値には微分統計量が含まれないため，

Batchelorスケールに満たない計測分解能がこれらの統計量の計測結果に与える影響はス

カラ散逸率を計測する場合と比較して小さい [101]．以上のような方法により，スカラ散逸

率の直接計測が困難な液相二次元噴流中で条件付スカラ散逸 〈N | η〉およびスカラ散逸率
の平均値 〈N〉を求め，その特性について調べた．
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CMC方程式の評価によるスカラ散逸率の算出

流れが定常であるとき，式 (2.55)より反応生成物Rに対するCMC方程式は噴流の中心

軸上において次のようになる．

〈U | η〉∂QR

∂x
− 〈N | η〉∂

2QR

∂η2
= 〈SR | η〉 (2.70)

ここで，U は x方向速度である．流れ場の中で，混合分率は 0 ≤ η ≤ 1の範囲の値をと

る．本研究では，式 (2.70)の各項に対する近似式を 0 ≤ η ≤ 1の範囲で求め，得られた式

を用いて 〈N | η〉を算出する．
速度変動 u ≡ U − 〈U〉と混合分率の変動 ξ′ ≡ ξ − 〈ξ〉の結合確率密度関数が結合Gauss

分布で表されるとき，速度変動の条件付平均値 〈u | η〉は以下のように表される [34]．

〈u | η〉 = 〈U | η〉 − 〈U〉 =
〈uξ′〉
ξ2
rms

(η − 〈ξ〉) (2.71)

ここで，ξrmsは混合分率の変動の rms値を表す．図 2.55に条件付平均速度の計測結果を

示す．図 2.55(a)は噴流中心軸上での計測結果を，図 2.55(b), (c)はそれぞれ x/d = 10, 40

での y方向分布を示している．図 2.55において，縦軸には 〈u | η〉ξrms/〈uξ′〉を，横軸に
は混合分率の変動を ξrmsで正規化した値 (η − 〈ξ〉)/ξrmsをとった．また，図中の実線は式

(2.71)を表す．図 2.55(a)より，噴流中心軸上では，|η − 〈ξ〉|/ξrms < 2の範囲で実験結果

が式 (2.71)を表す実線上にあることから，式 (2.71)の関係が成り立っていることがわか

る．しかし，ηが 〈ξ〉から大きく外れた条件に対する実験結果は式 (2.71)を満たしていな

い．内田ら [106]によって軸対称噴流中で計測された条件付平均速度にも同様の傾向が見

られ，内田らは |η − 〈ξ〉|/ξrms > 2の条件を満たすサンプル数が少ないことによりこのば

らつきが生じたとしている．図 2.55(b)より，x/d = 10の断面の 0 ≤ y/bξ ≤ 1.0のにおい

て，|η − 〈ξ〉|/ξrms < 2で式 (2.71)が成り立つことがわかる．x/d = 40の断面については，

噴流中心付近では |η−〈ξ〉|/ξrms < 2の条件に対して式 (2.71)がほぼ成り立つが，y/bξ = 1

の−2 < (η−〈ξ〉)/ξrms < −1付近で実験結果と式 (2.71)との差が大きくなっている．噴流

の中心から外れた位置では，間欠性のため濃度や速度の確率密度関数は Gauss分布とは

大きく異なる分布となる．そのため，この位置で実験結果と式 (2.71)との差が大きくなっ

たと考えられる．

図 2.55(a)のように噴流の中心軸上では式 (2.71)が成り立ち，〈U | η〉が

〈U | η〉 = 〈U〉 +
〈uξ′〉
ξ2
rms

(η − 〈ξ〉) (2.72)

で与えられる．図 2.56に噴流中心軸上での 〈U | η〉の計測結果を式 (2.72)とともに示す．

図 2.56より，式 (2.72)が 〈U | η〉をよく表していることがわかる．図2.56における式 (2.72)
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の直線から外れている 〈U | η〉は，図 2.55の |η − 〈ξ〉|/ξrms > 2に対する 〈u | η〉に対応し
ている．

式 (2.70)より条件付スカラ散逸率を算出するため，∂QR/∂x，∂2QR/∂η2，〈SR | η〉が必
要となる．これらの条件付統計量を 0 ≤ η ≤ 1の範囲で求めるため，QRを表す近似式を

以下のように求めた．本研究の反応場において，図 2.54のように反応物質の濃度積の条

件付平均値 〈ΓAΓB | η〉が反応物質の条件付平均濃度QA, QBの積により近似できることを

確かめた．したがって，式 (2.61)および (2.62)を用いると，無次元化した条件付平均反応

速度項 〈ŜR | η〉 = Da〈ΓAΓB | η〉/ΓA0ΓB0は式 (2.63), (2.64)のように書ける．さらに，物

質 Rが反応による生成物質であるため，その濃度が反応速度項に比例すると仮定し，次

式を満たす関数 β(x, η)を考える．ここで x = (x, y)である．

〈ŜR | η〉 = DaβQ̂R (2.73)

式 (2.64), (2.73)より 〈ŜR | η〉を消去して得られる式を，0 ≤ Q̂R ≤ 1を考慮して Q̂Rにつ

いて解くことで，以下の式が得られる．

Q̂R =
β + ξS(1 − η) + η(1 − ξS) −

√
[β + ξS(1 − η) + η(1 − ξS)]2 − 4ξS(1 − ξS)η(1 − η)

2ξS(1 − ξS)

(2.74)

図 2.57に，Q̂Rおよび 〈ŜR | η〉 = DaQ̂AQ̂Bの両方の計測結果から式 (2.73)に基づき算出

した β(x, η)の，噴流中心軸上での ηに対する分布を示す．図中の β(x, η)は，Q̂Rが最大

となる混合分率の条件 ξm(x)での値 β(x, ξm)で正規化してある．図 2.57より，β(x, η)は

ηによらず β(x, ξm)と同程度の値となっており，β(x, η)の ηに対する変化が小さいこと

がわかる．そこで，本研究では β(x, η)が ηに対して一定値をとると仮定し，式 (2.74)よ

り Q̂Rを近似することにした．このとき，β(x, η)の値として実験により計測した β(x, ξm)

を用いた．

図 2.58に実験により計測した β(x, ξm)の噴流中心軸上の変化を示す．図 2.58より，

β(x, ξm)の値は噴流下流に行くにつれて減少することがわかる．噴流下流に行くにつれ

て反応が進行し生成物質濃度 Q̂Rが増加するとともに，反応物質濃度が減少し反応速度

〈ŜR | η〉が減少するため β(x, ξm)は下流方向に減少する．

図 2.59に反応性物質の条件付平均濃度 Q̂α(α = A, B, R)の測定値を式 (2.74)から得ら

れる Q̂αとともに示す．式 (2.74)に対応する反応物質 A, Bの条件付平均濃度は式 (2.74)

を式 (2.61), (2.62)に代入することで得られる．また，図中には無反応極限および瞬間反

応極限での条件付平均濃度の分布がともに示されている．図 2.59より，式 (2.74)が Qα

の測定値の分布をよく表していることがわかる．そこで，以下では ∂QR/∂x，∂2QR/∂η2，

〈SR | η〉を算出するために式 (2.74)を用いた．
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図 2.60に式 (2.64)と式 (2.74)により求めた条件付平均反応速度 〈ŜR | η〉の噴流中心軸
上における変化を示す．図より 〈ŜR | η〉の値は下流に行くにつれて小さくなることがわか
る．これは，図 2.59(a), (b)に見られるように下流に行くにつれて反応が進行し，反応物

質A, Bの濃度が減少することにより，反応物質の瞬時濃度積 ΓAΓBが小さくなるためと

考えられる．また，x/d = 10での 〈ŜR | η〉は η = 0.5付近で最大となるが，下流に行くに

つれて 〈ŜR | η〉が最大となる混合分率は小さくなり，x/d = 40では η = ξS付近で 〈ŜR | η〉
が最大となっていることがわかる．

図 2.61に，∂Q̂R/∂x̂の噴流中心軸上における変化を示す．ここで，x̂ = x/dである．下

流に行くにつれて化学反応が進行し物質Rが生成されるため，∂Q̂R/∂x̂は正の値をとる．

化学反応により生成した物質が x方向に流されることで，〈ŜR | η〉が大きい条件に対して
∂Q̂R/∂x̂が大きくなる．

図 2.62に，∂2Q̂R/∂η2の噴流中心軸上における分布を示す．図より ∂2Q̂R/∂η2は負の値

となり，その分布は位置によって大きく変化することがわかる．x/d = 10では ∂2Q̂R/∂η2

は ηに対してほぼ一定となるが，x/d = 40などの噴流下流域では η = ξS付近で負に大き

くなる．図 2.59(c)に示されるように，下流に行くにつれて化学反応が進行することで Q̂R

の分布は瞬間反応極限に近づくため，噴流下流域での ∂Q̂R/∂ηは η = ξS付近で大きく変

化する．その結果，図 2.62のように，噴流下流域の ∂2Q̂R/∂η2は η = ξS付近で負に大き

くなる分布となる．

図 2.63に式 (2.70)を解いて得られる条件付スカラ散逸率 〈N̂ | η〉の噴流中心軸上におけ
る分布を示す．ここで，N̂ は無次元化したスカラ散逸率を表し，N̂ = Nd/(UJ − UM)で

ある．図 2.63(a)は x/d = 10, 14, 20, 40での 〈N̂ | η〉を，図 2.63(b)は x/d = 14, 20, 40での

〈N̂ | η〉の拡大図を示している．図 2.63より 〈N̂ | η〉は下流に行くにつれて小さくなるこ
とがわかる．x/d = 14, 20, 40では，η ≈ 0.8の条件に対して 〈N̂ | η〉が大きくなる分布と
なっている．また，小さい混合分率に対する 〈N̂ | η〉と比較して，混合分率の大きい値に対
して 〈N̂ | η〉が大きい値となることがわかる．混合分率の大きい値に対して 〈N̂ | η〉が大
きくなる傾向は過去の条件付スカラ散逸率の計測結果においても見られる [105]．噴流上流

域では 〈N | η〉は一つの極大値をもつ分布形状となった．図 2.63(b)より，x/d = 40にお

ける 〈N̂ | η〉は η ≈ 0.1と η ≈ 0.8付近に極大値を持つ分布となっている．〈N̂ | η〉の二つ
の極大値は過去に得られている条件付スカラ散逸率の分布においても確認できる [105,107]．

噴流中心上のスカラ散逸率

スカラ散逸率の平均値 〈N〉は 〈N | η〉と混合分率の確率密度関数 pξ(η)を用いて次式か

ら得られる．

〈N〉 =

∫ 1

0

〈N | η〉pξ(η)dη (2.75)
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図 2.64に 〈N̂〉の噴流中心軸上での下流方向変化を示す．横軸には二次元噴流の仮想原点
x0からの距離 x∗ = x − x0をとった．仮想原点は Suら [102]と同様の方法で求め，その結

果，x0/d = 4.3となった．Bilger[99]は，混合分率の輸送方程式から，乱流流束などの項

の影響を無視し，さらに 〈N〉を含む混合分率および速度の統計量の自己保存性を仮定す
ることで二次元噴流の中心軸上の自己保存領域において 〈N〉 ∝ (x∗/d)−2.5を導いている．

また，Petersらは [108]，〈N〉の減衰を乱流エネルギの散逸の減衰と関連付け，〈N〉が 〈ξ〉
の二乗と bξの逆数の二乗に比例するとして，二次元噴流の中心軸上の自己保存領域にお

いて 〈N〉 ∝ (x∗/d)−3を導いている．図 2.64には，混合分率の平均値および変動 rms値の

y方向分布に自己相似性が成り立つことが確認できた x/d > 20での 〈N〉の分布に対して，
最小二乗法により求めた直線が示されており 〈N〉 ∝ (x∗/d)−2.9となった．この減衰指数は

Bilgerにより求められた理論値−2.5よりやや小さく，Petersにより求められた−3に近い

値となった．Suら [102]により二次元噴流の中心軸上で計測されたスカラ散逸率の減衰の

指数は−1.4であり−2.5や−3よりも大きい値となっている．Bilgerは Suらにより−1.4

という値が得られた原因として，計測の空間分解能 [99]が十分に小さくなかったことを挙

げている．また，Suら [103]は軸対称噴流中で計測された 〈N〉の減衰の指数を，Bilger[99]

と同様の方法で軸対称噴流に対して得られる減衰の指数と比較し，計測された 〈N〉の減
衰の指数がBilgerにより得られた値と異なることを示している．そして，計測の空間分解

能が 〈N〉の計測を行う上で十分に小さいことを確認した後，この減衰指数の相違が 〈N〉
の自己相似性が流れ場の中で成り立っていなかったことにより生じたと考察している．本

研究においても同様に，〈N〉に対する自己相似性の仮定が実際の流れ場で成り立っていな
かった可能性があり，これが実験結果から求めた 〈N〉の減衰指数と Bilgerにより求めら

れた値の違いを生んだと考えることができる．

本研究では 〈N | η〉を求めるため式 (2.55)を用いた．式 (2.55)はモデル方程式であり，

いくつかの仮定の下で成り立つ式である [33]．しかしながら，式 (2.55)を用いた CMC法

による噴流火炎の数値計算が過去に多くなされており，その数値計算により得られた条件

付平均濃度が実験値とよく一致することが多くの研究例で確認されている [109][110]．液相

乱流中ではBatchelorスケールが気相と比較して小さくなるため，スカラ散逸率Nを直接

計測することが難しい．本研究では，計測結果が測定装置の空間分解能に依存し難い化学

種の条件付平均濃度や条件付平均速度の計測結果を用いて，式 (2.55)より条件付スカラ散

逸率 〈N̂ | η〉を求めた．この方法により，〈N̂〉 ∝ (x∗/d)−2.9が得られ，その減衰の指数が

Petersら [108]により予測されている値−3に近い値となったことから，この方法により条

件付スカラ散逸率 〈N̂ | η〉が正しく求められたと言える．



第 2章　液相二次元噴流中で生じる化学反応に関する実験的研究 95

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(η�<ξ>)/ξrms

<u|η>ξrms/<uξ' >

  x/d = 40
       y/bξ

 0
0.5
1.0

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(η�<ξ>)/ξrms

<u|η>ξrms/<uξ' >
y/bξ = 0
       x/d

10
14
20
40

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

(η�<ξ>)/ξrms

<u|η>ξrms/<uξ' >

  x/d = 10
       y/bξ

 0
0.5
1.0

(a) ���������	
��
 (b) �����
��
 (x/d = 10)

(c) �����
��
 (x/d = 40)

図 2.55 流れ方向速度の条件付平均値
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図 2.61 噴流中心上における ∂Q̂R/∂x̂の分布
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図 2.63 噴流中心上における条件付スカラ散逸率の分布
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2.7 結言

本章では, 二次元噴流中で生じる二次の化学反応 (A + B → R)の特性を明らかにする

ことを目的として実験を行った．反応物質Aは噴流溶液中に，反応物質 Bは周囲流体中

に含まれる物質である．実験では，吸光光度法に基づく濃度測定用光ファイバプローブと

速度測定用 I型熱膜プローブを組み合わせた複合プローブを用いることで，反応性物質濃

度と流れ方向速度の同時測定を行った．得られた主な結論を以下にまとめる．

• 反応物質Aおよび反応物質Bの乱流流束に対する化学反応の影響は，噴流出口付近

と噴流の十分下流や外縁部付近では特性が異なる．噴流出口付近の中心線上付近で

は無反応の場合と比較して，化学反応の影響により物質Aの物質流束は正に大きく

なり，物質Bの物質流束は 0に近づく．逆に十分下流や外縁部では無反応の場合と

比べて，化学反応の影響により物質Aの物質流束は 0に近づき，物質Bの物質流束

は負に大きくなる．また，反応による生成物質Rの物質流束は噴流出口付近では負

の値となるが，噴流の下流や外縁部付近では正の値となる．

• 反応物質A，Bの濃度変動と速度変動のコスペクトルについて無反応極限との差は

乱れの強い周波数域で大きくなる．また，この周波数域において，生成物質Rのコ

スペクトルは噴流の下流域や外縁部に近づくにつれて大きく変化する．このように，

乱れの強い周波数域で，化学反応は反応性物質の乱流物質フラックスに対して大き

な影響を与える．

• 噴流中に含ませた反応物質Aの場合，流れ方向の乱流拡散係数DtAは無反応の場合

よりも小さくなる．主流中に含ませた反応物質Bの場合，物質Bの平均濃度が下流

に行くにつれて減少する領域で乱流拡散係数DtBは負の値をとり，逆こう配拡散現

象が生じる．乱流拡散係数は化学反応によって大きく変化し，こうした乱流拡散係

数の変化に対応して，乱流 Schmidt数も同様に変化する．乱流拡散係数あるいは乱

流 Schmidt数を一定と仮定した場合，こう配拡散モデルにより求められる反応性物

質の乱流物質流束には大きな誤差が含まれることが予想される．

• 反応物質A，Bの濃度相関の y方向分布 (y: 噴流広がり方向) は噴流上流域の噴流中

心から外れた位置や噴流下流域の噴流中心で極小値をとる．反応物質A，Bの濃度

相関は，噴流上流域の外縁付近では化学反応により負に大きくなり，他の位置では

化学反応によりその大きさが小さくなる．また，噴流上流域の外縁付近での濃度相

関の変化は，反応物質A, Bの初期濃度比と化学量論となる濃度比との違いによる濃

度相関の変化が大きくなることにより生じる．また，瞬間反応極限での濃度から求

めた濃度相関は位置によらず無反応の場合の濃度相関よりも大きさが小さくなる．
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• Toorのモデルは 〈γAγB〉の大きさを実験値よりも小さく見積もる．化学反応による
〈γAγB〉の変化が小さい位置では 3Eモデルにより実験値に近い値が得られるが，化

学反応による 〈γAγB〉の変化が大きくなるにつれて，3Eモデルと実験値の差が大き

くなる．

• 反応性物質の条件付平均濃度Qα (α = A, B, R) は無反応極限と瞬間反応極限での濃

度の間に分布し，噴流上流域では無反応極限の濃度に近い値を持つが，噴流下流に

向かうにつれて反応が進行し瞬間反応極限の濃度に近づく．噴流中心付近では，条

件付平均反応速度が最大となる混合分率に対してQRが最大となり，さらにこのと

きQA/ΓA0 = QB/ΓB0となる．噴流下流域におけるQαは，y方向の位置によらずほ

ぼ同一の分布となる．しかし，噴流上流域の噴流中心に近い位置では，噴流中心か

ら離れるにつれてQA, QBは減少し，QRは増加する．また，噴流上流の噴流外縁付

近では，Qαは y方向位置によらずほぼ同一の分布となる．

• 反応性物質の条件付濃度変動の分散および共分散Gαβ (α, β = A, B, R) の大きさは

α, βによらず等しくなる．噴流上流域において，G
1/2
αβ は噴流外縁部に向かうにつれ

て大きくなるが，噴流下流域では噴流外縁部に向かうにつれてG
1/2
αβ は小さくなる．

また，G
1/2
αβ は量論混合となる混合分率 ξSに近い η，あるいは ξSよりやや小さい ηに

対してピーク値を持つ分布となる．

• 化学反応による物質 Rの生成速度項の条件付平均値 〈ŜR | η〉を実験により計測し，
CMC法で一般的に用いられているモデルである反応物質の条件付平均濃度の積か

ら得られる条件付平均反応速度の値と比較した．その結果，本研究の流れ場，反応

場において，条件付平均反応速度項が反応物質の条件付平均濃度の積を用いて精度

良く近似されることが示された．噴流上流域の噴流外縁付近において，〈ŜR | η〉は
y方向位置によらずほぼ同一となる．しかし，噴流上流域の噴流中心付近では，噴

流中心から離れるにつれて 〈ŜR | η〉は減少した．x/d = 40では 〈ŜR | η〉の値は y方

向に僅かに変化するものの，x/d = 10での値と比較して非常に小さい値となる．

• 二次元噴流の中心軸上において 〈ŜR | η〉 = DaβQ̂Rにより定義される β(x, η)が ηに

よらずほぼ一定となることが確かめられた．二次反応 A + B → Rでは，条件付平

均反応速度 〈ŜR | η〉は混合分率の条件 ηと生成物質の条件付平均濃度 Q̂Rの関数と

して表すことができる．〈ŜR | η〉，ηおよび Q̂Rの関係式に対して，βが ηによらな

いことを考慮することで，実験により計測した Q̂Rと ηの関係を表す近似式が得ら

れることが確認できた．

• 実験結果より求めた条件付統計量を用いて，CMC方程式から条件付スカラ散逸率

〈N̂ | η〉を算出した．〈N̂ | η〉は下流に行くにつれて小さくなるとともに，その分布
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形状に大きな変化が見られた．〈N̂ | η〉は，噴流上流域では一つの極大値を持つ分布
となるが，下流に行くにつれて小さくなるとともに二つの極大値を持つ分布となる．

さらに，CMC方程式より求めた条件付スカラ散逸率と混合分率の確率密度関数よ

り，スカラ散逸率の平均値 〈N̂〉を求めた．二次元噴流の中心軸上において，〈N̂〉は
〈N̂〉 ∝ (x∗/d)−2.9に従って変化することが確認できた．この減衰の指数は Petersら
[108]により得られている 〈N̂〉 ∝ (x∗/d)−3に近い値であり，本研究で用いた方法によ

り条件付スカラ散逸率が正しく見積もられていたことを示唆している．本研究では，

計測結果が測定装置の空間分解能に依存し難い反応性物質の濃度や速度の条件付統

計量を用いて条件付スカラ散逸率を算出した．そのため，従来計測が困難であった

液相乱流中のスカラ散逸率を求めることができた．
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第3章

反応性二次元噴流の直接数値計算

3.1 緒言

化学反応を伴う流れ場の問題を解明するための最も合理的な方法は，流れ場の支配方程

式と反応性スカラの輸送方程式を連立させて解く直接数値計算 (DNS)法を用いた数値計

算である．DNSでは瞬時場の物理量の時間・空間的な分布を高い精度で得ることができ

る．本章では二次反応A + B → Pを伴う二次元噴流のDNSを行い，流れ場・反応場の可

視化や統計量の算出により噴流中で生じる化学反応について調査した．化学反応定数を変

化させて数値計算を行うことで，反応速度定数の違いが噴流中の化学反応場に与える影響

について考察した．

3.2 計算対象

本章で計算対象とする流れ場の概略図を図 3.1に示す．反応物質 Bを含む周囲流中に，

反応物質Aを含む流体を幅 dのスリットから噴出する．噴流中で二つの反応物質が混合

することにより二次の不可逆反応A + B → Pが進行し，反応生成物質Pが生成する．こ

こで，反応性物質の濃度が十分に小さく，各反応性物質は流れ場に影響を与えないものと

する．噴流出口中心を座標系の原点とし，流れ方向に x軸を，二次元噴流の広がり方向に

y軸を，スパン方向に z軸をとる．速度場 Uiおよび濃度場 Γαの支配方程式は連続の式，

Navier–Stokes方程式，反応性物質A, B, Pの瞬時濃度の輸送方程式であり，流れ場の非

圧縮性を仮定すると次式のように表すことができる．

∂Uj

∂xj

= 0 (3.1)

∂Ui

∂t
+

∂UjUi

∂xj

= −∂P

∂xi

+ ν
∂2Ui

∂xj∂xj

(3.2)

∂Γα

∂t
+

∂UjΓα

∂xj

= D
∂2Γα

∂xj∂xj

+ Sα (3.3)



第 3章　反応性二次元噴流の直接数値計算 107

ここで，α = A, B, Pであり，各物質の分子拡散係数は等しくDとした．また，Sαは化学

反応による物質 αの生成速度であり，二次反応A + B → Pでは次式により表される．

SP = −SA = −SB = kΓAΓB (3.4)

ここで kは反応速度定数である．本研究では，反応物質A, Bに対する式 (3.3)を解く代わ

りに，次式で定義される混合分率 ξの輸送方程式を解いた．

ξ =
ΓA − ΓB + ΓB0

ΓA0 + ΓB0

(3.5)

ΓA0, ΓB0は物質A, Bの初期濃度であり，第二章の実験と同様にΓA0 = 2ΓB0とした．化学

量論となる混合分率 ξSは次式で定義される．

ξS =
ΓB0

ΓA0 + ΓB0

(3.6)

ΓA0 = 2ΓB0のとき，ξS = 0.333となる．ξの輸送方程式は反応物質A, Bに対する式 (3.3)

より得られ，以下のようになる．

∂ξ

∂t
+

∂Ujξ

∂xj

= D
∂2ξ

∂xj∂xj

(3.7)

式 (3.7)と生成物質 Pの瞬時濃度 ΓPに対する式 (3.3)を解いたのち，反応物質A, Bの瞬

時濃度を反応性物質の質量保存則を表す次式より求めた．

ΓA = ξΓA0 − ΓP (3.8)

ΓB = (1 − ξ)ΓB0 − ΓP (3.9)

本研究では，Reynolds数Re = UJd/νを 2,200，Schmidt数 Sc = ν/Dを 1とした．ここ

で，UJは噴流出口内の断面平均流速である．噴流出口内の境界条件は，第二章で用いた

二次元噴流の実験装置で計測された噴流出口近傍 (x/d = 0.5) の流れ方向平均流速Uinと

流れ方向速度の変動 rms値 urmsの y方向分布を参考に決定した．図 3.2に計測されたUin,

urmsの y方向分布を示す．図中には数値計算で境界条件の設定に用いた平均流速 Uinと

x, y, z方向の速度変動 rms値 urms, vrms, wrms が実線，破線，一点鎖線により示されており，

それぞれ以下の式で与えられる．

Uin(y)

UJ

=
5∑

n=0

An

(y

d

)2n

(3.10)

urms(y)

UJ

=
5∑

n=0

Bu,n

∣∣∣y
d

∣∣∣n ,
vrms(y)

UJ

=
5∑

n=0

Bv,n

∣∣∣y
d

∣∣∣n ,
wrms(y)

UJ

=
5∑

n=0

Bw,n

∣∣∣y
d

∣∣∣n (3.11)

上式の係数 An, Bu,n, Bv,n, Bw,n を表 3.1にまとめて示す．vrms, wrms の分布は平行平板

間乱流中の速度変動 rms値の分布を参考に決定した．噴流出口の境界における速度が式
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(3.10), (3.11)を満たすように境界条件を設定した．x = 0での周囲流の流れ方向平均流速

をUM = 0.056UJとした．流れ場の時間スケールの化学反応の時間スケールに対する比を

表すDamköhler数Da = k(ΓA0 + ΓB0)d/UJが 0.1, 1, 10となる三つの化学反応に対して

DNSを行った．ここで，Damköhler数の違いは反応速度定数の違いを意味する．なお，本

研究では，UJ, dおよび次式で定義される ΓP0で無次元化された支配方程式を解くことで

数値計算を行った．
ΓA

ΓA0

+
ΓB

ΓB0

+
ΓP

ΓP0

= 1 (3.12)

3.3 計算手法

連続の式と Navier–Stokes方程式の連立に部分段階法を用いた．y 方向の粘性項には

Crank–Nicolson法を，その他の項には三次精度低記憶容量Runge–Kutta法を時間進行に

用いた [111]．x, z方向の空間の離散化に四次精度中心差分を，y方向の空間の離散化には

二次精度中心差分を用いた．Poisson方程式は共役こう配法により解いた．計算領域は

Lx = 13.5πd, Ly = 13.0πd, Lz = 2.6πdとした．計算格子にスタガード格子を用い，x, y, z

の各方向の格子数をNx = 700, Ny = 430, Nz = 74とした．x, z方向には等間隔格子を用い

た．また，y方向には噴流中心付近で格子間隔が小さくなるように離散点位置を設定した．

流入境界において，式 (3.11)を満たす一様乱数により生成した速度変動を平均流速に付

加することにより境界条件を設定した．また，流出部境界には粘性対流流出条件 [112]を用

いた．これは移流速度 UC を用いて以下のように与えられる．

∂Ui

∂t
+ UC

∂Ui

∂x
= ν

∂2Ui

∂y2
+ ν

∂2Ui

∂z2
(3.13)

∂Γα

∂t
+ UC

∂Γα

∂x
= D

∂2Γα

∂y2
+ D

∂2Γα

∂z2
(3.14)

移流速度 UC には各時間ステップにおける境界での x方向速度 U のスパン方向 (z)平均

値を与えた．y = ±Ly/2の x–z平面の境界では ∂Ui/∂y = 0を用いて境界条件を設定し

た．境界上での反応性物質の濃度は噴流出口内で ΓA = ΓA0, ΓB = ΓP = 0，周囲流体中で

ΓB = ΓB0, ΓA = ΓP = 0とした．このとき，式 (3.5)より，噴流出口内で ξ = 1，周囲流体

中で ξ = 0となる．
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図 3.1 計算対象の概略図
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図 3.2 噴流出口における速度統計量
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表 3.1 式 (3.10), (3.11)の係数An, Bu,n, Bv,n, Bw,n

n 0 1 2 3 4 5

An 1.30E+00 -9.23E+00 -8.57E+00 -1.21E+02 3.46E+02 0

Bu,n 4.67E-02 5.47E-02 -1.37E+00 1.04E+01 -1.66E+01 0

Bv,n 3.51E-02 -1.56E-02 5.19E-01 -1.25E+00 0 0

Bw,n 3.51E-02 -3.55E-03 1.93E-01 -1.19E+00 7.36E+00 -1.27E+01
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3.4 反応場の可視化

図 3.3にそれぞれ，Da = 0.1, 1, 10での生成物質の瞬時濃度 ΓP/ΓP0の分布を示す．式

(3.8), (3.9)より ΓP0 = ΓA0ΓB0/(ΓA0 + ΓB0)となる．各図の赤色は ΓP/ΓP0 = 1，青色は

ΓP/ΓP0 = 0を表す．図 3.3に示した生成物質 Pの分布より，Daが増加するにつれて ΓP

が増加することがわかる．噴流ノズル付近において生成物質 Pは噴流と周囲流体の境界

付近にのみ見られるが，噴流下流域の生成物質 Pは噴流内部に広く分布している．噴流

下流域へ向かうにつれてΓPの分布が変化する過程として，以下の二つが考えられる．(1)

噴流ノズル近傍の噴流と周囲流体の境界で生成した物質が噴流の発達とともに噴流内部

へ拡散する．(2) 噴流が発達し周囲流体と噴流が十分に混合した下流域で化学反応が進行

する．

図 3.4 (a), (b), (c)にそれぞれDa = 0.1, 1, 10の化学反応による物質 Pの生成速度を示

す．図中の生成速度は ΓP0, UJ, dで無次元化されており，ŜP = DaΓ̂AΓ̂Bにより表される．

ここで，Γ̂α = Γα/Γα0である．図 3.4の赤色は ŜP ≥ 0.02，青色は ŜP = 0を表す．反応速

度が速いDa = 10の場合 ŜPは最大で ŜP ≈ 1.2，また，Da = 1の場合であっても ŜPは

最大で ŜP ≈ 0.2となり，図 3.4の表示範囲を大きく超えることに注意されたい．図 3.4で

はDaの違いによる反応が生じる位置の変化を調べるため 0 ≤ ŜP ≤ 0.02の範囲で ŜPを

表示した．図 3.4 (a)のDa = 0.1の場合，噴流と周囲流体の境界付近のみならず，噴流内

部でも反応が生じることがわかる．したがって，Da = 0.1の ΓPの噴流下流域での分布

は，(2) 噴流が発達し周囲流体と噴流が十分に混合した下流域で化学反応が進行すること

によって形成されると考えられる．一方，Da = 10の場合，噴流と周囲流体の境界領域で

反応が生じていることがわかる．したがって，図 3.3(c)の生成物質Pの分布は，噴流と周

囲流体の境界上で生成した物質が噴流内部へと拡散していくことで形成されたと考える

ことができる．
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図 3.3 生成物質の瞬時濃度 (青色: ΓP/ΓP0 = 0, 赤色: ΓP/ΓP0 = 1)
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図 3.4 反応速度の瞬時値 (青色: ŜP = 0, 赤色: ŜP ≥ 0.02)
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3.5 流れ場・無反応物質拡散場の統計的性質

3.5.1 平均速度・平均混合分率

図 3.5に流れ方向速度 U と x = 0での周囲流平均流速 UMの差の平均値 〈U〉 − UMの噴

流中心における下流方向変化を示す．二次元噴流の自己保存領域において，噴流中心での

流れ方向平均流速の逆数の二乗は xに比例して増加することが知られている．図中には

(〈U〉−UM)−2の分布も示されており，本研究で行ったDNSの結果においても(〈U〉−UM)−2 ∝
x/dとなることが確認できる．また，図中のプロットは第二章で用いた実験装置で計測さ

れた結果を表している．DNSにより得られた結果が実験による測定結果と同様の分布を

示していることがわかる．

図 3.6に 〈U〉 − UMの x/d = 10, 20, 30における y方向分布を示す．図中の 〈U〉 − UMは

噴流中心上での値 〈U〉C −UMで無次元化されている．また，図中の横軸は 〈U〉 −UMの y

方向分布の半値幅 bU で無次元化されている．図 3.6より，x/d = 10, 20, 30の各断面の平

均流速分布には自己相似性が確認できる．

図 3.7に平均混合分率の 〈ξ〉の噴流中心における下流方向変化を示す．図中には第二章
で用いた実験装置で計測された平均混合分率がともに示されている．第二章の実験にお

いて混合分率に対する Schmidt数は約 600である．一方，DNSでは Schmidt数を 1とし

て計算した．平均速度同様に二次元噴流の自己保存領域において，噴流中心での平均混合

分率の逆数の二乗は xに比例して増加する．図中の 〈ξ〉−2の分布より，本研究のDNSの

結果においても 〈ξ〉−2 ∝ x/dとなることが確認できる．また，DNSにより実験と同様の

平均混合分率の分布が得られていることがわかる．分子拡散による濃度変化はScの違い

による影響を受ける．Sc ¿ 1の場合を除くと，分子拡散による混合分率の拡散は積分ス

ケールなどの大きいスケールではなく小さいスケールで生じる．分子拡散が生じるスケー

ルと比較して混合分率の平均値の分布が変化するスケールが大きい場合，混合分率の平均

値の分布は分子拡散ではなく流れによる混合分率の輸送によって決まるため，Scの違い

によらず平均混合分率の分布が同様の分布となったと考えられる．

図 3.8に混合分率の平均値 〈ξ〉の x/d = 10, 20, 30における y方向分布を示す．〈ξ〉は噴
流中心上での値 〈ξ〉Cで正規化されている．また，図中の横軸は 〈ξ〉の y方向分布の半値幅

bξで無次元化されている．図 3.8より，〈ξ〉の分布に自己相似性が成り立っていることが
わかる．

図 3.9に 〈U〉 − UM，〈ξ〉の y方向分布の半値幅 bU , bξの下流方向変化を示す．図中には

第二章で用いた実験装置で計測された bU および bξがともに示されている．二次元噴流の

自己保存領域において，bU , bξは x/dに比例して下流方向に増加する．図 3.9より，DNS

により得られた bU , bξが x/dに対して直線的に変化していることがわかる．また，拡散物

質の Schmidt数が異なるものの，DNSにより得られた bU , bξは実験値とほぼ一致してい
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ることが確認できる．
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図 3.7 平均混合分率の噴流中心上での下流方向変化
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3.6 反応性物質拡散場の統計的性質

3.6.1 平均濃度

図 3.10に反応性物質の平均濃度 〈Γα〉 (α = A, B, P) の噴流中心上での分布を示す．こ

こで，〈∗〉は変数*のアンサンブル平均 (本研究で対象とした流れ場は統計的に定常である

ため，時間平均と同等である)を表す．図 3.10中の 〈Γα〉は Γα0で無次元化されている．

図 3.10(a), (b)には化学反応が生じない場合の物質 A, Bの平均濃度がともに示されてい

る．反応物質 A，Bの場合，化学反応により濃度が減少するため，反応物質の平均濃度

〈ΓA〉, 〈ΓB〉は無反応の場合と比較して小さくなる．また，Daが大きくなるにつれて，無

反応の場合の平均濃度からの減少量が大きくなっている．

周囲流体に含まれる物質 Bは噴流が発達するとともに噴流内部に取り込まれる．した

がって，図 3.10(b)のように，噴流中心付近では無反応の場合の 〈ΓB〉は下流に行くにつれ
て増加する．しかし，化学反応により ΓBが減少するため，噴流が周囲流体を取り込むこ

とによる物質 Bの増加量と反応による減少量の違いによって，反応が生じる場合の 〈ΓB〉
の噴流中心での分布が変化する．図 3.10(b)より，Da = 1の場合，〈ΓB〉は x/d = 5から 9

まで増加し，x/d = 20付近まで減少した後，さらに下流では再び増加することがわかる．

このような 〈ΓB〉の下流方向変化は，第二章の液相二次元噴流中で計測された周囲流体中
の反応物質の平均濃度 (図 2.20(b)参照) においても確認できる．Da = 0.1の場合，噴流

と周囲流体が十分に混合した x/d > 15の領域で反応が緩やかに進行するため，x/d > 15

における 〈ΓB〉は下流方向に単調減少する分布となった．Da = 10の場合，噴流上流域で

は物質Bの多くが噴流と周囲流体の境界付近で反応してしまうため，噴流中心付近の 〈ΓB〉
は 0に近い値となる．さらに下流では，噴流中の反応物質 Aの濃度が小さくなることで

反応速度が小さくなるため，噴流中に巻き込まれた物質 Bが噴流中心付近まで到達する

ようになる．そのため，噴流下流域においてDa = 10の 〈ΓB〉は下流方向に増加する．
図 3.10(c)より，下流に行くにつれて反応が進行し 〈ΓP〉が増加すること，そして，Da

が大きくなるにつれて 〈ΓP〉が大きくなることがわかる．Da = 1, 10の 〈ΓP〉の増加の傾き
は x/d = 10 ∼ 20付近で大きくなっており，この位置で反応が大きく進行していることが

わかる．噴流下流域 (x/d > 30)において，Da = 1, 10の 〈ΓP〉の傾きは非常に小さくなっ
た．噴流下流域では反応物質濃度が小さくなっており，化学反応による物質 Pの生成量

が少なくなる．そして，噴流の広がりとともに生成した物質 Pが拡散していくため，噴

流下流域では 〈ΓP〉の傾きが小さくなり，さらに下流では負の値となると予想される．
図 3.11, 3.12に x/d = 10, 30における 〈Γα〉の y方向分布を示す．図中の横軸は平均混合

分率の y方向分布の半値幅 bξで無次元化されている．図 3.10と同様に，化学反応により

〈ΓA〉, 〈ΓB〉が小さく，〈ΓP〉が大きくなることがわかる．Da = 10の場合，x/d = 10の噴

流中心付近での 〈ΓB〉は 0に近い値となっており，この位置に周囲流体中の反応物質Bは
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ほとんど存在していないことがわかる．

生成物質Pの場合，x/d = 10において 〈ΓP〉は混合分率の y方向分布の半値幅のやや内

側で最大値をとる分布となるが，x/d = 30での 〈ΓP〉は噴流中心付近で最大値をとる分布
となっている．図 3.11(c)より，x/d = 10において，〈ΓP〉の噴流中心付近での値との最大
値の差は，Daが増加するとともに大きくなることがわかる．反応速度の瞬時値 (図 3.4)

に見られたように，Da = 10の化学反応は主に噴流と周囲流体の境界付近で生じるため，

x/d = 10での 〈ΓP〉の y方向分布は，噴流中心から外れた位置の最大値と噴流中心での値

の差が大きい分布となると考えられる．

3.6.2 平均反応速度

図 3.13に平均反応速度 ŜP = Da〈ΓAΓB〉/(ΓA0ΓB0)の噴流中心上の分布を示す．図より，

噴流中心上においては，x/d = 10付近で ŜPが最大となる分布となることがわかる．ま

た，x/d = 10付近でDa = 1, 10の ŜPはDa = 0.1での値と比較して大きな値となる．噴

流下流域 (x/d > 20)ではDaが大きいほど ŜPが小さくなる傾向が見られる．

図 3.14に平均反応速度 ŜP = Da〈ΓAΓB〉/(ΓA0ΓB0)の x/d = 5, 10, 30の断面での y方向

分布を示す．図 3.14(a)より，噴流出口に近い x/d = 5の位置では，噴流と周囲流体の混

合が十分に進んでおらず化学反応は噴流と周囲流体の境界付近で進行するため，ŜPは噴

流中心付近で小さく，また，|y/bξ| = 1付近で最大となる分布となる．Daが大きくなるに

つれて |y/bξ| = 1付近での最大値が大きくなった．図 3.14(b), (c)に示した x/d = 10, 30

では，Da = 10の反応の ŜPは噴流中心から外れた位置で最大値を取る分布となった．図

3.14(a)に示されているように，Da = 10の場合，噴流上流部の |y/bξ| = 1付近での反応

速度が非常に大きくなる．したがって，噴流中に取り込まれる反応物質 Bのほとんどが

噴流中心付近に到達するまでに反応するため，噴流中心付近で反応物質 Bはほとんど存

在していない．これは図 3.11(b), 3.12(b)に示したDa = 10の反応物質Bの平均濃度分布

からもわかる．Da = 10では反応物質 Bの多くが噴流中に取り込まれる過程で反応する

ため，噴流上流域では噴流中心から外れた位置で平均反応速度が最大となり，噴流中心

では極小値をとる分布となった．Da = 1の場合，x/d = 10, 30において，ŜPの噴流中心

付近での y方向変化が小さくなっている．また，Da = 0.1の場合の ŜPの y方向分布は，

x/d = 10では噴流中心付近でほぼ一定となり，さらに下流の x/d = 30では噴流中心で最

大となる分布となった．Da = 0.1, 1の場合，噴流に取り込まれた周囲流体中の反応物質

Bが噴流中心付近にまで達し，反応が噴流中心付近においても生じるためこのような分布

となると考えられる．
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3.7 結言

本章では化学反応 (A + B → P, A:噴流物質，B:周囲流物質)を伴う二次元噴流の直接

数値計算 (DNS)を行った．DNSはDa = 0.1, 1, 10となる三つの化学反応に対して行われ

た．ここでは，DNSにより得られた主な結果についてまとめる．

DNSにより得られた瞬時の流れ場および反応場を可視化することで以下のことがわ

かった．

• 噴流ノズル付近において生成物質Pは噴流と周囲流体の境界付近のみに存在するが，

噴流下流域の生成物質 Pは噴流内部に全体に分布している．

• Da = 10の場合，噴流と周囲流体の境界付近で反応が活発に生じるが，Da = 0.1の

場合，噴流と周囲流体の境界付近だけでなく噴流内部でも反応が生じる．

また，反応性物質濃度場の統計量について以下のことがわかった．

• 噴流上流域において生成物質 Pの平均濃度の y方向 (噴流広がり方向) 分布は混合

分率の半値幅のやや内側で極大値をとる分布となるが，噴流下流域では生成物質P

の平均濃度の y方向分布は噴流中心付近で最大となる分布となる．また，噴流下流

域では噴流中心付近における生成物質 Pの平均濃度の y方向への変化が小さい．

• 噴流出口に近い位置において，平均反応速度は噴流中心付近で小さく，| y/bξ |= 1

付近で最大となる分布となっており，噴流出口近くでの化学反応は噴流と周囲流体

の境界付近で進行することが確認できた．噴流下流域では，Da = 10の反応の平均

反応速度は噴流中心から外れた位置で最大値を取る分布となる．しかし，Da = 0.1

の場合，噴流下流域における平均反応速度の y方向分布は噴流中心で最大となる．
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第4章

Approximate Deconvolution Model

を用いたLES–PDF法による反応性乱流
の数値計算

4.1 緒言

乱流中で生じる化学反応に対する数値計算手法として，反応項に関するモデルを必要

としない確率密度関数 (PDF) 法が有効であることが知られている．近年，Large Eddy

Simulation (LES) を確率密度関数 (PDF) 法と組み合わせた計算手法についての研究が進

んでいる．LESとPDF法による数値計算は，サブグリッドスケール (Sub Grid Scale, SGS)

応力のモデルとして Smagorinskyモデル [49] (ダイナミック Smagorinskyモデル [50])を，

SGSスカラ流束のモデルとしてこう配拡散モデル [51]を用いた形で発展させられてきた．

一方，LESで用いるモデルとして，Approximate Deconvolution Model (ADM)が Stolzら
[54]によって提案され，様々な流れ場に対して応用が進んでいる [57–64]．Smagorinskyモデ

ルやダイナミック Smagorinskyモデルに見られる渦粘性モデルに起因する欠点はADMを

用いた LESには存在しないことが知られている．また，こう配拡散モデルを用いた LES

によりスカラ拡散場を計算する場合，SGS Schmidt数が拡散物質の分子拡散係数によっ

て変化する可能性がある [51]．そのため，高 Schmidt数の流れ場へのこう配拡散モデルの

適用には注意を要する．一方，ADMを用いたLESでは，モデルの調節をすることなく分

子拡散係数の異なる拡散場を計算できるという利点がある．

こうしたADMの特性を踏まえ，本章ではADMを用いた LESをPDF法と組み合わせ

た反応性乱流の計算手法を提案する．まず，ADMを用いた LES–PDF法について次節で

説明する．次に本計算手法により乱流中で生じる化学反応場を精度よく予測できることを

示すため，第三章でDNSにより計算を行った化学反応を伴う二次元噴流に対して ADM

を用いた LES–PDF法を適用した．ADMを用いた LESではモデルの調節をすることな

く分子拡散係数の異なる拡散場を扱うことが可能であるため，ADMを用いた LES–PDF
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法は高 Schmidt数の反応性物質拡散場の予測に適した手法であると予想される．そこで，

ADMを用いた LES–PDF法を高 Schmidt数の反応性スカラ拡散場に対して適用すること

を試みた．計算対象として，Michiokaら [29]によりLESによる数値計算が，酒井ら [113]や

鈴木ら [114]により確率密度関数法による数値計算が行われている液相スカラ混合層中で生

じる化学反応場を選んだ．酒井らは速度場に対して単純化 Langevinモデルを用いること

で，鈴木らは速度場をランダムフーリエモード法により与えることでPDF法による数値

計算を行っている．これらの数値計算では，数値計算パラメータを設定するため，速度場

および無反応濃度場のKomoriらによる実験結果 [78, 83]を用いている．これに対して本研

究では実験による計測結果をパラメータ設定に用いることなく数値計算を行った．

4.2 Approximate Deconvolution Model (ADM) を用
いたLES–PDF法

4.2.1 Large Eddy Simulation (LES)

非圧縮性流体を仮定すると，連続の式，Navier–Stokes方程式，保存スカラ量 φの輸送

方程式は

∂Uj

∂xj

= 0 (4.1)

∂Ui

∂t
+

∂UjUi

∂xj

= −∂P

∂xi

+ ν
∂2Ui

∂xj∂xj

(4.2)

∂φ

∂t
+

∂Ujφ

∂xj

= D
∂2φ

∂xj∂xj

(4.3)

となる．ここで，Uiは i方向瞬時速度，P は瞬時圧力である．また，νは動粘性係数，D

は φに対する拡散係数である．空間的なフィルタ操作Gを次式のように定義する．

f(x, y, z) ≡ G ∗ f ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
G(x − x′, y − y′, z − z′)f(x′, y′, z′)dx′dy′dz′ (4.4)

式 (4.1), (4.2), (4.3)に対してフィルタGをかけることにより，以下の式が得られる．

∂Uj

∂xj

= 0 (4.5)

∂Ui

∂t
+

∂UjUi

∂xj

= −∂P

∂xi

+ ν
∂2Ui

∂xj∂xj

(4.6)

∂φ

∂t
+

∂Ujφ

∂xj

= D
∂2φ

∂xj∂xj

(4.7)

LESではフィルタGとして空間的なローパスフィルタを用いる．LESでは式 (4.5), (4.6),

(4.7)を有限差分法などにより数値的に解くことで，フィルタをかけられた速度場 Uiと
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スカラ場 φを計算する．その際，式 (4.6)の非線形項 ∂UjUi/∂xj と式 (4.7)の対流輸送項

∂Ujφ/∂xjに対するモデルが必要となる．

4.2.2 Approximate Deconvolution Modelを用いたLESとフィルタ

操作によるLES

Apprpximate Deconvolution Model (ADM) では，フィルタをかける前の速度場Ui，ス

カラ場 φを，フィルタをかけられた変数を用いて近似的に求めることで式 (4.6)の非線形

項と式 (4.7)の対流輸送項をモデル化する．フィルタGに対して次式により定義される逆

フィルタ (Inverse Filter, Deconvolution Filter) G−1を考える．

f ≡ G ∗ f (4.8)

f ≡ G−1 ∗ f (4.9)

フィルタGに対してG−1を求めることができれば，Ui = G−1 ∗ U i，φ = G−1 ∗ φにより

Uiと φを求め，式 (4.6)および (4.7)を閉じることができる．しかし，フィルタGに対し

てG−1が必ずしも存在するとは限らない．また，LESで用いられるローパスフィルタで

は変数の高波数成分をほとんど減衰させるため，ローパスフィルタに対する G−1は変数

の高波数成分を非常に大きく (場合によっては無限に) 増幅させるフィルタとなる．その

ため，G−1の演算は数値的に不安定になることが多い．そこで，G−1を近似するフィルタ

を用いて Uiと φから Uiと φに対する近似値を計算する．

van Cittert deconvolution法 [115]によりG−1 ≈ QN を満たすQN が以下のように求めら

れる．

QN =
N∑

n=0

(I − G)n (4.10)

ここで，Iは恒等演算子である．式 (4.10)より求めたQN より，

Ui ≈ Ũi = QN ∗ Ui (4.11)

φ ≈ φ̃ = QN ∗ φ (4.12)

が得られる．N = 1とすると，Q1 = I + (I −G) = 2I −Gより，Ui ≈ 2U i −G ∗ U iとな

る．これはスケール相似側モデル Ui − U i = U i − G ∗ U iに対応している．ADMを用い

た LESではG−1 ≈ QN を求めるためにN = 3 ∼ 5として式 (4.10)が用いられている [57]．

式 (4.6)の非線形項と式 (4.7)の対流輸送項に Ui ≈ Ũi, φ ≈ φ̃を代入することで，フィ
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ルタをかけられたNavier–Stokes方程式および φの輸送方程式は以下のようになる．

∂U i

∂t
+

∂ŨiŨj

∂xj

+
∂P

∂xi

− ν
∂2U i

∂xj∂xj

= 0 (4.13)

∂φ

∂t
+

∂Ũjφ̃

∂xj

− D
∂2φ

∂xj∂xj

= 0 (4.14)

LESで用いる粗い計算格子ではエネルギを散逸させる散逸領域を計算することができない．

そこで，SGS生じるエネルギの散逸をモデル化するため，Relaxation項−χ(I−QN ∗G)∗U i,

−χ(I −QN ∗G) ∗φを，それぞれ式 (4.13), (4.14)の右辺に加える [57]．したがって，ADM

を用いたLESにおける速度場Uiとスカラ量φの支配方程式は以下のようにまとめられる．

∂U i

∂t
+

∂ŨiŨj

∂xj

+
∂P

∂xi

− ν
∂2U i

∂xj∂xj

= −χ(I − QN ∗ G) ∗ U i (4.15)

∂φ

∂t
+

∂Ũjφ̃

∂xj

− D
∂2φ

∂xj∂xj

= −χ(I − QN ∗ G) ∗ φ (4.16)

ここで，Ũi, φ̃は，QN =
∑N

n=0(I − G)nを用いて式 (4.11), (4.12)により得られる．また，

χは数値計算のパラメータであり，一定値として扱う手法とχに対するダイナミックモデ

ルにより求める計算手法がある [57]．

Mathewら [55]はADMを用いたLESの計算手法からフィルタ操作を用いたLESの計算

手法を導いている．ここではMathewら [55]にしたがってフィルタ操作を用いたLESにつ

いて解説する．

ADMで用いたApproximate Deconvolution フィルタQN により得られる Ũi，φ̃がUi =

Ũi，φ = φ̃を満たすと仮定する．すると，式 (4.2), (4.3)に対してフィルタGをかけるこ

とで，ADMを用いた LESにおける Ui，φの支配方程式が以下のような形で得られる．

G ∗

[
∂Ũi

∂t
+

∂ŨjŨi

∂xj

+
∂P

∂xi

− ν
∂2Ũi

∂xj∂xj

]
= 0 (4.17)

G ∗

[
∂φ̃

∂t
+

∂Ũjφ̃

∂xj

− D
∂2φ̃

∂xj∂xj

]
= 0 (4.18)

これらの方程式の時間積分は以下の三つのステップに分割して行うことができる．

1. Approximate Deconvolutionフィルタ QNをUi，φにかけ, Ũi = QN ∗Ui，φ̃ = QN ∗φ

を得る．

2.次の時間ステップにおける Ũi，φ̃を計算する．

3.フィルタGを Ũi，φ̃にかけ，Ui = G ∗ Ũi，φ = G ∗ φ̃を得る．

Ui = Ũi，φ = φ̃を仮定しているため，ステップ 2において次の時間ステップにおける Ũi，

φ̃は式 (4.1), (4.2), (4.3)より得られる．ステップ 1，3におけるフィルタQN , Gをかける
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操作をまとめることにより，式 (4.17)，(4.18)の時間積分は以下の二つのステップで行う

ことができることが導かれる．

1.式 (4.1), (4.2), (4.3)を用いて次の時間ステップにおける Ũi，φ̃を計算する．.

2. Ũi, φ̃を (QN ∗ G) ∗ Ũi, (QN ∗ G) ∗ φ̃で置き換える.

LESではフィルタGとしてローパスフィルタを用いる．G−1 = QN が成り立つときQN ∗
G = Iとなる．しかし，式 (4.10)により得られるQNは低波数成分に対してのみQN ∗G = I

が成り立つ．その結果，(QN ∗ G)はローパスフィルタGのカットオフ波数より高いカッ

トオフ波数をもつローパスフィルタとなる．LESで用いられるような粗い計算格子では，

乱流エネルギやスカラ変動のエネルギを散逸させる散逸領域を計算することができない．

そのため，時間発展とともに大スケールから小スケールに輸送された乱流エネルギやスカ

ラ変動のエネルギは散逸されることなく蓄積する．Mathewら [55]のフィルタ操作を用い

た計算手法においてローパスフィルタ (QN ∗ G)は，小スケールに蓄積される変動のエネ

ルギのみを選択的に除去する役割を果たしている．時間積分ごとにかけるフィルタとし

て，小スケールに蓄積される乱流エネルギを除去するための任意のローパスフィルタを用

いることができる．また，ローパスフィルタにより高波数域の変動を適切に除去すること

ができれば，時間積分を計算するたびにフィルタをかける必要はない．例えば，Bogeyら
[61]は (QN ∗ G)の代わりに重み付きの移動平均を用いたローパスフィルタを用いており，

時間積分を二回行うごとにローパスフィルタをかけることで軸対称噴流の LESを行って

いる．

4.2.3 ADMを用いたLES–PDF法

ADMを用いた LESを確率密度関数 (PDF) 法と組み合わせることにより反応性スカラ

場を計算する．LESではフィルタをかけられた速度Uiおよび保存スカラ量である混合分率

ξ∗を計算する．ここで，上付き文字 ∗はLESにより計算するスカラ量 (後述するDNS–PDF

法の場合はDNSにより計算するスカラ量)であることを表し，PDF法で計算するスカラ量

と区別するために用いる． スカラ量 φαを成分とするベクトルをΦ = (φ1, ..., φα, ..., φNS
)

とすると，点密度関数 [34] (Fine-Grained Densty) fΦ(Ψ; x, t)は次式により定義される．

fΦ(Ψ; x, t) ≡ δ(Ψ − Φ) ≡
NS∏
α=1

δ(ψα − φα) (4.19)

ここで，Ψ = (ψ1, ..., ψα, ..., ψNS
)はΦに対するサンプル空間変数である．ここでは，スカ

ラ量 φαが次式の輸送方程式に従う場合を考える．

∂φα

∂t
+

∂Ujφα

∂xj

= Dα
∂2φα

∂xj∂xj

+ Sα (4.20)
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ここで，Dαは φαの拡散係数であり，Sαは φαに対する反応項を表している．Pope[39]は

次式により表される fΦ(Ψ; x, t)の輸送方程式を導いている．

∂fΦ

∂t
+ Uj

∂fΦ

∂xj

= − ∂

∂ψα

[
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

fΦ + SαfΦ

]
(4.21)

式 (4.21)を解きfΦ(Ψ; x, t)の時間・空間発展を予測するためには，左辺第一項の対流輸送項

および右辺第一項の分子拡散項をモデル化する必要がある．分子拡散項に対しては後述す

る分子混合モデルを用いる．ADMを用いたLES–PDF法では，対流輸送項をApproximate

Deconvolution フィルタQN を用いて得られる Ũi = QN ∗ Uiによりモデル化する．

Uj
∂fΦ

∂xj

= Ũj
∂fΦ

∂xj

(4.22)

Ũi = QN ∗ Ui (4.23)

上式を用いると，fΦ(Ψ; x, t)の輸送方程式は以下のようになる．

∂fΦ

∂t
+ Ũj

∂fΦ

∂xj

= − ∂

∂ψα

[
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

fΦ + SαfΦ

]
(4.24)

スカラ量Φ = (φ1, ..., φα, ..., φNS
)の確率密度関数 pΦ(Ψ; x, t)は点密度 fΦのアンサンブル

平均として得られ，pΦ = 〈fΦ〉となる．確率密度関数 pΦの輸送方程式は式 (4.24)のアン

サンブル平均を取ることで次式のように得られる．

∂pΦ

∂t
+

∂

∂xi

[
〈Ũi | Ψ〉pΦ

]
= − ∂

∂ψα

[〈
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

| Ψ
〉

pΦ

]
− ∂

∂ψα

[SαpΦ] (4.25)

ここで，〈∗ | Ψ〉は条件Φ = Ψの下で条件付平均をとることを表す．

式 (4.25)を多数の計算粒子を用いたMonte Carlo法により解析する．x, Φの情報を持

つ計算粒子を考え，n番目の計算粒子の状態をx(n), Φ(n)とする．また，計算粒子の数を

NP とし，n = 1 ∼ NP とする．式 (4.24)に対応するx(n), Φ(n)の時間変化は次式により表

される．

∂x(n)

∂t
= Ũ(x(n), t) (4.26)

∂φ
(n)
α

∂t
=

[
Dα

∂2φα

∂xj∂xj

](n)

+ Sα(Φ(n)) (4.27)

Fokker–Planck方程式を用いることで，式 (4.26), (4.27)は式 (4.24)に関連付けられる [48]．

Ũ(x(n), t)は，ADMを用いたLESにより計算した速度場 Ũ(x, t)を計算粒子nの位置x(n)

に補間することで得られる．また，式 (4.27)の右辺第一項は分子拡散の効果を表してお

り，分子混合モデルによってモデル化される．
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次式により表されるスカラ量 φαの輸送方程式は，Approximate Deconvolution フィル

タを用いて対流輸送項をモデル化した式 (4.24)に対応している．

∂φα

∂t
+

∂Ũjφα

∂xj

= Dα
∂2φα

∂xj∂xj

+ Sα (4.28)

これは，瞬時速度を Ũi = QN ∗ Uiで置き換えたスカラ量の輸送方程式を表す．LESな

どで用いる計算格子上に再現できる最も小さい長さスケールは計算格子のナイキスト波

数に対応する長さスケール (LN) となる．ADMではApproximate Deconvolution フィル

タを用いてフィルタをかけた速度場 Uiから瞬時の速度場 Uiを近似的に求める．しかし，

Approximate Deconvolution フィルタを用いたとしても，LN より小さいスケールの速度

場を見積もることはできない．多くの場合，LESにおける LN は速度変動の最小スケー

ルであるKolmogorovスケールより大きい．したがって，式 (4.28)を解くことにより得ら

れるのは，LN より小さいスケールの情報を含まない速度場 Ũiにより輸送される φαの分

布となる．このように，式 (4.22)により対流輸送項をモデル化する場合，LN より小さい

スケールの速度による輸送を考慮することができない．しかし，対流輸送項に対しては，

こうした小さいスケールの速度と比較して，計算格子により再現可能なLN より大きいス

ケールの速度による寄与が十分に大きいため，式 (4.22)により対流輸送項のモデル化が可

能であると考えられる．

4.2.4 分子混合モデル

PDF法では分子拡散項の効果をモデル化するため分子混合モデルを用いる．以下では，

分子混合モデルの例としてCurlモデルと修正Curlモデルについて述べる．

Curlモデル [116]

Curlモデルでは二つの計算粒子の相互作用により分子拡散項を計算する．Curlのモデ

ルを式 (4.27)のような時間微分の形で表すことはできないため，ここでは，以下のように

時間 dtの間に生じる φ
(n)
α の変化 dφ

(n)
α を考える．

dφ(n)
α =

[
dφ(n)

α

]
mix

+ Sα(Φ(n))dt (4.29)

ここで，
[
dφ

(n)
α

]
mix
は分子混合モデルによりモデル化された分子拡散項による φ

(n)
α の変化

である．Curlモデルで分子拡散項のモデル化に用いる計算粒子を n,mとすると，Curlモ

デルにおける
[
dφ

(n)
α

]
mix
および

[
dφ

(m)
α

]
mix
は，以下のように与えられる．[

dφ(n)
α

]
mix

= β
[
〈φα〉(n,m) − φ(n)

α

]
(4.30)[

dφ(m)
α

]
mix

= β
[
〈φα〉(m,n) − φ(m)

α

]
(4.31)
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ここで，〈∗〉(n,m)は計算粒子n,mの平均をとることを表し，〈φα〉(n,m) = (φ
(n)
α +φ

(m)
α )/2であ

る．また，βは確率P = 2dt/τMで 1, 1−P の確率で 0となる [117]．ここで，τMは分子混合

モデルの混合時間スケールである．β = 0のとき分子混合モデルによってφ
(n)
α , φ

(m)
α が変化

せず，β = 1のとき二つの計算粒子のφ
(n)
α , φ

(m)
α は平均値 〈φα〉(n,m)で置き換えられる．分子

混合モデルでは，ベクトル空間Ψにおいて局所的な混合を計算することが望まれる．Curl

モデルにおいて，これはベクトル空間Ψ中で近接する二つの計算粒子n, mを混合させるこ

とで実現できる．Clearyら [118]はCurlモデルをMultiple Mapping Conditioning (MMC)

と組み合わせることで，ベクトル空間Ψにおける局所的な混合をCurlモデルにより実現

する手法を提案している．以下では，MMCとともに用いるCurlモデルをMMC–Curlモ

デルと呼ぶ．MMC–Curlモデルでは，計算粒子 nに対して参照ベクトル空間における最

近接粒子を混合粒子mとして選び，物理空間座標 xと参照変数により構成される参照ベ

クトル空間において局所的な混合を計算する．参照ベクトル空間を構成する参照変数と

して，計算するスカラ量Φと強い相関を持つ物理量が用いられる．多くの場合，参照変

数として混合分率 ξ∗を用い，参照ベクトル空間 (x, ξ∗)で局所的な混合を計算する．ここ

で，∗はDNSやLESなどPDF法とは異なる手法で計算される粒子を表す．反応性スカラ

量は混合分率に強く依存するため，混合分率に対して局所的な混合はベクトル空間Ψに

おいて局所的な混合となる．参照ベクトル空間 (x, ξ∗)における二つの粒子 n,m間の無次

元距離は，xに対して定義される無次元距離と ξ∗に対して定義される無次元距離の重み

付き平均値として次式のように定義される [118]．

d2
(n,m) =

1

1 + λ2

 3∑
i=1

(
x

(n)
i − x

(m)
i

lx

)2

+ λ2

(
ξ̃∗(n) − ξ̃∗(m)

lξ

)2
 (4.32)

ここで，lxは物理空間における代表長さスケール，lξは混合分率を特徴づける値を表す．

また，λは重み付き平均をとる際の重みを表す．λを小さくすると混合は物理空間で局所

的に，λを大きくすると混合は混合分率に対して局所的になる．ADMを用いたLES–PDF

法では，LESにより計算した ξ̃∗ = QN ∗ ξ∗を計算粒子位置に補間することにより式 (4.32)

を計算し，各計算粒子に対して混合の組となる粒子を決める．計算に用いたNP 個の粒子

に対して混合の組となる粒子を決定し，NP 個の各組について式 (4.30), (4.31)を計算する

ことにより分子拡散項の効果をモデル化する．

修正Curlモデル

修正 Curlモデル [119][120]では，式 (4.30), (4.31)おいて βを 0 ≤ β ≤ 1を満たす一様乱

数とし，混合確率 P を以下のように与える．

P =
3dt

τM

(4.33)
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上述した点を除いて，修正CurlモデルではCurlモデルと同様の手法で分子拡散の効果を

モデル化する．
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4.3 ADMを用いたLES–PDF法による化学反応を伴う噴
流の数値計算

4.3.1 化学反応を伴う二次元噴流

本節では，第三章でDNSにより調査した化学反応を伴う二次元噴流とおなじものに対

してADMを用いた LES–PDF法を適用する．そして，LES–PDF法による計算結果を第

三章のDNSの結果と比較することにより，計算手法の有効性について検証する．

本節で計算対象とする流れ場の概略図を図 4.1に示す．第三章では同様の流れ場のDNS

を行った．反応物質 Bを含む周囲流中に，反応物質Aを含む流体を幅 dのノズルから噴

出する．噴流中で二つの反応物質が混合することにより二次の不可逆反応A + B → Pが

進行し，反応生成物質 Pが生成する．ここで，化学反応による発熱を無視し，化学反応

は流れ場に影響を与えないものとする．噴流出口中心を座標系の原点とし，流れ方向に x

軸を，二次元噴流の広がり方向に y軸を，スパン方向に z軸をとる．二次反応A + B → P

による物質 αの生成速度 Sαは次式により表される．

SP = −SA = −SB = kΓAΓB (4.34)

ここで kは反応速度定数である．反応物質 A, Bの初期濃度比を ΓA0 = 2ΓB0とした．各

物質の分子拡散係数が等しいと仮定し，混合分率を ξ = (ΓA − ΓB + ΓB0)/(ΓA0 + ΓB0)

と定義する．したがって，噴流ノズル内で ξ = 1，周囲流体中で ξ = 0となる．このと

き，化学量論となる混合分率 ξSは，ξS = ΓB0/(ΓA0 + ΓB0) = 0.333となる．また，生成

物質 Pの最大濃度は ΓP0 = ΓA0ΓB0/(ΓA0 + ΓB0)である．噴流出口速度と噴流出口幅に基

づくReynolds数Re = UJd/νを 2,200とし，Schmidt数 Sc = ν/Dを 1とした．ここで，

UJは噴流ノズル内の断面平均流速である．第三章のDNSと同様に，式 (3.10), (3.11)を

満たすように噴流出口の速度を設定した．また，x = 0での周囲流の流れ方向平均流速

を UM = 0.056UJとした．化学反応の時間スケールと流れ場の時間スケールの比である

Damköhler数Da = k(ΓA0 + ΓB0)/UJdを 0.1, 1, 10の三つの条件で数値計算を行った．こ

こで，Damköhler数の違いは反応速度定数の違いを意味する．

4.3.2 分子混合モデルの混合時間スケールについて

PDF法では分子混合モデルとしてMMC–Curlモデルを用いた．MMC–Curlモデルで

は，分子混合モデルの混合時間スケール τM を別の手法により見積もる必要がある．混

合分率 ξ の混合の時間スケール τ は，ξ の変動 ξ′ ≡ ξ − 〈ξ〉と混合分率のスカラ散逸率
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N = D(∂ξ′/∂xj)
2を用いて次式により定義される [31]．

τ ≡ 〈ξ′2〉
〈N〉

(4.35)

ここで，〈 〉はアンサンブル平均値を表す．また，ξ′は混合分率の変動を表し，ξ′ = ξ−〈ξ〉
である．分子混合モデルにおける混合の時間スケール τMは，分子混合モデルの計算に用

いる粒子間距離に依存する [121]．多くの場合，τMを混合粒子間の距離の関数として与え

る手法が用いられている．この場合，τMを表す式に現れるモデルパラメータを適切に設

定する必要がある．本研究では，Curlモデルで用いる二つの計算粒子 n,m間の混合の時

間スケール τMを混合分率 ξ∗を用いて以下のように直接与えることを試みた．

τM =
〈ξ′′2〉(n,m)

〈N∗〉(n,m)

(4.36)

ξ′′(n) ≡ ξ∗(n) − 〈ξ∗〉(n,m) (4.37)

ここで，N∗ = D(∂ξ∗/∂xj)
2は ξ∗のスカラ散逸率である．式 (4.36)は，式 (4.35)による混

合時間スケールの定義に用いられる混合分率の分散 〈ξ′2〉を二つの粒子の混合分率の値の分
散 〈ξ′′2〉(n,m)で，スカラ散逸率の平均値 〈N〉を二つの粒子のスカラ散逸率の平均 〈N∗〉(n,m)

で置き換えることにより得られる．式 (4.36)により分子混合モデルの時間スケールを正

しく見積もることができることを確認するため，DNSと PDF法を組み合わせた数値計

算 (以下ではDNS–PDF法と呼ぶ) を行った．DNS–PDF法では速度場 Uiと混合分率 ξ∗

を DNSにより計算し，DNSの計算結果を用いて混合分率 ξを PDF法により計算する．

DNSにより計算された速度場 Uiは計算粒子の位置 x(n)の変化の計算に用いられる．ま

た，DNSにより計算された混合分率 ξ∗は混合のペアとなる粒子の選択 (式 (4.32)) や分子

混合モデルの混合時間スケールの算出 (式 (4.36)) のために用いられる．分子混合モデル

の時間スケール τMは混合粒子間の距離に依存する [48, 122]．そこで，計算に用いる計算粒

子数を変化させて数値計算を行うことで，計算粒子間距離が変化しても式 (4.36)により分

子混合モデルの混合時間スケールを適切に設定できるかどうか確かめる．

ADMを用いたLES–PDF法では，Approximate Deconvoltion フィルタを用いて得られ

る ξ̃∗を計算粒子位置に補間した値を用いて式 (4.36)の 〈ξ′′2〉(n,m)を計算する．フィルタを

かけられたスカラ散逸率N∗ = G ∗ N∗は，フィルタをかけられた混合分率 ξ∗から計算で

きるNLS ≡ D(∂ξ∗/∂xj)
2と SGSスカラ散逸率N∗

SGSの和として以下のように表される．

N∗ = N∗
LS + N∗

SGS = D

(
∂ξ∗

∂xj

)(
∂ξ∗

∂xj

)
+ N∗

SGS (4.38)

Pierceら [123]は SGSスカラ散逸率N∗
SGSが SGSのスカラ変動の生成項と釣り合うことを

仮定して，SGSスカラ散逸率N∗
SGSに対する以下のモデルを提案している．

N∗
SGS = −(Uj − Uj)(ξ∗ − ξ∗)

∂ξ∗

∂xj

(4.39)
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Approximate Deconvoltion フィルタQN を用いると，スカラ散逸率N∗はフィルタをかけ

られた速度および混合分率から以下のように見積もることができる．

N∗ = QN ∗ N∗ = QN ∗
[
D

(
∂ξ∗

∂xj

)(
∂ξ∗

∂xj

)
− (Ũj − Uj)(ξ̃∗ − ξ∗)

∂ξ∗

∂xj

]
(4.40)

ここで，NSGSを計算するために，Ũi = QN ∗ Uiおよび ξ̃∗ = QN ∗ ξ∗が用いられている．

LESにより計算した ξ̃∗，N∗を計算粒子位置に補間した後，式 (4.36)により混合時間ス

ケールを計算した．

4.3.3 計算手法

ADMを用いた LES–PDF法を化学反応を伴う二次元噴流に適用した．ADMを用いた

LESでは，フィルタをかけられた速度場Uiおよび混合分率 ξ∗を計算した．また，PDF法

では混合分率 ξと生成物質濃度 ΓPを計算し，Φ = (ξ, ΓP)とした．そして，混合分率 ξと

生成物質濃度 ΓPより，反応物質A, Bの瞬時濃度を質量保存則を表す次式より算出した．

ΓA = ΓA0ξ − ΓP (4.41)

ΓB = ΓB0(1 − ξ) − ΓP (4.42)

計算領域の大きさを Lx × Ly × Lz = 9.5πd × 7.7πd × 2.6πdとした.

LESでは有限差分法を用いて支配方程式を解いた．x, z方向の空間の離散化には四次

精度中心差分を，y方向の空間の離散化には二次精度中心差分を用いた．ローパスフィル

タGの計算は，Stolzら [57]により提案された格子五点の重み付き平均を x, y, zの各方向

に対してとることで行った．Gの詳細を以下に示す．

fi ≡ G ∗ fi = α−2fi−2 + α−1fi−1 + α0fi + α1fi+1 + α2fi+2 (4.43)

ここで，fiはある離散点位置 iにおける物理量を表す．また，離散点位置 iから n点離れ
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た位置にある離散点までの距離 rnを用いると，係数 αnは以下の式より得られる．

A−1 = (r1 − r2 − r−1)(r1 + r−1) (4.44)

A1 = (r1 − r2 − r−1)(r1 + r−1) (4.45)

A2 = (r1 − r2 − r−1)r2 (4.46)

B−1 = r2
1 − r2r1 (4.47)

B1 = −(r−1r2 + r2
−1) (4.48)

B2 = r−1r1 (4.49)

C−1 = 2r2
−2 + 2r−2r2 (4.50)

C1 = −2r2
−2 − 2r−2r2 (4.51)

C2 = 2(r1r−2 + r2
−2 − r−1r−2) (4.52)

α−2 =
−r3

2
B2

A2
− r3

1
B1

A1
+ r3

−1
B−1

A−1

r3
2

C2

A2
+ r3

1
C1

A1
− r3

−1
C−1

A−1
− 2r3

−2

(4.53)

α−1 =
B−1 + C−1α−2

2A−1

(4.54)

α1 =
B1 + C1α−2

2A1

(4.55)

α2 =
B2 + C2α−2

2A2

(4.56)

α0 = 1 − α−2 − α−1 − α1 − α2 (4.57)

また，式 (4.10)において，N = 5として Approximate Deconvolution フィルタQN を計

算した．LESのモデルにはMathewらのフィルタ操作を用いた手法 [55]を用い，本研究で

は時間積分を三回計算する度にフィルタ (QN ∗ G)を変数に掛けることで LESを行った．

連続の式とNavier–Stokes方程式の連立には部分段階法を用いた．時間進行には y方向の

粘性項にCrank–Nicolson法を，その他の項に三次精度Runge–Kutta法を用いた．また，

Poisson方程式は共役こう配法により解いた．境界条件には第三章と同じものを用いた．

噴流出口内の速度は一様乱数により生成した速度変動を平均流速に付加することで，式

(3.10), (3.11)を満たすように設定した．

LES–PDF法による数値計算は，LESに用いる格子数を Run1:Nx × Ny × Nz = 348 ×
214 × 50, Run2:Nx × Ny × Nz = 188 × 185 × 32とした二つの計算条件に対して行った．

また，混合時間スケールに対する式 (4.36)の有効性を確認するために行ったDNS–PDF法

による数値計算では，DNSで用いる計算格子数をNx × Ny × Nz = 454 × 250 × 74とし，

第三章と同様の計算手法によりDNSを行った．各数値計算において x, z方向には等間隔

格子を，y方向には噴流中心付近で格子間隔が狭くなるような不等間隔格子を用いた．各

計算条件での計算格子数と噴流中心における計算格子間隔を表 4.1にまとめて示す．
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表 4.1 LESおよびDNSの計算条件
Number of grid points Size of grids at y = 0

Nx × Ny × Nz δx × δy × δz

LES–PDF (Run1) 348 × 214 × 50 0.086d × 0.054d × 0.16d

LES–PDF (Run2) 188 × 185 × 32 0.16d × 0.063d × 0.25d

DNS–PDF 454 × 250 × 74 0.066d × 0.046d × 0.11d

表 4.2 PDF法の計算粒子数
NP ρP δP (Nx × Ny × Nz)/NP

LES–PDF (Run1) 77, 760 13.2/d3 0.262d 47.9

LES–PDF (Run2) 77, 760 13.2/d3 0.262d 14.3

DNS–PDF 38, 880 6.59/d3 0.330d 216.0

(Test for Eq. (4.36)) 77, 760 13.2/d3 0.262d 108.0

311, 040 52.7/d3 0.165d 27.0

LESやDNSで計算した変数の計算粒子位置への補間には線形補間を用いた．式 (4.27)

の時間進行には部分段階法 [34]を用い，以下のように分子拡散項と化学反応項を順に計算

した．

φ
(n)
αM(t) = φ(n)

α (t) +
[
dφ(n)

α

]
mix

(4.58)

φ(n)
α (t + dt) = φ

(n)
αM(t) + Sα(Φ

(n)
M )dt (4.59)

ここで，
[
dφ

(n)
α

]
mix
は分子混合モデルによってモデル化された分子拡散項の効果を表す．

下付き文字Mは分子拡散項の時間進行後の値を意味する．分子拡散項はMMC–Curlモデ

ルにより計算した．Geら [124]と同様に，Curlモデルの混合粒子の組の選択には λ = 1,

lx = d, lξ = 1とした式 (4.32)を用いた．DNS–PDF法を用いて行った混合時間スケール

に対する式 (4.36)の検証では，数値計算に用いる計算粒子数NP をNP = 38, 880, 77, 760,

311, 040とした．LES–PDF法による数値計算は 77, 760個の計算粒子を用いて行った．

PDF法による統計量の計算は，流れ場を x, y方向に 80 × 100の領域に分割し，各小領

域内の計算粒子のアンサンブル平均を取ることで行った．各計算条件での粒子の数密度

ρP = NP /(Lx × Ly × Lz)，最近接粒子間の平均距離 δP = (4πρP/3)−1/3，計算粒子一つが

占めるLESあるいはDNSで用いた計算格子数 (Nx ×Ny ×Nz)/NP をまとめて表 4.2に示

す．各計算条件において，NP が計算格子数よりも少なくなっており，PDF法による数値

計算が Sparse-Laglangian Simulationにより行われていることがわかる．

計算粒子の境界条件を以下のように設定した．x = 0の断面および y = ±Ly/2の断面を
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流入境界，x = Lxの断面を流出境界とし，流入境界あるいは流出境界から計算領域を出た

計算粒子を流入境界上に再配置した．このとき，境界上に配置される計算粒子の数が境界

面法線方向の瞬時流量に比例するように粒子の配置位置を決定することで，計算粒子の局

所的な数密度を統計的に一定に保った．実際の計算では以下のような手順で計算粒子の配

置位置を決定した．図 4.2に流入境界にある LES (DNS) の計算格子の概略図を示す．図

4.2には例として y-z平面の流入境界を示してある．UB(i, j, k)は境界法線方向の速度であ

り，(i, j, k)は流入境界上 (本研究の場合，x = 0の断面および y = ±Ly/2の断面)に存在

するLES (DNS) の格子点位置を表す．まず，LES (DNS) で計算した速度場から流入境界

面上における境界面法線方向の流量Qin(i, j, k) (図 4.2ではQin(i, j, k) = UB(i, j, k)dydz)

を計算する．ここでは，計算領域内に流れ込む場合をQin(i, j, k) > 0, 計算領域から流れ

出す場合を Qin(i, j, k) < 0と定義する．流入境界上の計算格子 (i, j, k)の中 (図 4.2では

dy × dzの大きさを持つ長方形領域) に計算粒子が配置される確率 Pin(i, j, k)を次式のよ

うに与えた．

Pin(i, j, k) =
Q′

in(i, j, k)∑
i,j,k

Q′
in(i, j, k)

(4.60)

Q′
in =

{
Qin (Qin ≥ 0)

0 (Qin < 0)
(4.61)

上式より計算した確率Pinに従って，計算粒子を配置する流入境界上の格子点位置 (i, j, k)

を決定した後，計算粒子を配置する位置を計算格子 (i, j, k)の中 (図 4.2では dy × dzの大

きさの長方形領域内) から乱数を用いて不規則に選んだ．噴流ノズルに配置される計算粒

子には ξ(n) = 1, Γ
(n)
P = 0を，周囲流体中に配置される計算粒子には ξ(n) = 0, Γ

(n)
P = 0を

与えた．また，計算粒子の z方向の境界条件として周期境界条件を用いた．
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図 4.1 計算対象とした化学反応を伴う二次元噴流
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図 4.2 粒子の流入境界上の計算格子の概略図
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4.3.4 DNS–PDF法による混合分率の計算結果

混合時間スケールに対する式 (4.36)の有効性について検証するため，数値計算に用いる

計算粒子数NP をNP = 38, 880, 77, 760, 311, 040として行ったDNS–PDF法により得ら

れた混合分率 (PDF法により計算した混合分率) の統計量を第三章のDNSの結果と比較

する．この数値計算では DNSにより得られた速度場 Uiを用いて計算粒子の位置 x(n)の

変化を計算する．また，DNSにより計算した混合分率 ξ∗を，式 (4.32)による混合粒子の

選択や式 (4.36)による分子混合モデルの混合時間スケールの計算に用いた．分子混合モ

デルの時間スケールは混合粒子間の距離に依存する [48,122]するため，計算に用いる計算粒

子数を変化させて数値計算を行うことで，計算粒子間距離よらず式 (4.36)により分子混合

モデルの混合時間スケールを正しく見積もることができるかどうかについて調べた．

図 4.3に平均混合分率 〈ξ〉の y方向分布を示す．また，図 4.4に平均混合分率 〈ξ〉の y方

向分布の半値幅 bξの下流方向変化を示す．各図には計算粒子数NP を変化させて行った

DNS–PDF法による計算結果と第三章のDNSの結果が比較して示されている．図 4.3, 4.4

より，DNS–PDF法により得られた平均混合分率の広がりが第三章のDNSの結果とよく

一致しており，その分布が計算粒子数NP よって変化しないことがわかる．

図 4.5(a), (b)に式 (4.36)より求めた混合時間スケールの平均値 〈τM〉の x/d = 10, 25に

おける y方向分布を示す．図中の横軸は平均混合分率 〈ξ〉の y方向分布の半値幅 bξで無次

元化されている．また，図 4.5(a), (b)には噴流出口における平均流速UJおよび噴流出口

幅 dで無次元化された時間スケールが示されている．計算粒子数NP の増加とともに最近

接粒子との平均距離 δPが減少することで，混合する粒子間の距離 δMが減少する．また，

混合を特徴づける長さスケールの減少とともに分子混合モデルの混合時間スケールが減少

することが報告されている [48, 122]．式 (4.36)により計算した混合時間スケールの平均値に

も，NP の増加 (δPや δMの減少)とともに 〈τM〉が減少する傾向が見られる．PDF法によ

り得られるスカラ量の変動 rms値などの高次統計量は分子混合モデルの混合時間スケー

ルの影響を強く受ける [125]．以下では，DNS–PDF法により得られた混合分率の変動 rms

値，歪み度，平坦度を第三章のDNSの結果と比較する．

図 4.6に混合分率の変動 rms値 ξrmsの x/d = 10, 25における y方向分布を示す．図 4.6

よりDNS–PDF法により得られた ξrmsが計算粒子数NP によらず第三章のDNSの結果と

よく一致していることが確認できる．図 4.7に混合分率の歪み度 〈ξ′3〉/〈ξ′2〉3/2の x/d = 25

における y方向分布を示す．ここで，ξ′ ≡ ξ−〈ξ〉である．混合分率の歪み度は噴流の中心
付近で負の値を取り，噴流外側に行くにつれて増加する．また，噴流外縁付近では間欠性

のため歪み度が大きい値となる．第三章のDNSと同様の歪み度の分布がDNS–PDF法に

より得られており，その分布はNP によらずほぼ同一となった．図 4.8に混合分率の平坦

度 〈ξ′4〉/〈ξ′2〉2の x/d = 25における y方向分布を示す．混合分率の確率密度関数がGauss
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分布で表される場合，その平坦度は 〈ξ′4〉/〈ξ′2〉2 = 3となる．〈ξ′4〉/〈ξ′2〉2の値は噴流の中
心付近でGauss分布の値より大きく， y/bξ = 1付近でGauss分布の値より小さくなる．

また，さら外縁に向うにつれて間欠性により平坦度が大きい値となる．同様の平坦度の分

布が噴流に対して行われた実験においても確認できる [126]．DNS–PDF法によりDNSと

同様の平坦度の分布が得られており，平坦度の分布がNP によらずほぼ同一となっている

ことがわかる．

以上のように，式 (4.36)を用いることにより，計算粒子数NP に依存する混合粒子間の

距離によらず分子混合モデルの混合時間スケールを正しく設定することができることが

確認できた．

4.3.5 ADMを用いたLES–PDF法による反応性二次元噴流の計算結果

LESによる流れ場・混合分率の計算結果

LES–PDF法で用いたLES (Run1, 2) により得られた流れ場・混合分率の統計量を第三

章のDNSの結果と比較する．LESにより計算した流れ方向平均速度 〈U〉および平均混合
分率 〈ξ∗〉の x/d = 10, 15, 25における y方向分布を図 4.9に示す．図中では，細かい計算

格子を用いたRun1，粗い計算格子を用いたRun2，第三章のDNSによる結果が比較して

示されている．DNSの結果と比較して，粗い計算格子を用いたRun2では，噴流中心付近

の 〈ξ∗〉を小さく，噴流の外縁付近の 〈ξ∗〉を大きくなる傾向がある．しかし，DNSとほぼ

同様の 〈U〉と 〈ξ∗〉の y方向分布がRun1, 2のLESにより得られていることが確認できる．

図 4.10には，LESにより (x/d, y/d) = (20, 0)の位置で得られた流れ方向速度変動 u′ ≡
U −〈U〉と混合分率の変動 ξ∗

′ ≡ ξ∗ −〈ξ∗〉のパワースペクトルEuu, Eξξが，DNSにより得

られたスペクトルと比較して示されている．図 4.10の横軸の周波数 f は噴流出口幅 dと

噴流出口での平均流速UJで無次元化されている．LESにより得られた速度変動および混

合分率の変動のパワースペクトルは，DNSにより得られたパワースペクトルと比較して

小スケールに相当する高周波成分が小さくなっていることが確認できる．また，大スケー

ルに相当する低周波数域ではLESにより得られたスペクトルがDNSにより得られたスペ

クトルとほぼ一致しており，Run1, 2のLESにより大スケールの変動を正しく計算できて

いることがわかる．

PDF法による反応性物質拡散場の可視化

LES–PDF法では計算粒子を可視化することにより瞬時の流れ場を可視化することがで

きる．図 4.11(a)に混合分率 ξ(n)を表す色をつけて可視化された計算粒子を，図 4.11(b)に

生成物質濃度Γ
(n)
P を表す色をつけて可視化された計算粒子を示す．図 4.11(a), (b)にはと
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もにRun1の LES–PDF法により得られた結果が示されている．図 4.11(a)に示されてい

るように，噴流出口より ξ(n) = 1として流れ出た計算粒子が，周囲流中の ξ(n) = 0となっ

ている計算粒子と混合することで ξ(n)の値を変化させながら拡散する．また，図 4.11(b)

より，噴流出口近傍では噴流流体と周囲流体の境界領域付近にのみ生成物質が存在する

ことがわかる．そして，下流に向かうにつれて噴流が発達し，生成物質が噴流内部全体に

広く分布するようになる．第三章の DNSにより得られた生成物質の瞬時濃度分布にも，

LES–PDF法により得られた図 4.11(b)と同様の傾向が見られる．

混合分率および反応性物質濃度の平均値および変動 rms値

以下では LES–PDF法の PDF法により得られた統計量を DNSにより得られた結果と

比較する．図 4.12(a), (b)に混合分率の平均値 〈ξ〉と変動 rms値 ξrmsの x/d = 10, 15, 25

における y方向分布を示す．図 4.12では，Run1, Run2の LES–PDF法の結果が第三章

のDNSの結果とともに示されている．図 4.12(b)において，横軸は平均混合分率の y方

向分布の半値幅 bξで無次元化されている．図 4.12(a)より，LES–PDF法により得られた

〈ξ〉の分布はRun1, Run2ともにDNSの結果とよく一致していることがわかる．また，図

4.12(b)より，LESで細かい計算格子を用いたRun1により得られた ξrmsがDNSの結果と

よく一致していることが確認できる．一方，Run2の場合，噴流中の ξrmsをDNSより小

さく見積もっているものの，LES–PDF法によりDNSに近い分布が得られている．以上

より，ADMを用いた LES–PDF法により噴流中の混合分率の統計量を予測することが可

能であることがわかる．

図 4.13(a), (b)に生成物質 Pの平均濃度 〈ΓP〉の x/d = 10, 25における y方向分布を示

す．図中にはDa = 0.1, 1, 10 に対する結果が示されている．また，各図において，Run1,

Run2の LES–PDF法の結果が第三章のDNSの結果とともに示されている．Daの増加は

反応速度定数の増加と関連しているため，Daの増加とともに生成物質の平均濃度も増加

する．図 4.13(a)に示した x/d = 10では，〈ΓP〉の y方向分布は y/bξ = ±0.7付近でピーク

値を持つ．一方，図 4.13(b)に示した x/d = 25では，噴流中心近傍において 〈ΓP〉はほぼ
一定となり，y方向への変化が小さいことがわかる．x/d = 10において，Da = 10の場

合，LES–PDF法により得られた 〈ΓP〉がDNSの結果よりやや小さくなった．Daが大き

く反応が速いとき，反応は分子混合律速となる．そのため，Daが大きい場合，PDF法に

より得られる反応性物質の濃度統計量は分子混合モデルの特性の影響を大きく受けると考

えられる．Da = 10の場合の生成物質の平均濃度分布に，LES–PDF法とDNSの間の違

いが見られたのは，LES–PDF法では分子拡散項に対して分子混合モデルを用いているこ

とが原因であると考えられ，分子混合モデルの改良によりDaが大きい反応場の予測精度

が改善されると予想される．Da = 10の場合の 〈ΓP〉の x/d = 10における y方向分布を除
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くと，LES–PDF法により得られた 〈ΓP〉がDNSの結果とほぼ一致している．以上のよう

に，Daが大きいときには LES–PDF法による結果とDNSの結果に差が見られるものの，

生成物質の平均濃度分布をRun1, 2の LES–PDF法により予測できることがわかる．

図 4.14(a), (b)に生成物質 Pの濃度変動 rms値 γrmsPの x/d = 10, 25における y方向

分布を示す．γrmsPの y方向分布は噴流中心から外れた位置でピーク値を持つ．また，Da

が大きくなるにつれて γrmsPの値が大きくなる．図 4.14(a), (b)より，Run1の LES–PDF

法により γrmsPの分布を精度よく予測できることがわかる．LESに粗い計算格子を用いた

Run2の LES–PDF法では，x/d = 25における γrmsPのピーク値を小さく見積もっている

ものの，γrmsPの分布はDNSの結果に近い分布となった．

図 4.15に反応物質 Aの平均濃度 〈ΓA〉の x/d = 10, 25における y方向分布を示す．ま

た，図 4.16には，反応物質Bの平均濃度 〈ΓB〉の x/d = 10, 25における y方向分布を示し

た．各図において，Run1の LES–PDF法により得られた結果が第三章の DNSの結果と

比較されている．反応物質 A, Bの平均濃度は化学反応により減少し，その減少量はDa

が大きくなるにつれて大きくなる．図 4.15, 4.16より，LES–PDF法により，こうした化

学反応による反応物質の平均濃度の変化を精度よく予測できることがわかる．

以上のように，LES–PDF法により得られた反応性物質の平均濃度や濃度変動 rms値を

第三章のDNSの結果と比較した結果，本研究で提案したADMを用いた LES–PDF法に

よりこれらの統計量を精度よく予測できることが確認された．

平均反応速度と濃度相関

ΓP0, UJ, dで無次元化された生成物質の濃度ΓPの化学反応による生成項は ŜP = DaΓ̂AΓ̂B

と表される．ここで，Γ̂α ≡ Γα/Γα0である．平均反応速度 〈ŜP〉は反応物質の平均濃度積
と濃度相関を用いて次式のように表される．

〈ŜP〉 = Da〈Γ̂A〉〈Γ̂B〉 + Da〈γ̂Aγ̂B〉 (4.62)

ここで，̂γα ≡ Γ̂α−〈Γ̂α〉である．Reynolds平均した反応性物質の濃度の輸送方程式を解く

ためには式 (4.62)の 〈γ̂Aγ̂B〉に対するモデルが必要となる．図 4.17にDa = 0.1, 1, 10の化

学反応に対して得られた平均反応速度 〈ŜP〉の x/d = 10における y方向分布を，式 (4.62)

の右辺各項の分布とともに示す．図中にはRun1のLES–PDF法による計算結果を第三章

のDNSの結果を比較して示してある．図 4.17の横軸には平均混合分率の y方向分布の半

値幅 bξで無次元化した y方向位置をとった．図よりLES–PDF法により計算した式 (4.62)

の平均濃度積と濃度相関項がDNSの結果とよく一致していることがわかる．このように，

LES–PDF法を用いることで，平均反応速度に対する濃度相関項の影響を正確に見積もる

ことができる．LESを用いて速度場および反応場の両方を計算するためにはフィルタを

かけられた反応速度に対するモデルが必要となるが，LES–PDF法では PDF法により反



第 4章　Approximate Deconvolution Modelを用いた LES–PDF法による反応性乱流の
数値計算 147

応項を扱うため化学反応速度に関連するモデルを必要としない．そのため，ADMを用い

たLES–PDF法は平均反応速度分布や，化学反応速度に対する濃度相関項の影響を高い精

度で予測できる有効な計算手法と言える．
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図 4.5 式 (4.36)より計算した混合時間スケールの平均値の y方向分布 (DNS–PDF法)
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図 4.6 混合分率の変動 rms値の y方向分布 (DNS–PDF法)
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図 4.9 LESにより計算した流れ方向平均速度と平均混合分率の y方向分布
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図 4.10 (x/d, y/d) = (20, 0)における速度変動と混合分率の変動のパワースペクトル
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図 4.11 LES–PDF法により得られた混合分率および生成物質濃度の分布
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図 4.12 混合分率の平均値および変動 rms値の y方向分布
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図 4.13 生成物質の平均濃度の y方向分布
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図 4.16 反応物質Bの平均濃度の y方向分布
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4.4 ADMを用いたLES–PDF法による化学反応を伴う液
相スカラ混合層の数値計算

4.4.1 化学反応を伴う液相スカラ混合層

本節では，高Schmidt数反応性スカラ拡散場にADMを用いたLES–PDF法を適用し，計

算手法の高 Schmidt数スカラ拡散場に対する有効性について検証する．計算対象として過

去にLES[29]や確率密度関数法 [113][114]による数値計算が行われている化学反応A+B → P

を伴う液相格子乱流中のスカラ混合層を選択した．計算対象とする流れ場および反応場

の概略図を図 4.18に示す．同様の流れ場がKomoriら [78,83]の実験で用いられている．幅

d = 0.002 mの角柱により構成される乱流格子 (格子間隔M = 0.02 m) の上流ではスプ

リッタプレートにより反応物質Aを含む溶液と反応物質Bを含む溶液が分離され，それぞ

れ速度U0 = 0.25 m/sで x方向に流されている．そして，乱流格子下流でスカラ混合層が

形成され，化学反応A+B → Pにより物質Pが生成する．格子間隔M ,平均流速U0に基づ

く格子Reynolds数はReM = U0M/ν = 5, 000，拡散物質の Schmidt数は Sc = ν/D ≈ 600

である．座標軸の原点を乱流格子の中心にとり，流れ方向を x軸，スカラ混合層の広がり

方向を y軸，スパン方向を z軸とした．混合分率 ξは反応物質A, Bの瞬時濃度 ΓA, ΓBを

用いて ξ = (ΓA − ΓB + ΓB0)/(ΓA0 + ΓB0)と定義される．ここで，ΓA0, ΓB0は物質A, Bの

初期濃度である．このとき，化学量論となる混合分率は ξS = ΓB0/(ΓA0 + ΓB0)となる．ま

た，生成物質の最大濃度は ΓP0 = ΓA0ΓB0/(ΓA0 + ΓB0)となる．化学反応A + B → Pによ

る各物質の濃度変化率は，SP = −SA = −SB = kΓAΓBにより表される．ここで，kは化

学反応の反応速度定数である．ΓP0,M, U0で無次元化された化学反応による生成物質の濃

度変化率は，ŜP = DaΓ̂AΓ̂Bとなる．ここで，Γ̂α = Γα/Γα0であり，Damköhler数Daは

Da = k(ΓA0 + ΓB0)M/U0により定義される．Komoriら [78, 83]の実験では反応速度定数 k

の異なる二種類の化学反応 (k = 108 m3/(mol·s), k = 0.047 m3/(mol·s)) に対して実験が
行われている．それぞれの化学反応に対する実験条件と各パラメータを表 4.3にまとめて

示す．

4.4.2 計算手法

上述した流れ場・反応場をADMを用いたLES–PDF法により計算した．Stolzら [57]に

より提案された格子五点の重み付き平均を x, y, zの各方向に対してとることでローパス

フィルタGの計算を行った．LESではローパスフィルタ Gをかけた流れ場 Uiおよび混

合分率 ξ∗の輸送方程式をMathewらのフィルタ操作を用いた手法 [55]により数値的に解い

た．ローパスフィルタ (QN ∗ G)をかける頻度の計算結果に対する影響を確認するため，

フィルタ (QN ∗ G)をかける計算ステップの間隔NSTをNST = 10, 15, 18と変化させて数
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値計算を行った．Deconvolutionフィルタ QN の計算にはN = 5とした式 (4.10)を用い

た．連続の式とNavier–Stokes方程式の連立に部分段階法を用いた．時間進行には三次精

度 Runge–Kutta法を用い，x方向の空間の離散化に二次精度中心差分を，y, z方向の空

間の離散化には四次精度中心差分を用いた．Poisson方程式の求解には，Poisson方程式

を y, z方向にフーリエ変換した後，x方向に対角行列解法を用いた．

x, y, zの各方向の計算領域の大きさを，Lx = 24.5M，Ly = Lx = 4M とした．乱流格

子位置を x = 0とし，流入境界を x = −4M の位置に設定した．また，x, y, zの各方向の

計算格子数をNx = 640，Ny = Nz = 128とし，y, z方向に等間隔格子を，x方向には流

入境界から乱流格子に近づくにつれて計算格子間隔が小さくなるような不等間隔格子を

用いた．速度場の境界条件として流出境界では対流流出条件を用い，流入境界では速度ベ

クトルの x方向成分をU = U0, yおよび z方向成分をそれぞれ V = 0, W = 0とした．ま

た，速度場の y, z方向境界の境界条件として周期境界条件を用いた．混合分率の流入境

界条件を y > 0で ξ∗ = 0，y < 0で ξ∗ = 1とし，y = −2M の y方向境界面では ξ∗ = 1，

y = 2Mの y方向境界面では ξ∗ = 0とすることでスカラ混合層の計算を行った．また，混

合分率の z方向の境界条件に周期境界条件を，流出境界では対流流出境界条件を用いた．

過去に行われている格子乱流のDNS[127,128]と同様に，乱流格子の設定には埋め込み境界

法を用いた．

LESによる計算結果の計算粒子位置への補間には線形補間を用いた．式 (4.27)の分子

拡散項に対して修正 Curlモデルを用いた．式 (4.27)の時間進行には部分段階法 [34]を用

い，以下のように分子拡散項と化学反応項を順に計算した．

φ
(n)
αM(t) = φ(n)

α (t) +
[
dφ(n)

α

]
mix

(4.63)

φ(n)
α (t + dt) = φ

(n)
αM(t) + Sα(Φ

(n)
M )dt (4.64)

ここで，下付き文字Mは分子拡散項の時間進行後の値を，
[
dφ

(n)
α

]
mix
は分子混合モデルに

よりモデル化された微小時間 dtの間に生じる分子拡散項による φ
(n)
α の変化を表す．計算

粒子 nと混合する計算粒子mとして物理空間で最も近い計算粒子を選んだ．分子混合モ

デルの時間スケールを以下の式により与えた．

τM = Cτ

〈ξ̃′′2〉(n,m)

〈N∗
LS〉(n,m)

(4.65)

ξ̃′′(n) ≡ ξ̃∗(n) − 〈ξ̃∗〉(n,m) (4.66)

ここで，N∗
LS = D∇ξ∗ · ∇ξ∗であり，各反応性物質の拡散係数を等しくDとした．LESに

より計算したN∗
LSおよび ξ̃∗を各計算粒子位置に補間し τMを計算した．Cτ は数値計算の

パラメータである．Cτ は必ずしも一定値となるとは限らず位置や時間の関数とも成り得

るが，本研究ではPDF法により得られる無反応物質の濃度変動 rms値がLESの結果と一

致するようにCτ = 1.6の一定値した．
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Da = 0.751の反応場の計算では，PDF法により混合分率 ξ = (ΓA−ΓB+ΓB0)/(ΓA0+ΓB0)

および生成物質濃度 ΓPを計算し，Φ = (ξ, ΓP)とした．そして，反応物質 A, Bの濃度

を質量保存則から導かれる ΓA = ΓA0ξ − ΓPおよび ΓB = ΓB0(1 − ξ) − ΓPより求めた．

Da = O(108)の反応場の計算ではPDF法により混合分率 ξを計算し，k → ∞に対して次
式のように得られる瞬間反応極限での濃度 [69]を用いて反応性物質濃度を算出した．

lim
k→∞

ΓA = (ΓA0 + ΓB0)(ξ − ξS)H(ξ − ξS) (4.67a)

lim
k→∞

ΓB = (ΓA0 + ΓB0)(ξS − ξ)H(ξS − ξ) (4.67b)

lim
k→∞

ΓP =

{
ΓA0ξ (ξ < ξS)

ΓB0(1 − ξ) (ξ ≥ ξS)
(4.67c)

ここで，H(z)は Heavisideの単位ステップ関数であり，z < 0で H(z) = 0，z ≥ 0で

H(z) = 1である．また，k → 0に対して次式のように得られる無反応極限での濃度 [69]を

用いて無反応の場合の各物質の濃度を計算した．

lim
k→0

ΓA = ξΓA0 (4.68a)

lim
k→0

ΓB = (1 − ξ)ΓB0 (4.68b)

lim
k→0

ΓP = 0 (4.68c)

PDF法で用いる計算粒子の数を 82, 000個とした．初期位置として計算粒子を計算領域に

一様に分布させた．x = −4M の断面を流入境界，x = 20.5M の断面を流出境界とし，流

出境界から計算領域を出た計算粒子を流入境界上に不規則に再配置した．乱流格子より上

流域であるx < 0に位置する計算粒子のうち，y < 0にある計算粒子には ξ(n) = 1, Γ
(n)
P = 0

を，y > 0にある計算粒子には ξ(n) = 0, Γ
(n)
P = 0を与えた．y, z方向の計算粒子の位置の

境界条件に周期境界条件を用いた．このうち，y方向境界を通過し y < 0に配置される計

算粒子には ξ(n) = 1, Γ
(n)
P = 0を，y方向境界を通過し y > 0に配置される計算粒子には

ξ(n) = 0, Γ
(n)
P = 0を与えた．また，z方向には計算粒子の持つスカラ量についても周期境

界条件を課した．計算粒子が乱流格子内部に入り込んだ場合には計算粒子を yあるいは z

方向に移動させ，乱流格子外のLES計算格子から計算粒子に最も近い計算格子を選び，そ

の計算格子の中心に計算粒子を配置した．PDF法による統計量の計算は，流れ場を x, y

方向に 100 × 130の領域に分割し，各小領域内の計算粒子を用いて行った．
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表 4.3 Komoriらにより反応性スカラ混合層に対して行われた実験条件 [78, 83]

Reaction rate constant ΓA0 ΓB0 ΓP0 ξS Da

k = 108 m3/(mol·s) : 100 mol/m3 100 mol/m3 50 mol/m3 0.5 O(108)

k = 0.047 m3/(mol·s) : 10 mol/m3 10 mol/m3 5 mol/m3 0.5 0.751

Reactant A
ΓA = ΓA0

Reactant B
ΓB = ΓB0 y

x

Chemical Reaction 

A + B → P

Turbulence gridM

図 4.18 計算対象とした化学反応を伴う液相スカラ混合層
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4.4.3 LES–PDF法による化学反応を伴う液相スカラ混合層の計算結果

LESによる流れ場・混合分率の計算結果

図 4.19にフィルタ (QN ∗G)をかけるステップ間隔NSTをNST = 15としたLESから得

られた x, y, z各方向の速度変動強度 〈u′2〉, 〈v′2〉, 〈w′2〉の下流方向変化を，NST = 10, 18と

した LESから得られた 〈u′2〉とKomoriらの測定値とともに示す．ここで，〈 〉は時間平
均値を意味する．LESでは変動速度 u′

iをUi ≈ Ũi = QN ∗ Uiを用いて次式より計算した．

u′
i = Ũi − 〈Ũi〉 (4.69)

図より 〈u′2〉はNSTの値によってほとんど変化せず，10 ≤ NST ≤ 18の範囲で計算結果が

フィルタをかける頻度によらないことがわかる．また，LESにより得られた速度変動強度

の下流方向変化がKomoriらによる測定値とよく一致しており，本研究で用いた計算手法

により格子乱流中の速度場を正しく計算できていることがわかる．以下では，NST = 15

として得られた LES–PDF法の計算結果を示す．

図 4.20に平均混合分率 〈ξ∗〉の x/M = 6, 12における y方向分布を示す．また，図 4.21

にスカラ混合層の幅 δの下流方向変化を示す．本節では混合層の幅 δを 〈ξ∗〉 = 0.25とな

る位置から 〈ξ∗〉 = 0.75となる位置までの距離の二倍により定義した．各図には実験によ

る測定値がともに示されている．図 4.20，4.21より，LESにより平均混合分率の分布や

スカラ混合層の広がりを正確に計算できていることがわかる．

変数 f の SGSの変動 (f − f)を無視すると，平均値 〈 f 〉からの f の変動はフィルタを

かけた変数 f を用いて (f − 〈f〉)により計算できる．Michiokaら [29]は，SGSの変動を無

視した場合，液相スカラ混合層中の濃度変動 rms値が小さく見積もられることを指摘し

ており，Schmidt数に合わせて相関係数を適切に設定したスケール相似則モデルを用いて

SGSの変動を見積もることで濃度変動 rms値を LESの計算結果から算出する手法を提案

している．一方，ADMを用いた LESでは，f ≈ f̃ = QN ∗ f から得られる変数 f の変動

f ′ = f̃ − 〈f̃〉を用いることで SGSの変動を考慮することができる．Deconvoltionフィル

タQN を求めるためにN = 0とした式 (4.10)を用いた場合，f ′は SGSの変動を無視した

変動 f − 〈f〉に等しくなる．また，N = 1とするとQ1 = I + (I − G) = 2I − Gとなり，

SGSの変動は次式のように計算される．

f − f ≈ QN ∗ f − f = f − G ∗ f (4.70)

これは，Michiokaら [29]が SGSの変動を見積もるために用いているスケール相似則モデル

と対応している．本研究のLESではN = 5としてDeconvolutionフィルタQNを計算して

いる．図 4.22に混合分率の変動 rms値 ξrmsのスカラ混合層の中心における下流方向変化を

実験値と比較して示す．図中には，SGSの変動を無視して得られる混合分率の変動 ξ∗−〈ξ∗〉
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から計算した ξrmsと，DeconvoltionフィルタQN を用いることで得られる混合分率の変動

ξ′ = ξ̃∗ − 〈ξ̃∗〉から計算した ξrmsがともに示されている．図 4.22より SGSの変動を無視

した場合には ξrmsが小さく見積もられることがわかる．これに対してDeconvoltionフィ

ルタQN を用いて計算した ξrmsは実験値とよく一致している．このように，Deconvoltion

フィルタQN を用いて SGSの変動を見積もることで，高 Schmidt数の流れ場におけるス

カラ量の変動 rms値を正確に計算できることがわかる．

図 4.23に混合分率の y方向乱流流束 〈v′ξ′〉の x/M = 6, 12における y方向分布を示す．

スカラ混合層中の 〈v′ξ′〉の大きさは Schmidt数によって大きく変化する [127,129]．LESに

より得られた 〈v′ξ′〉が実験値とよく一致していることから，ADMを用いた LESにより高

Schmidt数の物質拡散場を正しく計算できていることがわかる．

LES–PDF法による反応性物質の濃度統計量の計算結果

図 4.24に，PDF法により計算した混合分率 ξと LESにより計算した混合分率 ξ∗のそ

れぞれから得られた混合分率の変動 rms値 ξrmsの x/M = 6, 12における y方向分布を示

す．PDF法により計算するスカラ量の変動は分子混合モデルによりモデル化される分子

拡散項の効果で減衰する．その減衰の強さは分子混合モデルの時間スケール τMの影響を

強く受けるため，PDF法により得られる ξrmsの分布は τMの計算手法に依存する．図 4.24

より，PDF法により得られた ξrmsの分布が LESにより得られた分布とよく一致してい

ることがわかる．式 (4.65)のCτ は必ずしも一定値となるとは限らず，位置や時間の関数

とも成り得る．しかし，本研究で対象とした流れ場ではCτ を位置などによらない一定値

(Cτ = 1.6)とした式 (4.65), (4.66)により τMを正しく見積もることができることがわかる．

以下ではLES–PDF法により得られた反応性物質の濃度統計量をKomoriらの実験値と

比較する．図 4.25に反応物質Aと生成物質Pの平均濃度 〈ΓA〉/ΓA0, 〈ΓP〉/ΓP0のスカラ混

合層の中心における下流方向変化を示す．図 4.25(a)より下流に行くにつれて反応が進行

するとともに，反応物質Aの平均濃度が減少していくことがわかる．また，図 4.25(b)に

示したように，生成物質の平均濃度は下流に行くにつれて増加し，その大きさはDaの増

加とともに大きくなる．図 4.25より LES–PDF法により実験結果と同様の平均濃度の変

化が得られることがわかる．

図 4.26に x/M = 6, 12, 20における反応物質Aの平均濃度 〈ΓA〉/ΓA0の y方向分布を示

す．図中の横軸は混合層の幅 δで無次元化されている．また，図中にはDa = O(108)の

化学反応に対する計測結果と無反応の場合の計測結果がともに示されている．各図にお

いて LES–PDF法により得られた 〈ΓA〉は実験値と良好に一致している．Da = 0.751の

〈ΓA〉は無反応の場合の 〈ΓA〉とDa = O(108)の 〈ΓA〉の間に分布し，下流に行くにつれて
Da = O(108)の 〈ΓA〉に近づく傾向が見られる．図 4.25，4.26より，LES–PDF法により
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Da = 0.752とDa = O(108)の化学反応に対する反応性物質の平均濃度を正確に計算でき

ることがわかる．

図 4.27に x/M = 6, 12, 20における反応物質 Aの濃度分散 〈γ2
A〉/Γ 2

A0 の y 方向分布を

示す．ここで，γA ≡ ΓA − 〈ΓA〉である．図中の横軸は混合層の幅 δで無次元化されてお

り，Da = O(108)の化学反応に対する計測結果と無反応の場合の計測結果がともに示され

ている．無反応の場合，〈γ2
A〉/Γ 2

A0はスカラ混合層の中心に対して対称な分布となる．各

図より，LES–PDF法により得られた無反応の場合の 〈γ2
A〉が実験値とよく一致している

ことがわかる．化学反応が生じることにより y < 0の領域で 〈γ2
A〉が大きく，y > 0の領

域で 〈γ2
A〉が小さくなる．また，〈γ2

A〉の化学反応による変化は下流に行くにつれて大きく
なっている．LES–PDF法により得られた 〈γ2

A〉にも同様の傾向が見られる．図 4.27(a)に

示した x/M = 6において，LES–PDF法は y > 0でのDa = O(108)の化学反応による

〈γ2
A〉の変化を小さく見積もっているものの，図 4.27(b), (c)に示した x/M = 12, 20の位

置ではDa = O(108)の 〈γ2
A〉を LES–PDF法により正確に計算できていることがわかる．

LES–PDF法により得られたDa = 0.751の 〈γ2
A〉は無反応の場合の 〈γ2

A〉とDa = O(108)

の 〈γ2
A〉の間に分布している．また，x/M = 6では，Da = 0.751の 〈γ2

A〉は無反応の場合
の 〈γ2

A〉に近い値となるが，下流に行くにつれてDa = O(108)の 〈γ2
A〉に近づく傾向が見ら

れる．

図 4.28に x/M = 6, 12, 20における反応物質Aの y方向乱流流束 〈vγA〉の y方向分布を

示す．ここで，v ≡ V − 〈V 〉であり，PDF法の計算粒子位置に補間された速度から計算

した．図中の横軸は混合層の幅 δで無次元化されており，Da = O(108)の化学反応に対

する計測結果と無反応の場合の計測結果がともに示されている．〈γ2
A〉と同様に，〈vγA〉は

化学反応が生じることにより y < 0の領域では大きく，y > 0の領域では小さくなる．ま

た，化学反応による 〈vγA〉の変化は下流に行くにつれて大きくなる．LES–PDF法により

得られた 〈vγA〉の化学反応による変化には，Komoriらの実験結果と同様の傾向が見られ

る．図 4.28(a)に示した x/M = 6では，反応の有無によらず LES–PDF法により得られ

た 〈vγA〉は実験値より小さい値となっている．図 4.28(b), (c)に示した x/M = 12, 20では

LES–PDF法により得られた無反応およびDa = O(108)の 〈vγA〉は実験値とよく一致し
ており，化学反応による 〈vγA〉の変化を正確に計算できている．Da = 0.751の 〈vγA〉は，
無反応の場合の 〈vγA〉とDa = O(108)の 〈vγA〉の間に分布し，x/M = 20の y < 0では

Da = O(108)の 〈vγA〉に近い値となった．
図 4.29(a), (b)に反応物質 A, Bの濃度変動の相関係数 CAB = 〈γAγB〉/(〈γ2

A〉1/2〈γ2
B〉1/2)

および混合度 IS = 〈γAγB〉/(〈ΓA〉〈ΓB〉)のスカラ混合層の中心における下流方向変化を示
す．無反応の場合には ΓA = ΓA0ξ，ΓB = ΓB0(1 − ξ)となるためCAB = −1となり，化学

反応が生じることで CABは大きくなる．図 4.29(a)より CABの分布を LES–PDF法によ

り正確に予測できることがわかる．混合度 ISは反応物質A, Bの混合の程度を表し，二つ
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の物質が完全に混合しているとき濃度変動 γA, γBは常に 0となるため IS = 0となる．ま

た，二つの物質が全く混合していないとき IS = −1となる．x/M = 0では二つの物質が

混合しておらず IS ≈ −1となる．無反応の場合，下流に行くにつれて二つの物質の混合

が進み ISは大きくなる．また，Da = O(108)の化学反応では，反応物質A, Bのどちらか

一方の濃度が常に 0となっているため IS = −1となる．Da = 0.751の化学反応が生じる

場合，生成物質Pが生成することで物質A, Bの混合にむらができ，ISは無反応の場合の

値より小さくなる．LES–PDF法は下流域でDa = 0.751の化学反応に対して ISを小さく

見積もっているものの，LES–PDF法により得られた ISは実験値に近い値となっている．

このように，LES–PDF法により反応物質の濃度相関に関連した統計量を正確に計算でき

ることがわかる．
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4.5 結言

本章ではApproximate Deconvolution Model (ADM)を用いた速度場と混合分率 (保存ス

カラ)のLarge Eddy Simulation (LES)を反応場を計算する確率密度関数 (PDF)法と組み

合わせた反応性乱流の計算手法 (LES–PDF法)を構築した．本計算手法では，Approximate

Deconvolution フィルタを用いて速度場を計算することにより確率密度関数の輸送方程式

中の対流輸送項をモデル化する．ADMを用いた LES–PDF法により反応性物質拡散場を

計算することが可能であることを確かめるため，ADMを用いた LES–PDF法を二次元噴

流中の反応性物質拡散場 (Sc = 1) に適用した．まず，LESの代わりにDNSによる速度

場と混合分率の数値計算結果を用いてPDF法による数値計算 (DNS–PDF法) を行った．

その結果，二つの混合粒子の混合分率の分散とスカラ散逸率の二つの混合粒子の平均値を

用いて計算される分子混合モデルの時間スケールにより，PDF法の計算に用いる粒子数

によらず分子混合モデルの混合時間スケールを正確に見積もることができることがわかっ

た．また，ADMを用いた LES–PDF法により得られた反応性物質の濃度統計量 (平均濃

度, 濃度変動 rms値, 平均反応速度) が第三章のDNSの結果とよく一致し，ADMを用い

たLES–PDF法により反応性物質の濃度統計量を精度よく予測することが可能であること

がわかった．

さらに，ADMを用いた LES–PDF法を高 Schmidt数の反応性スカラ拡散場に対して適

用することを試みた．ADMを用いた LES–PDF法による液相スカラ混合層の数値計算を

行い，計算結果を過去の実験結果と比較した．その結果，ADMを用いたLESにより得ら

れた混合分率の統計量が実験値と良好に一致し，ADM用いたLESにより高 Schmidt数の

無反応物質拡散場の数値計算が可能であることがわかった．また，LES–PDF法により得

られた反応性物質の濃度統計量についても実験値と良く一致し，ADMを用いたLES–PDF

法により化学反応を伴う高 Schmidt数スカラ拡散場を精度よく予測できることがわかっ

た．従来の Smagorinskyモデルとこう配拡散モデルを用いた手法と異なり，ADMを用い

た LESではモデルパラメータを調整することなく分子拡散係数の異なる物質拡散場を扱

うこと可能である．そのため，ADMを用いたLESを化学反応項に対するモデルを必要と

しないPDF法と組み合わせた LES–PDF法は高 Schmidt数スカラ拡散場で生じる化学反

応に対して有効な手法となる．
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第5章

結論

　本論文では化学反応を伴う乱流現象の特性を実験・数値計算により明らかにすること，

乱流中で生じる化学反応の予測手法を確立することを目的として研究を行った．ここで

は，各章で得られた主な結論についてまとめて示す．

第二章では，液相二次元噴流中で生じる二次の化学反応 (A + B → R)の特性を明らか

にすることを目的として実験を行った．反応物質Aは噴流溶液中に，反応物質 Bは周囲

流体中に含まれる物質である．吸光光度法に基づく濃度測定用光ファイバプローブと速度

測定用 I型熱膜プローブを組み合わせた複合プローブを用いることで，反応性物質濃度と

流れ方向速度の同時測定を行った．そして，実験結果を用いて反応性乱流の数値計算手法

に用いられる数値計算モデルについての検証を行った．以下に得られた結論をまとめて

示す．

• 反応物質Aおよび反応物質Bの乱流流束に対する化学反応の影響は，噴流出口付近

と噴流の十分下流や外縁部付近では特性が異なる．噴流出口付近の中心線上付近で

は無反応の場合と比較して，化学反応の影響により物質Aの物質流束は正に大きく

なり，物質Bの物質流束は 0に近づく．逆に十分下流や外縁部では無反応の場合と

比べて，化学反応の影響により物質Aの物質流束は 0に近づき，物質Bの物質流束

は負に大きくなる．また，反応による生成物質Rの物質流束は噴流出口付近では負

の値となるが，噴流の下流や外縁部付近では正の値となる．

• 反応物質A，Bの濃度変動と速度変動のコスペクトルについて無反応極限との差は

乱れの強い周波数域で大きくなる．また，この周波数域において，生成物質Rのコ

スペクトルは噴流の下流域や外縁部に近づくにつれて大きく変化する．このように，

乱れの強い周波数域で，化学反応は反応性物質の乱流物質フラックスに対して大き

な影響を与える．

• 噴流中に含ませた反応物質Aの場合，流れ方向の乱流拡散係数DtAは無反応の場合

よりも小さくなる．主流中に含ませた反応物質Bの場合，物質Bの平均濃度が下流
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に行くにつれて減少する領域で乱流拡散係数DtBは負の値をとり，逆こう配拡散現

象が生じる．乱流拡散係数は化学反応によって大きく変化し，こうした乱流拡散係

数の変化に対応して，乱流 Schmidt数も同様に変化する．乱流拡散係数あるいは乱

流 Schmidt数を一定と仮定した場合，こう配拡散モデルにより求められる反応性物

質の乱流物質流束には大きな誤差が含まれることが予想される．

• 反応物質A，Bの濃度相関の y方向分布 (y: 噴流広がり方向) は噴流上流域の噴流中

心から外れた位置や噴流下流域の噴流中心で極小値をとる．反応物質A，Bの濃度

相関は，噴流上流域の外縁付近では化学反応により負に大きくなり，他の位置では

化学反応によりその大きさが小さくなる．また，噴流上流域の外縁付近での濃度相

関の変化は，反応物質A, Bの初期濃度比と化学量論となる濃度比との違いによる濃

度相関の変化が大きくなることにより生じる．また，瞬間反応極限での濃度から求

めた濃度相関は位置によらず無反応の場合の濃度相関よりも大きさが小さくなる．

• Toorのモデルは 〈γAγB〉の大きさを実験値よりも小さく見積もる．化学反応による
〈γAγB〉の変化が小さい位置では 3Eモデルにより実験値に近い値が得られるが，化

学反応による 〈γAγB〉の変化が大きくなるにつれて，3Eモデルと実験値の差が大き

くなる．

• 反応性物質の条件付平均濃度Qα (α = A, B, R) は無反応極限と瞬間反応極限での濃

度の間に分布し，噴流上流域では無反応極限の濃度に近い値を持つが，噴流下流に

向かうにつれて反応が進行し瞬間反応極限の濃度に近づく．噴流中心付近では，条

件付平均反応速度が最大となる混合分率に対してQRが最大となり，さらにこのと

きQA/ΓA0 = QB/ΓB0となる．噴流下流域におけるQαは，y方向の位置によらずほ

ぼ同一の分布となる．しかし，噴流上流域の噴流中心に近い位置では，噴流中心か

ら離れるにつれてQA, QBは減少し，QRは増加する．また，噴流上流の噴流外縁付

近では，Qαは y方向位置によらずほぼ同一の分布となる．

• 反応性物質の条件付濃度変動の分散および共分散Gαβ (α, β = A, B, R) の大きさは

α, βによらず等しくなる．噴流上流域において，G
1/2
αβ は噴流外縁部に向かうにつれ

て大きくなるが，噴流下流域では噴流外縁部に向かうにつれてG
1/2
αβ は小さくなる．

また，G
1/2
αβ は量論混合となる混合分率 ξSに近い η，あるいは ξSよりやや小さい ηに

対してピーク値を持つ分布となる．

• 化学反応による物質 Rの生成速度項の条件付平均値 〈ŜR | η〉を実験により計測し，
CMC法で一般的に用いられているモデルである反応物質の条件付平均濃度の積か

ら得られる条件付平均反応速度の値と比較した．その結果，本研究の流れ場，反応

場において，条件付平均反応速度項が反応物質の条件付平均濃度の積を用いて精度



第 5章 結論 177

良く近似されることが示された．噴流上流域の噴流外縁付近において，〈ŜR | η〉は
y方向位置によらずほぼ同一となる．しかし，噴流上流域の噴流中心付近では，噴

流中心から離れるにつれて 〈ŜR | η〉は減少した．x/d = 40では 〈ŜR | η〉の値は y方

向に僅かに変化するものの，x/d = 10での値と比較して非常に小さい値となる．

• 二次元噴流の中心軸上において 〈ŜR | η〉 = DaβQ̂Rにより定義される β(x, η)が ηに

よらずほぼ一定となることが確かめられた．二次反応 A + B → Rでは，条件付平

均反応速度 〈ŜR | η〉は混合分率の条件 ηと生成物質の条件付平均濃度 Q̂Rの関数と

して表すことができる．〈ŜR | η〉，ηおよび Q̂Rの関係式に対して，βが ηによらな

いことを考慮することで，実験により計測した Q̂Rと ηの関係を表す近似式が得ら

れることが確認できた．

• 実験結果より求めた条件付統計量を用いて，CMC方程式から条件付スカラ散逸率

〈N̂ | η〉を算出した．〈N̂ | η〉は下流に行くにつれて小さくなるとともに，その分布
形状に大きな変化が見られた．〈N̂ | η〉は，噴流上流域では一つの極大値を持つ分布
となるが，下流に行くにつれて小さくなるとともに二つの極大値を持つ分布となる．

さらに，CMC方程式より求めた条件付スカラ散逸率と混合分率の確率密度関数よ

り，スカラ散逸率の平均値 〈N̂〉を求めた．二次元噴流の中心軸上において，〈N̂〉は
〈N̂〉 ∝ (x∗/d)−2.9に従って変化することが確認できた．この減衰の指数は Petersら
[108]により得られている 〈N̂〉 ∝ (x∗/d)−3に近い値であり，本研究で用いた方法によ

り条件付スカラ散逸率が正しく見積もられていたことを示唆している．本研究では，

計測結果が測定装置の空間分解能に依存し難い反応性物質の濃度や速度の条件付統

計量を用いて条件付スカラ散逸率を算出した．そのため，従来計測が困難であった

液相乱流中のスカラ散逸率を求めることができた．

第三章では化学反応 (A + B → P, A:噴流物質，B:周囲流物質, Sc = 1)を伴う二次元

噴流の直接数値計算 (DNS) を行い，噴流中で生じる化学反応の特性について調査した．

DNSはDa = 0.1, 1, 10となる三つの化学反応に対して行われた．DNSにより得られた瞬

時の流れ場および反応場を可視化することで以下のことがわかった．

• 噴流ノズル付近において生成物質Pは噴流と周囲流体の境界付近のみに存在するが，

噴流下流域の生成物質 Pは噴流内部に全体に分布している．

• Da = 10の場合，噴流と周囲流体の境界付近で反応が活発に生じるが，Da = 0.1の

場合，噴流と周囲流体の境界付近だけでなく噴流内部でも反応が生じる．

また，流れ場および反応性物質濃度場の統計量について以下のことがわかった．
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• 噴流上流域において生成物質 Pの平均濃度の y方向 (噴流広がり方向) 分布は混合

分率の半値幅のやや内側で極大値をとる分布となるが，噴流下流域では生成物質P

の平均濃度の y方向分布は噴流中心付近で最大となる分布となる．また，噴流下流

域では噴流中心付近における生成物質 Pの平均濃度の y方向への変化が小さい．

• 噴流出口に近い位置において，平均反応速度は噴流中心付近で小さく，| y/bξ |= 1

付近で最大となる分布となっており，噴流出口近くでの化学反応は噴流と周囲流体

の境界付近で進行することが確認できた．噴流下流域では，Da = 10の反応の平均

反応速度は噴流中心から外れた位置で最大値を取る分布となる．しかし，Da = 0.1

の場合，噴流下流域における平均反応速度の y方向分布は噴流中心で最大となる．

第四章では Approximate Deconvolution Model (ADM) を用いた速度場と混合分率の

Large Eddy Simulation (LES) を反応場を計算する確率密度関数 (PDF) 法と組み合わせ

た反応性乱流の計算手法 (LES–PDF法) を構築した．ADMを用いた LES–PDF法によ

り反応性物質拡散場を計算することが可能であることを確かめるため，ADMを用いた

LES–PDF法を二次元噴流中の反応性物質拡散場 (Sc = 1) に適用した．その結果，ADM

を用いた LES–PDF法により得られた反応性物質の濃度統計量 (平均濃度, 濃度変動 rms

値, 平均反応速度) が第三章のDNSの結果とよく一致し，ADMを用いた LES–PDF法に

より反応性物質の濃度統計量を精度よく予測することが可能であることがわかった．

次に，ADMを用いた LES–PDF法を高 Schmidt数の反応性スカラ拡散場に対して適用

することを試みた．ADMを用いた LES–PDF法による液相スカラ混合層中の化学反応場

の数値計算を行い，計算結果を過去の実験結果と比較した．その結果，ADMを用いたLES

により得られた混合分率の統計量が実験値と良好に一致し，ADMを用いたLESにより高

Schmidt数の無反応物質拡散場の数値計算が可能であることがわかった．また，LES–PDF

法により得られた反応性物質の濃度統計量についても実験値と良く一致し，ADMを用い

た LES–PDF法により化学反応を伴う高 Schmidt数スカラ拡散場を精度よく予測できる

ことがわかった．従来の Smagorinskyモデルとこう配拡散モデルを用いた手法と異なり，

ADMを用いた LESではモデルパラメータを調整することなく分子拡散係数の異なる物

質拡散場を扱うこと可能である．そのため，ADMを用いたLESを化学反応項に対するモ

デルを必要としないPDF法と組み合わせた LES–PDF法は高 Schmidt数スカラ拡散場で

生じる化学反応に対して有効な手法となることが示された．
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