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1

第 1章

序論

本論文の目的は，機械構造部材の形状設計問題に対して，数理的アプローチによる形

状設計の可能性を明らかにすることである．

機械構造部材の設計では，力学などの指導原理に基づいて形状設計が行われる．ま

た，設計対象とする現象や形状が複雑な場合には，実験や CAE などによる評価結果が

設計指針として利用される．このような場合には，設計者は実験や CAE によって得ら

れた評価結果を解釈して，形状へと反映することが求められる．しかしながら，これら

の評価結果の解釈は設計者の経験と勘に依存するため，最適な形状を限られた検討期間

で設計することは容易ではない．一方，設計指標を評価関数とする構造最適化問題を構

成し，数理的アプローチによる適切な解法を用いれば，コンピュータ上で設計目標値を

満足する最適な構造を得ることが期待できる．具体的には，設計対象である現象を偏微

分方程式の境界値問題として数理モデル化し，その偏微分方程式が定義された領域を最

適化することで，設計要件を満足させることを考える．構造最適化法には，形状を表す

関数の写像を設計変数にした領域変動型の形状最適化を用いる．本論文では，このよう

なアプローチが機械構造部材の形状設計問題に対して有用であること明らかにする．ま

た，本論文では，機械構造部材の具体的な例として，自動車部品を取り挙げ，自動車部

品の形状設計の観点から構造最適化における課題を選定した．この章では，これら課題

が設定された背景と，具体的な課題の内容について述べる．

1.1 産業における CAE

本論文のタイトルにある数理的アプローチとは具体的には，実現象から抽出された数

理モデル（偏微分方程式の境界値問題）に基づくコンピュータシミュレーションの活用

を意図している．そこで，本節でははじめにこのようなコンピュータシミュレーション

の産業における使われ方について述べた上で，本研究の立ち位置を示す．
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図 1.1.1: CAE を活用した製品開発の流れ

製品設計におけるコンピュータシミュレーションを用いた概念は 1980年代に J.Lemon

により CAE (Computer Aided Engineering) として提唱された [1]．CAEは飛躍的な

コンピュータ性能の向上を受けて，現在では CAE による評価は不可欠な工程となって

いると考えられる．そこで，製品設計の各工程において CAE がどのように活用されて

いるかをみてみる．

CAEを用いた製品設計の流れを図 1.1.1 に示す．概念設計工程，詳細設計工程，およ

び製造工程のそれぞれの工程において CAE が利用されている．概念設計における CAE

の具体例としては First order analysis(FOA) [2,3] に代表されるいわゆる 1DCAE や，

実験と CAE を協業させる Model Based Development (MBD)が挙げられる．これら

は開発の初期段階から素性のよい設計案を創出することに貢献している．また，詳細設

計の工程における CAE では，強度，信頼性，振動，流体，衝突など幅広い現象の評価

で利用される．一方，製造工程における CAEでは，加工，樹脂流動，鍛造，プレス成

型などの現象の評価で利用される．これらの工程では詳細な計算が実施され，試作コス

ト低減，開発期間の短縮，および品質の向上に貢献している．これらの工程で用いられ

る CAEは今後もさらなる適用領域の拡張や，高度化・複雑化が進むと考えられる．

このように，CAEと一口にいっても，利用される工程によって用途は様々である．さ

らに，同じ工程で利用される CAE であっても，扱う現象によって記述される偏微分方

程式の分類も異なれば，モデルの規模も大きく異なる．このような状況を踏まえると，

機械構造部材の形状設計問題に対する構造最適化の適用を考えるにあたっては，対象と

する現象や用途を明確にした上で適切な手法を選択することが重要であると考えられ
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る．そこで，本研究の立場を以下のように設定する．

本論文では，詳細設計工程で検討される形状設計問題に対する最適化手法について考

える．また，扱う現象としては，機械構造設計において最も基礎的であり，汎用性の高

い楕円型の偏微方程式で記述できる現象を対象にすることにする．即ち，静的もしくは

準静的な現象に焦点を絞る．

1.2 数値計算のプロセス

本論文では，前節までに述べたように，楕円型偏微分方程式の境界値問題に対する解

関数と，領域を記述する関数を用いた関数の最適化問題を考える．偏微分方程式の境界

値問題に対する解関数を求める手段としては数値計算が用いられる．また，後に述べる

ように，構造最適化手法においては数値的に評価された形状微分 (領域変動に対する評

価関数の Fréchet 微分) を用いたアプローチが用いられる．そこで，本節では CAE に

よる数値計算のプロセスとその数値解法について述べる．

CAEのプロセスは 2006 年に ASME から ASME V&V として示されている [4]．

図 1.2.1 は ASME V&V に示されている数値計算モデル作成までの工程である．この

フローでは，はじめに実現象の本質を抽象化した概念モデル (Conceptual Model) を

構築する．次にそこから数理モデル (Mathematical Model) を抽出する工程が必要と

なる．ここで，現象の本質が十分に数理モデル化されていないと， CAE により得ら

れる結果の信頼性は低いものとなってしまう．そのため，実現象をよく観察し，十分

な仮説検証を行うことが重要になる．このようにして得られる数理モデルは一般的に

偏微分方程式で記述される．しかしながら，このようにして得られる偏微分方程式は

解析的に一般解を導出することは困難である場合が多い．そこで，次にコンピュータ

を用いて数理モデル化した偏微分方程式の近似解を得ることが考えられる (Numerical

Algorithm, Code)．そこでは，数理モデルを離散化されたモデルに変換する工程が必要

となる (Computational Model)．

次に，このような偏微分方程式の境界値問題に対する近似解の求め方について述べる．

偏微分方程式の境界値問題に対する近似解法は様々な方法が知られているが，本論文で

は Galerkin 法を考える．Galerkin 法は予め与えられた基底関数の線形結合で解関数と

随伴関数 (任意に選ぶ変分関数) の近似関数を構成し，それらの近似関数を弱形式に代

入することで線形結合の未定定数を決定する問題におきかえる方法である． Galerkin

法の特徴は，その明快さだけでなく，弱形式に基づいているために近似解の一意存在が

Lax-Milgram の定理によって保証されるところにある．さらに， Galerkin 法による近

似解は随伴関数を他の関数で近似する選点法や最小二乗法などの他の手法と比べて，誤
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図 1.2.1: 数値計算モデル作成までの工程

差を厳密解の属する Hilbert 空間のノルムで測った場合に最良の近似になっていること

が知られている (例えば，[5])．

しかしながら，Galerkin 法では，領域全体で定義された関数の中から基底関数を選ん

でいるため，境界値問題が定義された領域形状は矩形や楕円などに制限されることにな

る．それに対して，領域を単純な形の部分領域に分割して，部分領域ごとに基底関数を

定義して，それらをつなぎ合わせることによって領域全体の上で基底関数を構成するよ

うに変更すれば，その制限をなくすことができる．このような方針で臨んだ Galerkin

法は有限要素法と呼ばれる．

この方法は Courant によって発表されたといわれている [6]．その後，有限要素法

の工学分野における先駆的な研究が Turner らによって示されている [7]．有限要素法

は，微分積分学に現れる無限小要素と対比して，有限の大きさを持つ要素という意味

で，Clough によって最初に有限要素という用語が用いられたといわれている [8]．ま

た， Zienkiewicz と Cheung によって場の問題に応用された [9]．これらの詳しい歴史

については例えば [10] などに示されている．

以上述べてきたモデル化と数値解法によって，実現象をコンピュータ上でシミュレー

ションすることが可能となる．しかしながら，実現象を CAE に落とし込む過程では，

数理モデル化誤差や離散モデル化誤差などの近似誤差が混入する可能性がある．そのた

め，CAEによって得られる解の品質をどのように保証するかは，CAEの利用者にとっ

ては重要な関心事である．このような CAEの品質保障については， ASME V&V で

次のように既定されている．以下でその概要を述べる．はじめに，場の状態を表す数

理モデルに従って解析プログラムが正しく記述されているかを調べるためのコード検

証 (Code Verification) が必要となる．次にプログラムを使って行われる計算 (解析モ
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デルの作成，データ入力，結果の表示など) が正しく行われているかなどについて調べ

る計算の検証 (Calcuration Verification) が必要である．さらに，このようにして得ら

れた計算結果が実際の物理現象を忠実に模擬しているかについて実験による妥当性確認

(Validation) が必要である．

本研究で用いる構造最適化手法では偏微分方程式の数値解と，その数値解を利用して

評価した形状微分を用いた関数の最適化を考える．その為，その基礎となる数値解が誤

差を多く含む場合には，得られる最適解の信頼性も低いものとなってしまう．その為，

上記に挙げた数値解の品質の保証は非常に重要であると思われる．実業務ではコード検

証済みの商用プログラムを用いることが多いと思われるため，計算の検証や，実験によ

る妥当性確認を確実に実施することが重要であると思われる．

1.3 構造最適化

前節までに，本研究が対象とする現象と，その数値解法についての概要をみてきた．

数値計算によってコンピュータ上で評価が可能になると，次に得られた結果をどのよう

に解釈して設計対象の構造や形状設計にフィードバックするかが課題となる．機械構造

部材の形状設計にあたっては CAE による評価と形状の修正の繰り返し検討が必要とな

り，その負担は小さくない．一方，構造最適化技術を用いれば，設計指標を評価関数と

する最適化問題を構成し，適切な解法を利用することによって，コンピュータ上で設計

目標値を満足する構造を得ることが期待できる．そのため，CAE による評価と形状の

修正の繰り返し検討の自動化が図れるため，設計開発業務の効率化が期待できる．

このような背景より，1970 年代より構造最適化技術への期待が高まってきている．

構造最適化技術の工学への応用に対する先駆的な研究としては，1973 年の Zienkiewicz

と Campbellの研究がある [9]．この研究では初めて連続体の境界に対する形状最適化

問題の研究が行われた．1980 年代初期になると，Haug や Cea によって形状最適設計

の数学理論が研究され，その後，米国の自動車メーカー (GM，Ford) を中心とする自

動車産業などでも構造最適化の適用が行われるようになってきた (例えば，[11])．現在

では多くの自動車メーカーで最適化技術が利用されるようになっていると考えられる．

図 1.3.1 は SAE (Society of Automotive Engineers) における最適化に関する投稿論文

の件数の推移を表す．1980 年代より右肩上がりで増加してきていることから，最適化

技術への注目度の高さが窺える．しかしながら，これらの論文で利用されている最適化

技術は方法も用途も様々である．そこで，以下では構造最適化技術の分類と方法の特徴

を述べた上で，本研究で用いる構造最適化法について述べる．

はじめに構造最適化技術の分類について述べる．構造最適化技術は寸法最適化 (Size
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図 1.3.1: 最適化技術に関する SAE への投稿件数の推移 [単位：件]

Optimization)，形状最適化 (Shape Optimization)，位相最適化 (Topology Optimiza-

tion) の 3 種類に分類できる．また，トポメトリー最適化，トポグラフィ最適化という

用語も用いられているが，これらについても上記 3 種類に分類することができると考

えられる．トポメトリー最適化は板部品の板厚を設計変数とする最適化であり，寸法最

適化に分類される．またトポグラフィ最適化は板部品のビード形状を最適化する問題で

あり形状最適化に分類される．

次に，機械設計への応用の観点から，上記それぞれの最適化手法の特徴とその特徴に

応じた用途について考える．寸法最適化は板部品の厚さや機械製品の特定の寸法などを

設計変数とする最適化である．この寸法最適化は最も研究の歴史が古く，多数の研究

が報告されている (例えば [12])．また，数理計画法と組み合わせた方法は既に多くの

商用プログラムに実装されている．この方法の特徴としては，品質工学を用いた手法

を用いることによりロバスト性の高い最適解を得ることができる点が挙げられる (例え

ば [13])．また，メタヒューメリスティックと呼ばれる発見的近似手法 (例えば [14]) や

応答曲面法などの枠組み (例えば [15]) を用いることで，多峰性のある最適化問題や，

非線形性の強い問題などへの適用が可能であることが挙げられる．さらに，JIS規格な

どにより設計変数が離散的になっている問題に対しても利用することができる．このよ

うに，現象が複雑に対しても比較的容易に適用できる点は利点である．しかしながら，

多くの設計変数を扱うことが困難であるため，モデルの幾何形状を最適化する問題に対

しては扱いが困難であるという欠点がある．この方法の用途としては例えば自動車の衝

突計算における各板部品の板厚の最適化が考えられる (例えば [16])．

形状最適化は，ある制約条件の下で最適な境界形状や幾何形状を決定する問題であ

り，領域形状を表現する滑らかな関数に対して最適化を行う方法である．この方法の利

点としては，自由曲面で構成される外形形状の設計に適している点が挙げられる．ま

た，Lagrange 座標系における形状表現をとるときには，CAE 評価で利用したメッシュ
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を再利用することが容易である．一方，位相を変化することは困難である．しかしなが

ら，製品の開発における詳細設計フェーズにおいては，位相などのレイアウトは定まっ

ている場合が多いと思われる．さらに，CAE 評価のための詳細な有限要素モデルも整

備されている場合が多いと考えられる．このような条件を考慮すると，形状最適化の産

業への応用では，詳細設計フェーズへの適用が向いていると考えられる．

一方，位相最適化はレイアウト最適化，またはトポロジー最適化とも呼ばれ，設計領

域における最適な孔の数や配置，部材の連結状態が決定される．この方法では外形形状

に加え，位相も最適化ができるため，より自由度の高い最適計算が可能である点が利

点である．しかしながら，Euler 座標系による形状表現とすることが通常であるため，

CAE 評価で用いたメッシュの再利用は困難であると考えられる．このような特徴より，

産業への応用では概念設計フェーズへの適用が向いていると考えられる．構造最適化法

の包括的な議論に関しては， いくつかの サーベイ 論文にまとめられている [17–25]．

本論文では，1.1節で述べたように詳細設計フェーズにおける構造形状最適化を考え

るため，最適化手法としては形状最適化を用いることにする．

1.4 本論文の目的

本研究では楕円型偏微分方程式で記述される現象に対する形状最適化を考え，機械構

造部材の形状設計問題への有用性を明らかにすることを目的としている．また，機械部

品としては具体的に自動車部品を考える．前節までに，最適化技術のシーズ面から本研

究の立ち位置を明確化した．次に，本節では自動車部品の形状設計におけるニーズの観

点から形状最適化技術に対する課題を明確化する．

自動車技術会の構造強度委員会が 2011 年に制定した将来ビジョンをみると，技術開

発計画の中に多目的最適化が挙げられている．この計画の中では，多目的最適化に使え

るアルゴリズムは既に開発されているとしながらも，あまり利用されていない現状が指

摘されている．利用されていない理由については，明言されていないが，技術開発計画

に挙げられている以下の要素技術が深く関係していると推察される．

(1) 車両モデルでの形状最適化技術

(2) 非線形現象に対する最適化アルゴリズム開発

本研究ではこれらの技術開発計画を踏まえて以下の 3 点を課題として考えた．

1 つめは，複数の部品のアセンブリ状態で生じる設計評価指数を評価関数とする形状

最適化技術の開発である．自動車のように多くの部品から構成される複雑な製品の開

発では分解，再統合のプロセスが行われる (このような考え方はデカルトが著書『方法
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序説』の中で示している)．具体的には，複数の部品のアセンブリ状態における性能目

標を達成するために，まずはコンポーネントの性能目標にカスケーディングを行う (分

解)．次に，コンポーネントの形状設計が行われた後に，各コンポーネントを結合して

アセンブリ状態で効果を確認する (再統合)．これまでの形状最適化は主にこのコンポー

ネント設計のフェーズで適用されることが多いと思われる．その理由は，このフェーズ

ではコンポーネントに要求される目標性能は固有振動数や剛性など，比較的形状最適化

問題で扱いやすい指標が用いられていることが挙げられる．しかしながら，コンポーネ

ント目標値へのカスケーディング精度が低い場合には，形状最適化後の各コンポーネン

トをアセンブリ状態に組み上げて評価した場合に，狙いとした性能が得られていない場

合がある．このようなことが生じる要因としては部品間の摩擦や接触剛性が挙げられ

る．このような場合には設計の手戻りが生じる恐れがある．このような問題を回避する

ためには，本来の評価指標である複数の部品のアセンブリ状態における特性値を直接評

価関数とおいた形状最適化技術が必要である．

2 つめは，最適なビード形状を得るための実用的な形状最適化手法の開発が挙げられ

る．ここで，ビードとは性能向上を目的に造られる板部品の凹凸のことである．板部品

は板厚を増加させることなく，面外方向への形状変化で曲げ剛性を大きく変化させるこ

とができるため，軽量化の観点からも，構造要素として広く自動車部品で利用されてい

る．実際に，自動車を構成する材料の約 5 割は鋼板であることからも板部品に対する形

状最適化技術の重要性が窺える．また，成型性の観点からも板部品の形状設計にあたっ

ては，ビード形状の設計が非常に重要であると考えられる．このようなビード形状を対

象とした形状最適化問題は先に述べたトポグラフィ最適化問題と呼ばれ，ベーシスベク

トル法を用いた解法が商用プログラムに実装されている (例えば，[27])．しかしながら，

ベーシスベクトルの選び方によっては最適化によって得られる結果形状が，数値不安定

性を有する (形状がジグザグ) ことが知られている．その為，形状最適化後にスムージ

ング処理などの別工程が必要となる．

3 つめは，非線形弾性問題を主問題とする形状最適化手法の開発である．剛性や固有

値といった線形領域の特性値を対象とした形状設計問題は設計者が机上検討で形状を設

計することが可能である．しかしながら，幾何学的非線形性や材料非線形性などの非線

形現象が含まれる形状設計問題では，机上検討が困難である場合がある．このような場

合には，実験や CAE による評価と形状修正の繰り返し検討が必要となる．そのため，

非線形性が無視できない形状設計問題では形状最適化技術の適用効果が高いと考えら

れる．

以上，自動車部品の形状設計におけるニーズの観点から形状最適化技術に対する課題

を選定した．そこで，本研究では以下の (1) ～ (3) について，楕円型偏微分方程式で記
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述される現象を対象に，形状最適化問題を定義し，その解法を示す．

(1) 複数部品のアセンブリ状態で生じる現象の指標を評価関数とする形状最適化技術

の開発

(2) 数値不安定性のないビード形状最適化手法の開発

(3) 非線形問題を主問題とする形状最適化手法の開発

1.5 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである．第 2章では本論文で用いる形状最適化理論を述べ

る．第 3 章では目的 (1) に対する具体例として，車両のブレーキ鳴き現象を取り挙げ，

複数部品のアセンブリ状態における評価指標である複素固有値の実部を評価関数とする

形状最適化問題を構築し，その解法を示す．第 4 章では目的 (2) に対する研究として，

滑らかなビード形状を得るための設計変数を用いた新しいビード形状設計手法を提案す

る．また，平均コンプライアンス最小化問題，周波数応答変位最小化問題，固有振動数

最大化問題を定義し，それぞれ解法を示す．次に第 5 章では目的 (3) に対する研究と

して，材料非線形性と幾何学的非線形性を考慮した弾性変形問題を主問題とする形状最

適化問題を定義しその解法を示す．具体的な事例として，超弾性体の大変形問題におけ

る荷重-変位曲線の二乗誤差和最小化問題と，弾塑性体の最大荷重最大化問題を定義し，

それぞれ解法を述べる．最後に第 6 章で本論文のまとめを行う．

1.6 本論文で用いる記号の定義

ここでは本論文を通して用いる主な記号表記法について箇条書きで簡単に解説する．

以下，m, n, dを自然数，V をノルム空間, X, Y , Z を Banach 空間とする．

a, α, · · · 小文字をスカラー，ベクトル，関数に用いる．
a, α, · · · 太文字を偏微分方程式の空間変数のみを有限の点値で近似した

(空間離散化した)関数，すなわち有限次元のベクトルとそれを値

域にもつ関数に用いる．

A, Λ, · · · 大文字を集合，行列の要素に用いる．
A, Λ, · · · 太大文字を偏微分方程式の空間変数のみを有限の点値で近似した

ときに現れる係数行列，すなわち有限次元の行列とそれを値域に

もつ関数に用いる．

L Lagrange 関数に用いる．
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N, Z, Q, R, C それぞれ自然数 (正整数), 整数, 有理数, 実数, 複素数全体の集合

を表す．

A = {a1, · · · , am} 集合 Aが a1, · · · , amの要素あるいは点からなることを表す．
|A| 有限集合 Aの要素の数を表す．

a ∈ A a は集合 Aの要素であることを表す．

{0} 0だけからなる集合を表す．

A ⊂ B 集合 Aが集合 B の部分集合であることを表す．

A ∪B, A ∩B, A \B 集合 Aと集合 B の和集合，積集合，差集合を表す．

(0, 1), [0, 1], (0, 1] {x ∈ R | 0 < x < 1}, {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1}, {x ∈ R | 0 < x ≤ 1}
を表す．

Ω ⊂ Rd Rdの領域 (単連結開集合) を表す．

Ω̄ Ωの閉包 (closure) を表す．

∂Ω Ωの境界 Ω̄ \ Ωを表す．
|Ω|

∫
Ω
1dxを表す．

dx, dγ, da 領域積分，境界積分，部分境界の境界上の積分微小測度に用いる．

x = (x1, · · · , xd)T ∈ Rd d次元の縦実ベクトルを表す．xiは xの i番目の要素を表す．

xTは xの転置を表す．

0Rd Rdの零元を表す．自明な場合には 0とかく．

∥x∥p p ∈ [1,∞]を次数として，x ∈ Rdのp乗ノルム p
√

|x1|p + · · ·+ |xd|p

を表す．p = ∞のとき，最大値ノルムmax {|x1|p, · · · , |xd|p} を
表す．

∥x∥ x ∈ Rdの Euclid ノルム ∥x∥2を表す．
a · b 内積

∑d
i=1 aibiを表す．

A : B 内積
∑d

i,j=1AijBij を表す．

∥x∥V x ∈ V のノルムを表す．混乱がなければ ∥x∥ とかく．
X ′ X の双対空間を表す．

⟨y, x⟩ x ∈ X と y ∈ X ′の双対積を表す．

f : X → Y X から Y への写像 (関数) を表す．

∇f(x) f : Rd → Rのとき，ある x ∈ Rdにおける，f の微分 ∂f(x)/∂x ∈
Rdを表す．

∆f(x) f : Rd → Rのとき，ある x ∈ Rdにおける，∇ · ∇f(x)を表す．
f ′(x)[y] f : X → Rのとき，ある x ∈ X における，任意の y ∈ X に対す

る f の Fréchet 微分 ⟨f ′(x), y⟩を表す．
fx(x, y)[z], ∂Xf(x, y)[z] f : X × Y → Rのとき，ある (x, y) ∈ X × Y における，任
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意の z ∈ X に対する f の Fréchet 偏微分 ⟨∂f(x, y)/∂x, z⟩を表
す．f(x, y)/∂x ∈ X ′を fx(x, y)とかく．

∂f/∂xT, fxT f : Rd → Rm のとき，Jacobi行列 (∂fi/∂xj) : Rd → Rm × Rd

を表す．

f ′(x, y(x))[z] f : X×Y → R, y : X → Y のとき，ある x ∈ X における，任意

の z ∈ X に対する f の Fréchet 微分を表す．X = Rm, Y = Rn

のとき，z ∈ X に対して，
(
∂xf + (∂xTy)T (∂uf)

)
· zを表す．

C(Ω̄;Rn) Ω̄ ⊂ Rd上で定義された連続関数 f : Rd → Rn全体の集合を表す．

Cm(Ω̄;Rn) m階までの導関数が Cm(Ω̄;Rn)に属する関数全体の集合を表す．

Cm,α
(
Ω̄;Rn

)
Hölder 指数 α, 0 < α ≤ 1 に対して，m 階までの導関数が

Hölder 連続な関数全体の集合を表す．α = 1のとき，その関数

を Lipschitz 連続という．

Lp (Ω;Rn) 1 ≤ p <∞に対して，p乗 Lebesgue 可積分な関数全体の集合を

表す．p = ∞に対して本質的有界な関数全体の集合を表す．
Wm,p (Ω;Rn) m階までの導関数が Lp (Ω;Rn)に属する関数全体の集合を表す．

Hm (Ω;Rn) Wm,2 (Ω;Rn) を表す．
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第 2章

形状最適化理論

2.1 はじめに

本章では，次章以降で用いられる形状最適化理論について述べる．なお，本章の内容

は名古屋大学情報科学研究科の講義内容 [29] および文献 [30] に基づく．

本論文の冒頭でも述べたように，形状最適化手法には様々な方法が知られている．最

適化手法を考えるにあたっては，何を設計変数にするかという点と，どのように設計変

数を更新するかという点が重要となってくる．設計変数が寸法最適化のように有限個の

パラメータによって選ばれる手法はパラメトリック形状最適化と呼ばれる．また，境界

値問題が定義されている領域 (関数) を設計変数にする分布系の最適化はノンパラメト

リック形状最適化手法または，領域最適化問題と呼ばれる (例えば，[31])．ノンパラメ

トリック形状最適化はパラメトリック形状最適化に比べ，設計自由度が大きいため，最

適解の探索範囲が広いという利点がある．本論文ではこの利点より，最適化手法として

はノンパラメトリック形状最適化を用いる．

第 1 章で述べたように，現象を数理モデル化した偏微分方程式の境界値問題は解析的

に解を求めることが困難である場合が多く，有限要素法などの近似解法が用いられる．

そのため，形状最適化における領域の更新においても有限要素モデル (以降 FE モデ

ル)が用いられる．Zienkievictz と Campbell は FE モデルの形状寸法を設計変数とし

た形状最適化問題を定義し，勾配法を用いた解法を示している [9]．この研究では勾配

を計算するために差分法が用いられていた．この方法はパラメトリック最適化手法のひ

とつとして位置づけられるが，この方法を拡張し，境界に位置する全有限要素節点の座

標値を設計変数に取ればノンパラメトリック形状最適化が可能であるように思われる．

しかしながら，この方法には以下の 2つの課題がある．

1 つ目の課題は Braibant ら [32] によって指摘された数値不安定現象である．これは

上記のように設計変数を選んで，勾配の方向に領域を変動さた場合に 図 2.1.1 (a) に示
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(a) 境界の波打ち形状 (b) メッシュの品質の低下

図 2.1.1: 形状更新に伴う課題

す境界が波打つ現象である．2 つ目の課題は図 2.1.1 (b) に示すような境界の節点の移

動に対し境界に位置する要素の品質が悪化することである．要素品質を維持したまま形

状を大きく動かす場合にはリメッシュが必要となる．

これらの課題に対する対策として Imam [33] は以下に示す 3 つの方法を提案して

いる．

(1) デザインエレメント法

(2) スーパーカーブ法

(3) ベーシスベクトル法

これらの方法はどれも設計変数の自由度を有限個に制限して，寸法最適化の枠組みを

適用するものであり，パラメータ形状最適化のひとつとみなせる．その為，発見的方法

などの寸法最適化の枠組みを用いることにより，幅広い評価関数を容易に扱うことがで

きるなどの利点があるが，上記で述べたように厳密なノンパラメトリック形状最適化で

はない為，最適解の探索範囲は限定されるという欠点がある．

以下，それぞれの方法の概要について述べる．(1) デザインエレメント法は設計変数

として，一部の節点座標のみを用いてそれと他の節点との関係を定義することにより領

域の変動を表現する方法である．この方法は 有限要素解析で用いた FE モデルを再利

用できるなどの利便性があるが，適切な設計変数の設定は容易ではない．

一方，(2) スーパーカーブ法は，FE モデルの外形形状を多項式で表し，その係数を

設計変数に選ぶ方法である．多項式の組み合わせにより，高次の曲面が可能である．全

体の節点座標は決定された多項式近似の定義点からの補間で決定される．具体的には

Braibant と Fleuly によって B-スプライン曲線や Bezier 曲線を用いてそのコントロー

ルポイントの座標を設計変数に選ぶ方法が提案されている [32]．この方法は評価関数

の評価のために，CADモデルから FE モデルを作成する手続きが別途必要である．そ

の為，FE モデルを作成するのための自動メッシュ機能と組み合わせる方法 [34] が提

案されている．このように，FE モデルを作成するための工程が必要となることは他
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の手法と比べて欠点であると考えられるが，今後 CAD と CAE の親和性が高まれば

CAD モデルを利用することは利点にも成り得ると考えられる．実際に近年では，例え

ば Dassault Systèmes 社 の製品群において，このような CAD と CAE を連携させた

機能が提供されている．この機能では，CAD (CATIA) の形状作成時に作成された形

状作成履歴パラメータを設計変数に選択し，自動メッシュで生成された FE モデルを用

いた有限要素解析による結果を評価関数に設定することができる．この有限要素解析で

は同社の製品群である ABAQUS が利用される．さらに，最適化問題の解法には同社

の製品群である Isight に実装されている寸法最適化の枠組みを適用することができる．

一方，CAD の形状表現で用いられている NURBS 関数を有限要素法の基底関数と

する アイソジオメトリック解析手法 [35] の発展により，FE モデルを作成しなくても，

CAD モデルを用いて CAE 解析が実用的なものとなってきている．商用プログラムへ

の実装例は現状では多くはないが，インハウスコードレベルでは既にいくつかの実用的

なプログラムが公開されてきている (例えば，AbqNURBS [36] 等)．

最後に，(3) ベーシスベクトル法は複数個の異なる基本形状 (ベーシスベクトル) を

定義し，それらの重み付き和で形状を近似的に表現する方法である．ベーシスベクトル

は速度場と呼ばれることもある [37]．この方法では設計変数はベーシスベクトルの重み

係数が選ばれる．その為，ベーシスベクトルの選び方が重要となる．この方法はデザイ

ンカーブ法と同様に CAE評価で用いた FE モデルを利用できる利便性があるが，適切

なベーシスベクトルの設定は容易ではない．この欠点を補うため，Optistruct (Altatr)

などいくつかの商用プログラムでは適切なベーシスベクトルを自動で生成する機能が提

供されている．この機能については第 4 章で概要を述べる．

　以上 3 種類の形状最適化法の概要を述べたが，これらの方法は共通して離散化され

た系に対して最適化理論を適用する方法であった．その為，厳密なノンパラメトリック

形状最適化とはいえない．一方で，変分法や最適制御の考えに基づき，設計変数を分布

系のまま扱う厳密なノンパラメトリック形状最適化の研究も多く報告されている．この

ような方法の起源としては，1968年の Hadamard の論文 [38] が挙げられる．この研究

では，薄膜の基本振動数の最大化問題に対して．境界を外向き法線の方向に移動したと

きの形状微分に相当する考えが示されている．その後，法線方向への移動量を用いた形

状感度理論に関する研究は，Pironneau [39], Murat と Simon [40], Banichuk [41, 42],

Cea [43,44]，Rousselet [45], Dems と Mroz [46,47] によって行われてきた [48]．この

ような方法は数学分野では Lions [49] によって理論研究が行われており，その基礎理論

は Lions の研究グループである Cea [43] や Pironneau [39] によってまとめられている．

一方，これらの形状感度理論を用いた形状変動量の求め方については Cea によって

Hilbert 空間の勾配法を用いる方法が提案されている [44]．しかしながら，数学的な
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理論の提案に留まり，設計を意識した工学的応用へは発展しなかった．一方，畔上は

Cea の方法を基に，擬似弾性問題の解として速度場を求める方法を提案し，力法と呼ん

だ [48, 50]．この方法は，工学上重要である領域変動に制約が課されている場合の速度

場の一般的な解析方法であった．この方法の特徴は以下の通りである．

力法では，連続体の領域変動に対する形状勾配に相当する力を領域の設計する境界に

加え，その時の変位場を領域変動の速度場として領域の形状を修正する．領域変動量の

計算では線形弾性問題の境界値問題に置き換えて解くため，形状修正を行う際のメッ

シュの歪みやくずれは，境界の節点を移動する方法より少なく，滑らかな境界形状を得

ることができる．さらに，数値解析手法に関する特別な制約がないことから，有限要素

法や境界要素法などの現存の汎用数値解析コードおよび FE モデルを利用することが

できる．この方法を用いて，これまでに平均コンプライアンス最小化問題を扱った線

形弾性問題 [50]，流れ場 [51]，振動問題 [52] に関する基礎的研究とその適用分野が広

まってきた．力法は Hilbert 空間の勾配法として位置づけることもできるため，近年で

は H1 勾配法とよばれる．本論文でもこの呼び名を用いることとする．

また，設計変数にレベルセット関数を用いる方法についても研究されている [53–55]．

この方法はある有界な固定領域上で定義された連続関数 (レベルセット関数) を設計変

数に選ぶ方法である．この方法はレベルセット関数の更新により領域が更新されるが，

FE モデルは固定されることになる．その為，偏微分方程式の境界値問題が定義された

領域の穴が連結して位相が変化することが可能であり，解の探索範囲が広いという特徴

がある．また，メッシュの歪みの問題が生じない点も利点として挙げられる．しかしな

がら，オイラー座標系による形状表現をすることが通常であるため，主問題で用いた

FE モデルがラグランジュ座標系による形状表現である場合には，設計領域を定めるた

めの領域の定義と，その FEモデルを作成する工程が別途必要となる．

本研究では，機械設計への応用という立場から，既に主問題の計算で利用されている

FE モデルを再利用できることの利便性を踏まえ， H1 勾配法 を用いたノンパラメト

リック形状最適化について考えることとする．

2.2 設計変数と関数空間

本節では境界変動型の形状最適化問題における設計変数とその許容集合について述べ

る．前節で述べたように，形状最適化問題では設計変数に何を選ぶかは非常に重要な関

心事である．本論文では，d ∈ {2, 3} 次元の初期領域 Ω0 ⊂ Rd を与えて，Ω0 を定義域

とする写像 i+ ϕ : Ω0 → Rd を設計変数に選ぶ方法を採用することにする [48, 56, 57]．

ただし，本書では，i は恒等写像を表すことにする．すなわち，すべての x ∈ Rd に対
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図 2.2.1: 領域の定義

して，i (x) = x となる．このとき，変動後の領域は Ω (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ Ω0}
によってつくられると仮定する．

設計変数と許容集合を定義するために，まずは，偏微分方程式の境界値問題が定義

される領域について述べる． Ω0 を図 2.2.1 のような d ∈ {2, 3} 次元の Lipschitz 領

域とし，ΓD0 ⊂ ∂Ω0 を Dirichlet 境界とする．また，ΓN0 = ∂Ω0 \ Γ̄D0 を Neumann

境界とし，Neumann 境界の中でも Γp0 ⊂ ΓN0 を非同次 Neumann 境界とする．初期

領域 Ω0 は固定されているとみなす．Ω0 が変動した後の領域は，1対 1で連続な写像

ϕ : Rd → Rd によって，Ω (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ Ω0} のようにつくることにする．
ϕ (Ω0) は ϕ によってつくられた領域であることから，以降では Ω (ϕ) とかく．同様に，

領域や境界に対して， ( · ) (ϕ) は {ϕ (x) | x ∈ ( · )0} を意味するものとして用いる．
境界変動型の形状最適化問題では，この関数 ϕ を設計変数に選ぶ，ϕ の集合は，Rd

を定義域とする関数の集合として定義した．このように定義域を考える理由は形状最適

化の過程で既知関数や解関数の定義域が動くことを考慮しているためである．ϕ の定

義域を Ω0 から Rdに拡張できることの根拠には以下の命題がある．

命題 2.2.1 (Calderón の拡張定理) Ω0 ⊂ Rd を Lipschitz 領域とする．このとき，

任意の s ∈ {1, 2, · · · } と p ∈ (1,∞) に対して有界線形作用素

eΩ0 : W
s,p (Ω0;R) → W s,p

(
Rd;R

)
が存在し，任意の u ∈ W s,p (Ω0;R) に対して

eΩ0 (u) = u in Ω0, ∥eΩ0 (u)∥W s,p(Rd;R) ≤ c ∥u∥W s,p(Ω0;R)

が成り立つ．ただし，c は s と p に依存した定数である． □

設計変数が定義されたので，次に設計変数の許容集合について述べる．本論文で扱う

境界変動型の形状最適化問題では，評価関数の Fréchet 微分を用いて設計変数の更新を

考える．そのため，評価関数の Fréchet 微分が定義できることが必要となる．また，変
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図 2.2.2: 領域写像 ϕ

動後の境界が不連続とならない領域写像を定義する必要がある．そこで，これらを考慮

して以下に示す 4 つの仮定を考える．

(1) Ω0 ⊂ Rd を Lipschitz 領域とする．

(2) 非同次 Neumann 境界 Γp0 と評価関数 fi, i ∈ {0, 1, · · · ,m}, の境界積分におけ
る被積分関数 ηNi が非零の境界 ΓηNi0 ⊂ ΓN を 区分的 C2 級とする．

(3) ϕ の変動が入る設計空間 (実 Hilbert 空間) X を次式のように定義する．

X = H1
(
Rd;Rd

)
(2.2.1)

(4) ϕ の許容集合 D を次のように定義する．

D =
{
ϕ ∈ Y

∣∣ ∥ϕ∥Y < σ, ϕ = 0Rd on Ω̄C0,

(Γp (ϕ) ∪ Γη0 (ϕ) ∪ Γη1 (ϕ) ∪ · · · ∪ Γηm (ϕ)) \ Ω̄C0 is piecewise C2 class
}

(2.2.2)

ただし，Y は

Y = C0,1
(
Rd;Rd

)
(2.2.3)

とおき， σ を ϕ が 1 対 1 写像となるようなある正の値とする．

(1) と (2) は初期領域における Ω0 の境界 ∂Ω0 に対する滑らかさの仮定である．これ

らの仮定は，後に領域変動に対する評価関数の Fréchet 微分を求める際に必要となる条

件である．(3) は Fréchet 微分を定義するために使われる関数空間であり，(4) は変動後

の領域が定義できるために課せられた仮定である．(3) は後に述べるように H1 勾配法

を定義する Hilbert空間としても用いられる．ここで，C0,1
(
Rd;Rd

)
はW 1,∞ (Rd;Rd

)
とも表現できる．Ω̄C0 ⊂ Ω̄0 は設計上の要請で固定する領域あるいは境界を表すものと

する．
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2.3 主問題

次に，境界変動型の形状最適化問題を考えるために，偏微分方程式の境界値問題を主

問題として定義する．本論文では簡単のために Poisson 問題を取り挙げる．

Poisson 問題の既知関数については次のように仮定する．Ω0 のときの Poisson 問題

の既知関数は与えられていて，それらを b0, pN, uD0 : Rd → R とかくことにする．それ
に対して，領域写像 ϕ によって変換された Ω (ϕ) ⊂ Rd 上の既知関数を b (ϕ), p (ϕ),

uD (ϕ) : Rd → R とかくことにする．次に Poisson 問題の解関数が入る Hillbert空間

(状態空間) を

U (ϕ) =
{
u ∈ H1

(
Rd;R

) ∣∣ u = 0 on ΓD (ϕ)
}

(2.3.1)

とおく．この U (ϕ)は，主問題に対する Lagrange関数の u (ϕ)の変動に対する Fréchet

偏微分を定義する際に用いられる．

さらに，主問題の解 ũ (ϕ) = u (ϕ) − uD (ϕ) の許容集合については，適切な勾配法

によって得られる ϕ の変動が式　 (2.2.3) の Y に入るように，H1 級よりも滑らかな

条件を仮定する．そこで，q を q > d を満たす整数であるとして，ũ (ϕ) の許容集合を

S (ϕ) = U (ϕ) ∩W 2,2q
(
Rd;R

)
(2.3.2)

とおく．既知関数の正則性に関しては，ũ (ϕ) が S (ϕ) に入るために，

b (ϕ) ∈ L2q
(
Rd;R

)
, pN (ϕ) ∈ W 2,2q

(
Rd;R

)
, uD (ϕ) ∈ W 2,2q

(
Rd;R

)
(2.3.3)

を仮定する．これ以降，b (ϕ) や u (ϕ) および U (ϕ) や S (ϕ) などを b や u および U

や S などのようにかくことにする．
以上の定義を用いて， Poisson 問題を次のように定義する．

問題 2.3.1 (Poisson 問題) b, pN, uD および ϕ ∈ D が与えられたとき，

−∆u = b in Ω (ϕ) ,

∂νu = pN on ΓN (ϕ) ,

u = uD on ΓD (ϕ)

を満たす u を求めよ． □

問題 2.3.1 は，後で示す形状最適化問題においては等式制約として利用される．そこ

で，問題 2.3.1 に対する Lagrange 関数を

LM (ϕ, u, v) =

∫
Ω(ϕ)

(−∇u ·∇v + bv) dx
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+

∫
ΓN(ϕ)

pNv dγ −
∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) ∂νv + v∂νu} dγ (2.3.4)

と定義しておく．ただし，v ∈ U は Lagrange 乗数として導入された．u が問題 2.3.1

の弱解のとき，任意の v に対して，

LM (ϕ, u, v) = 0

が成り立つ．この式は問題 2.3.1 の弱形式と同値である．

2.4 形状最適化問題の定義

設計変数の Hilbert 空間と許容集合が定義されたので，それらを使って最適化問題を

定義する．まず，一般的な評価関数を，i ∈ {0, 1, · · · ,m} に対して

fi (ϕ, u) =

∫
Ω(ϕ)

ζi (ϕ, u,∇u) dx+

∫
Γηi(ϕ)

ηNi (ϕ, u) dγ

−
∫
ΓD(ϕ)

vDi (ϕ) ∂νu dγ + ci (2.4.1)

とおく．ただし，ζi, ηNi および ηDi は，主問題の解 u が S に入るときに対応して，そ
れぞれ次のように与えられていると仮定する．

• ζi ∈ C1
(
D × S × G;L1

(
Rd;R

))
• ζiu ∈ C0

(
D × S × G;L2q

(
Rd;R

))
• ζi∇u ∈ C0

(
D × S × G;W 1,2q

(
Rd;Rd

))
• ηNi ∈ C1

(
D × S;W 2,2q

(
Rd;R

))
• vDi (ϕ) ∈ W 2,2q

(
Rd;R

)
ただし，

G =
{
∇u ∈ L2q

(
Rd;R

)
| ũ ∈ S

}
とする．また，f0 を目的関数，f1, · · · , fm を制約関数とする．ci は，すべての
i ∈ {0, 1, · · · ,m} に対して fi ≤ 0 が成り立つような (ϕ, u) ∈ D × U が存在するよう

な正定数とする．

式 (2.4.1) の評価関数を用いて，形状最適化問題を次のように定義する．

問題 2.4.1 (形状最適化問題) D と S をそれぞれ (2.2.2) と (2.3.2) のように定義す

る．f0, · · · , fm を (2.4.1) で定義する．このとき，

min
ϕ∈D

{f0 (ϕ, u) | fi (ϕ, u) ≤ 0, i ∈ {1, · · · ,m} , ũ ∈ S, 問題 2.3.1}

を満たす Ω (ϕ) を求めよ． □
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2.5 評価関数の形状微分

次に，評価関数 fi の形状微分を導出する．ここで， fi は主問題の解関数であること

から，主問題を等式制約とした Lagrange 関数を次のように定義し， Lagrange 関数の

Fréchet 微分を随伴変数法を用いて導出する．fi の Lagrange 関数を

Li (ϕ, u, vi) = fi (ϕ, u) + LM (ϕ, u, vi) (2.5.1)

とおく．ただし，LM ( · , · , · ) は式 (2.3.4) で定義されている主問題に対する Lagrange

関数である．境界変動型の形状最適化問題では，Li (ϕ, u, vi) の形状微分を求める方法

としていくつかの方法が考えられるが，本論文では，Li の形状微分を関数の形状偏微

分に基づく公式を使って求める方法を考える [30]．そのために，以下では b, pN, uD お

よび ϕ ∈ D は空間固定と仮定する．
ϕ の変動を φ ∈ X とかくことにする．u と vi の形状偏微分を u′ および v′i とかく

ことにする．このとき，Li (ϕ, u (ϕ) , vi (ϕ)) の形状微分は

L ′
i (ϕ, u, vi) [φ] = Liϕ (ϕ, u, vi) [φ]

+ Liu (ϕ, u, vi) [u
′] + Livi (ϕ, u, vi) [v

′
i] (2.5.2)

のようにかくことができる．ここで，式 (2.5.2) の右辺第 3項を計算すれば

Livi (ϕ, u, vi) [v
′
i] = LMvi (ϕ, u, vi) [v

′
i]

=

∫
Ω(ϕ)

{−∇u ·∇v′i + bv′i} dx

+

∫
ΓN(ϕ)

pNv
′
i dγ −

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) ∂νv
′
i + v′i∂νu} dγ (2.5.3)

となる．この項は，u が問題 2.3.1 の解ならば 0 になる．また，(2.5.2) の右辺第 2項は，

Liu (ϕ, u, vi) [u
′] =

∫
Ω(ϕ)

(ζiu (u,∇u) [u′] + ζi∇u (u,∇u) [∇u′]) dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNiu (u) [u
′] dγ +

∫
ΓD(ϕ)

vDi∂νu
′dγ

+ LMu (ϕ, u, vi) [u
′] (2.5.4)

となる．ただし，

LMu (ϕ, u, vi) [u
′] = −

∫
Ω(ϕ)

∇u′ ·∇vidx−
∫
ΓD(ϕ)

{u′∂νvi + (vi − vDi) ∂νu
′} dγ

となる．この項は，vi が次の随伴問題の解のとき 0 となる．
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問題 2.5.1 (fi に対する随伴問題) ϕ ∈ D に対して問題 2.3.1 の解 u が与えられた

とき，

−∆vi = ζiu (ϕ, u,∇u) +∇ · ζi∇u (ϕ, u,∇u) in Ω (ϕ) ,

∂νvi = ηNiu (ϕ, u) + ζi∇u (ϕ, u,∇u) · ν on Γηi (ϕ) ,

∂νvi = 0 on ΓN (ϕ) \ Γ̄ηi (ϕ) ,

vi = vDi on ΓD (ϕ)

を満たす vi (ϕ) : Ω (ϕ) → R を求めよ． □

さらに，式 (2.5.2) の右辺第 1項は，

Liϕ (ϕ, u, vi) [φ] = fiϕ (ϕ, u) [φ] + LMϕ (ϕ, u, vi) [φ]

= ⟨ḡ∂Ωi,φ⟩+ ⟨ḡNi,φ⟩+ ⟨ḡ∂Ni,φ⟩ = ⟨ḡi,φ⟩ (2.5.5)

の形式にまとめることができる．ここで，

⟨ḡ∂Ωi,φ⟩ =
∫
∂Ω(ϕ)

(ζi (u,∇u)−∇u ·∇vi + bvi)ν ·φ dγ (2.5.6)

⟨ḡNi,φ⟩ =
∫
Γp(ϕ)∪Γηi(ϕ)

(∂ν + κ)
(
pNvi + ηiN (u)

)
ν ·φ dγ (2.5.7)

⟨ḡ∂Ni,φ⟩ =
∫
∂(Γp(ϕ)∪Γηi(ϕ))

(pNvi + ηNi (u)) τ ·φ dγ (2.5.8)

となる．ここで，u と vi が問題 2.3.1 と問題 2.5.1 の解であることを用いた．

式 (2.5.5) は，u と vi がそれぞれ問題 2.3.1 と問題 2.5.1 の解である条件を満たした

下での Lagrange 関数の形状微分になっていることから，式 (2.5.5) の ḡi は

f̃ ′
i (ϕ) [φ] = ⟨ḡi,φ⟩ (2.5.9)

の意味をもつことになる．ただし，f̃i (ϕ) = {fi (ϕ, u) | (ϕ, u) ∈ D × S, 問題 2.3.1}
とおいた．また，式 (2.5.5) の ḡi が入る関数空間は ḡi ∈ X ′ となる．この事実より，

ḡi は設計変数の許容集合が入る線形空間 Y = C0,1
(
Rd;Rd

)
に入るとは限らない．こ

の結果は，−gi を φ に代入する勾配法で得られる ϕ+φ は Y の元となることが保証

されないことを意味する．このことは，第 1 章で説明した波打ち現象などの数値不安

定現象が発生する一因になっていると考えられる．

2.6 H1 勾配法

評価関数の形状微分が定義できたので，次に設計変数 ϕ の更新ベクトル φ の決定法

について述べる．本論文では評価関数の形状微分を正則化する機能をもつ． H1 勾配法
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を用いる．ある i ∈ {0, · · · ,m} に対して，評価関数 fi (ϕ, u) を選び，ある ϕ ∈ D に
おける形状微分 gi ∈ X ′ が与えられたと仮定する．fi が減少する方向ベクトルを次の

問題の解 φgi ∈ X によって求める方法を，形状最適化問題に対するH1 勾配法とよぶ．

問題 2.6.1 (形状最適化問題に対する H1 勾配法) X = H1
(
Rd;Rd

)
とする．aX :

X ×X → R を，任意の y,z ∈ X に対して，ある α > 0, β > 0 が存在し，

aX (z,z) ≥ α ∥z∥2X |aX (y, z)| ≤ β ∥y∥X ∥z∥X

が成り立つような X 上の有界かつ強圧的双 1次形式とする．ある ϕ ∈ D において
gi ∈ X ′ が与えられたとき，任意の z ∈ X に対して

aX
(
φgi, z

)
= −⟨gi,z⟩ (2.6.1)

を満たす φgi ∈ X を求めよ． □

この問題の解 φgi ∈ X は Lax-Milgram の定理より一意に存在する．また，φgi ∈
W 1,∞ (Rd;Rd

)
を得る [30]．ここで，問題 2.6.1 は，

q
(
φgi

)
= min

φ∈X

{
q (φ) =

1

2
aX (φ,φ) + ⟨gi,φ⟩+ fi (ϕ)

}
(2.6.2)

を満たす φgi ∈ X を求めることと同値である．そこで，fi (ϕ) の φ ∈ X に対する 2

階の Fréchet 微分を aX (φ,φ) で代用したときの修正 Newton 法とみなすことができ

る．問題 2.6.1 で使われる X 上の強圧的双 1次形式 a : X ×X → R の選び方には任
意性がある．本論文では，以下のように定義する．

実 Hilbert 空間 (Hilbert space) X 上の内積は強圧性をもつ．ここでは，その応用を

考える．φ ∈ X = H1
(
Rd;Rd

)
に対して，∇φT の対称成分を

E (φ) = (eij (φ))ij =
1

2

(
∇φT +

(
∇φT

)T)
とおく．また，cΩ を L∞ (Rd;Rd×d×d×d

)
に入る正値関数とする．このとき，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

(E (φ) ·E (ψ) + cΩφ ·ψ) dx (2.6.3)

は X 上の強圧的な双 1次形式となる．ここで，cΩ は被積分関数の第 1項と第 2項の重

みを調整する働きをする．cΩ を小さくとり，第 1項を支配的にすれば平滑化の機能が優

先される．ただし，cΩ = 0とすることは，強圧性を失うことになり，H1 勾配法で要求さ

れる条件を満たさないことになる．さらに，C = (cijkl)ijkl ∈ W 1,∞ (Rd;Rd×d×d×d
)
を

線形弾性問題で使われる剛性テンソルとする．すなわち，任意の対称テンソル A ∈ Rd×d
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図 2.6.1: H1 内積を用いた H1 勾配法

と B ∈ Rd×d に対して A · (C : A) ≥ α ∥A∥2 および |A · (C : B)| ≤ β ∥A∥ ∥B∥ が
成り立つような正定数 α と β が存在し，かつ対称性 cijkl = cklij をもつと仮定する．こ

れを用いて，応力テンソルを

S (φ) = C : E (φ) =

 ∑
(k,l)∈{1,··· ,d}2

cijklekl (φ)


ij

(2.6.4)

とおく．このとき，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

(S (φ) ·E (ψ) + cΩφ ·ψ) dx (2.6.5)

は X 上の強圧的な双 1次形式となる．式 (2.6.5) の a は，φ と ψ を変位とその変分

とみなしたときの線形弾性問題におけるひずみエネルギーの変分を与える双 1次形式と

なる．このとき，cΩ は Rd 上に配置された分布ばねの意味をもつ．さらに，式 (2.6.1)

の強形式は次のようになる．この問題のイメージを図 2.6.1 に示す．

問題 2.6.2 (H1 内積を用いた H1 勾配法) ϕ ∈ D において， ḡ∂Ωi, ḡNi および ḡ∂Ni

とが与えられたとき，

−∇TS
(
φgi

)
+ cΩφ

T
gi = 0T

Rd in Ω (ϕ) ,

S
(
φgi

)
ν = −ḡNi − ḡ∂Ωi on Γp (ϕ) ∪ Γηi (ϕ) ,

S
(
φgi

)
τ = −ḡ∂Ni on ∂ (Γp (ϕ) ∪ Γηi (ϕ)) ,

S
(
φgi

)
ν = −ḡ∂Ωi on ∂Ω (ϕ) \ (Γp (ϕ) ∪ Γηi (ϕ))

を満たす φgi を求めよ． □

また，境界条件を追加することで双 1次形式 a : X ×X → R に強圧性をもたせるこ
とができる．式 (2.2.2) の中で，Ω̄C0 ⊂ Ω̄0 を設計上の要請で固定する領域を表すこと
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図 2.6.2: 境界条件を用いた H1 勾配法

にした．このとき，Ω̄C0 ̸= ∅ および 式 (2.2.1) の X を仮定したとき，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)\Ω̄C0

S (φ) ·E (ψ) dx (2.6.6)

は X 上の強圧的な双 1次形式となる．このときの強形式は次のようになる．

問題 2.6.3 (Dirichlet 条件を用いたH1 勾配法, 関数の形状微分) ある ϕ ∈ D にお
いて，ḡ∂Ωi, ḡNi, ḡ∂Ni および ḡDi とが与えられたとき，

−∇TS
(
φgi

)
= 0T

Rd in Ω (ϕ) \ Ω̄C0,

S
(
φgi

)
ν = −ḡ∂Ωi − ḡNi on ΓN (ϕ) \ Ω̄C0,

S
(
φgi

)
ν = −ḡ∂Ωi − ḡDi on ΓD (ϕ) \ Ω̄C0,

S
(
φgi

)
τ = −ḡ∂Ni on ∂ΓN (ϕ) \ Ω̄C0,

φgi = 0Rd on Ω̄C0

を満たす φgi を求めよ． □

問題 2.6.3 のイメージを図 2.6.2 (a) に示す．この問題は，Ω (ϕ) を線形弾性体と仮定

して，Ω̄C0 を固定して残りの境界に境界力 ḡ∂Ωi, ḡNi, ḡ∂Ni および ḡDi を作用させたと

きの変位 φgi を求める問題になっている．このような解釈から，問題 2.6.3 は力法とよ

ばれてきた [48]．

さらに，Robin 条件によっても a の強圧性を得ることができる．ある正値関数

c∂Ω ∈ L∞ (∂Ω (ϕ) ;R) を選び，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

S(φ) ·E(ψ) dx+

∫
∂Ω(ϕ)

c∂Ω (φ · ν) (ψ · ν) dγ

とおく．このときの強形式は次のようになる．
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問題 2.6.4 (Robin 型力法の強形式) ある ϕ ∈ D において，ḡ∂Ωi, ḡNi, ḡ∂Ni および

ḡDi とが与えられたとき，

−∇TS
(
φgi

)
= 0T

Rd in Ω (ϕ) ,

S
(
φgi

)
ν + c∂Ω (φ · ν)ν = −ḡ∂Ωi − ḡNi on ΓN (ϕ)

S
(
φgi

)
τ = −ḡ∂Ni on ∂ΓN (ϕ) ,

S
(
φgi

)
ν + c∂Ω (φ · ν)ν = −ḡ∂Ωi − ḡDi on ΓD (ϕ)

を満たす φgi を求めよ． □

問題 2.6.4 のイメージを図 2.6.2 (b) に示す．この問題は，Ω (ϕ) を線形弾性体と仮

定して，∂Ω (ϕ) にばね定数 c∂Ω の分布ばねを配置した下で，境界に ḡ∂Ωi, ḡNi, ḡ∂Ni お

よび ḡDi を作用させたときの変位 φgi を求める問題になっている．このような解釈か

ら，問題 2.6.4 はばね付き力法，あるいは Robin 型力法とよばれてきた [56]．

2.7 形状最適化問題の解法

最後に，境界変動型の形状最適化問題 (問題 2.4.1) の解を求める方法について考え

る．2.6 節では，ある i ∈ {1, · · · ,m} を選んだとき，評価関数 fi (ϕ) の形状微分 gi

(本節では ḡi を gi とかく) が与えられたならば，fi (ϕ) が減少する領域変動は H1 勾

配法の解 φgi として求められることを示した．ここでは，それらの解を使って不等式

制約問題の解を求めることを考える．

2.6 節では，H1 勾配法は，任意の領域変動 φ ∈ X に対する 2階の Fréchet 微分を

aX (φ,φ) で代用したときの修正 Newton 法になっていることを指摘した．そこでは，

fi に対する 2次の近似関数を式 (2.6.2) の q で与えた．ここでは，次の近似問題を繰

り返し解く方法を考える．その方法は，設計変数が入る X 上の逐次 2次近似法に対応

する．

問題 2.7.1 (逐次 2次近似問題) ある ϕ ∈ D に対して，f0, · · · , fm とそれらの形状
微分 g0, · · · , gm が与えられたと仮定する．ca をステップサイズを調整する正定数とす
る．このとき，

q
(
φg

)
= min

φ∈X

{
q (φ) =

ca
2
aX (φ,φ) + ⟨g0,φ⟩

∣∣∣ f1 (ϕ) + ⟨g1,φ⟩ ≤ 0,

· · · , fm (ϕ) + ⟨gm,φ⟩ ≤ 0

}
(2.7.1)

を満たす φg ∈ X を求めよ． □
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問題 2.7.1 の Lagrange 関数を

LSQ (φ, λ1) = q (φ) +
∑

i∈{1,··· ,m}

λi (fi (ϕ) + ⟨gi,φ⟩) (2.7.2)

とおく．ここで，λ = (λ1, · · · , λm)T ∈ Rm は不等式制約条件に対する Lagrange 乗

数である．ここで，φg が問題 2.7.1 の解ならば，任意の y ∈ X に対して，KKT

(Karush–Kuhn–Tucker) 条件

caaX
(
φg,y

)
+

⟨
g0 +

∑
i∈{1,··· ,m}

λigi,y

⟩
= 0, (2.7.3)

fi (ϕ) +
⟨
gi,φg

⟩
≤ 0 for i ∈ {1, · · · ,m} , (2.7.4)

λi
(
fi (ϕ) +

⟨
gi,φg

⟩)
= 0 for i ∈ {1, · · · ,m} , (2.7.5)

λi ≥ 0 for i ∈ {1, · · · ,m} , (2.7.6)

が成り立つ (例えば [58])．これらを満たす φg は次のようにして求められる．

φg0, · · · ,φgm を H1 勾配法 (問題 2.6.1) の解とする．ただし，式 (2.6.1) を

caaX
(
φgi,z

)
= −⟨gi,z⟩ (2.7.7)

に変更する．このとき，

φg = φg0 +
∑

i∈{1,··· ,m}

λiφgi (2.7.8)

は，式 (2.7.3)を満たす．また，式 (2.7.4)が等号で成り立つならば，i ∈ {1, · · · ,m} に
対して，

⟨
g1,φg1

⟩
· · ·

⟨
g1,φgm

⟩
...

. . .
...⟨

gm,φg1

⟩
· · ·

⟨
gm,φgm

⟩

λ1

...
λm

 = −

 f1 (ϕ) +
⟨
g1,φg0

⟩
...

fm (ϕ) +
⟨
gm,φg0

⟩


が成り立つ．この式を(⟨
gi,φgj

⟩)
ij
(δλj)j = −

(
fi (ϕ) +

⟨
gi,φg0

⟩)
i

(2.7.9)

とかく．

これらの関係に基づいて，問題 2.4.1 に対する数値解法を考える．ここでは，式

(2.7.8) の φg の大きさ
∥∥φg

∥∥
X
をステップサイズとよび，それを決め打ちで与える簡易

法についてアルゴリズムを示す．その後で，より合理的にステップサイズを決定する方

法について考察する．なお，ステップサイズの制御は，式 (2.7.7) の ca によって行われ

ることに注意する．また，簡単のために，初期領域 Ω0 においては，f1 = · · · = fm = 0

であった (式 (2.4.1) の ci をそのように与える) と仮定する．
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図 2.7.1: H1 勾配法を用いた逐次 2次近似法のアルゴリズム

まず，簡易法について考える．実際には，ca を決め打ちで与える．初期領域 Ω0 に対

して，f1, · · · , fm を計算し，第 3.5 節の結果を用いて g0, · · · , gm を計算する．次に，
それらを用いて式 (2.7.7) による H1 勾配法の解 φg0, · · · ,φgm を求める．これらの結

果を用いて，式 (2.7.9) の
(⟨
gi,φgj

⟩)
ij
と −

(⟨
gi,φg0

⟩)
i
を計算する．ここで，同類の

制約関数が使われていなければ，g1, · · · , gm は 1次独立 (
(⟨
gi,φgj

⟩)
ij
のランクは m)

になり，λ1, · · · , λm は一意に決定される．その結果，有効な評価関数に対する添え字
の集合

IA = {i ∈ {1, · · · ,m} | 式 (2.7.4), 式 (2.7.5), 式 (2.7.6)} (2.7.10)

を求め，i /∈ IA に対して λi = 0 とおき，IA に含まれる制約条件のみを残した式 (2.7.9)

を解くことを繰り返す．このようにして得られた λ1, · · · , λm と式 (2.7.8) によって得

られた φg は KKT 条件 (2.7.3) から式 (2.7.6) を満たすことになる．この φg を用い

て領域を変動させれば，新領域 Ω
(
φg

)
が得られる．以上の手順をまとめると次のよう

になる (図 2.7.1)．

アルゴリズム 2.7.1 (逐次 2次近似法) (1) Ω0 を選ぶ．f1 = · · · fm = 0 を満たす

ように c1, · · · , cm を定める．ca を選ぶ．k = 0 および ϕ0 = i (恒等写像) と

おく．

(2) Ω (ϕk) において主問題 (問題 2.3.1) を解き，f0, · · · , fm を計算する．
(3) 停止条件を判定する．満たされたときは 8 に進む．満たされないときは次に進む．

(4) 随伴問題 (問題 2.5.1) を解き，g0, · · · , gm を計算する．
(5) 式 (2.7.7) による H1 勾配法 (問題 2.6.1) で φg0, · · · , φgm を計算する．

(6) 式 (2.7.9) で λ を計算する．ただし，i /∈ IA に対して λi = 0 とおき，IA に含

まれる制約条件のみを残した式 (2.7.9) を解くことを繰り返す．
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(7) 式 (2.7.8) で φg を求め，ϕk+1 = ϕk +φg とおき，変数 k に k + 1 の値を代入

して，2 に戻る．

(8) 計算を終了する．

□

次に，ステップサイズをより合理的に決定する方法について考える．ここでは，次の

項目に分けてみていくことにする．

(1) 正定数 ϵ を与えて，初期の領域変動において
∥∥φg

∥∥
X
= ϵ となるように ca を決

定する方法

(2) 変動後の領域において，式 (2.7.4)から式 (2.7.6)が満たされるように λ1, · · · , λm
を補正する方法

(3) 評価関数の非線形性に起因する予測誤差に応じてステップサイズを制御する方法

1 は，次のようにして実現される．ca の初期値を 1 とおく．初回に式 (2.7.7) によ

る H1 勾配法 (問題 2.6.1) を適用し，φg0, · · · ,φgm を求める．次に，式 (2.7.9) によ

り，λ1, · · · , λm を求める．この際，f1 (ϕ) = · · · = fm (ϕ) = 0 を仮定しているので，

λ1, · · · , λm を決定するのに φg0, · · · ,φgm の大きさには依存しないことに注意する．

λ1, · · · , λm が得られれば，式 (2.7.8) により φg を求めることができる．この φg を

用いて，ca = ϵ/φg とおく．2回目以降，この ca を用いれば，H1 勾配法によって得

られた φg0, · · · ,φgm による式 (2.7.8) の φg の大きさはおよそ ϵ となる．なお，初

回については，ca = 1 とおいて得られた φg に ca を乗ずればよい．また，
∥∥φg

∥∥
X
を∣∣φg

∣∣
W 1,∞(Ω0;Rd) で代用し，ϵ を最大主ひずみの領域全体にわたる最大値の目安とみなし

て，数 % の数値を与える方法などが考えられる．ここで示した工夫は，アルゴリズム

2.7.1 のステップ 7 において，k = 0 のときに，φg を求めた後で，ca = ϵ/φg の計算を

挿入することで実現される．

また，2 については次のような方法が考えられる．簡易法で使われた λ1, · · · , λm の
計算法では，逐次 2次近似問題 (問題 2.7.1) の KKT 条件は満たしていても，変動後

の領域では，不等式制約は満たされていない可能性がある．変動後の領域で確実に不等

式制約が満たされるためには，λ1, · · · , λm を補正する必要がある．ここでは，(2.7.8)

の φg を φg (λ) と表すことにして，すべての i ∈ {1, · · · ,m} に対して式 (2.7.4) から

式 (2.7.6) が満たされるまで，(⟨
gi
(
ϕ+φg (λ)

)
,φgj

⟩)
(i,j)∈I2A

(δλj)j∈IA = −
(
fi
(
ϕ+φg (λ)

))
i∈IA

,

δλi = 0 for i /∈ IA (2.7.11)

によって δλ = (δλ1, · · · , δλm)T を求め，λ+ δλ を λ に更新する方法が考えられる．

この工夫は，アルゴリズム 2.7.1 のステップ 6 において，式 (2.7.11) の計算を挿入す
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ることで実現される．その際，実際に領域を Ω
(
ϕ+φg (λ)

)
に更新したときの i ∈ IA

に対する gi と fi を求める必要がある．

さらに，3 については，Armijo の規準 [59]と Wolfe の規準 [60]を満たすようにス

テップサイズを制御する方法が考えられる．原問題 (問題 2.4.1) の Lagrange 関数を

L (ϕ,λ) = f0 (ϕ) +
∑

i∈{1,··· ,m}

λifi (ϕ)

とおく．ここで，λ = (λ1, · · · , λm)T ∈ Rm は原問題に対する KKT 条件を満たす不等

式制約条件に対する Lagrange 乗数である．このとき，Armijo の規準:

L
(
ϕ+φg,λ

)
− L (ϕ,λ) ≤ ξ

⟨
g0 +

∑
i∈{1,··· ,m}

λigi,φg

⟩
(2.7.12)

はステップサイズの上限を与える．ここで，ξ ∈ (0, 1) は許容範囲を制御する定数であ

る．また，Wolfe の規準 :

µ

⟨
g0 +

∑
i∈{1,··· ,m}

λigi,φg

⟩
≤

⟨
g0 new +

∑
i∈{1,··· ,m}

λi newginew,φg

⟩
(2.7.13)

はステップサイズの下限を与える．ここで，µ は許容範囲を制御する 0 < ξ < µ < 1 を

満たす定数である．また，( · )new は ϕ+φg のときの値を表す．Armijo の規準とWolfe

の規準を満たすようにステップサイズを制御していけば，大域的収束性 (初期点が最小

点から十分離れていても，最小点に収束する性質) が成り立つことが示される [61, 62]．

これらの規準は，アルゴリズム 2.7.1 のステップ 7 において，これらの規準が満たされ

るように ca の値を修正する操作を挿入することで実現される．その際，ここでも，実際

に領域を Ω
(
ϕ+φg

)
に更新したときの i ∈ IA に対する gi と fi を求める必要がある．



31

第 3章

ブレーキ鳴き現象への形状最適化の応用

3.1 はじめに

ブレーキ鳴きは 1kHzから 15kHzで生じる振動騒音現象である．ブレーキ鳴きが生

じると，車両の使用者に不快感を与えてしまうため，車両の品質に直結する重要な設計

指標のひとつと考えられている．そのため，ブレーキ鳴きに対する CAE 評価技術に対

する研究は古くから取り組まれてきた．

ブレーキ鳴き現象に対する先駆的な研究は Mills [63] により行われたと云われてい

る．Mills はその研究の中でブレーキ鳴き現象が摩擦力により生じるスティックスリッ

プ現象であると指摘した．その後，North [64] は接触面に Coulomb 摩擦が作用する簡

易的なローターとパッドのモデルを用いて，ブレーキ鳴き現象が自励振動であると指

摘した．Millner [65] は Coulomb 摩擦に起因して剛性行列が非対称になることにより，

ブレーキ鳴き現象が複素固有値問題に帰着することを明らかにした．また，Millner は

複素固有値の実部が正であれば，その自由振動モードの振幅が時間に対して増大するた

め，動的不安定性が生じると指摘した．この Millner の考えに基づいて，現在では，有

限要素法を用いたブレーキ鳴きの解析手法が多くの商用プログラムに実装され，多くの

適用例が報告されている (例えば，[66])．

一方，2000年代以降，ブレーキ鳴き低減のための形状設計問題に最適化技術を活用

する研究が報告されてきている． Lee ら [68] や Guan ら [69] はブレーキモデルの各

コンポーネントの固有値を設計変数とし，複素固有値の実部を目的関数とするパラメー

タ最適化問題を構築しその解法を示した．この方法を用いれば，複素固有値の実部を

減少させる理想的な各コンポーネントの各固有値を得ることができる．後藤ら [70] は

Lee らの手法により得られた理想的な各コンポーネントの固有値配列を有する形状を得

る為に，実固有振動数を目的関数としたノンパラメトリック形状最適化手法を用いた．

また，Nelagadde と Smith [71] は複素固有値の実部が正となることが，関連する振動
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図 3.1.1: 複素固有値解析によるブレーキ鳴きの振動モードの例 [67]

モード間の連成により生じるとの考察に基づいて，関連する振動モードに対応する固有

周波数を離間させることを目的とし，ローターのフィンの厚みなどを設計変数とおいた

パラメータ最適化問題構成した．Soh と Yoo [72] はキャリパーシリンダーの形状を制

御するパラメータを設計変数とし，複素固有値に対する実部を目的関数とするパラメー

タ最適化手法を提案した．

このように，ブレーキ鳴き現象における過去の最適化の研究では，パラメータ最適化

に基づいた方法が提案されてきた．しかしながら，アセンブリ状態の評価指標である複

素固有値の実部を目的関数としたノンパラメトリック形状最適化手法はこれまで提案さ

れていない．そこで，本研究ではこのような複素固有値を目的関数としたノンパラメト

リック形状最適化問題を構築し，その解法を示す．本研究ではMillner の考えに基づき

ブレーキ鳴き現象に対する自由振動問題が複素固有値問題で記述できると考え，これを

主問題に設定する．その上で，複素固有値の実部を目的関数としたノンパラメトリック

形状最適化問題を構築しその解法を示す．形状最適化問題の解法においては，第 2 章

で述べた H1 勾配法と逐次 2 次計画法を用いる．

本章の構成は以下の通りである．3.2節 ではブレーキモデルの初期領域と設計変数に

ついて述べる．定義した初期領域と設計変数を用いて，3.3章ではブレーキ鳴きの自由

振動問題に対する複素固有値問題を導出し主問題を定義する．3.4節では主問題の解を

用いて複素固有値の実部を評価関数に選んだ形状最適化問題を定義する．次に，評価関

数に対する 形状微分を 3.5 節で導出する．3.6 節では定義した形状最適化問題の解法

を述べる．最後に 3.7節では簡易ブレーキモデルを用いた数値例を示す．

3.2 ブレーキモデル

はじめにブレーキモデルの領域と摩擦境界の定義を図 3.2.1 に示す．ΩR0 はロー

ターの領域を表し，ΩP0 はパッドの領域を表す． また，それぞれの領域の境界は
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(a) 領域の定義 (b) 摩擦境界の定義

図 3.2.1: ブレーキモデル

¡P0

P0

P(Á)=(i+Á)( 
 P0)

x

¡D0

(i+Á)(x)

図 3.2.2: パッドの領域変動

Lipschitz 級を仮定する． ΓR0 と ΓP0 はそれぞれローターとパッドの接触境界を表し，

ΓD0 ⊂ ∂ΩR0 ∪ ∂ΩP0 は非斉次 Dirichlet 境界を表す． νR，τR と νP, τP はそれぞれ

ローターとパッドに定義した法線と接線である．また，α はローターとパッド間の接触

剛性を表し， µ は Coulomb 摩擦係数を表す． ρR と ρP はそれぞれ領域 ΩR0 と ΩP0

の密度を表す．これら α, µ, ρR, および ρP は正の定数とする．

次に，形状最適化問題における設計変数について図 3.2.2 に示す．本研究ではパッド

領域の変動 ϕを設計変数として定義する．変動後の領域は 1対 1写像 i+ϕ : ΩP0 → Rd

を用いると，

ΩP (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ ΩP0} ,

とかける．ここで記号 i は恒等写像である．形状最適化の過程で 1対 1写像の連続性

を保つために， ϕ の許容集合を 式 (2.2.2) と定義する．ただし，Ω̄C0 = ΓP0 ∪ ΓD0 と

する．
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3.3 主問題

上記の定義に基づいて，ブレーキ鳴きの自由振動を以下で考える．uR と uP はそれ

ぞれ領域 ΩR0 (ϕ) と ΩP (ϕ) の変位を表すとする．また，ひずみテンソルと応力テンソ

ルを

E (u) = (eij (u))ij =
1

2

(
∇uT +

(
∇uT

)T)
,

S (u) = C : E (u) =

 ∑
(k,l)∈{1,··· ,d}2

cijklekl (u)


ij

とおく．ここで，

C = (cijkl)ijkl ∈ W 1,∞ (Rd;Rd×d×d×d
)

は剛性を表し，楕円的かつ有界性を仮定する．これらの定義を用いると，ブレーキ鳴き

の自由振動問題は次のようにかくことができる．

問題 3.3.1 (ブレーキ鳴きの自由振動問題) ϕ ∈ D, 初期変位 ū0 ∈ W 2,2q
(
Rd;Rd

)
,

および初期速度 v̄0 ∈ W 2,2q
(
Rd;Rd

)
が与えられたとき，

ρRüR − (∇ · S (uR))
T = 0Rd in ΩR (ϕ)× R,

ρPüP − (∇ · S(uP))
T = 0Rd in ΩP (ϕ)× R,

S (uR)νR = 0Rd on
(
∂ΩR0 \ Γ̄R(ϕ)

)
× R,

S (uP)νP = 0Rd on
(
∂ΩP (ϕ) \ Γ̄P0

)
× R,

S (uR)νR = α {(uR − uP) · νR}νR on ΓR0 × R,
S (uR) τR = µα {(uR − uP) · νR} τR on ΓR(ϕ) × R,
S (uP)νP = α {(uP − uR) · νP}νP on ΓP(ϕ) × R,
S (uP) τP = −µα {(uP − uR) · νP} τP on ΓP(ϕ) × R (3.3.1)

uR = uP on
(
ΓR(ϕ) ∪ ΓP0

)
× R,

u = ū0 in ΩR(ϕ) ∪ ΩP (ϕ)× {0} ,
u̇ = v̄0 in ΩR(ϕ) ∪ ΩP (ϕ)× {0} ,
u = 0Rd on ΓD0 × R.

を満たす u を求めよ． □

ここで， 式 (3.3.1) の右辺のマイナス符号は問題 3.3.1 の剛性行列を非対称にする要

因となる．次に，ブレーキ鳴きの自由振動問題から複素固有振動問題を導く．ブレーキ
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モデルは u 対して線形システムであるので，任意の s ∈ C に対して以下の変数分離型
を仮定することができる．

u (x, t) = estû (x) + es
ctûc (x) (3.3.2)

ここで， ( · )c は複素共役を表す．û の線形空間を

U =
{
û ∈ H1

(
Rd;Cd

) ∣∣ û = 0Rd on ΓP0 ∪ ΓD0

}
, (3.3.3)

とおく．また，û の許容集合を

S = U ∩W 2,2q
(
Rd;Cd

)
(3.3.4)

のように定義する．式 (3.3.2) を問題 3.3.1 に代入すると，ブレーキ鳴きの自由振動問

題に対する複素固有値問題は k ∈ {1, 2, · · · } を次数とすると，以下のようになる．

問題 3.3.2 (ブレーキ鳴きの複素固有振動問題) ϕ ∈ Dが与えられたとき，

ρRskûRk − (∇ · S (ûRk))
T = 0Rd in ΩR(ϕ),

ρPskûPk − (∇ · S(ûPk))
T = 0Rd in ΩP (ϕ) ,

S (ûRk)νR = 0Rd on
(
∂ΩR(ϕ) \ Γ̄R(ϕ)

)
,

S (ûPk)νP = 0Rd on
(
∂ΩP (ϕ) \ Γ̄P(ϕ)

)
,

S (ûRk)νR = α {(ûRk − ûPk) · νR}νR on ΓR(ϕ),

S (ûRk) τR = µα {(ûRk − ûPk) · νR} τR on ΓR(ϕ),

S (ûPk)νP = α {(ûPk − ûRk) · νP}νP on ΓP(ϕ),

S (ûPk) τP = −µα {(ûPk − ûRk) · νP} τP on ΓP(ϕ),

ûRk = ûPk on
(
ΓR(ϕ) ∪ ΓP(ϕ)

)
,

û = 0Rd on ΓD0.

を満たす固有振動対 (sk, ûk) を求めよ． □

次に，第 2 章で示した手順に従い，弱形式を導く． ΓD (ϕ) 上で 0Rd となる任意の

v̂c ∈ U を問題 3.3.2 にかけて，Ω (ϕ) で積分し，発散定理を用いれば

h (sk, ûk, v̂
c) + h (sck, û

c
k, v̂) = 0 (3.3.5)

となる．ここで，h (s, û, v̂c) は次のようになる．

h (s, û, v̂c) = aR (ûR, v̂
c
R) + s2bR (ûR, v̂

c
R)

− cR (ûR − ûP, v̂
c
R)− dR (ûR − ûP, v̂

c
R)

+ aP (ûP, v̂
c
P) + s2bP (ûP, v̂

c
P)

− cP (ûP − ûR, v̂
c
P) + dP (ûP − ûR, v̂

c
P) , (3.3.6)
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ここで，以下の定義を用いた．ただし，( · ) ∈ {P,R} とする．

a( · ) (û, v̂) =

∫
Ω( · )(ϕ)

S (û) ·E (v̂) dx,

b( · ) (û, v̂) =

∫
Ω( · )(ϕ)

ρ( ·)û · v̂dx,

c( · ) (û, v̂) =

∫
Γ( · )0

α
(
û · ν( · )

) (
v̂ · ν( · )

)
dγ,

d( · ) (û, v̂) =

∫
Γ( · )0

µα
(
û · ν( · )

) (
v̂ · τ ( · )

)
dγ.

また，次節の形状最適化問題で主問題を等式制約として利用することになる．その為，

ブレーキ鳴きの複素固有値問題の弱形式に対する Lagrange 関数を次のように定義して

おく．

LM (ϕ, sk, ûk, v̂) = h (sk, ûk, v̂
c) + h (sck, û

c
k, v̂) (3.3.7)

3.4 形状最適化問題

本節では，主問題の解 sk を用いて，ブレーキ鳴き現象に対する形状最適化問題を定

義する．本研究では Millner の考えより，ブレーキ鳴き現象が複素固有値の実部で評価

することができると考える．そこで，本研究では実部が正となるある次数を k として

目的関数を

f0 (ϕ, sk) = 2Re [sk] = sk + sck (3.4.1)

のように定義する．さらに，制約関数として，パッドの体積を選び，

f1 (ϕ) = −
∫
ΩP(ϕ)

dx+ c1 (3.4.2)

のように定義する．ここで， c1 は ΩP (ϕ) 上で定義され f1 (ϕ) ≤ 0 となるように定め

た正の定数である．これらの評価関数を用いれば，形状最適化問題は以下のように定義

することができる．

問題 3.4.1 (形状最適化問題) D と S はそれぞれ 式 (2.2.2) と式 (3.3.4)で定義し，

(sk, ûk) ∈ C × S は ϕ ∈ Dが与えられたときの問題 3.3.2 の k 次の解であるとする．

また， f0 と f1 はそれぞれ式 (3.4.1) と 式 (3.4.2)で定義されているとする. このとき，

min
ϕ∈D

{f0 (ϕ, sk) | f1 (ϕ) ≤ 0, (sk, ûk) ∈ C× S, Problem 3.3.2}

を満たす ΩP (ϕ) を求めよ． □
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3.5 評価関数の形状微分

前節で定義した形状最適化問題を勾配法を用いて解くために，本節では目的関数 f0

と制約関数 f1 の形状変動に対する Fréchet 微分を導出する．

目的関数 f0 は主問題の解である sk を含むので，主問題を等式制約として考慮し，

f0 に対する Lagrange 関数を

L0 (ϕ, sk, ûk, v̂0) = f0 (ϕ, sk)− LM (ϕ, sk, ûk, v̂0) (3.5.1)

のように定義する．ここで，v̂0 は主問題に対する Lagrange 乗数である．L0 の任意の

形状変動 φ ∈ X に対する形状微分は

L ′
0 (ϕ, sk, ûk, v̂0) [φ]

= L0ϕ (ϕ, sk, ûk, v̂0) [φ] + L0sk (ϕ, sk, ûk, v̂0) [s
′
k]

+ L0ûk
(ϕ, sk, ûk, v̂0)

[
û′

k

]
+ L0v̂0 (ϕ, sk, ûk, v̂0)

[
v̂′0
]
, (3.5.2)

のようになる．ここで，
(
s′k, û

′
k, v̂

′
0

)
∈ C × U × U は領域変動 φ ∈ X に対する

(sk, ûk, v̂0) の形状偏微分を表す．式 (3.5.2) の右辺第 4項は

L0v̂0 (ϕ, sk, ûk, v̂0)
[
v̂′0
]

= −hv̂0 (sk, ûk, v̂
c
0)
[
v̂′0
]
− hv̂0 (s

c
k, û

c
k, v̂0)

[
v̂′0
]

= −h
(
sk, ûk, v̂

c′
0

)
− h

(
sck, û

c
k, v̂

′
0

)
, (3.5.3)

のようにかくことができ， (sk, ûk) が主問題 3.3.2 の解であるとき 0 となる．また，式

(3.5.2) の右辺第 2項は

L0sk (ϕ, sk, ûk, v̂0) [s
′
k] = f0sk (ϕ, sk) [s

′
k]

− hsk (sk, ûk, v̂
c
0) [s

′
k]− hsk (s

c
k, û

c
k, v̂0) [s

′
k]

= s′k + sc′k − 2sks
′
kbR (ûk, v̂

c
0)− 2scks

c′
k bP (ûk, v̂

c
0)

= s′k (1− 2skbR (ûk, v̂
c
0)) + sc′k (1− 2sckbP (ûk, v̂

c
0)) . (3.5.4)

のようにかくことができる．さらに，式 (3.5.2) の右辺第 3項は

L0ûk
(ϕ, sk, ûk, v̂0)

[
û′

k

]
= −hûk

(sk, ûk, v̂
c
0)
[
û′

k

]
− hûk

(sck, û
c
k, v̂0)

[
û′

k

]
= −h

(
sk, û

′
k, v̂

c
0

)
− h

(
sck, û

c′
k , v̂0

)
. (3.5.5)

のようにかくことができる．ここで， v̂0 が以下に示す随伴問題の解であるとき，式

(3.5.4) と式 (3.5.5) は 0 となる．
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問題 3.5.1 (f0 の随伴問題) ϕ ∈ Dが与えられたとき， (sk, ûk) が問題 3.3.2 の k 次

の解であるとすると， 任意の û′
k ∈ U に対して

h
(
sk, û

′
k, v̂

c
0

)
+ h

(
sck, û

c′
k , v̂0

)
= 0, (3.5.6)

2skb (ûk, v̂
c
0) = 2sckb (û

c
k, v̂0) = 1 (3.5.7)

を満たす固有振動対 (sck, v̂0) ∈ C× S を求めよ． □

問題 3.5.1 は左固有値問題となっている．また，その解 v̂0 は左固有振動モードを表

す．左固有振動モードは主問題で用いた剛性行列を転地した行列を用いた複素固有値解

析によって求めることができる．また，式 (3.5.7) は左固有振動モードの正規化条件を

表す．

以上の結果を用いて，(sk, ûk) と (sck, v̂0) がそれぞれ問題 3.3.2 と問題 3.5.1の解で

あるとすると， 式 (3.5.2) の右辺第 1 項は

L0ϕ (ϕ, sk, ûk, v̂0) [φ] =

∫
∂ΩP(ϕ)\(Γ̄P0∪Γ̄D0)

ḡ∂Ω0 ·φ dγ

= ⟨ḡ0,φ⟩ , (3.5.8)

となる．ここで，ḡ∂Ω0 は

ḡ∂Ω0 = 2Re
[
S (ûk) ·E (v̂c0) + s2kρPûk · v̂c0

]
νP. (3.5.9)

である．また，ΓP0 ∪ ΓD0 で φ = 0Rd であるとする．

一方， f1 (ϕ) に対する形状微分は

f ′
1 (ϕ) [φ] =

∫
∂ΩP(ϕ)\(Γ̄P1∪Γ̄D0)

ḡ∂Ω0 ·φ dγ

= ⟨ḡ1,φ⟩ , (3.5.10)

となる．ここで ḡ∂Ω1 は

ḡ∂Ω1 = νP. (3.5.11)

となる． ḡ0 と ḡ1 はそれぞれ f0 と f1 に対する形状微分である．

3.6 形状最適化問題の解法

形状微分を用いれば，形状変動は 第 2 章で述べた H1 勾配法を用いることで求める

ことができる．問題 3.4.1 に対する H1 勾配法は以下のようになる．
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{g@         i

¡D0 ¡P0

図 3.5.1: 問題 3.6.1 の境界条件 (H1 勾配法)

問題 3.6.1 (問題 3.4.1 に対する H1 勾配法 ) 形状微分 ḡiが与えられたとき，

− ca∇TS
(
φgi

)
= 0T

Rd in ΩP (ϕ) ,

caS
(
φgi

)
ν = −ḡ∂Ωi on ∂ΩP (ϕ) \

(
Γ̄P0 ∪ Γ̄D0

)
,

φgi = 0Rd on ΓP0 ∪ ΓD0.

を満たす φgi を求めよ． □

問題 3.6.1 の境界条件を 図 3.5.1 に示す．問題 3.6.1 の解 φgi が得られれば， 第 2 章

で示した逐次 2次計画法を用いて形状最適化問題 3.4.1 を解くことができる．

3.7 数値計算例

提案手法の妥当性を検証する為に図 3.7.1 に示す簡易ブレーキモデル を用いた数値

計算例を示す．図中の拘束は 問題 3.3.2 と問題 3.5.1 における Dirichlet 条件を示し，

ピン拘束条件を与える．

問題 3.3.2 の計算では，汎用有限要素法ソルバー RADIOSS(Altair engineering) を，

問題 3.4.1の計算は OPTISAHPE-TS(Quint)を用いた．ローターの領域 ΩR0 の長辺の

長さは 0.15 [m] とし，領域 ΩR0 の Young率，Poisson比，密度 はそれぞれ 210 [GPa],

0.3, および 7.8× 103 [kg/m3] とした．またパッド領域 ΩP0 の Young率，Poisson比，

密度 はそれぞれ 16 [GPa], 0.3, および 2.1× 103 [kg/m3] とした．接触面の接触剛性と

摩擦係数はそれぞれ 5.0× 106 [N/m], 0.1 と 0.005 とした．

初期形状における複素固有値問題の数値解 (問題 3.3.2 の解) を 表 3.7.1 に示す．こ

の結果をみると，3 次の固有値の実部が正であることが確認できる．そこで，問題 3.4.1

における次数を k = 3 と選ぶ．3 次の固有振動モードを 図 3.7.2 に示す． 3 次の固有

モードはパッドとローターが同位相で 1次曲げをするモードであることが確認できる．
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R0

P0

¡D0

図 3.7.1: 簡易ブレーキモデル

(a) UP (b) DOWN

図 3.7.2: 初期形状における 3 次の固有振動モード

次に形状最適化による f0 と f1 の形状更新に対する 収束履歴を図 3.7.3 に示す．こ

の図において， f0 init と c1 はそれぞれ初期形状における f0 と ΩP0 の値である．この

図から，目的関数 f0 が制約関数 f1 を満たしながら単調に減少していることがわかる．

表 3.7.2 は形状更新を 60回 実施した後の形状における複素固有値問題の解 (問題 3.3.2

の解) である．3次の複素固有値の実部が 負に転じたことが確認できる．図 3.7.4 は初

期形状と最適化後の形状の比較である．また，図 3.7.5 は最適化後形状における 3 次の

固有モードを表す．これらの結果をみると，パッド中央部と両端部において形状が大き

く変化していることが確認できる．これらの部位は振動の腹位部と拘束部にあたる．こ

れらの形状変化により 3 次の固有モードの変形に対する剛性が向上したことにより複

素固有値の実部が低減したと考察することができる．
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表 3.7.1: 初期形状における複素固有値

k Re Im

1 　-1.692E+01 　 8.022947E+03

2 　-1.444E+01 　 9.438261E+03

3 　 8.613E+00 　 1.249724E+04

4 　-2.944E+01 　 1.437360E+04

5 　-5.783E+01 　 1.629984E+04

6 　-5.356E+01 　 2.168113E+04

7 　-5.195E+01 　 2.394771E+04

8 　-6.593E+01 　 2.573753E+04

9 　-6.325E+01 　 2.711726E+04

10 　-6.896E+01 　 2.893466E+04
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図 3.7.3: 形状更新に対する評価関数の更新履歴
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(a) 初期形状 (b) 最適化後形状

図 3.7.4: 最適化前後の形状の比較

表 3.7.2: 最適化後形状における複素固有値

k Re Im

1 　-1.647E+01 　 7.745197E+03

2 　-1.765E+01 　 1.027973E+04

3 　-1.163E+01 　 1.110440E+04

4 　-3.048E+01 　 1.503565E+04

5 　-4.185E+01 　 2.092213E+04

6 　-5.070E+01 　 2.186379E+04

7 　-6.588E+01 　 2.671747E+04

8 　-7.522E+01 　 2.756015E+04

9 　-7.540E+01 　 3.137934E+04

10 　-7.658E+01 　 3.320161E+04

(a) UP (b) DOWN

図 3.7.5: 最適化後における 3 次の固有振動モード
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3.8 まとめ

この章ではブレーキ鳴き現象における形状最適化問題の解法を示した．ブレーキ鳴き

現象に対する主問題では Millner の提案した数理モデルに基づき，ローターとパッドと

の間の摩擦に起因する剛性行列の非対称性を考え，複素固有値問題を導いた．さらにブ

レーキ鳴きの評価指標である複素固有値の実部を目的関数とし，パッドの体積を制約関

数とする形状最適化問題を構成した．これら目的関数に対する形状微分は主問題を等式

制約とする Lagrange 関数を定義し，その Fréchet 微分を計算することで理論的に導出

した．形状写像の計算には H1 勾配法を用い，形状最適化問題の解法には逐次 2次計画

法を用いた．最後に提案手法の妥当性を示す為に，ローターとパッドで構成される簡易

モデルを用いた数値例を示した．数値例では制約関数をみたしつつ，目的関数とした次

数の複素固有値の実部が正から負となる形状が得られることを確認することができた．

本研究で提案した形状最適化手法の実用上の留意点を以下に示す．

(1) 本研究ではブレーキ鳴き現象を数理モデル化するための最小構成単位としてパッ

ドとローターに着目し，パッドの形状写像を設計変数とした形状最適化問題を構

成した．しかしながら，実際のブレーキ部品はキャリパーシリンダー，マウント，

ナックル等複数の部品で構成されており，必ずしもパッドの形状写像を設計変数

に選ぶことが適切であるとは限らない．実用にあたっては，対象とするブレーキ

鳴き現象に応じて設計変数を適切に設定することが必要である．

(2) 本研究ではローターとパッド間の接触剛性と Coulomb 摩擦係数は定数であるこ

とを仮定した．しかしながら，これらの値は車両の使用環境によって変化するこ

とが考えられる．実用にあたっては，接触剛性や Coulomb 摩擦係数の変化を考

慮する必要がある．

(3) 本研究は Millner が提案するブレーキ鳴き現象の数理モデルに基づき，複素固有

値問題として主問題を記述した．しかしながら，近年では Millner が提案する数

理モデル以外にも，多くのブレーキ鳴き現象に対する数理モデルが提案されてい

る (例えば [73])．これらの数理モデルを考える場合には本研究で述べた形状最

適化理論の拡張が必要となる．
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第 4章

ビード形状設計問題への形状最適化の
応用

4.1 はじめに

鋼板などシェル構造体は広く構造材料として用いられる．シェル構造の特徴としては

ビード形状によって，板厚を増加させることなく面外方向の曲げに対する剛性を大きく

向上させることができる点が挙げられる．ここで，ビードとは板面外方向への微小な凹

凸形状のことである．本章ではこのようなビード形状を創生するための数値解法につい

て述べる．

はじめに，過去の研究について以下で述べる．Soto と Diaz [74] はビードの替わり

に剛性材料の板厚を設計変数としたビード配置の探索方法を提案している．この研究で

は均質化法によるトポロジー最適化によって得られる材料の分布を用いて，最適なビー

ド配置を探索する方法が提案されている．また，Yang ら [75] はビードの替わりにビー

ム要素を用いたビード配置の探索方法を提案している．この研究ではビーム要素をシェ

ル構造の表面に均一に配置し，グランドストラクチャ―法を用いて最適化なビームの配

置を計算することで，効果的なビードの創生部位を求めている．これらのトポロジー最

適化を用いた方法はそれぞれ効果的であると考えられる．しかしながら，これらの方法

は最後までビード形状を板厚やビーム要素などの代替のもので近似する方法であった．

そのため，得られた結果をビード形状へと反映させるための後処理が必要になる．

一方で，形状最適化を用いたビード形状の創生法は トポグラフィ最適化 と呼ばれてお

り， Genesis，Nastran, Optistruct など多くの商用ソフトウェアに実装されている．ま

た，これらのソフトウェアを用いた多くの実用例が報告されている (例えば，[76–78])．

これらのソフトウェアではベーシスベクトル法が採用されている．ベーシスベクトル法

は 第 2 章で述べたように，形状変動を複数のベーシスベクトルの重み付き線形和で表
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現する方法であり，ベーシスベクトルの重みを設計変数とするパラメータ最適化のひと

つである．この方法の欠点としては，以下の 2 点が挙げられる．

(1) ベーシスベクトルの設定をするための前処理が必要である．

(2) 形状を表現する自由度が低い場合には最適解の探索範囲が限定される．

これらの欠点に対して，上記商用ソフトウェアにおける対策の例を以下で述べる．欠

点（1）に対しては，ビードパターンを決定するためのベーシスベクトルを自動生成す

る機能が提供されている．この機能を利用することで，ユーザーはベーシスベクトルの

定義をする為に必要な工程が削減できる．次に欠点（2）に対する対策では，十分多く

のベーシスベクトルを採用することで最適解の探索範囲が限定されないように考慮され

ている．例として，Optistruct に実装されているビード最適化機能における具体例を示

す．ユーザは ビード緒元 (ビード高さ，ビード幅，ビード角度)を設定すると，図 4.1.1

(a) に示すベーシスベクトルが自動で生成される．個々の凹凸ひとつひとつがベーシス

ベクトルである．このように局所的に定義された独立なベーシスベクトルが領域にわ

たって多数用いられていることがわかる．次に作成されたベーシスベクトルを用いて最

適化を実行すると， 図 4.1.1 (b) にしめす最適形状が得られる． しかしながら，局所

的に定義されたベーシスベクトルが用いられていることから，得られる最適形状は ジ

グザグ な形状となっている．そこで， さらに得られた形状をスムージングするための

機能が提供されている．図 4.1.1 (c) は図 4.1.1 (b) の形状に対してこのスムージング

機能を適用した結果形状である．この機能によって滑らかな形状を得ることができる．

しかしながら，得られる形状は最適化によって得られた形状とは異なるため，評価関数

の値はスムージング処理によって変化してしまうことになる．

一方で， ジグザグ 現象を回避するビード形状最適化手法として，ノンパラメトリッ

ク形状最適化を用いた研究が報告されている．ノンパラメトリック形状最適化手法を用

いた方法はベーシスベクトル法に比べて，得られる形状の滑らかさや，解の探索範囲

の広さの点で有利であると考えられる．Daoud ら [80] は Sigmund ら [81] が提案する

フィルタリング法を用いた形状感度を用いることで ジグザグ 現象が生じない滑らかな

ビード形状を得る方法を提案している． この方法は滑らかなビード形状を最適化計算

で直接得ることができる．しかしながら，フィルター処理によって形状感度分布が変化

してしまうので，最適化結果に影響を与えてしまう可能性が懸念される．また，下田

ら [82,83] は H1 勾配法を用いたシェル構造体の形状最適化法を提案している．この方

法では，H1 勾配法を用いることで形状感度に対するフィルター処理を行わずに ジグザ

グ 現象を回避することができる．しかしながら，これらの方法をビード形状最適化問

題に適用する場合には，別途法線方向の形状変動量に対する制約条件の設定が必要にな
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(a) 自動生成される設計変数 (b) 最適化後形状

(c) スムージング後形状

図 4.1.1: 汎用ソフトフェアにおけるビード形状最適化機能 （Optistruct [79]）

る．具体的には，所望のビード高さを得る為の領域変動に対する制約条件，プレス成型

性を確保する為の型抜き制約条件等が挙げられる．これらの制約条件の設定は容易でな

い上に，これらの条件を追加することによって最適化結果に影響を与えてしまう可能性

がある．

以上の研究を踏まえて，本研究ではノンパラメトリック形状最適化手法に基づく新し

いビード最適化手法を提案する．提案手法では，トポロジー最適化 [84] で用いられて

いる シグモイド 関数を利用して設計変数を定義する．このような設計変数の選び方に

よるノンパラメトリック形状最適化手法により，下田らの方法で課題であったビード高

さに対する領域変動制約を考慮することができる．

本章の構成は以下の通りである．第 4.2節 ではビード形状最適化問題の設計変数と

その許容集合について述べる．定義した初期領域と設計変数を用いて，第 4.3節 では

ビード形状による平均コンプライアンス最小化問題を定義し，その解法を述べる．次

に，第 4.4 では周波数応答変位最小化問題を定義し，その解法を述べる．また，簡易板

モデルを用いた数値例を示によって提案手法の妥当性を示す．最後に 第 4.5 節 では固

有振動数最大化問題の解法を述べ，車両のダストカバー設計における応用例を示す．
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図 4.2.1: シェル構造体の領域

4.2 設計変数と許容集合

この節では，シェル構造体のビード形状最適化問題における設計変数と許容集合

について述べる．シェル構造体の領域の定義を図 4.2.1 に示す．b ∈ L2q (R3;R3)，

pN ∈ W 2,2q (R3;R3) はそれぞれ物体力と外力とする．また，q > 3とする．ΓD0 は非

斉次 Dirichlet 境界を表す．また，M0 と ν0 : M0 → R3 は初期形状の中立面と，中立

面上で定義した法線を表す．本論文ではシェル構造の板厚 t およびビード高さ h はあ

らかじめ与えられているとする．

はじめに，図 4.2.1 に示す参照領域 D ∈ R2 を定義する． D ∈ R2 は区分的に C2 級

境界を有する 2次元領域を表す．次に，写像 µ0 ∈ C2 (D;R3) を用いて，初期形状に

おける中立面を

M0 =
{
µ0 (ξ) ∈ R3

∣∣ ξ ∈ D
}

(4.2.1)

のように定義する． ここで，写像 µ0 は，

M =
{
µ0 ∈ C2

(
D;R3

) ∣∣∣ 1/ |µ0|C2(D;R3) ≥ r0

}
(4.2.2)

に属するとする．ここで， r0 は r0 > (t+ h) /2 を満たす正の定数である．この条

件は最適化により創造されるビード同士が干渉しない為に必要となる．また，µ0 が

C2 (D;R3) に属する理由は後に曲率を定義するためである． セミノルム |µ0|C2(D;R3)

は中立面上で定義され，曲率の最大値を意味する．

次に，法線 ν0 と板厚 t を用いて，初期形状におけるシェルの領域を

Ω0 =
{
ξ3ν0 (x) ∈ R3

∣∣ x ∈M0, ξ3 ∈ (−t/2, t/2)
}

(4.2.3)
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図 4.2.2: シグモイド関数

のように表現する．次にビード形状最適化問題における設計変数と許容集合について述

べる．設計変数として次の関数空間に属する関数 θ : D → R を導入する．

X =
{
θ ∈ H1 (D;R)

∣∣ θ = 0 on D̄C0

}
(4.2.4)

ここで， D̄C0 は設計要件より規定される形状拘束部位を表す．

本研究では，この設計変数 θ を設計変数に選ぶ．ビード形状を作成するための形状

変動については，中立面に定義された法線方向の変位として表現し，設計変数 θ を用

いて シグモイド 関数

ϕ (θ) =
h

π
tan−1 θ (4.2.5)

によって形状変動量 ϕ (θ) が与えられるとする．式 (4.2.5) で定義するシグモイド関数

を 図 4.2.2 に示す．

変動 ϕ (θ) が得られれば，領域変動後の中立面および，変動後の領域はそれぞれ，

M (θ) =
{
(µ0 + ϕ (θ)ν0 ◦ µ0) (ξ)

∣∣ ξ ∈ D
}
, (4.2.6)

Ω (θ) =
{
ξ3ν (θ) (x) ∈ R3

∣∣ x ∈M (θ) , ξ3 ∈ (−t/2, t/2)
}

(4.2.7)

のように表現することができる．ここで，◦ は合成写像を表し，ν は M (θ) 上で定義し

た法線を表す．さらに， ϕ (θ) の D における連続性を維持する為に，θ の許容集合を

D =
{
W 1,∞ (D;R) ∩X

}
(4.2.8)

のように定義する．

4.3 平均コンプライアンス最小化問題

本節では，前節で定義したビード設計のための設計変数とその許容集合に基づいて，

平均コンプライアンス最小化問題を定義し，その解法を示す．
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図 4.3.1: 局所座標系

4.3.1 主問題

本節ではシェル構造体における線形弾性問題を主問題として定義する．中立面 M (θ)

は図 4.3.1 に示す局所座標 (x̄1-x̄2-x̄3)を用いて，面内方向を xM = (x̄1, x̄2, 0)
T，面外

方向を x̄3ν = (0, 0, x̄3)
T と表すことができるとする．

この局所座標系において，uM :M (θ) → R2, w :M (θ) → R および q :M (θ) → R2

はそれぞれ中立面内の変位，面外方向の変位，中立面の x̄1 軸 x̄2 軸における回転角と

する．Mindlin-Reissner 理論を仮定すると，変位 (ū1, ū2, ū3)
T は次のように表現する

ことができる．

u1 (x)u2 (x)
u3 (x)

 =

1 0 0 −x̄3 0
0 1 0 0 −x̄3
0 0 1 0 0



uM1 (xM)
uM2 (xM)
w (xM)
q1 (xM)
q2 (xM)


= R (x̄3)

uM (xM)
w (xM)
q (xM)

 = R (x̄3)uL (xM) , (4.3.1)

これ以降では uL を u とかく．本論文では, u (xM) : M (θ) → R5 を状態変数として

扱う．上記の定義に基づくと，線形ひずみテンソル E (u) = (ϵij (u))ij ∈ R3×3 は

(ϵαβ (u))(α,β)∈{1,2}2

=
1

2

{
∇Mu

T
M +

(
∇Mu

T
M

)T}− x̄3
2

{
∇Mq

T +
(
∇Mq

T
)T}

= EM (u)− x̄3K (u) , (4.3.2)

(ϵα3 (u))α∈{1,2} =
1

2
(∇Mw − q) = γ (u) , (4.3.3)
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ϵ33 (u) = 0, (4.3.4)

のように表現することができる．ここで，EM, K および γ はそれぞれ面内ひずみ，

曲率，せん断ひずみである．ここで， ∇M は ∂/∂xM を表す．一方，応力テンソル

T (u) = (σij (u))ij ∈ R3×3 は

(σαβ (u, x̄3))(α,β)∈{1,2}2 = TM (u, x̄3)

= CM (EM (u)− x̄3K (u)) , (4.3.5)

(σα3 (u))α∈{1,2} = cSCSγ (u) , (4.3.6)

σ33 (u) = CN ·E (u) , (4.3.7)

のように表現できる．ここで，CM ∈ W 1,∞ (R3;R2×2×2×2), CS ∈ W 1,∞ (R3;R2×2) お

よび CN ∈ W 1,∞ (R3;R3×3×3×3) はそれぞれ面内剛性，せん断剛性，面外剛性である．

これらは対称性と強圧性を仮定する．また，cS はせん断補正係数を表し，等方性の板

材料では 5/6 が用いられる．また面外応力 σ33 (u) = 0 を仮定する．

Ω (θ) の境界 ∂Ω (θ) は次の 3種 (シェル表面，シェル裏面，シェル境界面) に分割す

ることができる．

∂Ω (θ) =MT (θ) ∪MB (θ) ∪ ∂M̄ (θ) , (4.3.8)

ここで，

MT (θ) =
{
(x̄1, x̄2, t/2)

T ∈ R3
∣∣∣ (x̄1, x̄2, 0)T ∈M (θ)

}
, (4.3.9)

MB (θ) =
{
(x̄1, x̄2,−t/2)T ∈ R3

∣∣∣ (x̄1, x̄2, 0)T ∈M (θ)
}
, (4.3.10)

∂M̄ (θ) = ∂M (θ)×
(
− t

2
,
t

2

)
. (4.3.11)

である．境界 ∂Ω (θ) において，ΓD (θ) ⊂ ∂Ω (θ) と ΓN (θ) = ∂Ω (θ) \ Γ̄D (θ) (Γ̄D (θ) =

ΓD (θ)∪ ∂ΓD (θ)) はそれぞれ Dirichlet境界と，Neumann境界を表す．また，Γp (θ) ⊂
ΓN (θ)は非斉次 Neumann境界とする．本論文では ΓD (θ) は中立面 ∂M̄ (θ) で定義さ

れているとし u = 0R5 を仮定する．

次にこれらを，板厚方向に積分すると中立面 M (θ) において，

b̄ =

(∫ t/2

−t/2

bα dx̄3 + pNα|x̄3=−t/2 + pNα|x̄3=t/2

)
α∈{1,2}

, (4.3.12)

p̄N3 =

∫ t/2

−t/2

b3 dx̄3 + pN3|x̄3=t/2 + pN3|x̄3=−t/2 , (4.3.13)

m̄ =

(∫ t/2

−t/2

x̄3bα dx̄3 +
t

2
pN3|x̄3=t/2 −

t

2
pN3|x̄3=−t/2

)
α∈{1,2}

(4.3.14)
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が成り立つ．また，境界 ∂M (θ) において，

p̄N =

∫ t/2

−t/2

(pNα)α∈{1,2} dx̄3, (4.3.15)

p̄N3 =

∫ t/2

−t/2

pN3 dx̄3, (4.3.16)

m̄ =

∫ t/2

−t/2

x̄3 (pNα)α∈{1,2} dx̄3 (4.3.17)

が成り立つ．また，応力テンソル T (u) = (σij (u))ij ∈ R3×3 は

TM (u) =

(∫ t/2

−t/2

σαβ (u, x̄3) dx̄3

)
(α,β)∈{1,2}2

(4.3.18)

m (u) =

(
cS

∫ t/2

−t/2

σα3 (u) dx̄3

)
α∈{1,2}

(4.3.19)

M (u) =

(∫ t/2

−t/2

x̄3σαβ (u) dx̄3

)
(α,β)∈{1,2}2

. (4.3.20)

のようになる．上記の定義を用いて，シェル構造体を用いた線形弾性問題は以下のよう

かくことができる．

問題 4.3.1 (シェル構造体の線形弾性問題) θ ∈ Dが与えられたとき,

−∇T
MTM (u) = b̄

T

−∇M ·m (u) = p̄N3

−∇T
MM (u) +m (u) = m̄T

 in M (θ)

TM (u)ν = p̄N
m (u) · ν = p̄N3

M (u)ν = m̄T

 on Γp (θ) ∩ ∂M (θ)

TM (u)ν = 0R2

m (u) · ν = 0
M (u)ν = 0R2

 on
(
ΓN (θ) \ Γ̄p (θ)

)
∩ ∂M (θ)

u = 0R5 on ΓD (θ) . (4.3.21)

を満たす u :M (θ) → R5を求めよ． □

この問題の解 u は次の関数空間に属する．

U =
{
u ∈ H1

(
M (θ) ;R5

) ∣∣ u = 0R5 on ΓD (θ)
}

(4.3.22)
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さらに，後に示す H1 勾配法によって連続な領域を確保するためには，問題 4.3.1 の

解 u は次の関数空間に属していなければならない．

S = U ∩W 2,2q
(
M (θ) ;R5

)
(4.3.23)

次に，第 2 章で示した手順に従い，シェル構造体を用いた線形弾性問題の弱形式を導

く．ΓD (θ) 上で 0Rd となる任意の v ∈ S を 問題 4.3.1 の各式の両辺にかけて，M (θ)

で積分し，発散定理を用いれば

a (u,v) = l (v) (4.3.24)

が成り立つ．ここで，a (·, ·) と l (·) は

a (u,v) =

∫
M(θ)

(
TM (u) ·EM (v) + cSm (u) · γ (v)

+M (u) ·K (v)

)
dx, (4.3.25)

l (v) =

∫
M(θ)

(
b̄ · vM + p̄N3z − m̄ · r

)
dx

+

∫
Γp(θ)∩∂M(θ)

(p̄N · vM + p̄N3z − m̄ · r) dγ, (4.3.26)

である．次に，次節の形状最適化問題を定義する際に等式制約として利用する為に，線

形弾性問題の弱形式に対する Lagrange関数を次のように定義しておく．

LM (θ,u,v) = −a (u,v) + l (v) (4.3.27)

4.3.2 ビード形状最適化問題

θ ∈ Dに対する問題 4.3.1 の解 u を用いると，平均コンプライアンスは

f (θ,u) = l (u) (4.3.28)

のように定義することができる．次に，定義した f を用いて，平均コンプライアンス

最小化問題を次のように定義する．

問題 4.3.2 (平均コンプライアンス最小化問題) f (θ,u) が式 (4.3.28)で定義されてい

るとする．このとき，

min
θ∈D

{f (θ,u) | u ∈ S, Problem 4.3.1} .

を満たす θ を求めよ． □
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4.3.3 評価関数の形状微分

問題 4.3.2 を H1 勾配法を用いて解くために，設計変数の変動 θ に対する f の

Fréchet微分を導出する．本研究ではこの Fréchet 微分を θ 微分と呼ぶ．f は問題 4.3.1

の解 u の関数となっているので，v を問題 4.3.1 に対する随伴変数として導入し， f

の Lagrange 関数を

L (θ,u,v) = f (θ,u) + LM (θ,u,v) .

と定義する．右辺第 2 項は式 (4.3.27) で定義した主問題に対する Lagrange 関数であ

る．また， L の θ 微分は

L ′ (θ,u,v) [ϑ] = Lθ (θ,u,v) [ϑ]

+ Lu (θ,u,v) [u
′] + Lv (θ,u,v) [v

′] (4.3.29)

となる．ここで， u′ と v′ はそれぞれ u と v の任意の変動 ϑ ∈ X に対する Fréchet

微分を表す．ここで，もし u が問題 4.3.1 の解であれば，式 (4.3.29) の右辺第 3 項は

0 になる．また，式 (4.3.29) の第 2 項は

Lu (θ,u,v) [u
′] = l (u′) + LM (θ,u′,v)

= −a (v,u′) + l (u′) = LM (θ,v,u′) (4.3.30)

となる．よって，もし v が自己随伴関係 u = v により求められれば，式 (4.3.29) の右

辺第 2 項は 0 になる．さらに，式の右辺第 1 項は

Lθ (θ,u,v) [ϑ] =

∫
M̂(θ)

gMϑ dx+

∫
∂M(θ)\Γp0

g∂Mϑ dγ

= ⟨g, ϑ⟩ (4.3.31)

のようになる．ここで，簡便のため，初期形状の境界 ∂Ω0 上の非斉次 Γp0 境界は変動

しないと仮定する．すなわち式 (4.2.8) において Γp0 ⊂ µ0 (DC0) とする．ここで，

M̂ (θ) =
{
(x̄1, x̄2, 0)

T ∈ R3
∣∣ (x̄1, x̄2, t/2)T ∈MT (θ) \ Γp0

and (x̄1, x̄2,−t/2)T ∈MB (θ) \ Γp0

}
および，

gM =
∂ϕ

∂θ

{
−TM (u, t/2) ·

(
EM (u) +

t

2
K (u)

)
+ TM (u,−t/2) ·

(
EM (u)− t

2
K (u)

)
+ 2 (b · u)|x̄3=t/2 − 2 (b · u)|x̄3=−t/2

}
, (4.3.32)
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g∂M =
∂ϕ

∂θ

{
−TM (u) ·EM (v)− cSm (u) · γ (v)

−M (u) ·K (v) + 2
(
b̄ · uM + p̄N3w − m̄ · q

)}
. (4.3.33)

である．g は f の θ 微分となる．

4.3.4 ビード形状最適化問題の解法

次に評価関数が減少する設計変数の形状変動を得るために θ 型 H1 勾配法を用いる．

ビード形状最適化問題に対する θ 型 H1 勾配法は次のようになる．　　

問題 4.3.3 ( θ 型 H1 勾配法) X が式 (4.2.4) で定義されているとする． X 上の有

界かつ強圧的双 1次形式 aX : X ×X → R と f の θ 微分 g ∈ X ′ (X ′ は X の随伴空

間) が与えられたとき，任意の z ∈ X に対して，

aX (ϑg, z) = −⟨g, z⟩

を満たす ϑg ∈ X を求めよ． □

本研究では aX には，

aX (θ, ϑ) = ca

∫
D

(∇θ ·∇ϑ+ cΩθϑ) dx (4.3.34)

を用いる．ここで cΩ は問題 4.3.3 の解 ϑg の滑らかさをコントロールする正定数であ

る．また， ca は設計変数 θ の更新時における ϑg の大きさを表す．問題 4.3.3 の強形

式は次のようにかける．

問題 4.3.4 (問題 4.3.3 の強形式) g ∈ X ′ が与えられたとき，

ca (−∆ϑg + cΩϑg) = g in D,

ca∂νϑg = 0 on ∂D \DC0,

ϑg = 0 on DC0.

を満たす ϑg ∈ X を求めよ．ただし， ∂ν は ∇ · ν である． □

形状更新量 ϑg ∈ X が求まれば，第 2章で述べた逐次 2 次計画法による反復計算を

用いて最適なビード形状を求めることができる．

4.3.5 数値計算例

提案手法の妥当性を検証するために，簡易モデルを用いた数値計算を実施した．以下

にその結果を示す．検証モデルとして簡易シェルモデル (D =M0 = (0, 100)× (0, 200)
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pN 0.0Mpa

12.0Mpa

(a) 境界条件 (b) Mises 応力分布

図 4.3.2: 初期形状 (片持ちはりの曲げ問題)

[mm2], 板厚 t = 1 [mm]) を用いた．Young 率 と Poisson 比はそれぞれ 210 [GPa] と

0.3 とした． また，創生するビード高さは h = 5[mm] とした．また，以下の数値結果

は，評価関数の形状微分の計算においては開発したインハウスコードを用いている．ま

た問題 4.3.1 の計算では Abaqus 6.9 (Dassault Systèmes)を利用し，H1 勾配法の計算

では OPTISHAPE-TS 2011 (Quint) を利用した．

検証モデルを用いて (1) 片持ちはりの曲げ問題， (2) 片持ちはりのねじり問題 の 2

ケースの計算を実施した．両問題においては非斉次 Neumann 境界 Γp0 では θ は 0 と

した．また，式 (4.3.34) の cΩ には 10 −2 [1/mm2] を用いた．　

片持ちはりの曲げ問題

片持ちはりの曲げ問題に対する，ビード形状最適化計算結果を以下に示す．有限要素

モデルと境界条件を図 4.3.2 (a) に示す．問題 4.3.1 において |pN| = 1.0 [N]， b = 0R3

を仮定した．また初期形状のMises応力分布を図 4.3.2 (b) に示す．

次に，f の形状更新に対する 収束履歴を図 4.3.3 に示す．形状更新に伴い f が単調

に減少し，最終的に 98.3% 減少する結果となった．図 4.3.4 に最適化後の形状とその

Mises応力分布を示す．ビード形状最適化によって得られた形状をみると，拘束境界と

荷重境界を結ぶ滑らかなビード形状が得られていることが確認できる．得られたビード

形状によって，面外方向の断面 2 次モーメントが向上すると考えられるため，曲げ剛

性が向上したと考察できる．

片持ちはりのねじり問題

次に，片持ちはりのねじり問題に対して，ビード形状最適化計算を実施した結果を以

下に示す．有限要素モデルと境界条件を図 4.3.5 (a) に示す．各荷重は |pN| = 1.0 [N]，
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図 4.3.3: 形状更新に対する f の更新履歴

0.0Mpa

1.5Mpa

(a) 最適化後形状 (b) Mises 応力分布

図 4.3.4: 最適化後形状 (片持ちはりの曲げ問題)

b = 0R3 とした．また初期形状のMises応力分布を図 4.3.5 (b) に示す．

f の形状更新に対する 収束履歴を図 4.3.6 に示す．形状更新に伴い f が単調に減少

し，最終的に 91.0% 減少した．図 4.3.7 は最適化後の形状と問題 4.3.1 における Mises

応力を示す．ビード形状最適化によって得られた形状をみると，拘束境界と荷重境界を

対角に結ぶ滑らかなビード形状が得られていることが確認できる．この対角状の補強に

よってねじり剛性か向上したと考察できる．

最後に，cΩ による最適化結果への影響について述べる．cΩ は H1 勾配法における滑

らかさをコントロールするパラメータである．図 4.3.8 に cΩ の値が 102 [1/mm2] と 0

[1/mm2] の場合の片持ちはりのねじり問題における最適化結果の比較を示す．cΩ の値

によって異なるビードレイアウトが得られた．このことから，この最適化問題が多峰性

を有していることがわかる．cΩ の値によってえられるビード幅が異なることが確認で

きる．
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図 4.3.5: 初期形状 (片持ちはりのねじり問題)
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図 4.3.6: 形状更新に対する f の更新履歴
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0.0Mpa

4.0Mpa

(a) 最適化後形状 (b) Mises 応力分布

図 4.3.7: 最適化後形状 (片持ちはりのねじり問題)

(a) cΩ = 102 [1/mm2] (b) cΩ = 0

図 4.3.8: cΩ の影響による最適化結果の比較 (片持ちはりのねじり問題)
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4.4 周波数応答変位最小化問題

本節では周波数応答変位を最小化するビード形状最適化問題を定義し，その解法を述

べる．

4.4.1 主問題

はじめに，主問題であるシェル構造体の周波数応答問題を定義する．領域の定義と構

成則はそれぞれ前節に準ずるとし，時間領域を τ ∈ R とする．また，自由振動の変位
は u : R×M (θ) → R5 と表す．以上の定義を用いると，シェル構造体における自由振

動問題は次のようにかくことができる．

問題 4.4.1 (シェル弾性体における自由振動問題) θ ∈ Dに対して，ūI ∈ W 2,2q (R3;R5)

と v̄I ∈ W 2,2q (R3;R5) が与えられたとき，

ρ∂ττuM −∇T
MTM (u) = b̄

T

ρ∂ττw −∇M ·m (u) = p̄N3

ρ∂ττq −∇T
MM (ū) +m (u) = m̄T

 in M (θ) ,

TM (u)ν = p̄N
m (u) · ν = p̄N3

M (u)ν = m̄

 on Γp (θ) ∩ ∂M (θ) ,

TM (u)ν = 0R2

m (u) · ν = 0
M (u)ν = 0R2

 on
(
ΓN (θ) \ Γ̄p (θ)

)
∩ ∂M (θ) ,

u = 0R5 on ΓD (θ)

u = ūI in M (θ)× {0} ,
∂τu = v̄I in M (θ)× {0}

を満たす ū :M (θ) → R5 を求めよ． □

ただし，ρ は密度を表す．

本論文では，問題 4.4.1 の振動系に構造減衰を追加し，さらに，設計要件により与え

られた周波数領域 (ω1, ω2) における周波数応答問題を形状最適化問題の主問題とする．

その問題は次のように表される．g を構造減衰係数を表す実定数とする．u の Fourier

変換を

û (x, ω) =

∫
R
u (x, τ) e−iωτdτ



4.4 周波数応答変位最小化問題 61

とおく．ただし，i を虚数単位，ω ∈ R を角周波数とする．同様に，b の Fourier 変換

を b̂ のように表すことにする．周波数応答問題に対する Lagrange 関数を

LM (θ, û, v̂) =

∫ ω2

ω1

Re
[
(1 + ig) a (û, v̂c)− ω2b (û, v̂c)− ⟨e, v̂c⟩

]
dω (4.4.1)

とおく．ただし，

a (û, v̂) =

∫
M(θ)

(
TM (û) ·EM (v̂)

+ cSm (û) · γ (v̂) +M (û) ·K (v̂)
)
dx,

b (û, v̂) =

∫
M(θ)

ρû · v̂ dx,

⟨e, v̂⟩ =
∫
M(θ)

(
b̂ · v̂M + p̂N3ẑ − m̂ · r̂

)
dx

+

∫
Γp(θ)∩∂M(θ)

(p̂N · v̂M + p̂N3ẑ − m̂ · r̂) dγ

である．なお，· はスカラー積を表す．また，

Û =
{
û ∈ H1

(
M (θ)× R;C5

) ∣∣ û = 0R5 on ΓD (θ)
}

(4.4.2)

とおき，その要素を

v̂ = (v̂M1, v̂M2, ẑ, r̂1, r̂2)
T =

(
v̂TM, ẑ, r̂

T
)T

とかく．このとき，周波数応答問題は次のようにかける．

問題 4.4.2 (シェル弾性体の周波数応答問題) θ ∈ Dが与えられたとき，任意の v̂ ∈ Û

に対して，

LM (θ, û, v̂) = 0

を満たすように û ∈ Û を求めよ． □

4.4.2 ビード形状最適化問題

問題 4.4.2 の解 û を用いて，

f (θ, û) =

∫ ω2

ω1

Re [⟨e, û⟩] dω (4.4.3)

を評価関数とおく．このとき，周波数応答変位最小化問題を次のように定義する．

問題 4.4.3 (周波数応答変位最小化問題) f (θ, û) を式　 (4.4.3) とする．このとき，

min
θ∈D

{
f (θ, û) | û ∈ Û , Problem 4.4.2

}
を満たす θ を求めよ． □
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4.4.3 評価関数の形状微分

評価関数 f の設計変数 θ の変動 ϑ ∈ X に対する θ 微分は次のようにして得られ

る．f は問題 4.4.2 の解 û の関数となっている．そこで，v̂ ∈ Û を問題 4.4.2 に対す

る Lagrange 乗数として用いて，f の Lagrange 関数を

L (θ, û, v̂) = f (θ, û) + LM (θ, û, v̂)

とおく．L の θ 微分は

L ′ (θ, û, v̂) [ϑ] = Lθ (θ, û, v̂
c) [ϑ]

+ Lv̂ (θ, û, v̂)
[
v̂′
]
+ Lû (θ, û, v̂)

[
û′] (4.4.4)

とかける．ここで， û′ と v̂′ はそれぞれ û と v̂ の任意変動に対する Fréchet 微分を

表す．ここで，û が問題 4.4.2 の解であれば，式 (4.4.4) の右辺第 2項は 0 になる．ま

た，式 (4.4.4) の右辺第 3項は

Lû (θ, û, v̂
c)
[
û′] = f

(
θ, û′)+ LM

(
θ, û′, v̂

)
となり，v̂ が次のような随伴問題の解であるとき，0 となる．

問題 4.4.4 (f の随伴問題) θ ∈ D に対して，û を問題 4.4.2 の解とする．任意の

û′ ∈ Û に対して

LM

(
θ, v̂, û′) = 0 (4.4.5)

を満たす v̂ を求めよ． □

問題 4.4.4 と問題 4.4.2 の比較より，自己随伴関係 v̂ = û を得る．さらに，式　

(4.4.4) の右辺第 1項は，f は û が問題 4.4.2 の解であるときの θ 微分となり，

Lθ (θ, û, v̂) [ϑ] =

∫
M(θ)\DC0

gMϑ dx+

∫
∂M(θ)\DC0

g∂Mϑ dγ = ⟨g, ϑ⟩ (4.4.6)

となる．ただし，

gM =
∂ϕ

∂θ

∫ ω2

ω1

Re
[
ψ (û, v̂, t/2)− ψ (û, v̂,−t/2)

]
dω

ψ (û, v̂, x̄3) = −TM (û) · (EM (v̂c) + x̄3K (v̂c))

+ ρω2û · v̂c + 2b̂ · û,

g∂M =
∂ϕ

∂θ

∫ ω2

ω1

Re
[
−TM (û) ·EM (v̂c)

− cSm (û) · γ (v̂c)−M (û) ·K (v̂c)

+ ρω2û · v̂c + 2b̂ · ûM

]
dω

である．
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4.4.4 ビード形状最適化問題の解法

問題 4.4.2 の解 û を用いれば， g は f の θ 微分となる．θ 微分が得られば，前節で

述べた θ 型 H1 勾配法を用いて形状変動量 ϑg ∈ X を求めることができる．また，形

状更新量が求まれば，第 2章で述べた逐次 2 次計画法による反復計算を用いて最適な

ビード形状を求めることができる．

4.4.5 数値計算例

提案手法の妥当性を検証するために，簡易モデルを用いた数値計算を実施した．以下

にその結果を示す．検証モデル (D =M0，外径 = 200× 100 [mm]，板厚 t = 1 [mm],

フランジ高さ 5 [mm]) と境界条件を図 4.4.1 に示す．Young 率， Poisson 比，密度は

それぞれ 210 [GPa]，0.3， 7.9 × 10−3 [kg/m3] とした． また，創生するビード高さ

は h = 5[mm] とした．また，主問題では 0 [Hz] から 500[Hz] の周波数応答変位を計

算し，式 (4.4.3) では 250.0 [Hz] で加振した際の加振点応答変位で定義した．また，以

下の数値結果は，評価関数の形状微分の計算においては開発したインハウスコードを用

いている．また問題 4.4.2 の計算では Abaqus 6.9 (Dassault Systèmes)を利用し，H1

勾配法の計算では OPTISHAPE-TS 2011 (Quint) を利用した．

初期形状における自己周波数応答関数を図 4.4.2 の実線に示す．64.1[Hz] と 329.8[Hz]

において共振周波数が存在する．それぞれの共振周波数における振動モードを図 4.4.3

に示す．また，250.0 [Hz] における振動モードを図 4.4.4 (a) に示す．

次に，f の形状更新に対する 収束履歴を図 4.4.5 に示す．形状更新に伴い f が単調

に減少し，最終的に f の値は初期値の 0.05% となった．最適化後の形状を図 4.4.6 に

示す．また，最適化後の自己周波数応答関数を図 4.4.2 の点線に示す．この図より，最

適化後の形状では 250.0 [Hz] の応答が反共振となっていることが確認できる．また，最

適化後の 250.0 [Hz] における振動モードを図 4.4.4 (b) に示す．拘束と加振を与えた部

位の断面では曲げ剛性が高く，中央部では曲げ剛性が低い形状が得られていることがわ

かる．これらの変化によって，中央部が腹となり，端部が節となるモードが励起されい

ると考察できる．
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図 4.4.1: 検証モデル
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図 4.4.2: 最適化前後の自己周波数応答関数の比較

(a) 振動モード (64.1[Hz]) (b) 振動モード (329.8[Hz])

図 4.4.3: 初期形状の共振周波数における振動モード
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(a) 初期形状 (b) 最適化後形状

図 4.4.4: 最適化前後における振動モードの比較 (250.0[Hz])
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図 4.4.5: 形状更新に対する f の更新履歴

図 4.4.6: 最適化後形状
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4.5 固有振動数最大化問題

前節では簡単な片持ち梁モデルを用いて，平均コンプライアンスと周波数応答変位を

目的としたビード形状最適化問題を定義し，その解法を示した．本節では，提案手法の

応用例としてダストカバーのビード形状設計への適用を考える．ダストカバーとは車両

のブレーキ部品で用いられ，路面からの異物がローターとパッド間に混入することを防

止する役割を担う．ダストカバーの形状設計では路面入力との共振現象が設計要件のひ

とつに考えられる．そのため，最低次の固有振動数が路面から入力される周波数以上と

なるようなビード形状の設計ニーズが考えられる．

4.5.1 主問題

前節までの定義を用いると，シェル構造体の固有振動問題は次のようにかける．

問題 4.5.1 (シェル構造体の固有振動問題) θ が与えられたとき，k ∈ {1, 2, · · · }を次
数として，

ρω2
kû

T
k −∇T

MTM (ûk) = 0R3

ρω2
kwk −∇M ·m (ûk) = 0

ρω2
kq

T
k −∇T

MM (ûk) +m (ûk) = 0R2

 in M (θ) (4.5.1)

TM (ûk)νM = 0R2

m (ûk) · νM = 0
M (ûk)νM = 0R2

 on
(
ΓN (θ) \ Γ̄p (θ)

)
∩ ∂M (θ) (4.5.2)

û = 0R5 on ΓD (θ)

を満たす 固有振動対 (ωk, ûk) を求めよ． □

次に，第 2章で示した手順に従い，シェル構造体の固有振動問題に対する弱形式を導

く．ΓD (θ) 上で 0Rd となる任意の v̂k ∈ S を式 (4.5.1)， 式 (4.5.2) にかけて，M (θ)

で積分し，発散定理を用いれば

a (ûk, v̂k) = ρω2b (ûk, v̂k) (4.5.3)

が成り立つ．ここで，a (·, ·) と l (·) は

a (û, v̂) =

∫
M(θ)

(
TM (ûk) ·EM (v̂k) + cSm (ûk) · γ (v̂k) +M (ûk) ·K (v̂k)

)
dx,

(4.5.4)
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b (ûk, v̂k) =

∫
M(θ)

ûk · v̂kdx, (4.5.5)

である．次に，次節の形状最適化問題を定義する際に等式制約として利用する為に，固

有振動問題の弱形式に対する Lagrange関数を次のように定義しておく．

LM (θ, ωk, ûk, v̂k) = −a (ûk, v̂k) + ω2
kb (ûk, v̂k) (4.5.6)

4.5.2 ビード形状最適化問題

次に，目的関数を定義する．ダストカバーへの路面からの入力との共振を避けるた

め，低次の固有振動数を最大化することを考える．θ ∈ Dに対する問題 4.5.1 の解 ωk

を用いて，目的関数を

f (θ, ωk) =
n∑

k=1

−αkω
2
k (4.5.7)

のように定義する．ここで，最低次の固有振動数だけでなく低次から n 個の固有振動

数の和で定義している理由は，形状変化におけるモードの入れ替わりを考慮したためで

ある．また，αk は重みである．次に，定義した f を用いて，ビード形状最適化問題を

次のように定義する．

問題 4.5.2 (固有振動数和の最大化問題) f (θ, ωk) が式 (4.5.7)で定義されているとす

る．このとき，

min
θ∈D

{f (θ, ωk) | ωk ∈ C, Problem 4.5.1} .

を満たす θ を求めよ． □

4.5.3 評価関数の形状微分

問題 4.5.2 を θ型 H1 勾配法を用いて解くために，設計変数の変動 θ に対する f の

Fréchet微分を導出する．f は問題 4.5.1 の解 ωk の関数となっているので，v̂0 を問題

4.5.1 に対する随伴変数として導入し， f の Lagrange 関数を

L (θ, ωk, ûk, v̂0) = f (θ, ωk) + LM (θ, ωk, ûk, v̂0) .

と定義する．また， L の θ 微分は

L ′ (θ, ωk, ûk, v̂0) [ϑ] = Lθ (θ, ωk, ûk, v̂0) [ϑ]+ Lωk
(θ, ωk, ûk, v̂0) [ω

′
k]

+ Lv̂0 (θ, ωk, ûk, v̂0)
[
v̂′0
]
+ Lûk

(θ, ωk, ûk, v̂0)
[
û′

k

]
, (4.5.8)
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となる．ここで， û′
k と v̂′0 はそれぞれ ûk と v̂0 の任意変動に対する Fréchet 微分を

表す．ここで，もし ûk が問題 4.5.1 の解であれば，式 (4.5.8) の右辺第 3 項は 0 にな

る．また，式 (4.5.8) の右辺第 2 項は

L0ωk
(θ, ωk, ûk, v̂0) [ω

′
k] =

n∑
k=1

(−2ωkω
′
k − 2ωkω

′
kb (ûk, v̂0)) (4.5.9)

となる．また，式 (4.5.8) の第 3 項は

Lûk
(θ, ωk, ûk, v̂0)

[
û′

k

]
= LM

(
θ, ωk, v̂0, û

′
k

)
(4.5.10)

ここで， v̂0 が以下に示す随伴問題の解であるとき，式 (4.5.9) と式 (4.5.10) は 0 と

なる．

問題 4.5.3 (f0 の随伴問題) θ ∈ Dが与えられた下で， (sk, ûk) が問題 4.5.1 の k 次

の解であるとき， 任意の û′
k ∈ U に対して

LM

(
θ, ωk, v̂0, û

′
k

)
= 0, (4.5.11)

b (ûk, v̂0) = 1 (4.5.12)

を満たす固有振動対 (ωk, v̂0) を求めよ． □

式 (4.5.12) は v̂0 の正規化条件である．またこの正規化条件の下で ûk = v̂0 自己随

伴関係が成り立つ．この解を用いれば，式 (4.5.8) の右辺第 2 項は 0 になる．さらに，

式の右辺第 1 項は

Lθ (θ, ûk, v̂0) [ϑ] =

∫
M̂(θ)

gMϑ dx+

∫
∂M(θ)\Γp0

g∂Mϑ dγ

= ⟨g, ϑ⟩ , (4.5.13)

となる．ここで，簡便のため，初期形状の境界 ∂Ω0 上の非斉次 Γp0 境界は変動しない

と仮定する．すなわち 式 (4.2.8) において Γp0 ⊂ µ0

(
D̄C0

)
とする．ここで，

M̂ (θ) =
{
(x̄1, x̄2, 0)

T ∈ R3
∣∣ (x̄1, x̄2, t/2)T ∈MT (θ) \ Γp0

and (x̄1, x̄2,−t/2)T ∈MB (θ) \ Γp0

}
および，

gM =
∂ϕ

∂θ

{
−TM (ûk, t/2) ·

(
EM (ûk) +

t

2
K (ûk)

)
+ ρω2

kûk

∣∣
x̄3=t/2

· v̂0|x̄3=t/2

+ TM (ûk,−t/2) ·
(
EM (ûk)−

t

2
K (ûk)

)
+ ρω2

kûk

∣∣
x̄3=−t/2

· v̂0|x̄3=−t/2

+ 2 (b · ûk)|x̄3=t/2 − 2 (b · ûk)|x̄3=−t/2

}
, (4.5.14)
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g∂M =
∂ϕ

∂θ

{
−TM (ûk) ·EM (v̂0)− cSm (ûk) · γ (v̂0)

−M (ûk) ·K (v̂0) + ρω2
kûk · v̂0 + 2

(
b̄ · ûkM + p̄N3w − m̄ · q

)}
. (4.5.15)

である．

4.5.4 ビード形状最適化問題の解法

問題 4.5.2 の解 ûk を用いれば， g は f の θ 微分となる．θ 微分が得られば，前節

で述べた θ 型 H1 勾配法を用いて形状変動量 ϑg ∈ X を求めることができる．また，

形状更新量が求まれば，第 2章で述べた逐次 2 次計画法による反復計算を用いて最適

なビード形状を求めることができる．

4.5.5 数値計算例

数値計算例を以下に示す．以下の数値結果は，評価関数の形状微分の評価は開発したイ

ンハウスコードを用いた．また問題 4.5.1 の計算では Abaqus 6.9 (Dassault Systèmes)

を利用した．H1 勾配法の計算では OPTISHAPE-TS 2011 (Quint) を利用した．

検証モデルとして簡易ダストカバーモデルモデル (D =M0，外径の直径 = 300 [mm]，

板厚 t = 1 [mm]) を用いた．ここで，D は最外径部のフランジを除く円盤領域とする．

図 4.5.1 (a) と 図 4.5.1 (b) にそれぞれ問題 4.5.1 と問題 4.5.2 における境界条件をしめ

す．Young 率， Poisson 比，密度はそれぞれ 210 [GPa]，0.3， 7.9× 103 [kg/m3] とし

た． また，創生するビード高さは h = 10[mm] とした．また，式 (4.5.7) では n = 3，

α1 = 3.0，α1 = 2.0，α1 = 1.0 とし，式 (4.3.34) の cΩ には 10 −2 [1/mm2] を用いた．

初期形状における 3 次までの固有振動数と固有振動モードを図 4.5.2 の (a) から (c)

に示す． f の形状更新に対する 収束履歴を図 4.5.3 に示す．形状更新に伴い f が単調

に増加し，最終的に 4984.3% となった．

次にビード最適化計算後の結果を示す．図 4.5.4 は最適化後の形状を示す．また，図

4.5.2 の (d) から (f) に最適化の固有振動数と固有振動モードを示す．初期形状では

36.4Hz であった 1 次の固有振動数が，最適化後では 225.3 Hzとなった．路面からの入

力周波数は概ね 200 Hz 以下であることを考慮すると，路面入力と共振を避けることが

できる形状が得られたと判断できる．また，最適化後の形状をみると初期において，そ

れぞれ振動の節であった部位にビードが創生されていることが確認できる．これによっ

て，それぞれの振動モードの変形に対する剛性が向上したため，固有振動数が増加した

と考察できる．
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(a) 問題 4.5.1 の境界条件 (b) 問題 4.5.2の境界条件

図 4.5.1: 計算モデル

(a) 1 次固有振動モード (36.4Hz) (d) 1 次固有振動モード (225.3Hz)

(b) 2 次固有振動モード (48.0Hz) (e) 2 次固有振動モード (232.3Hz)

(c) 3 次固有振動モード (51.6Hz) (f) 3 次固有振動モード (233.1Hz)

図 4.5.2: 最適化前後の固有振動モードの比較 (左:初期形状， 右:最適化後形状)
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図 4.5.3: 形状更新に対する f の更新履歴

(a) 車両外側 (b) 車両内側

図 4.5.4: ビード形状最適化後の結果
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4.6 まとめ

この章ではノンパラメトリック形状最適化手法に基づく新しいビード最適化手法を提

案した．提案手法では，従来の課題であったビード高さに対する領域変動を考慮した設

計変数を選んだ．具体的には，トポロジー最適化 [84] で用いられている シグモイド 関

数を利用して設計変数を定義することを考えた．このような設計変数の選び方によるノ

ンパラメトリック形状最適化手法により，ビード高さに対する領域変動を考慮した下で

滑らかなビード形状が創生することが可能であることを示した．

提案手法を用いた具体的な問題として平均コンプライアンス最小化問題と固有振動数

最大化問題の解法を示した．平均コンプライアンス最小化問題における数値例では，片

持ちはりの曲げとねじりの問題に適用し，提案手法の妥当性を確認した．また．固有振

動数最大化問題における数値例では，応用例として，ダストカバーモデルに適用し，提

案手法の有用性を示した．
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第 5章

非線形弾性問題への形状最適化の応用

5.1 はじめに

近年，計算機の性能向上に伴い，幾何学的非線形性や材料非線形性などの非線形性を

考慮した CAE は設計開発の現場で欠かせない技術になっている．例えば，自動車の設

計開発においては，タイヤやゴムブッシュなど超弾性材料の大変形や，プレス成型や衝

突解析における弾塑性現象など様々な分野で利用されている．本章ではこのような非線

形性を有する現象を主問題とする形状最適化問題を定義し，その解法を示す．

設計変数として形状のパラメータを選んだ時の非線形応答に対する感度解析はこれま

でに多くの方法が研究されている [85–87]．このような計算は設計感度解析とよばれて

いる．このような設計感度解析の結果を用いた形状最適化の研究としては例えば古矢ら

の研究がある [88] ．また，プレス成型解析や衝突解析のように負荷経路依存性の強い

非線形現象では，設計感度解析の計算コストが大きいため，応答曲面法による最適化手

法が利用されている [89, 90]．これらの方法は設計変数を離散後の形状パラメータに設

定した寸法最適化として分類され，設計変数が大きい大規模な問題に対しては計算コス

トの面で適用が困難であると考えられる．

一方，ノンパラメトリック形状最適化を用いた方法としては井原ら [91] の研究があ

る．この研究では，幾何学的非線形性と材料非線形性を考慮した負荷経路依存問題に対

する形状最適化手法が提案されている．また，形状感度解析において随伴変数法が用い

られており，外力が単調増加であると仮定することによって準自己随伴関係 (随伴問題

を直接解かなくても随伴変位を求めることが可能) が成立することを示している．井原

らが提案したこの方法は，負荷経路依存問題を対象にしていることから，各時刻におけ

る釣り合い状態の状態量を考慮した形状感度の評価が必要となる．そのため，超弾性体

の大変形のような負荷経路非依存問題に対しては適用することは可能であるが，計算コ

ストが懸念される．
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本研究では，超弾性体の大変形のような負荷経路非依存問題に対する形状最適化問題

を定義し，その解法を示す．その結果，主問題を全ひずみ理論に基づいて定義すること

で，随伴問題が大変形後の釣り合い状態における状態量のみを用いて評価できる．この

結果は従来の方法に対して計算コストの面で優れていると判断できる．

本章の構成は以下の通りである．第 5.2 節では超弾性体の構成則を，第 5.3 節では

超弾性体の大変形問題についてそれぞれ述べる．第 5.4 節ではゴムブッシュの形状設計

への応用例を示す．具体的には，所望の負荷特性との 2 乗誤差和と，体積を評価関数

とする形状最適化問題を構成し，その解法を示す．最後に，5.5 節ではサスペンション

アームの座屈強度設計への応用例を示す．

5.2 超弾性体の構成則

この節では設計変数を領域の写像 ϕ に選んだとき，Ω (ϕ) 上で定義された超弾性体

が外力により大変形したときの変位を求める問題を主問題として定義する．本研究では

非線形性として幾何学的非線形性と材料非線形性を扱う．

最大負荷時の時刻を tT とし，時間領域 (0, tT) ⊂ Rを考える． b : (0, tT)×D0 → Rd,

pN : (0, tT) ×D0 → Rd および uD : (0, tT) ×D0 → Rd をそれぞれ物体力，外力，強

制変位とする．また，これらは時間に対して単調増加な関数とする．

u : (0, tT)×D0 → Rd を 領域 Ω (ϕ) で定義された大変形問題の解である変位とする

と，大変形における弾性体の変形を表す写像は y = i+ u : (0, tT)×D0 → Rd とかけ

る．ただし，i は単位写像を表す．このとき，物質点 x = (x1, · · · , xd)T ∈ D0 に対す

る変形勾配テンソルは

F (u) = (∂yi/∂xj)ij =
(
∇yT

)T
= I +

(
∇uT

)T
(5.2.1)

とかける．本論文では，( · )T は転置を表し，I は d 次の単位テンソルを表す．変形勾

配テンソルを用いれば Green-Lagrange ひずみテンソルは

E (u) = (eij (u))ij =
1

2

(
F T (u)F (u)− I

)
= EL (u) +

1

2
EB (u,u) (5.2.2)

とかける．ただし，

EL (u) =
1

2

(
∇uT +

(
∇uT

)T)
, (5.2.3)

EB (u,v) =
1

2

(
∇uT

(
∇vT

)T
+∇vT

(
∇uT

)T)
, (5.2.4)

をそれぞれ E (u) の線形項と双線形項として定義した．超弾性体の構成則は弾性ポテ

ンシャル関数 π : Rd×d → R を仮定し，第 2Piola–Kirchhoff応力テンソルは

S (u) =
∂π (E (u))

∂E (u)
=D (E (u)) : E (u)
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=

 ∑
(k,l)∈{1,··· ,d}2

cijkl (E (u)) ekl (u)


ij

, (5.2.5)

とかける．ここで，D (E (u)) = (cijkl (E (u)))ijkl : D0 → Rd×d×d×d は剛性を表し，楕

円性と有界性を仮定する．また，第 1 Piola–Kirchhoff応力テンソルは

Π (u) = S (u)F T (u) (5.2.6)

とかくことができる．

5.3 非線形大変形問題

上記の定義と仮定を用いると，超弾性体の大変形問題は以下のようにかける．

問題 5.3.1 (非線形大変形問題) ϕ が与えられたとき，

−∇TΠ (u) = bT in (0, tT)× Ω (ϕ) ,

ΠT (u)ν = 0Rd on (0, tT)× ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

u = uD on (0, tT)× ΓD (ϕ) .

を満たす u を求めよ． □

ここで，ν は ∂Ω (ϕ) における法線を表す．以降 u (t,x) を u (t) あるいは u とかく

ことにする．次に，第 2 章で示した手順に従い，非線形大問題の弱形式を導く．U，S
はそれぞれ式 (2.3.1) と式 (2.3.2) とする． ΓD (ϕ) 上で 0Rd となる任意の v ∈ U を式

(5.3.1) にかけて，Ω (ϕ) で積分し，発散定理を用いれば∫
Ω(ϕ)

∇TΠ (u)v dx+

∫
ΓD0

(u− uD) ·
(
ΠT (v)ν

)
dγ = 0 (5.3.1)

となる．左辺 1項目は次のように書き直すことができる，:∫
Ω(ϕ)

∇TΠ (u)v dx

=

∫
Ω(ϕ)

{
∇ · (Π (u)v)−Π (u) ·

(
∇vT

)}
dx

=

∫
∂Ω(ϕ)

(Π (u)v) · ν dγ −
∫
Ω(ϕ)

Π (u) · F ′T (u) [v] dx, (5.3.2)

ここで，以下の定義を用いた．

F ′ [v] =
∂v

∂xT
=
(
∇vT

)T
.
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さらに， S (u) = ST (u) を考慮すると，

−
∫
Ω(ϕ)

Π (u) · F ′T (u) [v] dx

= −
∫
Ω(ϕ)

(
S (u)F T (u)

)
· F ′T (u) [v] dx

= −
∫
Ω(ϕ)

F ′ (u) [v] · (F (u)S (u)) dx

= −
∫
Ω(ϕ)

S (u) ·E′ (u) [v] dx (5.3.3)

が成り立つ．ただし，以下の定義を用いた．

E′ (u) [v] =
1

2

(
F ′T [v]F (u) + F T (u)F ′ [v]

)
= EL (v) +EB (u,v)

さらに，式 (5.3.2) と式 (5.3.3) を用いれば式 (5.3.1) は

a (u,v) = l (v) (5.3.4)

とかくことができる．ここで，a (·, ·) と l (·) は

a (u,v) = −
∫
Ω(ϕ)

S (u) ·E′ (u) [v] dx (5.3.5)

l (v) =

∫
ΓD0

{
(u− uD) ·

(
ΠT (v)ν

)
+ v ·

(
ΠT (u)ν

)}
dγ (5.3.6)

である．次に次章以降の形状最適化問題では，上記主問題を等式制約として利用するた

め，大変形問題の弱形式に対する Lagrange関数を次のように定義しておく．

LM (ϕ,u,v) = −a (u,v) + l (v) (5.3.7)
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5.4 荷重-変位曲線規定問題

本節では，ゴムブッシュの荷重-変位曲線を規定の曲線と一致させる形状最適化問題

を考える．ゴムブッシュは車両のサスペンション等で用いられ，エンジンや路面からの

車内への振動を遮断する役目を担う．ゴム材料は材料非線形性を有し，一般的に構成式

には超弾性材料が用いられる．超弾性の構成式には多くの種類が提案されており [92]，

これらの構成式に基づき，有限要素法を用いたゴムブッシュの解析事例はこれまでに数

多く提案されてきた [93, 94]．

また，一方で形状最適化手法を用いたゴムブッシュ形状の最適化の数値解法も多く提

案されている [95, 96]．これらの研究では，静的な弾性変形に対する反力の荷重負荷履

歴を所望の特性となるように形状を最適化することが目的となっており，所望の特性と

の 2 乗誤差和が目的関数に選ばれている．これらの研究は形状を制御するパラメータ

を設計変数に選ぶパラメータ最適化が利用されている．しかしながら，形状設計におい

ては，ゴムの形状の自由曲面の設計が求められる場合が多く，形状パラメータを設定す

ることは容易ではない．

そこで，本研究ではゴムブッシュの荷重負荷履歴に対する 2 乗誤差 を目的関数とす

るノンパラメトリック形状最適化問題を構成し，その解法を示す．

5.4.1 形状最適化問題

前節で定義した問題 5.3.1 を主問題としたゴムブッシュの形状最適化問題を考える．

ただし，式 (5.2.5) で定義したひずみポテンシャル関数 π の具体的な形として以下に示

す Yeoh モデル を用いる．

π (E (u)) = e1 (i1 (u)− 3) + e2 (i1 (u)− 3)2

+ e3 (i1 (u)− 3)3 +
1

d1
(i3 (u)− 1)2

+
1

d2
(i3 (u)− 1)4 +

1

d3
(i3 (u)− 1)6 ,

i1 (u)と i3 (u) はそれぞれ 1次と 3次の低減不変量を表し，

i1 (u) = i
−2/3
3 (u)

(
c21 (u) + c22 (u) + c23 (u)

)
,

i3 (u) = detF (u) ,

のようにかける．ここで， c1 (u), c2 (u) および c3 (u) は右 Cauchy-Green テンソル

C (u) = F T (u)F (u) = 2E (u) + I の主値である．また， e1, e2, e3, d1, d2 および

d3 は材料定数である．
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以上の定義の下で，主問題の解 u を用いて形状最適化問題を定義する． α1, · · · , αm

をそれぞれ時刻 t1, · · · , tm ∈ (0, tT] における　 uD · (Π (u)ν) の所望の値とする．こ

れらを用いて本研究では目的関数を

f0 (ϕ,u) =
∑

i∈{1,··· ,m}

f0i (ϕ,u (ti)) (5.4.1)

のように定義する．ここで，

f0i (ϕ,u (ti)) =

∫
ΓD0

∣∣uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi

∣∣2dx.
である．また制約関数を

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1 (5.4.2)

と定義する．ここで， c1 は ϕ ∈ D が与えられたときに f1 (ϕ) ≤ 0 となる正の定数で

ある．これらの評価関数を用いて，以下の形状最適化問題を定義する．

問題 5.4.1 (2乗誤差最小化問題) f0 (ϕ,u)と f1 (ϕ)がそれぞれ式 (5.4.1)と式 (5.4.2)

によって定義されたとき，

min
ϕ∈D

{
f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0,

u (t) ∈ S, t ∈ (0, tT) , Problem 5.3.1
}
.

を満たす ϕ を求めよ． □

5.4.2 評価関数の形状微分

前節で定義した形状最適化問題を勾配法を用いて解くために，本節では目的関数 f0

と制約関数 f1 の形状変動に対する Fréchet 微分を導出する．目的関数 f0 は主問題の解

である u を含むので，主問題を等式制約として考慮し， f0 に対する Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u,v) =
∑

i∈{1,··· ,m}

L0i (ϕ,u (ti) ,v0i)

=
∑

i∈{1,··· ,m}

(f0i (ϕ,u (ti)) + LM (ϕ,u (ti) ,v0i))

のように定義する．ここで， v0i : Rd → Rd は問題 5.3.1 の時刻 t = ti で定義した主問

題に対する Lagrange 乗数である． L0 の任意の形状変動 φ ∈ Y に対する形状微分は

L ′
0i (ϕ,u (ti) ,v0i) [φ]
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= L0iϕ (ϕ,u (ti) ,v0i) [φ]

+ L0iu(ti) (ϕ,u (ti) ,v0i) [u
′ (ti)]

+ L0iv0i
(ϕ,u (ti) ,v0i) [v

′
0i] , (5.4.3)

のようになる．ここで， u が問題 5.3.1 の解であれば，式 (5.4.3) の右辺第 3項は 0 に

なる．また 式 (5.4.3) の右辺第 2 項は

L0iu(ti) (ϕ,u (ti) ,v0i) [u
′ (ti)]

= −
∫
Ω(ϕ)

(
S′ (u (ti)) [u

′ (ti)] ·E′ (u (ti)) [v0i]

+ S (u (ti)) ·E′′ (u (ti)) [v0i,u
′ (ti)]

)
dx

+

∫
ΓD0

[
u′ (ti) · (Π (v0i)ν) +

{
v0i

+ 2 (uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi)uD (ti)
}

· (Π′ (u (ti)) [u
′ (ti)]ν)

]
dγ (5.4.4)

となる．ここで，

S′ (u) [v] =D (E (u))E′ (u) [v] ,

E′′ (u) [v,w] = EBL (v,w) ,

Π′ (u) [v] = S′ (u) [v]F T (u) + S (u)F ′T (u) [v] .

である．ここで，式 (5.3.3) を用いれば式 (5.5.4) は

−
∫
Ω(ϕ)

(
S′ (u (ti)) [u

′ (ti)] ·E′ (u (ti)) [v0i]

+ S (u (ti)) ·E′′ (u (ti)) [v0i,u
′ (ti)]

)
dx

= −
∫
Ω(ϕ)

Π′ (u (ti)) [v0i] · F ′ (u (ti)) [u
′ (ti)] dx

のようにかける．さらに，境界 ΓD0 で関係 u′ (ti) = 0Rd および．境界 ΓN (ϕ) で

Π′ (u (ti)) [v0i]ν = 0Rd を用いれば∫
∂Ω(ϕ)

(Π′ (u (ti)) [v0i]u
′ (ti)) · ν dγ

−
∫
Ω(ϕ)

Π′ (u (ti)) [v0i] · F ′ (u (ti)) [u
′ (ti)] dx

=

∫
Ω(ϕ)

∇TΠ′ (u (ti)) [v0i]u
′ (ti) dx

を得る．上記より式 (5.5.4) は境界 ΓD0 上で u′ (ti) = 0Rd となるすべての u′ (ti) に対

して

L0iu(ti) (ϕ,u (ti) ,v0i) [u
′ (ti)]
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=

∫
Ω(ϕ)

∇TΠ′ (u (ti)) [v0i]u
′ (ti) dx

+

∫
ΓD0

[
u′ (ti) · (Π (v0i)ν) +

{
v0i

+ 2 (uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi)uD (ti)
}

· (Π′ (u (ti)) [u
′ (ti)]ν)

]
dγ

のようにかくことができる．さらに， v0i が以下の随伴問題の解であるとき式 (5.5.4)

は 0 となる．

問題 5.4.2 ( f0 の随伴問題) u (ti) が問題 5.3.1の解のとき

−∇TΠ′ (u (ti)) [v0i] = 0T
Rd in Ω (ϕ) ,

Π′ (u (ti)) [v0i]ν = 0Rd on ΓN (ϕ) ,

v0i = −2 (uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi)uD (ti) on ΓD0

を満たす v0i : Ω (ϕ) → Rd を求めよ． □

H1 勾配法で求めた領域変動が Y に属するためには，ṽ0i は S に属している必要がある
[97]．ここで，ṽ0i は ΓD0 上で ṽ0i = v0i+2 (uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi)uD (ti) = 0Rd

である．

u (ti) と v0i がそれぞれ問題 5.3.1 と問題 5.5.2 の解であるとき，式 (5.5.3) は

L0iϕ (ϕ,u (ti) ,v0i) [φ] = f ′
0i (ϕ,u) [φ]

=

∫
ΓN(ϕ)

ḡ0iN ·φ dγ = ⟨ḡ0i,φ⟩ (5.4.5)

のようになる．ここで，

ḡ0iN =
{∣∣uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi

∣∣2
− S (u (ti)) ·E′ (u (ti)) [v0i]

}
ν.

である．よって f0 の Fréchet 微分は

f ′
0 (ϕ,u) [φ] =

∑
i∈{1,··· ,m}

⟨ḡ0i,φ⟩ = ⟨ḡ0,φ⟩ . (5.4.6)

となる．さらに f1 の Fréchet 微分 は

f ′
1 (ϕ) [φ] =

∫
ΓN(ϕ)

ν ·φ dγ = ⟨ḡ1,φ⟩ . (5.4.7)

となる．

以上より，評価関数に対する形状微分を導出したので，問題 5.5.1 は逐次 2次計画法

と H1 勾配法を用いることで解くことができる．
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D

(a) 初期形状 (b) 最適化後形状

図 5.4.1: 最適化前後の形状の比較

5.4.3 数値計算例

数値計算例を以下に示す．以下の数値結果は，評価関数の形状微分の評価は開発し

たインハウスコードを用いた．また問題 5.3.1 と問題 5.5.2 の計算では Abaqus 6.9

(Dassault Systèmes)を利用した．また，H1 勾配法の計算では OPTISHAPE-TS 2011

(Quint) を利用した．

図 5.4.1 (a) に簡易ブッシュモデルを示す．内筒の内側表面上の節点は，その中心に

位置する節点との間を剛体要素で結合し，図の方向に強制変位 5.0 [mm] を与えた．ま

た，外筒の外側表面上の節点は拘束した．内筒と外筒はYoung 率 と Poisson 比はそれ

ぞれ 71 [GPa] と 0.3 とした．

f0 の評価にあたっては，規定する特性として m = 3，{∥uD (t1)∥, ∥uD (t2)∥,
∥uD (t3)∥} = {2.5, 3.75, 5.0} [mm] とした．また， α1, α2, α3 にはそれぞれ時刻

t = t1，t2，t3 における uD · (Π (u)ν) の値を初期値に対して， −10 %，変化なし，

+10 % とした．

図 5.4.1 (b) に最適化後の形状を示す．また，図 5.4.2 に強制変位負荷点の変位

∥uD (t)∥ と反力 ∥
∫
ΓD0

Π (u (t))ν dγ∥ のグラフを示す．また，図 5.4.3 に形状更新に

対する評価関数の収束履歴を示す．ここで f0 init と c1 は初期形状における f0の値と体

積をである．

形状更新に伴い f1 を満たしつつ f が単調に減少した結果，目的関数で指定した所望

の変位荷重特性が得られたことが確認できる．さらに，図 5.4.4 に時刻 t = t1, t2, t3 に

おける最適化前後の von Mises 応力分布を示す．時刻 t = t1 の時点の比較をみると，

最適化後形状では初期形状に比べて引っ張りによる応力が立ち上がっていることが分か

る．このことによって，時刻 t = t1 で狙いとした 反力 +10 % が達成できたと考察で

きる．また，時刻 t = t3 の時点の比較をみると，最適化後形状では初期形状に比べて
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図 5.4.2: 最適化前後の荷重負荷履歴の比較
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図 5.4.3: 形状更新に対する評価関数の更新履歴

圧縮側の形状が軸方向に盛り上がる形状になっていることが確認できる．この盛り上が

りによって圧縮による応力の立ち上がりが緩和していた結果，時刻 t = t3 で狙いとし

た 反力 −10 % が達成できたと考察できる．
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図 5.4.4: 最適化前後の Mises 応力の比較
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5.5 最大反力最大化問題

自動車のサスペンションアームの設計では，縁石の乗り上げを想定し，塑性変形を許

したもとで変形を一定限度内に抑えることが要求される．本節では，このようなサスペ

ンションアームが大荷重を受けて塑性変形を含む大変形を生じたときの強度を最大化さ

せるための形状最適化問題を定義し，その解法を示す．ここで想定している縁石の乗り

上げのように，外力が単調増加である場合は，理論が簡潔になるという理由で，塑性を

含む変形であっても弾性ポテンシャルが存在すると仮定する全ひずみ理論が用いられ

る．そこで，本研究では，前節で定義した問題 5.3.1 を主問題と考える．本研究の内容

の一部は文献 [28] を引用している.

5.5.1 形状最適化問題

本研究では，主問題の解 5.3.1 u = u (tT) を用いて目的関数を

f0 (ϕ,u) =

∫
ΓD0

u1 · (Π (u)ν) dx. (5.5.1)

のように定義する．ここで u1 は uD 方向の単位ベクトルであり，荷重点の反力ベクト

ル Π (u)ν をスカラー化させるために導入する．また制約関数を

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1 (5.5.2)

と定義する．ここで， c1 は ϕ ∈ D が与えられたときに f1 (ϕ) ≤ 0 となる正の定数で

ある．これらの評価関数を用いて，以下の形状最適化問題を定義する．

問題 5.5.1 (2乗誤差最小化問題) f0 (ϕ,u)と f1 (ϕ)がそれぞれ式 (5.5.1)と式 (5.5.2)

によって定義されたとき，

min
ϕ∈D

{
f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0,

u (t) ∈ S, t ∈ (0, tT) , Problem 5.3.1
}
.

を満たす ϕ を求めよ． □

5.5.2 評価関数の形状微分

前節で定義した形状最適化問題を勾配法を用いて解くために，本節では目的関数 f0

と制約関数 f1 の形状変動に対する Fréchet 微分を導出する．目的関数 f0 は主問題の解
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である u を含むので，主問題を等式制約として考慮し， f0 に対する Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u,v) = f0 (ϕ,u) + LM (ϕ,u,v0)

のように定義する．ここで， v0 : Rd → Rd は問題 5.3.1 の時刻 t = tT で定義した主問

題に対する Lagrange 乗数である．また v̂0 は f0 に対する Lagrange 乗数である．L0

の任意の形状変動 φ ∈ Y に対する形状微分は

L ′
0 (ϕ,u,v0) [φ] = L0ϕ (ϕ,u,v0) [φ]

+ L0u (ϕ,u,v0) [u
′] + L0v0 (ϕ,u,v0) [v

′
0] , (5.5.3)

のようになる．ここで， u が問題 5.3.1 の解であれば，式 (5.5.3) の右辺第 3項は 0 に

なる．また 式 (5.5.3) の右辺第 2 項は

L0u (ϕ,u,v0i) [u
′]

= −
∫
Ω(ϕ)

(
S′ (u) [u′] ·E′ (u) [v0]

+ S (u) ·E′′ (u) [v0,u
′]
)
dx

+

∫
ΓD0

[
u′ · (Π (v0)ν) + (v0 + u1) · (Π′ (u) [u′]ν)

]
dγ (5.5.4)

となる．ここで，

S′ (u) [v] =D (E (u))E′ (u) [v] ,

E′′ (u) [v,w] = EBL (v,w) ,

Π′ (u) [v] = S′ (u) [v]F T (u) + S (u)F ′T (u) [v] .

である．ここで，式 (5.3.3) を用いれば式 (5.5.4) は

−
∫
Ω(ϕ)

(
S′ (u) [u′] ·E′ (u) [v0]

+ S (u) ·E′′ (u) [v0,u
′]
)
dx

= −
∫
Ω(ϕ)

Π′ (u) [v0] · F ′ (u) [u′] dx

のようにかける．さらに，境界 ΓN (ϕ) で関係 u′ = 0Rd on ΓD0 と Π′ (u) [v0]ν = 0Rd

を用いれば ∫
∂Ω(ϕ)

(Π′ (u) [v0]u
′) · ν dγ

−
∫
Ω(ϕ)

Π′ (u) [v0] · F ′ (u) [u′] dx

=

∫
Ω(ϕ)

∇TΠ′ (u) [v0]u
′ dx
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を得る．上記より式 (5.5.4) は境界 ΓD0 上で u′ = 0Rd となるすべての u′ に対して

L0u (ϕ,u,v0) [u
′]

=

∫
Ω(ϕ)

∇TΠ′ (u) [v0]u
′ dx

+

∫
ΓD0

[
u′ · (Π (v0)ν) + (v0 + u1) · (Π′ (u) [u′]ν)

]
dγ

のようにかくことができる．さらに， v0 が以下の随伴問題の解であるとき式 (5.5.4)

は 0 となる．

問題 5.5.2 ( f0 の随伴問題) u が問題 5.3.1の解のとき

−∇TΠ′ (u) [v0] = 0T
Rd in Ω (ϕ) ,

Π′ (u) [v0]ν = 0Rd on ΓN (ϕ) ,

v0 = −u1 on ΓD0

を満たす v0 : Ω (ϕ) → Rd を求めよ． □

また，前節で述べたように，H1 勾配法で求めた領域変動が Y に属するために

は，ṽ0i は S に属している必要がある [97]．ここで，ṽ0i は ΓD0 上で ṽ0i = v0i +

2 (uD (ti) · (Π (u (ti))ν)− αi)uD (ti) = 0Rd である．

u と v0 がそれぞれ問題 5.3.1 と問題 5.5.2 の解であるとき，式 (5.5.3) は

L0ϕ (ϕ,u,v0) [φ] = f ′
0 (ϕ,u) [φ]

=

∫
ΓN(ϕ)

ḡ0N ·φ dγ = ⟨ḡ0,φ⟩ (5.5.5)

のようになる．ここで，

ḡ0N =
{
−S (u) ·E′ (u) [v0]

}
ν (5.5.6)

である．よって f0 の Fréchet 微分 は

f ′
0 (ϕ,u) [φ] =

∑
i∈{1,··· ,m}

⟨ḡ0,φ⟩ = ⟨ḡ0,φ⟩ (5.5.7)

となる．さらに f1 の Fréchet 微分 は

f ′
1 (ϕ) [φ] =

∫
ΓN(ϕ)

ν ·φ dγ = ⟨ḡ1,φ⟩ (5.5.8)

となる．

以上，より評価関数に対する形状微分を導出したので，問題 5.5.1 は逐次 2次計画法

と H1 勾配法を用いることで解くことができる．
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図 5.5.1: サスペンションアームモデル

5.5.3 数値計算例

数値計算例を以下に示す．以下の数値結果は，評価関数の形状微分の評価は開発し

たインハウスコードを用いた．また問題 5.3.1 と問題 5.5.2 の計算では Abaqus 6.9

(Dassault Systèmes)を利用した．また，H1 勾配法の計算では OPTISHAPE-TS 2011

(Quint) を利用した．

図 5.5.1 に解析モデルを示す．ボールジョイント (BJ)部の中心に位置する節点は，

内筒表面節点との間を剛体要素で結合し，図の方向に強制変位 8.0 [mm] を与えた．ま

た，ブッシュ(BUSH)部の中心に位置する節点との間を剛体要素で結合し，中央の節点

を剛拘束した．内筒と外筒は Young 率 と Poisson 比はそれぞれ 71 [GPa] と 0.3 とし

た． 初期形状における主問題の計算の結果を図 5.5.2 に示す．最大反力は 58.0 [kN] で

あった．本計算では最大反を 80.0[kN] としつつ体積を最小化することを考える．

形状更新に対する評価関数の収束履歴を図 5.5.3 に示す．形状更新に伴い制約 f1 を

満たしつつ，f0 が単調に増加させることができた．また，図 5.5.2 に強制変位負荷点

の変位 ∥uD (t)∥Rd と反力 ∥
∫
ΓD0

Π (u (t))ν dγ∥Rd のグラフを示す．制約関数である最

大反力を荷重を満たしつつ，目的関数とした体積を　 10.0%削減することができた．

図 5.5.4に最適化前後の形状の比較を示す．また，図 5.5.5 に最適化前後の形状にお

ける中央部の断面の形状比較を示す．図中の矢印の方向の断面が増加していることか

ら，この方向の断面 2 次モーメントが向上している．また，その結果，曲げ入力によ

る剛性が向上したため，座屈荷重が増加したと考えられる．
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5.6 まとめ

本研究では，超弾性体の大変形のような負荷経路非依存問題に対する形状最適化問題

を定義し，その解法を示した．提案手法では，主問題を全ひずみ理論に基づいて定義す

ることで，随伴問題が大変形後の釣り合い状態における状態量のみを用いて評価できる

との結果を得た．この結果は従来の方法に対して計算コストの面で優れていると判断で

きる．

提案手法を用いた具体的な問題としてゴムブッシュとサスペンションアームの形状設
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(a) 初期形状 (b) 最適化後形状

図 5.5.4: 最適化前後の形状の比較

(a) 初期形状 (b) 最適化後形状

図 5.5.5: 最適化前後の形状の比較 (中央部断面)

計問題への応用例を示した．ゴムブッシュの形状設計問題では，変位と荷重における所

望の特性曲線との間に定義した 2乗誤差を評価関数とする形状最適化問題を構成し，解

法を示した．数値例では，簡易ゴムブッシュモデルを用いた計算を実施し，提案手法の

妥当性を示した．また，サスペンションアームの形状設計問題への応用においては，最

大荷重を評価関数とする形状最適化問題を構成し，その解法を示した．数値例では，簡

易サスペンションアームモデルを用いた計算を実施し，提案手法の妥当性を示した．
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結論

6.1 まとめ

本論文では，機械構造部材の形状設計問題，特に自動車部品の形状設計に対して，数

理的アプローチによる形状設計手法の可能性を明らかにした．

本論文における，数理的アプローチとは第 1 章で述べたように，偏微分方程式の境

界値問題として数理モデル化された力学現象を考え，形状を表す関数の写像を設計変数

にした領域変動型の形状最適化という意味で用いた．第 1 章では，最適化技術の産業

への応用上の課題を明確化した．その結果，構造最適化技術を産業で利用する上で障害

となっていると推測される以下の課題 (1) ～ (3) を選定した．

(1) 複数部品のアセンブリ状態で生じる現象の評価指標を評価関数とする形状最適化

(2) 数値不安定性 (ジグザグ現象) のないビード形状最適化

(3) 非線形問題を主問題とする形状最適化

第 2 章では，本研究で用いる領域型形状最適化問題について述べた．次に，第 3 章

から第 5 章では上記課題に対して取り組んだ研究成果について述べた．以下具体的な

課題と研究成果の概要を述べる．

課題 (1) では，アセンブリ状態における特性値を直接評価関数とおいた形状最適化技

術の開発に取り組んだ．アセンブリ状態で現象を考える際には，部品間の摩擦や接触剛

性などの結合部の影響を考慮することが重要となる．本研究ではこのような具体的な現

象としてブレーキ鳴きを取り挙げ，ローターとパット間の摩擦と接触剛性を考慮した主

問題を定義した．また，評価関数にはブレーキ鳴き現象の評価指標である複素固有値の

実部を用いて形状最適化問題を構成し，その解法を示した．

課題 (2) では，従来のビード形状最適化問題が有していた数値不安定性 (ジグザグ現

象) の課題に対して，このような数値不安定性が生じない新たなビード形状最適化手法
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を提案した．具体的にはシグモイド関数を用いてビード高さを表現し，その定義域を設

計変数とする形状最適化問題を構築した．また，その解法には従来から密度型位相最適

化問題の解法で用いられている θ 型 H1 勾配法を用いた．具体的な事例として片持ち

梁の剛性最大化問題，周波数応答変位最小化問題，及びダストカバーの固有振動数最大

化問題に適用し，提案手法の有用性を示した．

課題 (3) では，何学的非線形性や材料非線形性などの非線形現象が含まれる形状設計

問題を主問題とする形状最適化問題を構成し，その解法を示した．その結果，主問題を

全ひずみ理論に基づいて定義することで，随伴問題が大変形後の釣り合い状態における

状態量のみを用いて評価できるとの結果を得た．この結果は従来の方法に対して計算コ

ストの面で優れていると判断できる．具体的な事例としては，ゴムブッシュの形状設計

問題とサスペンションアームの形状設計問題に適用し，提案手法の有用性を示した．

6.2 今後の展望

最後に，今後の展望について述べる．はじめに，自動車業界を取り巻く環境から，本

研究の今後の課題を考える．自動車は大衆化の先駆けとなったＴ型フォードが誕生して

以来，現在で約 100 年となる．その間，第 1 章で述べたように CAE 技術が成熟し，

自動車の開発効率は劇的に向上したと思われる．一方で，この間に自動車業界を取り巻

く様々な環境の変化が生じている (例えば，原油価格の高騰, 市場の多様化, リコール問

題, 若者の自動車離れ) ．このような環境の変化を踏まえると，自動車産業の次の 100

年はこれまでの延長線上ではなく，新たな価値の創造および，新しい開発手法が必要で

あると思われる．

新たな価値としては，そのひとつとして各種制御技術が挙げられる．現在でも既に予

防安全，操安性向上，燃費向上など多くの用途で制御技術が実用化され，商品性を左右

する重要な要素となっている．CAEとしては，このような車両制御を考慮した 1DCAE

技術が重要となると考えられる．一方，3DCAEでは 1DCAEとの連成技術が必要とな

ると思われる．具体的には，制御系と構造系の連成を考慮したマルチボディダイナミク

ス解析による車両全体の挙動の評価方法である．このような評価法が実現した先には，

現象の制御・最適化のための技術が必要となると推測される．本研究では楕円型偏微分

方程式の境界値問題で記述で記述できる現象，即ち，静的・準静的な問題を扱ってきて

おり，ここで挙げられたような動的な問題は考慮していない．その為，今後の課題のひ

とつとして，マルチボディダイナミクスのような動的な問題への応用が挙げられる．

一方，新しい開発手法としては，すでにモジュール設計という考え方が採用されてき

ている (例えば，VW社のMQB)．モジュール設計とはモジュール単位で開発したもの
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を仕向けに応じて組み合わせることで多様な市場ニーズに対応する車両開発方法であ

る．このような開発手法ではモジュールの組み合わせごとの評価が必要となる．その為，

本研究の 3 章で扱ったようなアセンブリ状態で生じる性能特性を評価関数とする構造最

適化技術が今後さらに重要になると思われる．本研究ではブレーキ鳴き現象を取り挙げ

たが，今後は他の現象に対しても適用領域を拡張することが必要であると考えられる．

次に，構造最適化分野の動向から本研究の今後の課題について考える．図 6.2.1 は構

造最適化の国際会議 WCSMO-10 (10th World Congress on Structural and Multidis-

ciplinary Optimization Orlando, Florida. May 23, 2013) における発表論文の内容の

分類である [98]．これをみると，産業への応用研究 (Novel industry applications) と

構造最適化手法の基礎研究 (New optimization methods) が共に上位に位置づけられて

いる．その為，基礎研究による新たなシーズを産業におけるニーズへと応用する研究が

今後も重要であると考えられる．

また，性能のロバスト性に関する研究 (Uncertainty, material imperfections) が上位

に位置していることにも着目したい．CAEでは理想化された条件で評価を行うため，

その評価結果に基づく構造最適化によって得られる解は理想化された条件下のものであ

る．しかしながら，実際の製品においては形状，材質，入力のバラツキが存在するため，

評価関数に設定した評価値は本来バラツキを有している．上記で述べたようなモジュー

ル設計による開発手法では，同じ部品が様々な使用環境で利用されることが想定される

ため，製品性能を下限で評価することへ重要性は今後さらに高まると考えられる．この

ような背景を考慮して，ロバスト性を考慮した構造最適化手法の開発とその産業への応

用が本研究の今後の課題として挙げられる．
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図 6.2.1: WCSMO10における論文発表内容の分類 (上位 10分類) [98]
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