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あらまし　SMT ソ ル バ は，指定さ れ た述語理論の 下で論理式 の 充足可能性判定 を行 う ッ
ール で あ り，配列，リ ス ト，

キ ュ
ーな どの多 くの 理論を法 として，論理式 の充足可能性判定を行 うこ とがで きる．しか し， 利用者 自身 が 定義 した理

論を法 とす る論理式の 充足可能性判定を行 うの は 容易 で は な い ．なぜな らば，その 理論 に 対す る決定手続きを合わ せ

て 与える こ とが 必要で あるた め で ある．本稿 で は，等式理論を法とす る充足可能性判定手続き を状態遷移系 DPLL （R ）

として 定式化 し，そ の 実装方式 を提案す る． DPLL （R ）は，与 えられた等式理論か ら項書換 え系 の 完備化手続 きを用

い て 決定手続きを自動的 に 生成 し， 充足可能性判定 を行 う．従 っ て，利用者 は等式集合 を等式理論 として 与えるだけ

で よ く，決定手続き を与え なくて よい ．
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Abstract 　SMT 　solvers 　are 　tools　for　deciding　satisfiability　of 　formulas　under 　given　theories　such 　 as 　arrays
，
　lists

，

queues　and 　so 　on ．　 It　is　however　not 　easy 　for　users 　of 　SMT 　solvers 　to　specify 　theories　since 　the　theories　have　to

be　associated 　with 　their　decision　procedures ．　In　this　paper ，　we 　formulate　the　procedure 　for　solving 　the　problem 　of

satisfiability　modulo 　aIl　equational 　theory （SMET ）as　a　state 　transition　system 　DPLL （R ），　and 　propose　its　imple−

mentation 　scheme ．　DPLL （R ）generates　a　decision　procedure　from　a 　given　equational 　theory　and 　use 　it　to　solve 　the

SMET 　problem ．　Thus
，
　users 　can 　specify 　equational 　theories　without 　giving　decision　procedures ．

Key 　words 　SMT 　solver ，　DPLL ，　program　verification ，　teml　rewriting 　system

1． は じ め に

　近 年，ソ フ トウ ェ ア や ハ ードウ ェ ア の シ ス テ ム 検証技術 に お

い て 形式的 な証 明手 法 へ の 期待が 高ま っ て い る．命題論理 式の

充足 可 能 性 を 判定 す る 手 法 に 関す る技術 の 向 上 は 目覚 ま し く，

そ の 技術 を実 装 した SAT ソ ル バ の 各 方面 で の 利用 が 広が っ て

い る．実際，モ デル 検 査 や プロ グ ラ ム 検 証に お い て SAT ソ ル

バ が 基盤的ッ
ール と して 利用 され て い る．しか し，一

般的に シ

ス テ ム 検 証に おい て は 命題 論理 よ り表現 力 の 高い 論理 が望 まれ

る．述語論理式が 定理で ある こ と を 自動的 に 証明 す る手法の 研

究 の 進展 に よ り，定理 自動 証 明 系の 性 能 は格 段 に 向上 した，し

か し，そ の よ うな
一
般 目的 の 定 理 自動証明 系で は，現実 的 な シ

ス テ ム 検証に 使 うに は 十分な性能は 得 られて い ない ，シ ス テム

検証に お い て は，関数 記号や 述語 記号 の 解 釈 を 固定 し て，そ の

解 釈 の 下 で 論理 式が 真で あ る こ とを示 す こ とが で きれ ば 十分 で

あ る こ とが 多い ．つ まり，特定の 理論に お け る定理自動証明 が

で きれ ば 十 分 で あ る．特定 の 理 論 あ る い は解 釈 に 固 定 す れ ば，

その 理 論特有の 証明技術を 開発す る こ とで，効 率 よ い 定理 証明

が 期待 で き る．こ の よ うな観 点 か ら，最 近，理 論 を法 とす る充

足可能性判定問題の 研究が 進み，配列，リ ス ト，キ ュ
ー，ビ ッ

トベ ク トル ，ハ ッ シ ュ テーブル な どの 多 くの 理 論 を法 と して，

論理式 の 充足 可 能性 を効率の よ く判定 す る 手続 きが 考案 され て

い る 国．そ して ，そ の 手 続 き に基 づ い て 充 足 可 能 性 判 定 を す

る ツ
ール で あ る SMT ソ ル バ が 各所 で 開 発 され，シ ス テ ム 検証
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へ の 応 用 も広 が っ て い る．SMT ソ ル バ の 実装手法に つ い て は，

文献 ［61に お い て ，命 題論理 の 充足 可能性判定 手 続 き と して 代

表的な DPLL と理論の 決定手続き （理論 ソ ル バ と呼ば れ る）を

組み 合わせ る 手法 が提案 されて い る．その 実装 DPLL （T ）で は，

理論 ソ ル バ は パ ラ メ
ー

タ化 され，DPLL の 推論規則 か ら理論 ソ

ル バ を 呼び出す た め の イ ン タ
ー

フ ェ
ー

ス の 規 定 を守 っ た 理 論 ソ

ル バ な らば，組み 込 む こ とが で き る，

　プロ グラム 検証に お い て は，プ ロ グラ ミン グ言語 に含 まれ る

デ
ー

タ （整 数 実 数，配列 な ど）を規 定 す る理論 を法 とする 充

足 可能 性判 定 が必 要 で あ るが，それ だ けで は 十分で は な い ，関

数群や 抽象データ型 の よ うなプロ グラ ム モ ジ ュ
ール で 階層的 に

構成 され た プ ロ グラ ム の 検証で は それ らの モ ジ ュ
ール の 性質を

表 す理 論 を法 とす る 充足 可能性判定 も必要で ある．関数群や 抽

象データ型 の 性質を表現 す る に は 等式 を用 い る の が便利 で あ る，

　本稿で は ，プ ロ グ ラ ム 検証 へ の 応 用 を 目的 と して ，等式 理

論 を法 とす る充足 可 能性判定手続 きを状態遷 移 系 DPLL （R ）

と して 定式化 し，そ の 実 装方 式 を提案す る．DPLL （R ）で は，

等式 理 論を 自由 に 与 え る こ とが で きる よ うに す る，文献 ［6］の

DPLL （T）に お い て も，等式理論を与 えて 充足可能性 を判定 で

きるが，そ の 等式理論の 決定手続 きも合 わせ て 与 え な けれ ば な

ら ない ，し か し，DPLL （R ）で は 個 々 の 等式理論 に対す る決定

手続 きを与 え る こ とは 必 要 と しな い ．つ ま り，DPLL （R ）は 項

書換え系の 技術を利用 して 与え られ た等 式理 論 に 対す る決定手

続 きを 自動 的 に発 見す る．

　本 稿 は 次 の よ うに 構成 され る．2 節で は，本稿で 必要 な概念

と記法 を準備 す る．3 節 で は，等 式 理論 を法 とす る抽象 DPLL

遷移系 DPLL （R ）の 定義 とそれ に関す る諸定義を与え，4 節で

は，DPLL （R）の 正当性を証明す る．5節で は，　 DPLL （R ）の

実装手法 に つ い て 述べ ，6 節 で は プロ グラム 検証 へ の 応用例を

示 す．7 節で は，ま とめ と今 後 の 課 題を述べ る．

2． 準 備

　本節で は，本稿で 必 要 な諸 定義 を与 え る．

　項書換 え系R は 書換 え規則 と呼ばれ る項 の 対 （それ ぞれ，左

辺，右辺 とい う）の 有限集合で あ る．ただ し， 書換 え規 則 の 右

辺 に現 れ る 変 数 は 左 辺 に も出現 しな くて は な らない ．R に よ っ

て 定義 され る項集合 上 の 書換え関係 を → R とか く．項書換 え系

に 関する記法，定義は ［3］等に あ る一般 的 な もの に 従 う．

　原子 論理 式 は，命 題記号 ， あ るい は，等式 s ；t で ある とす

る．こ こ で 現れ る s と t は そ れ ぞ れ，変 数 が 出 現 しな い 項で

あ る．原 子論 理 式 p とそ の 否定 rP を リテ ラ ル とい う．リ テ ラ

ル 1に 対 して rt を 次 の よ うに 定 め る．‘＝p の とき 一t ； rP ，

｛＝rP の と き．1　＝p とす る．リテ ラル の 論理 和 tl　V … Vln を

節 とい う．節 の 論理re　C コ 〈 … ACn を CNF 論理 式 とい う．し

ば しば，CNF 論 理式 を ｛Ol，，，．，Cn ｝の よ うに集合で 表記す る，

　等式 理 論は す べ て の 変数が 全称限量 さ れ た等 式 の 有 限 集合 と

し，しば しば，その 等式 の 論 理積 と み なす，本稿で は，等式 理

論は 項書換 え系 とみ なせ る もの に 限る．F を CNF 論 理 式，　 R

を等式理 論 とす る．rRVF が
一

階論理の 意味で 恒真で ある と

き F は R 恒翼で あ る とい う．F 〈 R が
一

階論 理 の 意味で 充足

可能で あ る とき，F は R 充足可 能，あ るい は，　 R 無矛盾 で あ

る とい う，そ うで ない とき，R 矛盾，ある い は，　 R 充足不能で

あ る と い う．

　リテ ラル の 有限系 列 M は
， 原 子 論理式 p とそ の 否定 rP を

同時 に要素 と して 持た ない とき部分割 り当て で あ る とい う．部

分割 り当て は，し ば しば，リテ ラ ル の 有 限 集合，あ るい は，リ

テ ラ ル の 論 理 積，従 っ て，CNF 論理式 とみ な され る．リテ ラル

1が M に 含 まれ る と き ‘は M に お い て 真で あ る とい い ，「t

が M に 含 まれ る とき M に おい て 偽 であ る とい う．それ 以外の

場 合，その リテ ラル は M に お い て 未定義 で あ る とい う．部分

割り当て M に 対 して，M
二

を次 の よ うに定 め る，

M
；一｛・ ニtls − t∈ M ｝

　節 0 に 現 れ る リテ ラル の 少 な くと も
一

つ が M に 含まれ る

時，C は M に おい て 真で あ る と い い ，　 M ト
PLC

と書 く．0

中の すべ て の リ テ ラ ル が M に お い て 偽 の とき，C は M に お

い て 偽で あ る，あ るい は，衝突 して い る とい い ，M ト・
PL

　 rC

と書 く．CNF 論理式 F 中の すべ て の 節が M に お い て 真 で あ

る と き，M は F の 命題論理 モ デ ル で あ る とい い ，ルf 旨
PLF

と書 く．

　部分割 り当て M が R 無矛盾で あ り，か つ ，CNF 論理 式 F

中の 命題論理 モ デ ル で あ る とき，M は F の R モ デルで ある と

い う，

　CNF 論 理 式 F ，　 G に 対 して，　 F 〈 「G が R 矛盾 で あ る と

き， G は F の R 帰 結で あ る とい い ，　F トR 　G と表す．また，

F トR σ か っ ChF の とき，F とC は R 同値で あ る とい う．

　R 帰 結関係 トR と R 矛盾 に つ い て 次 の 命 題が成 り立つ ．

命題 2．1　M を任 意 の 部分割 り当て ，R を任意の 等式理論 と

す る．s 為 RUM ＝t で あ る と き，か つ ，そ の と きに 限 り s ＝ t

は M の R 帰結，すわ なち，MtRS ；t で あ る，

命題 2．2　M を任意 の 部分 割 り当 て
， R を任意の 等式理論 と

す る．u ∴ R ω 尸 u で あ る utv ∈ M が 存在す る とき，か っ ，

そ の ときに 限 り M は R 矛盾で あ る，

3． 等式理論を法とする抽象 DPLL 遷移系

　本節で は，与え られ た 等式理論 R に 対 して，CNF 論 理 式の

R 充足可能性 を判定 す る手続 きを状態遷移 系 DPLL （R）と して

定 式化 す る．た だ し，等 式理 論 は 停止 性 と 合流性 を持 っ 項 書換

え系 で あ る とす る．

　DPLL （R）に お け る状態 は，部分割り当て M と CNF 論理式

F の 対 （MllF と書 ⇔ ，も し くは，特別 な状 態 FaitStateで

あ る．elF は F の 充足 可能性 を調べ る ときの 初期状態 で あ

る．FailStαte は 初期状態 の CNF 論 理 式 が充 足 不 能 で あ る こ

とを意 味す る状 態 で あ る．状 態 MllF の M 中の リ テ ラル 1に

は ldの よ うに タ グが付け られ るこ とが あ る．タ グが付い た リテ

ラ ル tdを決定 リテ ラル と呼ぶ ．

　状態か ら 状態 へ 遷 移 を次 の よ うに 定義す る．
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定 義 3．1　DPLL （R ）の 遷 移関係 ⇒ を以下 の 遷移 規 則 に よ り

定 義 す る，

UnitPrσpagate 二 M ［［F ，σ A ‘⇒ M ‘ll　F ｝
σ 〈 ‘

if｛
　　 M に お い て 0 は 衝突 して い る，か つ ，

　　 1 は M 中で 未 定 義

Decide ：MIIF ⇒ M 　td　ll　F

if｛
　　 1ま た は一εが F 中に 出現 し，か っ ，

　 　 1 は M 中で 未定 義

TheoryPropagate ： MI ）F ⇒ Mlll 　F

・｛
　　 tは M の R 帰結で あり，

　　 1 また は 「 1が F 中に 出現 し，かっ ，

　　 1 は M 中で 未定義

Fait ： MIIF
，
　o ⇒ FailState

if｛鷺朧鰹
欝

ヂ
B ・ ・kt・U ・k ・ rVI　ld　N トi　F ，σ ⇒ Mr 貝r　F ，

o

儻 糠
蹄

）
　⇒ の 反 射推 移 閉 包 を ⇒

＊

と書 く．Si ⇒ Si＋ 1 （i ＝

O，1，2，．．．）で あ る と き，So ⇒ Sl ⇒ S2 ⇒
… を遷移

系列 とい う．状態 3 か ら ⇒ に よ る遷 移が存在 しな い と き，状

態 5 を最終状態 とい う．

　それ ぞれ の 遷 移 規則 の 直観的な 説明 は 以下の 通 りで あ る．

UnitPropagαte： CNF 論理 式が真で あ るた め に は，　 CNF 論

理式中の すべ て の 節が 真で なけれ ば な ら ない．従 っ て，F 中

に 節 C ＞ tが あっ て，現在の 部分割 り当て M に お い て 1は

未定義，かっ ，節 0 中の リテ ラル が偽 で あ る場合，1が真で

な くて は な らな い ，こ の 規 則 で は，その ような 1 を現在状 態

の M に追加す る．こ の 1 は単位 節 と呼 ば れ る こ とが あ る．

ヱ）ecide ： こ の遷 移 規則 は，現在 の 状 態で 真 と も偽 と も決め ら

れ て い な い リテ ラ ル が あ れ ば，それ を 強制 的 に 真 とみ なす こ

とに 対応 す る．F 中に 出現 す る未 定 義で あ る リテ ラル 1が 選

ばれ，M に 加 え られ る．付け加え られ る リテ ラ ル 1は 決定

1丿テ ラ ル と呼ばれ ，タ グ d を 付け られ る．も し，MtdIIF

か ら続 く状態遷 移の 結果が 成 功 に 到 らなか っ た 場 合，後述

の 遷移規則 Bα cktrnck に よっ て，　 M ”1 「l　F か らの 状態遷 移

が行 わ れ る．タ グ d は こ の バ ッ ク トラ ッ クの 目印で あ る．

TheoryPropagate： こ の遷 移規 則は DPLL （R ）の 最 も特徴 的

な規則 の 内の 1 つ で あ る．リテ ラル 1 が 現在状態の 部分割

り当て M の R 帰 結 で あれ ば ‘は 真 とな るの で，tが 未定義

で あれ ば，それ を M に 追 加 す る．こ れ に よ っ て ，遷 移規 則

Dectde の 適用 に よっ て 生 じ るバ ッ ク トラ ッ クを避 け る こ と

が で き る．

Fail： こ の 遷 移規 則 は，現 在 の 部分割 り当て M に 決定 リ テ

ラ ル が 含 まれ な い 時 に
， 衝突 して い る 節 を 見つ け る か ，ま

た は M が R に 矛盾して い る 場合，FailStαte へ と状態 を

遷 移 す る．

B αcktrack ： 衝突 して い る 節が存在 し，か つ ，　 Failの 規 則が

適用 で きな い とき，また は，M が R に 矛 盾 し，か っ ，　 Fail

の 規則 が 適 用 で き な い と き，もっ と も最 近 加 え られ た決 定

リテ ラル ldを置き換え，さ らに 1以降 の M 中の は り後 の

部分列を取 り除 くこ とに よっ て，決定 レ ベ ル を
一

っ 戻す 規

則で あ る．

　こ こ で ，今 回 提 案 した DPLL （R ）と，　 DPLL （T ）［6］の 違 い

に つ い て 説明す る．5 つ の 遷移規則の うち，UnitPropagate と

Decideに つ い て は，　 DPLL （T ）で提 案 され た規則 と同 じもの を

用 い て い る．今 回 新 た に 提 案 した 遷移規則 に つ い て は，まず，

TheOTItPropagateが あ る．　 Failと B α cktrack に つ い て は，そ れ

らの 遷 移 条件 を変更す る こ とで 新 た に提 案 して い る．

例 3 ．2 　DPLL （R ）の 状 態 遷 移 の 例 を示す．まず，項書換 え 系

R と CNF 論理式 F を次の よ うに す る．

R ：｛∫（α）→ わ｝

F ： 9（の＝b＞ α
＝b，

　 9（b）幸 b＞ α ＝bVg （∫（α ））≠b
，

　 α 十bVg （∫（の）十わ，

　 α ；b＞ 9（∫（α））＝b

初期状 態 釧HF か らの 遷移 系列の ひ とつ は 次の 通りで あ る．そ

れ ぞれの 遷 移は 適用 され た遷移規則 に よっ て 注 釈 され て い る．

　 　 　 　 の

⇒ 　（D ）　 9（b）＝bd

⇒ 　（TP ）　9（∫（a ））＝bd　9（f（a ））＝b

FFF

⇒ 　（UP ）　9（f（a ））＝bdg （∫（a ））＝ba ＝b　II　 F

⇒ 　（BT ）　9（b）ギb

⇒ 　（UP ）　9（b）≠6 α ＝ b

⇒ 　（UP ）　9（わ）rトb α ＝わ9（∫（α ））十 b

FFF

　 こ こ で ，各行の 状態遷移 に つ い て 説明す る．まず，初期 状 態

に お い て ，F 中 に 単 位節 が存 在 せ ず，また，現 在状 態 M ， 11　F

の 部分 割り当て Ml の R 帰結 で あ るよ うな リテ ラル が 存在 し な

い た め ，UnitPropagate と TheorstPropagαte は 適 用で き な い ．

F 中の すべ て の リテ ラル が M1 中で 未定義で あ るの で ，　 F 中の

任 意 の リ テ ラ ル を Decide の 遷 移 規則 に よ っ て 真 とみ なす こ と

が で きる．こ の 例 で は g （b＞＝bd を真 とみ な し，状 態遷 移 を 起

こ す．次 に，2 行目の 状態 を M ，11Fとお き，次 の よ うな項 書 換

え系 R2 を考え る．

R2 ；RU 八f
＝＝｛ノ（α）→ わ，9（わ）→ b｝

こ の 時，F 中の 等式 リ テ ラ ル g（f（α）〉＝b に注 目す る と， 以 下
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の よ う に，両 辺 の 書 き換 え結果 が
一

致 す るの で，g（f（a ））＝b

は M2 の R 帰 結 と い え ， また 11heongPropagα te の す べ て の 遷

移条件を満 たす ため ，こ の 規則が 適用 され る．

　　　　　　9 （f（a ）〉→ Re　9 （b）→ RS 　b ← 襲弖
δ

3 行 目の 状 態 M ，11Fで は，リテ ラ ル a ＝ b が A・13 に お い て

未定義か っ
， 単位 節 で あ るた め

，
っ ま り，節 g（b）十 b ＞ a ＝

bVg （f（α））≠b に お い て a ＝b以外の リテ ラ ル が 輪 に お い て

偽で あ るた め，UnitPropagαteの 遷移規 則 が 適用 され る，4 行

目の 状態 餓 IIFで は，節 a キbVg （f（a ））十b が 衝突 して い る．

餓 中に 決定リテ ラル が 存在するの で，遷 移規則 B α cktrack が

適用 され る．5 行 目の 状態で は，節 a ＝b＞ g （f（α））＝bに おい

て，a ＝bが 単位節で あ るため，　 UnitPropagαteが 適用 され，6

行 目で は，同様に して ，単位en　g（f（a ））十 b が 真 とな る．7 行

目の 状 態 M7 ！iFは 最終状態 で あ り，か つ ，　 FaitState とい う状

態で は ない の で，M7 は F の R モ デル で ある．

4． DPLL （R ）の正当性

　本節で は，DPLL （R ）が CNF 論理 式の R 充足 可能 性 問題 に

対 して 健全 性 を持 つ こ と と停 止性 を持 つ こ と証 明す る．

定 理 4．3　（健 全 性 ）  11F⇒ 裔S の よ うな遷 移 系 列 に お い

て ，5 が DPLL （R ）に 関 して 最終状態で あ り，か つ ，も し 5 が

MllF ’

の 形 を して い る ときに M が R 無矛盾で あ るな らば，以

下の すべ て が成 り立 つ ，

（1 ） S が FailStateな ら ば，か つ そ の 時に 限 り，　 F は R 充足 不

　　 能 で あ る．

（2 ） も し S が MllF ’
の 形 を して い る な らば M は F の R モ デ

　　 ル で ある．

証明 　（1，
⇒ 〉も し S が FaitState な ら ば ， llF⇒ 瓷

MIIF ’

⇒ R 　FaitStαte の ような MllF ’

が存在す る．（i）Failの

遷移規則よ り，M 中に 決定 リテ ラ ル は 存在せず，かつ M ト rC

の ような節 0 が Ft 中 に存 在す る場 合，補 題 4．1 の （3） よ り F

と F ’は R 同値 な の で
，

F トC が い え る．しか し，　 M ト「C

で ある こ とと，補題 4．1の （4）か ら F ト「C がい え る の で，F

は 充足 不能 で あ る とい え る．

　（1，e ）も し S が FailStateで な けれ ば，　 ntllF’ の 形 を して

い る．しか し，補題 4，2 よ りM は F の R モ デ ル だ とい え る．

　（2）補 題 4，2 よ り明 らか．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 口

補題 4．1　のllF＝⇒ 為MllG の ような遷移 系列 が存在 す る と き，

以下が 成 り立 っ ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 定理 4・4　（停止 性）の11F⇒ RSI ＝⇒ R
・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 遷 移系 列 は 存在 しな い ．
（1） M と G 中 に 現れ るす べ て の 原子 論理 式 は F 中 に存在 す る．

（2 ） M は リ テ ラ ル 1 と そ の 否定 司 を 同時に 含 まな い ．

（3） C と F は R 同値 で あ る．

（4 ） もし M が Mfollnil ＿ lnMn の 形を して い る と し，か つ ，

11
，
＿

，
ln は す べ て M 中の 決 定 リ テ ラ ル で あ る な らば，

F ，11，＿ ，liトRA4i とな る．（0 ≦ i≦ n ）

略証 性 質 （4）に つ い て ，TheOTItPropαgate の 遷 移の 場合 の と

き，こ の こ とが成 り立 つ こ とを示 す．MrlIF
’

⇒ M
”
11F

”
の

よ うな遷移を考え，M ’
llFrは，性質 （4）を満たす と仮定す る．

また，AV ’

は 瑞 ‘1M ｛，．．lnMA の 形を して い る とす る．こ こ で

出現す る ll＿ ln は すべ て 決 定 リテ ラ ル で あ る．こ の 時，　 M
”

は，TheoryPropagateの 遷移規則 よ り，　 M ’1の 形 を し て い る．

こ こ で 出現 す る εは，TheoryPropαgateの 遷移条件 を満 たす リ

テ ラル で あ る．性 質 （4）を示 す た め に は，F直 ，＿ ，lntRl

が成 り立 つ こ と を 示 せ ば 十 分で あ り，こ の こ と は，以 下 に よ っ

て 示 す こ とが で き る．

●

●

●

●

F
，
　11

，
．，．

，
ln ト兄 M ’

M ’
　kRt

lは F 中に 出現す る リテ ラ ル

F と G は R 同値

囗

補題 4．2　も し，剛F ⇒ 瓷S か つ S が 最 終 状 態 の 時，5 は

FaitStateか ，も し くは Ml トF
’

の 形 を して い て，か つ ，　 M は

F の R モ デ ル で あ る，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 □

の よ うな無 限 の

停止 性 に つ い て は，DPLL （T ）の 停止 性 の 証 明 と同 様に 証明

す る こ とが で き る．そ の 理 由 と して は，DPLL （R）で は The −

oryProp αgate，　 Fail，そ して Backtrackとい う遷移規則 を新た

に 提案 した が，停止 性の 証明 に お い て ，それ らの 遷 移規 則 は

DPLL （T ）に お け る，　 UnitPropαgata　 Fait，　 B α cktr αck に置 き

換え て 証明 す る こ とが で き る か らで あ る．

5． DPLL （R ）の ア
ーキテクチャ

　本節 で は，こ れ まで に 紹介 した 等式理論を 法 とす る抽象 DPLL

遷 移系を実装 した，DPLL （R ）の ア
ーキ テ クチ ャ に つ い て 説明

す る．

　以下に 示 され る 図は，DPLL （R ）の 概要を表 した もの で ある．

項書換 え系

　　　 図 1　DPLL （R ）の 概 要 図

DPLL （R）

DPLL （X）

　S

U　S

〜

系 SolverR

T

AT

　DPLL （R ）は，　 DPLL （X ）と呼 ば れ る，理 論 とは 独 立 して

DPLL ア ル ゴ リズ ム を処 理 す る モ ジ ュ
ー

ル と，項書換え 系 R に

よっ て 表 され る等 式理論 の 決定 ア ル ゴ リズム を処理 す る SolverR

と呼ばれ るモ ジ ュ
ー

ル に よ っ て 構成さ れ て い る．両者の モ ジ ュ
ー

ル 間に は イ ン タ フ ェ
ース が 存在 し，扱われ る理 論は X に よっ て
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パ ラメータ化 さ れて い る．

　こ れ の 元 となる ア イデ ア で あ る DPLL （T ）は DPLL （X ）モ

ジュ
ー

ル と，理 論の 決 定 ア ル ゴ リズ ム を処 理 す る SolverT と

呼 ばれ るモ ジ ュ
ール に よっ て 構成 され て い る，利 用 者 は，扱 う

理 論に 応 じて SolverT を選 択 す る こ とに よ り各理 論 T に お け

る充足 可能性判 定 を行 うこ とがで き る，しか し， 利 用者 自身 が

SolverTを与 えた い 場合，利用者 は，そ の 理論の 決定手続 きを

発見す る必 要 が あ り，大 変 困難だ と考 え られ る．

　
一方 ， DPLL （R）で は

， 利用 者 が 扱 う等式理 論 と して 項書換

え系 R を与え るこ とで，自動的に 以下の イ ン タ フ ェ
ー

ス を満た

す SotverR を生 成 す る．

（i） 状態 遷移 が 行わ れ るた び に 現状態の 部分割り当て nf が

　　指定さ れ た R に 対 して ，R 矛盾 し て る か ど うか を 確認

　　する．

67890123456789012　

　

　

　

1111111111222

　 f：
＝0

　｛f＝fib（n）｝
else

　 ｛n ≧ 0 〈 n ≠ 0｝

　｛1 ＝ fib（1）〈 0 ＝ ∫め （0）｝
　 k ：

＝o； g ：；0 ；　f：＝1；

　｛inv ： ∫＝∫ib（k 十 1）〈 9 ＝fib（k）｝
　 while 　 k十1 ≠ ndo

　　 ｛ノ＝fib（k ＋ 1）〈 9 ＝ノib  〈 k ＋ 1 ≠ n ｝

　　 ｛f＋ 9 ＝fib（k ＋ 1 ＋ 1）〈 ∫＝ノめ（k ＋ 1）｝
　　 t ：＝g …　g ：＝f；　f：；f十 t ；　k ：＝＝k十1

　　 ｛∫＝fib（k ＋ 1）〈 9 ＝fib（k）｝
　 od

　 ｛∫＝fib（k 十 1）〈9 ＝ノib（k）〈 k十 1＝n ｝

　｛∫＝fib（几）｝
fi

｛／；　fib（n ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 上 記 の プ ロ グラ ム の 正 し さを示すに は 以下の 検証条件が すべ

（ii） R と M
＝

か ら未定義 の R 帰結 とな る リテ ラル が 存在 す　　て R 恒 真で あ る こ とが 証明で きれ ば よ い ．
　　 る時，その リテ ラ ル を 真 とす る．

R か ら，そ の 等式 理 論に 対 す る決 定 手 続 きを行 う SotverR が

自動的に 生成 され るこ とに よっ て 利用 者 は 自由に 扱 う等式理論

を指定で き る．

　こ こで，上 記 （i），（ii）に お ける R 帰 結 と R 矛 盾の 判 定手続

きの 実装に つ い て 説明する．指定 され た 項書換え系を R ，現状

態 の 部分割 り当て を M とした とき，R 帰 結 と R 矛盾の 判 定 に

は，命題 2．1，2．2 に よ り，項 書 換 え系 RUM ＝
の 書換 え 関係

ARUM ；の 決定手続 きが あれ ば よい ．本稿で は，この 決定手続

きと して Knuth −Bendix 完備 化 手続 き［5】によ り RuM ；
を完

備化 して 得 られ る停止性 と合流性 の ある 項書換 え系 を利用 し，

（i），（ii）の イ ン タ フ ェ
ー

ス を実 現 して い る，こ こ で 注 意 した い

こ とは，一般 的 に 常 に R 帰 結 と R 矛 盾 の 判定 が 行え るわ けで

は ない と い うこ と で ある．なぜ な らば，Knuth −Bendix 完備化

手続 きが か な らず し も停 止 しな い か らで あ る．この 問題 に つ い

て の 対 応 は 今後 の 課 題 で あ る．

6． プログラム検証へ の応用例

　本節 で は，DPLL （R ）を使 っ て フ ィ ボナ ッ チ数の 計算プロ グ

ラ ム を 検証す る．フ ィ ボ ナ ッ チ 数の 関数　fibは，以 下の 項 書換

え系 R に よ っ て 定 め られ て い る とす る．

・ 一儻；∴． 伽 ． ，． 齣

フ ィ ボナ ッ チ数を計算す る プロ グラム の プル ーフ ア ウ トラ イ ン

を以 下 に示 す．

1234

馬
5

｛n ≧ o｝
ifn ； O
then

　｛n ≧ 0 〈 n ＝0｝

　｛0 ＝fib（n ）｝

（i） 4 ⊃ 5

（ii）　9 ⊃ 10

（iii）　14 ⊃ 15

（iv）　19 ⊃ 20

な お
，

こ こ で 表 され る数 字は 上 記 の プ ロ グ ラ ム 仕様の 行番号 の

論理式を表す．

　一
般 に は，検証条件 が R 恒 真 で あ る こ とを示 す た め は，証

明 した い 論理 式 の 否定 を ス コ
ー

レ ム 化 し，さ ら に，CNF に 変

換す る，こ うして 得 られ る論理 式の R 充足 不 能性 を DPLL （R ）

に よっ て 示 せ ば よ い ．得 られ る CNF に は 変数 が含 ま れ るが ，

それ らは 全称限量 さ れ た もの で あ る の で ，定 数 と して 扱 っ て よ

い ．上 記の 例 で は，検証条件 に は 限量 子が 出現 して い ない の で，

ス コ ーレ ム 化 す る前の 段 階か ら変数は すべ て 定 数 と して 扱 っ て

い る．

　つ ま り，こ の 例題 の 場合，以 下 の 論理式 を入力 として ，最 終

状 態 が FailState とな る こ とを示 す こ と が で きれ ば 論理式の R

恒真性を示せ た こ とに なる．

（i） Fl ： n ≧ 0〈 n ＝ 0 〈0 ≠価 （η ）

（i三） 鳧 ： n ≧ 0〈 nio 〈 （1 ≠fib（1）VO ≠fib（0））

（iii）　　F3　：　∫　＝　fib（k 十　1）　〈 9　＝　fib（k）　八 k 十　1　十　nV 　（ヂ十 9　十

　　 ∫ib（h ＋ 1＋ 1）V ∫十fib（k ＋ 1））

（iv） F4 ： f ＝fib（k＋ 1）〈 9 ＝∫ib（k）〈k＋ 1 ＝n 〈 ∫十fib（n ）

　 こ こ で 注 意 した い こ とは，Fl 〜 F4 で 現れ る 十 は 解釈を持

た な い 関数記号で あ り，n は 定 数 で あ る こ とで あ る．さ ら に，

n ≦ 0 と n ＝0 は それ ぞれ ，1 つ の 命題記号 と して 扱わ れ る．

そ れ ぞれ の 論理式 と R を 入力 と した DPLL （R ）の 実 行結 果 は

以 下 の とお りで あ る．
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● 　Fl ： n ≧   〈 n ＝0 〈 0 ＝←fib（n ＞

⇒ （σP ）

⇒ （UP ）

⇒ （UP ）

⇒ （Fail ）

 

n ≧ On

≧ On ＝O

n ≧On ＝00 十fib（n ）
FailState

● 　F2 ： n ≧0 〈 n 十〇〈 （1 ≠fib（1）VO 十fib（0））

⇒ （UP ）

⇒ （UP ）

⇒ （TP ）

⇒ （UP ）

⇒ （Fait）

の

n ≧On

≧On 十〇

n ≧On ＝01 ＝fib（1）
n ≧ On ＝Ol ＝∫乞う（1）0 キfib（0）
F αitState

　 ● 　F3 ：∫
＝

∫め（メc 十 1）〈 9 ＝fib（k）〈 k 十 1 ギnV （∫十9 半

∫茄（k ＋ 1 ＋ 1＞V ∫≠∫め（k ＋ 1））

⇒ （UP ）

⇒ （UP ）

⇒ （UP ）

⇒ （TP ）

⇒ （UP ＞

⇒ （Fail）

の

∫＝ガ わ（k 十 1）

∫＝ガわ（k 十 1）9 ＝fib 
∫＝fib（k 十 1）9 ＝fib（k）k 十 1 ：←7乙

∫＝fib（k＋ 1）9 ニ fib（k）k ＋ 1 手n

∫十 9 ＝fib（た 十 2）

∫＝∫ib（ん 十 1）9 ＝∫め（k）k 十 1 十n

∫十 g ；fib（鳶十 1十 1）∫キfib（k 十 1）

FailState

鳧

凸

凡

凸

llF3

llF3

● 　F4 ： f＝　fib（k＋ 1）〈9 ＝fib（k）〈k＋ 1 ＝n 〈 f十 fib（n ）

⇒ （UP ）

⇒ （UP ）

⇒ （UP ）

⇒ （σ P ）

⇒ （F αit）

の　　 　　 　　 　　 　　 　 　 ll
∫＝fib（k ＋ 1）　　　　　　　　　　 II

∫＝∫ib（k＋ 1）9 ＝fib（k）　　　　　 H

∫＝fiわ（k 十 1）9 ＝∫ib（k）k 十 1 ＝n 　Il
∫＝∫ゴ6（k 十 1＞9 ＝∫ib（た）鳶十 1 ＝γ乙

ノ十fib（n ）　　　　　　　　　　　 II
F αilState

は プロ グ ラム 検証 を行 う上 で 特 に 必要 とな る理 論 と考え られ る

た め，こ れ を扱え る よ うな もの に す るこ とを考 え る．実装上の

課題 と して は，DPLL （R ）の 効率化 につ い て 考え る．現 在 の 実装

で は，状態 遷移が 毎回起 こ るたび に ，部分 割 り当 て M が 項 書換

え系 R に 対 して R 矛盾か ど うか の 判定 を行っ て い る，こ れ は，

非常に 非効率で あ る と考え ら れ る た め，効率 を 良 くす る必 要 が

あ る．また，R 矛盾 と R 帰 結 の 判定 に お い て ，　 Knuth −Bendix

完備化が 停止 しない 場 合の 扱い に つ い て 考え る必要が あ る．
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はすべ て 成 立す る と言え る．

7． お わ り に

　従来の SMT ソ ル バ に お い て，利用 者 は 与え ら れ た 理 論の 下

で の み一
階論理 式 の 充足 可 能性判 定 を行 う こ とがで きな か っ た

が ，今回紹介 した 等式理論 を法 とす る DPLL 遷移系で は，利

用者 が項 書換 え系を与 え る こ とで，自由 に理 論 を指 定 す る こ と

が で き る よ うに な っ た．

　今後 の 課 題 として は，DPLL （R ）の プロ グラ ム 検 証 へ の 応 用

範囲を広げ るこ とを考え る．具体的に は，まず，配列の ソート

プロ グ ラム の よ うな汎用 的 な例 題 を挙 げ，それ に 必要 とな る理

論を扱えるよ うに 状態遷移系を拡張す る．と りわ け，整数理論
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