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1. は じ め に

伝熱性能の改善を目的とした機械構造物の形状設計

は，工学の分野において重要な課題である．例えば，

冷却のために設けられた熱交換器フィンでは，限られ

た伝熱領域あるいは境界における放熱性能がより向上

するように形状が設計される．また電子機器において

も，近年の高性能化などに伴い，部品の高密度化や機

器の小型化によって発熱密度が増大し，冷却を目的と

した機器の形状設計技術の確立が望まれている．本研

究では，このような問題を数理モデルとして捉え，非

定常性を考慮した熱伝導場の部分境界において，放熱

量を最大化する形状設計法について取り上げる．

放熱性能の向上を目的とした伝熱機器の最適形状に

関する研究は，古くから多くの研究者によって行われ

てきた(1)．Duffin(2), Minkler and Rouleau(3)は薄形の直

線フィンに対して，放熱量最大化のための形状最適化

を試みた．また，与えられた放熱量に対して体積最小
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化のための最適形状は Razani and Ahmadi(1)によって

解かれ，その後，フィンの熱伝導率やフィン表面にお

ける熱伝達率の温度依存性を考慮した最適形状(4)(5)を

示している．これらは全てフィン形状を一次元モデル

として取り扱うことによって解析的に解かれた．

数値解析を用いた伝熱機器モデルの最適形状に関す

る研究は，塚本と瀬口(6)(7)，Houら(8)，Bobaruら(9)−(11)

によって行われている．塚本ら(6)(7)は，薄形直線フィ

ンに対する定常一次元モデルを用いて，放熱量最大化

あるいは材料（面積）最小化に対して，有限要素の離

散節点座標を設計変数に選んだ離散系感度解析によっ

て数値解を得ている．Houら(8)は，同様に有限要素法

を利用して定常問題の二次元伝熱機器モデルに対する

数値解析を行っている．Bobaruらは，設計境界形状を
スプライン曲線によって近似して，その未定係数を設

計変数にした解析を行い，設計変数の個数の違い(10)や

熱伝導率の変化(11)による最適形状への影響を検討し

た．これまでの伝熱機器モデルの最適形状に関する多

くの研究では，有限要素法などを用いて未知境界形状

を離散化し，その節点自由度を設計変数にした離散系

最適化問題を解く方法であった．この解析法にとって，

設計変数の自由度を増加させることは，設計空間の次

元を増加させることに繋がるため，非定常問題などの



複雑な問題に対する数値解析は困難である．また，上

記の設計境界にスプライン曲線を用いた解法は，解析

の困難さを避けるために，設計変数の自由度を極力少

なくするように工夫した一つの解法として捉えること

ができる．

これに対して著者らは，粘性流れ場(12)(13)，ポテン

シャル流れ場(14) (15)，熱伝導場(16)(17)などの形状決定問

題に対して，分布系感度に基づく数値解法について検

討を行ってきた．熱伝導場の問題では，部分境界や部

分領域において温度分布あるいは温度勾配分布を規定

する形状同定問題(16)(17)の数値解析法を提案し，その妥

当性を確認した．この非定常熱伝導場の形状同定問題
(17)では，指定された熱流束境界の部分境界において，

実際の温度分布の時間履歴が目標分布となるように，

実際の温度分布と指定された温度分布の二乗誤差積分

最小化を目的汎関数として最適化解析を行った．その

ときに用いた手法は，領域最適化手法の一つとして提

案された力法(18)であった．力法は分布系の勾配法を応

用した手法であり，領域変動を写像で与え，最適化問

題から理論的に導出される領域変動の感度 (形状勾配
関数)を直接用いた方法である．この方法では，領域
変動量は形状勾配関数が外力として仮定された疑似弾

性体の変形量として解析できるため，設計変数の自由

度を減らすことなく多自由度の形状設計が容易となり，

滑らかな形状設計が実現できる(19)．また，その領域変

動の感度評価や形状更新には有限要素法などが利用で

きるため，複雑な問題に対する解析も可能である．

本研究の目的は，非定常熱伝導場の熱伝達境界にお

いて放熱量を最大化する形状最適化問題に対して，力

法の適用を試みることである．本論文では，最初に部

分境界において放熱量を最大化する形状最適化問題を

定式化し，Lagrange 乗数法あるいは随伴変数法およ
び物質導関数を利用して形状勾配関数を導出する．次

に，導出された形状勾配関数に基づいて力法を利用し

た数値解析法を提示する．最後に，簡単な二次元放熱

機器モデル問題の数値解析例を紹介する．この解析例

においては，定常問題における解析，非定常問題にお

ける最終観測時間を変化させた解析，および目的汎関

数である放熱量の設定時間を変化させた解析など，各

解析条件における最適形状の違いについて検討し，提

示した手法の妥当性を示す．

2. 記 号

Ω : 熱伝導場領域

Γ : 熱伝導場領域の境界

n : 熱伝導場領域の空間次元, (n = 2, 3)

~x ∈ Ω : 熱伝導場領域内の空間

t ∈ [0, T ] : 熱伝導場領域における観測時間

φ(~x, t) : 空間~x ∈ Ω,時間 t ∈ [0, T ]における温度

φ(~x, 0) = φ0 : 初期時刻における温度分布

Γφ : 温度分布φ̂(~x, t)が既知の基本境界

Γq : 熱流束 q(~x, t)が既知の熱流束境界

Γh : 熱伝達率 hと外気温度φfが既知の

熱伝達境界

k : 熱伝導場における熱伝導率

ρ : 熱伝導場における密度

c : 熱伝導場における比熱

f : 熱伝導場における発熱量

Ts : 領域変動を表す写像

s : 領域変動の履歴

Ωs = Ts(Ω) : 領域変動後の領域

J(φ) : 目的汎関数 (放熱量)

ΓD : 放熱量の最大化を考える部分境界

Γdesign : 設計境界

t1, t2 : 目的汎関数の設定時間

M : 領域の大きさ制約の上限値

νi : 境界の単位法線ベクトル

w(~x, t) : 随伴温度

Λ : 領域の大きさ制約に対する Lagrange乗数

Vi(Ωs) : 領域変動を記述するための速度場

Gνi : 形状勾配関数

G : 形状勾配密度関数

∆t : 時間積分における時間刻み

3. 放熱量最大化のための形状最適化問題

3·1 定式化 n 次元空間 (n = 2, 3) の領域 Ω ∈
Rn，時間 [0, T ]における非定常熱伝導場を考える．空
間 ~x ∈ Ω，時間 t ∈ [0, T ]における温度を φ(~x, t)，初
期時刻 t = 0 の温度を φ(~x, 0) = φ0 とする．領域 Ω
の境界 Γは基本境界 Γφ と熱流束境界 Γq および熱伝

達境界 Γh によって構成されている．基本境界 Γφ で

は温度，熱流束境界 Γq では熱流束，熱伝達境界 Γh

では熱伝達率と外部流体温度が，それぞれ既知関数

φ̂(Γ0, [0, T ]), q(Γq, [0, T ]), h(Γh, [0, T ]), φf (Γh, [0, T ])
として与えられている．

熱伝達境界 Γh の部分境界 ΓD ⊂ Γh における放



熱量を最大化する非定常熱伝導場領域 Ω の変動問題
を考える．この熱伝導場領域 Ωの領域変動を写像 Ts

(s は領域変動の履歴) で定義し，領域 Ω は変動して
Ωs = Ts(Ω)になると仮定する．Ts(Ω)は，領域変動
の制約を満たす適当に導関数が連続な許容関数空間D

の要素とする．簡単のために，領域変動の制約に境界

Γφと境界 Γq が含まれると仮定する．このとき，時間

t = t1 ∈ [0, T ]から t = t2 ∈ [0, T ]における放熱量を
目的汎関数にした形状最適化問題は次のように定式化

される．

Given Ω and

k, ρ, c, f, q, h, φ̂, φ0, φf ,M (1)

find Ωs or Ts(Ω) ∈ D (2)

that maximizes
∫ t2

t1

J(φ) dt (3)

subject to
∫ T

0

{
a(φ,w) + b(φ,t, w) − c(w)

−d(w) + e(φ, w) −p(w)
}

dt = 0 φ ∈ Ψt ∀w ∈ Wt

(4)∫
Ω

dx ≤ M (5)

ここで，式 (4)は次の非定常熱伝導場における支配方
程式 (6)の変分形式を表わしている．

ρcφ,t − kφ,jj = f Ω × [0, T ] (6)

ここで，φ，k，ρ，c，f はそれぞれ温度，熱伝導率，

密度，比熱，発熱量を表し，J(φ)，a(φ,w)，b(φ,t, w)，
c(w)，d(w)，e(φ,w)，p(w)は次式で与えられる．

J(φ) =
∫

ΓD⊂Γh

h(φ − φf ) dΓ,

a(φ,w) =
∫

Ω

kφ,jw,j dx, c(w) =
∫

Ω

fw dx,

b(φ,t, w) =
∫

Ω

ρcφ,tw dx, d(w) =
∫

Γq

qw dΓ,

e(φ,w) =
∫

Γh

hφw dΓ, p(w) =
∫

Γh

hφfw dΓ (7)

なお，本論文のテンソル表示では Einsteinの総和規約
と偏微分表示 ( · ),i = ∂( · )/∂xi を使用し，( · ),t は時

間の導関数を表わしている．また，式 (5)は領域の大
きさ制約を表し，M は制約の上限値であり，温度 φ，

随伴温度 wはそれぞれ次の関数空間の要素とする．

Ψt = {φ(~x, t) ∈ H1(Ω × [0, T ]) |

φ(~x, t) = φ̂(~x, t), t ∈ [0, T ], ~x ∈ Γφ,

kφ(~x, t),jνj = q(~x, t), t ∈ [0, T ], ~x ∈ Γq,

kφ(~x, t),jνj = −h(φ(~x, t) − φf ), t ∈ [0, T ], ~x ∈ Γh,

φ(~x, 0) = φ0(~x), ~x ∈ Ω} (8)

Wt = {w(~x, t) ∈ H1(Ω × [0, T ]) |

w(~x, t) = 0, t ∈ [0, T ], ~x ∈ Γφ,

w(~x, T ) = wT (~x) = 0, ~x ∈ Ω} (9)

また，νi は境界の単位法線ベクトルを表わしている．

Hm(Ω × [0, T ]) は m 階の導関数まで領域 Ω × [0, T ]
で 2乗可積分な関数空間を表す．

3·2 形状勾配関数 この問題は Lagrange乗数法
によって制約のない停留化問題に書き換えることがで

きる．この場合の Lagrange汎関数 L(φ, w,Λ)は次式
で与えられる．

L = −
∫ t2

t1

J(φ) dt

−
∫ T

0

{
a(φ,w) + b(φ,t, w) − c(w) − d(w)

+ e(φ,w) − p(w)
}

dt + Λ(
∫

Ω

dx − M) (10)

ここで，Λは領域の大きさ制約に対する Lagrange乗
数である．領域変動に対する Lの導関数 L̇は速度場

V (Ωs) = ∂Ts/∂s(Ω) = ∂Ts/∂s(T−1
s (Ωs)) を用いて，

次のように得られる(18)．

L̇ = −
∫ T

0

{
a(φ,w′) + b(φ,t, w

′) − c(w′) − d(w′)

+e(φ,w′) − p(w′)
}

dt

−
∫ T

0

{
a(φ′, w) + b(φ′

,t, w) + e(φ′, w)
}

dt

−
∫ t2

t1

J(φ′) dt

+Λ̇(
∫

Ω

dx − M)+ < Gν, V > (11)

ここで， ˙( · )は物質導関数，( · )′は空間座標に固定し
た分布関数の領域変動に対する導関数 (形状導関数)を
表す．また

< Gν, V >=
∫

Γdesign⊂Γh

GνiVi dΓ, (12)

G = G0 + G1Λ, (13)

G0 =
∫ T

0

{−kφ,jw,j − ρcφ,tw + fw

−∇ν(hφw) − (hφw)κ + ∇ν(hφfw) + (hφfw)κ} dt

+
∫ t2

t1

{−∇ν(hφ − hφf ) − (hφ − hφf )κ} dt, (14)

G1 = 1. (15)

ただし，∇ν( · ) ≡ ∇( · )·ν，κは境界における平均曲率

のn−1倍である．式 (11)からこの問題のKuhn-Tucker



条件は次のように得られる．∫ T

0

{
a(φ,w′) + b(φ,t, w

′) − c(w′) − d(w′)

+e(φ, w′) − p(w′)
}

dt = 0 ∀w′ ∈ Wt (16)

∫ T

0

{
a(φ′, w) + b(φ′

,t, w) + e(φ′, w)
}

dt

+
∫ t2

t1

J(φ′) dt = 0 ∀φ′ ∈ Ψt (17)

Λ ≥ 0,

∫
Ω

dx ≤ M, Λ(
∫

Ω

dx − M) = 0 (18)

上式によって φ, w,Λが解析できれば，Lagrange汎関
数の導関数は評価関数の導関数と一致して，次の関係

が成立する．

L̇|φ,w,Λ =< Gν, V > . (19)

式 (12)の Gνi は評価関数の導関数において，領域

の微小変動を与える速度場 Vi の係数関数になってい

ることから，この問題における感度関数あるいは形状

勾配関数になっている．また式 (13)のスカラー関数
G は形状勾配密度関数と呼ばれる．式 (17) は随伴温
度 w(~x, t)に対する随伴方程式を表している．式 (18)
は Λ に対する支配方程式を表している．このように
して，本問題に対する形状勾配密度が与えられれば，

力法(18)を適用することが可能となる．

3·3 定常問題と形状勾配関数 問題を簡単化し

て，定常熱伝導場の部分境界 ΓD ⊂ Γh において放熱

量を最大化する形状最適化問題を考える．この問題は

次のように定式化される．

Given Ω and

k, f, q, h, φ̂, φf (20)

find Ωs or Ts(Ω) ∈ D (21)

that maximizes J(φ) (22)

subject to a(φ,w) − c(w) − d(w) + e(φ,w)

−p(w) = 0 (23)∫
Ω

dx ≤ M (24)

前述と同様な手法を用いて，この定常問題に対する形

状勾配密度関数 Gは次のように導出できる．

G = G0 + G1Λ, (25)

G0 = −kφ,jw,j + fw

−∇ν(hφw) − (hφw)κ + ∇ν(hφfw) + (hφfw)κ

−∇ν(hφ − hφf ) − (hφ − hφf )κ, (26)

G1 = 1. (27)

ただし，この問題に対する随伴温度 w(~x)は次の随伴
方程式から解析できる．

a(φ′, w) + e(φ′, w) + J(φ′) = 0 (28)

Un-steady state
adjoint heat conduction

field analysis

Un-steady state
heat conduction

field analysis

Calculation of shape gradient function

Velocity analysis by traction method

Updating shape with velocity

Convergence?
Yes

No

Final design

Initial design

Fig. 1 Numerical procedure

4. 解 法

4·1 力法 力法は速度場 V を次の支配方程式に

基づいて解く方法として提案されている(18)．

aE(V, y) = − < Gν, y >, ∀y ∈ D (29)

ただし， aE(V, y) は線形弾性体のひずみエネルギー
を与える双一次形式で，変位分布ベクトル関数 ui, vi

に対して次式で定義されている．

aE(u, v) =
∫

Ω

Aijkluk,lvi,j dx (30)

Aijklは正定値性を有する剛性テンソルである．式 (29)
は，速度場 V が負の形状勾配関数 −Gνi を外力とし

て作用させたときの変位場として解析されることを示

している．力法に基づく領域変動は，形状勾配関数を

疑似弾性問題の外力として作用させたときの変位場と

して求められる．したがって，式 (29) の解法には通
常の線形弾性問題の解法を用いて解くことが可能であ

り，汎用性のある方法である．本研究では有限要素法

を用いた．

4·2 解析手順 非定常問題に対する解析手順を

図 1 に示す．まず初期形状を与え，温度 φ(~x, t) ，随
伴温度 w(~x, t)を解析する．具体的には，式 (16)と式
(17)の方程式を空間的には有限要素法，時間的には差
分法 (Crank-Nicolson 法) を用いて離散化された温度
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Fig. 2 2D thermal dissipation model

φ(~x, t)および随伴温度 w(~x, t)を解析する．式 (16)の
状態方程式の解法では，初期条件 φ(~x, 0) = φ0(~x)を
用いて t = 0から t = T の方向への温度 φ(~x, t)を解析
する．式 (17)の随伴系方程式の解法では，w(~x, T ) =
wT (~x) = 0 を初期条件として t = T から t = 0 の方
向への随伴温度 w(~x, t)を解析する．その結果から式
(13) を用いて形状勾配密度関数 G を計算する．さら

に，有限要素法を用いて式 (29) から速度場 V (~x) を
計算して形状を更新する．形状が更新されれば最初に

戻って解析が繰り返され，目的汎関数が停留したと判

断されたときに解析は終了する．

5. 解 析 例

機械部品の一例として，図 2に示す簡単な二次元の
放熱機器モデルの問題を解析した．

基本境界 Γφにおいて，左側の境界温度 φ̂ = 373[K]，
右側の境界温度 φ̂ = 343[K]，外側境界の熱伝達境
界 Γh の熱伝達率 h = 300[W/(m2K)] ，外部流体温
度 φf = 303[K]，領域の密度 ρ = 7500 [kg/(m3)]，比
熱 c = 460 [J/(kg K)]，熱伝導率 k = 40[W/(mK)]，
D = 0.3[m]，d = 0.09[m]，a = 0.0675[m]とした．
設計境界 Γdesign を全外側境界の熱伝達境界 Γh と

し，二つの基本境界 Γφは形状変動を拘束した．また領

域の大きさ制約としては，初期形状における領域以下

の条件で解析した．温度 φ，随伴温度 wおよび速度場

V を解析するための有限要素法解析では三角形一次要

素を用いた．要素数，節点数はそれぞれ 1996, 1078で
ある．初期温度を一定値 φ0 = 303 [K]に設定し，時間
積分では t = 0から T までを時間刻み ∆t = 0.8[sec]
で分割して Crank-Nicolson法を適用した．なお，時間
刻みについては，非定常計算における温度分布を安定

に解くことを考慮して，計算機のメモリ容量から逆算

して最小の時間刻みとした．

感度の計算に関して，式 (14)が示すようにその境界
における平均曲率 κを計算する必要がある．二次元問

題の場合，平均曲率 κは境界曲線形状関数の空間二階

微分で与えられる．したがって，設計境界において精

度よく平均曲率 κを評価するためには，より滑らかな

設計境界形状を設定する必要がある．ここでは，提案

する手法の基本的な妥当性を確認するために，式 (14)
の感度G0の第一項および第二項のみを評価して平均

曲率等については考慮せず簡単化した．

本解析では，定常問題における解析，非定常問題に

おける最終観測時間 T および目的汎関数の設定時間

t1, t2 を変化させた解析を行い，各条件における最適

形状の違いについて検討した．

5·1 最終観測時間 T と最適形状 最終観測時間

T の設定の違いによる最適形状について検討を行った．

定常問題を Case A，初期形状での最終観測時間 T

における温度分布が定常問題の温度分布とほぼ同様に

なる非定常問題を Case B (t1 = 0, t2 = T = 600[sec])，
Case Bに比較して最終観測時間を短くした問題をCase
C (t1 = 0, t2 = T = 300[sec])として，その三つの場
合について解析を行った．

図 3に Case A, B, Cの解析条件に対して得られた最
適形状を初期形状と比較して示している．また図 4に
初期形状と Case Bの解析条件について，各時間 tに

おける温度分布を示している．放熱量は外側熱伝達境

界 Γh における温度 φと外部流体温度 φf との差から

評価されるので，放熱効果向上のため，いずれの最適

形状においても外側境界が内側へ収縮した形状になっ

ていることが確認できる．定常問題 (Case A)では，左
右の基本境界 Γφ における温度分布 φ̂の違いが影響を

及ぼした左右非対称の最適形状になっている．Case B
の最適形状は，定常問題 (Case A)の最適形状に比較し
てほぼ左右対称の形状となっている．また Case Cで
は，最終観測時間 T = 300[sec]が Case Bに比較して
短いため，中央部の基本境界 Γφ からの熱が外側境界

まで伝わらず，外側境界が内側へより収縮した領域形

状になっている様子が確認できる．

上記の各解析条件 Case A, B, Cついて，形状修正の
繰り返しに対する目的汎関数の収束履歴を図 5に示し
ている．目的汎関数の値はそれぞれの解析条件におけ

る初期値によって規準化している．また，k回目の形

状修正における目的汎関数の値を J(φ)[k] とし，目的

汎関数の停留判定条件は次の条件によって判断した．

|J(φ)[k+1] − J(φ)[k]|
J(φ)[k+1]

< 10−4 (31)



(a) Initial shape (b) Optimum shape (Case A)

(c) Optimum shape (Case B) (d) Optimum shape (Case C)

Fig. 3 Numerical results for 2D steady and unsteady thermal dissipation model: Initial shape and optimum
shapes, Case A: steady problem, Case B: unsteady problem(t1 = 0, t2 = T = 600[sec]), Case C:
unsteady problem(t1 = 0, t2 = T = 300[sec])
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Fig. 4 Numerical results for 2D unsteady thermal dissipation model: temperature distributions

これらの結果，Case A, B, Cのいずれの解析条件に
おいても目的汎関数が増大して収束し，最終観測時間

T の設定に依存した最適形状が得られたことが確認で

きる．

5·2 目的汎関数の設定時間 t1, t2と最適形状 最

終観測時間 T = 600[sec] (Case B) を一定とし，目的
汎関数の設定時間 t1, t2の違いによる最適形状ついて

検討した．



(a) Case B(B-1) (b) Case B-2 (c) Case B-3

Fig. 6 Numerical results for 2D unsteady thermal dissipation model: Comparison of optimum shapes by
a difference of thermal dissipation time t1, t2, Case B-1(t1 = 0, t2 = T = 600[sec]), Case B-
2(t1 = 300, t2 = T = 600[sec]), Case B-3(t1 = 590, t2 = T = 600[sec])
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Fig. 5 Numerical results for 2D steady and unsteady
thermal dissipation model: Iterative history of
objective functional, Case A: steady problem,
Case B, Case C

Case B(B-1)(t1 = 0, t2 = T = 600[sec]), Case B-
2(t1 = 300, t2 = T = 600[sec]), Case B-3(t1 = 590,
t2 = T = 600[sec])の三つの場合について解析した最
適形状を図 6に示す．Case B-3は，ほぼ定常状態に達
した時間 t1 = 590, t2 = T = 600[sec]における放熱
量最大化問題を解析したことを意味し，その最適形状

は図 3の定常問題 (Case A)の最適形状に似た左右非
対称の形状になっていることが確認できる．

また，図 7に各解析条件 Case B-1, B-2, B-3におけ
る目的汎関数の収束履歴を示している．図 5と同様に
目的汎関数の値は初期値によって規準化している．停

留の判定は式 (31)によって判断した．
これらの結果，いずれの解析条件においても目的汎

関数が増大して収束し，目的汎関数の設定時間 t1, t2

に依存した最適形状が得られたことが確認できる．

以上の結果より，簡単な二次元問題の解析例を通し

て本手法の妥当性が確認できた．

6. ま と め

非定常性を考慮した熱伝導場の部分境界において放

熱量を最大化する形状最適化問題を定式化し，形状勾

配関数を導出した．導出した形状勾配関数に基づいて

力法を利用した数値解析法を提示し，二次元問題の数

値解析例を紹介して，本手法の妥当性を示した．

なお，この数値解析例では，定常問題における解析，

非定常問題における最終観測時間を変化させた解析，

および放熱量の設定時間を変化させた解析を行い，各

解析条件に対する最適形状を示した．
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