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This paper describes a numerical solution to the shape optimization problems of viscous
flow fields. The drag minimization problem and lift maximization problem for an isolated body
in uniform flow were formulated in the domain of steady-state viscous flow fields. The shape
gradient of the shape optimization problems were derived theoretically using the adjoint variable
method, the Lagrange multiplier method and the formulae of the material derivative. Reshaping
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problems. The validity of the proposed method was confirmed by results of 2D numerical analyses
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1. は じ め に

粘性流体の輸送に使われる流路においてエネルギー

損失が最小化するように流路形状を決定する問題，ま

た一様粘性流中に置かれた物体に生じる抵抗力を最小

化する，あるいは揚力を最大化するように物体形状を

決定する問題は，工学の分野において重要な問題であ

る．これらの問題は，理学あるいは生物学的観点に立

つと，流れによって形成される形状，あるいは生物の

外形状や血管網の形態などを理解する上で基礎になる

問題として捉えることもできる．

粘性流れ場の領域形状を設計対象にした形状最適

化問題を数学的に取り扱う試みは，Pironneau(1)−(4)に

よって始められた．彼は，一様粘性流中に置かれた孤

立物体の抵抗動力最小化問題を定式化して，随伴法

に基づいた領域変動に対する感度，すなわち形状勾

配関数を理論的に導出した．その後，Glowinski and
Pironneau(5)は孤立物体周り近傍の境界層方程式を利用

して，差分法によって形状勾配関数を数値解析する方
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法を示した．Ganesh(6)は，Pironneauの提案した孤立
物体表面上の有限個の節点座標を設計変数に選んだ最

適化アルゴリズムに基づき，有限要素モデルを用いた

数値解析を行った．Huan and Modi(7)(8)は，随伴方程式

の境界条件に工夫を施し，実際の流れとは逆向きとな

る随伴流速の境界条件を設定して，随伴方程式を便宜

的に解析することを提案した．数値解析には有限体積

法を用いて最適形状を解析している．また最近では，

Yagi and Kawahara(9)は， Jameson(10) が提案した形状

勾配関数を平滑化する手法を用いて，粘性流れ場にお

ける孤立物体の抗力最小化問題を解析している．篠原

ら(11)は，Stokes流れ場に対して揚力最大化問題を解析
している．

一方，著者らは，粘性流れ場の散逸エネルギー最小

化を目的とした形状最適化について研究を行ない，低

Reynolds 数問題に対する二次元および三次元問題の
数値解析結果から提案した解析手法の妥当性を示して

きた(12)−(14)．その形状最適化法には力法(15)が用いら

れた．力法は，領域変動を写像で与え，最適化問題か

ら理論的に導出される形状勾配関数を直接用いた分布

系の勾配法を応用した方法である．この方法では，領

域変動量は形状勾配関数が外力として仮定された疑似

弾性体の変形量として解析できるため，設計変数の自

由度を減らすことなく多自由度の形状設計が容易とな



り，滑らかな形状設計が実現できる(16)．また，形状更

新には有限要素法などが利用できるため，三次元問題
(13)(14)などの複雑な問題に対する解析も可能である．
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Fig. 1 Isolated body in uniform flow

本研究の目的は，定常一様粘性流体中に置かれた孤

立物体に生じる抗力を最小化，あるいは揚力を最大化

する形状決定問題に対して力法の適用を試みることで

ある．本研究における抗力あるいは揚力の計算は，物

体表面で評価される応力の境界積分による解析法では

なく，田端ら(17),(18)によって提案された流れ場全体の

領域積分による解析法を用いる．

本論文では，粘性流れ場の支配方程式を示した後

に，抗力最小化と揚力最大化の二つの形状最適化問題

を取り上げる．それぞれの問題に対して定式化を行い，

Lagrange乗数法あるいは随伴変数法および物質導関数
を利用して，形状修正の感度となる形状勾配関数を理

論的に導出する．さらに導出した形状勾配関数に基づ

いて力法を適用し，有限要素法によって数値解析した

二次元問題の解析例を簡単に紹介する．

2. 粘性流れ場の支配方程式

　図 1に示すように，一様流中に置かれた孤立物体に
ついて考える．Pironneau(1)−(4) の問題設定に基づき，

粘性流れ場領域 Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 の境界 Γ は 全て
Dirichlet型境界であり，流速ゼロの孤立物体境界 ΓB

と，一様流速 u = û(u1 = û, u2 = 0, u3 = 0)を有す
る孤立物体から十分に離れた境界 ΓU から構成されて

いる．流速 u = {ui}n
i=1 ∈ U は次の関数空間の要素で

あり，境界 Γにおいて û ∈ (H1/2(Γ))n が既知関数と

して与えられている．

U = {u ∈ (H1(Ω))n | u = û on Γ} (1)

また圧力 p ∈ Qは次の関数空間の要素である．

Q = {q ∈ L2(Ω),
∫

Ω

q dx = 0} (2)

無次元化された粘性流れ場の支配方程式，すなわち

Navier-Stokes方程式と連続の式の弱形式は，随伴流速

w = {wi}n
i=1 ∈ W :

W = {w ∈ (H1(Ω))n| w = 0 on Γ} (3)

と随伴圧力 q ∈ Qを用いて，次のように表すことがで

きる．

aV (u,w) + b(u, u, w) + c(w, p) = 0 ∀w ∈ W (4)

c(u, q) = 0 ∀q ∈ Q (5)

ただし，粘性項 aV (u,w)，対流項 b(v, u, w)，圧力項
c(w, p)は次式で与えられる．

aV (u,w) =
2
Re

∫
Ω

εij(u)εij(w) dx

=
1

Re

∫
Ω

wi,j(ui,j + uj,i) dx,

b(v, u, w) =
∫

Ω

wivjui,j dx,

c(w, p) = −
∫

Ω

wi,ip dx

ここで，Reは Reynolds数，εij(u) = 1
2 (ui,j +uj,i)で

ある．なお，本論文のテンソル表示では Einstein総和
規約と偏微分表示 ( · ),i = ∂( · )/∂xi を使用する．

3. 領域積分による抗力と揚力の解析法

　田端ら(17),(18)は，物体に作用する抗力 FD あるいは

揚力FLを物体表面で評価される応力の境界積分によっ

て解析するのではなく，流れ場領域全体の領域積分に

よる解析法を提案している．この領域積分による解析

法に従うと，抗力 FD は前述の弱形式の領域積分を用

いることによって，次のように表すことができる．

FD = aV (u, vD) + b(u, u, vD) + c(vD, p) (6)

ただし，vD は次のように定義されている．

vD = (e, 0, 0), e =

 1 on ΓB

0 on ΓU

(7)

この方法では，有限要素解析のために既に構築されて

いる aV (u, vD)などの弱形式の各項に，数値解析され
た解 u, pを代入する演算によって抗力が解析できる．

また境界積分による解析法に比較して，高精度な数値

解析が実現できることが知られている．

同様にして，揚力 FL は vL = (0, 0, e)とおいて，

FL = aV (u, vL) + b(u, u, vL) + c(vL, p) (8)

として表すことができる．

4. 抗力最小化問題

　前述の領域積分によって表現された抗力を用いて，一

様粘性流れ場中に置かれた孤立物体に作用する抗力が
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Fig. 2 Numerical procedure

最小となる形状決定問題を定式化する．また，Lagrange
乗数法，あるいは随伴変数法を用いて形状修正の感度

となる形状勾配を導出する．

4·1 問題の定式化 この粘性流れ場領域 Ωの領
域変動を Ts (s は領域変動の履歴)で定義し，領域 Ω
は変動して Ωs = Ts(Ω)になると仮定する．簡単のた
めに，領域変動の制約に境界 ΓU が含まれると仮定す

る．このとき，領域の大きさ制約を課した抗力最小化

問題は次のように定式化される．

Given M, û, Re (9)

find Ωs (10)

that minimizes aV (u, vD) + b(u, u, vD) + c(vD, p)

(11)

subject to aV (u,w) + b(u, u, w) + c(w, p) = 0

∀w ∈ W (12)

c(u, q) = 0 ∀q ∈ Q (13)∫
Ω

dx ≤ M, (14)

ここで式 (12), (13)はNavier-Stokes方程式，連続の式
の弱形式である．式 (14) は領域の大きさの上限値を
M とした制約条件式を表している．

4·2 形状勾配 この問題は Lagrange乗数法，あ
るいは随伴変数法によって制約条件のない停留化問題

に書き換えることができる(12)．この場合の Lagrange
関数 L(u, p, w, q, Λ)は次式で与えられる．

L = aV (u, vD) + b(u, u, vD) + c(vD, p)

−aV (u,w) − b(u, u, w) − c(w, p)

−c(u, q)

+Λ(
∫

Ω

dx − M) (15)

ここで，w ∈ W と q ∈ Qは Lagrange乗変数として用
いている．また Λ は領域の大きさ制約条件式に対す
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Fig. 3 2D isolated body problem and finite element
meshes

る Lagrange乗数である．
領域変動に対する Lの導関数 L̇は速度場 V (Ωs) =

∂Ts(Ω)/∂s = ∂Ts(T−1
s (Ωs))/∂sを用いて次のように

得られる(15)．

L̇ =−{aV (u,w′) + b(u, u, w′) + c(w′, p)}

−c(u, q′)

−{aV (u′, w) + b(u′, u, w) + b(u, u′, w) + c(u′, q)

−b(u′, u, vD) − b(u, u′, vD) − aV (u′, vD)}

−c(w, p′) + c(vD, p′)

+Λ̇(
∫

Ω

dx − M)

+ < Gν, V > (16)

ここで， ˙( · )は物質導関数，( · )′ は空間座標に固定し
た分布関数の領域変動に対する導関数 (形状導関数)を
表す．また

< Gν, V >=
∫

ΓB

GνiVi dΓ (17)

ここで，

G = G0 + G1Λ (18)

G0 = − 1
Re

wi,j(ui,j + uj,i) − wi,ip (19)

G1 = 1 (20)

ただし，設計境界 ΓB では uj = 0，vD
i,j = 0等を考慮

している．

式 (16)から w′ ∈ W , q′ ∈ Q, u′ ∈ W と p′ ∈ Qに

対する停留条件を考慮すれば，u, p, w, q, Λ に関する
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Fig. 4 Numerical results: Velocity and pressure distributions for initial shape

Kuhn-Tucker条件は次のように得られる．

aV (u,w′) + b(u, u, w′) + c(w′, p) = 0 ∀w′ ∈ W

(21)

c(u, q′) = 0 ∀q′ ∈ Q (22)

aV (u′, w) + b(u′, u, w) + b(u, u′, w) + c(u′, q)

−b(u′, u, vD) − b(u, u′, vD) − aV (u′, vD) = 0

∀u′ ∈ W (23)

−c(w, p′) + c(vD, p′) = 0 ∀p′ ∈ Q (24)

Λ ≥ 0,

∫
Ω

dx ≤ M, Λ(
∫

Ω

dx − M) = 0 (25)

上式によって u, p, w, q が解析できれば，Lagrange
汎関数の導関数は評価関数の導関数と一致して，次の

関係が成立する．

L̇|u,p,w,q,Λ =< Gν, V > . (26)

式 (17) の Gνi，式 (18) の G は，それぞれこの問題

における形状勾配および形状勾配密度と呼ばれる．式

(23)と (24)は随伴流速 wと随伴圧力 q に対する随伴

方程式を表している．式 (25)は Λに対する支配方程
式を表している．

このようにして，本問題に対する形状勾配が導出で

きれば，力法(15)を適用することが可能となる．

5. 揚力最大化問題

　前述の抗力最小化問題と同様な手順によって，一様

粘性流れ場中に置かれた孤立物体に作用する揚力が最

大となる形状決定問題を定式化して，形状修正の感度

となる形状勾配を導出する．

揚力最大化問題は次のように定式化できる．

Given M, û, Re (27)

find Ωs (28)

that maximizes aV (u, vL) + b(u, u, vL) + c(vL, p)

(29)

subject to aV (u,w) + b(u, u, w) + c(w, p) = 0

∀w ∈ W (30)

c(u, q) = 0 ∀q ∈ Q (31)∫
Ω

dx ≤ M, (32)

この揚力最大化問題を最小化問題に置き換えると，

この問題に対する Lagrange関数 L(u, p, w, q, Λ)は次
式のように与えられる．

L = −aV (u, vL) − b(u, u, vL) − c(vL, p)

−aV (u,w) − b(u, u, w) − c(w, p)

−c(u, q)

+Λ(
∫

Ω

dx − M) (33)

またこの問題の形状勾配密度G0は，先の抗力最小化

問題と同様に次のように導出できる．

G0 = − 1
Re

wi,j(ui,j + uj,i) − wi,ip (34)

ただし，随伴流速 w と随伴圧力 q に対する随伴方程
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Fig. 5 Numerical results: Adjoint velocity distributions for initial shape in drag minimization problem

(a) Re=0.1 (b) Re=40 (c) Re=100

Fig. 6 Numerical results: Optimum shapes for drag minimization

式は次のように与えられる．

aV (u′, w) + b(u′, u, w) + b(u, u′, w) + c(u′, q)

+b(u′, u, vL) + b(u, u′, vL) + aV (u′, vL) = 0

∀u′ ∈ W (35)

c(w, p′) + c(vL, p′) = 0 ∀p′ ∈ Q (36)
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Fig. 8 Numerical results: iterative histories of objec-
tive functional for drag minimization

6. 解 法

6·1 有限要素法を用いた粘性流れ場解析 本研

究では，流れ場の数値解析法として有限要素法を利用

する．本節では，粘性流れ場の支配方程式 (4)，(5)か

ら流速分布 ui，圧力分布 pを数値的に解くことを示す．

ここでは，流速 u に対しては 2 次の補間関数，圧力
pに対しては 1次の補間関数をもつ三角形要素 (P2/P1
要素)を用いた定式化を行う．
有限要素法の手続きに従うと，有限要素内の流速 ui

は，α 節点 (α = 1 ∼ 6) における流速 uαi と λ 節点

(λ = 1 ∼ 3)における圧力 pλによって次のように記述

される．

ui = Φαuαi, p = Ψλpλ (37)

ここで，Φα，Ψλはそれぞれ流速，圧力の形状関数を表

している．有限要素に関する上の関係をNavier-Stokes
式 (4)，連続の式 (5)に代入すると，次の粘性流れ場に
対する有限要素方程式が得られる．

Kαβγijuβj + Sαiβjuβj + Hαiλpλ = 0 (38)

Hαiλuαi = 0 (39)

ここで，

Kαβγij =
(∫

Ω

ΦαΦβΦγ,j dx

)
uγi (40)

Sαiβj =
(∫

Ω

1
Re

Φα,kΦβ,k dx

)
δij

+
∫

Ω

1
Re

Φα,jΦβ,i dx (41)

Hαiλ =
∫

Ω

Φα,iΨλ dx (42)
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Fig. 7 Numerical results: Velocity and pressure distributions for optimum shapes in drag minimization problem

全節点に対する支配方程式は，式 (38)と (39)を全
要素について重ね合わせることによって得られる．そ

の結果，流速分布 ui，圧力分布 pは Newton-Raphson
法など非線形方程式の解法によって解析できる．

また随伴流速 wi，随伴圧力 q を評価する随伴流れ

場の解析に対しても，同様な手続きによって線形の有

限要素方程式が得られ，数値解析が可能となる．

6·2 力法 力法は速度場 V を次の支配方程式に

基づいて解く方法として提案されている(15)．

aE(V, y) = − < Gν, y >, ∀y ∈ D (43)

ただし， aE(V, y) は線形弾性体のひずみエネルギー
を与える双一次形式で，変位分布ベクトル関数 ui, vi

に対して次式で定義されている．

aE(u, v) =
∫

Ω

Aijkluk,lvi,j dx (44)

Aijklは正定値性を有する剛性テンソルである．式 (43)
は，速度場 V が負の形状勾配関数 −Gνi を外力とし

て作用させたときの変位場として解析されることを示

している．力法に基づく領域変動は，形状勾配関数を

疑似弾性問題の外力として作用させたときの変位場と

して求められる．したがって，式 (43) の解法には通
常の線形弾性問題の解法を用いて解くことが可能であ

り，汎用性のある方法である．

また，有限要素法を利用した力法による領域の形状

修正解析では，感度に基づく外力作用によって，領域

の外部境界節点だけでなく，領域内部の節点も変動す

る．したがって，この方法では，通常の形状最適化手

法の中で課題の一つになっている逐次形状修正に伴う

再メッシュ処理が，殆ど不要であるという特徴を有し

ている．

6·3 解析手順 抗力最小化問題，揚力最大化問

題に対する解析手順を図 2に示す．まず初期形状を与
え，状態方程式 (21)および (22)から流速分布 ui，圧

力分布 pを解析する．次に，抗力最小化の場合には随

伴方程式 (23), (24)から，揚力最大化の場合には随伴
方程式 (35), (36)から，それぞれの問題に対する随伴
流速分布 wi，圧力分布 q を解析する．これらの結果

から，各問題に対する形状勾配密度関数 G を計算す

る．さらに，式 (43)から速度場 V を計算して形状を

更新する．形状が更新されれば最初に戻って解析が繰

り返され，目的汎関数が停留したと判断されたときに

解析は終了する．本研究では，粘性流れ場の解析と同

様に速度場の解析に対しても有限要素法を用いた．

7. 解 析 例

　導出した形状勾配密度と力法を用いて解析した簡単

な数値例を紹介する．

図 3の一様流中に置かれた孤立物体の二次元問題に
対して解析を行った．図 3(a)の孤立物体は流れ場の中
央部に位置し，流れ場領域の大きさは，x1方向には孤

立物体直径の 20倍，x3方向には孤立物体直径の 6倍の
長さを設定した．図 3(b)では，物体周辺部を拡大して
示している．流れ場解析の有限要素には Taylor-Hood
型の有限要素 (P2/P1要素)を用い，節点数，要素数は



(a) Re=0.1 (b) Re=100

Fig. 9 Numerical results: Adjoint velocity distributions for initial shape in lift maximization problem

(a) Re=0.1 (b) Re=40 (c) Re=100

Fig. 10 Numerical results: Optimum shapes for lift maximization

それぞれ 6,184，2,986である．流れ場の境界条件とし
て，流速は境界 ΓU において u1 = 1.0, u3 = 0.0，境
界 ΓB において u1 = u3 = 0.0とし，圧力については
圧力の自由度を除去するために，境界 ΓU の右側中央

の一つの節点に p = 0.0を課した．なお本解析例では，
孤立物体から上部境界および下部境界までの十分な計

算領域が設定されていないが，孤立物体まわりの感度

をできるだけ精度良く評価することを目指して，所有

する計算機メモリに基づいた可能な限りの細かなメッ

シュ分割を行って解析を行った．

図 4にRe=0.1, 100における，初期形状に対する孤立
物体まわりの流速分布および圧力分布を示す．Re=100
では，孤立物体後流部で逆圧勾配が生じて渦が発生し

ていることが確認できる．最適化解析は孤立物体の面

積一定の制約条件で行い，形状修正の過程において再

メッシュ分割処理を施さなかった．

抗力最小化問題に対する解析結果を図 5から図 8に
示す．図 5は Re=0.1, 100における，初期形状に対す
る随伴流速分布を示している．また図 6にRe=0.1, 40,
100の各条件に対して解析された最適形状を示す．さ
らに図 7は，Re=0.1, 100における最適形状に対する
流速分布および圧力分布を示し，形状修正後において

も滑らかな圧力分布が得られ，計算の解析精度が確認

できる．

これらの結果から，Reynolds 数に依存した最適形
状が得られていることが確認できる．Re=0.1の最適
形状は楕円形状となり，散逸エネルギー最小化におけ

る最適形状(12),(13)に似た形状となった．一方，Re=40,
100の最適形状は，流れに向かって尖った形状になり，
Yagi and Kawahara(9)が解析した最適形状に類似した結

果となっている．図 4から考察すると，Re=0.1では
孤立物体における流速分布および圧力分布の左右対称

性に基づいた最適形状となり，Re=40, 100 では孤立
物体後流部で渦が生じて，流れの左右非対称性に基づ

いた最適形状になったと考えることができる．図 7か
ら，Re=100の最適形状における後流部での逆圧勾配
および渦の発生が，図 4の初期形状の場合に比較して
緩和していることが確認できる．

また，形状修正の繰り返しに対する抗力の収束履歴

を図 8に示している．抗力の値は初期値によって規準
化している．これらの結果，いずれの解析条件におい

ても抗力が減少して収束していることが確認できる．

なお本解析例では，前述のように，孤立物体から上

部境界および下部境界までの十分な計算領域が設定さ

れていなかったため，得られた解析結果は，外部境界

における流速境界条件の影響を多少受けていると考え

られる．

揚力最大化問題に対する解析結果を図 9から図 11
に示す．図 9に Re=0.1, 100における揚力最大化問題
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Fig. 11 Numerical results: Velocity and pressure distributions for optimum shapes in lift maximization problem

に対する随伴流速分布を，図 10にRe=0.1, 40, 100に
おける揚力最大化の最適形状を示している．さらに図

11は，Re=0.1, 100の条件における最適形状に対する
流速分布および圧力分布を示す．図 4の初期形状の場
合に比較して，図 11の最適形状では，孤立物体の左
下側境界における圧力値が上昇している様子が確認で

きる．その結果として，揚力が向上した形状となって

いると考察できる．なお，Re=0.1の最適形状は，篠
原ら(11)が Stokes流れ場において解析した最適形状に
類似して，流れ方向に対して約 45度傾いた楕円のよ
うな形状となっている．

また，初期形状における揚力の大きさはゼロ近くに

なるために，前述の抗力最小化問題のように初期値に

よって規準化した揚力の収束履歴を図示することは困

難であるが，いずれの解析条件においても，形状更新

に対する揚力の大きさは増大して収束した．

これらの解析例から提示した解法の妥当性が確認で

きた．

8. ま と め

一様流体中に置かれた物体に生じる抗力を最小化，

あるいは揚力を最大化する形状最適化問題を定式化し，

それぞれの問題に対する形状勾配関数を導出した．導

出した形状勾配関数に基づいて力法を利用した数値解

析法を提示し，二次元問題の数値解析例を通して本手

法の妥当性を示した．
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