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This paper presents a numerical analysis method for shape optimization in order to achieve stiffness maximization

in thermoelastic fields. Mean compliance is used as an objective functional for the shape optimization problem. The

mean compliance minimization problem on the thermoelastic fields is formulated on volume constraint condition. The

shape gradient of the shape optimization problems is derived theoretically using the adjoint variable method, the Lagrange

multiplier method and the formulae of the material derivative. Reshaping is accomplished using a traction method that was

proposed as a solution to shape optimization problems. In addition, a new numerical procedure for the shape optimization

is proposed. The validity of the proposed method is confirmed based on the results of 2D numerical analysis.
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1. は じ め に

性能の改善を目的とした機器の形状最適化問題は，工学の分野において重要な問題である．その中でも，熱変形

を考慮した熱弾性体の形状最適化は，工作機械あるいは精密測定機器の形状設計において特に重要視されている．

例えば，高温環境下で作動する工作機械の開発においては，機器の部分境界における熱変形分布をコントロール

するように，すなわち，熱変形分布を規定するように，機器の境界形状を決定する設計は加工精度の向上を目的

とした形状設計の一つである．また機器の熱変形をできるだけ小さくして機器の剛性を高めた形状設計も本問題

に直結した課題の一つである．熱変形が測定誤差に影響する精密測定機器の設計においても，同様なことを考え

る必要がある．本研究では，このような問題を数理モデルとして捉え，熱弾性場に対して剛性を高めることを目

的とした平均コンプライアンス最小化の形状設計法について取り上げる．

熱弾性場の最適化を目的とした感度解析は，Meric (1)，Dems and Mroz (2)らによって始められた．Meric (1)は定

常の線形熱弾性場対して，Dems and Mroz (2)は，温度，ひずみ分布の非線形性を考慮した熱弾性場に対して解析し

た．温度場とひずみ場の連成熱弾性場に関する感度解析は，Tortorelliら(3)によって行われた．Houら(4)， Bobaru

and Mukherjee(5)は熱弾性場における形状決定問題に対する数値解析法を提案した．Grindeanu(6)らは，縦弾性係数

やポアソン比の温度依存性を考慮した熱弾性場の形状最適化解析を試みた．しかしながら，彼らの解析法は，形

状を表す設計変数の自由度を極力少なくするよう工夫した解析法であった．

著者らはこれまでに，定常の熱弾性場に対して，部分境界における熱変形分布が規定した熱変形分布となるよ

うに熱弾性場の境界形状を決定する形状同定問題(7)，また体積最小化を目的とした形状最適化問題(8)の解法を提案

してきた．その解析手法には力法(9)を用いた．力法は，領域変動を写像で与え，最適化問題から理論的に導出され
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る形状勾配関数を直接用いた分布系の勾配法を応用した方法である．この方法では，領域変動量は形状勾配関数

が外力として仮定された疑似弾性体の変形量として解析できるため，設計変数の自由度を減らすことなく多自由

度の形状設計が容易となり，滑らかな形状設計が実現できる(10)．また，形状更新には有限要素法などが利用でき

るため，三次元問題(11)などの複雑な問題に対する解析も可能である．

本論文では，定常の熱弾性場に対して，剛性を高めることを目的とした平均コンプライアンス最小化を目的汎

関数に設定した形状最適化問題を取り上げる．最初に熱弾性場の支配方程式を示す．次に形状最適化問題を定式

化し，Lagrange乗数法あるいは随伴変数法および物質導関数を利用して，形状修正の感度となる形状勾配を理論

的に導出する．最後に導出した形状勾配と力法を用いて解析した簡単な二次元問題の数値解析例を紹介する．こ

の解析例においては，平均コンプライアンス最小化と既報の熱変形分布規定(7)の最適形状の違いについて検討し，

提示した手法の妥当性を示す．

2. 熱弾性場の支配方程式

2·1 熱伝導場の支配方程式

n次元空間 (n = 2,3)の定常熱伝導場領域 Ωにおいて，温度分布 φ ∈ H1(Ω)を解く問題を考える．熱伝導場領

域 Ω の境界 Γ は，Γ = Γφ ∪Γh ∪Γq ∪Γi から構成されている．温度 φ0 ∈ H1/2(Γφ )，熱流束 q ∈ H−1/2(Γq)，熱源

Q ∈ H−1(Ω)は既定関数として与えられている．境界 Γh は，熱伝達率 h ∈ L∞(Γh)と温度 φ f ∈ L∞(Γh)の外部流体

との熱伝達を考慮した境界であり，次の境界条件式で与えられる．

ki jφ,iν j = −h(φ −φ f ) on Γh (1)

ここで，k = {ki j}n
i, j=1 ∈ (L∞(Ω))n×n ，ν = {νi}n

i=1 はそれぞれ熱伝導率テンソル，境界での単位法線ベクトルを表

している．Γi は断熱境界である．

このとき，この熱伝導場の支配方程式の変分形式は次のように与えられる．

aφ (φ ,ϕ) = lφ (ϕ) φ −φ0 ∈ Φ, ∀ϕ ∈ Φ (2)

ただし，

aφ (φ ,ϕ) =
∫

Ω
ki jφ,iϕ, j dx+

∫
Γh

hφϕ dΓ, lφ (ϕ) =
∫

Ω
Qϕ dx+

∫
Γh

hφ f ϕ dΓ+
∫

Γq

qϕ dΓ (3)

Φ = {φ ∈ H1(Ω) | φ |Γφ = 0, Γφ ⊂ Γ} (4)

なお，本論文のテンソル表示では Einstein総和規約と偏微分表示 ( ·),i = ∂ ( ·)/∂xi を使用する．Hm(Ω)は m階の

導関数まで二乗可積分なスカラー関数空間，L∞(Γ)は有界なスカラー関数空間を表す．

2·2 熱弾性場の支配方程式

温度 φ に基づいて熱変形 u = {ui}n
i=1 ∈ U が生じる線形熱弾性場の支配方程式の変分形式は次のように与えら

れる．

aε(ε(u),ε(v)) = aεφ (φ ,ε(v))+ lε(v) u−u0 ∈U, ∀v ∈U (5)

ここで，

aε(ε(u),ε(v)) =
∫

Ω
Ci jklεkl(u)εi j(v)dx, aεφ (φ ,ε(v)) =

∫
Ω

Ci jklφαklεi j(v)dx (6)

εi j(u) =
1
2
(ui, j +u j,i), lε(u) =

∫
Ω

fiui dx+
∫

ΓP

Piui dΓ (7)

U = {u ∈ (H1(Ω))n | u|Γu = 0, Γu ⊂ Γ} (8)

ただし，熱弾性体領域 Ωの境界 Γは，Γ = Γu ∪ΓP ∪ΓPo から構成されている．変位 uo = {uoi}n
i=1 ∈ (H1/2(Γu))n，

表面力 P = {Pi}n
i=1 ∈ (H−1/2(ΓP))n，体積力 f = { fi}n

i=1 ∈ (H−1(Ω))n は既定関数として与えられ，境界 ΓPo は表面

力がゼロの境界を表している．C = {Ci jkl}n
i, j,k,l=1 ∈ (L∞(Ω))n×n，α = {αi j}n

i, j=1 ∈ (L∞(Ω))n×n はそれぞれ剛性テン

ソル，熱膨張係数テンソルを表している．また，(Hm(Ω))n は m階の導関数まで二乗可積分な n次元ベクトル関数

空間を表す．



3. 平均コンプライアンス最小化問題

3·1 問題の定式化

熱弾性場において，剛性最大化を目的とした平均コンプライアンス最小化問題を考える．この熱弾性場領域 Ω
の領域変動を Ts (sは領域変動の履歴)で定義し，領域 Ωは変動してΩs = Ts(Ω)になると仮定する．このとき，領

域の大きさの上限値をMに制限した形状最適化問題は次のように定式化できる．

Given M and k, φo, q, h, φ f , Q, C, uo, α, P, f : f ixed in space, (9)

find Ωs (10)

that minimizes aεφ (φ ,ε(u))+ lε(u) (11)

subject to aφ (φ ,ϕ) = lφ (ϕ), φ −φ0 ∈ Φ, ∀ϕ ∈ Φ (12)

aε(ε(u),ε(v)) = aεφ (φ ,ε(v))+ lε(v), u−u0 ∈U, ∀v ∈U (13)∫
Ω

dx ≤ M, (14)

3·2 形状勾配

この問題は Lagrange乗数法，あるいは随伴変数法によって制約条件のない停留化問題に書き換えることができ

る．この場合の Lagrange関数 L(φ ,u,ϕ,v)は次式で与えられる．

L = aεφ (φ ,ε(u))+ lε(u)

−aφ (φ ,ϕ)+ lφ (ϕ)−aε(ε(u),ε(v))+aεφ (φ ,ε(v))+ lε(v)

+Λ(
∫

Ω
dx−M) (15)

ここで，ϕ ∈ Φ，v ∈U は熱弾性場の支配方程式に関する Lagrange乗関数になっている．また Λは領域の大きさ
制約に対する Lagrange乗数である．領域変動に対する Lの導関数 L̇は速度場 V = ∂Ts(Ω)/∂ s = ∂Ts(T−1

s (Ωs))/∂ s

を用いて次のように得られる(9)．

L̇ = aεφ (φ ′,ε(u))+aεφ (φ ,ε(u′))+ lε(u′)

−aφ (φ ′,ϕ)−aφ (φ ,ϕ ′)+ lφ (ϕ ′)−aε(ε(u′),ε(v))−aε(ε(u),ε(v′))+aεφ (φ ′,ε(v))+aεφ (φ ,ε(v′))+ lε(v′)

+Λ̇(
∫

Ω
dx−M)

+ < Gν , V > (16)

ただし， ˙( ·)は物質導関数，( ·)′ は空間座標に固定した分布関数の領域変動に対する導関数 (形状導関数)を表す．

ここで，

< Gν , V >=
∫

Γ
GνiVi dΓ, (17)

G = G0 +G1Λ, (18)

G0 = Ci jklφαklεi j(u)+ fiui +∇ν(Piui)+(Piui)κ − ki jφ,iϕ, j −∇ν(hφϕ)− (hφϕ)κ +Qϕ

+∇ν(qϕ)+(qϕ)κ +∇ν(hφ f ϕ)+(hφ f ϕ)κ

−Ci jklεkl(u)εi j(v)+Ci jklφαklεi j(v)+ fivi +∇ν(Pivi)+(Pivi)κ, (19)

G1 = 1. (20)

ただし，∇ν( ·) ≡ ∇( ·) ·ν，κ は境界における平均曲率の n−1倍である．
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φ , u, ϕ, v, Λが次の条件

aφ (φ ,ϕ ′) = lφ (ϕ ′) ∀ϕ ′ ∈ Φ (21)

aε(ε(u),ε(v′)) = aεφ (φ ,ε(v′))+ lε(v′) ∀v′ ∈U (22)

aφ (φ ′,ϕ) = aεφ (φ ′,ε(u))+aεφ (φ ′,ε(v)) ∀φ ′ ∈ Φ (23)

aε(ε(u′),ε(v)) = aεφ (φ ,ε(u′))+ lε(u′) ∀u′ ∈U (24)

Λ ≥ 0,
∫

Ω
dx ≤ M, Λ(

∫
Ω

dx−M) = 0, (25)

によって決定されたとき，Lagrange汎関数の導関数は評価関数の導関数と一致して，次の関係が成立する．

L̇|φ , u, ϕ , v, Λ =< Gν, V > (26)

式 (17)の Gνi，式 (18)の Gは，それぞれこの問題における形状勾配および形状勾配密度と呼ばれる．式 (21)は

温度 φ に対する熱伝導場の支配方程式，式 (22)は変位 uに対する弾性場の支配方程式，式 (23)は随伴温度 ϕ に
対する随伴熱伝導場の支配方程式，式 (24)は随伴変位 vに対する随伴弾性場の支配方程式を表している．また式

(25)は Λに対する支配方程式を表している．
弾性場の支配方程式 (22)と随伴弾性場の支配方程式 (24)を比較すると，自己随伴関係 u = vが成立する．した

がって本問題では随伴変位 vを評価する必要がないことが分かる．その結果，上記の支配方程式，随伴方程式，お

よび形状勾配密度は次のようになる．

aφ (φ ,ϕ ′) = lφ (ϕ ′) ∀ϕ ′ ∈ Φ (27)

aε(ε(u),ε(v′)) = aεφ (φ ,ε(v′))+ lε(v′) (28)

aφ (φ ′,ϕ) = 2aεφ (φ ′,ε(u)) ∀φ ′ ∈ Φ (29)

G = G0 +G1Λ, (30)

G0 = 2Ci jklφαklεi j(u)+2 fiui +2∇ν(Piui)+2(Piui)κ − ki jφ,iϕ, j −∇ν(hφϕ)− (hφϕ)κ +Qϕ

+∇ν(qϕ)+(qϕ)κ +∇ν(hφ f ϕ)+(hφ f ϕ)κ −Ci jklεkl(u)εi j(u), (31)

G1 = 1. (32)

このように形状勾配関数が与えられれば，力法(9)を適用することが可能となる．なお，形状勾配密度の計算に関し

て，式 (31)が示すようにその境界における平均曲率 κ に関する項を計算する必要がある．二次元問題の場合，平



均曲率 κ は境界曲線形状関数の空間二階微分で与えられる．したがって，設計境界において精度よく平均曲率 κ
を評価するためには，より滑らかな設計境界形状を設定する必要がある．また設計境界が表面力が作用しない断

熱境界であれば，平均曲率 κ に関する全ての項は省略されることになる．
さらに Xiaら(12)が設定した問題のように，熱伝導場の問題を簡単化して熱弾性場領域全体にわたって一様な温

度変化を仮定すれば，φ ′ = 0となるため，式 (29)から随伴温度場を解く必要がなくなる．
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Fig. 3 Nuumerical results: Shapes with finite element meshes and temperature distribution for compliance

minimization problem in 2D thermoelastic body with two holes

4. 解 法

4·1 力法

力法は速度場 V を次の支配方程式に基づいて解く方法として提案されている(9)．

aε(ε(V ),ε(y)) = − < Gν ,y >, ∀y ∈ D (33)

式 (33)は，速度場 V が負の形状勾配関数 −Gνi を外力として作用させたときの変位場として解析されることを示

している．力法に基づく領域変動は，形状勾配関数を疑似弾性問題の外力として作用させたときの変位場として

求められる．したがって，式 (33)の解法には通常の線形弾性問題の解法を用いて解くことが可能であり，汎用性

のある方法である．



4·2 解析手順

解析手順を図 1に示す．まず初期形状を与え，熱伝導方程式 (27)から温度分布 φ を求める．得られた温度分布
φ を用いて，熱弾性方程式 (28)から変位分布 uを求める．得られた変位分布 uを用いて，随伴熱伝導方程式 (29)

から随伴温度分布 ϕ を求める．具体的には，随伴温度分布 ϕ は，領域全体に仮想発熱量 2φCi jklαklεi j(u)を作用さ

せたときの温度分布として求めることができる．これらの結果を用いて，式 (30)から形状勾配密度 Gを計算する．

さらに，式 (33)から速度場 V を計算して形状を更新する．形状が更新されれば最初に戻って解析が繰り返され，

目的汎関数が停留したと判断されたときに解析は終了する．本研究では，温度分布 φ，変位分布 u,随伴温度分布

ϕ，速度場 V の解析には有限要素法を用いた．
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Fig. 4 Nuumerical results: Iterative history for mean compliance minimization problem in 2D thermoelastic

body with two holes

5. 解 析 例

導出した形状勾配関数と力法を用いて解析した簡単な二次元問題の数値例を紹介する．左右下端を固定した有

孔平板と両端を固定した有孔梁の問題を解析した．

5·1 左右下端を固定した有孔平板

問題設定を図 2に示す．熱弾性場解析および形状修正のための速度場解析の境界条件を図 2中に示している．初

期形状は，長辺 40cm，短辺 20cm，直径 14cmの円孔を有する．材料特性は縦弾性係数を 210GPa，ポアソン比を

0.3，熱膨張係数 αi j = αδi j, α = 1.2×10−5m/m· K，熱伝導率は k = 50W/m· Kとした．有限要素分割サイズは約

5.0mmとした．熱伝導解析の境界条件は，上面境界 A−Dに既知温度境界 Γφ を設け温度を φ =273Kとした．下面

境界 B−Cに熱伝達境界を設け，熱伝達率 h = 300W/m2· K，外気温度 φ f =373Kとした．その他の境界を断熱境界

Γi とした．熱弾性解析の境界条件は下面境界端点 B, Cを完全拘束とし，上面境界に圧縮力の表面力 P =40MN/m

が作用する．設計境界 Γdesignを穴境界及び左右の断熱境界に設定した．したがって，本解析例では，式 (31)の平

均曲率 κ に関する計算は不要である．またこの問題は平面ひずみ問題とし，領域の大きさに対する制約を初期形
状の面積以下として解析を行った．

解析結果を図 3, 4に示す．図 3では，初期形状と解析された最適形状に対して，変形前の形状，温度分布，お

よび変形後の形状を示している．形状修正の繰り返しに対する平均コンプライアンスと領域の大きさ（面積）の

収束履歴を図 4に示している．これらの値は初期値によって規準化している．この結果から，領域の大きさを一

定に維持しながら，平均コンプライアンスが初期値に対して約 16%減少して収束していることが確認できる．な

お，本解析は形状勾配関数を用いた分布系の勾配法に基づいており，得られた最適形状は初期形状に依存するも

のである．

本解析例で紹介した問題設定に対して，部分境界 ΓDにおける熱変形分布が規定した熱変形分布となるように境

界形状を決定する形状同定問題(7)の解析結果と，本平均コンプライアンス最小化との結果を比較してみる．この熱

変形規定の形状同定問題における目的汎関数は，実際の熱変位分布 uと目標の熱変位分布 uDとの二乗誤差の境界

積分
∫

ΓD
(u−uD)2dΓによって定義されている(7)．本解析例では，熱変形規定境界 ΓDを上面境界 A−Dに設け，x2
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Fig. 5 Nuumerical results: Shapes with finite element meshes and temperature distribution for thermal

deformation prescribed problem in 2D thermoelastic body with two holes
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Fig. 6 Nuumerical results: Iterative history for thermal deformation prescribed problem in 2D thermoelastic

body with two holes

方向の熱変位分布目標値を初期形状における変位分布の平均値 uD = −0.373mmとし，熱変形後の上面境界 A−D

を平面に近づけることを目的として解析を行った．

この熱変形規定問題の解析結果を図 5, 6に示す．同定された形状に対する上面境界 A−Dの x2方向の変位分布

が均一化し，変位分布二乗誤差で定義される目的汎関数の値はほぼゼロに収束していることが確認できる．また

当然の結果であるが，最適化の目的が異なれば得られる最適形状も異なることが確認できる．

5·2 両端を固定した有孔梁

問題設定を図 7に示す．熱弾性場解析および形状修正のための速度場解析の境界条件を 図 7中に示している．

初期形状は，長辺 80cm，短辺 20cm，直径 12cmの円孔を有する．縦弾性係数，ポアソン比，熱膨張係数，熱伝導

率の材料特性は，上記の左右下端を固定した有孔平板の問題と同様に設定し，平面ひずみ問題として解析した．有

限要素分割サイズは約 5.0mmとした．熱伝導解析の境界条件も，上記の問題と同様に，上面境界に温度既知境界

Γφ を設け温度を φ=273Kとし，下面境界に熱伝達境界 Γhを設け，熱伝達率 h = 100W/m2· K，外気温度 φ f =323 K



とした．その他の境界を断熱境界 Γi とした．上面境界に圧縮力の表面力 P =30MN/mが作用し，設計境界 Γdesign

を断熱の穴境界および熱伝達境界の下面境界 B−Cに設定した．本解析では，下面境界 B−Cの形状勾配密度の計

算に関して，厳密には式 (31)の平均曲率 κ に関する項を計算する必要がある．しかしながら，境界 B-C上におけ

る形状の変化がほとんどないと考え，また提案する手法の基本的な妥当性を確認するために，平均曲率 κ に関す
る項を省略して解析した．
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(a) Thermoelastic analysis (b) Velocity analysis

Fig. 7 2D Thermoelastic beam with four holes
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Fig. 8 Nuumerical results: Shapes with finite element meshes and temperature distribution for compliance

minimization problem in 2D thermoelastic beam with four holes
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Fig. 9 Nuumerical results: Iterative history for mean compliance minimization problem in 2D thermoelastic

beam with four holes

解析結果を図 8, 9に示す．図 9では，領域の大きさを一定に維持しながら，平均コンプライアンスが初期値に対

して約 34%減少して十分に改善している．本解析例では，両端下面の B部および C部が領域を拡大させる形状更

新を繰り返すが，両端固定の問題設定による形状拘束のために，平均コンプライアンスが完全には停留しなかった．

これらの結果から，平均コンプライアンス最小化を目的とした形状決定に対して提示した解法の基本的な妥当



性が確認できた．

6. ま と め

熱弾性場において平均コンプライアンス最小化を目的汎関数に設定した形状最適化問題を定式化し，形状修正

の感度となる形状勾配を理論的に導出した．導出した形状勾配関数に基づいて力法を利用した数値解析法を提示

し，二次元問題の数値解析例を通して本手法の基本的な妥当性を示した．
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