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1 はじめに

Navier-Stokes 流れ場の境界形状を設計対象にしたノンパラメ
トリック形状最適化問題は，流れ場の改善を望む場面で遭遇する
問題である．この問題の理論的な枠組みは古くから研究されてき
た (1)．しかしながら，Navier-Stokes 問題自体を数値的に解く際
に数値不安定を招かないためのふくう工夫が必要であった．その
上，評価関数の Gâteaux微分を評価するために，随伴問題も数値
不安定を抑えながら解くための工夫が必要である．さらに，得ら
れた評価関数の Gâteaux微分（形状勾配）は滑らかさが不足する．
したがって，それから本来の滑らかさを備えた最適な形状変動を
求める方法が必要となる．
本研究では，この問題の理論的な枠組みを整理し，最適形状を

得るまでの正則な数値解法について考察したい．

2 非圧縮性流体の Navier-Stokes問題

図 1 のような流れ場を考えよう．有界な Lipshitz 境界を有す
る固定領域 D ∈ Rd (d = 2, 3)に完全に含まれる Lipshitz境界 Γs

を有する部分領域 Ωs ⊂ Dを障害物，残りの領域 Ω = D \ Ωs を
流れ場であるとする．∂Ω = Γ とする．時間 (0,T ) にわたって，
Γ0 ⊂ ∂Dでは流速 u0 = (u0i)i : Γ0 × (0,T ) 7→ Rd が既知，Γs では
流速が零とする．
Ωにおける非圧縮性流体の Navier-Stokes問題は次のように書

ける． u0 を既知として次式を満たす流速と圧力 (u, p)を求めよ．

ρu,t + D (u) u − µ∆u + ∇p = 0 in Ω × (0,T ) (1)

∇ · u = 0 in Ω × (0,T ) (2)

u = u0 on Γ0 × (0,T ) (3)

u = 0 on Γs × (0,T ) (4)

ただし，ρ は密度，µ は粘性率を表す正定数である．本稿では，
D (v) =

(
∂vi/∂x j

)
i j

(
x = (xi)i ∈ Ω

)
，時間 t ∈ (0,T ) に対して

∂( · )/∂t = ( · ),t と表す．
この問題の弱形式は次のようになる．

問題 2.1 (非圧縮性流体の Navier-Stokes問題 NS(Ω)) u0 を既知
として，次式を満たす (u, p) ∈ V (u0) × Qを求めよ．

A (u, p, v, q) = 0 ∀ (v, q) ∈ V × Q (5)

A (u, p, v, q) =
∫ T

0

(
a (u, v) + b

(
u,t, v
)
+ c (u,u, v)

− (∇ · v, p)Ω + (∇ · u, q)Ω
)

dt (6)

V =
{

v ∈
(
H1 (Ω × (0,T ))

)d ∣∣∣∣ v|t=0 = 0, v|Γ0∪Γs = 0
}

(7)

V (u0) =
{

v ∈
(
H1 (Ω × (0,T ))

)d ∣∣∣∣ v|t=0 = 0, v|Γ0
= u0, v|Γs = 0

}
(8)

Q =
{

q ∈ L2 (Ω × (0,T ))
∣∣∣∣∣ ∫
Ω

q dΩ = 0
}
□ (9)

Ω=D\Ωs

u0 Ωs

Γ0

Fig. 1 Flow field Ω

ただし，次の定義を用いた．

a(u, v) =
∫
Ω

µui, jvi, j dΩ =
∫
Ω

µD (u) · D (v) dΩ (10)

b(u, v) =
∫
Ω

ρu · v dΩ (11)

c(u, v,w) =
∫
Ω

vi, ju jwi dΩ =
∫
Ω

(D (v) u) · w dΩ (12)

(u, v)Ω =
∫
Ω

u · v dΩ (13)

本稿では，∇( · ) = ( · ),i = ∂( · )/∂xi と総和規約を用いる．

3 圧力損失最小化問題

形状最適化問題の一例として，体積制約付圧力損失最小化問題
を考えよう．目的汎関数 J(0) と制約汎関数 J(1) を次式で定義する．

J(0) (Ω,u, p) = −
∫ T

0
(u,∇p)Ω dt (14)

J(1) (Ω) = m0 −
∫
Ω

dΩ (15)

ここで， m0 は正定数である．
2節で定義した示した領域 Ωの集合Wは，ある固定した有界

領域に含まれ， Lipschiz境界を有する領域の集合であると仮定す
れば，Wはコンパクトとなる (2)．したがって，ある領域 Ωに対
して，次のような最適形状変動問題の解 ρ ∈ U を求めて，ある
ϵ > 0 を用いて領域を Ωϵ = {xϵ | xϵ = x + ϵρ ∀x ∈ Ω, ρ ∈ U } に
変動させることを繰り返していけば，局所解に到達できる．本研
究では，領域変動の集合を次のように定義する．

U =
(
C0,1 (Ω)

)d
(16)

問題 3.1 (DV(Ω)) u0 を既知として，ある Ω ∈ W のときの問題
2.1 NS(Ω)の解を (u, p) ∈ V (u0) × Qとする．このとき，式 (16)
のU を用いて，次のような ρ ∈ U を求めよ．

min
ρ∈U

{
J(0) (Ω,u, p)

∣∣∣ J(1) (Ω) ≤ 0
}
□ (17)



4 Gâteaux微分

ある ρ ∈ U に対する J(0) の Gâteaux微分を求めてみよう．
領域変動後の問題 2.1 NS(Ωϵ) の解を (uϵ , pϵ) とする．

(u, p) の形状微分 (u′, p′) を u′ = limϵ→+0 (uϵ − u) /ϵ, p′ =
limϵ→+0 (pϵ − p) /ϵ のように定義する．(u′, p′) について次の結果
を得る．

補題 4.1 ((u, p)の形状微分) u0 を既知として，ある ρ ∈ U に対
する問題 2.1 NS(Ω) の解を (u, p) ∈ V (u0) × Q とする．このと
き，形状微分 (u′, p′)は V

(
uρ
)
× Qに属し，次の弱形式を一意に

満たす．

A′ (u, p, v, q) −
⟨
G(0)

A (u, p, v, q) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs) = 0

∀ (v, q) ∈ V × Q (18)

ただし，次の定義を用いた．

A′ (u, p, v, q) =
∫ T

0

(
a (u′, v) + b

(
u′,t, v
)
+ c (u′,u, v) + c (u,u′, v)

− (∇ · v, p′)Ω + (∇ · u′, q)Ω
)

dt (19)⟨
G(0)

A (u, p, v, q) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs) =

⟨
G(0)

a (u, v) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs)

+
⟨
G(0)

b (u, v) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs) +

⟨
G(0)

c (u,u, v) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs)

+
⟨
G(0)

d (u, p, v, q) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs) (20)

G(0)
a (u, v) = −

∫ T

0
µD (u) · D (v) dt (21)

G(0)
b (v) = −

∫ T

0
ρu · v dt (22)

G(0)
c (u, v,w) = −

∫ T

0
(D (v) u) · w dt (23)

G(0)
d (u, p, v, q) = −

∫ T

0

(
(∇ · v) p − (∇ · u) q

)
dt (24)

V
(
uρ
)
=

{
v ∈
(
H1 (Ω × (0,T ))

)d ∣∣∣∣ v|t=0 = 0,

v|X∈Γ0∪Γs = uρ = − (ρ · ν) D (u) ν
}
□ (25)

本稿では，次の定義を用いる．

⟨u, v⟩Γ =
∫
Γ

u · v dΓ (26)

問題 2.1 NS(Ω)に対して次の随伴問題を定義する．

問題 4.1 (AdNS(0)(Ω)) u0 に対する問題 2.1 NS(Ω) の解 (u, p) ∈
V (u0) × Q を既知とする．このとき，次の弱形式を満たす(
v(0), q(0)

)
∈ V × Qを求めよ．

A∗
(
u, p, v(0), q(0)

)
= −
∫ T

0

(
(u∗,∇p)Ω + (u,∇p∗)Ω

)
dt

∀ (u∗, p∗) ∈ V × Q (27)

ただし，( · )∗ は式 (19)において，( · )′ を ( · )∗ に置き換えた式で
定義する．□

補題 4.1および問題 4.1 AdNS(0)(Ω)の解より，次の結果を得る．

定理 4.1 (J(0) の Gâteaux微分) 式 (14) で定義された汎関数
J(0) (Ω,u, p) のある領域変動 ρ ∈ U に対する Gâteaux 微分 (形
状勾配)は，問題 2.1 NS(Ω)の解 (u, p) ∈ V (u0) × Qと随伴問題
4.1 AdNS(0)(Ω)の解

(
v(0), q(0)

)
∈ V × Qを用いて， J̇(0) (Ω,u, p) =

limϵ→+0

(
J(0) (Ωϵ ,uϵ , pϵ) − J(0) (Ω,u, p)

)
/ϵ と表すとき，次のよう

な G(0) となる．

J̇(0) (Ω,u, p) =
⟨
G(0)ν, ρ

⟩
Γ
=
⟨
G(0)

A

(
u, p, v(0), q(0)

)
ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs)

+
⟨
G(0)

0

(
u, v(0)

)
ν, ρ
⟩
Γ0∪Γs +

⟨
G(0)

J (u, p) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs) (28)

G(0)
0 (u, v) =

∫ T

0
µ (D (u) ν) · (D (v) ν) dt (29)

G(0)
J (u, p) =

∫ T

0
u · ∇p dt □ (30)

証明 式 (14) と (5) で構成した Lagrange 乗数形式 L について
次の結果を得る．

L (Ω,u, p, v, q) = J(0) (Ω,u, p) − A (u, p, v, q) (31)

L̇ = −
∫ T

0

(
(u′,∇p)Ω + (u,∇p′)Ω

)
dt +
⟨
G(0)

J (u, p) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs)

− A′ (u, p, v, q) +
⟨
G(0)

A (u, p, v, q) ν, ρ
⟩
Γ\(Γ0∪Γs) = Eq. (28) □

(32)

G(0) を J(0) に対する Gâteaux微分 (形状勾配)と呼ぶ．
J(1) に対する Gâteaux微分 (形状勾配)は G(1) = 1である．

5 H1 勾配法

最適形状変動問題 3.1 DV(Ω)の解 ρ ∈ U は，形状最適化問題
に対する H1 勾配法 (力法)によって求めることができる．解の存
在に関する定理は文献 (2) に譲る．

6 数値解法

Stokes 問題における圧力損失の形状勾配の誤差解析に関して，
次の結果が得られている (3)．非圧縮性流体の Navier-Stokes問題
2.1および随伴問題 4.1にも有効と考えられる．

定義 6.1 (FEMスキーム (流速: 気泡付 P2要素,圧力: P1要素))
3 角形要素あるいは 4 面体要素 K からなるメッシュ分割を
T h = {K} とする． K の外接円の直径 hK , 内接円の直径 rK ,
h = maxK hK について lim suph→0 maxK hK/rK < ∞ を満たすと
仮定する．

(
uh, ph

)
∈ Vh × Qh ⊂ V × Q とする．Vh =

{
Wh

2

}d
,

Wh
k =
{
vh ∈ C0(Ωha)

∣∣∣ vh
∣∣∣
K
∈ PK ∀K ∈ T h, Pk ⊂ PK ⊂ C1(K)

}
, Pk

は k次多項式, Qh =
{
qh ∈ C0(Ωha)

∣∣∣ qh
∣∣∣
K
∈ P1 ∀K ∈ T h

}
とする．

このスキームの解は inf-sup条件を満たすことが知られている (4)．

定理 6.1 (G(0) に対する誤差評価) 上記スキームにより計算された
G(0) を G(0)h，適切な補間作用素によって評価された G(0) を G(0)∗

とするとき， hには依存しない定数 C に対して次式が成り立つ．∥∥∥G(0)h −G(0)∗
∥∥∥

L2(Γh) ≤ Ch1/2 □ (33)

移流項に関する安定化法として SUPG 法が有効と考えられる
(5)．
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