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あらま し　順方 向ナ ロ
ー

イ ン グ に基 づ く非停止 性証i明解析 は AProVE 等 の 停止 性証明 ツー
ル に採用 され て い る．し か

しなが ら，それが完全 で あ る項書換え 系 の ク ラ ス ，す なわち，非停 止 性 を もつ な ら ば 順方向ナ ロ
ー

イ ン グに 基 づ く解

析 で それ が 証明可能 とな る ク ラ ス は 知 られ て い な い ．本論文 で は，依存対が右線形右シ ャ ロ
ーで ある項書換 え系にお

い て は ，順方向ナ ロ
ー

イ ン グ に 基 づ く解析 が 完全 で あ る こ とを 示 す ．
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Abstract 　Detecting　non −termination　of　term 　rewriting 　systems 　based　on 　forward　narrowing 　is　used 　in　termination
tools 　such 　as　AProVE ．　However

，
　there　is　no 　known 　class 　of 　term 　rewriting 　systems 　for　which 　the　detection　method

is　complete ，　that　is，　non
−termination　is　always 　proved 　by　the　method ．　This　paper 　proves　that　the　detection　method

is　complete 　f（）r　the　term 　rewriting 　systems 　whose 　dependency　pairs　are 　right −linear　and 　right −shallow ．
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L は じ め に

　項書換 え 系 （TRS ）にお い て，計 算が 必ず 停 止 す る こ とを表

す 停止 性 は重 要 な性質 の
一

つ で あ る．そ の た め，TRS の 停 止 性

を 自動的 に 検証 す る ツ
ー

ル の 研 究 が 盛 ん で あ り，定理 自動 証 明

な どに 応 用 され て い る．高速で 証 明力 の 高い 停止 性 証 明 ツ
ー

ル

で あ る AProVE ［5］に採 用 され て い る非停 止 性 証 明手 法 の
一

っ

に，順 方 向ナ ロ
ー

イ ン グに 基 づ く解析が 挙 げられ る．こ の 解析

は 健 全 で あ る こ とが知 られ て い る が．そ れ が完全 で あ る TRS

の ク ラ ス ，す なわ ち，非 停 止 性 を もっ な らば 順方 向ナ m 一イ ン

グに基づ く解析 で それ が証 明 可 能 とな る ク ラ ス は 知 られ て い

な い ．一方 で，停止 性 が 決定可能 で あ る TRS の ク ラ ス と して，

右線形右 シ ャ ロ
ーTRS ［6］，左 線形 シ ャ u − TRS ［9］，準構成 子

TRS ［9］な ど が 挙 げ られ る．特 に広 い ク ラ ス と して ，依存対 が

右線形右 シ ャ ロ
ー

で あ る TRS ［8］が 知 られ て い る．しか し な が

ら，文献 ［8】の ク ラス に お け る停 止性 判 定法 は．停止 性 を もた

な い 可 能性 の あ る有限個 の 基 底項 を洗い 出 し，それ らに 強ル ー

プ す る書 換 え系 列 が あ る か を 実 際 に 書換 え て 検 査 する こ と で

（非 ） 停 止性 を判定す る た め，停止 性 証 明 ツール へ 実 装 す るに

は非 効 率 的 で ある．そ こ で 本 論文 で は ，順方 向ナ ロ
ー

イ ン グ に

基づ く非停止 性証 明解析が ，依存対 が右線形 右 シ ャ ロ
ー

で あ る

TRS の ク ラ ス に お い て 完 全 で あ る こ と を 証 明す る．そ の 手 順

は 以 下 の 通 りで あ る．

　 （1） 右 シ ャ ロ
ーの 規則で 構成 され るル

ープ す るベ ー
シ ッ ク

な依存鎖 を もっ TRS にお い て は，順 方 向 ナ ロ
ーイ ン グ に 基 づ

く解析 で そ の 非停 止 性 を 証 明 で き る こ と を示 す （3 章）．

　 （2） 非 停 止 性 を も ち，依 存 対 が 右線 形 右 シ ャ ロ
ー

で あ る

TRS に は，強 ル ープ するべ 一
シ ッ ク な依存鎖が 存在す る こ とを
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示す （5 章 ）．

2。 準 備

　2．1　項 書 換 え系 （TRS ）

　本 論 文 で は，項 書 換 え系 の 一般 的 な記 法 に 従 う［2］．

　抽 象書 換 え系3 は，対 象 となる集合 A と A 上 の 簡約化関係 と

呼 ばれ る 二 項関係 → の 組 （A ，→ ）で あ る，関係 → 上 の 反 射推

移 閉包及 び推 移 閉包 をそれ ぞれ t → ，一ち と表す．任意 の α ∈ A

に 対 し て a か ら始 ま る → の 無 限系 列 が存 在 しな い とき，S は

停止 性 を もっ とい う．S が 停 止 性 を もた な い と き，5 は 非 停止

性を もつ と い う．

　 関 数記 号 の 集 合 ア ，変数の 可 算無限集合 ソ か ら生 成 され る

す べ て の 項 の 集合 を T （ア ，
ソ）と記 す．変数 は 項 で あ り，f を引

ta　n の 関数記号，　 t1，…　 ，tn を項 とす る と，∫（ti，t・・，
tn）は 項

で あ る．特 に，n ＝O の と き は 項 ノ0 を括弧を省略 し て f と記

し．定数 とい う．項 転 … ，tn に現 れ るすべ て の 変数 の 集合を

V α r （tl，… ，tn）と 記 す．項 s 中 の ど の 変数 も
一

回 し か 現れ な

い と き，s は 線形 で あ る とい う．変 数 を含 まな い 項 を 基底項 と

呼 び，基 底項 の 集 合 丁（F ，¢）を T （∫）と 記す．項 重に お け る 位

置の 集合 を Pos （t）（⊆ N ）と記 す．項 t にお け る変 数 の 位 置 の

集 合を VPos （t）（⊆ Pos （t））と記 す．位置p の 深 さを lplと記す．

項 s 中の どの 変数 も深 さ 2 以 上 の 位 置 には表 れ な い と き，s は

シ ャ ロ ーで あ る と い う．root （s ）は 項 s の 先頭 （位置 E ）の 記 号

を表す．ホー
ル ロ を特 別 な 定数 とす る．文脈 とは，ロ を 1 つ

だ け含む項 で あ る．ホ
ー

ル 自身 も文 脈 で あ り，こ の よ うな文 脈

を 空 の 文 脈 と い う．文脈 C 冂に お い て 位 置 p に 出現す る ホ
ー

ル

ロ を 項 舌で 置 き 換え る こ と に よ っ て 得 られ る 項 を 0国 と記 す．

ホール の 位 置 p を明 記 す る腸合 は σ［t］p と記す．ア
，
ソ 上 の すべ

て の 文脈の 集合 を 7rD（F ，
　V ）とす る．項 亡，u に対 して t　＝　C［u ］p

とな る よ うな文 脈 0［1が存在す る とき，u を t の 部分項 と呼ぶ，

こ の と き，u を tlp と記 す，

　代入 σ の 定 義域 と値域 を そ れ ぞ れ 1）om （σ ）（＝｛xlx ≠

σ （x ）｝）と Ran （σ ）（＝｛σ （x ）1x ∈ 1）om （σ ）｝）で 表 す．値域

に 現 れ る変数 の 集 合 を VRan （σ ）＝ UtE7z。n （a ）
Var（t）とす る．

Dom （σ ）＝｛x1 ，… IXn ｝で あ り，か つ σ （＝ i）＝ tiの とき，σ

を 勧 1 → tl，… ，Xn 　 e 　tn｝と 記 す，　 fi　t に 対 し て ，σ （t）を

t の イ ン ス タン ス と呼び，ta と略 記す る ．代 入 σ，σ

’
に つ い

て，Pom （σ ）＝Dom （σ
t

）か つ す べ て の X ∈ Pom （σ ）に お い て

σ （x ）＝ゴ（x ）の とき，σ ；σ
’

と記 す．σ とσ
1

の 合成 を σ げ と

記 し，x （σ σ

「
）＝σ

’
（σ （x ））で 定義 す る．あ る代入 θ が 存在 して ，

σ θ；σ
’

が 成 り立っ と き，σ ≦σ
’

と記 す，

　F を関 数 記 号 の 集 合 とす る．こ の と き，F 上 の 書換 え規

則（4r）は，‘¢ ソ， 1
，
r ∈ T （f ，

　y ），　 yar （の⊇ V α r （r ）を満 た

す左 辺 項 1，右 辺 項 γ の 組 で あ り，1 → r と記 す．R を F 上 の

書 換え 規則 の 有限 集合 とす る．R で 定 め ら れ る 書換 え関 係 一
？

を ｛（C ［iσ ］p，C［r σ ］p ）ll→ r ∈ R ，　 C ［］∈ Tz（ア ，
ソ）｝と 定義 す

る．書換 え規則 1 → r を明記する 場合は
τブ

と記す．書換 え

の 位 置 p を明 記 す る 場 合 は
粛

と記 す．n ス テ ッ プ の 書 換え

を 舞 と記 す，7 上 の 項書換 え 系 （TRS ）は 項の 集 合 丁（ア，　V ）

と書換 え関係 一
？ で 定 め られ る抽 象 書換 え 系 （T（∫，V ），

’
ii“）で

あ り，こ れ を単 に書換 え規 則 の 集 合 R の み で 表 す．R の す べ て

の 規則 の 右辺 が シ ャ ロ
ー

で あ る とき，R は 右 シ ャ ロ
ーで あ る と

い う．同様 に，右 辺 がす べ て 線形 であ る と き，R は 右線形で あ

る と い う．

　項 5 と tが 単一化 可能 とは，あ る代 入 σ が 存 在 し て sσ ・ ＝ ・ta

とな る こ とで あ る．こ の と き，σ を s と t の 単
一化 子 と呼 ぶ ．

s と t の 単
一

化 子 σ が，s，tの ど の 単
一

化 子 σ

’

に対 し て も，

σ ＜ σ

1
が 成 り立 つ と き σ を最汎 単

一化子 と呼 ぶ．最汎 単
一

化　〜

に つ い て ，次の 定理 が 知 られ て い る．

定理 1 項 s
，
t が 単

一
化 可 能 な ら ば以 下 の 2 っ の 性 質 を満 たす

最 汎 単一化 子 σ が存 在 す る．

　 ・ 　1）om （σ ）⊆ V αr （s ，
t）

　 ● 　VRan （σ ）⊆ v
’
ar （s，t）

　 2 ．2　ナ ロ ーイ ン グ

　本 節で は ナ ロ
ー

イ ン グ ［7］の 定義 を述 べ る．R を TRS とす

る．1→ ∈ R と し，Var（t， r ）∩ V α r （t）＝の とす る ，0 を文脈

p を位置，u を変数 で な い 項 と し，　 t＝0 ［ulp とす る．1 と u は

単
一

化 司
．
能 とし，そ の 最汎 単

一
化子 を μ と する．t’ ニ（C ［r］，）ge

とす る．こ の とき，t は μ，p の も とで t
「
にナ ロ ーイ ン グ可 能で

あ る とい い ，t 州 t
’
と記 す．なお，　 Pom （μ）∩ V α r （t）； のの

　 　 　 　 　 　 R，μ
と き は μ を 省略 す る こ と が あ る．書換 え 規則 1→ r を明記 す る

場合 は t −・→ t
’
と記す．ナ ロ

ーイ ン グ の 位 置 p を 明 記 す る場 合
　 　 　 1→ r1μ

は ，t −・→ t
’

と 記 す．噌 は 明 … − 1 ，δ ； δ1
… δn ，n ≧ O

　 　 R ．μ，P　　　　　　　　　　　R ，δ　　　R ，δ1 　　　 R ，δn

を満 たすナ ロ
ー

イ ン グ系 列 を表 す．

　 2．3　依 　存 　対

　本 節 で は，依 存 対 ［1］の 定 義 を 述べ る，

　＃ 付 き 関数記 弓
．
の 集合を ア

＃
＝ ｛f＃　1∫∈ f ｝と定義 す る．

t＝f（t1，’・・，tn）（n ≧ 0）の とき，　 t＃ は ∫
＃
（tl， … ，

tn）を 表

す．TRSR に 対 し て，非定義記 号 の 集合 を 1）R ＝ ｛root （1）Il→

rec ∈ R ｝と定 義 す る．

　f（s1 ，

…
、
Sn ）→ σ［g（tl，… ，

tm）］∈ R とす る，　 g ∈ 1）R で

あ る と き，f＃
（s 、，

…
，s。）一｝　9

＃
（t、，

…
，
’。，）を R の 依存対 と

い う．R の すべ て の 依存対の 集 合 を DP （R ）と記 す．依 存 対の 集

合 は ∫
＃ U ア 上 の TRS とみ なせ る．以 下で は ，　S＃

は 書換 え規

則 が t＃ → r
＃ の 形式 の TRS を表 す，　 sf → ぜ，5孝→ ぜ1

…

を 規 則 間 に 共 有 変 数 を もた な い よ うに変数 が 名前替 え され た

S＃
の 依存対の 有限 また は 無 限 の 列 とす る．代 入 σ がす べ て

の ゴに 対 し て，ti　a   5菰1
σ を満た す と す る．こ の と き，

sf → 亭，，空→ t9 ，…　 を σ に よ る （S
＃，R ）依 存 鎖 とい う．

文脈 か ら明 らか な 場 合 は 〔S＃，R ）を省 略す る こ とが あ る ．

　依存対 に つ い て ，次の 定理 が 知 られ て い る．

定理 2 （［1］） R を TRS とす る．無 限 の （DP （R），
R ）依存鎖

が存在す る な ら ば，また，そ の とき に 限 り R は 非停 止 性 を もつ ．

　 2．4　 その 他 の 定義

　 多重 集 合 は 要素に 重 複を 許 した 集合 で あ る．要 素 問 の 狭 義 の

順 序 く か ら定 ま る多 重集 合 間の 狭義 の 順 序 を く mut と記 す．＜
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が整 楚 な らば く mul も整 楚で あ る こ と が知 られ て い る ［3］．

　有向グラ フ とは集合 N と集合 ε（⊆ vVxN ）の 対 〈N ，　S＞で あ

る．N の 要素 を頂点 と呼 ぶ．ε の 要素を辺 と呼ぶ．　N11 … ，1v几

を頂 点 と し，eS　i （O 〈 i〈 n ）につ い て，頂点 Ni か ら頂点 瓦 ＋ 1

への 辺 が あ る と き，Nl … Nn を 経路 と い う．　 Nl ；Nn で あ る

経 路 をサ イ ク ル とい う．（N
’

，N ）∈ ε を満 たす頂 点 N ’

が存在

し ない と き，頂 点 N を ソ
ー

ス と 呼ぶ ．

　3． 順方向ナ ローイン グ解析の 完全性

　本 節 で は，依存 鎖 とそ の 代 入 に 対 して ベ ーシ ソ ク とい う性質

を提 案する．そ して ，強ル
ープ す るべ 一

シ ッ ク な依存 鎖 を もっ

右 シ ャ ロ
ーな TRS で は 順 方 向ナ ロ

ー
イ ン グ解析が 完全 で あ る

こ と を示す．

　非停止性 の 証明の 準備 と して ，ル
ープ 国 の 定義 と順 方 向 ナ

ロ
ー

イ ン グ解 析 ［4］につ い て述 べ る．

定 義 3　uf → び 洗…　，
u ＃＋ 1

→ u菰1 （n ≧ 1）を δに よる 依存

鎖 とす る ，こ の とき，uf → ぜ と 鴫＋ 1 → u訟1 が 変数 の 名

前替 えの も とで 同
一

規 則 で あ り，か つ u ＃．，
δ　＝ ・　uf δp を満 た す

代入 ρ が 存在す る と き，こ の 依存鎖は ル ープす る とい う．特 に

1）om （ρ）＝ので あ る とき，強 ル
ープす る とい う．

定 義 4 （1頃方 向ナ ロ ーイ ン グ解析） S＃ ，R を TRS と す る ．

u
＃

→ v
＃

∈ S＃
と す る ．こ の と き ，ナ ロ

ー
イ ン グ 系 列

v
＃ − t＃ と u

＃
τσp ＝ t＃σ を 満 た す 代 入 σ ，ρ が 存在す

　 RUs ＃ ，T
るな らば，順 方向ナ U

一
イ ン グ解析 に成功 す る とい う．

定理 5 （［4D 　TRS 　S＃
，R に 対 し て 1頃方 向ナ ロ

ー
イ ン グ解 析

が 成 功す る な らばル
ープす る （S

＃，R ）依存鎖が 存在す る．

　ル ープす る依 存鎖 か ら無 限 の 依存 鎖 を 作る こ とがで きる の で ，

定理 2 と定理 5 よ り順方向ナ ロ
ー

イ ン グ解析 を用 い て 非 停止 性

を 証 明で きる こ とが わ か る．

　 順方 向ナ U ・一一イ ン グ解 析 に 成功 す る例 を以下 に述 べ る．

例 6　次 の 2 つ の TRS 　sll
，
Rl を考 え る，

・卜 ｛1溜二∫ll：；謳 一｛a ・ ・

g
＃
（M ，Y）→ f＃

（x ，Y）∈ si の 右辺 f＃
（x ，y）をナ ロ

ー
イ ン グす

る と，

　　　　f＃
（x ，y）　　囲 　　9

＃
（α ，

b）噌 9
＃
（b，b）

　 　 　 　 　 　 　 　 ｛＝→ xt ，ye ＝t
｝

で あ り，σ
＝｛ゴ eb ｝，ρ＝｛｝と与 え る と，

　　　　 f＃　（・ ，
　・J）｛x → 　・

’

，
　・」　e 　x

’

｝σρ
＝9＃

（b，
b）σ

が成 り立っ ．

以 下で は，ベ ー
シ ッ ク に 関す る定義 とそ の 性質 を述べ る．

定義 7 （ベ
ー

シ ッ ク な依存鎖） c ＝ uf → v＃，… ，罐 → 罐

を δ に よ る 依存鎖，ぜ，… ，礁 を シ ャ U 一
とす る．任 意 の

i（  〈 i 〈 n ）と p ∈ ソPos （ザ）に 対 して ，以 下 の 条件 を満 た す

と き，δ に よ る依存鎖 c は ベ ーシ ッ ク で あ る とい う．

　● 　　（vi　dt）Fp＝（鎚諾＿上δ）IP

例 8　例 6 の TRS 　S書，R1 を考 える．δ に よ る ベ ー
シ ッ ク で な

い 依 存 鎖 c の 例 を 以 下 に 記 す．

　 ・ ＝9輪 ・，y、）→ ノ輪 、，y、〉， f＃
（X ，圃 → 9

＃
（醐

　　　　　　δ＝｛X
’
1 卜
一
〉 α ，X2 → b7 翼ノ1 ト÷ t＞｝

f＃
（Ml ，Y1）δ11＝a 十b ＝f＃

（X2
，
X2 ）δ11で あ る こ と か ら，（C ，

δ）

はベ ー
シ ッ クで な い ．一方 で ，次 の 代入 δ

’

に よる 依存鎖 c は

べ 一
シ ッ ク で あ る．

　　　　　　δ
’ 二｛Xl ト ＞ b ，　X2 ト 〉 う，　Yl ト ÷ わ｝

補題 9 （ベ
ー

シ ッ クの 性質） R を TRS ，　 S＃ は 右シ ャ ロ
ー

な

TRS とす る．　uf → 孝，… ，薦 → 曜 を δ に よ るべ 一
シ ッ ク

な （S＃
，
R ）依 存 鎖 とす る．こ の と き任 意 の i　（O 〈 i 〈 n ）に対

して あ る 項 t＃ が存在 し て

　　　　　　　　礁 舞 峨 渉
＃
δ ＝ 暗 、

δ

が成 り立っ ．

証 明　 vi ＝f＃
（tl，… ，tm）とす る．　 S ＃ が右 シ ャ ロ

ー
よ り，

u声は シ ャ o 一
で ある こ とか ら，t17…

，
tm ∈ VUT （ア）で あ る．

ベ ーシ ッ ク な依 存 鎖 の 定 義 よ り，Vp ∈ VPos （vi ）．（げδ）lp＝

＠斡1
δ）lpが 成 り立 つ こ とか ら，各 t1，… itM につ い て 以 下 が

成 り立 っ ．

　● 　ち ∈ ソ の とき ： ちδ＝u 客1
δ1ゴ

・ ち ∈ アの の とき・ ∀砺 θ塾 菰、
δ1ゴ

よっ て

一 … … ，・一｛  、、 蕊畠：、二
と 与 え る と，

が 成 り立 っ ．

4 》 峨 t＃δ＝暗 、
δ

［］

補題 10　R を TRS ，3＃ は 右シ ャ ロ
ー

な TRS とす る．ぜ →

vi
，
ul → u夛，

…
1u ＃→ u素（n ＞ 1＞を δ に よ る各 規則 に 変 数

の 重 複 の な い ベ ーシ ッ ク な （S
＃ ，R ）依 存 鎖 とす る．こ の とき，

ある 代入 7
，
σ とPt　t＃ が 存在 し，以下 の 5 つ が 成 り立っ ．

（1）

（2）

（3）

（4）

（5 ＞

7 σ
＝δ

堵 ％ 〆
　 RUs ＃ ，T
t＃ σ ＝帚 σ

Pom （τ）⊆ソα r （尋 ，… ，u ＃−1）
ソα r （t

＃
）⊆ Var（uf ，… 1u ＃− 1 ）

証 明 　 n に 関 す る 帰納 法 で 示 す．

　・　n ＝2 の とき　補 題 9 よ りぞ妻〆 と t＃δ＝尋δが 成
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り立つ た め τ ：＝｛｝，σ ：＝δ と与 え る こ とで （1）か ら （4）は 明

ら か に 成 り 立 っ ．

　 ● 　 n ＞ 2 の とき　帰 納法 の 仮定 よ りあ る代入 τ

’
，♂ と項 t

’＃

につ い て 以 下の 5 っ が 成 り立 つ ．

　（1
’

）　τ
’

σ
ノ

＝ δ

（2
「
）ぞ 一 t

’＃

　 　 　 　 RUs ＃ ｝Tt
　 　 　 　 　 　 　 ＃ 　　 ’

（3
’

）オ
’

 
’

＝ u　 　 　 　 　 　 　 n − 1σ

　（4
’

）1）om （〆）⊆ Var （鎚 ち…　，
u菰2 ）

　（5
’
）Var （t

’＃
）⊆ Var （u 詳ジ

・・
μ 寿一2）

（3’

）よ り t
’＃

と u ＃＿1 は 単
一

化 可能で ある こ とか ら，定 理 1 よ

り，1）om 〔θ）⊆ Var （t
’＃
）UVar （u＃＿1）を満 た す最 汎 単

一
化 子

θ ； mgu （t
’＃
，u ＃− 1）が 存 在す る．θの 最汎性か ら θσ ＝σ

厂

と な

る σ が 存在 す る ．よ っ て t’＃ 明 u酢1θ が成 り立 っ ．丁 ＝ 7
’
θ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s ＃ ，θ

と与 え る と，（2
’
）と t

’＃ −v ÷ u酢1θよ り，v ＃　一も　u江1
θが

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 5 ＃ ，β　　　　　　　　　　　Rus ＃ ，7
成 り立 つ ．一

方，（1
’

）よ り，

τ σ ＝〆θσ ＝ア

厂
σ

’＝δ

で あ り，（1）が成 り立 っ ．

　また，補題 9よ り，ある項 亡
” ＃ が 存在 し，u那 1

−
；i＞　t

”＃
，t

，’＃
δ；

u ＃δ が 成 り立 つ ，t＃ ：；ピ＃
θ と 与 え る と u乱 1θ妻 t” ＃

θ ＝ t＃

が 成 り立 っ ．よ っ て ，（2）vf 一嚇 t＃ が成 り立 っ ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 RUs ＃ ，τ

　次 に （3）u＃σ ＝ ε  を 示 す．T ＝ τ

’
θ よ り，　 Pom （τ）⊆

1）om （τ

「
）Ul ）om （θ）が 成 り立 つ ．（4

’

）と 1）om （θ）⊆ Var （t
’＃

）U

Var （u ＃− 1）よ り u 拶＝ u ＃τ
’

θ が成 り立 つ こ と と τ
＝

τ
’

θか

ら，曜 σ ＝u＃T σ が成 り立っ ．ま た （1）よ り 帚 τσ ；磅 δが，

u ＃ti　＝ 　t
”＃ tiと δ ＝ τ

1
σ

S

＝ 　 T
’
θσ よ り婿 δ ＝ t

” ＃
τ

’

θσ が成 り立

つ ．よ っ て

　　　　　　　　　 曜 σ ＝オ
’

脚 θσ

．さ らに （4
’
）と Var （t

＃
）⊆Var （u ＃＿1）よ り t

” ＃
T

’

θσ ＝ t”＃θσ

が，t＃ ：＝・・　t
”＃ θよ り t

” ＃θσ
＝t＃σ で あ り，

t
「厂＃〆θσ ＝置 

よ っ て （3）u ＃σ ＝ t＃ σ が成 り立 っ ．

　
一方 ，τ ＝ τ

’

θ よ り Dom （7 ）⊆ 1）om （〆）U1 ）om （θ） ⊆

Var （uf ，… μ 菰 1）で あ る こ とか ら（4）が成 り立 っ ，

ま た 測 酢、
θ朝

＃ よ り・

　Var（t
＃
）⊆ ソar （窃 莚、）UVRan （θ）⊆ Var （U ち…

μ 彦一1）

で あ り，（5）が成 り立 っ ． 口

定 理 11R を TRS ，　 S＃ を右 シ ャ ロ ーな TRS とす る．こ の

と き，ル
ープす る ベ ー

シ ッ ク な （S
＃

，
R ）依存鎖が 存在す る な ら

ば 順 方 向ナ m 一イ ン グ解 析 が成 功 す る．

壟坦　ut → ぜド
・・，君瓢エ

→ u意．1 を δ に よ る ル ープ す る

べ 一
シ ッ ク な 依 存鎖 c とす る．こ の と き，補題 10 よ り，あ る

項 t＃ と代 入 丁
，
σ が存 在 し以 下 の 4 っ が成 り立 っ ．

　 （1＞ τσ
＝δ

　（2 ）　Vi
≠
　一一v→　t＃

　 　 　 　 　 RUs ＃ ，τ

（3 ） t＃ σ 一礁 、
σ

　（4 ）　1）oπn （τ）⊆ Var（ut ジ
・・，Un＃ ）

（4）よ り 1）om （7 ）∩ Var （晴＋1 ）＝  で あ る こ と よ り 包 菰1σ
＝

u＃＋ 1τσ で あ る ．ま た ，c は ル ープす る の で 確＋ 1δ
　・＝　uftip を

満 た す 代入 ρ が 存 在 す る．こ れ ら と （1）よ り ufT σp ＝鴨臨1 σ

が 得 られ ，され に （3）よ り ぜ 丁σ ρ
＝t＃σ で あ る．よ っ て 順 方

向ナ V 一イ ン グ解 析 に成 功す る．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ［コ

　こ の 定 理 よ り，依存対 が右 シ ャ ロ
ーかつ ル ープす るベ ー

シ ッ

クな 依存 鎖 を もつ TRS の クラ ス にお い て は 順方 向ナ ロ
ーイ ン

グ解析 が 完全で あ る こ と が わ か る ．

4， 引数伝播 グラフ

　本節 で は ．強ル ープ す る 依 存鎖 を解 析す るた め に導入 され た

引 数伝 播 グ ラ フ ［9】の 定義 とそ の 性 質 を 述 べ る．

　ぜ → ぜ ，

…
，
u ＃＋ 1 → u醇1 を δ に よ る 強 ル ープ す る依 存

鎖 とす る と，帚＋ ，
δ　＝・　utti で あ る．　uf → v＃と硝＋ 1 → u紅1

は 変数 の 名 前替 え の も とで 同一
の 規 則 で あ る の で ，こ れ ら 2

つ の 規 則 は 変数 も含 め て 全 く 同
一

の 規 則 と み な す，す な わ ち，

ut → vi
，

’・・
，晴 → vi 　ut → vi と置 き か え る こ とがで き

る．以 下 4節 と 5 節 で は，強ル
ープす る依 存鎖 を扱 う場 合に は，

こ れ を前提 と して 議 論 を進 め る．

定義 12 （引数伝播グラ フ ） S＃ を右 シ ャ ロ
ーな TRS とす る．

uf → vt ，… 、u 考→ 薦 iut
→ ぜ を強 ル

ー
プ す る依存鎖 と

す る ．

N ＝ ｛（i，lhs，ゴ）11≦ i≦ n
，
1 ≦ ゴ≦ arity （roo 惚 ナ））｝

　　　 U｛（i， rh ・
，のll≦ i≦ 唄 ≦ゴ≦ ・吻 （剛 げ ））｝

　　　 u ｛（i，x ）lx∈ Var（4 ）
一ソα ・ げ ）｝

ε ＝ ｛（（i，lh・
，ゴ）， （i， ・h ・

，ノ））1・九’∈ Var （ぜ1ゴ）｝
　　　 U ｛（（i，rhs ，」）7 （乞〜〃Lβ，ゴ））li十 1 ＝i

「

v

　　　　　　　　　 （i＝n 〈 i’ ＝1）｝

　　　 u ｛（（i，lhs7ゴ），（ゆ ））lm∈ v・・（ザ 1ゴ）｝
有 向 グラフ a ＝〈N ，8＞を こ の 依 存鎖 の 引 数伝 播 グラフ （APG ）

と い う，ま た，こ の 依存鎖 が 代入 δ に よ る もの で あ る とき ぜ

を次 の よ うに定義 す る．

ぜ 一｛Ill艨 ii；鋼
例 13 　 例 8 の 依存 鎖 c の APG を 図 1 に 示 す．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1，x2 ）

　　
（1，

l s
，
1）

（1，lhs，2）→ （1，rhs ，2）一一レ （2，lhs，2） （2，rhs ，2）

一

図 1．依存鎖 c の APG
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以 下 で は，APG の サ イ クル に関す る基本 的 な性 質 を示 す．

定理 14 （［8D 　S＃ が右 線 形 右 シ ャ ロ
ー

な らば，頂 点 が APG

の サ イ ク ル に 含ま れ る と き，その 頂点 か ら出 る 辺 が ただ一
っ 存

在 す る．

補題 15 （サ イ ク ル の 性質 ） （N ，ε）を APG とする．（N ，
　N ’

）∈

ε か っ tgvキ‘ダとす る ．この と き，（N
”

，
N ）∈ ε

’
を満 たす い

か なる N ”

∈ ε もサ イ クル に属 さな い ．

証 明　 背理 法 で 示 す．N ”

がサ イ ク ル に属 す と仮 定 す る と，定

理 14 よ りサ イ ク ル に属 す 頂 点 か ら出 る 辺 は た だ
一

っ で あ る か

ら，N も サイ ク ル に 属 す．曜 十 亡ダよ り N は サイ クル に 属 さ

ない こ と に矛 盾 す る．　　　　　　　　　　　　　　　　 ロ

5． 右線形 右シ ャ ロ
ー TRS に おけるベ ーシ ッ ク

　　依存鎖

　本節 で は ，右線 形 右 シ ャ ロ
ー

な依 存 対 で 構 成 され る強 ル ープ

する 依存鎖 が 存在す るな らば，それ をベ ー
シ ッ ク に す る代 入 が

存在 す る こ とを示 す．前節で 証明 し た定 理 と組 み合 わせ る こ と

で ，依存対 が 右線形右 シ ャ n 一
で あ る TRS の ク ラ ス で は順 方

向ナ ロ
ー

イ ン グ解析が 完 全 で あ る こ とを示 す．

　非 停 止 性 を もち，依 存 対 が 右 シ ャ ロ
ー

な TRS は 強ル ープ す

る依存鎖 を もつ こ とが 知 られ て い る，

定理 16 （［8］） 無 限の 右 シ ャ ロ
ー

な依存鎖 が 存 在 す る な らば，

強ル
ープす る依存鎖が 存 在す る．

　以 下 で は，ベ ー
シ ッ ク で ない 代入 δ に よる強ル

ー
プ す る依 存

鎖 c が 存在する な らば，δ
’
に よ る 依 存鎖 c が ベ ー

シ ッ ク か つ 強

ル ープ す る代 入 δ
’
が構 成 で き る こ と を 述 べ る．

定義 17 （代入 の 書換え ） δ，δ
’

を代 入 とす る．任 意 の 変数 x に

対 して z δら 毋δ
’
が成 り立 つ と き，δ は δ

’

に 書換 え られ る と い

い δ4 δ
’

と記 す．

補 題 18 　δ一一一，
“fi’と す る ．こ の と き ，任 意 の 項 t に 対 し て

，

tδ一：−tδ
「

が 成 り立 っ ．

証 明 　 t の 構造 に 関す る 帰納法で 示す．

　 ・ 　t ∈ y の と き．tδ→ δ
t
が成 り立っ ．

　 ・ 　t ＝ f（tl，… ，tn）の とき，帰納 法の 仮定 よ り tiδ一t−）tiδ
’

が 成 り立 っ こ と か ら，

　　 εδ＝f（tlδ，

…　　，
tnδ）一「〉∫（t1δ

’

，
置2δ

’

，

…　　，
tnδ

’

）＝tfi
’

が 成 り立 っ ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 口

補題 19 （書換 え11眞の入 れ 替 え） R を TRS ，　 S＃ を 右線 形 右

シ ャ ロ
ー

な TRS とす る．　 u ＃
→ v

＃
∈ 3＃ と し，以下 の 3 つ が

成 り立っ とす る．

　 ● 　 u
＃
δ＿

二
＿＿→ ”

＃δ⊥ ｝ t＃
　 　 　 　 　 u ＃ →v ＃　　　　　 R・
　・ v

＃IP∈ ソ

　●　　v ＃δIP＝トめ≠
と

IP
こ の と き，あ る代入 δ

’

が存在 し，以 下 の 2 つ が 成 り立っ ．
’ ・

＃δ訥
＃δ

’

7 ン
・
＃
δ

厂

耕
＃

　・ 　v
＃

δ
’

1． ＝ t＃ IP

墾

δ
厂

を次 の よ うに 5一え る．

x ・
’ 一｛二  ：認

v ＃ が シ ャ ロ
ーよ り，lpl＝1．また ，　v

＃
が 線形 よ り，∀q （「ql ＝

1
， qi 　P）・　・

＃ 6’

1・ 卸 ε
＃1，・よ っ て v

＃
δ

’1， 一納 。
よ り，

∀q （lql− 1）瀦 δ
’1・ 妻 〆1， が成 り立 つ こ とか ら，

　　　　　　　　　　　・
＃
δ

’

÷ 〆

が 成 り立っ ．

海 幇
＃ と v

＃1・ ∈ V よ り・・   δ謡   か ら，δ＃ 6’

で

あ る．よ っ て 補題 18 よ り

が 成 り立 っ ．

・
＃
δ訥

＃
δ
厂

口

補題 20 　補題 19 の 操 作 が 不 可能 な右 線形 右 シ ャ ロ
ーな δ に よ

る依存鎖 c を考 える、こ の とき，c は δ に よるべ 一
シ ッ クな 依

存鎖 で あ る．

証 明　 c を δに よるベ ーシ ッ ク で ない 依存鎖 と す る と，補題 19

の 操作が 適用 で き る こ とを示 す．c は uf → ぜ，…　 ，晴 → 薦
とか ける．c がベ ー

シ ッ ク で な い こ とか ら，あ る i　（1 ≦ i 〈 n ）

と p ∈ VPos （vi ）が 存在 し，（vi
　ti
じ ）lp≠ ＠葬1δ）lpが成 り立っ ．

よ っ て 以 下 の 3 つ が成 り 立っ ．

’ ぜδ

粛
・触 略 ・

δ

・ 凶 ，
∈ v

・ vi　ti1
。 ＋購 、

δlp
よ っ て 補題 19 を適 用 で き る． 囗

以 下 で は，強ル ープ す る 依存 鎖への 補題 19 の 操 作 の 繰 り返

し適 用 が 停 止 す る こ と を 示す．そ の た め の 測度 を定義する ．

定義 21 （最 長 の 距 離） c を 強ル
ー

プ す る 依 存鎖 と し，（N ，
ε）

を c か ら作 られ る APG とす る，関数 Φ（亙 → 酌 を 次 の よ う

に定義 す る．

一 ｛∵翻
“ 猷 ∈ 理
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定 義 22 （依 存鎖の 重み ） （c ，
δ）を δ に よ る 強 ル ープ す る依存

鎖 と する ．（ムらε）を c か ら作 られ る APG とす る．（c ，
δ）の 重

み IKC，δ）IIを以 下 の よ うに 多重集合で 定義す る．

iKc，δ）II； ｛｛Φ（（i，
rhs

，ゴ））1（（i， rhs ，ゴ），N
’

）∈ ε，繕
乞・「hs，ゴ）

十εダ丑

　補題 15 よ り （c ，δ）の 重 み 1Kc，δ川 は 自然数の 多重集合 で あ る

こ と が わか る ．

例 23 例 6 の TRS 　5汽R1 を考 え る．δ に よ る 強ル ープす る

依存鎖 （C ，
δ）の 例 とそ の 重 み 11（C，δ）IIを以 下 に記す．

C　　＝ 　　9＃
（X1 ，Yl）　→ 　f＃

（Xl ，Yl）　，　f＃
（X2 ，

置 2）　→ 9
＃
（a，b）　，

　　　 9輪 、，y、）→ ∫
＃
（X 、，y 、）

δ ； 　｛XIF ＞ a ，＝ 2eblYl → b｝

t！
i’「hs ’1）t　t！

2’lh°’1）
よ り 1「（C，δ）II＝ ｛2｝｝で あ る．

補題 24 （APG の 保存 と重 み の 減少 ） （c ，
δ）を δ に よ る 強

ル
ープす る依存鎖とす る．c に 補題 19 の 操作 を行 っ て で きた 依存

鎖 を c
’
，その 代 入 を δ

厂

とす る．この とき，c ＝c
’

，すな わち APG

は 変化 せ ず，c
’

も強ル
ープす る．また ．　II（c，　ti）11＞ rt、ut 　1［（c

’

，ti
「

）「1
が成 り立 っ ．

証 明 　 補題 19 の 操作で は 依存 対 同 上の 書 換 え順 が 入 れ 替 わ

らな い こ とか ら，c ＝ cl は 明 ら か ．δ に よ る 強 ル
ープ す る

依 存 鎖 c を ut → vf
，

…
，媾 → u浩確 → 確 と し，そ

の APG を （JV ，　S）とす る．　 c に 補題 19 を適用 で き た こ と か

ら，あ る 辺 （N ，　N
’

）∈ ε が 存在 し，（e，δ）に お い て ぜ 十ぜ

が 成 り立 ち，（d ，
δ
t

）に お い て 尋 ；εガ が 成 り立 っ ．よ っ て

01 ＝｛｛Φ（N ）｝と与 え，C2 ； ｛｛Φ （Ntt）1（N
”
，N ）∈ ε

2

｝｝と与

え る と，IKC，δ）ll＝σ U σ 1 ， IKσ
’

，
δ

’

）II＝σ UC2 とか け る．よっ

て 0 上 ＞ mul σ2 よ り IKC，δ）ll＞ mul 　IKC〜8）］1が 成 り立 っ ，　 ロ

補題 25 　（c，δ）を δ に よ る強ル
ープする 右線形 右シ ャ ロ

ーな依

存鎖 と す る．こ の と き．強ル ープす る ベ ーシ ッ クな依 存鎖が 存

在 す る．

証 明　 補 題 15 よ り （c，δ）の 重 み は 有 限で あ る こ とか ら，補題

24，補 題 20 よ り，（c ，
δ）か ら補 題 19 の 操 作 を有 限 回繰 り返 し

て 作 られ る強 ル
ー

プ す る べ 一
シ ッ ク な 依存鎖 （c

’

，
δ
i

）が 存在 す

る．　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　 B

定 理 26 　R を TRS ，3＃ を右 線形 右 シ ャ ロ
ー

な TRS と す

る．こ の と き，無 限の （S
＃，R ）依存鎖が 存在 す るな らば順 方 向

ナ m
一

イ ン グ解析 が 成功する，

証 明 　 定 理 16 よ り強 ル ープ す る 依 存 鎖 が 存 在 す る．よ っ

て ，補 題 25 よ り 強 ル
ープ す る べ 一

シ ッ ク な 依存鎖 uf →

ぞ ，

…
，晴 → 薦 とそ の 代 入 δが 存 在 す る こ と か ら，定 理

11 よ り順 方 向ナ u 一イ ン グ解 析 に成功す る．　　　　　　 ロ

　 こ の 定理 よ り，R が 非 停 止 性 を も ち 依存 対 が 右線 形 右 シ ャ

ロ
ー

な TRS に お い て は，そ の 非停 止 性 を順 方 向 ナ u 一イ ン グ

解 析 で 証 明 で き るこ とが わ か る．よ っ て，この TRS の ク ラ ス

に 対 して 順 方 向ナ ロ
ー

イ ン グ解析 は 完全 で ある ．

6． 終 わ り に

　本論文 で は，非停 止 性 を もつ 依 存 対 が右 線形右 シ ャ ロ
ー

で あ

る TRS は 強ル
ープす るべ 一

シ ッ ク な依存鎖 を もっ こ とと，ル
ー

プす るベ ーシ ッ ク な依 存 鎖 が 存在 す るな らば 順方 向ナ ロ
ー

イ ン

グ 解 析 で 非 停止 性 を 証 明 可能 で あ る こ と を 示 し た．

　今後の 課題 と して べ 一
シ ッ クの 条 件 の 緩 和 と，非停 止 性 をも

つ な らば強ル
ー

プ す るベ
ー

シ ッ ク な依存鎖 が存在す る TRS の

ク ラ ス の 発 見 が 挙 げ られ る．ベ ー
シ ッ ク の 条件 に 関 して は，本

論文 の ベ ーシ ッ クの 定義 か ら依存 鎖 が 右シ ャ ロ
ー

と い う条 件 を

取 り除 ける と 考えて い る．右 シ ャ ロ
ーの 条 件 は証 明 の 簡 略 化 を

狙 っ た もの で ，書換 え系列 にお けるベ ー
シ ッ ク ［7］と同様の 定 義

に す る こ とで ，順 方 向ナ ロ
ー

イ ン グ解析 が完 全 とな る ク ラ ス の

拡張 が期 待 で き る．強ル ープす るベ ーシ ッ ク な依 存 鎖 が 存在す

るク ラス に関 しては，本 論 文 で 用 い た ，依存対が右線形 右シ ャ

ロ
ー

で あ る TRS に おい て は，停 止性 が決 定 可能 で あ る こ と が

知 られ て い る ［8］．強ル
ープするベ ー

シ ッ ク な依存鎖が存在 す る

TRS の よ り広 い ク ラ ス を明 らか に す る こ と で ，非 停 止 性 が 証

明 可能 とな る TRS の 新 た な ク ラ ス の 発 見 が 期 待 で き る．
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