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形状最適化問題 の 正則化解法
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概要．　 形状最適化問題は偏微分方程式 の 境界値問題が定義 された領域の 境界形状に対す

る最適化問題 と し て 定義 され る．設計変数は領域写像で 与 え られ る．評価関数は設 計変数
と境界値問題 の解 に 対する汎 関数で与 え られ る．本論文で は，評価関数の 領域変動 に対す

る Fr6chet微分は次 の 領域を定義で きる正 則性 を備え て い ない こ と，お よびそ の 微分を

正則 化す る関数空 間の 勾配法が考え られ る こ とを示 した．
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Abstract．　　Ashape 　optimization 　problem 　is　defined　as 　a皿 optimization 　problem 　tQ
beundary 　shape 　of 　domain 　in　which 　boundary 　value 　problem 　of 　partial　differential　equation

is　defined．　 A 　design　variable 　is　given　by　a 　domain　mapping ．　 Cost　functions　are 　defined
as 　functionals　of　the　design　variable 　and 　the　 solution 　to　the　boundary　value 　problem，
The 　present　paper　described　that　the　E 　Echet　derivatives　of 　cost 　functions　with 　respect 　to
domain　variation 　do　not 　have　the　regularity 　required 　in　order 　to　define　a 　next 　domain

，
　and

that　a　gradient　method 　can 　be　con8idered 　for　regularizing 　the　derivatives．

1． は じめ に

　偏微分方程 式 の 境界値問題 が定義 された領域の 境界 形状 を設計対象 に した最適化問題 は

形 状最適 化問題 とよばれ る．設 計変数 には，与 え られた初期領域か ら新 しい 領域 へ の 写像

が選 ばれ る
＊1．評価関数 には ， 設 計変数 と壌界値問題の 解を使 っ て 定義 された汎関数が選

ばれ る．

　こ の よ うな形 状最適 化 問題に 関 して は 20 世 紀初 めか ら研究が行われ て きた ．例 えば ，

Hadamard の 莫 大 な 業績 の 中に 薄膜 の 基本振 動数 が最大 に な る よ うな境界形状 を求 め

る問題 に 関す る記述が ある．そ こ に は ， 境界 を外 向き法線の 方向に移動 し た ときの 基本

振動数 の Fr6chet 微分 に相当す る 考 え方が示 され て い る ［25 ，
75］．そ の 後 も形状変動 に

対 す る Fr6chet微 分を形 状微分とよん で ， た くさん の 研 究者 が 研 究成 果 を発表 し て き

た ［13
− 21

，
26− 30

，
59

，
61−64

，
74

，
75

，
85

，
86］．

　こ の よ うに形状微分の 計算方法に 関す る理論 は着実 に発展 して きたが
， 形 状微分を用 い

＊ 1
連続関 数 の 等値面 で 境 界 を 定 義す る 方法 （レ ベ ル セ ッ ト法）も使わ れ るが ，本 論 文 で は 省 略す る．
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た形状最適化 問題 の 解法に つ い ては ，それ に見合 う進展 がみ られ なか っ た ．その 原因 は ，

形状微分 が次の 形 状を つ くる の に必 要な正 則性 を備えて い なか っ たた めで あ る．実際 ， 有

限要素モ デル の 境界上 の 節点座標 を設 計変数に選ん で
， 設計変数の 変動に対する Fr6chet

微分を評価 して ， その 値を用い て 節点を移動 してい く と境界形状が波打つ 数値不安定現象

が現れ る こ とが知 られ て い た ［35］．そ の よ うな状況 を避け るため に ， 最適設計の 研 究者 は

設 計変数 に有限 要素モ デル の 自由度 とは別 の 変数 を選ぶ こ とで解決 しよ うと した 圍，そ

こ で 使われ て きた方法 で は，本来の 形 状微分 とは異な る微分が使 われて い た ．

　本論文で は，まず，形状微 分 が次 の 領域を つ くる の に 必 要な正 則性 を備 えて い ない こ と

を明 らか にす る．そ の 上 で ， そ れ を使 っ た適切 な勾配法 を用 い れ ば，数値不安定現象 に遭

わずに 形状最適化 問題を解 くこ とが で き る こ とを示す ，そ の 基本的な考 え方は ， 20 年 ほ

ど前の 拙著 ［3］の 中で 力法 とよん で提案 した もの で ある．その 後 ， 力 法の
一
般化 も試みて

い る ［9］． しか し，それ らの 内容 は定義が あい まい な まま直観 に頼 っ て 説明 されて い たた

めに ， そ の 方法 の 正 当性 を判断 しず らい 内容に な っ て い た．また ， 最近 に な っ て ， 密度を

設計変数に した位相最適化 問題 に対 して ， 力法の 考え方を応用 した勾配法を Hl 勾配法 と

よん で 提案 し
＊2

， 数値不安定現象が現れ ない こ とを確認 して い る ［6］．そ こ で ， 力法 を境

界変動型の 形 状最適化問題 に 対す る Hl 勾配法 で ある と位置付 けて ， その 正 当性 を示 す

こ とを本論文の 目的にする，なお ，
Hl 勾配法 は さま ざま な工 学的な問題 に適用 されて い

る ［5 ，
8

，
10− 12

，
31−34

，
36−39

，
41− 53

，
65− 73

，
78− 83］．また ， 力法の 数学的解釈 に関 して は既

報 ［40］で も試 み られ た．そ こ で は ， 領域写像 をあるクラ ス の 連続 関数全体の 集合の 要素で

あ る と仮定 して ， 領域写像 の変動に対す る評 価関数の Gateaux微分 を用い て 力法の 正 当

性 につ い て議論 され た ．本論 文で は，領域写像 の変動 を適切な Hilbert空間で 定義 して ，

評価関数の Fr6chet微分 を用 い た 勾配法を考え る．力法 はそ の
一

例で あ っ た こ とを示 す．

　本論文 は次の 章で 構成 され る．2 章で は ， 設 計変数 （領域写像）の 許容集合お よび関数

と汎 関数 に対 す る形状微分 の 定義 を示 す．その 定義を用い て ，領域写像 の Jacobi行列 に

関す る形状微分 の 公 式を 3 章で 求 める ．4 章で は ，そ の 公 式を使 っ て 関数や汎 関数 の 形 状

微分 に 関す る命題 を示 す．5 章で は，関数の 形 状微分 を使 っ て 関数の 変動則を定義す る．

6 章で は ，そ の 変動則 を仮定 して 主問題 を定義す る．本論文 で は
， 簡単の た め に Poisson

問題 を用 い る こ とにす る．7 章で は ， 評価関数を設計変数 と主問題 の 解の 汎関数に よ っ て

定義 して ，それ らを用い て 形状最適化問題 を定義する ．8 章で は ， 7 章で 定義 された評価

関数の 形状微分を評価する式 を求め る．その 結果 ，評価関数 の 形状微分は正則性が不足 す

る こ とが 明 らか に な る ．9 章で は ， それを正 則 化す る機能 を もっ 勾配法 （H1 勾配法 ）を示

す．最後に ，10 章で そ の 勾配 法を使 っ たア ル ゴ リズ ム を示 す．

　なお ，本論 文 で は関数解析 の 結果 を積極的に利用す る ．それ らの 中に は現在 も研究が続

け られ て い る もの も含まれ て い る．本論文 にお い て それ らの 結果 を利用 して い る場合 に

＊ 2
設 計変数 に 密度 に 関 す る 関数 を選 ん だ と き ， 力法 の 力に 対応する概念 が熱方程式 の 発熱 に なる ために 力法

　 とは よべ な か っ た．
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Fig，1．　 Domain 　variation （displacement）φ ：Rd → Rd

は ， そ れ らの 結果 が成 り立 つ こ とを仮定して い る と理解 して い た だきた い ，

2． 領域写像の 集合 と形状微分の 定義

　境界変動型の 形 状最適化 問題 を構成す るた めに ， 設計 変数の集合を定義す る．また ， 変

動す る領域の 上 で定義 され た 関数や汎関数の 領域変動に 対する Er6chet微分 を形状微 分

とよぶ こ とに して ， それ らの 定義 を示 して おく，

2．1　初期領域

　図 1 に示す よ うに ， Ωo ⊂ Rd を初期領域を表す d ∈ ｛2，
3｝次元 の Lipschitz領域 （例 え

ば ， ［24］Definition　1．2．1．1　p．5， ［57］定義 6．28　p ．146）とす る．Ωo は与 えられて い る と仮

定す る．初期領域の 境界 ∂Ωo に対 して ，
1”

Do ⊂ ∂Ωo を Dirichlet境界 ，　rNo　＝ ∂Ωo ＼rDo

を Neumann 境界 とする．なお ， 本論 文 で は ， 集合に付 けられた記号 （
・
）は 閉包 を表すこ

とにす る．また ， rpo ⊂ rNO を非同次 Neumann 境界 とす る． さらに，　 i ∈ ｛0，
1

，

…
，
m ｝

に 対 して ηNi を，後 に （7．1）で 定義 され る m ＋ 1 個の 評価関 数 fo（目的関数）お よび

f1， … ，∫m （制約関数）の 中の 境界積分で使 われ る被積分関数と し ，　Pηio ⊂ rNO 上 で 非零

とす る．rpO あ るい は r
ηio が変動す ると仮定する場合に は ，これ らの 境界は区分的に 02

級で あ る と仮定す る．

2．2　領域写 像の 集合

　Ωo が 変動 した後の領域を次の よ うに 定義す る．本論文 で は i を恒等 写像 を表 す こ とに

する．こ の とき，Ωo が変動 した後の 領域を ， 連続な 1対 1 写像 i＋ φ ：Ωo → IRdに よ っ

て ， （i＋ φ）（Ωo）＝ ｛（i＋ φ）（x ）［m ∈ Ωo｝の よ うにつ くるこ とにす る．すなわ ち ， φは
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領域写像の 変位 を表 す もの とする．（i＋ φ）（Ωo）は φ に よ っ て つ く られ た領域で ある こ

とか ら，
Ω （φ）とか くこ とに す る．同様 に ， （・）（φ）は ｛（i＋ φ）（x ）Im∈ （・）o｝を意味

する もの とする．

　設 計変数に この よ うな φ を選 ん だ場合 ， 領域写像 を繰 り返 すたび に ， 定義域が動い て

しま うこ とになる．こ の こ とは ，

一般的な関数最適化問題の 枠組み に は入 らない こ とにな

る． しか し ， 次の結果 ［1］に よ り ， φ の 定義域を IRdに拡張すれ ば通常の 関数最適化問題

の 条件は満 た され るこ とに なる．

命題 2．1 （Calder6n の 拡張定理 ）Ωo ⊂ IRd を Lipschitz領域とす る．こ の とき ， 任意

の s ∈ ｛1，
2

，

… ｝と p ∈ （1，
00 ）に対 して 有界線形 作用 素

　　　　　　　　　　　・ Ω，
・ ws ，P

（Ω。；R ）→ ws ・P
（Rd ；R）

が存在 し，任意の u ∈ ws ・P （Ωo；R ）に 対 して

　　　　　　　　　　　e Ω。 （u）＝ u　inΩo ，

　　　　　　　　　　　IleΩ， （U ）】IWs，P （RdiR ）
≦ cllulivvs ，p （Ω。；R ）

が成 り立 っ ．た だし
，

c は s と p に依存 した定数で あ る、

　命題 2．1 に基づ い て ，φ の 定義域 を Ωo か ら Rd に拡張す る． さ らに，φは連続な 1 対

1 写像で ，
か つ 境界 ∂Ω （φ）で は ∂Ωo に対 す る条件 （rpo　U　r

η。o　U 　r
ηiO　u

… ur
ηmo 上

で 区分的に 02 級）が 満た されて い る こ とを仮定する．こ Q よ うな条件 を満たす設計変数

φ の 許容集合は，Y 　・・　W1 ・
° °

（Rd ；Rd）とお くこ とに して
，

　　 の 一 ｛φ∈ yUi φliy＜ ・
， φ一 〇Rd ・n Ω・・ ，

（2．1）　 （r。 （φ）ur ，。（φ）Ur ，、（φ）U ・− ur
，m （φ））＼Ω・・ i・ piecewi ・e　C2　・1・・s ｝

に よ っ て 与 え られ る と仮定す る．ただ し ，
σ は φ の 逆写像が全 単射 （1 対 1写像）になる

よ うに選んだ 正定数 とす る （［54】Proposition　1．39　p．23）．Ωco ⊂ Ωo は設計上 の 要 請で

固定す る領域 あるい は境界を表す もの とす る．本論文で は，Ωco ＝ のとみな して 議論 を進

め る．た だ し ， 9．2 節 で は Ωco は領域あるい は境界 の 測度がある正値 を もつ と仮定す る．

　また，設計 変数 の 変動 に対する評価関数の Fr6chet微分を定義す るため に ， 設計変数の

変動が入 る Banach 空 間が必要 となる．さらに，後に 関数空 間上 の 勾配 法を考え る際に ，

そ の 関数空間は Hilbert空 間で ある こ とが 必 要 となる．そ こで ， 本論文で は ，

（22 ）　 　 　 X ＝ ｛φ∈ H1 （Rd ；Rd）1φ 一 〇・d ・n Ω・・｝

を領域変動 （変位）を与 える関数空間 と定義す る．す なわ ち ， あ る φ に よ り Ω （φ）が与

え られ た とき，そ こか らの 任意の 領域変動 は図 2 の よ うな p ∈ X で与 えられ る と仮定す

る．こ の とき ， p ∈ X の 中か ら p ∈ D となるよ うな p が見 っ け られ た とき，変動後の

領域 は Ω（φ＋ p ）とか ける こ とにな る．以下では ，
こ の よ うにか けた と仮定す る．後に ，

その よ うにか け る こ とが注意 9．1 で示 され る．
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Fig．　2．　 Domain 　variation 曽 ∈ Xfrom Ω （φ）

2．3　形状微分の 定義

　領域が動 く問題で は，その 上 で定義 され た関数や積分 もそれ に伴 っ て 変動 す る． こ こ で

は，それ らに対す る形状微分の 定義を示 してお く．

　ある φ∈T）を固 定 して ， Ω （φ）か らの 任意の 領域変動 ψ ∈ X を考える．領域が Ω （φ）

か ら Ω （φ＋ OP）に変動 した とき，その上 で 定義 され てい た関数 も動 く と仮定す る． こ の

とき ， φ の ときの 関数 を u （φ）とかき ，
Ω （φ）の 拡張領域 Rd 上 の 点 x で 定義され た 関

数を u　（iP）（x ）とか くこ とにす る．こ の表記法 を用い て ，関数 の 形状微分を次の よ うに定

義す る．なお ， 本論文で は実数の ノ ル ム （絶対値）を 1卜版 で 表す．

定義 2．1 （関数の形 状微分）φ∈ D と u ：D → L2（Rd ；R）が与 え られ た とする．任意の

甲 ∈ X に対 して ， ほ とん どす べ て の x ∈ Rd にお い て

U （φ十 孵）（X 十 9 （＝））； U （φ）（X ）十 U
’

（φ）［9］（X ）十 〇 （ll9（X ）11皿）

を満 た す有界線形作用素 ut （φ）［p］： X → L2 （Rd ；R）が 存在す る とき ，　u
’

（φ）［golを

φ∈ Z）にお ける u の 形状微分 とよび，u ∈ Ol （z）；L2 （Rd ；R））とか く．

　図 3 （a ）に u が，簡 単の た め に，1 次元 領域で 定義 され た関数の ときの u
「

（φ）回 を示

す．こ こ で ， u ∈ L2 （R ；R）が不連続関数で あ っ て も g が連 続関数で あれ ば ♂ （φ）［g］を

定義で き る こ とが わか る．

　次 に，領域が変動 して も Ω （φ）の 拡張領域 Rd 上 の 点 x を固定 して u （di＋ p ）（X ）の

変化を追 っ た ときの 微分 を考 える．こ の ときの u の ψ に対する Fr6chet微分 を次の よ う

に定義す る，
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u （φ＋gcp）

1／
〆

一瞬

繭
丶

丁＼u
’

（φ）［ψ］（ω 一）
　 　 　 　 ，’
　 　 　 ，’
　 ，”

，”

，一一一■一一
II

旨
1u

’

（φ）回（」・．）
旨

1　 　 　 　 　 、
　 　 　 　 1、、
I　　　　　　 I　　

、、
l　　　　　 I　　　

、
II
　　　　　 l
I　 　 　 　 　 　 l

I　　　　　　 I

I　　　　　　 I

I　　　　　 I
I　　　　　　 I
I　　　　　　 I
I　　　　　　 I

　　　　　 A
　　　／

’
1

／ r　 、

！
！
　　 I　　　　　 I’

　　　　 ［　　　　　 I
　 　 　 　 　 　 I
　 　 ［　　　　　 I
　 　 I　　　　　 I i i▽・（φ）（・ ・）・＠）

記 　 z ＝ の＋ψω

　　　Ω（φ）

Ω（φ＋ψ）

R

（a）In　case 　of　discontinuous　function　u （φ）

u （φ＋9）

／
’1’

　 　 　 　 l

　 　l

　　　　　　　　　一！
！

一一ド
万ζφ）

『噛『
丶

丁
丶

＼

ガ（φ）回＠）／
’
　　　　　　　　　　　　　　　 丶

　　　　　　　　　　　ut （φ）回（x ）　　　　　　　・

：

i ▽u （φ）（x ）ψ（x ）
i

x 　　 z ＝x 十 9（x ）

　　Ω（φ）

Ω（φ＋ OP）

R

（b）In　case 　of 　continuous 　fUnction　u （φ）

Fig．3．　 Function 　 u （φ）varying 　with 　domain

定義 2．2 （関数の 形 状偏微 分 ）φ∈ 1） と u ：D → Hl （Rd ；IR）が 与 え られ た とす る．任

意の 1ρ∈ X に対 して ， ほ とん どす べ て の x ∈ Rd におい て

　　　　　　　U （φ十 P ）　（X ）＝ U （ip）（X ）十 U
＊

（φ）［P］（X ）十 〇 （IP（X ）1展）

を満た す有界線形作用素 ガ （φ）［p］： X → H1 （Rd ；R）が 存在す る とき ，
ガ （φ）［p］を

φ ∈ D にお ける u の 形状偏微分 とよび ， u ∈ び （D ；Hl （Rd ；R））とか く．

　図 3 （b）に u が 1 次 元領域 で 定義 され た 関数 の ときの ガ （φ）［p］を示 す ．こ こ で ，

u ∈ Hl （R ；R ）は連 続関数に な るた めに ガ （φ）［p］の 定義は 有効で ある ．しか し ， 図 3

（a）の よ うに ，u が不連続関数の 場合 に は，1ρ に よる領域変動の 間に ，　 u の 不連続 点が横

切 る よ うな x で は
，

ガ （φ）［p］が定義 されない こ とに注意する必要が ある．
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　また ， 定義 22 の 仮定が成 り立 っ とき ， すなわ ち u ∈ 01 （1）；H1 （Rd ；R））の ときに は ，

（2．3）　　　　　　　　　　　　　　　ut （φ）［￥）］＝ ＝ u
＊

（φ）［9］一ト▽ u （φ）・q

が成 り立 っ ．なお，本論文で は ， m ＝ （Xi）i ∈ Rd に対 して （∂C）／Xl ，

…
，
∂（・）／Xd ）

T
を

▽ （
・
）とか くこ とにす る．

　さらに，変動す る領域の 上 で 定義 され た汎関数 に対する形 状微分 を次の よ うに定義す

る．本論文 では，z ∈ Ω（φ＋ p ）に対 して ，（
・
）z ＝ （∂（

・
）／Zl ，

…
，
∂（

・
）／Zd ）

T
とか くこ

とに す る．また ， ∂
レ C）＝ v （φ）・▽ （・）とか くの に対 して

， ∂
μ （・）＝ v （φ＋ g ）

・
（
・
）z

とか くこ とにす る ． さらに，X の 双対空間 を X ’
とか く．

定義 2．3 （汎関数の 形状微分）φ∈ の に対 して ，

　　　　 h。 ∈ σ
1
（01 （P ；H

’

（Rd；R））・ C ’

（D ；L2（Rd ；Rd））；L2（Rd ；R）），

　　　　h、 ∈ 01 （01 （L）；H2 （Rd ；R））・ 01 （D ；H1 （Rd ；R））；H1 （Rd ；R））

が与 え られ た とき，任意の ep∈ X に 対 して ，

　　　　　　　f（φ十 q ，
u （φ十 9 ），

Uz （φ十 P ），
∂

μ
u （φ十 P ））

　　　　　　　　
一 孟、φ． 。、

h・（・ （φ・ ・）（・），
・z （φ… ）（・））・・

（… ） 　 ・fr、φ．。、

h・（・ （φ・ ・）（・），… （ip・ ・）・（・ ））・C

とお く．こ こ で ，
r （φ）を ∂Ω （φ）の 部分集合 （P （φ）＝ ∂Ω （φ）で もよい ）とす る．こ の

とき，

　　　　　　　　f（φ十 9 ，
u （φ十 9），

Uz （φ十 P）7∂μ
鋭 （φ十 9 ））

　　　　　　　　　＝ f（φ，
u （φ），

▽ u （φ），
∂u （φ））

　　　　　　　　　　＋ ∫
’

（φ，
U 　（ip）， ▽頭 φ）， ∂。 （φ））回 ＋ ・ q酬 X ）

を満 たす有界線形汎 関数 ！
’

（φ，
u （to），

▽ u （φ），
∂vu （φ））［p］：X → R が存在す る とき ，

す なわ ち，f’

（φ，
　u （φ），

▽u （φ），
∂vu （φ））［p］＝ 〈g ，

　g ＞とか ける g ∈ X ’

が存在す る と

き ， g を形 状微分 （あるい は形状勾配）とい う．この とき，　f ∈ 01 （D ；R ）とか く．

3． 亅acobi 行列式の 形状微分

　領域変動お よび 関数 と汎関数 の 形 状微分の 定義が 示 され た の で ，そ れに 基づ い て ，領域

変動 p ∈ x に伴 う Jacobi 行列式 と Jacobi逆行列 の 形状微分を求 めて お く．これ らは

関数 と汎関数の 形状微分 の 公 式を求 め る ときに使 われ る．
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　ある φ∈ 1）を固定して ，Ω （φ）か らの 任意の 領域変動 1ρ∈ X を考える．こ の とき， 写

像 i＋ g に対す る Jacobi行列 と Jacobi行列式をそ れぞ れ

（3・・）　 　 　 F （P ）一 ∬＋ （▽ の
T

・ L2 （Rd；Rd
・d
），

（3．2）　　　　　　　　　 ω （p ）＝ det　F （p ）∈ L2（Rd；R）

とか くこ とにする
＊3

． こ こ で ， 1 は単位行列 を表す．こ の とき ， ω （p ）は ， Ω （φ）の 測度

dx と Ω （φ＋ go）上の 対応す る測度 dz に対 して dz ＝ ω （｛p）dx を与 える関数 となる．こ

こ で は ， 領域上 と境界上 で 定 義 された Jacobi行列式 に分け て ，それ らの 形状微 分に つ い

て みて い くこ とに する．

3，1　領域 」acobi 行列式 と領域 Jacobi逆行列 の 形 状微分

　まず，（32）で 定義 された ω 　（p ）の Po 二 〇Rd にお ける形状微分は次の ように得 られ る．

命題 3．1 （領域 Jacobi 行列式の 形状微分）φ∈ 1） が 与え られ た とす る．任意の p ∈ X

に対 して ，

　　　　　　　　　　　　ω
t

（P ・）回 二 ▽ Ψ ∈ L2 （Rd ；R）

が成 り立 っ ．

　証明　x ∈ Rd に対 して

　　　　　　一 （・P）− de・（∬＋ ▽ 9・
一

）− de・C：鵄∵三1二凱）
　　　　　　　− 1 ＋ ▽ ・ep・＋ Σ ・ （19・，」1［。・

（。
d

、R ））
　　　　　　　　　　　　　　 （i，ゴ）∈｛1，…，d｝

2

が成 り立 っ ．

　また ， Jacobi逆行列 F
− T

　（p）の Po ＝ ORCiにおける形状微分は次の よ うになる．

口

命題 3．2 （領域 Jacobi 逆行列の 形状微分）φ∈ 1） が与え られ たとす る．任意の p ∈ X

に対 して ，

　　　　　　　　　　F
『T ’

（P ・）回 一 一▽ げ ∈ L2 （Rd ；Rd
× d
）

が成 り立 っ ．

＊3
通 常 は F （i十 望）とか くが，こ こ で は，弾性論 の 変形勾配テ ン ソ ル の 表記法を用 い る こ と に す る ，

　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　
− 8 −
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　証明　x ∈ Rd に対して

　　　　　　　　　　　　　　F
− T

  σ＋ ▽の 一 1

が成 り立 つ ．φで g に対す る形状微分 を とれば，

　　　　　　　　　　F
− T’

（P ・）回 ＋ F
冖T

（9・・）（▽gT）− 0。・・ d

とな る．F
− T

（90）＝ 1 よ り結果 を得る． 口

3．2　境界 」acobi 行列式 と法線の 形 状微分

　次に ， 境界の Jacobi行列式に関す る形 状微分の公 式 を求 めて お く．境界変動型の 形状

最適化問題 で は評価関数や主 問題の Lagrange関数に境界積分が現れ る．そ の よ うな境界

積分の 形状微分 を求め る際に ， 境界 Jacobi行列 式 と法線の形状微分が必要 となるた めで

あ る．

　∂Ω（φ）の 微小測度 と外向き単位法線を d7（φ）と v （φ）の よ うに 表す．なお ，
　Lipschitz

境界上 の 法線は ， 境界近傍の座 標系で 境界をグ ラフ と して 定義 した ときの グラフ に対する

法線で 定義 され
，
L ° °

（∂Ω （φ）；Rd）に入 る と仮定する ［22 ，
561．

　こ の とき，

　　　　　　　　　　　d7 （φ＋ 9）
　　　　　　　　　　　　　　　　一 ω （9）u （φ＋ 9）・（F

− T
（9）v （φ））（3．3）　　　　　　a フ （甲）＝

　　　　　　　　　　　　d7 （φ）

が成 り立 つ ． こ の 関係 は ， 次の 命題か ら得 られ る，

命題 3．3 （Nanson の 公式）φ∈ 1）が 与え られた とす る．∂Ω （φ）上 の ほ とん どい た る

とこ ろで ， 任意の g ∈ X に 対 して ，

（3．4）　　　　　v （φ十 P ）d7（φ十 P ）＝ ω （臼つ）F
− T

（幹）レ （φ）dty（φ）

が成 り立 っ ．

　証明　dl（φ）∈ Rd を d7 （φ）上の り （φ）・　dt（φ）＞ 0 を満たす任意 ベ ク トル として
，

dl　（iP＋ p）を写像 i＋ p に よ り変換 され た ベ ク トル とす る．こ の とき ， 図 4 に示す平行

6 面体の 体積に つ い て

　　　　　 dl（φ十 望）
・v （φ十   ）d7 （φ十 P ）＝

ω （9）dl（φ）
・v （φ）dツ （φ）

が成 り立 っ ． こ こ で ，
dl（φ＋ p ）＝＝ 　F （p）dl（φ）を上式 に代入すれ ば，

　　　 dl（φ）
・（FT （q）v （φ＋ 甲））d7 （φ＋ P ）＝ dl（φ）・

（ω （P）u （φ））d7 （φ）

を得 る．dl（φ）は任意なの で （3．4）を得 る． 口
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u （φ）

d7

v （φ＋ 9 ）

）

Fig．4．　 Small　measures 　d7 （φ）and 　d7 （φ十 g ）

　（3．4）の 両辺 と u （φ＋ g ）の 内積 をとれば （3．3）を得る．また，（3．4）よ り，u （φ＋ p ）

は F
− T

（g）　u （φ）の 方向 を も っ た単位ベ ク トル で あ る こ とか ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F
− T

（P ）り （φ）
（3．5）　　　　　　　　　　　　　　　　レ （φ十 〜ρ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 IFF− T
＠）レ （φ）II飛・

が成 り立 っ ．

　これ らの 関係に基 づ けば，（3．3）の w （g ）の 形状微分は次の よ うに得 られ る．以下で

は ，∂Ω （φ）の 接線 を 丁 1 （φ），

…
，
7d − 1 （φ）の よ うに か くこ とにす る．ま た ， 平均 曲率の

d 倍を κ （φ）＝ ▽ ・v （φ）の よ うにか くこ とにす る．なお
，
Lipschitz境界上 の 接線は ， 法

線 と同様に ，境界近傍の 座 標系で境界をグラフ とし て 定義 したときの グラフ の 接線 として

定義 され ，
L °°

（∂Ω （φ）；Rd）に入 る と仮定す る．平均 曲率 も法線の 導関数に対 し て 同様

に定義 され ， 区分的に C2 級 の 境界に対 して ，　L
° °

（∂Ω （φ）；R ）に入 る と仮定す る．ま た ，

▽ T （・）＝ （Ti （φ）・▽ ）i（
・
）∈ Rd

− 1
お よび gρ丁

＝ （η （φ）・  乞
∈ Rd

− 1
とか くこ とにす

る． これ 以降，
V （φ），

　Ti （φ）お よび κ （φ）は単に u
，
　Ti お よび κ とか くこ とにする．

命題 3．4 （境界 Jacobi 行列式 の 形状微分）φ∈ 1）が与え られた とす る ．∂Ω （φ）上 の ほ

とん どい た る とこ ろで ，任意の g ∈ H2 （Rd；Rd）に 対 して ，

（3．6）　　　　wt （90）［p］＝ （▽ ．g ）T
＝ ▽ ，g ＿ u ．（▽ ￥pTu ）∈ L2 （∂Ω （φ）；R ）

が成 り立 っ ． さ らに ，

『
∂Ω （φ）が 区分的に 02 級な らば

，

（3．7）　 　 　 ゴ ＠ 。）回 ＝ κ u ・9・ ＋ ▽ ゲ ρ。
∈ L2（∂Ω（φ）；R）

が成 り立 っ ．

証明　（3．3）と （3．5）よ り

w （P）一 ω （酬 F
− T

（P ）　・ll。d
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7 （O，
r 十dx2）＝ （1，

0）

θ
，　r）＝ （cose ，

−sin θ）

　　　　　　　 Fig．5．　 Distribution　of　tangent 　in　neighborhood 　of　circle

を得る．命題 3．1 と命題 3．2 よ り

　　　　W
’

（qo）回 ＝ ω
’

（・ρ。）［P］IIF
− T

（9・・）Ull
。

d

　　　　　　　＋ 卿 ・）（F
− T

（P ・）V ）・（F
−T ’

（P ・）［P］V ）／liF− T
（ep・）ull。

d

　　　　　　− ▽ ・P − u ・（▽ qTv ）

が成 り立 っ ． さ らに ，その 境界が区分的に 02 級ならば， ほ とん どい た る とこ ろ κ ＝ ▽ ・v

が定義で きて ，

　　　　　　　　▽ ・
・

一 ▽ ・｛（v ・9 ）・ ＋ Σ （η Ψ

　　　　　　 i∈ ｛1 デ
・・，d− 1｝

）T ・）
（3，8）　 　 　 　 ＝ ∂

。 （レ Ψ ）＋ κ （レ Ψ ）＋ ▽
。

・
．｛P。

とか け る．た だ し，▽ ・Ti ＝ 0 を用 い た．なぜ な らば，Ω（φ）が 図 5 の よ うな半径 r の

円 （2 次元領域）の とき，x ＝ （0，
r）

T
で は ，

　　　　　　　　▽ ・
・7 ・

一 ▽ ・
・ 一 舞・i鍔一

無
C

瓢龕
1

− ・

が成 り立 つ た めである．Ω （φ）が 3次 元領域 の 場合 も同様 の 関係が成 り立 っ ．また ，

・ 働 ）一 ・ ・［▽｛帥 ＋

轟 譫
  ・川

（3．9）

が成 り立 っ ．

＝ ∂u （v ・
伊）

こ こで は
，

▽ （v
・
P ）レ

T
レ ー ▽ （レ ・P ），

▽ レ
T

レ ＝ OR己
，

▽ （η ・P ）Ti　i， − o。・
，

〃 ・（▽ iTiTv ）＝ 0

　 　　 　 − 11一
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を用 い た．v ・（▽ザ レ ）＝ 0 が成 り立つ こ とは，Ω （φ）が 図 5 の よ うな半径 r の 円の と

き， x ＝ （O ，
r ）

T
で は ，

　　・ （▽乃
Ty

）一 圃 僂鑿）ω 一 （・ ・）（1
−

1り（1）一 ・

が成 り立 つ こ とで 確か め られ る．Ω （φ）が 3次元領域の 場合も同様 の 関係が成 り立 つ ．そ

こ で ， （3．8）と （3。9）を （3．6）に代入すれば （3．7）を得る．　　　　　　　　　　　　 □

　また，法線 の 形 状微分 に つ い て ， 次の 公式 を得 る．

命題 3．5 （法線の形状微分 ）φ∈ D が与 え られ た とする ．∂Ω （φ）上 の ほ とん どい た る と

こ ろで ，任意の 〔ρ∈ H2 （Rd；Rd）に対 して ，

　　　　　　　　　　u
「

（φ）回 一 一▽の ＋ ｛〃 《▽ pTV ）｝u

が成 り立 っ ．

　証明　Ω （φ＋ p ）上 の 外向き単位法線 は （3．5）で 与え られ る． これ を

　　　　　　　　　　・ （φ・ ・）
「説縮鮮 rl牆福

とか く． こ の とき ，

　　 V
’

（P 。）［P］

　　　　一

、fih（
　1

PO ）1試ガ （・・）回 II・（蜘
一呵

嬲 1監
］）h （P °）

）
　　　　・

一▽ の ＋ ｛v ・（▽ 9・
Tv
）｝v

が成 り立 っ ．　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 □

4． 汎関数の 形 状微分

　3 章の 結果を用い て変動す る領域の 上で 定義された領域積分 と境界積分の形状微分を求

め る公 式をま とめて お く，そ の 際， 被積分関数 の 形状微分を用い る公 式 と形状偏微分を用

い る公 式 が得 られる こ とに 注意す る．

4，1　関数の 形 状微 分 を用 い た公 式

　まず ， 関数の 形状微分を使 っ た公式を求め る．定義 2．1 よ り，次の 命題 が成 り立 っ 。
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命題 4．1 （導関 数な し領域積分 の形状微 分 ）φ∈ 1） と u ∈ 01 （1）i　L2（Rd ；R））が与 え ら

れた とき，任意の p ∈ X に対 して，

ノ（φ・ 卿 ・ ・））一 ゐ、φ．． ，

・ （・＋・・）・d・

とお く， この とき ， ！の形 状微分 （定義 2．3）は

（4・・）　 f’

（伽 （φ））［・］− f．、φ、
（・

t

（φ）回 ・ ・ （φ）▽ ψ

とな る． こ こ で
，

u
’

（φ）［p］は定義 2．1 に従 う．

　証明　ノの 積分領域 Ω（φ十 g ）を Ω（φ）に変換すれ ば ，

f（ip・＋… ，
u （φ・ ・））− f。，φ，

・ （φ・ ・）（x ＋ ・ （・ ））・ （・）（x ）・・

とな る．定義 2．1 を用い れ ば ，

f’

（to，・ （ip））［・］一 ゐ、φ、
（ut （φ）【卿 ・）・ ・ （φ）・

t
（卿 ］）…

を得る．こ れ に命題 3．1 を用い れ ば本命題 の 結果を得る．　　　　　　　　　　　　 □

　次 に，関数の 導関数 を被積分関数 に もつ 領域積分 につ い て 考える．まず ， 次の 結果 に注

目す る．以下で は ， 任意の ep∈ X に対 して ， Ω（φ）の 拡 張領域 Rd 上の 点 x の 移動先を

z ＝ x ＋ g （x ）＝ （i ＋ p）（x ）とか く．また，（
・
）z は ∂（・）／∂z を表す．

命題 4．2 （微分の引き戻 し）φ∈ D と u ∈ （フ
o
（1）iH1 （IRd；R））が与 えられた とす る．任

意の g ∈ X を選 ん だ とき ，

（… ）　 ・ （φ… ）・（・）− u （φ）（（i＋ ・）
− 1

（z））一 ・ （ip）・（・）

が成 り立 っ とす る．こ の とき，任 意の g ∈ X に対 して ，

　　　　　　　 u
。 （φ＋ 望）（z ）＝ F

− T
（  ▽u （φ）（x ）∈ L1（Rd ；Rd）

が成 り立 っ ．

　証明　微分の 連鎖則よ り，

　　　　　　
∂u （ip　＋　ep

∂z

）
（z ）一 詈

∂

告穿
）
（・ ）一 （轟）

’T
∂

窘
）
（x ）

が成 り立 っ ．　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 ロ
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　そ こで ， 領域積分の 被積分関数に 導関数が含まれる 場合に は ， 次の公式 を得 る ［54，
55

，
60］．

命題 4．3 （導関数あ り領域積分の形状微分）φ∈ T） と u ∈ 01 （1）；Hl （Rd ；R））が与え ら

れ た とき，任意の ep∈ X に対 して ，

ノ（φ骸 （φ・ ・））一ゐ、、． 。 、
　
・z （φ融

とお く．この とき ， f の 形状微分は

f’

（φ，
▽ ・ （φ））吋 、φ、

（▽u
’

（φ）［・］
一▽ ・pT▽ ・ （φ）・ （▽

・
・）▽ ・ （φ））・・

とな る．

証明　命題 4．2 にお い て （4．2）が仮 定 され て い た こ とに注意すれ ば，

　　　　　f（φ堪 （φ・ ・））　
＝ ＝

　f。、th． 。 ，
［・ z （φ・ ・）（・ ）・42 ・

　　　　　　・ ｛・ （φ・ ・）・（・）一 ・ （φ）（（i＋ ・）
”’

（・）凋 ・・

　　　　　　
一 ゐ，，、

｛F
− T

（9）▽ ・ （φ）（・ ）

　　　　　　　十 u
¢ ＋ep（m ）（φ十 9 ）＠ 十 P （x ））− Um

＋ P （m ）（φ）（x ）｝ω （9）dx

が成 り立 っ ．た だ し ， Uz （φ＋ g ）（z ）［（4．2＞は （4．2）を仮 定 した も とで の Uz （φ＋　ep）（z ）
とす る ．ノの形状微分の 定義 （定義 2．3）と u

’

（φ）［go］の 定義 （定義 2．1）よ り，

　　　f
’

（φ，
▽ ・ （φ））［・］− fSt、φ，

｛（F
一勲

＠・）回 ▽ ・ （・）・ v ・
’

（φ）［P］）卿 ・）

　　　　　・ F
“T

・（・・）▽ ・ （φ）・
’

（・・）［・・］｝・・

を得る，こ の 結果に ， 命題 3．1 と命題 3．2 を適用 して 本命題 の 結果 を得 る．　　　 　 □

　被積分関数が u と ▽ u の 関数で 与 え られ る場合 に は ， 命題 4．1 と命題 4．3 の 証 明に微

分の 連鎖律 を適用 して ， 次の 結果 を得 る．

命題 4．4 （領域積分 の 形状微分）φ ∈ D と u ∈ 01 （1）；H1 （URd；R））に 対 し て ，　h ∈

Cl （Cl （1）；Hl （Rd ；R））XO1 （P；L2 （Rd；Rd））；L2（Rd；R））が 与 え られ た とき，任意

の g ∈ X に 対 して ，

　　　f（ip・ ・，
u （φ・ ・），

・
・
　（ip・ ・））一 ゐ、φ．。 ，

h（・ （ip・ ・），
・ z （φ・ ・））・・
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とお く．こ の とき， f の 形状微分は

　　　　　f
’

（φ，
u （φ）・

▽ ・ （φ））吋 、φ、
（h・

・（・・（ip），
▽ ・ （φ））［・

t
（φ）［・］］

　　　　　　　 ＋ h ▽ u （u （φ），
▽ u （φ））［w （φ）回

一▽ 9・
T
▽ u （φ）］

　　　　　　　 十 ん（u （φ），
▽ u （φ））▽

・
9）dx

となる ．

　次に ， 汎 関数が境界積分で 与え られ た場合 を考 える．こ こで も ， 関数の 形状微分 を用い

て 次の 公 式 を得 る．r （φ）は ∂Ω （φ）の 部分集合 （r （φ）＝ ∂Ω （φ）で もよい ）とする．

命題 4．5 （導関数な し境界積分 の 形状微分）φ∈ T）と u ∈ 01 （D；H1 （IRd；R））が 与え ら

れ た とき ， 任意の p ∈ H2 （Rd ；　Rd）に対 して ，

f（φ・ 卿 ・ ・））＝ ＝ fr、、．． 、

・ （φ・ ・）・ζ

とお く，こ の とき ， f の 形状微分は

f’

（鋼 φ））吋 、φ煙 ）［・］・＋ ・ （・）（v ・
・
　・）・）・・

とな る．ただ し
，

ガ （φ）［g］（m ）は定義 2．1 に従 う．ま た ， （▽ ・q ）τ
は （3．6）に 従 う． さ

らに ，
r （φ）が 区分的に 02 級 な らば ， 任意の p ∈ X に 対 して ，

f’

（卿 ））吋 、φ、

（・
t

（φ）［・］・ 畷 φ）… 一
喇 φ）・

・ r ）・・

・f。　　　　　　　　　u （φ）↑ ・pdg
　 　 　 　 r（φ）u θ 〔φ）

が成 り立 っ ．ただ し
， e （φ）は Ω（φ）が 2 次元領域の とき ∂Ω （φ）上 の 角点，Ω （φ）が

3 次元 領域の とき ∂Ω （φ）上 の頂 点 と辺 の 集合 とす る．T は Ω（φ）が 2 次元領域 の とき

r （φ）の 外向き接線 Ω （φ）が 3次元領域の とき T （φ）の 外 向 き接線か つ ∂r （φ）の 外向

き法線 とする．dg は ∂r （φ）∪ θ （φ）の 測度を表す．

　証明　！の積分領域 r （φ＋ p ）を r （φ）に変換すれ ば，

f（φ・ 卿 ・ ・））− fr、φ、

・ （φ・ ・）（x ＋ ・ （・ ））w （・）・・

が成 り立 っ ．f の形状微分の 定義 （定義 2．3）と ut （φ）［p］の 定義 （定義 2．1）よ り，

　　　　伽 φ））呵 、φ、
｛頑 φ）瞬 ・）・ ・ （φ）wt （卿 1｝・・
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　　　　　を得 る． これ に命題 3．4 を適用すれ ば前半 の 結果 を得る． さ らに ，
r （φ）が 区分的に 02

　　　　　級 な らば ， fr（φ）
u （φ）▽ ゲ 咳 d7 に対 して Gauss−Green の 定理 を適用 すれ ば ， 後 半の

　　　　　結果を得 る．　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 □

　　　　　　さらに ， 境界積分の 被積分関数が法線方向の 導関数の 場合に は ， 次の ようになる．

　　　　　命題 4．6 （導関数あり境界積分の形 状微分）φ∈ D と u ∈ Ol （D ；H2 （Rd ；R））が与 えら

　　　　　れた とき，任意の g ∈ H2 （Rd；　Rd）に 対 して ，

　　　　　　　　f（φ・ ・ ，… （φ・ ・））− fr、φ．．、

∂
・

・ （φ・ ・）・c

とお く．こ の とき，！の 形状微分 は

　　　f
’

（di… u （di））吋 、φ、

（b・
・

’

（φ）［・］・ w ・（・ ，
・・ ）・＋・a

・
u （φ）（▽ ・勲

とな る．ただ し
，

（… ）

』

吻 ，
・ ）一 ［｛・ ・（▽ ・・

Tu
）｝・

一
｛（▽ ・・

T
＋ （▽ の

T

｝・］・▽ ・ （φ）

とおい た ．また ，（▽ ・g ）τ
は （3．6）に従 う． さ らに ，r （φ）が区分的に 02 級 な らば，

　　　　∫
’

（嫻 φ））呵 ，φ，
｛…

t

（φ）回 ・ 姻 ・ ・伽 （φ）・ Ψ

　　　　　　　
一▽

・ （a・
・ （φ））

・
・r ｝・

’

・
’ ＋f。，、φ、．θ 、φ、

伽 （φ）砿

が成 り立 っ ．

　証明　命題 4。2 に お い て （4．2）が仮定 され て い た こ とに 注意すれば，

　　　　∫（φ・ 卿 （… ））− fr、φ． 。 、
［Uz （… ）（・）1・…

　　　　　　・ ｛・ （φ・ ・）（・ ）
一

・ （φ）（（i＋ ・）
− 1

（・ ））｝』
・

・ （φ・ ・）・（・ ）・ζ

　　　　　　
一∫、φ、

｛（F
− T

（・）▽ ・ （φ））・
（・ ＋ 〃

’

（φ）［・1・ ・ （11・11・ ））

　　　　　　　十 ∂
μ
u （φ十 9 ）（x 十 P （x ））

一∂
μ

秘 （x ）｝w （9 ）d7

を得 る．た だ し ， Uz （φ＋ p ）（z）1（4．2）は （4．2）を仮定 した も とで の Uz （φ＋ g ）（z ）とす
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る．アの形状微分の 定義 （定義 2．3）と ut （φ）［p］の 定義 （定義 2．1）よ り，

　　　　f’

（φ，伽 （φ））［吋 、φ、
｛（（F

一
  卿 ］▽ ・ ）・酬 （φ）回

　　　　　　　・ （F
｝T

（P ・网 φ））・V
’

（φ）［P］）π ＠・）

　　　　　　　・ F
−T

（・e・）伽 （φ）tU
’

（・・）・［・］｝・・

を得 る．こ れに命題 3．2 ， 命題 3．4 お よび 命題 3．5 を適用すれ ば ，

　　　　　f’

（φ，
∂

。
u （φ））［P］− fr（φ）

卜（▽9・
T
▽ ・ （φ））・u ＋・・ ut （φ）［q］

　　　　　　　　＋ ｛一▽q
’
u ＋ （レ ・（▽ の ））レ｝・▽u （φ）

　　　　　　　　・ ∂uu （φ）｛▽ ・
・　

一一
　v ・（▽ の ）｝］…

を得る．これ よ り， 本命題 の 前半の結果を得 る ．後半の 結果は命題 4．5 の 証明 と同様 に し

て得 られ る．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 □

　境界積分の 被積分 関数が u と ∂vu の 関数で 与え られ る場合には ， 命題 4．5 と命題 4．6

の 証明に微分の 連鎖律 を適用 し て
， 次の 結果 を得 る．

命題 4．7 （境界 積分の形 状微分）φ ∈ 1） と u ∈ 01 （1）；H1 （Rd ；R））に 対 し て ，　h ∈

01 （01 （Z）；H2 （Rd；R））× 01 （D ；　”
1
（Rd；R））；H1 （IR；IR））が与 え られ た とき ， 任意 の

1ρ ∈ H2 （Rdl　Rd）に対 して ，

f（φ柳 （φ・ ・）鋼 卿 ））− fT、φ譜 （φ・ ・）， … （φ・ ・ ））・c

とお く．こ の とき，f の形状微分は

　　　　　f’

（ip・・u （φ），
o

・
・ （ip））［P］− fF（φ）

（hu （・ （φ），
e

・
u （φ））［ut （φ）［P］］

　　　　　　　＋ ん
伽 呵 φ），伽 （φ））［∂v ・

’

（φ）回 榔 幅 司
　　　　　　　・ h（・ （φ），

∂
・
・ （φ））（▽ ・

・）T）・・

となる．こ こ で ，w （g ，
u ）と （▽ ・p ）T はそれ ぞれ （4．3）と （3．6）に従 う． さらに ，　 P （φ）
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が区分的に 02 級 な らば ，

f’

（φ，
・ （φ），伽 （φ））吋 、φ，

（姻 φ），伽 （φ））［ut （φ）［・］］

　　杭 伽 呵 φ），
∂・ u （φ））［e…

’

（φ）回 ＋ ω （鋼 ］

　　・ 呻 （φ），… （φ））u ’
・

一▽ 抑 （φ）・ … （φ））Ψ ・）・o・
・ f。　　　　　　　　　h（u （φ），

∂uu （φ））τ
・
Pd ⊆

　 　 　 　 r （φ）u θ （φ）

が成 り立 っ ．

　なお
， 命題 4．5 か ら命題 4．7 にお い て ， 境界積分の 形状微 分 に （▽

・
p ）． あ るい は （4．3）

の w （g ，
u）が含まれて い るため に ，　 p が H2 （Rd ；Rd）の 要素で ある こ とを仮定 した ．本

論文 で は ， 任 意の g ∈ X に 対す る Fr6chet微 分を考 え よ うとして い る．（▽ ・ep）．
は

T （φ）が区分的 に C2 級で あれば不要 とな る．そ こで ，今後 ， 評 価関数 を定義す る際に
，

評価関数の形状微分 に w （g ，u ）が残 らな い よ うに 構成する こ とが必 要 とな る．実際 ， 評

価関数 を （7．1）の よ うに定義すれ ば，望みの 結果が得 られ るこ とに なる．

4．2　関数の 形状偏微分を用 い た公 式

　次 に ， 関数の 形状偏微分 （定義 2．2）を用い て 領域積分 と境界積分の 形状微分を求め る

公式 を求め て み る．

　まず ， 命題 4，1 に対応 して ，次の 命題 が得 られる．

命題 4．8 （導関数な し領域積分の 形状偏微分）φ∈ Z） と u ∈ Cl （1）；Hl （Rd ；R））が与 え

られ た とき ， 任意の p ∈ X に 対 して ，

f（φ・ 卿 ・ ・））一 ゐ，φ．、，、

・ （φ・ ・）・・

とお く． こ の とき， ！の 形状微分は

（4．4） f’

（ip，・ （ip））吋 ，φ、

u
＊

（・）［・1　・・　・　fe。、φ、

・ （φ）・ 軸

となる．こ こで ，ガ （φ）［p］は定義 2．2 に従 う．

　証 明　命wa　4．1 の ut （φ）［p】に （2．3）を代入 し，　Gauss の 発散定理 を適用すれば結果 を

得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 □

　また ， 命題 4．3 に対応す る導関数を被積分関数に した領域積分に 対す る関数 の 形状偏微

分 を用 い た 公式 は ，▽ u ∈ 01 （1）；Hl （IRらRd））を命題 4．8 の u とみ なす こ とで得 られ
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る． こ の とき ， 定義 22 よ り （▽ u）
＊

（φ）［p］＝ ▽ ガ （φ）［g］が成 り立 っ こ とを考慮 して ，

（4・・） f’

（ip，・V ・・（ip））吋 ，φ，

V ・
“

（φ）［・］・・ ＋f。、，，φ、

（… ）▽ ・ （φ）・・

を得 る．（4．5）は

（4．6）

f’

（ip・　V ・・（ip））［・］一 ゐ，φ、［V ・
’

（φ）［・1・ ｛▽
T
（▽ ・ （φ）の

T

｝
T

］・・

一 ゐ、φ、

｛▽ ・
’

（φ）回 ・ ▽ ・
・▽ ・ （φ）＋ △・ （φ）・｝・・

とか ける．そ こ で ， 命題 4．3 の 結果 と比較すれ ば ，

（4・7）　 　 Vu ’

（φ）回 ＝ ▽u
＊

（φ）回 ＋ ▽ げ ▽ u （φ）＋ △u （φ）P

が成 り立 つ こ とになる．

　被積分関数が u と ▽u の 関数 で 与えられ る場 合に は ， 命題 4．8 に 微分の連鎖律を適用

して ， 次の 結果 を得 る．

命題 4．9 （領域積分 の 形 状偏微分）φ ∈ の と u ∈ 01 （1）；π
2
（Rd；IR））に対 して

，
　h ∈

01 （Cl （T）；H2 （Rd ；R））× Ol （Z）；Hl （IRd；IRd））；Hl （Rd；R））が与 え られ た とき，任意

の 甲 ∈ X に対 して ，

　　　f（di・ ・ ，
・ （th・ ・），

Uz （φ・ ・））一 蓋、φ譜 （φ・ ・），
・

・
　（ip・ ・））・・

とお く． こ の とき ， ノの 形状微分は

　　　　　f
「

（伽 （φ），
▽ ・ （φ））［・］− f。 （φ，

｛h・ ・（u （φ），
▽u （φ））［・

＊

（φ）［・］】

　　　　　　　十 h▽ u （u （φ），
▽ u （φ））［▽ u

＊

（φ）［9ρ1］｝dx

　　　　　　　・fa　　　　　　　　　　　　h （u （φ），
▽u （φ））v ・

ψ｝dx
　　 　　　　　　 　 Ω （φ）

となる．

　汎 関数が境界積分で 与え られた場合は ， 命SC　4．5 に （2，3）を代入 して ，次の 公式 を得 る．

命題 4．10 （導関数な し境界積分の 形状偏微分 ）φ∈ の と u ∈ 01 （1）；H2 （］Rd；R））が 与

え られた とき，任意の ep∈ H2 （Rd ；Rd）に対 して ，

　　　　　　　　　　f（φ馴 φ砌 ）− fr、φ． ．、

・ （… ）・c
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とお く． こ の とき ， f の 形状微分は

（4・・）− f’

（卿 ））［嘱 φ，

（・
＊

（φ）［・］・ ▽ ・ （φ）
・
・ ＋ ・ （φ）（▽ … ）・）・d・

となる． こ こ で ，（▽ ・g ）r は （3．6）に従 う． さらに，r （φ）が 区分的に 02 級ならば，任

意の 望 ∈ X に対 して ，

　　　　　f
’

（di・ ・ （ip））［吋 、φ，
｛・

’

（φ）［・・］・＋・（・… （di）＋・… （ip））… ｝・・

（4・・） 　 ・f。，、φ、。θ 、φ、

・ （φ）・ ・…

が成 り立 っ ．

　また，境界積分の 被積分関数が ∂uu の場合には，次の 結果 を得 る．

命題 4．11 （導 関 数 あ り境界 積分 の 形状 偏微 分）φ ∈ 1） と u ∈ 01 （1）；H3 （Rd ；R））が 与

え られた とき ， 任意の p ∈ H2 （Rdl　Rd）に対 して ，

　　　　　　　　f（φ・ ゆ （ip・＋ ・））− fT、φ．、，，

∂
・

・ （φ・ ・）・ζ

とお く． この とき，f の形状微分は

　　　f
’

（di，… u （φ））吋 ，φ，
（…

＊

（φ）［・］・ 綱 ・ … （φ）（▽ ・舳

とな る ．ただ し ，

（4… ） 姻 一
一L蕊 ，

｛・ ・（▽ の ）｝Ti］iV ・ （φ）・ ψ仙 （φ）

とお い た．また ， （▽ ・g ）T は （3．6）に従 う． さらに ，
r （φ）が 区分的に 02 級 ならば

，

　　　　ノ
’

（φ，
∂

。
u （φ））［P］− fr、φ、

｛o・
u

’

（ip）・［・］＋ 卿 妍 ・a
・
u （φ）u ・P

　　　　　　　
− ▽

・ （… （φ））・
… ｝・・ ＋f。， 、φ、．e ，φ、

・
・
u （φ）… P ・・

が成 り立 っ ．

　証 明　（4．7）か ら

（… ） …
t

（φ）［・］一 ∂vu
＊

（φ）［・・］・｛（▽の
T

・｝・▽ ・ （φ）・ △u （φ）v ・
・

を得る． こ の 関係 を命題 4．6 の 結果に代入 して本命題 の 結果 を得る．　　　　　　　 ロ
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　そ こ で
， 境界積分の 被積分関数が u と ∂uu の 関数で 与え られ る場合には ， 命題 4．10 と

命題 4．11 に微分の 連鎖律を適用 して ， 次の 結果を得る．

命題 4．12 （境界積分の 形状偏微分）φ ∈ 1） と u ∈ 01 （D ；Hl （Rd ；R））に対 して ，　h ∈

01 （01 （の ；H3 （Rd ；R））xO1 （Z）；H2 （］Rd；R））；H2 （R ；R））が 与 え られ た とき ， 任意 の

lp∈ H2 （IRd；Rd）に対 して ，

！（φ惻 φ・ ・）姻 φ廟 一fp、φ．． 、

h （・ （φ・ 牌 （φ・ ・））・ζ

とお く．こ の とき ， ノの 形状微分は

f’

（伽 （φ），
・

・
u （φ））［・］　一 　fr、φ、

［砲 φ）鋼 φ））【u
＊

（φ）［・P］・ ▽ ・ （φ）・
・］

　　＋・h・．u （・ （φ），
a・ ・ （φ））［∂v ・

’

（di）・［9］＋ di（鯛 ］
　　纏 （φ）， … （φ））（▽ … ）．］・o・

となる． こ こ で ， W 　（g ，
u ）と （▽ ・p ）r はそれぞれ （4．10）と （3．6）に従 う． さらに，　r （φ）

が 区分的に 02 級な らば ，

f’

（ip，u （φ），伽 （φ））［・・］− fF、φ、
｛刷 φ）， 伽 （φ））［・

＊

（φ）［・・］］

　　＋・h・． u （u （φ），
∂u ・・（di））［o・

u
’

（φ胴 副 鯛 ］
　　・ （・綱 φ）・鋼 φ））… （u （φ）嗣 φ）））岬 ｝・・

・f。　　　　　　　　　ん（u （φ），
∂vu （φ））1

− ・
孵 dg

　 　 　 　 r（φ）ue （φ）

が成 り立 っ ．

5． 関数の 変動則

　6 章にお い て 主問題 （偏微分方程式の 境界値問題）を定義する．そ の 際 ， 変動す る領域

に対 して ， 既知 関数 が どの よ うに 振 る舞 うの かを決 めて お く必 要が ある． こ こ で は ，
4 章

まで の 結果 を用 い て ， 典型的な変動則を定義す る．こ の 章で も ， ある φ∈ D を固定して ，

任意 の 領域変動 p ∈ X を考える こ とにする．

　まず ， 関数値 が領域上 の 点 の移動 と共 に移動す る場合を考え る．その ときの 関数の 変動

則を次の よ うに定義す る．図 6 に関数の 定義域が R の 場合 を示す．
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u 〔φ＋ ve）（z）＝ u （φ）（x）
，’

一『『丶
丶　　　　　、

ノ

　 　 　 ，一一　　 ’　　’　！　ノ
！

ノ

　　’　　’一一’
、、

　　　詔 之 一 諾＋ψ（¢ ）
Ω（φ）

Ω（φ＋9）

R

　 Fig．6．　 Function　fixed　with 　ma 七erial 　u ： R → R

u 　　　　　　 u （φ十 P）（z）＝u （φ）（z）

　　　　鎚 一 コ・＋ψ（z）
Ω（φ）

Ω（φ＋ 

R

　　　　　　　　　　　Fig．7．　Function　fixed　in　space 　u ：R → R

定義 5．1 （物質固定）φ ∈ Z） と u ∈ oi　（1）；L2（IRd；R））が 与 え られ た と き，任意の

1ρ ∈ X に対 して ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ut （φ）［q］＝ 0

を満たす とき ， u は物質固定 とよぶ ．

　また ，関数が領域変動 に依存 しない 場合 に は 次の よ うに 定義す る （図 7）．

定義 5．2 （空間固定）φ ∈ の と u ∈ 01 （D ；H1 （Rd ；R））が 与 え られ た と き ， 任意 の

g ∈ X に 対 して
，

　　　　　　　　　　　ut （φ）19］一▽ u （φ）・P ＝ u
＊

（φ）［P］＝ 0

を満たす とき，u は空間固定 とよぶ．

　さらに ， 領域上の 点 の 移動 と共 にそ の 点の 関数値が領域の Jacobi行列式 ω （go）に反比

例 して 変化 する場合を考え る． こ の とき ，
ほ とん どす べ て の x ∈ ］Rd におい て

　　　　　　　　u （φ＋ 9）（x ＋ v （x ））一

ω （望琴1薯≧歪ぢ（x ））

（5．1）　　　　　　　　　諞 u （φ）（x ）（1
一

ω
’

（90 ）［響］（x ）十 〇 （11｛ρ（x ）11R■ ））

が成 り立 っ （図 8）．そ こで ，命題 3．1 を用 い て ，
こ の ときの 変動則 を次の よ うに定義す る．
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Fig．8．　 Function　varying 　with 　domain　measure 　u ：R → R

定義 5．3 （領域測度共変）φ∈ Z） と u ∈ 01 （D ；L2　（Rd ；R））が与え られ た とき，任意の

望 ∈ X に対 して ，

（5。2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ut （φ）［g］十 u （φ）▽ ・
￥コ ＝ 0

を満たす とき ， u を領域測度共変とよぶ ．

　命題 4．1 に （52 ）を代入 すれ ば ！
’

（φ， 恢φ））［ep］＝ 0 を得 る ．す なわ ち，領域測度共 変

の 関数 とは ， そ の 関数の 領域積分は領域が変動 して も
一

定に なる こ とを意味 して い る．

　また ， 境界上 の 点 の 移 動 と共 にその 点 の 関数値が 境 界の Jacobi行列 式 w （p）に 反比 例

した値を とる場合には ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 u （φ）（m ）
　　　　　　　　u （φ＋ P）（m 十 P （x ））＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 w （9）＠ 十 9　（x ））

（5．3）　　　　　　　　　　　＝ u （φ）（x ）（1
− aブ

’

（eρo）［9］（x ）十 〇 （11P（x ）lRd））

が成 り立 つ ，そ こで ， 命題 3．4 を用 い て ，
こ の ときの 変動則を次の よ うに定義する．

定義 5．4 （境界測度共変）φ∈ 1） と u ∈ C1 （1）；H1 （IRd；R））が与 え られ た とき ， 任意の

1ρ∈ X に対 して
，

ほ とん どすべ て の ＝ ∈ ∂Ω（φ）に おい て

（5．4）　　　　　　　　　　　　　　　　　ut （φ）［p］十 u （φ）（▽
・p ）ア

＝ 0

を満たす とき， u を境界測度共変 とよぶ．ただ し ， （▽
・g ）．

は （3．6）に従 う．

　命題 4．5 に （5．4）を代入すれ ば f’

（φ，
u （φ））［剣 ＝ 0 を得 る． こ の 場合 は，　 u の境界積

分が変化 しない こ とを意味す る．

　図 9 に ， 境界力 p ： ∂Ω0 → Rd が一
定値 PO で 分布す る場合に ，代表的 な変動則 に従 っ

て 領域変動 と共 に変動す る様子 を示 してい る．こ こ で，静水圧 の 場合 は，図 9 （c）の よ う

に ，法線 u が物質固定 で圧 力 p が空 間固定で ある と仮定 して い る．

　境界積分の 被積分関数が静水 圧 の とき，次の よ うな公式 を得る．
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＼

∂Ω（φ）
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　　（a）FiXed　with 　space

　 　 and 　fixed　with 　material

　　　　　　　　　 Fig．9．

命題 5ユ （静水圧境界積分の 形状微分）p ∈ H2 （Rd ；IR）を空間 固 定の ある 関数 とす る．

φ∈ Z）が 与え られた とき ， 任意の g ∈ H2 （Rdi　Rd）に対 して ，

　　　　　P ＝ P ・／w （φ）　　　　　 P ＝ pu （φ）

　 　 　 　 　 　 　 、　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　 ∂Ω（φ）　　　　　　　　　　　

’
∂Ω（φ）

　　　　　　　 Po　　　　　　　　　　　　 PO＝ PUO

　　　　　　　　 ∂Ωo　　　　　　　　　　 ∂Ωo

（b）Varying 　with 　boundary　　（c）Hydrostatic　pressure
measure

Variation　of　uniform 　boundary 　fbrce　po

　　　　　　　　　　　f（φ翻 イ、i，，。 、
・・ （… ）・c

とお く．こ の とき，f の 形状微分は

　　　　　f
’

　（ip，・）　［・］　一　fr，φ，
｛（▽ P ’

・）・
一

・▽ ・・
T

・ ＋ ・（▽ … ）v ｝・・

となる．

　証明　ノの積分領域 r
’
（φ＋ g ）を r （φ）に変換すれ ば ，

　　　　f（φ・ ・，・）− fr、φ，

P（・ ＋ ・（・ ））・ （φ・ ・）（・ ＋ ・（・））・・颱 ）・・

が成 り立 つ 　ノの 形状微分の 定義 より，

f’

　（ip・・）　［・］　一 　f，、φ，

｛（P
’

（φ）［・］・ ＋ P・
’

・（ip）［・］圃 ・ P・ wt （・・）・［・］｝・・

を得 る．こ こで ， p は空 間固定 （定義 5．2）を仮定 して い る こ とか ら ，　 p
’

（φ）［p］＝ ▽ p 望

が成 り立 ち，命題 3．4 と命題 3，5 を用い れば結果を得る．　　　　　　　　　　　　 □

　命題 5．1 よ り ， 静水圧 を含む境界積分 を考える場合には ，g は H2 （IRd；Rd）の 要素で

ある こ とを仮定 しなければな らない 点に 注意す る必 要が ある．

6． 主問題

　関数や汎関数 に対する形 状微分の 定義と公 式 が得 られ たの で ， それ らを使 っ て主問題 と

なる偏微分方程式 の 境界値 問題 を定義す る．本論文で は簡単の ため に Poisson問題 を考

え る こ とにす る．
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　初期領域 Ωo の とき の既知 関数を bo ：Rd → R
，
　PNO ；IRd→ R

，
　UDO ： Rd → R とか

くこ とにす る．それ に対 して
，

Ω（φ）の拡 張領域 IRd上 の 既知関数を b（φ）：Rd → R
，

PN （φ）：Rd → R
，
　UD （φ）：Rd −→ R とか くこ とにする，こ れ らは ， ある指定 された変動

則 に よ り
一

意に定ま る と仮定す る．こ の とき，主問題 を次の よ うに定義す る．

問題 6．1 （Poisson 問題）φ∈ つ に対 して b（φ）， PN （φ），
　UD （φ）が与え られ た とき，

　　　　　　　　　　　　
一△u （φ）＝ う（φ）　in Ω（φ），

　　　　　　　　　　　　∂vu （φ）＝ PN （φ）　on 　rp（φ），

　　　　　　　　　　　　∂。
u （φ）＝ 0 ・n 　rN （φ）＼rp （φ），

　　　　　　　　　　　　U （φ）＝ UD （φ） ・n 　rD （φ）

を満たす u （φ）：Ω （φ）→ R を求め よ，

　問題 6．1 に お い て ，b（φ），PN （φ），
　UD （φ）が適切に 与 え られ て い れ ば ， 問題 6．1 に対 す

る弱形式の 解 頭φ）は Hl （Ω （φ）；R ）に入 る．こ こで ，　 Caユder6n の 拡張定理 （命題 2．1）

を用 いれ ば ， u （iP）：Rd → R とみ なす こ とが で きる．そ こで ， 主問題 の 解 u （φ）に対 し

て ， u （φ）
− UD （φ）を 商（φ）とか くこ とにす る． こ の とき ， φ∈ 1）に対 して ，行（φ）が入

る Hilbert空間 （最適設計問題の 状態空間）を

（6．1）　 　 　 σ （φ）＝ ｛u ∈ H ’

（RdiR）1・ ＝ 0 ・nr ・ （φ）｝

とお く．こ の U （φ）は ，
主問題 に対す る Lagrange 関数の u （φ）の 変動に 対す る Fr6chet

偏微分を定義す る際に用 い られ る．

　 さらに，後 に示す境界変動型の 形状最適化問題に 対す る解法まで を考えた ときに ， 主問

題 の 解に対 して要 求 され る条件 を満たす a （φ）＝ u （φ）
− UD （φ）の 許容集合 を，　 q ＞ d に

対 して ，

（62） S （φ）一 ｛u ∈ σ（φ）∩ W ’129

（Rd ；R）1u∈ W2 ・
29
（Rd ＼V （φ）IR ）｝

とお く．た だ し
， V （φ）は ，Ω （φ）が 2 次元領域の とき ∂Ω （φ）の 角点の 近傍で かつ a （iP）

が VV2・
2q

級 に入 らな い 特 異 点近 傍 ，
Ω （φ）が 3 次 元 領域 の とき頂 点 と辺 の 近傍 で か つ

a （iP）が W2 ・
2q

級 に入 らな い 特異 点近傍 とす る．商（φ）∈ 8 （φ）の た め には ，
Ω （φ）が 2

次元 領域 の ときに は ， 角点 の 開き角 は 2π 未満 ， 混合境界条件の 境 界 ∂rD （φ）の 開き角

は π 未満 を満たす必 要が ある ［7］．既知関数 に関し て は，  （φ）が 8 （φ）に入 るた めに ，

（6．3）　　b（φ）∈ L2q（RdiR），　PN （φ）∈ W2 ，2q
（Rd ；R），　UD （φ）∈ W2 ・29

（Rd；R）

を仮定す る．

　これ以降 b（φ）や u　（di）お よび σ （φ）や 5 （φ）な どを b や u お よび σ や 8 な どの

よ うにか くこ とにす る．
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　問題 6．1 は
， 後 に示す境界変動型の 形状最適化問題 （問題 7．1）におい て等式制約 と し

て扱われ る．後の 議論で は ， 等式制約 は Lagrange 関数の 停留条件にお きか え られ る．こ

こ で はその た め の 準備 として ， 問題 6，1 の Lagrange関数を

（6，4）

YM （ip，　u ，
v）一 ん、φ，

（一▽ ・
・w 枷 ）・・

・ん，φ鯉
・・＋frD、φ、

｛（・ 一
・D ）伽 ・ 鋼 ・・

と定義 して お く，こ こで
，

v は Lagrange 乗数 と して 導入 された σ の 要素 とす る．こ の

とき，（6．4）右辺 の rD （φ）上積分 にお い て ∂uv は定義 され ない ， しか し
，

商 ∈ 5 の とき

に u −
　UD ＝ 0 が成 り立 つ こ とに よ り u − UD を含む 項は 0 にな る とみ なす ．　 u が 問題

6．1 の解 の とき，任意の v ∈ U に対 して ，

YM （φ，
tん

，
　v）＝ 0

が成 り立 つ ．こ の 式 は問題 6．1 の 弱形 式 と同値で あ る t

　なお ，
4 章の 表記 法 に従えば，YM （φ，

　u
，
v ）は YM （φ，

u
，
▽ u

，
∂vu ，

v
，
▽ v

，
∂。

v ）とか く

べ きで あ る． しか し， これ以降は YM （iplu，v）の よ うに か くこ とにす る．

7． 形 状最適化問題

　6 章におい て
， 設計変数 φ∈ の が与え られ た ときに状態変数 商 ＝ u − UD ∈ 8 が主 問

題の 解 と して 決定 される こ とをみて きた ，それ らの 変数 を用 い て 形 状最適化問題 を定義

す る．

　本 論 文で は ， 評価関数 を i∈ ｛0，
1

，

…
，
m ｝に対 して

（7．1）

鯛 一f。 、φ、
Ci（岬 ・画 ん，φ、

η綱 ・・

− fr　　　　　　 VDt （φ）∂uu 　d・γ十 Ci

　 　 　 　 D （φ）

とお く．こ こで ，

（7，2）

〈；i ∈ 01 （D ・ S ・ 9；　L
’

（Rd ；R））， ζ・u ∈ 0 °

（D ・ 8 ・ 9；L2q （Rd ；R）），

ζi▽ 。 ∈ C °

（［1） ・ S ・ 9；W1 ・2q
（Rd；Rd）），

η・i ∈ 01 （D ・ 8 ；VV2・
29
（Rd；R）），

VDi （φ）∈ W2 ，
2q
（Rd；R ）

で あ る と仮定す る．た だ し，

9 − ｛▽ u ∈ L2q 偲 R）la∈ s｝
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とす る．また ， m ＋ 1 個 の 評価 関数 の 内 ， ん を 目的 関数，　 f1， …
， fm を制 約 関数 と

よぶ ．Cl
，

…
，

（bU は 定数 で ，す べ て の i ∈ ｛1，

…
，
m ｝に対 して fi≦ 0 を満 たす ある

（φ，
a）∈ Dx5 が存在する （Slater制約想定を満たす）よ うに定め られて い る とする．

　これ らの 評価関数 を用い て ，境界変動型の 形状最適化 問題 を次の よ うに定義する．

問題 7．1 （境界変動型の 形 状最適化問題）D と 8 をそれ ぞれ （2．1）と （6．2）の よ うに定義

す る．fo， …
， fm を （7．1）で 定義す る．こ の とき，

min ｛fo（φ，
u ）1！1 （φ，

　u ）≦ 0
，

・・
，fm（φ，

　u ）≦ 0
，

撹 ∈ 8
， 問題 6．1｝

φ∈D

を満たす Ω （φ）を求 め よ．

　今後 ， 境界 変動型 の 形 状最適化 問題 （問題 7．1）に対 して 評価 関数 の Fr6chet微分や

KKT （Karush
−Kuhn −Tucker）条件につ い て みて い くこ とにする．その 際 ，

い くつ か の 定

義 に基づ く Lagrange 関数が使 われ る．こ こ で は ， 混乱 をきた さない よ うに ， それ らの 関

係 をま とめて お く，境界変動型 の 形状最適化問題 （問題 7．1）に対 する Lagrange 関数を

（7・3） y （ip， ・
，　v・ ，

v ・，

…
，
Vm ）＝ ＝ ・Y ・（φ，

・
，　v ・）＋ Σ 賜 （φ，咽

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ ｛1，

…
，
m ｝

とか く．た だ し ， λ ＝ ｛λ1，

…
，
λm ｝

T
∈ Rm は fi（iP，　u）≦ 0

，

…
，fm（φ，

　u）≦ 0 に 対す

る Lagrange 乗数で ある ．さらに，ある i ∈ ｛1，

…
，
m ｝の 評価 関ta　fiが u の 汎 関数 で

あ る場合には ， 主問題 （問題 6．1）が等式制約にな る こ とか ら，

（7，4） yi （φ，
u

，
Vi）＝ f、 （φ，

　u）十 YM （φ，
u

，
　Vi ）

を fi　（iP，　u ）の Lagrange 関数 とい う．こ こ で ，　YM は （6．4）で 定義 され た 主 問題 の

1、agrange 関数で あ る ．ま た ，
　 Vi は f‘

の ため に 用意 した主問題に対す る Lagrange 乗数

で ，銑 ＝ v广 VDi が σ の 要素で ある と仮定する． さらに ， 後に示 す境界変動型の 形状最

適化問題 に対する解法ま で を考 えた とき に ， 島 は 5 の 要素で あ る こ とが 必要 とな る．u

と同様 ， 鸛 の 変動 勿1を考え る ときに は ul ∈ U を仮定する．

8． 評価関数の 形状微分

　本論 文 で は ， 境界変動型 の 形状最適化問題 （問題 7．1）を勾配法 で 解 くこ とを考 え る。

そ の た め に は ， 評価 関数 の 形状微 分が 必 要 とな る．こ こ で は ， 評 価関数 f‘ の 形 状微 分

を求 め る方法 に っ い て考 え る，は じ め に，随伴変数法 に関す る基 本的な結果を得て か ら ，

Lagrange乗数法 につ い てみ てい くこ とにす る．その 後で ，（7．1）の fiに対す る具体的な

結果 を示す．なお，随伴変数 とは主問題に対す る Lagrange 乗 ta　Vi の こ とで ある．

27一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Soolety 　for 　工ndustrlal 　and 　 Applled 　 Mathematlos

110 日本応 用数理 学会論文誌　Vol，24，　No．2，2014

8．1　随伴変数法

　まず，随伴変数法 の 根拠 を示す．主 問題 （問題 6．1）を抽象化 し，そ の 強形式 を

（8．1）　　　　　　　　　　　　　　　　　h （φ，
｛i）＝ b（φ）

− 7
−
（φ）｛i＝Ou’

とか くこ とにする ，こ こ で ，7 （φ）： σ → σ
’

は Rieszの 表現定理 に よ っ て 与 え られ る同

型写像を表 し，b（φ）∈ U ’

は問va　6．1 の b（φ）
− T （φ）UD と PN （φ）を抽象化 した既知項

を表すこ とにす る． こ の とき，ある i∈ ｛1，

・

考 え るこ とにす る．

・・
，
m ｝の 評価関数 f‘ に対 して ， 次 の 問題 を

問題 8．1 （等式制約付 き抽象的最適設計問題）（φ，
｛i）∈ 1）x5 に対 して ，

　fi： 1）× 8 → R
が与 え られ た とき，

　　　　　　　　　　　〔φ，讓ら。 s
｛fi（ip，　u ）Ih（φ，

説）＝ Ou ’｝

を満 たす （φ，
｛Z）を求め よ．

　本節で は ， fiと h の 形状微分 を

（8・2） π（伽 ）［ゆ ・］− fio（φ，
u）回 ＋ 瀛 φ，

　u ）圏 一 〈9f、，q＞＋ 瀛 φμ ）圏 ，

（8・3）　 h’

（φ，
商）［go，　Oi］＝ ん

φ（φ，
征）回 ＋ hfi（φ，

商）圏 ＝ 〈9ん ，  
一

τ （φ）鶏

とか くこ とに する． こ こ で ， fiiP（φ，
　u ）［go］などの Fr6chet偏微分の 具体的な表示 は 8．3

節 と 8．4 節の 中で示 され る， こ の 表示を用い て ，
こ の 問題 8．1 に対 して 次の 結果 を得 る．

定理 8．1 （Lagrange 関数を用い た極小点 1 次の必要 条件 ）問題 8．1 の fiと h をそれ

ぞれ 01 （の × 8；R）お よび 01 （D × 8 ；ぴ ）の 要素 とす る ．fiと h の 形 状微分 を そ

れ ぞれ （82）と （8．3）とお く．こ の とき ， （φ， 旬 が 問題 8．1 の 極小 点な らば ， 任意 の

＠ 7輸 ∈ XxU に対 して

（8・4）　　　　　　　　　〈9∫z
十 〈9h ，

dii＞， 9 ＞十 〈fiu（φ，
　u ）

− T （φ）毎，
Oi＞＝ 0

，

（… ）　 〈5（φ）
一

・ （φ）a ，
・・i＞一 ・

を満たす 銑 ∈ U が存在する．

　証明　f‘ ∈ 01 （1）× 5 ；R）と h ∈ 01 （1）x8 ；び ）の 仮定，お よび h（φ，
　a）・ ・　Ou’を満

たす解 u が
一

意 に決 ま る こ とか ら，
h ： 1） × 5 → U ，

は ， あ る （di，　a）∈ D × 8 の 近傍

Bx × Bu ∈ X × U に お い て
， 陰関数定理 の 仮定

1．h（φ，
a）＝ Ou’

，
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　 2．h ∈ oo （Bx 　xBu ；1フ「
’

）7

　 3．任 意 の y ＝ （go，
i）i）∈ Bx × Bu に 対 し て h （φ，

・
）∈ び （Bu ；ぴ ）で ， か つ

　　　ha（ip，　a）＝ 7 ：U → ぴ は （φ，
　a）で連続

，

　 4．（ha（φ，
｛Z））

− 1
＝ 7

− 1
： び → U は有界線形

を満 たす ．そ こ で ， 陰関数定理 よ り ， ある近傍 σ）（ xUu ⊂ Bx × Bu と連続 な写 像

v ：Ux → Uu が存在 して ，
　 h （φ，匂 ＝ 0σ

’ は

　　　　　　　　　　　　　　　　　a ＝ v （φ）

とか ける． した が っ て ， y （φ）＝ （φ，
v （φ））∈ 01 （Z）；X × U ）を定義す るこ とが で きる．

　そ こで ，五（φ）＝ fi（φ，
　v （φ））＝ fi（y （φ））とか くこ とにする．　fz∈ 01 （1）× 5；R ）を

仮定 したの で ， φが極小点の とき，任意の p ∈ X に対 して ，

（8．6）　　　　　　　　　　　　鳶（φ）［9］ニ y
／T

（φ）09 （φ，
v （φ））［9］＝ 0

が成 り立 っ ．た だ し，

　　　　f’（φ，
t丿（φ））＝ 9 （φ，

　u （φ））∈ £ （X ；X
’

× ぴ ）＝ £ （X ；L （X × σ；R ）），

　　　 y
’

（φ）∈ L （x ；Xx の ，

　　　 y
’T
（φ）∈ L （X

’

× σ
’

；X
’

）

で あ る．なお ，L （X ；の は 有界線形作用 素 X → σ を表す ．ま た ，
。 は合成作用素 を表

す ．以下で ， （8．6）の 関係 をか きか える．

　まず，（ip，　a）の許容集合を

　　　　　　　　　　 θ ＝ ｛（φ，
行）∈ てZ）× 81 ん（φ，

髱）ニ 0σ
’ ｝

とか くこ とにす る．ある （φ，
a）∈ S を固定して ，　 y にお ける許容方向集合 （接面）を

　　　 Ts （φ，
商）＝ ｛（P ，

　fii）∈ Xx σ lh’（φ，
 ）［ψ ，

　Ui］． ・　Ou ｝＝ Ker　h’

（φ，
  ）

とか く．こ こ で ，Ker 　h’

（φ，
　a）は，　 h’

（iP，a）∈ L （X × U ；　U）の零空 間 （核空間）を表 す ．

それ に対 して ，Ts （φ，
a）の 双対集合 （双対面）を

　　　T9 （φ，
｛の＝ ｛（ψ，

w ）∈ x ’
× u ’1

　　　　　〈（g ，
fii）， （ψ，

w ）〉＝ Ofor　all （ep，　Oi）∈ Ts （φ，
a）｝＝ （Ker　h’

（φ，
｛ヱ））

⊥

とか く．こ こ で ， （・）
⊥

は直交補空問を表す．

　ま た，Ts （iP，　a）お よび T9 （φ，　a）と y
’

（φ）の 関係 は ， 次の よ うに得 られ る．　 h （di，　a）＝

Ou ’ の 両辺 を任意 の p ∈ X に対す る Fr6chet微分を とる と ，

　　　　　　　　　　　　　 ん
’

（φ，
a）。 y

’

（φ）回 ＝ oσ
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と な る 。こ の 関係 は y
’

（φ）の 値 空 間 （像空 間）Im　y
’

（φ）が h’

（ip，　a）の 零 空 間

Ker　h’

（φ，
a）にな っ て い る こ とを表 して い る．すなわち ，

（8・7）　 　 　 　 　 　 Ts （φ，
　a）＝ lm　y

’

（φ）

が成 り立 っ ．

　以上 の 関係を用 い て ， （8．6）をか きか える．φ が極小点の とき，g （φ，
v （φ））は任意の

＠識 ）∈ Ts （di，　a）に 対 して 直交 して い なけれ ばな らない の で ，

（8・8）　　　　　　　　　　　　9 （φ，
v （φ））∈ T9 （φ，

行）

となる．こ こ で ， （8．7）と零空 間と像空 間の 直交補空間に 関す る定理 よ り，

　　　　　　T9 （φ，
髱）＝ （Ts （φ，

　a））
⊥

＝ （Ker　h’

（φ，
　a））

⊥
＝ Im 　h’T

（φ，
色）

が成 り立 っ ．こ こで ， h’T
（φ，旬 ∈ L （U

’

；X
’

× ぴ ）で ある． したが っ て，（8，8）は

　　（fio（φ，　u ），
∫Au　（ip，u ））∈ ｛（くんφ （φ両 鋤 ，伽 （φ，

  ）謝 ）∈ x 侠 σ
’

厩 ∈ の

とか け る．こ の 関係 は （8．4）と同値 で ある．また，（8．5）は u が （8．1）の 解な らば成 り立

つ ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　定理 8．1 に基 づ い て ， 随伴変数法 を次の よ うに 定義す る．鑑 ＝ Vi − VDi ∈ σ を f‘ に

対する 随伴変数 とよび ，（8．4）の 左 辺第 2 項が 0 にな るよ うに 決定する ．すなわ ち ， 次の

問題 の 解とする．

問題 8．2 （fiに 対する随伴問題）φ∈ 1） とそ の ときの （8．1）の Pt　a ∈ 8 と fiu（φ，
　u）∈

U ，

が与え られた とき ，

（8．9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ『iu （φ，
u ）

− T （φ）｛  ＝ 0σ ’

を満たす 関数 娩 ∈ U を求め よ．ただ し， T （φ）は （8．1）と同
一

で あ る．

　問題 8．2 の 解 砺 を用い れ ば ， （8．4）は

（8．10）　　　　　　　　　　　　　　　〈9fi十 〈gん，
｛ii＞，〜ρ〉＝ 〈g乞，〜ク〉＝ 0

とか くこ とが で きる．そ こ で ， 9i は 9fi＋ 〈9h ，
Ui＞に よ っ て 計算で きる こ とに な る．

　この ときの 9i は ，　 ep∈ X に よ り領域が変動 して も，　 a は抽象化 され た主問題 （＆ 1）の

解 で あ りつ づ けた ときの fiの p ∈ X に対す る Fr6chet微分に なる．そ こで ， 定理 8．1

の 証明 の 中で定義 した v （φ）を用 い れ ば ， fi（φ）＝ ・　fi（φ，
u （φ））に対 して ，

（8．11）　　　　　　　　　　　 鰐（φ）回 ＝ 〈9i，
　ep＞

とか ける こ とに な る ．

一30一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Soolety 　for 　工ndustrlal 　and 　 Applled 　 Mathematlos

形状最適化問題の 正則化解法 113

8．2　Lagrange乗数法

　（8．11）の gi の 評価式 は
， 次に示す Lagrange乗数法に よ っ て も同

一
の 結果を得る．8．3

節 と 8．4 節で は ， 手続きが明快で ある との 理 由で ，
こ の 方法を用い る こ とにする．

　問題 8．1 の Lagrange関数を

（8．12）　　 璃 （iP，　u ，
　Vi）＝ fi（φ，

　u ）十 くh（φ，
a），

Di＞＝ f‘（di，　u ）十 YM （（p，
　u

，
　Vi ）

とお く，ただ し
，
YM （φ，

u
，
　Vi ）は （6．4）で 定義 した主 問題 （問題 6．1）の Lagrange 関数

で ある ．Vi は f‘ の た め に用意 した主 問題に 対す る Lagrange 乗数で，定理 8．1 と同様，

Ut ＝ Vi − VDi は U の 要素で あると仮定す る． さらに ， 境界変動型 の 形状最適化問題 （問

題 7．1）の 解法 ま で を考 えた ときには ， ditは 5 の 要素 で ある こ とが必要 とされ る．

　こ こで ， 鶏 （φ，
u

，
Vi）の任意の （p ，

げ
，
ul）∈ X × U × U に対す る Fr6chet微分を

　　　　　 yi’

（ip，u ，
Vi）［9P，ut ，

η1］＝ 名 φ （di，　u ，
　Vi）［9】＋ 名 u （ip，　u ，

　Vi ）［司

　　　　　　　　＋　Yivt（φ，
眦

，
匂の圏

とか く． この とき，問題 8．1 に対 して次の 結果 を得 る． こ こで ，u が主 問題 （問題 6．1）の

解 な らば ， 任意 の 蝿∈ U に 対 して

（8．13）　　　　　　　　　　　　　　Yiv、 （φ，
　u

，
　Vi）［”1］＝ YM （φ，

u
，
　t尹1）＝ 0

が成 り立 っ ．また，任意の u
’

∈ U に対 して

　　　　　　　Yiu　（ip，　u ，
　Vi）［ut］＝ 撮 （φ，の團 ＋ YMu （φ，

u
，
Vi）［u

’

1
（8．14）　　　　　　　　　　＝ ＝ 〈fiu（φ，

u ）
− T （φ）｛  ，

ut＞＝ 0

が成 り立 っ ，（8，14）は，随伴 問題 （問題 8．2）の 弱 形式 と
一

致す る．そ こ で ， 随伴問題 の 弱

解を Utとお けば （8．14）は満た され る．

　
一

方 ， 任意の p ∈ X に対 して ，

（8。15）　　　　　　　　鶉 φ（φ，
u

，
　Vi）［g］＝ 〈9ゐ 十 く9h 、

Oi＞， P ＞＝ 〈9i ， 砂〉

が成 り立 っ ． こ こ で ， 9i は （8．10）と
一
致す る．　 u と Vi も

一
致 した こ とか ら， 随伴変数法

によ っ て得 られ た評価式 と同一
の 結果が得 られ た こ とに なる．

　以下で は ， Lagrange乗数法 を使 っ て ， 境界変動型 の 形状最適化問題 にお け る評価 関数

の形状微分を求める 式 を導 く．そ の 際，4 章で示 した 2 種類の 公 式 に分 けて みて い くこ と

にす る．
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8．3　関数の 形状微分 公 式を用 い た評 価法

　最初に ， 関数の 形状微分公 式 （4ユ 節）を使 っ て 名 の 形状微分を求め，そ の 停留条件 を

使 っ て f‘ の 形状微分 を求めてみ る．

　こ こ で は ， 結果 が よ り簡 潔 に な る とい う理 由で ，b（φ），
　PN （φ）1　UD （φ）， ζi　（iP， ・

，

・
）

お よび OPNi（φ1
・）は 物質 固 定 で あ る と仮定す る．な お ，

　 b（φ）を b とか く とき に は ，

ぐ薮φ，
u

，
▽ u）も くi　（u ，

▽u ）な どとか くこ とに する ．

　この とき，名 （φ，
u （φ），

Vi （φ））の 形状微分は

　　　　　名
’

（φ，
u

，
uの回

（8．16）　　　　　　　＝ 観 φ（φ，
u

，
　Vi）［￥7］十 Yiu（φ，

　u
，
Vi）［u

「

］十 ．S7iv，（φ，
　ul　Vi）【vi］

とか ける．こ こ で ， ♂ と u｛はそれ ぞれ u と Vllの 形状微分 u
’

（φ）［g］と ul （φ）［ψ］を表

す．以下で 各項 に っ い て 考察す る，

　（8．16）の 右辺 第 3 項は
，

（8．17） 璃 ” i （φ，
脇

，
Vi ）［ul ］＝ YMv

、 （ip，u ，
　Vi ）［勿1］＝ YM （φ，

賜
，
　ul ）

となる．（8．17）は主問題 （問題 6．1）の Lagrage関数に な っ て い る．そ こ で ，　 u が主 問題

（問題 6．1）の 弱解な らば
， （8．16）の 右辺 第 3 項は 0 となる．

　また ， （8．16）の 右辺 第 2 項は ，

（8．18）

郷 圃 ［嘱 、φ、
（c… （・ ，

・v ・）［司 塩 （u ，
・v ・）圃 ）・・

・ん、、，

η… （喇 ・・遮、φ，

VDPvUt ・・

　　 ＋ YMu （φ，
　u

，
　Vi）［司

となる．ただ し，

郷 喇 一
一

孟、φ、

▽齲 ・・ ＋乱，，、

｛u
’

・… 　＋・v・…
’

｝・・

で あ る．こ こ で ， Vi が ， 任意 の ut ∈ U に 対 し て
， （8．18）が 0 とな る よ うに 決定 で

きれ ば，（8．16）の 右辺 第 2 項 も 0 とな る．こ の 問題 の 強形 式 は次の よ うに得 られ る．
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ViG 　H2 （Ω （φ）；R）を仮 定す れ ば，

　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　（ζi▽ u （u ，
▽ u ）［▽ u

’

｝
一▽ ut ・▽Vi）　dx

　　　　 　　　　　　　 （φ）

　　　　　　　　　　　　f”　　　　　　　　　　　　　　　 （ζ，▽ u （u ，
▽u ）一▽ v

，）・▽ u
’ dx

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（φ〉

　　　　　　　　　　　　鴻　　　　　　　　　　　　　　　　ut （ζ¢▽ 賜 （u ，
▽ u）一▽v、）・

レ d7
　　　　 　　　　　　　 　　　Ω（φ）

　　　　　　　　　　　　
− f。　　　　　　　　　　　　　　　　 ul ▽ ・（ζ，▽ u （u ， ▽ u）一▽Vi）dx

　　　　 　　　　　　　 　　　　（φ）

とか ける．そ こで ， Vi が 次の 随伴問題の 弱解 で ある ときに （8．16）の 右辺第 2 項 も 0 にな

るこ とになる．

問題 8．3 （fiに対する随伴問題）φ∈ つ に対 して 問題 6．1 の 解 錫 が 与え られたとき ，

　　　　　　
一△ Vi （φ）＝ Ciu（φ，

u
，
▽ tの十 ▽ ・虚▽ u （φ，

　u
，
▽切　in Ω （φ），

　　　　　　∂uVi （φ）＝

ηN 頭 伽 ）＋ くi▽ 。 （伽 ，
▽ u ）・〃 ・n 　r

η乞（φ），

　　　　　　∂vVi （φ）＝ O　on 　rN （φ）＼rηi〈φ），

　　　　　 頭 φ）＝ VDi （φ） Qn 　rD （φ）

を満 たす Vi　（ip）：Ω （φ）→ R を求 め よ．

　さらに ， （8ユ6）の 右辺 第 1項 は ，

（8・19）　　　　　　　陽 φ（φ，
ul　Vi）［P］＝ ＝ fio（φ，

　u）［9P］十 島M φ （φ，
鉱

，
　Vi ）［望］

とな る．こ こ で ， （8．19）の 右辺第 1項は ， 命題 4．4 お よび命題 4，7 よ り，

あ・（鯛 吋 、φ、
（く樋 ）▽ … 　一・9i・ ・ 圃 ［▽ げ▽司）・・

　　・∠　　　　　　　（κηNz （u ）〃
・tp− ▽ 7 ηNz （賜）・9 ↑）dツ

　　　 　　η ，（φ）

・塩、φ、． 。，φ、

榊 ・吋 一

ん，φ、
蝋 姻 ・ 伽 （蹴 ）・・

とな る ．こ こで ， ω （p ，
u）と （▽ ・

p ）τ
はそれぞれ （4．3）と （3，6）に従 う．また ， （8。19）
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の 右辺 第 2 項は

一…M ・ （φ調 吋 、φ、
｛▽ ・ ・（▽畑 ・ ▽ Vi （▽ ・

T
▽ ・）

　　・ （
− w ▽ Vl ＋ b・・）▽ ・

・｝・x

・ んφ、

｛・一
・
・

− V7 （隅 ）… ｝・・ ＋乱、φ、． 。 、φ、

・・ v・T ・
・…

・fr　　　　　　［｛（u
− UD ）w （9・，

v、）＋ v、W （P ，研
　 　 　 　 D （φ）

　　＋ ｛（u −
・ D ）∂。 賜 樋 伽 ｝（▽ ・P ）。］dor

とな る ，こ こ で ，問題 6．1 と問題 8．3 の Dirichlet条件が成 り立 つ こ とを考慮すれ ば，

逐 φ にお け る 1’

D （φ）上の 積分は 0 とな る．また ， rN （φ）上 の 積分は ， 被積分関数が非

零の Pp（φ）と P
ηi

　（iP）上 の 積分 とな る．こ の 積分 を求め るため に
，
　 rp（φ）と r

ηt　（4｝）が

区分的に （フ
2
級 で ある こ と （D の 定義 にお い て 仮定され た）を用い た．

　以上 の 結果 を踏ま えて ， u と Vi は そ れぞれ 問題 6．1 と問題 8．3 の 弱解で ある と仮定す

れば ， （8．11）の 表記 を用い て

　　　　　　君（φ）［9］＝ ffi　ip（φ，
　u

，
　vD ［剣 ＝ ＜9i　，

　9 ＞

　　　　　　　
一

ゐ、、、
（c … ▽ ・・

T
＋ ・・ 1▽ ・

・）唖 、，、． Tni、、、

・・ ・ … 　d7

（・2・） 　 ・f。、rp ，φ，． r
。 、（φ，）。 θ 、φ，

9・N ・
・
・…

とか くこ とがで き る． こ こ で ，

　　　　σ 。 i − ▽ ・ （▽ v 、）
T

＋ ▽ v、（▽ u ）
T 一

ζi▽ 。 （・ ，
▽ u ）（▽ ・）

T

　　　　gm 　＝ ζi（u ，
▽tの　

一▽u ・▽Vi 一
トbVi

　　　　9・i − ・ （P・ ・砌 ・・　（U ））U
一

Σ ｛Ti ・▽ （P ・ 暗 ηM ω）｝Ti

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈｛1ジ
・・

，
d− 1｝

　　　　9∂Ni ＝ （PNVi ＋ ηNi （U ））T

となる ．なお ，本論文 で は A ＝ （αの ∈ Rdxd と B ＝ （暢）∈ Rdxd の ス カ ラー
積

Σ（，，」）、｛、，．，d｝
・ ％ δ≠ A ・B とか く・また ・ （8・20）を導 く際 に ・

・ ∈ Rd
，
・B ∈ Rdxd

お よび C ∈ Rd に対す る恒等式 a ・（Bc ）＝ （acT ）・B を用 い た．

　以上 の 結果 に基づ い て ， （8．20）の 9i に つ い て次の 結果を得 る．

定理 8．2 （fiの形状微 分 9i）（φ，
　u） ∈　1） × 8 に 対 し て ，

　 b（φ），
　 PN （φ），

　 UD （φ），

ζi（φ，
u

，
▽u ）， ηNi （ip，u ）お よ び VDi （φ）は 物質 固定 で ， （6．3）お よ び （7．2）を満 た す

関数 とす る ．u と Vi は そ れ ぞ れ 主 問題 （問題 6．1）と随伴問題 （問題 8．3）の 弱 解で ，
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（62 ）の 5 に入 る とす る．こ の とき ， fiの 形 状微分 は （820）の 9i ∈ X ’

となる ．こ こ

で ・ G ・i ∈ Lq （Ω （φ）；Rd
× d
），

・9・・ ∈ Lq （Ω （φ）；R ）， 蜘 ∈ L °°

（r， （φ）ur 訊 φ）；Rd），

g∂Ni ∈ L °°

（∂（rp （φ）U　r
ηi　（iP））U θ （φ）；Rd）となる．

　証明　f‘
の 形 状微分が （8．20）の 9i となる こ とは上 で み て きた とお りで あ る．9i の 正

則性に関 して は次 の こ とが成 り立 つ ．（］Ri の 第 1項 に対 して ，且δlderの不等式 よ り，

1｛▽ ・ （V ・・）
T

｝・▽ ・
Tll

，、
、。、、，、R）

・r▽ ・ 岡
丁

」、．、、，、、Rd ． 。
亅IV・・Tl：。・

，、、、、，、、。
…

）

≦ ll▽ull
… （・ （φ）、・

・

）」1▽ ・覗 ・・ （・ （φ）副 1▽ gTlr
。

・

（。 （φ）、。
・ 。・

）

　≦　　@1［ U【IW1 ， 29 （ Ω（φ）； R）　ItVi　lト W1＿ 2q （Ω（φ）；R）　　IPI　 H1
（ Ω（φ）；

Rd

が成 り 立っ ． こ こ で ， p ∈H1（Rd；IRd
） ， 　 U ∈Wl ・ 29（Ω（φ）；R ） お よび V

ｸWl ・29（Ω（φ）；IR ） を仮 定 して い るの で ，▽ U （▽
Vi

）T はLq（Ω（φ
）； Rd

×d ）に入る 。　C

i の他 の 項 に ついても 同様 の結 果が 得られ る ． そ こ で， C Ωi
はLq（Ω（φ）

；　 Rdxd
） に

る． 9ni につい て も同様の 結果 が得

れる． 　ま た ，9Ni およ び g ∂Ni の
正
則性 は y ， 　 T および κ の 正 則 性によってき ま る ．

i の第 1 項に対して，H61der の 不

式より， 1 ・P…レ ・眺・（ ・
，
（φ〉．r。、

φ ）、R） ≦ ll・1
，…UllL ・（

・ ，（φ）・・。
、（φ）、R・）11epll

・・（
・， （φ）．P ， a

φ ）、・d） ≦
11 ・ll… （・，（φ）・・。、（φ）、R ）11P・【1 …

（
・，（φ）．・

、（φ ） 、 。） 　　・酬
… （・。（φ）・r。 、 （φ〉 、・）1 國

… （・。（φ）
。
・

、（φ ）、R・） 　
　 ・spl【・・（・。〔φ

）

．

， 、（φ）、R・
）

≦11 ・）・ 113 　19P・llw・，・ ，（。（ φ）、。）1噺・

・，（ 。（ φ）、 。） 　　・亅
・［1…（・。（φ）

・ r。 、（φ ）、R）II ・［…（・，
（
φ）． r 。

、（ φ）、・・
）1

H ・ （・（ φ） 、 R ・ ）
が

成
り立

っ． ここで，7：W1 ・29 （
Ω （φ）；R）

→L29（rp（φ）U 　T η i 　（

）； R ）は トレース 作用 素であ り ， ト レ ース定理［ 22 】 により 7 の 作用素ノ ルム1酬は

界 であ る． ま た， 3 ． 2 節 で定義 したように
，uはL°°（rp

（φ ） Ur η t （φ

）；Rd ）に入り，
κはL°°

rp （ φ） U 　 r ηt ； R ） に 入
る．

そこで ，9Niの第1項 は L °°（rN （φ ） ；Rd ） に入

．9Ni の他の項 も 同 様 の
結果

を得 る．g∂ NiはτがL°
°

（∂rN （ φ） u （ ∋ （φ ）； Rd） に

ること で 同様の 結 果を得る． 　□ 　なお，本 節ではb （φ），PN（ φ
） ，　UD （φ），く

i（φ， 　U ，▽U），ηNi （

，　 U ）お よび VDi （ φ ）は物質 固 定を仮 定した．5 章 で 示した他の 変 動則 を仮定

た 揚合には ，形状 微 分 の 評 価式に追加 の

が現れ

．ここ
で
は， 詳 細 を 省 略 す る． 35 一 N工工一
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8．4　関数 の 形 状偏微分公 式を用い た 評価法

　次に ，4．2 節で 示 した 関数 の形状偏微分公式 を用い て 名 の 形状微分 を求 め ， そ の 結果

を使 っ て fiの 形状微分 を求め てみ る．

　こ こ で は ，
b（φ），

　PN （φ），
UD （φ）， ＜，　（ip， ・

，

・）， ηNi （φ，

・）お よび VDi 　（iP）は 空間固定で

あ る と仮定す る ．また ， b（φ）や ら（φ，
u

，
▽u ）などを b や くi（u ，

▽ u ）など とか くこ とに

する．

　また ， U と Vi は q ＞ d に対 して W2 ・29
（Rd；R）に入 るよ うな条件が満 た されて い る と

仮定す る ．

　こ れ らの 仮定の 下 で ， 命題 4．9 お よび 命題 4．12 を用い れ ば，名 （iP，　u ，
　Vi）の 形状微

分は

　　　　　　　　　 yi’

（φ幽 砂の回 ＝ 名 φ（φ，
u

，
  の回

（8．21）　　　　　　　　　　　　　　
一
ト【≦昜u （φ，

u
，
Vi ）［u

＊

］十 【鶉 ui （φ，
u

，
Vi ）［u 調

の よ うにか くこ とがで きる． こ こ で ， ガ と 璽 はそれぞれ u と Vi の 形状編微分 u
＊

（φ）［g1
と 搾 （φ）［p］を表す ，

　（8．21）の右辺第 3 項は，

（8．22）　　　　　　　．2eiv
、 （φ，

u
，
Vi ）［u

＊

］＝ YMvt （φ，
u

，
Vi ）［”オ］＝ YM （φ，

　u
，
u諺）

とな る．（822）は主 問題 （問題 6．1）の 1、agrage 関数にな っ て い る．そ こ で ，　 u が主問題

の 弱解な らば，（821 ）の 右辺 第 3 項は 0 となる．

　また ， （8．21）の 右辺 第 2 項は ，

　　　　　Y ・u （φ，
u

，
　Vi ）［u

’

］・ ・ f、、、φ，

（〈；・u （u ・
・v ・ ）［・

’

］・ c・Vu （u ，
・v ・）［v ・

’

］）・d・

　　　　　　　・ん、φ、

η… （・）［・
’

］・・＋frD、φ、

ゆ 画

（8．23）　　　　　　　　十 YM
’
u （φ，

u
，
　Vi）［u

＊

］

とな る ．た だ し，

…Mu （ip， u ，
Vi ）［u

＊

］一
一

ゐ、φ、

w ・軸 ＋frD、φ、

｛u
’

・
・
v ・ ・vPuu

’

｝・・

で あ る ．こ こで ， Vi が ， 任意の ガ ∈ U に対 して ， （823）が 0 とな るよ うに決定で きれ

ば，（8．16）の右辺第 2 項 も 0 とな る．こ の 関係 は ， Vi が随伴問題 （問ts　8．3）の 弱解の と

きに成 り立っ ．

　さらに ，（8．21）の 右辺 第 1 項は ，

（8．24）　　　　　　　　−2fTio（φ，
u

，
　Vi）［g】＝ ノ「乞φ（φ，

　u）［p］十YMiP（φ，
u

，
　Vi）［g】
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となる． こ こ で
， （824 ）の 右辺 第 1 項は ， 命題 4．9 お よび 命題 4．12 よ り，

f・・ （岬 一 ゐ。、φ鯉
・）ゆ

・fr　　　　　　 （∂u ηNi （u）十 κηM （u））レ
・
ψd7

　　 　　 ηt （φ）

・far
，、（、，、u 。 、φ、

ηM ω ・ Ψ ・・
−frD，φ、

VDi （叨 ＠ ，
u ）＋ ∂

。
u （▽ ・ ）r ）・・

となる．こ こ で ， th　（PiU ）と （▽ ・ 
．

はそれ ぞれ （4．10）と （3．6）に従 う．

の右辺第 2項は

また ， （8．24）

　　　YM ・ （（P，
　u

，
　vi）［嘱 。，φ、

（一▽ ・
・v … ψ 軸

　　　　　・frp、φ、
｛∂v （PNVi）＋ κ （PNVi）｝・

・卿 鵡嚇 。 、φ，

一 軸

　　　　　・fr　　　　　　　　　［｛（u
− UD ）切 ＠ ，

・∂＋ v・tD（P ，
　u ）｝

　 　 　 　 　 　 　 D （φ）

　　　　　十 ｛（u − UD ）∂uVi 十 Vi ∂vu ｝（▽ ・P）丁］d7

となる． こ こ で ， 問題 6．1 と問題 8．3 の Dirichlet条件が 成 り立 っ こ とを考慮すれ ば，

名 φ
に お ける rD （φ）上 の 積分は 0 となる。

　以上 の 結果 を踏まえて ， u と Vi はそれ ぞれ 問題 6．1 と問題 8．3 の 弱解 で あ る と仮定す

れ ば ， （8．11）の 表 記 を用 い て

　　　　　　　　π（φ）［9］＝ Yi
，P（φ，

　u
，
　Vi ）［屮］＝ 〈9i，9＞

　　　　　　　　　　f。。、、鯉
… ＋ん、φ、． rni、φ、

9・… P ・・

（8・25）　 ・fa、r ． 、i，，． ，
。、（¢ ））u 。、φ、

9・・… P ・・

とか くこ とがで きる． こ こ で ，

　　　　　　　9∂Ω乞
＝ （くi （u ，

▽ 吻 一▽u ・▽Vi ＋ bVi）　u ，

　　　　　　　9Ni＝ ： ｛∂v （PNVi）十 ∂v ηNi （U）十 κ （PNVi 十 ηNi （U ））｝1ノ
，

　　　　　　　9∂Ni　
＝ （PNVi ＋ηN 信（u））τ

となる．

　以上 の 結果 に基 づ けば，（8．25）の 焼 が入 る関数空 間に つ い て 次の 結果 を得 る ．

定理 8．3 （ゐ の 形状微分 9i）（φ，
　u ） ∈　1） x5 　に 対 し て ， b（φ），

　 PN （φ），
　 UD （φ），

くi　（ip，　u ，
▽ u），

　OPNi（di，　u ）お よ び VDi （φ）は 空 間 固 定で ，（6．3）お よ び （72 ）を満 た

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一37一
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す とす る ．u と Vi は そ れ ぞれ 主問題 （問題 6．1）と随伴 問題 （問題 8．3）の 弱解 で ，

q ＞ d に 対 して W2 ，2q
（Rd；R）に入 る とす る ，こ の とき ，

　fiの 形 状微分 は （825）の

g、 ∈ X ’
とな る．こ こで ，g∂Ωi ∈ L °°

（∂Ω （φ）；Rd）， 9Ni∈ L °°

（rp（φ）U　r
ηi　（ip）；Rd），

g∂Nz ∈ L ° °

（∂（rp （φ）U　r
ηi（φ））∪ θ （φ）；Rd）とな る．

　証明　fiの 形状微分が （8，25）の gt とな る こ とは 上 で み て きた とお りで ある．9iの 正

則性に関 して は u と Vi が W212q（IRd；R）に入 るこ とを用 い て ， 定理 8．2 と同様に示す こ

とが で きる ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 □

　以 上 の 結果は，b，　p，　UD ， ζi　（U ，
▽U）， ηNi （U ）お よび VDi は空間固定で ある と仮定 した

下 で得られ た．空 間固定以外 の 変動則が 与 えられ た場合で も ， 5 章に示 した関係を用い る

こ とで形 状微分の評価式 を求 め る こ とが で きる．

　定理 82 と定理 8．3 の 結果か ら，形状最適化問題の 正 則 性に つ い て次の こ とがい える．

注意 8．1 （形状最適化 問題の 不 正 則性）定理 8．2 と定理 8．3 よ り， （2．2）で 定義 され た X

に対 して ， 9i と 翫 は ともに X ノ

に入 る こ とが確認 された ．すなわち，評価関数の 領域変

動に 対す る Fr6chet微分を定義する こ とは で きた こ とになる． しか し ， 9i と 焼 は ともに

設計変数の 許容集合が入 る線形空間 Y ＝ WIP °

（Rd；Rd）に入 る とは 限 らない ，この 結果

は ，

− 9i を g に代入 する勾配 法 で得 られ る φ＋ 曽 は y
「
の 元 となるこ とが 保証 され ない

こ とを意味す る．こ の こ とは ， 1 章 で 説 明 した波打 ち現象 などの 数値不 安定現 象が発 生す

る
一

因 に なっ て い る と考 え られ る．

9． Hl 勾配法

　注意 8．1 で形状最適化 問題の 不正 則 性 が指摘 された ．そ こ で
，

こ こ で は
， 評価関数の 形

状微分を正 則化す る機能 を もつ 設計空 間 X 上 の 勾配法に っ い て 考 える．

　あ る i ∈ ｛0，

…
，
m ｝に対 して ，評価関数 fi（di，u ）を選 び ， あ る φ ∈ 1） にお け る形

状微分 9i ∈ X ノ

が 与 え られた と仮定す る．こ れ 以降は，（8．11）の 表記 を用 い た f‘（φ）
を あ（φ）とか くこ とにす る．fiが 減少す る方向ベ ク トル （領域 変動）を次の 問題 の 解

gc）gi ∈ X に よ っ て 求 め る方法 を，境界変動型 の 形状最適化 問題 に対す る Hl 勾配法 と

よぶ 、

問題 9．1 （形状最適化 問題の 西 に対する Hl 勾配法）X を （22 ）で 定義す る．　 ax ：X ×

X → R を X 上 の 有界 か つ 強圧 的な ある双 ユ次形式 とす る．す なわ ち ， 任意 の ep∈ X

と ψ ∈ X に 対 して ，

αx （P ， P ）≧ α ］lpllk，　llα x （（ρ，ψ）IIR≦ β　llgllx　ilthllx

一38一
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が成 り立 っ よ うなあ る正 定数 α と βが存在する とす る．φ∈ 1） にお い て 9i ∈ X ’

が与

え られた とき ， 任意の ψ∈ X に 対 して

（9，1）　　　　　　　　　　　　 αx （90gi， ψ）＝ 一
く9i， ψ〉

を満たす gOgi∈ X を求め よ．

　問題 9．1 で 使われ る X 上 の 有界か つ 強圧 的な双 1 次形式 αx ： XxX → R の 選 び方

に は任意性が あ る ．以下の 項 で は ，
い くつ か の 具 体例 を示 す こ とにする．

9．1　H1 空間の 内積を用 い た方法

　実 Hilbert空 間 X 上の 内積は強圧性 を もつ ． こ こ で は ， そ の応用を考え る．

　（2．1）と （2．2）にお い て Ωco ＝ のを仮定して もよい こ とにする．　g ∈ X ＝ H1 （IRd；Rd）
に 対 して ， ▽ geT の 対称成分を

　　　　　　　　　E （9）一 （・1ゴ（・））、j
− 1（▽ 9・

T
＋ （▽の

T

）
とお く

＊4
．また，cΩ を L °°

（RdiR）に入るあ る正値関数 とする，こ の とき ，

（92 ） ax （卿 ）一 蓋，φ、
剛

・E （・）・ 蝉 伽

は X 上 の 有界か つ 強圧 的 な双 1次形 式 とな る，こ こ で ， cΩ は被積分関数の 第 1 項 と第 2

項 の 重み を調整する働 きをす る ，cΩ を小 さ くと り，第 1 項を支配 的にす れ ば平滑 化 の機

能が優先され る．ただ し ，
c Ω

＝ 0 とす るこ とは ， 強圧性を失 うこ とに な り，H1 勾配法で

要求 され る条件 を満た さな い こ とにな る．

　さ らに ， 0 ・ ＝ （c乞粥 ）1粥 ∈ Wl ，°°

（Rd ；Rd
× d×d ×d

）を線形弾性問題で 使 われ る剛 性 テ ン

ソル とす る．すなわち ， 任意の 対称テ ン ソ ル A ∈ Rdxd と ．B ∈ Rd × d
に対 して

（9．3）　　　　　A ・（o ：A ）≧ α ［IAI12，　iA・（o ： B ）［≦ β11All　ilBll

が成 り立 っ よ うな正 定数 α と βが存在 し ， か っ 対 称性 o
躯 ‘

＝ c版 ゴをもつ と仮 定す る．

こ れを用い て
， 応力テ ン ソル を

（9．4） s・（・）一 ・ ・E （・・）一 儲 ザ

卿 ））．

とお く．こ の とき ，

（9．5） ax ・（・ ’
・th）＝ ・fn、φ、

（s・（・）
・E ・（ψ）・ ・Ω卿 ）・・

＊4
反対称成分 を 除外 す る こ と は剛 体 回転 運 動 を除外 す る こ とを 意味す る．
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は X 上 の 有界か つ 強圧 的な双 1次形式 となる．（9．5）の ax （p ，ψ）は ， ψ と ψ を変位

とそ の 変分 とみ な した ときの線形弾性問題 にお け るひずみ エ ネル ギー
の 変分を与 える双 1

次形式 となる． こ の とき ， cΩ は Rd 上 に配置 された分布 ばね の ばね定数の 意味を もつ 、

　さらに ， fiの 形状微分が 関数の 形状微分公式 （8．3 節）で 与え られ ， （9．5）の αx ＠ ，ψ）
を用い る とき ， （9．1）の 強形式は次の よ うに求め られ る，u と Vi は W2 ・2q 級であ る と仮

定すれば ， （8．20）の 右辺第 1 項は，

　　　　ゐ、φ、
（G … 　

・▽ ・
T

＋ ・・i▽
・
・）・d・

　　　　　＝ ＝　f。 、φ、
｛▽ ・

・（G ・… ）
一画 ・）

T
・
・P ＋ ▽ ・（鰯 一（▽・嗣 ・・

　　　　　
ttf

。。、φ、
（C 剛 ゆ

一

ゐ、φ、
｛鵬 ）

T
− ▽瞬 …

（・・6） − f。。 ，φ鯉
・ ・瓢 ，φ、

鰰 ・・

の よ うにか きか え られ る． こ こ で ，

∂∂Ω ¢
＝ CSt

， ＋ 9Sti

9。 、・
一 （▽

T
σ 。の

T
− ▽ 9、，Bi

で ある，そ こで ， 強形式 は次の よ うにな る． この 問題 の イ メ
ージ を図 10 （a）に示 す．

問題 9．2 （H1 内積 を用 いた Hl 勾配法 （関数の 形 状微分））φ∈ D に おい て ， （8．20）の

9Ni と g∂Ni お よび （9．6）の 垂9i と g∂Ωi が与え られた とき ，

　　　　　　　
一・vTs （9 ，i）＋ ・・暢 一 一轟 i・ Ω （φ），

　　　　　　　 θ （Pgi）v ＝ − 9Ni − b∂Ω乞　on 　rp （φ）UF ηt（φ），

　　　　　　　 8 （Pgi）　T ＝
−
9∂Ni　on ∂（rp（φ）U　r

ηt（φ））UO （φ），

　　　　　　　 5 （Pgのレ ＝ − 9∂Ω琶 ・n ∂Ω（φ）＼（rp （φ）ur η乞（φ））

を満たす gOgiを求め よ．

　ま た ，評価 関数 fiの 形状微分を関数の 形状偏微分公 式 （8．4 節）で 与え られ た とき ，

（9．5）の α x 　（g ，ψ）を用 い た ときの （9．1）の 強形式 は 次の よ うになる．こ の 問題の イメ
ー

ジ を図 10 （b）に示す．

問題 9．3 （H1 内積 を用 いた Hl 勾配法 （関数の形状偏微分））φ ∈ の に お い て ， （8．25）
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s ∂M

）ur ，i（φ）

（a）gz　by　shape 　derivative　formulae

一9aNi

）Ur ηε（φ）

（b）gi　by　shape 　partial　derivatives　formulae

Fig．10．　 Hl　gradient　method 　using 　inner　product　of 　H1 （RdlRd）

の g∂Ω信， 雪Ni お よび g∂Ni とが与えられた とき ，

　　　　　　　　
一 ▽

Ts
（P 、∂＋ ・Ω暢 一 〇R・ i・ Ω （φ），

　　　　　　　 S （9gi）V ・ 　
− gNi　− goni ・ n 　rp （φ）ur 赦 φ），

　　　　　　　 S （9・9i ）7 − − 9∂Ni ・n ∂（rp （φ）ur ηi （φ））U θ （φ），

　　　　　　　 s （CPgi）　u 　＝ − 909i ・n ∂Ω （φ）＼（rp（φ）ur η
i（φ））

を満たす ｛Pgi を求め よ．

9．2　境界条件を用 い た方法

　また ， 境界条件 を追加 す るこ とで 双 1 次形式 ax ：XxX → R に強圧性 を もたせ る こ

とがで きる．

　最初 に，　Dirichlet境界条件 を用い る こ とを考え る．（2．1）と （2．2）にお い て ，Ωco （⊂ Ωo）
を設 計上の 要請 で 固定す る領域あ るい は境界 を表す こ とに した． こ こ で は ，

ΩCo は領域

あ るい は境界の 測度が あ る正値 をもつ と仮定す る． こ の とき，

（9・・）　 ・・ （・ ・ ψ）一 蓋、φ、＼、．，

　
・
　（・）・E （ψ）・・

は X 上の 有界か っ 強圧 的な双 1次形 式 とな る．なぜ な らば ，
Ωco の 測度が正 で ， Ωco 上

で ｛p　＝ 　ORd の とき ，　 Korn の 不等式の 系 よ り，
Ω （φ）＼Ωco だ けに依存す る正 定数 c が

存在 して ，

　　　　　αX （P ，P ）≧ α 11E（｛P）ト彪2
（Ω（φ）＼nC。；Rdxd ）

≧ CllgOII｝・

（Ω （φ）Xn． 。iRd）
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一9∂Ni

）uP ，、（φ）

（a ）Dirichlet　condition

一9∂Ni

）UT ηi（φ）

（b）Robin　condition

Fig．11．　 HI 　gradient　methods 　using 　boundary　conditions

が成 り立 っ た めで あ る ．た だ し ， α は （9．3）を満た す正 定数で あ る． こ の とき の 強形式 は

次の よ うに な る ．こ こで は ，評価関数 fiの 形状微分 を関数の 形状偏微分公式 （8，4 節）で

与え られ た場合 だけ を示 す．

問題 9．4 （Dirichlet条件を用いた Hl 勾配法 （関数の 形状偏微分 ））φ ∈ の にお い て ，

（8．25）の g∂9i ， 9Niお よび g∂Ni が与 え られ た とき ，

一▽
Ts

（9・，i）
− O麗、　 inΩ （φ）＼Ω。 。 ，

θ ＠ 9ル ニ ー9N厂 9∂Ωi ・n （r， （φ）U　r
ηi （φ））＼ΩC ・，

8 ＠ 、ル ー
− 9∂・i ・n ∂Ω （φ）＼（rp（φ）ur ，i（φ）∪ ΩC ・），

S （（Pgi）τ ＝ − 9∂Ni　on ｛∂（rp（φ）ur ηi（φ））∪ θ （φ）｝＼StGOi

SPgi＝ ORd　Qn Ωco

を満 たす g’

gi を求め よ．

　問題 9．4 の イ メージを図 11（a）に示 す． この 問題は，Ω （φ）を線形弾性体 と仮定 して ，

ΩCO を固定 して 残 りの境界に 境界力 g∂Ω乞， 9Niお よび g∂Ni を作用 させ た ときの 変位 qgi

を求め る問題に なっ て い る．こ の よ うな解釈 か ら ， 問題 9．4 は力法 とよばれ て きた ［3］．

　さ らに ， Robin 条件 を用 い れ ば ， （2．1）と （22）に お い て Ωco ＝ の を仮 定 して も

ax （p ，ψ）の 強圧性 を得 る こ とがで きる ．あ る正値 関数 c∂n ∈ L °°

（∂Ω （φ）；R）を選び ，

（9．8） ax ・（・ ，
・th）− f。 、φ，

・（・）・E （ψ）・・ ＋f。．，φ、

・∂綱 （th・v ）・・

とお く． こ の ときの 強形式 は次の よ うに なる．こ こで も ， 評価 関ta　fiの 形状微分 を関数

の 形状偏微分公式 （8．4 節）で与 えられた場合 だけ を示す．
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問題 9．5 （Robin 型力法の強形式 （関数の 形状偏微分））φ ∈　D に お い て ， （8，25）の

g∂Ω i， 9Niお よび g∂Ni とが与え られた とき ，

一▽
Ts

（ep、の
一 〇麗。　 inΩ（φ），

8 （q ，ル ＋ C∂Ω （9 ・
レ）U ＝ − 9・Ω 厂 9N・ ・nr

， （φ）ur ，i（φ），

S （9・9i）τ ＝ − 9∂Ni ・n ∂（r。 （φ）ur ，i（φ））∪ θ （φ），

S （90gi）U 十 C∂Ω （￥P・
レ）レ ＝ − 9∂fli　on ∂Ω （φ）＼（Tp（φ）U 　T

ηi　（di））

を満たす 9Pgiを求め よ．

　問題 9．5 の イメ
ージを図 11 （b）に示 す．こ の 問題 は ，Ω（φ）を線形弾性体 と仮定 して ，

∂Ω （φ）に ばね 定数 c∂Ω の 分布ばね を配置 した下 で ， 境界に 亘∂Sti，　9Niお よび g∂Ni を作

用 させ た ときの 変位 9gi を求め る問題 にな っ て い る．こ の よ うな解釈か ら， 問 題 9．5 は

ばね付き力法，あるい は Robin型 力法 とよばれて きた ［9］．

9．3　Hl 勾配法の 正 則性

　問題 9．1 とそ の 具 体例 と して 挙げた 問題 92 か ら問題 9．5 の弱解 に対 して
， 次の 結果

を得る．た だ し
，

Ω （φ）が 2 次元領域の ときに は，∂Ω （φ）上 の 凹 角の 角点 ， 混 合境界条

件の 境界 ∂rD （φ）の 開き角は π／2 以上 の 角点 ， Ω （φ）が 3 次元領域の ときには ， ∂Ω （φ）
上 の 凹角の 辺

， 混合境界条件の 境界 ∂1
”
D （φ）の 開き角 が π／2 以上 の 辺 の近傍 を特異点近

傍 とよび B （φ）とか くこ とにす る．

定理 9．1 （Hl 勾配法の正 則性）定理 8．2 の 9i あ るい は定理 8．3 の gzを用い た ときの

問題 92 か ら問題 9．5 の 弱解 gOgi∈ X は
一

意 に存在す る．　 gOgiは Ω （φ）＼B （φ）上 で

W1 ・
°°

級 とな る．また，　 gOgiに よる領域変動 に よ り fiは減少する．

　証明　問題 92 の 弱解 9Pgiは ， 定理 82 よ り，領域にお い て は Gni ∈ L9 （Ω （φ）IRd
× d
）

と 9ni∈ L9 （Ω （φ）；R ）が 与 え られ ， 境界 にお い て は 9Ni ∈ L °°

（rN （φ）iRd ）と g∂Ni ∈

L °°

（∂rN （φ）Ue （φ）；Rd）が Neumann 境界条件 と して 与え られ た ときの 楕 円型 偏微

分方程式 を満 た す．そ こ で ，Lax −Mi ユgram の 定 理 よ り g）gi ∈ X は
一

意 に 存在す る．

また ， Pgi の 正 則性 に関 して ， Ω（φ）＼B （φ）上 で は ，　Pgi は W2 ・9 級 とな る． これ に

Sobolevの 埋蔵 定理 を適用すれば ， 2 − d／q ＞ 1 よ り 9gi は Ω （φ）＼B （φ）上 で W1 ，°°

級 とな る．同様 に ，問題 93 の 弱解 gρgi は，定理 8．3 よ り， g∂ni ∈ L °°

（∂Ω （φ）；Rd），

9・ ・ ∈ L °°

（r ・ （φ）；Rd）お よび 9・Ni ∈ L°°

（∂r・ （φ）U θ （φ）；Rd）を N ・um ・nn 境界条

件 とす る楕 円型偏微分方程式 を満たす．そこで ，
Lax −Milgra皿 の 定理 よ り，弱解 9gi ∈ X

は
一

意 に存在 し ， Ω （φ）＼B （φ）上で Wl ，°°

級 とな る．問題 9．4 と問題 9．5 の 弱解 9Pgi
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につ い て も同様 の 結果を得る． さらに ， 問題 9．2 か ら問題 9．5 の 弱解 gOgiに対 して ，

が成 り立 っ ．

fi（φ＋ qgi）　一　fi（φ）＝ 〈9が ρ9⇒＋ 0 （11（ρ釧 X ）
一 一

・ X （P 、i，ep，∂＋ ・ （11SP、・llX）≦ 一
・ ilψ、蝦 ＋ ・ （llq、、llX）

口

定理 9．1 の 結果 と （2．1）で 定義 され た領域写像 の許容集合 D との 関係 につ い て次の こ

とが い える．

注意 9．1 （形状最適化問題に 対す る H1 勾配 法）定理 9．1 よ り ， 形 状最適化 問題 に対す

る H1 勾配 法 に よ っ て 得 られ る領域変動 gOgiは ， 領域 写像 の 許容 集合 D を含む線

形 空 間 y に 特異点 近傍 を除い て 入 る こ とが 確か め られ た ． これ に よ り ， 特異 点近 傍

を除 い て
， 連続写 像に よ り領域が動 か せ る こ とにな る． しか しな が ら ， φ＋ Pgi の 逆

写 像が 全単射 （1 対 1 写 像）に な るた め の 十分条件 llφ＋ （PgiHy ＜ σ を満 た す こ とや

（r 。 （φ＋ 9 、D　u　r
。・（φ＋ IPgi）ur η1 （φ＋ P 、，）∪ … ur

脚 （φ＋ SPgi））＼ΩC。 が 02 級

にな る こ とは保 障 され ない ． これ らの 条件 を満た さない こ とに起因す る数値不安定現象

な どが発生 した場合に は ， これ らの 条件を満たす よ うにす る追加 の 処 置を考 え る必 要 が

ある．

また ， 問題 9．1 は ，

（9．9） q（… ）一

識 ｛q（・・）一 訴（・ ，・）・ 〈卿 〉・ 鰤 ）｝
を満たす gOgi∈ X を求め る こ とと同値で ある．そ こ で ，

　 H1 勾配 法 は ，
　 fi（φ）の ep∈ X

に対する 2 階の Fr6chet微分 を αx 　（p ，
　p ）で 代用 した ときの修正 Newton 法 とみなす こ

とが で き る．

10． 形状最適化問題の 解法

　最後に ， 境界変動型 の 形状最適化問題 （問題 7．1）の 解を求 め る方法に つ い て考 える．9

章で は ， ある i ∈ ｛1，

…
，
m ｝を選 ん だ とき ， 評価関数 あ（φ）の 形状微分 9i が 与 え られ

たな らば ， fi（φ）が 減少 す る領域変動 は Hl 勾配法 の解 qgi と して 求め られ る こ とが示

され た （定理 9．1）． こ こで は，それ らの解 を使 っ て 不等式制約問題 （問題 7．1）の 解を求め

る こ とを考え る。

　9 章で は ，
H1 勾配 法は ， 領域変動 p ∈ X に対す る 2 階の Fr6chet微分 を αx 　（p ，

　Cit）

で代用 した ときの 修正 Newton 法 にな っ て い る こ とを指摘 した．その とき ，
　 fiに 対する

2 次の 近似関数 は （9．9）の g （9gi）で 与 え られた．こ こ で は ， 次の 近似問題 を繰 り返 し解

く方法を考え る．そ の 方法は ， 設計変数が入 る X 上の 逐 次 2 次近似法に対応する．
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問題 10．1 （逐次 2 次近似問題）φ ∈ D に 対 して ， fe， … ，fm とそ れ ら の 形 状微 分

90 ，

…
，9m が 与 え られ た と仮 定す る ．　 ax を 問題 9．1 で 使 われ た双 1 次 形式 とす る ．

c
。

をス テ ッ プサイ ズ を調 整す る正 定数 とす る．こ の とき ，

　　　　　・（9 ・）一

麒｛・（娉 卿 ，9 ）・ 〈・・， ・〉 ∫・（φ）・ 〈醐 ・ ・
，

（・… ）　　 ， fm（φ）・ 〈・・ ，・〉≦ ・｝
を満たす 9g ∈ X を求め よ ．

　問題 10．1 の Lagrange 関数を

（10・2）　 　 Ys （9・，
λ・）− 9 ＠）＋ Σ λ、 （f・（φ）＋ 〈9i，P ＞）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈｛1
，

…
　，

m ｝

とお く． こ こ で ，λ ニ （λ1 ，

…
i λm ）

T
∈ Rm は不 等式制約条件 に対する Lagrange 乗数で

ある．こ こ で ， Pg が 問題 10．1 の 解ならば ， 任意の ψ∈ X に対 して ，　KKT 条件 ：

（10．3）

（10．4）

（10．5）

（10．6）

が成 り立 つ （例 えば ［23］）．

　1ρgo ジ
・・

， 9gm を H1 勾配法 （問題 9，1）の 解 とする．

（10．7）

に変更す る．こ の とき ，

（10・8） 　 　 ep，
− P 、・ ＋ Σ λ・9・gi

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i∈ ｛1，…　jm ｝

は ， （10．3）を満たす．また ， （10．4）が等号 で 成 り立 っ な らば，

　　　　（
〈9・， Pg ・〉 … 〈9・， Pgm ＞

〈，m ，

’

。、、＞
」：

く、。 ，輪）（之）一
一

（1：1：1：蠶〉）
が成 り立 っ ．こ の 式 を

（10・9）　 　 　 （〈9・・ P ・ゴ〉），ゴ（λゴ）广
一
（f・　（di）＋ 〈9・，・9P、・〉）i

輪 ψ）・〈90 ＋　Σ⊃　λ宙9乞，ψ

　　　乞∈ ｛1”…，m ｝ 〉・… i

fi（φ）＋ 〈9i ，　9・9＞≦ O　 f・・ i ∈ ｛1，

…
，
m ｝，

M ∫乞（φ）＋ 〈9i・，・P9 ＞）＝ of ・r・i ∈ ｛1，

…
，
m ｝，

λi ≧ O 　for　i ∈ ｛1ジ
ー・

，
m ｝7

　　　こ れ らを満たす 1ρg は 次の よ うに して 求め られ る

　　　　　　　　　　　　　　　 ただ し
， （9．1）を

　　　　 cα αx （9gi ， ψ）＝
一
く9i， ψ〉
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Fig．12．　 Argorithm　of　sequential 　quadratic　approximation 　method 　using 　Hl

gradient　method

とか く，

　こ れ らの 関係 に基づ い て ，問題 7．1 に対 す る数値解 法 を考え る ， こ こ で は ， （10．8）の

9g の 大 き さ II〈Pgllx を ス テ ッ プサ イ ズ とよび ， それを決め 打ちで 与え る簡易法の ア ル ゴ

リズ ム を示 す．そ の 後で ， よ り合理 的に ス テ ッ プサ イ ズ を決 定す る方法 に つ い て考察す

る．なお ，
ス テ ッ プサイ ズの 制御は，（10．7）の Ca に よ っ て 行 われ るこ とに注意 す る，ま

た，簡単の ため に ， 初期領域 Ωo にお い て は，！1 ＝ … ＝ fm＝ 0 で ある （（7．1）の q を

その よ うに与 え る）と仮定す る．

　まず，C
α を決 め打ちで与 える簡易法に つ い て 考える．初期領域 Ω0 に対 して ，　fi， … ，fm

を計算 し，8 章の 結 果 を用 い て 90 ，

…
，9m を計算す る ．次 に

，
そ れ らを用 い て （10．7）

に よ る H1 勾 配 法 の 解 gρgo ，

…
， eρgm を求 め る ．こ れ らの 結果 を用 い て ， （10．9）の

（〈9i　，　9gゴ〉）η
と 一

（〈gが ρgO＞）i を計算す る． こ こ で ， 本質的に 同値の 制約関数が使われ て

い な けれ ば ，g1，

…
，9m は 1 次独立 （（（9i　，　9gゴ〉）ij の ラ ン ク は m ）に な り ， λ1 ，

…
，
λm

は
一

意に 決定 され る．そ の 結果， 有効な評価関数に 対する添 え字の 集合

（10．10） IA　＝ ｛i∈ ｛1 ，

・
　
・

，
m ｝　［（10．4）， （10．5）1 （10．6）｝

を求め ， i¢ IA に対 して 義 ＝ 0 とお き，　IA に含まれ る制約条件の み を残 した （10．9）を

解 くこ とを繰 り返 す．こ の よ うに して得 られ た λ1 ，

…
，
λm と （10．8）に よ っ て 得 られ た

9g は KKT 条件 （10．3）か ら （10．6）を満たす こ とにな る．こ の 9g を用い て 領域 を変動

させ れ ば，新領域 Ω （φ）＝Ω （qg）が得 られ る．こ の よ うな領域変動 を収束す るま で繰 り

返す ．以 上 の 手 順 をま とめる と次の よ うに な る （図 12）．

アル ゴ リズ ム 10．1 （逐次 2 次近似法）問題 7．1 の 数値解を次の よ うに して 求め る、

1．Ωo を選 ぶ ．f1＝ … fm ＝ 0 を満 たす よ うに c1
，
…

，
c

，n を定め る ，　 c
α

を選 ぶ ．
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　 k ＝ 0 および φo ＝ i （恒等写 像）とお く．

2，Ω （iPle）にお い て主問題 （問題 6．1）を解き ，　fo， …
， fm を計算する，

3．停止条件 を判定する ．満 た され た ときは 8 に進む ．満た され ない とき は次に進む ，

4，随伴問題 （問題 8．3）を解き， 90，

…
， 9m を計算す る．

5．（10．7）に よる Hl 勾配法 （問題 9．1）で 9go ，

…
， 9gm を計算す る．

6．（10．9）で λ を計算する．ただ し， i≠　IA に対 して λi ＝ 0 とお き ，　 IA に含まれ る

　 制約条件の み を残 した （10．9）を解くこ とを繰 り返 す．

7．（10．8）で Pg を求め ，　iPfl＋1 ＝ φκ ＋ Pg とおき ， 変数 leに k ＋ 1 の 値を代入 して
，

　 2 に戻 る．

8．計算を終了す る．

次 に，ス テ ッ プサイ ズ をよ り合理 的に決 定する方法に っ い て考 え る． こ こで は ，次の 項

目に分け て み て い くこ とにする．

（i）正 定tw　E を与 えて ，初期の 領域変動に おい て ス テ ッ プサイ ズ Hgpgllxが E とな る よ

　　 うに Ca を決定す る方法

（ii）変動後の 領域 に おい て ，（10．4）か ら （10，6）が満 た され る よ うに λ1 ，

…
，
λ

，n を補

　　正 する方法

（iii）評価関数 の 非線形性に 起 因する誤 差に応 じて ス テ ッ プサ イ ズ を制御す る 方法

　上 記 （i）は，次の よ うに して 実 現 され る ．Ca の 初期値 を 1 とお く．初回 に （10．7）
に よ る H1 勾配 法 （問題 9．1）を適 用 し ，　 Pgo ，

…
，gOgm を求 め る．次 に ， （10．9）に よ

り ， λ1 ，

…
，
λm を求 め る ．こ の 際 ， f1（φ）＝ … ＝ fm（φ）＝ 0 を仮 定 して い るの

で
，

λ1 ，

…
，
λm を決定す るの に 9go ，

…
， 9gm の 大きさは依存 しない こ とに 注意す る ．

λ1 ，

…
，
λinが得 られ れ ば ， （10．8）に よ り Pg を求 め る こ とが で き る ．こ の Pg を用い

て ，c
、

＝ c／［［g’

glix とお く．2 回 目以降 ， こ の Ca を用い れ ば，　 H1 勾配法 によ っ て 得 ら

れた Pgo ，

…
， ePgm に よる （10．8）の 9g の 大きさは お よそ E とな る．なお ，初回に っ い

て は ，
c

。
＝ 1 とお い て 得 られた Pg に Ca を乗ずれ ばよい ．また ， 11Pgllxをセ ミ ノル

ム IPglwエ，。。

（Ω。；Rd ）
で代用 し

，　c を最大主ひずみの 領域全体 にわた る最 大値 の 目安 とみ な

して ，数 ％ の 数値を与 え る方法な どが考 え られ る ．こ こで 示 した工 夫は，アル ゴ リズ ム

10．1 の ス テ ッ プ 7 に おい て
，
k ＝ 0 の ときに

，　 Pg を求めた後で
，　Ca ＝ E／ll（ρgllx の 計算

を挿入す る こ とで 実現 され る．

　また ，
上記 （ii）に っ い て は次の よ うな方法が考え られ る．簡易法で 使 われた λ1 ，

…
，
λm

の 計算法で は ， 逐次 2 次近似 問題 （問題 10．1）の KKT 条件は満た され て い て も ， 変動後

の 領域で は ， 不等式制約 は満た されて い ない 可能性が ある．変動後の領域で 確実に不等式

制約が 満た され るため に は，λ1 ，

…
　 ，

λm を補正 す る必要 が ある．こ こ で は ， （10．8）の Pg

を Pg （λ）と表 す こ とに して ， すべ て の i∈ ｛1，

…
，
m ｝に対 して （10．4）か ら （10．6）が満
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た され るまで ，

　　　　　　（〈9・　（ip＋ 9Pg（λ））鞠 〉）（・ゴ畷 （δλ・）ゴ， 、。

一
一
（f・・（ip＋ 9・9　（λ）））、。、。

，

（10．11）　 δλi ＝ Of ・ri ≠　IA

に よ っ て δλ ＝ （δλi，
…

，
δλ

，n ）
T

を求め ， λ＋ δλ を λ に更新す る方法が考え られ る．こ

の 工 夫は ，アル ゴ リズ ム 10．1 の ス テ ッ プ 6 にお い て ， （10．11）の 計算 を挿入 する こ とで

実現 され る．その 際 実際に領域 を Ω （φ＋ （ρg （λ））に更新 した ときの i ∈ IA に対す る

9i と fiを求め る必 要 が あ る．

　さらに ， 上 記 （iii）につ い て は ，　 Armijoの 規準 ［2］と Wolfe の 規準 ［77］を満たすよ う

に ス テ ッ プサイ ズ を制御す る方法が考 え られ る ．こ れ らの 規準は ， 有限次元 ベ ク トル 空間

で 定義 された非線形 関数に対 して使 われて きた，本論文で は ， 関数空間上で定義され た非

線形関数 に対 して
，

正則な Fr6chet微分が与えられ てい る とい う仮定 の 下で 形式的に適用

す る こ とにす る．原 問題 （問題 7．1）の Lagrange関数を

　　　　　　　　　　　y （φ，
λ）＝ fo（φ）＋ Σ λ論 （φ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z∈｛1，…　7m ｝

とお く． こ こ で ， λ ＝ （λ1，

…
，
λm ）

T
∈ Rm は原問題 に 対す る KKT 条件 を満た す不 等

式制約条件に対す る Lagrange乗数で ある ．こ の とき，　 Armij　o の 規準 ：

（・… 2） y （ip・＋・9・・，
・・）・一・Y ・（ip， ・）・ξ〈蜘 ・

認 。 、

…9・・，・・g＞
は ス テ ッ プサイズ の 上限を与 え る．こ こで ，ξ∈ （0，

1）は許容範囲を制御す る定数 で ある．

また
，
Wolfe の 規準 ：

（… 3） ・〈  ・

晶 、

褊 〉・〈9・… ・

認 。 、

磁 一 〉
は ス テ ッ プ サイ ズ の 下 限を与 え る ．こ こ で ，μ は許 容範 囲を制御す る 0 〈 ξ〈 μ ＜ 1 を

満たす定数で ある．また ， （・）n ，w は φ＋ Spgの ときの 値を表す．　Armijo の 規準 と Wolfe

の 規準が満た され るよ うに ス テ ッ プサイ ズ を制御 して い けば，大域的収束 性 （初期点が最

小 点か ら十分離れて い て も，最小点 に収 束す る性質）が成 り立 っ こ とが示 され る ［76，
84］．

こ れ らの 規準は ， アル ゴ リズム 10．1 の ス テ ッ プ 7 におい て ， こ れ らの 規準が満た され る

よ うに cα
の 値 を修 正す る操作を挿入 す るこ とで実現 され る．その 際， こ こで も，実際に

領域 を Ω （φ十 Pg ）に 更新 したときの i ∈ JA に 対す る 9i と fiを求め る必要 が あ る．

11． おわ りに

本論文 で は ， 境 界変動型 の 形 状最適化 問題 を関数最適化 問題 の 枠組 み に 沿 っ て 構成

し ， そ の 解 法 ま で を 示 した ．そ の 結 果，注 意 8．1 で 示 した よ うに ，評価 関数 の 形状
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微分 （X ＝ Hl （Rd ；Rd）上 の Fr6chet 微分）は設計 変数 の 許 容集合が 入 る線形 空 間

y ＝ W1 ・
°°

（Rd ；Rd）に は入 らな い こ とが確認 され た．こ の 結果は，形状最適化 問題 の 不

正 則性を表 して い る． しか し ， 注意 9．1 に示 した よ うに，評価関数の形 状微分を正則化す

る機能を もつ X ＝ Hl （Rd ；　Rd）上 の 勾配法 （Hl 勾配法）を用い れば ， 特異点近傍 を除い

て Y ＝ Wl ・°°

（RCI；Rd）に入 る領域変動 が得 られ るこ とが確認 され た．また ， 本論文で は

触れ なか っ たが ， Galerkin有限要素法な どの 数値解法 を用い た場合の 誤差評価 は別報 に

示 されて い る ［58］． こ れ らの 結果は ， 境界変動型 の 形 状最適化問題 の 数値解法 と して使わ

れ て きた方法 （Hi 勾配法）は妥当な方法に な っ て い た こ とを裏付 ける結果 とな っ た ．反

面 ， その裏付けを得 るた めに使 われた仮定は こ の 方法の 適用限界を示 した こ とになる．

　現在 ， 数値解析は様々 な分野で利用 され ， それ らに最適化の 機能 を付加 す る検討が な さ

れて い る．本論文 の 結果が，形状最適化機能を開発す る際の ヒン トを与 える こ とに なれば

幸で ある．
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