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1 はじめに

　偏微分方程式の境界値問題が定義された領域の最適な
孔配置を求める問題は，連続体の位相最適化問題と呼ば
れている (1), (2)．著者らは，昨年，偏微分方程式の係数関
数に密度のべき乗を乗じた境界値問題に対して，最適な
密度を求める問題（SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization)問題）に注目し，解の存在と最適な密度変
動を求める方法を H1勾配法と呼んで提案した (3), (4)．数
値検証により密度に関する数値不安定が解消された良好
な結果が得られている (5), (6)．
本研究では，昨年示した H1 勾配法について，次の点

に関して再考したい．昨年の議論では，密度の値域に関
して制約を課していた．しかしながら， H1 勾配法では
その制約を無視していた．本研究では，昨年の議論を再
検討し， H1 勾配法を変分不等式で記述し直す．

2 SIMP位相最適化問題

　本稿では次の境界値問題を考える．

問題 2.1 (BV(ρ)) 有界領域 Ω ∈ Rd (d = 2, 3) の境界 Γ
は Lipschitz 境界とする．ある正定数 M と小さな正定
数 ρ > 0に対して密度 ρ ∈ Wとする．

W =
{
ρ ∈ H1(Ω)

∣∣∣ ρ ≤ ρ ≤ 1, ∥ρ∥H1 ≤ M
}

(2.1)

べき指数 pは次式を満たすと仮定する．

p > 1 (2.2)

F ∈ L2(Ω)を既知とするとき，次式を満たす u : Ω 7→ R
を求めよ．

−∇ · (ρp∇u) = ρF in Ω (2.3)

u = 0 on Γ □ (2.4)

目的汎関数 J(0)(ρ, u) と制約汎関数 J(l)(ρ, u)(
l = 1, 2, · · · , l̄

)
を次のように定義する．

J(l)(ρ, u) =
∫
Ω

g(l)(ρ, u) dΩ (2.5)

ただし，g(l) ∈ G =
{

g(l) ∈ W2,∞
(
R2
) ∣∣∣∣ g(l)(ρ, 0) = 0

}
ある

いは g(l) ∈
{

g(l) ∈ C1,1
(
R2
) ∣∣∣∣ g(l)(ρ, 0) = 0

}
と仮定する．

SIMP位相最適化問題を次のように定義する．

問題 2.2 (TO) 式 (2.1), (2.2)を満たすW, pとする．あ
る ρ ∈ Wに対して問題 (2.3), (2.4)の解を u(ρ) ∈ H1

0 (Ω)
とする．このとき，次のような ρ ∈ Wを求めよ．

min
ρ∈W

{
J(0)(ρ, u)

∣∣∣ J(l)(ρ, u) ≤ 0
(
l = 1, 2, · · · , l̄

)}
□

(2.6)

注意 2.1 W は H1 弱コンパクトである．したがって，
問題 2.2 (TO)の最適解 ρ∗ ∈ W が存在するためには次
の条件が必要である．

(1) ρn → ρ0 in H1(Ω) (弱) のとき，境界値問題 2.1
(BV(ρn))の解について u(ρn)→ u(ρ0) in H1(Ω) (弱)
である．

(2) J(l)(ρ, u)
(
l = 0, 1, 2, · · · , l̄

)
は H1 連続である．

lim
ρn→ρ0 in H1(Ω)

J(l)(ρn; u(ρn)) = J(l)(ρ0; u(ρ0))

(2)のために g(l) ∈ Gを仮定した．□

3 最適解の存在

　注意 2.1 (1)に対して次の結果を得る (3), (4)．

定理 3.1 (最適解の存在) pが式 (2.2)を満たすとき，問
題 2.1 (BV(ρn)) の解の部分列 {ρnm }m, ρ0 ∈ W および
u0 ∈ H1

0 (Ω)が存在し，次の関係を満たす．

ρp
nm
→ ρp

0 L2(Ω) (強) (3.1)

unm → u0 H1
0 (Ω) (弱) (3.2)

ρnm F → ρ0F L2(Ω) (強) (3.3)

また， u0 は問題 2.1 (BV(ρ0))の一意解である．□

4 Gâteaux変分

　密度変動 ρ̇ ∈ H1(Ω)に対する uのGâteaux変分 u̇を次
のように定義する．十分小さな ϵ1 > 0があり，ρ, ρ+ϵρ̇ ∈
W (0 < ϵ ≤ ϵ1)に対して

lim
ϵ→+0

u(ρ + ϵρ̇) − u(ρ)
ϵ

= u̇ in H1(Ω) (強).

u̇について次の結果を得る．



補題 4.1 (uの Gâteaux変分) 式 (2.1), (2.2)を満たす p,
Wのとき，密度変動 ρ̇ ∈ H1(Ω)に対する uの Gâteaux
変分 u̇は次の問題の一意解である．

−∇ ·
(
pρp−1ρ̇∇u

)
− ∇ · (ρp∇u̇) = ρ̇F in Ω (4.1)

u̇ = 0 in Γ □ (4.2)

注意 4.1 変数 ρが集合W の内点であれば，変数 ρに
関して u̇は線形作用素となる．このとき， u̇は Gâteaux
微分と呼ばれる． ρがWの境界点であれば非線形作用
素となるが， Gâteaux変分の定義は有効である．□

随伴問題を次のように定義する．

問題 4.1 (AD) ∂g(l)/∂u
(
l = 0, 1, 2, · · · , l̄

)
を既知として，

次式を満たす v(l) : Ω 7→ Rを求めよ．

−∇ ·
(
ρp∇v(l)

)
=
∂g(l)

∂u
in Ω (4.3)

v(l) = 0 on Γ (4.4)

補題 4.1と問題 4.1 (AD)より，次の結果を得る (3), (4)．

補題 4.2 式 (2.1), (2.2) を満たす p,W および g(l) ∈ G(
l = 0, 1, 2, · · · , l̄

)
のとき，ある ρ ∈ W からの密度変

動 ρ̇ ∈ H1(Ω) に対する汎関数 j(l)(ϵ) = J(l)(ρ + ϵρ̇, u)(
l = 0, 1, 2, · · · , l̄

)
の Gâteaux変分は，問題 4.1 (AD)の

解 v(l) を用いて，次のような G(l)
ρ となる．

j(l)(ϵ) = j(l)(0) + ϵ
∫
Ω

G(l)
ρ ρ̇ dΩ + o(ϵ) (4.5)

G(l)
ρ =

∂g(l)

∂ρ
− pρp−1

(
∇v(l) · ∇u

)
+ Fv(l) □ (4.6)

G(l)
ρ は J(l)(ρ, u(ρ)) の Gâteaux 変分である．G(l)

ρ を密
度勾配と呼ぶ．

5 H1 勾配法

　密度勾配G(l)
ρ が計算できれば，密度の許容集合Wが

属する H1(Ω)における勾配法が適用できる．昨年の議
論では，ρ が W の内点であることを前提としていた
(3), (4)．本稿では， ρがWの境界点であることを仮定し
て，H1 勾配法を記述する．
密度の許容集合Wは凸集合である．ρはWの境界

点であると仮定する．このとき，次の 2つの場合が考え
られる．

(1)
(
G(l)
ρ , ρ1 − ρ

)
L2(Ω)
≥ 0 ∀ρ1 ∈ W

(2) ∃ρ1 ∈ W :
(
G(l)
ρ , ρ1 − ρ

)
L2(Ω)
< 0

(1) の場合，ρ が問題 2.2 (TO) の局所解である．
J(l)(ρ, u)

(
l = 0, 1, 2, · · · , l̄

)
が凸作用素の場合は最適解

となる．
(2)の場合，ρは局所解ではない．このとき，H1 勾配

法による密度の更新が必要である．H1(Ω)におけるある
強圧的な双１次形式 bH( · , · ) を考える．例えば，内積
( · , · )H1(Ω) を用いて次式を考えることができる．

bH(y, z) = (y, z)H1(Ω) =

∫
Ω

(∇y · ∇z + yz) dΩ (5.1)

J(l)(ρ, u)
(
l = 0, 1, 2, · · · , l̄

)
に対する H1勾配法を次の

ように定義する．

定義 5.1 (SIMP問題の H1 勾配法) ある ρ ∈ W に対
して式 (4.6) の G(l)

ρ は既知とする．次式を満たす ρ
(l)
G ∈

Wを求め， ρ(l)
G − ρの方向に密度を更新する．ここで，

bH( · , · ) は H1(Ω) におけるある強圧的な双１次形式と
する．

bH(ρ(l)
G − ρ, ρ1 − ρ(l)

G ) ≥ −
(
G(l)
ρ , ρ1 − ρ(l)

G

)
L2(Ω)

∀ρ1 ∈ W (5.2)

この H1 勾配法の解について次の定理を得る．

定理 5.1 (H1 勾配法の解) 式 (2.1), (2.2)を満たす p,W
および g(l) ∈ G のとき，ある ρ ∈ W に対して式 (4.6)
の G(l)

ρ が与えられ， H1(Ω)におけるある強圧的な双１
次形式 bH( · , · )を用いた式 (5.2)の解 ρ(l)

G ∈ W が一意
に存在する．□

変分不等式 (5.2)に対して処罰法を用いることにすれ
ば，多制約問題 2.2 (TO)は次のようにして解くことが
できる．ϵ > 0に対して，ρG ∈ Wを次のように求める．

ρG = lim
ϵ→+0
ρϵG

ここで，ρϵG − ρ = ρ
(0)ϵ
G − ρ +∑l̄

l=1 λ
(l)ϵ
(
ρ(l)ϵ

G − ρ
)
∈ H1(Ω)

を次式で解く．

bH
(
ρϵG − ρ, ρ1

)
+

1
ϵ

(
ρϵG − PW

(
ρϵG
)
, ρ1
)

L2(Ω)

= −
G(0)
ρ +

l̄∑
l=1

λ(l)ϵG(l)
ρ , ρ1


L2(Ω)

∀ρ1 ∈ H1(Ω) (5.3)

PW は H1閉凸集合Wへの直交射影作用素である．La-
grange 乗数 λ(l)ϵ ≥ 0

(
l = 1, 2, · · · , l̄

)
は Karush-Kuhn-

Tucker条件で決定する．
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