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1 はじめに
偏微分方程式の境界値問題が定義された領
域の最適な孔配置を求める問題は，連続体の
位相最適化問題と呼ばれている．この問題の
構成法には，いく通りかの方法が示されてい
る．本稿では，密度を設計変数に選ぶ密度型
位相最適化問題に注目する．
密度型では，次の仮定が使われる．

(1) Lipschitz 領域 D ⊂ Rd, d = 2, 3, を固
定する．

(2) 密度 ϕ は D 上で定義された関数で，値
域を [0+, 1] (0+ = limϵ→0, ϵ>0 ϵ) に制限
する．

(3) 定数 α > 1 として，ϕα を材料特性値と
して偏微分方程式に乗じる．

3. は，中間の密度を排除する効果をもつこと
から，密度型は SIMP (Solid Isotropic Ma-
terial with Penalization)型ともよばれる [1]．
このような密度型位相最適化問題に対して，
著者らは，Hilbert 空間上の抽象的最適化問
題との対応を考えて，密度とは別の設計変数
θ ∈ H1 (D;R) で問題を再構成し，H1 勾配
法で解く方法を示した [2]．上記 2. の仮定は，
逆正弦関数などの固定関数 ϕ ∈ W 2,∞ (R;R)
による変換で満たされるようにした．
本研究では，上記 2. の仮定を，フェーズ
フィールド法で使われる2重井戸型ポテンシャ
ルを制約関数に用いる方法について検討した．

2 密度型位相最適化問題の定義
固定 Lipschitz 領域 D ⊂ Rd, d = 2, 3, 定
数 M > 0に対して，

S (M) =
{
ϕ ∈ W 1,∞ (D;R)

∣∣ ∥ϕ∥ ≤ M
}

を設計変数 ϕ の許容集合とする．ここで，境
界値問題を定義するためには境界は Lipschitz
連続である必要があり，ϕ のレベルセットで
境界をイメージすることを考えると， ϕ ∈
W 1,∞ (D;R)が必要となる．また，Hilbert空
間上の抽象的最適化問題との対応を考える上
では，H1 (D;R) 上のコンパクトな部分集合
として S (M) を選んだとみなせる．
境界値問題の弱形式を次のように表す．

問題 2.1 (Poisson 問題) D ⊂ Rd, d =
2, 3, ΓD ⊂ ∂D, f ∈ H1 (D,R), p ∈
H3/2 (∂D \ ΓD;R), uD ∈ H3 (D;R), α >
1, ϕ ∈ S (M) とするとき，任意の v ∈
H1 (D;R) に対して，∫

D
ϕα∇ (u− uD) ·∇v dx

=

∫
D
fv dx+

∫
∂D\ΓD

pv dγ

−
∫
D
ϕα∇uD ·∇v dx,∫

ΓD

(u− uD)ϕ
α∇v · ν dγ = 0,∫

ΓD

ϕα∇u · νv dγ = 0

を満たす u ∈ H1 (D;R) を求めよ．

評価関数を一般形で次のように定義する．

定義 2.1 (評価関数) uを ϕ ∈ S (M)に対す
る問題 2.1の解，gl, jl, l = 0, 1, 2, · · · ,m, を
W 2,∞ (

R2;R
)
に属する既知関数とするとき，

J l (ϕ, u) =

∫
D
gl (ϕ, u) dx



+

∫
∂D

jl (ϕ, u) dγ + cl

を評価関数という．J0 を目的関数，J を制約
関数 という．ただし，cl は，ある ϕ ∈ S (M)
に対して J l ≤ 0 が成り立つような定数と
する．

さらに，本研究では，ϕ の値域を [0+, 1] に
制限するために，フェーズフィールド法の 2
重井戸型ポテンシャルを制約関数に加える．

定義 2.2 (密度制約関数) ϕ ∈ S (M) に対し
て，

Jm+1 (ϕ) =

∫
D
ϕ2 (1− ϕ)2 dx− ϵm+1

を密度制約関数とよぶ．ϵm+1 は許容値を与
える正定数とする．

問題 2.2 (密度型位相最適化問題) u を ϕ ∈
S (M) に対する問題 2.1 の解とするとき，

min
ϕ∈S(M)

{
J0 (ϕ, u)

∣∣ J (ϕ, u) ≤ 0,

Jm+1 (ϕ) ≤ 0
}

を満たす ϕ を求めよ．

3 評価関数の密度微分
問題 2.2 は，H1 (D;R) のコンパクト
集合 S (M) 上で定義された J l, l =
0, 1, 2, · · · ,m + 1, を用いた制約付き最適化
問題とみなせる．このとき，J l の密度変動に
対する Gâteaux 微分が定義できる．それを
密度微分とよぶ．
密度微分について，次の結果が得られる．

定理 3.1 (J l の一般化微分) u, vl, l =
0, 1, 2, · · · ,m, が ϕ ∈ S (M) に対する問
題 2.1, 随伴問題 (省略) の解のとき，ρ ∈
B̄ (0, 1) =

{
ρ ∈ H1 (D;R)

∣∣ ∥ρ∥ ≤ 1
}
に対

して，J l の密度微分

J l′ (ϕ, u, vl) (ρ)
=

∫
D

(
Gl

g (θ, u) +Gl
a

(
θ, u, vl

))
ρ dx

+

∫
∂D

Gl
j (θ, u) ρ dγ +

∫
ΓD

(
Gl

D

(
θ, u− uD, v

l
)

+Gl
D

(
θ, vl, u

))
dγ =

⟨
Gl

(
ϕ, u, vl

)
, ρ
⟩

が成り立つ．このとき，Gl
(
ϕ, u, vl

)
(内訳を

省略) は L∞ (D;R) に属する．また，Jm+1

の密度微分は，

Jm+1′ (ϕ) (ρ) =

∫
D
2ϕ (1− ϕ) (1− 2ϕ) ρ dx

=
⟨
Gm+1 (ϕ), ρ

⟩
,

Gm+1 (ϕ) ∈ W 1,∞ (D;R) となる．

図 1: 質量制約付き線形弾性問題の平均コン
プライアンス最小化

4 制約付問題の解法
最適解ではない ϕ ∈ S (M) に対して，逐
次 2 次近似問題を構成し，H1 勾配法の解
と KKT 条件により，問題 2.2 の解法を示
せる [3]．ρlG ∈ W 1,∞ (D;R) を Gl

(
ϕ, u, vl

)
,

l = 0, 1, 2, · · · ,m+1, に対する H1 勾配法の
解として，

ρ (λ) = ρ0 +

m+1∑
l=1

λlρl =
ρ0G +

∑m+1
l=1 λlρlG∥∥∥ρ0G +

∑m+1
l=1 λlρlG

∥∥∥
とする．ただし，Gm+1 のように Gl ∈
W 1,∞ (D;R) のときは ρlG = Gl とする．
ϵ > 0 を小定数として，ϕ + ϵρ (λ) におい
て，すべての不等式制約がアクティブである
と仮定すれば，J ≤ 0, Jm+1 ≤ 0 に対する
Lagrange 乗数 λ =

{
λl
}
l
∈ Rm+1 は，

∫
D
G1ϵρ1 dx · · ·

∫
D
G1ϵρm+1 dx

...
. . .

...∫
D
Gm+1ϵρ1 dx · · ·

∫
D
Gm+1ϵρm+1 dx


×

 λ1

...
λm+1

 = −

 J1 (ϕ, u) +
∫
D
G1ϵρ0 dx

...
Jm+1 (ϕ, u) +

∫
D
Gm+1ϵρ0 dx


を満たす．この式を満たす λl の中で負の要
素があったときにはその制約を削除して，こ
の式を解き直す． ϵ はArmijo とWolfe の規
準を満たすように決定する．
質量制約付き線形弾性問題の平均コンプラ
イアンス最小化問題の解析例を図 1 に示す．
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図 3: ϕ2 (1− ϕ)2

付 録

A 密度制約関数の許容値 ϵm+1

の設定方法
密度制約関数 Jm+1 (ϕ) における積分∫

D ϕ2 (1− ϕ)2 dx の被積分項について，次
のことがいえる．

(1) ϕ = 0 あるいは ϕ = 1 の近傍値をとる
領域では零となる．

(2) Modica-Mortola 問題の解析解からの類
推により， ϕ = 1 の値をとる部分領域
の境界の近傍では，その法線方向の座標
を ξ としたとき，

ϕ =
1

2
tanh ξ +

1

2

状の分布をもつと予測される (図 2)．こ
のとき，∫ ∞

−∞
ϕ2 (1− ϕ)2 dξ =

1

12

が成り立つ (図 3)．

(3) h > 0 を有限要素の長さとして，

ϕ =
1

2
tanh

ξ

h
+

1

2

のとき，∫ ∞

−∞
ϕ2 (1− ϕ)2 dξ =

h

12

が成り立つ．

したがって，h のオーダーで ϕ が 0 から 1
に変動し，そのような境界が D の境界の測
度 |∂D| の β > 0 倍程度であるとき，∫

D
ϕ2 (1− ϕ)2 dx ≈

βh |∂D|
12

が成り立つ．
したがって，密度制約関数 Jm+1 (ϕ) にお

ける正定数 ϵm+1 は，βh |∂D| /12 に設定す
る方法が考えられる．ここで，β は，|∂D|に
対する ϕ = 1 の値をとる部分領域の境界の
測度の比を与える無次元量で，2 ∼ 10 程度
に設定する．


