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第 1章 

緒  論 

 

1.1 研究背景 

 

1.1.1 カーボンナノチューブ 

1991 年に Iijima らによって発見されたカーボンナノチューブ（Carbon nanotube 

| CNT）は，ダイヤモンド，グラファイト，およびフラーレンに次ぐ第 4 の炭素

の同素体である[1]．このチューブは，炭素のみからなる六員環シート（図 1.1(a)）

を円筒状に巻いてできた直径数 nm のチューブであり（図 1.1(b)），巻く際の軸

方向のとり方（カイラリティ）によって Zigzag 型，Armchair 型，Chiral 型に分

類される（図 1.2，図 1.3）．ここで，六方格子の基本格子ベクトル a1，a2を用い

て定義されるカイラルベクトル 

  Ch = na1 + ma2      (1.1) 

あるいは，カイラル指数(n, m)により，CNT の幾何学構造は一意に決定される．

カイラル指数(n, 0)，(n, n)，(n, m)がそれぞれ，Zigzag 型，Armchair 型，Chiral 型

を表す．カイラルベクトルの長さ 

  223 mnmnaCh       (1.2) 

がチューブ円周の長さとなり，チューブ直径 D は， 

  223
mnmn

a
D 


     (1.3) 
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で表される．ここで，a は炭素原子間距離（約 0.142nm）である．また，単層

CNT（Single walled CNT | SWCNT）と，チューブが入れ子状に詰まった多層 CNT

（Multi walled CNT | MWCNT）との 2 種類が存在する（図 1.4）[2-5]． 

 

 

                                          

 

 

 

 

 

 

(a) Graphene 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) CNT 

Fig.1.1  Schematics of (a) graphene sheet and (b) CNT. 



第 1 章 緒言                                    

~ 3 ~ 

 

 

Fig.1.2  Geometric structure of CNT. 

 

 

↑ Axial direction 

 

(a) Zigzag                (b) Armchair                 (c) Chiral 

Fig.1.3  Schematics of (a) Zigzag, (b) Armchair and (c) Chiral type CNT. 

a1

a2
Ch

T

(4, 2)



第 1 章 緒言                                    

~ 4 ~ 

 

 

(a) Single-walled CNT          (b) Multi-walled CNT 

Fig.1.4  Schematics of (a) (30,0) single-walled and (b) (12,0)@(21,0)@(30,0) 

multi-walled CNT. 

 

 

このような幾何学的特性を有する CNT は，従来の金属材料とは異なる物理的

特性を有する．たとえば，CNT は，炭素原子間の強靭な sp
2共有結合とその準 1

次元円筒構造に起因して，高い熱伝導率を示す[6-10]．このことは，原子シミュ

レーションによっても確認されており，高熱伝導性を有する CNT は，放熱材料

としての利用が期待されている．実際，CNT を用いた放熱デバイスの試作品が

既に開発されており，従来の放熱デバイスをはるかにしのぐ放熱効率を実現し

ている[11]．また，CNT は，半導体的なものと金属的なものがある[4]．前者は

トランジスタとして用いることが検討されている[12,13]．後者は，アルミニウム

と接合することで超伝導電流を流すことが可能となる[14,15]． 

CNT は特異な熱・電気伝導性を有するほか，軽量でありながら，非常に高い

ヤング率や引張強度を示す[16-30]．Treacy らは，CNT 片持ちはりに対する熱振

動振幅を TEM 観察により直接測定し，CNT のヤング率が TPa オーダであるこ

とを報告した[17]．Wong らは，原子間力顕微鏡（Atomic Force Microscope | AFM）

測定時に，基板上に形成した CNT 片持ちはりに対して横方向に力を作用させ，

その時の作用点の変位からCNTのヤング率が 1TPa以上であると見積もった[22]．
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この値は，ステンレスや鋼材の 0.2TPa やチタン合金の 0.1TPa と比べて非常に大

きい．また，CNT の引張破断強度を測定した実験によると，CNT は 11～150GPa

の引張強度を示し，最大で鋼のそれの 200 倍以上である[4]．一方，鋼と CNT の

密度はそれぞれ約 8 g/cm
3と 2 g/cm

3であり，CNT は非常に軽量である．これら

の機械的特性から，ナノプローブ（図 1.5(a)）や MEMS/NEMS の構成材，複合

材の強化材への応用が研究されている[31-39]．また，CNT を平面状に多数林立

させ（図 1.5(b)），緩衝材として利用することも研究されている[40-50]．CNT を

用いたデバイスを実用化する上で，これらのデバイスの破壊や機能維持を避け

るために，CNT の圧縮特性を知ることは重要である．たとえば，CNT を用いた

ナノプローブの場合，表面探索時に，CNT の軸方向に nN オーダの荷重が作用

するため，圧縮強度を知る必要がある[51]．一方，林立した CNT の緩衝材は，

座屈することでエネルギー吸収性を発揮するため，その圧縮座屈特性や疲労特

性を知ることは重要である[40,41,48,49]． 

 

      

(a)                                (b) 

Fig. 1.5  SEM image of (a) nano-probe using CNT[51] and (b) vertically aligned 

carbon nanotubes with better energy dissipation[48]. 



第 1 章 緒言                                    

~ 6 ~ 

 

このように，CNT の実用化のためには，より正確な多くの圧縮特性のデータ

が必要である．しかしながら，圧縮変形や座屈挙動に関しては，熱・電気特性

や引張挙動と比べて実験データが少なく，測定データのばらつきも大きい

[52-54]．CNTの圧縮挙動に関する実験データの少なさは，CNTの微小さゆえに，

実験自体が困難なためである．さらに，仮に実験をしても，チューブを軸方向

に鉛直に圧縮することが困難であったり，チューブ自体が縮れていたりするた

め，測定データに大きなばらつきが生じる[55-60]． 

 

 

1.1.2 カーボンナノチューブの圧縮解析 

実験によって物性を測定することが困難である場合，コンピュータシミュレ

ーションが有効であり，現在までに，多くの研究者によって CNT の圧縮解析が

行われてきた[61-77]．CNT の圧縮解析を行う際，代表的な方法として，①有限

要素解析（Finite element method | FEM），②第一原理計算（Ab initio），③分子動

力学法・分子力学法（Molecular dynamics | MD・Molecular mechanics | MM）の 3

つがあげられる．例えば，Arani らや Parvaneh らは，CNT を連続体（Solid 要素，

Shell 要素，はり要素）でモデル化し，CNT の圧縮変形挙動を解析した[61,62]．

Fthenakis らは，第一原理計算を用いて，CNT を軸方向に伸縮させ，CNT の振動

エネルギー吸収性を解析した[63]．Y.Y.Zhang らや H.W.Zhang らは，MD 法を用

いてCNTの圧縮座屈挙動を解析し，Column座屈とShell座屈を解析した[64,65]．

また，Xin らも，MD 法を用いて CNT の圧縮座屈挙動を解析し，その座屈応力

が Euler の座屈理論とよい一致を示すことを報告した[66]．Hao らは，CNT の座

屈応力に及ぼす格子欠陥の影響を評価した[73]． 

ただし，これらの解析モデルには，欠陥が存在しない，あるいは欠陥が軸方

向に沿って一箇所のみにしか存在しない．しかしながら，走査型電子顕微鏡

（Scanning Electron Microscope | SEM）などで観察された実際の CNT は波打って

おり（図 1.6），軸方向に沿って複数の欠陥が存在している[55-60]．観察されて
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いる CNT のように，無負荷状態で CNT が波打っている場合の解析事例はなく，

実験を含め，波打っている CNT（波状 CNT）の圧縮挙動のデータは少ない． 

 したがって，波状 CNT の圧縮解析を行うことは重要である．さらには，波状

CNT が座屈点を示すかどうか，変形モードが波状によってどう変わるかは不明

である．直感的には，波状 CNT は座屈点を示さず，ばねのように圧縮されるだ

けであると予測される．あるいは，複数の欠陥が存在するため，欠陥に変形が

集中して波状 CNT は破壊に至り，その構造を保つことができなくなる可能性が

ある．また，波状 CNT の圧縮挙動はそのジオメトリ（波形，振幅，波長，波数

およびカイラリティ）に影響されると予測されるため，直管 CNT のように，Euler

の座屈理論を波状 CNT の圧縮挙動に適用できるかは不明である．ゆえに，CNT

の実用化のためには，波状 CNT の圧縮解析を行い，まずは，波状 CNT の圧縮

挙動や座屈挙動へのジオメトリの影響を評価し，体系化することが必要である． 

 

 

       

Fig.1.6  SEM images of wavy CNTs[52,60]. 
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1.1.3 MD・MM 法 

本論文の主題は，波状 CNT の圧縮座屈挙動を明らかにすることである．波状

CNT の圧縮解析において，その座屈挙動を正確に評価するためには，格子欠陥

を含む CNT が正確に「モデル化」され，かつ，「座屈分岐」が正確に捉えられ

なければならない．従来の金属材料に対する解析で最も用いられてきた FEM 解

析は，m~m オーダの材料・構造物のモデル化が可能であるが，原子スケール

（~nm）の欠陥のモデル化には課題を有する[78]．対して，原子スケールの欠陥

のモデル化に最適な解析手法は第一原理計算である．しかしながら，波動方程

式を非経験的に厳密に解くため，扱える原子数が少なくなり，座屈挙動や変形

経路の分岐を解析することが困難である．一方，MD・MM 法は，格子欠陥を含

む CNT を正確に「モデル化」することができ，「座屈分岐」も解析可能である． 

MD・MM 解析において，解析対象の正確な「モデル化」のためには，ポテン

シャル関数の選定が最も重要である．ポテンシャル関数は大きく分けて「二体

ポテンシャル」と「多体ポテンシャル」の 2 つに分類される．二体ポテンシャ

ルでは，原子 i，j 間のポテンシャルが原子間距離のみで決定される．その代表

例として，Lennard-Jones ポテンシャルと Morse ポテンシャルが挙げられる．LJ

ポテンシャルは，アルゴン分子などの希ガスの分子間相互作用やグラファイト

の層間相互作用（Van der Waals 力）のような非結合相互作用の解析に適してい

るが[79]，金属結合や共有結合の結合には適していない．一方，Morse ポテンシ

ャルは，金属結合にも対応したポテンシャル関数である[80]．これらの 2 体ポテ

ンシャルは，式も簡易で計算負荷も小さいという利点を有する．対して，不均

質性をもたらす格子欠陥や，ポテンシャルエネルギーが配位数に依存する共有

結合には，2 対ポテンシャルは対応できないという問題が存在する． 

多体ポテンシャルは，式は複雑化するが，格子欠陥を含む材料や共有結合性

の材料にも適用可能である．多体ポテンシャルの代表例として，原子挿入法

（Embedded Atom Method | EAM），Tersoff ポテンシャルおよび AIREBO ポテンシ

ャルがあげられる．系の全ポテンシャルエネルギーが二体項と埋め込みエネル

ギー項の和として表現される EAM ポテンシャルは[81]，格子欠陥を含む材料に
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は適用可能であるが，結合の方向性を考慮していないため，ダイヤモンドや CNT

のようにポテンシャルエネルギーが結合の方向性（結合間角度）に依存する共

有結合性の材料には適用が難しい．Tersoff ポテンシャルは，配位数や結合間角

度を考慮して 2 体間の結合強度を求めることにより，炭素 C やケイ素 Si などの

共有結合に対応している[82]．ただし，Tersoff ポテンシャルは，グラファイトの

層間結合などの非結合相互作用を表現できない．そこで，炭素原子の共有結合

と層間相互作用の両者を再現するポテンシャル関数の 1 つとして，AIREBO ポ

テンシャルが挙げられる[83]．AIREBO ポテンシャルは，Adaptive Intermolecular 

Reactive Empirical Bond-Order ポテンシャルの略であり，Brenner による REBO

（Reactive Empirical Bond-Order）ポテンシャルに，非結合分子間相互作用の影響

を考慮したものである[83,84]．したがって，AIREBO ポテンシャルは CNT の

MD/MM 解析に最適である． 

波状 CNT の「座屈分岐」を正確に捉えるためには，逐次的に原子の移動経路

を追う MD 法より，原子の熱的振動の影響を排除して安定構造を決定する MM

法が有効である．原子系の安定構造を決定する方法として，従来用いられてき

た共役勾配法（Conjugate gradient | CG）法や準 Newton 法のほか，FIRE アルゴリ

ズムが挙げられる[85]．FIRE アルゴリズムは，原子に作用する力 F と速度 v の

内積を計算し，その正負によって，原子の速度 v などを Iteration ステップごとに

修正していくアルゴリズムである．この FIRE アルゴリズムは，一般的に，CG

法より収束が早い．また，ある原子系における安定構造が 2 つ存在する場合（図

1.7），CG 法や準 Newton 法を用いた構造最適化では，「State I」の状態にある原

子系は，「State I」と構造の似ている「State I’」にしか至らないことが多い．一

方，FIRE アルゴリズムを用いた構造最適化では，「State I」の状態にある原子系

は，よりエネルギーの低い別構造である「State II」に遷移しやすい．したがって，

座屈現象のように，あるひずみにおいて停留点が複数存在する場合，言い換え

ると，変形経路が分岐する場合には FIRE アルゴリズムが有効である．しかしな

がら，FIRE アルゴリズムを用いた座屈解析を波状 CNT に対して行い，波状 CNT
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がある状態に構造最適化されたとしても，厳密には，その構造の安定/不安定は

決定されない． 

 

 

 

Fig.1.7  Schematics of potential energy surface with two stable states with different 

crystal structure. 

 

 

1.1.4 不安定性解析 

圧縮状態にある波状 CNT が，初期波形を保った原子配置に構造最適化された

としても，収束条件が十分小さな値ではないために座屈分岐点を通過している

可能性がある．過去の MD 解析の場合，原子振動の影響で，厳密な座屈点の議

論はされてこなかった．かわりに，Euler の座屈理論との比較が行われてきた．

しかしながら，Euler の座屈理論が波状 CNT に適用可能かどうかは不明である．

これは，Euler の座屈理論が 1 次元連続体を仮定しているためである．一方，原

子シミュレーションでモデル化される波状 CNT は，複数の格子欠陥を含む離散

系である．そこで，構造最適化された原子系の安定性を判断する方法として，

Kitamura らの不安定性解析手法がある[86-89]． 

State I

State I’

State II

Potential energy 

surface
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この不安定性解析では，系の安定/不安定がポテンシャル関数の原子座標に関

する二次微分行列（Hessian 行列｜H）の正値性によって決定される．Hessian 行

列の固有値は，原子系に任意の微小位置変化を与えた場合のエネルギー曲面の

主曲率を表し，Hessian 行列の最小固有値が正である間は原子系が安定であり，

0 に達すると不安定となる．この方法をはりの軸方向圧縮解析に適用すると，

最小固有値が 0 に達した点が座屈点となり，各固有値に対する固有ベクトルが

変形モード（座屈モード）に相当する． 

しかしながら，CNT の MM 計算に最適である AIREBO ポテンシャルの関数形

は複雑であり，その 2 階微分を解析的に導出することは困難である．波状 CNT

の圧縮座屈解析に不安定性解析を導入するためには，より簡便にポテンシャル

関数の Hessian 行列を求める必要がある． 

 

 

 

1.2 本研究での取り組み 

 

前節で述べたように，CNT の実用化のためには，座屈に代表される不安定現

象を含め，より正確な多くの物性データが必要である．そのために多くの研究

者によって CNT の圧縮解析が行われてきたが，それらの解析モデルは，SEM な

どで観察された実際の CNT の波状形状を再現できていない．したがって，無負

荷状態で波打っている CNT の圧縮解析が求められる．さらに，波状 CNT が座

屈挙動を示すのかは，不明である．直感的には，波状 CNT は座屈点を示さず，

ばねのように圧縮されるだけであると予測される．あるいは，複数の欠陥が存

在するため，欠陥に変形が集中して波状 CNT は破壊に至り，その構造を保つこ

とができなくなる可能性がある．このように，波状 CNT の圧縮挙動には不明な

点が多いため，その挙動へのジオメトリ（波形，振幅，波長，波数およびカイ

ラリティ）の影響を評価し，体系化する必要がある．また，波状 CNT の詳細な

座屈挙動を簡易にかつ正確に解析するためには，変形経路の分岐を精度よく捉
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える FIRE アルゴリズムと，最適化された構造の安定性を判断する不安定性解析

のプログラムを実装する必要がある．  

そこで本研究では，まず，MM シミュレーションにおける構造最適化計算の

収束性を向上させるために，FIRE アルゴリズムに修正を加え，その有効性を検

討する．つづいて，ポテンシャル関数の Hessian 行列を簡便に求めるために，数

値微分によってポテンシャル関数の 2 階微分を行い，その有効性を検討する．

そして，修正した FIRE アルゴリズムと数値微分によって得られた Hessian 行列

を用いて，波状 CNT の圧縮座屈解析を行い，波状 CNT の圧縮座屈挙動に及ぼ

す波形，振幅，波長，波数，およびカイラリティの影響を明らかにする． 

 

 

 

1.3 本論文の構成 

 

本論文の構成を次に示す． 

第 2 章では，原子シミュレーションについて説明する．構造最適化計算の収

束性を向上させるために，FIRE アルゴリズムを修正し，その有効性を検討する． 

第 3 章では，不安定性解析について説明する．数値微分による Hessian 行列の

算出の有効性について検討する．数値微分を用いた不安定性解析を，AIREBO

ポテンシャルを用いた直管 CNT の圧縮座屈解析に適用し，数値微分の有効性と

精度を検討する． 

第 4 章では，第 2 章と第 3 章の内容を考慮した MM シミュレーションを用い

て，波状 CNT の圧縮座屈解析を行う．まず，波状 CNT の圧縮座屈挙動に及ぼ

す波形の影響を評価する．具体的には，弓形の波形（C 型）と S 字形の波形（S

型）の CNT を解析し，それらの変形挙動を比較する．つぎに，波状 CNT の圧

縮座屈挙動に及ぼす振幅と波長の影響を評価する．波長を保ったまま振幅を変

えた波状 CNT，あるいは振幅を保ったまま波長を変えた波状 CNT を解析し，そ

れらの変形挙動を比較することで，振幅と波長の影響を評価する． 



第 1 章 緒言                                    

~ 13 ~ 

 

第 5 章では，第 4 章と同様の解析条件で，波状 CNT の圧縮座屈挙動に及ぼす

波数およびカイラリティの影響を評価する．まず，チューブ長さを保ったまま

波数を倍にした波状 CNT を解析する．波数の増加は欠陥数の増加と同義である

ため，波数の影響は欠陥数の影響ともいえる．つぎに，波形，振幅，波長およ

び波数を維持し，カイラリティのみを変化させた波状 CNT を解析する．具体的

には，Zigzag 型と Armchair 型の波状 CNT を解析し，それらの変形挙動を比較す

る． 

最後に，第 6 章において本論文の結論を述べる． 
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第 2章 

原子シミュレーション 

 

2.1 はじめに 

 

実験によって物理的特性を測定することが困難である場合，コンピュータシ

ミュレーションが有効であり，現在までに，多くの研究者によって CNT の圧縮

解析が行われてきた．波状 CNT を正確にモデル化し，その座屈分岐を正確に捉

えるためには，FIRE アルゴリズムを用いた MM 法が有効である[85]． 

本章では，解析対象を正確にモデル化するためのポテンシャル関数と， FIRE

アルゴリズムを用いた MM シミュレーションのアルゴリズムについて述べる．

また，最適化計算の収束性を向上させるために，FIRE アルゴリズムを修正し，

その有効性を検討する． 
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2.2 ポテンシャル関数 

 

2.2.1 二体ポテンシャル[90] 

多くのポテンシャル関数では，原子間に作用する引力および斥力を仮定する．

まず，2 個の原子（あるいは分子）のみをとり，相互作用のポテンシャルエネル

ギー rが粒子間距離 r だけに依存するものとし，他の粒子の存在を無視して 

  
attractiverepulsive

)()()( rrr       (2.1) 

とおく．rは次のつの条件を満たす必要がある．

① 特定の点（r = r0） において，rは最小値をとる必要がある．具体的には，

r < r0で 2 個の粒子間に作用する力（-d/dr）が斥力に，r > r0で引力になる必要

がある

② rの値は r の増大にともなって（1/r
3）よりも急激に減少しなければなら

ない 

③ rから導き出される弾性定数は，すべて正の値となる

④ C11 - C12 > 0（C11, C12 | 弾性定数） 

条件①は，多数の原子が集まって一定の形状の固体を構成するために必要で

あり，②は凝集エネルギーが一定値をとるために要求される．③および④は，

立方格子の安定性およびせん断ひずみに対する安定性を取り扱うために取り入

れられた． 

 

A. Lennard-Jones ポテンシャル[79] 

条件①～④のもとで定義されるポテンシャル関数として， 

  


















''

''
)(

nm rr
r


      (2.2) 

で表される Lennard-Jones ポテンシャルが挙げられる．'，'，m'，および n'は，

原子の種類と結合状態とによって決定される定数である．特に，m' = 12，n' = 6

として変形した 
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










































6
LJ

12
LJ

LJ4)(
rr

r


     (2.3) 

は(6,12)ポテンシャルと呼ばれ，Lennard-Jones ポテンシャルの代表例である．LJ

および LJは，原子の種類と結合状態とによって決定される定数である．−6 乗の

引力項は，原子間に作用する分散力に起因するものであり，−12 乗の斥力項は，

電子雲の重なりによって作用する反発力に起因するものである．炭素原子間の

Lennard-Jones ポテンシャルの外形を図 2.1 に示す． 

このポテンシャルは，アルゴン分子などの希ガスの分子間相互作用や

Graphene の層間相互作用（Van der Waals 力）のような非結合作用の解析によく

用いられる．しかしながら，金属結合や共有結合の解析への適用は困難である． 

 

 

 

Fig.2.1  Lennard-Jones potential for carbon atoms. 
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B. Morse ポテンシャル[80] 

①～④の条件を満たしつつ，金属結合にも対応したポテンシャル関数として，

次式の Morse ポテンシャルがよく用いられる． 

        00 exp22exp)( rrarraer llp    (2.4) 

ここで，r0は安定距離，epおよび alは物質によって決定される定数である．ア

ルミニウムに対する Morse ポテンシャルの外形を図 2.2 に示す． 

Lennard-Jones ポテンシャルや Morse ポテンシャルといった 2 体ポテンシャル

は，式も簡易で計算負荷も小さいという利点を有する一方，不均質性をもたら

す格子欠陥や，ポテンシャルエネルギーが配位数に依存する共有結合に対応で

きない． 

 

 

 

Fig.2.2  Morse potential for Al atoms. 
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2.2.2 多体ポテンシャル 

多体ポテンシャルは，式は複雑化するが，格子欠陥や共有結合にも適用可能

である．多体ポテンシャルの代表例として，EAM ポテンシャル，Tersoff ポテン

シャルおよび AIREBO ポテンシャルを以下に紹介する． 

 

 

A. EAM ポテンシャル[81,91] 

原子挿入法（Embedded Atom Method | EAM）では，系の全ポテンシャルエネ

ルギーが二体項と埋め込みエネルギー項の和として表現される．なお，パラメ

ータは第一原理計算などから求められる． EAM ポテンシャルにおいて，単一

原子系の全エネルギーE は 

      








i ij

iji rFE 
2

1
    (2.5) 

と表される．ここで，関数 F はある原子を電子密度 i の位置 i に埋め込むのに

必要なエネルギーを表す埋め込み関数，rijは原子 i と j の距離，関数は i-j 間の

二体間相互作用である． 

電子密度 i は，原子 i を除く近傍の原子が点 i に作る電子密度であり, 

  
ij

ij
atom
ji r )(      (2.6) 

と表され，多体項となる． 

EAM ポテンシャルは，fcc および bcc 金属を正確にモデル化することができ，

原子空孔などの不均質性にも対応可能である．しかしながら，結合の方向性を

考慮していないため，ダイヤモンドや CNT のようにポテンシャルエネルギーが

結合の方向性（結合間角度）に依存する共有結合性の材料には適用が難しい． 
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B. Tersoff ポテンシャル[82,92] 

Tersoff ポテンシャルは，2 体間の結合強度を配位数や結合間角度（図 2.3）を

考慮して求めることにより，C や Si などの共有結合に対応したポテンシャル関

数である． Tersoff ポテンシャルにおいて，単一原子系の全エネルギーE は 

     
i ij

ijAijijRijC rfbrfrfE )()()(
2

1
   (2.7) 

と表される．ここで， )( ijR rf ， )( ijA rf はそれぞれ斥力項，引力項であり，次式

に示すように Morse 型の指数関数で表される． 

  )exp()( 1 ijijR rArf       (2.8) 

  )exp()( 2 ijijA rBrf       (2.9) 

)( ijC rf はカットオフ関数（図 2.4）であり，次式のように与えられる． 

  











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





 






DRr

DRrR
D

Rr

Rr

rf ijC

,0

,
2

cos
2

1

2

1

,1

)(


  (2.10) 

)( ijA rf にかかる係数 ijb は，このポテンシャルを特徴付ける結合価関数であり，

原子 i，j 間の結合状態（Bond-Order）を意味している． 

  

 

22

2

2

2

,

2

1

)cos(
1)(

)()(

1



















hd

c

d

c
g

grf

b

jik
jikikCij

nn
ij

n
ij

    (2.11) 

具体的には，結合 i-j と隣り合う結合 i-k が存在すると（図 2.3），その角度 jik に

応じて結合の状態が変化する． 

Tersoff ポテンシャルは，C や Si などの共有結合（近距離力）を精度よく表現

できるが，Graphite の層間結合などの非結合相互作用（遠距離力）を表現できな

い． 
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Fig. 2.3  Schematic of the angle jik formed by three atoms. 

 

 

 

Fig.2.4  Cut-off function )( ijC rf in Tersoff potential for carbon atoms.  The constant 

R and D are 1.8 and 0.3 Å, respectively. 
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C. AIREBO ポテンシャル[83,93,94] 

炭素原子の共有結合と層間相互作用を再現するポテンシャル関数の 1 つとし

て，AIREBO ポテンシャルが挙げられる．AIREBO ポテンシャルは，Adaptive 

Intermolecular Reactive Empirical Bond-Order ポテンシャルの略であり，Brenner に

よる REBO（Reactive Empirical Bond-Order）ポテンシャルに[84]，非結合分子間

相互作用の影響を考慮したものである．表 2.1 は，REBO ポテンシャル，AIREBO

ポテンシャルおよび実験によって得られたグラファイトの物性値を比較してい

る[83]．rCC は共有結合している炭素原子間の平衡距離，rl は層間平衡距離，Cij

は弾性定数である．subH298 は 298 K での昇華エンタルピ，fH298 は黒鉛

（ABABAB stack）に対する黒鉛（ABCABC stack）のポテンシャルエネルギー

差，Evacは空孔形成エネルギーである．AIREBO ポテンシャルによる解析結果は，

実験結果を精度よく再現しており，炭素や炭化水素系の材料を再現するために

は，AIREBO ポテンシャルは最適である． 

AIREBO ポテンシャルによる系全体のポテンシャルエネルギーE は，次式で表

される． 

    







 

  i ij jik kjil
kijlijij EEEE

, ,,

torsLJREBO

2

1
   (2.12) 

 

Table 2.1  Structural, mechanical, and energetic properties of graphite[83]. 

Property REBO AIREBO Experiment 

rCC [Å] 1.420 1.346 1.415 

rl [Å] - 3.354 3.354 

C11 [GPa] 1060 1150 1060 

C12 [GPa] 150 150 180 

C13 [GPa] - 10 15 

C33 [GPa] - 40 36.5 

subH298 [kcal/mol] 170.2 172.3 171.9 

fH298 [kcal/mol] 0 0.0006 0.14 

Evac [eV] 7.5 7.7 7.6 
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ここで， REBO
ijE は共有結合を表す REBO ポテンシャル， LJ

ijE は非結合時の分子間

相互作用を表す Lennard-Jones (LJ)ポテンシャル， tors
kijlE は 4 原子間のねじれを表

すねじれポテンシャルである．最も支配的な REBO ポテンシャルは， 

  
ARREBO

ijijijij VbVE 
     (2.13) 

と表され，2 体項である斥力項 R
ijV と引力項 A

ijV ，多体項である Bond-Order 項 bij

から成っている．斥力項 R
ijV と引力項 A

ijV は，原子 i と j 間の距離 rijのみによって

決定される．更にボンドオーダー項は，次式のように表される． 

    dhrcσπσπ

2

1
ijijjiijij ppb       (2.14) 

σπ
ijp と σπ

jip の 2 項は，図 2.3 の模式図に示すような，原子間距離と 3 原子で形成

される角度 jik により主に決定される．bijはこの 2 項が支配的である． rc
ij と dh

ij

の 2 項は，配位数を変数として 5 次スプライン関数で近似される． dh
ij には，図

2.5 に示すような，4 原子間のねじれkijlの影響が含まれている． 

AIREBOポテンシャルの一番の特徴である非結合時の分子間相互作用（Van der 

Waals 力）を表す Lennard-Jones (LJ)ポテンシャル LJ
ijE は次式のように表される． 

  )())]((1[)())(())(( LJLJ*LJ
ijijijijrijijijijbijrij rVCrtSrVCbtSrtSE   

         (2.15) 
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    (2.16) 

ここで，関数 S(t)は，図 2.6 に示すような，0～1 の値を滑らかに切り替えるスイ

ッチング関数である．Cijは，原子 jが iに対して第 3近傍内に存在する場合 0を，

第 3 近傍外に存在する場合は 1 を返す関数である．つまり，共有結合するほど

距離の近い原子同士には，LJ ポテンシャルは働かない．上式の LJ
ij と LJ

ij はパラ

メータであり，原子 i と j が炭素同士の場合の LJ
ijV と rijの関係を図 2.7 に示す． 
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tors
kijlE は， dh

ij と同様に，図 2.5 に示すような 4 原子間のねじれの影響を考慮し

たポテンシャルである． 

 

 

 

Fig. 2.5  Schematics of the torsional angle kijl  

 

 

 

Fig. 2.6  Switching function S(t). 
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Fig. 2.7  Lennard-Jones potential 
LJ

ijV  for carbon atoms. 

 

 

 

2.3 分子力学法[95] 

 

前節のポテンシャル関数 E(r)を原子 i の位置ベクトル riで微分すると原子 i に

作用する力ベクトル Fiを得ることができる． 

  
i

i

E

r

r
F






)(
      (2.17) 

分子動力学法（Molecular Dynamics | MD）や分子力学法（Molecular Mechanics | MM）

では，解析対象である系の 1 つ 1 つの原子（あるいは分子）を質点として扱い，

質点の運動を古典力学的にニュートンの運動方程式 

  
i

i
i

dt

d
m F

r


2

2

      (2.18) 
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で規定する．ここで， miは原子 i の質量であり，系内に N 個の原子が存在する

場合，類似の式が N 個規定される． 

上式の微分方程式を解くために，テイラー級数展開によって，上式を代数方

程式に修正し整理すると，時刻t 後の原子 i に関する位置ベクトル riと速度ベ

クトル viは，次式のように表される． 

  
)(

2

)(
)()()(

2

t
m

t
ttttt iiii Fvrr




   (2.19) 

  
)}()({

2
)()( ttt

m

t
ttt iiii 


 FFvv

   (2.20) 

この 2式を用いてt後の原子の位置と速度を求める方法をVelocity-Verlet法と呼

び，MD 法は，これらの式に従って分子の運動軌跡を決定する．一方，MM 法で

は，分子の運動軌跡を問わず，各原子に力が作用しなくなる安定構造を求める．

その際，式(2.19)，(2.20)をもとに，各原子に力が作用しなくなるまで原子を移動

させて，あるいは共役勾配法（CG 法）などを用いて，安定構造を求める． 

シミュレーションセルに生じる応力は，ひずみとセル体積 V を用いて，

次式のように表される． 

  











E

V

1
      (2.21) 

ここで，添字，は x，y，z 方向のいずれかである．なお，本研究では，各原

子に作用する力の各成分の最大値が十分小さな値 Fcon以下となった構造を安定

構造とする（固定原子は除く）． 
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2.4 構造最適化アルゴリズム 

 

2.4.1 FIRE アルゴリズム[85] 

前節で述べたように，MM 法は，原子の運動軌跡は問わず，原子系の安定構

造のみを求める．すなわち，構造最適化のための手法である．従って，

Velocity-Verlet 法における時間刻み t が常に一定である必要はなく，

Velocity-Verlet 法から逸脱して，原子の速度 v や時間刻みt を変更しても問題は

ない． 

原子系の構造最適化手法の 1 つとして，FIRE (Fast Inertial Relaxation Engine)ア

ルゴリズムが挙げられる．FIRE アルゴリズムは，原子に作用する力 F と速度 v

の内積を計算し，その正負によって，原子の速度 v や時間刻みt を Iteration ス

テップごとに変更させていくアルゴリズムである．ただし， 

  
tz

N
y

N
x

N
z

i
y

i
x

i
zyx FFFFFFFFF },,,...,,,,...,,,{ 111F

  (2.22) 

  
tz

N
y
N

x
N

z
i

y
i

x
i

zyx vvvvvvvvv },,,...,,,,...,,,{ 111v
   (2.23) 

である．下添字は原子に振られたラベル，上添字は作用する方向，N は系内の原

子数である．具体的な FIRE アルゴリズムのフローチャートを図 2.8 に示す． 
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Fig. 2.8  Flowchart of FIRE algorithm, where Nneg is the number of steps since P was 

negative, and nstep is the number of iterations. 

 

 

2.4.2 FIRE アルゴリズムの導入と問題点 

圧縮状態にある無欠陥の直管 CNT について，FIRE アルゴリズムを用いて，構

造最適化計算が収束するか，および CNT の変形が座屈経路に遷移するかを検討

した．解析モデルの CNT のジオメトリを表 2.2 に，スナップショットを図 2.9

に示す．図 2.9 の上下端の赤い原子は，その原子が全方向固定されていることを

意味する．解析モデルは，予測される座屈点（圧縮ひずみ 1.2%）まで圧縮され

た状態である（図 2.10）．したがって，最適化計算の収束後には，解析モデルは，

図 2.10 の赤丸印に示される座屈経路に遷移しているはずである．収束条件を各
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原子に作用する力ベクトル Fiの各成分の最大値が Fcon = 10
-2，10

-4，10
-6

 eV/Å 以

下として，3 通りの最適化計算を行った．また，ポテンシャル関数として AIREBO

ポテンシャルを，FIRE アルゴリズムのパラメータ値として表 2.3 の数値を使用

した． 

図 2.11 は，直管 CNT の最適化計算の収束過程を示す．横軸は Iteration ステッ

プ，縦軸は CNT のポテンシャルエネルギーE である．結果として，収束条件が

10
-2

 eV/Å の場合，最適化計算は収束した．一方，応力値は図 2.10 の青丸印を示

し，座屈経路への遷移は生じなかった． 

収束条件が 10
-4，10

-6
 eV/Å の場合は，最適化計算自体が収束しなかった．図

2.11 の拡大図より，ポテンシャルエネルギーが Iteration ステップの進行に伴って

振動していることが確認できる．したがって，波状 CNT の圧縮座屈解析のため

には，FIRE アルゴリズムに修正が必要である． 

 

 

 

Fig. 2.9  Snapshot of the straight CNT model under fixed-fixed end boundary 

condition. 

Fixed atoms

Fixed atoms
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Table 2.2  Geometries of straight CNT model. 

Geometry Value 

Chirality (6, 0) 

Diameter 0.470 nm 

Length (Free stress) 9.830 nm 

Length (Compressed) 9.712 nm 

 

Table 2.3  Parameters of original FIRE algorithm. 

 Parameter Value 

Original FIRE 

Nmin 5 

finc 1.1 

fdec 0.5 

αstart 0.1 

fα 0.99 

Δtmax [fsec] 5.0 

 

 

 

Fig. 2.10  Compressive stress-strain curves with bifurcation pathway under fixed-fixed 

end boundary condition. 
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Fig. 2.11  Potential energy of the straight CNT model as a function of the iteration 

during relaxation calculation using original FIRE algorithm. 

 

 

2.4.3 修正 FIRE アルゴリズム 

前項で述べたように，FIRE アルゴリズムを用いて CNT の圧縮座屈解析を行っ

た場合，最適化計算が収束しない事例が発生した．ポテンシャルエネルギーが

Iteration ステップの進行に伴って振動するということは，t が大きすぎる可能性

が考えられる．実際，各 Iteration ステップのt を確認したところ，t が減少し

ておらず，最適化計算中に一度も内積 P が負になっていないことが判明した． 

そこで，tを減少させるために，ある Iterationステップ数ndecが経過した場合，

強制的に時間刻みt をtdec倍（tdec < 1）し，t を減少させる，という処理を

FIRE アルゴリズムに追加した．修正した FIRE アルゴリズムのフローチャート

を図 2.12 に示す． 
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Fig. 2.12  Flowchart of modified FIRE algorithm. 

 

 

2.4.4 修正 FIRE アルゴリズムの有効性の検討 

修正 FIRE アルゴリズムの有効性を確認するために，2.4.2 項と同様の解析を行

った．構造最適化アルゴリズムが修正 FIRE アルゴリズムであることを除いて，

解析モデルや解析条件は 2.4.2 項に従う．修正 FIRE アルゴリズムに使用した各
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パラメータの値を表 2.4 に示す．図 2.11 より，ポテンシャルエネルギーの振動

の開始が 500 ステップ前であることから ndec = 500，修正前 FIRE アルゴリズムの

fdecを参考にΔtdec = 0.5 とした． 

図 2.13 は，修正 FIRE アルゴリズムを用いた場合の直管 CNT の最適化計算の

収束過程を示す．横軸と縦軸は図 2.11 と同様である．収束条件が 10
-2

 eV/Å の場

合は，収束したステップが 500 以下であったため，修正前の結果と同じである． 

収束条件が 10
-4，10

-6
 eV/Å の場合，修正前の FIRE アルゴリズムを使用した場

合とは異なり，どちらも最適化計算が収束した．10
-4

 eV/Å の場合は座屈経路へ

の遷移は確認できなかったが，10
-6

 eV/Å の場合は座屈経路への遷移が確認でき

た．結果を表 2.5 にまとめる．さらに，図 2.13 の拡大図においても，500 ステッ

プ以降，ポテンシャルエネルギーの振動は確認されない．したがって，著者の

行った FIRE アルゴリズムに対する修正は有効である． 

 

 

Table 2.4  Parameters of original FIRE and modified FIRE algorithm. 

 Parameter Value 

Original FIRE 

Nmin 5 

finc 1.1 

fdec 0.5 

αstart 0.1 

fα 0.99 

Δtmax [fsec] 5.0 

Modified FIRE 
ndec 500 

Δtdec 0.5 
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Fig. 2.13  Potential energy of the straight CNT model as a function of the iteration 

during relaxation calculation using modified FIRE algorithm. 

 

 

Table 2.5  Results of relaxation calculation for buckling bifurcation of the straight 

CNT model using original/modified FIRE algorithm. 

FIRE Fcon [eV/Å] Convergence Buckling 

Original 

10
-2

 ○ × 

10
-4

 × － 

10
-6

 × － 

Modified 

10
-2

 ○ × 

10
-4

 ○ × 

10
-6

 ○ ○ 
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第 3章 

不安定性解析 

 

3.1 はじめに 

 

波状 CNT の圧縮座屈解析を行う際，最適化された構造が安定な停留点か，あ

るいは不安定な停留点かを判断する必要がある．言い換えると，波状 CNT の座

屈点を明確にしなければならない．その際，原子スケール不安定性解析による

原子系の不安定性及び変形モードの解析が有効である[86-89]．この不安定性解

析では，系の安定/不安定がポテンシャル関数の原子座標に関する二次微分行列

（Hessian 行列｜H）の正値性によって決定される． 

しかしながら，CNT の MM 計算に最適である AIREBO ポテンシャルの関数形

は複雑であり，その 2 階微分を解析的に導出することは困難である．波状 CNT

の圧縮座屈解析に不安定性解析を導入するためには，より簡便にポテンシャル

関数の Hessian 行列を求める必要がある．そこで，本研究では，ポテンシャル関

数の Hessian 行列を簡便に求めるために，数値微分によってポテンシャル関数の

2 階微分を行い，その有効性と精度を検討する． 
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3.2 不安定性解析[86-89,96,97] 

 

原子数 N である構造体のエネルギー は，ポテンシャルエネルギーE と外部

荷重による仕事 W の和で表される（ WEΠ  ）．ここで，このΠを微小変形 r

について Taylor 展開すると， 
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   (3.1) 

となる．ここで，M は固定原子や並進運動・回転を除いた系の自由度であり，r，

r は M 次元のベクトルである．系が平衡状態である場合，式(3.1)の右辺第 2 項

は 0 となる．また，外力が一定なので，  

  0
2






ji rr

W
      (3.2) 

である．従って，3 次以上の微小項を省略すると，式(3.1)は， 
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と変形できる．は微小変形 r にともなうエネルギーの変化量をあらわしてお

り， 

  
ji

ij
rr

E
H






2

  (i, j = 1, 2, …. , M)   (3.4) 

を成分とする Hessian 行列 H を導入すると， 

  rHr  T

2

1
Π      (3.5) 

となる，なお，Tは転置を意味する． 

いま，行列 H の固有値問題を考えると， 

   Miiii ，，21 ppH      (3.6) 
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のように M 個の固有値および固有ベクトル p が得られる．ここで，

M  21 としておく．piを規格化しておくと， 

  iiiii   2T
pHpp      (3.7) 

となる．固有ベクトルのセット ip は直交基底系をなすから，微小変位は 

  


M

i
ii

1

pr        (3.8) 

のように書くことができ， r によるエネルギー変化は， 

  


M

i
iiΠ

1

2

2

1
       (3.9) 

とも表記できる．すなわち，iはエネルギー曲面   rΠ の ip 方向への曲率を表

す．したがって， > 0（すべての固有値が正）ならば，いかなる変形によって

も 0Π となり，系は安定状態であることを意味する．一方， 01  のとき，

1pr  の変形によって 0Π となるので，不安定変形が生じる．すなわち， 1p が

不安定変形モードベクトルである． 

波状 CNT の圧縮座屈解析にこの不安定性解析を導入する上で，CNT の MM

計算に最適である AIREBO ポテンシャルの複雑な関数を解析的に 2 階微分し，

Hessian 行列を算出することは困難である．そのため，本研究では，解析的に求

めた 1 次微分項を数値的に微分することで Hessian 行列を算出する．なお，数値

微分には次式を用いた．ここで，h は微分の幅である． 
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3.3 数値微分による不安定性解析の有効性 

 

数値微分によって Hessian 行列を算出する際，微分の幅 h が大きいとその精度

が悪くなり，正しい結果が得られなくなる可能性がある．そこで，2 階微分を求

めることが比較的簡単な Morse ポテンシャルを用いて，Al ナノワイヤの圧縮座

屈解析を行う．解析的/数値的に求めた Hessian 行列の固有値と固有ベクトルを

比較することで，数値微分の精度と微分の幅 h について検討する． 

 

 

3.3.1 解析方法 

解析は Al ナノワイヤを対象に行った．解析モデルは，[111]方向を z 方向とす

るユニットセルを x，y，z 方向に 3，2，20 個並べて作成した．プリミティブセ

ルの基底ベクトルは 

   

 aaa 3000
2

6
000

2

1
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であり，6 つの原子を含むため，ナノワイヤの総原子数は 720 個となる．ここで，

a は格子定数である．図 3.1 は解析モデルを示す． 

本解析は，Morse ポテンシャルを用いた分子力学法により行った[80]．上下端の

原子を完全固定し，軸方向応力が 10
-2

GPa 以下になるまでチューブ全体を伸縮

させ，無負荷安定状態を決定した．圧縮変形解析では，軸方向を z 方向とし，指

定の圧縮ひずみになるようにシミュレーションセルを-z 方向に圧縮させた後，

両端を完全固定した上で構造最適化を行った．解析モデルのひずみ増分を 0.001 

とし，圧縮ひずみ = 0.01 になるまで行った．最適化計算は FIRE アルゴリズム

（修正前）を基にし，原子に働く各方向の力が 0.16 fN（10
-7

 eV/Å）以下になる

まで行った．解析に用いたその他のパラメータを表 3.1 に示す[85]． 

解析的および数値的に求めた Morse ポテンシャルの 2 次微分行列の固有値・

固有ベクトルを，各ひずみの安定構造に対して求めることにより，圧縮された
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Al ナノワイヤの不安定性を評価した．数値微分による Hessian 行列は，式(3.10)

を用いて求めた．微分の幅 h を格子定数 a の 10
-2，10

-4，10
-6倍として 3 通りの

数値解を求め，固有値・固有モードを解析解と比較した．なお，本解析モデル

の総原子数は 720 個，固定原子数は 24 個なので，系の自由度は(720-24)×3 = 2088

である． 

 

 

Fig.3.1  Snapshots of Al nanowire simulation model. 
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Table 3.1  Analytical condition for the Al nanowire simulation. 

 Value Units Note 

Lattice constant a 4.05 Å  

Morse constant 𝑎𝑙 2.00 1/Å Morse 

Morse constant 𝑒𝑝 0.12 eV Morse 

Morse constant 𝑒𝑜 2.86 Å Morse 

Cut off radius Rc 8.00 Å  

Nmin 5 cycle FIRE 

finc 1.1 - FIRE 

fdec 0.5 - FIRE 

start 0.50 - FIRE 

f 0.99 - FIRE 

dtmax 10 fs FIRE 

 

 

3.3.2 結果および考察 

図 3.2 は，圧縮変形中の Al ナノワイヤのスナップショットを示す．圧縮ひず

みが 0.6 %までは，直線形を保ったまま圧縮方向に原子が密集するような変形を

するが，ひずみが 0.7 %以降になると x 方向に座屈したことが分かる．図 3.3 は，

Al ナノワイヤの圧縮応力－ひずみ線図を示す．圧縮ひずみが増加するに従って

圧縮応力はほぼ線形に増加し，圧縮ひずみが 0.7 %で最大値 0.45[GPa]を示した

後，圧縮応力は徐々に減少する．図 3.2 と比較して，圧縮ひずみ 0.7 %では座屈

経路に遷移していると判断できる．この応力は，Euler の座屈理論とよく一致し

ている． 

図 3.4 は，解析的に求めた Hessian 行列 H の固有値の圧縮ひずみに伴う変化を

示す．ここで，固有値1 ~ は， 421    である．最小固有値1は，座

屈点直前の圧縮ひずみ 0.6 %でほぼ 0 に達し，座屈経路に遷移した圧縮ひずみ

0.7 %以降は 0 から離れる．したがって，圧縮ひずみ 0.6 ~ 0.7 %に座屈点がある

といえる．図 3.5 は，圧縮ひずみ 0.6 %での固有値1~4に対応する固有ベクトル
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方向に，原子を変位させたナノワイヤのスナップショットを示す．1 の固有ベ

クトルは x 方向への長波長座屈（C 型）を示しており，実際の座屈モードと一致

する．一方，2 の固有ベクトルは y 方向への長波長座屈を示している．3 と4

に対応する固有ベクトルは，それぞれ，x，y 方向への短波長座屈モード（S 型）

である． 

つぎに，数値微分によって求めた Hessian 行列 H の固有値と固有ベクトルの

変化を，解析的に求めたそれらと比較し，数値微分の有効性を検討する．図

3.6(a)~(c)は，数値微分によって求めた Hessian 行列 H の固有値の圧縮ひずみに

伴う変化を示す．図 3.6(a)~(c)は，微分の幅 h がそれぞれ，格子定数 a の(a)10
-2，

(b)10
-4，(c)10

-6 倍である．(a)10
-2，(b)10

-4 の場合は，最小固有値1 は圧縮ひずみ

0.6 %で負になり（表 3.2），座屈経路への遷移を正確に判断できない．対して，

(c)10
-6の場合は，解析的に求めた Hessian 行列 H の固有値を精度よく再現できて

いる．さらに，数値微分によって求めた Hessian 行列 H の固有値に対応する固

有ベクトルも，解析的に求めた場合のそれとよい一致を示す（図 3.7）．したが

って，微分の幅 h を格子定数 a の 10
-6倍以下にすれば，数値微分による Hessian

行列 H の算出が有効である． 

 

                 

(a)  = 0.0 %       (b)  = 0.6 %      (c)  = 1.0 %. 

Fig.3.2  Snapshots of the Al nanowire at (a)  = 0.0 %, (b)  = 0.6 % and (c)  = 1.0 %. 
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Fig.3.3  Compressive stress-strain curve of the Al nanowire model. 

 

 

 

Fig3.4  Eigen values of analytical Hessian matrix as a function of compressive strain. 
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(a) 1            (b) 2             (c) 3           (d) 4   

Fig.3.5  Eigen modes corresponding to the eigen value 1 ~ 4 of analytical Hessian 

matrix at  = 0.6 %. 
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(a) h = 10
-2

a 

 

 

(b) h = 10
-4

a 

 

Fig.3.6  Eigen values of numerical Hessian matrix as a function of compressive strain.  

Numerical Hessian matrix are calculated using differential parameter (a) h = 10
-2

a, (b) 

10
-4

a and (c) 10
-6

a, where a is lattice constant. 
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(c) h = 10
-6

a 

Fig.3.6  (Continued) 

 

 

Table 3.2  Minimum eigen value 1 of analytical and numerical Hessian matrix at  = 

0.6 %. 

  Minimum eigen value 1 

Analytical 0.136336×10
-05

 

Numerical 

h = 10
-2

a -0.332542×10
-05

 

h = 10
-4

a -0.834613×10
-05

 

h = 10
-6

a 0.136336×10
-05
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(a) 1            (b) 2             (c) 3           (d) 4   

Fig.3.7  Eigen modes corresponding to the eigen value 1 ~ 4 of numerical Hessian 

matrix using h = 10
-6

a at  = 0.6 %. 

 

 

 

3.4 CNT の座屈挙動への不安定性解析の適用 

 

前節の数値微分による不安定性解析を CNT に対して行う．解析は，長さ 9.830 

nm の Zigzag 型(6,0)単層 CNT を対象に行った（原子数：576）．本解析は，AIREBO

ポテンシャルを用いた分子力学法により行った[83]．上下端の原子を完全固定し，

軸方向応力が 10
-2

GPa 以下になるまでチューブ全体を伸縮させ，無負荷安定状

態を決定した．圧縮変形解析では，軸方向を z 方向とし，指定の圧縮ひずみにな
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るようにシミュレーションセルを-z 方向に圧縮させた後，両端を完全固定した

上で構造最適化を行った．解析モデルのひずみ増分を 0.002 とし，圧縮ひずみ 

= 0.04 になるまで行った．最適化計算は修正 FIRE アルゴリズムを基にし，原子

に働く各方向の力が 16 fN（10
-5

 eV/Å）以下になるまで行った[85]． 

数値的に求めた AIREBO ポテンシャルの 2 次微分行列の固有値・固有ベクト

ルを，各ひずみの安定構造に対して求めることにより，圧縮された CNT の不安

定性を評価した．数値微分による Hessian 行列は，式(3.10)を用いて求め，その

際，微分の幅 h を格子定数 の 10
-6倍とした．得られた Hessian 行列の固有値は，

原子系に任意の微小位置変化を与えた場合のエネルギー曲面の主曲率を表し，

Hessian 行列の最小固有値が正である間は原子系が安定であり，0 に達すると不

安定となる．本解析では，最小固有値が 0 に達した点を座屈点と判断した．ま

た，各固有値に対する固有ベクトルが変形モード（座屈モード）に相当する． 

図 3.8 は，圧縮変形下の CNT のスナップショットを示す．圧縮ひずみが 1.2 %

までは，直線形を保ったまま圧縮方向に原子が密集するような変形をするが，

ひずみが 1.4 %以降になると x 方向に座屈したことが分かる．図 3.9 は，CNT の

圧縮応力－ひずみ線図を示す．本解析から得られたヤング率はおよそ 1.1TPa で

あり，実験値のおよそ 1TPa によく一致している．圧縮ひずみが増加するに従っ

て圧縮応力はほぼ線形に増加し，圧縮ひずみが 1.4 %で最大値 13.5[GPa]を示し

た後，圧縮応力は徐々に減少する．図 3.8 と比較して，圧縮ひずみ 1.4 %では座

屈経路に遷移していると判断できる．この座屈応力とひずみは，Euler の座屈理

論値ともよく一致する． 

図 3.10 は，数値的に求めた Hessian 行列 H の固有値の圧縮ひずみに伴う変化

を示す．ここで，固有値1 ~ は， 421    である．1および2は，そ

れぞれ x 方向および y 方向への長波長座屈モード（C 型），3および4は，それ

ぞれ x 方向および y 方向への短波長座屈モード（S 型）である．ここで，1-2，

および3-4 はそれぞれ，直交する同一の座屈モードであるため，独立なモード

である1および3のみを表記すると，図 3.11 となる．図 3.11 において，長波長

座屈モード1st（1）は，座屈点直前の圧縮ひずみ 1.2 %でほぼ 0 に達する．した
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がって，圧縮ひずみ 1.2 ~ 1.4 %に座屈点があるといえる．一方，短波長座屈モー

ド2nd（3）は 0 に達することはない．以上より，数値微分による不安定性解析

が，CNT の座屈挙動を精度よく捉えていると判断できる． 

 

 

            

(a)  = 0.0 %         (b)  = 1.2 %        (c)  = 4.0 %. 

Fig.3.8  Snapshots of the straight CNT model at (a)  = 0.0 %, (b)  = 1.2 % and (c)  = 

4.0 %. 
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Fig.3.9  Compressive stress-strain curve of the straight CNT model. 

 

 

 

Fig3.10  Eigen values of numerical Hessian matrix as a function of compressive strain, 

where 421    . 
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Fig3.11  Eigen values corresponding to the first (C-shaped) and the second (S-shaped) 

eigenmodes of straight CNT model as a function of compressive strain; the outside 

figure schematically illustrates the first and second eigen modes of the model. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2nd mode1st mode
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第 4章 

波状CNTの圧縮座屈解析

（波形，振幅および波長の影響） 

 

4.1 はじめに 

 

CNT は従来の固体材料と比較して高い比強度を有しており，様々な応用が期

待されている．具体的には，CNT のヤング率と引張強度は，それぞれ約 1 TPa，

100 GPa という非常に高い値を示すことから，複合材料の強化材，ナノプローブ

および MEMS/NEMS への応用が研究されている[31-39]．これらの機械的な破損

や破壊を避けるために，CNT の軸方向圧縮特性を知ることは重要である．しか

しながら，大きなアスペクト比を有するチューブを軸方向に垂直に圧縮して反

力を測定することは困難であるため，独立した 1 本の CNT に対する軸方向圧縮

試験は少ない[52-54]． 

実験的にナノマテリアルの機械的特性を評価することが困難な場合，原子シ

ミュレーションが有効な手段となる．多くの研究者によって，すでに，欠陥を

有する CNT の解析は行われているが，それらの CNT には軸方向に沿って 1 ヶ

所（同一円周上）にしか欠陥が存在しない[61-77]．しかしながら，実際の CNT

には複数の欠陥が存在する[55-60]．図 4.1 は，Yap らによって観察された CNT

の SEM 画像の模式図である[52]．実験によって観察される CNT は巨視的に波状
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（複数の屈曲）であり，チューブの屈曲は主として Stone-Wales（SW）欠陥によ

りもたらされる[98,99]．観察されている CNT のように，無負荷状態で波打って

いる CNT の座屈挙動に関する研究は行われておらず，波状 CNT の座屈挙動に

は不明な点が多い． 

波状 CNT の座屈挙動に関しては，大きく分けて 2 つの疑問点が挙げられる．

解明すべき最大の疑問点は，波状 CNT が座屈点を示すか否か，ということであ

る．直感的には，波状 CNT は座屈点を示さず，ばねのように圧縮されるだけで

あると予測される．あるいは，複数の欠陥が存在するため，欠陥に変形が集中

して波状 CNTは破壊に至り，その構造を保つことができなくなる可能性がある．

さらに，波状 CNT の圧縮挙動はそのジオメトリ（波形，振幅，波長，波数およ

びカイラリティ）に影響されるが，どのジオメトリ因子がどのように影響する

のかは不明である． 

もう 1 つの疑問点は，均質な 1 次元連続体を仮定している Euler の座屈理論を

波状 CNT に適用可能か否か，ということである．無欠陥の直管 CNT に関して

は，その座屈応力が Euler の座屈理論値とよい一致を示すことが報告されている

[66,68]．しかしながら，複数の欠陥によって波状形状となっている波状 CNT に

関しては，Euler の座屈理論が適用可能か否かは不明である． 

 

 

 

Fig.4.1  Schematics of part of an experimentally observed CNT, which has multiple 

SW defects. 
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そこで，波状 CNT の圧縮座屈挙動に関する上記の 2 つの疑問点を解消するた

めに，本章ではまず，波形，振幅および波長が波状 CNT の座屈挙動に及ぼす影

響について検討する．具体的には，同じ波数（= 1）とカイラリティ（= Zigzag）

を有するが，波形，振幅および波長が異なる複数の波状 CNT を解析対象とし，

MM シミュレーションと不安定性解析を用いて，それらの軸方向圧縮応力-ひず

み関係と変形プロセスを解析・比較する． 

 

 

 

4.2 解析条件 

 

本解析は，AIREBO ポテンシャルを用いた分子力学法により行った[83]．すべ

ての最適化計算は，第 2 章の修正 FIRE アルゴリズムを基にした[85]．まず，上

下端の原子を完全固定し，最適化構造の軸方向応力が 10
-2

 GPa 以下になるまで

チューブ全体を伸縮させ，無負荷安定状態を決定した．その後，圧縮変形解析

では，軸方向を z 方向とし，指定の圧縮ひずみになるように上端の原子のみを

-z 方向に変位させた後，両端を完全固定した上で構造最適化を行った．なお，

本解析では，チューブ長さを基準に，「long」と「short」の 2 種類に分類し，原

子数はそれぞれ，1152 と 576 である．圧縮解析は，long，short モデルのひずみ

増分をそれぞれ，0.0005，0.002 とし，40 ステップ行った．構造最適化は，long，

short モデルでそれぞれ，原子に働く各方向の力が 1.6，16 fN 以下になるまで行

った．なお，格子定数（最隣接原子間距離）a を 0.142 nm，チューブ肉厚 t をグ

ラファイトの層間距離である 0.335 nm とした． 

座屈点と座屈モード解析のために，併せて不安定性解析も行った．前章で述

べたように，原子系の不安定性解析では，系の安定/不安定がポテンシャル関数

の原子座標に関する二次微分行列（Hessian 行列｜H）の正値性によって決定さ

れる．しかしながら，複雑な関数形である AIREBO ポテンシャルの Hessian 行列

を解析的に求めることは困難であるため，数値微分によって Hessian 行列を算出
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した．その際，前章の検証をもとに，微分の幅 h は格子定数 a の 10
-6倍とした．

得られた Hessian 行列の固有値は，原子系に任意の微小位置変化を与えた場合の

エネルギー曲面の主曲率を表し，Hessian 行列の最小固有値が正である間は原子

系が安定であり，0 に達すると不安定となる．本解析では，最小固有値が 0 に

達した点を座屈点と判断した．また，各固有値に対する固有ベクトルが変形モ

ード（座屈モード）に相当する． 

 

 

 

4.3 波形の影響 

 

4.3.1 解析モデル 

図 4.2 は，解析モデルの模式図とスナップショットを示す．波状 CNT には，

複数の SW 欠陥が異なる高さに存在する．SW 欠陥が存在する箇所の屈曲角は

約 7°である． Zigzag 型(6,0)単層 CNT に 4 つの SW 欠陥が存在し，チューブ重

心に対して非点対称形状を有するモデル（Wavy-asym-small-short1-zigzag）を用

意した．波形の影響を解析するために，SW 欠陥が 6 つ存在する点対称モデル

（Wavy-sym-small-short1-zigzag）を用意した．比較のために，無欠陥直管 CNT

（Straight-short-zigzag）も解析した．それぞれの寸法を表 4.1 に示す．ここで，

モデル名において，「Wavy-asym」，「Wavy-sym」は波形の対称性を，「small」は

振幅の大小を，「short」は波長の長短を，波長の後の数字「1」は波数を，「zigzag」

はカイラリティを意味する．なお，ここで言う「波数」とは，非点対称/点対称

の波状形状の個数を意味する． 
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(a) Wavy-asym-small 

-short1-zigzag 

(b) Wavy-sym-small 

-short1-zigzag 

(c) Straight-short 

-zigzag 

 

Fig.4.2  Schematics and snapshots of the simulation models. The models are (6,0) 

CNTs with (a) asymmetric wavy, (b) symmetric wavy, and (c) straight shapes. 

 

 

 

Table 4.1  Equilibrium length 𝐿, diameter 𝐷, and amplitude 𝐴 of the simulation 

models. 

Model L [nm] D [nm] A [nm] L/D L/A 

Wavy-asym-small-short1-zigzag 9.769 0.470 0.095 20.8 102.8 

Wavy-sym-small-short1-zigzag 9.733 0.470 0.097 20.7 100.3 

Straight-short-zigzag 9.830 0.470 - 20.9 - 

 

 

 

 

A



L
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4.3.2 結果と考察 

図 4.3 は，解析モデルの圧縮応力-ひずみ線図を示す．非点対称波状 CNT モデ

ル（Wavy-asym-small-short1-zigzag）は座屈点を示さず，その応力値は直管 CNT

の座屈応力に漸近している．また，圧縮中の非点対称波状 CNT モデルのスナッ

プショットは（図 4.4(a)），圧縮に伴い振幅が大きくなるだけで，常に C 型を保

つ．不安定性解析においても，非点対称波状 CNT モデルの圧縮プロセスの進行

に伴う固有値の推移を見ると，どの変形モードの固有値も 0 に達することはな

く，不安定挙動を示さないことがわかる（図 4.5(a)）．結果として，「波状 CNT

は座屈点を示さず，ばねのように圧縮されるだけ」，という 4.1 節の予想通りの

結果となった． 

 

 

 

 

Fig.4.3  Compressive stress–strain curves of the CNT models with asymmetric wavy, 

symmetric wavy and straight waveform. 

 

i 

ii 

iii 
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一方，点対称波状 CNT モデル（Wavy-sym-small-short1-zigzag）は座屈点（ = c）

を示す（図 4.3）．座屈以前（ < c）は，点対称波状 CNT の応力は線形的に上昇

し，座屈後（ > c）は，両者の応力はわずかに減少する．また，圧縮中におけ

る各ひずみのスナップショットを見ると，点対称波状 CNT モデルは，座屈前ま

では初期波形の点対称性（S 型）を保ったまま振幅が増大し，座屈後は非点対称

な C 型に変形する（図 4.4(b)）．つまり，点対称波状 CNT は，点対称性がやぶれ，

直管 CNT と同じ長波長座屈を示した（図 4.4(c)）．波状 CNT が座屈点を示すと

いう挙動は，解析前の直感的な予想とは異なり，本研究で明らかとなった重要

な知見である．  

 

 

                    

(i)  = (ii)  = 1%            (iii)  = 8% 

(a) Wavy-asym-small-short1-zigzag 

 

Fig.4.4  Snapshots of the CNT models with asymmetric wavy, symmetric wavy and 

straight waveform during axial compression, where the roman numerals correspond to 

those in Fig.4.3. 
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(i)  = (ii)  = c             (iii)  = 8% 

(b) Wavy-sym-small-short1-zigzag 

 

                

(i)  = (ii)  = c             (iii)  = 8% 

(c) Straight-short-zigzag 

 

Fig4.4  (Continued) 
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 点対称波状モデルが座屈点を示し，C 型に座屈する原因は，不安定性解析によ

る固有値と固有モードから説明可能である．図 4.5(b)は，Wavy-sym-small 

-short1-zigzag モデルの圧縮プロセスの進行に伴う固有値の推移と，対応する固

有モードを示す．不安定性解析の結果，最小固有値の座屈モードは C 型であり，

 = cで1st = 0 に達する．一方，初期波形の点対称な座屈モード（短波長座屈モ

ード，S 型）を示す固有値は 0 に達しないため，初期波形の点対称な座屈モード

への分岐を示さない．この挙動は，直管 CNT と同様である（図 4.5(c)）．以上よ

り，波状 CNT が座屈点を示すか否かはその波形に依存するといえる．波状 CNT

の曲線長さの中間位置が，同じ長さの直管CNTの重心位置を通る場合，波状CNT

は座屈点を示すと予測される． 

 

 

 

 (a) Wavy-asym-small-short1-zigzag 

 

Fig.4.5  Eigenvalues corresponding to the first (C-shaped) and the second (S-shaped) 

eigenmodes of (a) Wavy-asym-small-short1-zigzag, (b) Wavy-sym-small-short1-zigzag, 

and (c) Straight_short_zigzag model as a function of compressive strain; the inserted 

figure schematically illustrates the first and second eigen modes of the models. 

2nd mode1st mode
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(b) Wavy-sym-small-short1-zigzag 

 

 

(c) Straight-short-zigzag 

 

Fig4.5  (Continued) 

 

 

2nd mode1st mode

2nd mode1st mode
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 つぎに，点対称波状 CNT モデルの座屈応力が，Euler の座屈理論によって予測

可能であるかを検証する．Euler の座屈理論によると，十分細長い 1 次元連続体

はりの座屈応力crは， 

  
2

2

cr

4

AL

EI
        (4.1) 

とあらわされる．ここで，E は Young 率，I は断面二次モーメント，A は断面積，

L ははりの長さである．式(4.1)に，直管 CNT の Young 率（E = 1 TPa）と寸法（表

4.1）を代入すると，cr ≈ 17 GPa が得られる．一方，直管 CNT モデルの座屈応

力は 13.5 GPa である．この差は，チューブの断面形状を真円と仮定したためで

あると考えられるため，両者の座屈応力は十分良い一致を示したと判断できる．

直管 CNT の座屈応力が Euler の座屈理論値とよく一致するという結果は，先行

研究でも報告されている[66,68]．さらに，点対称波状 CNT モデルの座屈応力（cr 

= 13.3 GPa）も直管 CNT の座屈応力や Euler の座屈理論値と良い一致を示した．

このことは，点対称波状 CNT の座屈応力が Euler の座屈理論によって予測可能

であることを意味し，本研究での重要な知見の 1 つである． 
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4.4 振幅および波長の影響 

 

4.4.1 解析モデル 

図 4.6 は，波状 CNT モデルの模式図とスナップショットを示す．振幅および

波長の影響を解析するために，Wavy-asym-small-short1-zigzag モデル（非点対称

波形）を基準として，その振幅または波長を倍にしたモデル（Wavy-asym-large 

-short1-zigzag，Wavy-asym-small-long1-zigzag）を用意した．Wavy-sym-small-short1 

-zigzag モデル（点対称波形）に対しても，同様のモデルを用意した（Wavy-sym 

-large-short1-zigzag，Wavy-sym-small-long1-zigzag）．比較のために，無欠陥直管

CNT（Straight-short-zigzag，Straight-long-zigzag）も解析した．それぞれの寸法を

表 4.2 に示す． 

 

 

Table 4.2  Equilibrium length 𝐿, diameter 𝐷, and amplitude 𝐴 of the simulation 

models. 

Model L [nm] D [nm] A [nm] L/D L/A 

Wavy-asym-small-short1-zigzag 9.769 0.470 0.095 20.8 102.8 

Wavy-asym-large-short1-zigzag 9.757 0.470 0.191 20.8 51.1 

Wavy-asym-small-long1-zigzag 19.748 0.470 0.099 42.0 199.5 

Wavy-sym-small-short1-zigzag 9.733 0.470 0.097 20.7 100.3 

Wavy-sym-large-short1-zigzag 9.712 0.470 0.191 20.7 50.8 

Wavy-sym-small-long1-zigzag 19.712 0.470 0.100 41.9 197.1 

Straight-short-zigzag 9.830 0.470 - 20.9 - 

Straight-long-zigzag 19.809 0.470 - 42.1 - 
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(a) Wavy-asym-small 

-short1-zigzag 

(b) Wavy-asym-large 

-short1-zigzag 

(a) Wavy-asym-small 

-long1-zigzag 

 

                         

(d) Wavy-sym-small 

-short1-zigzag 

(e) Wavy-sym-large 

-short1-zigzag 

(f) Wavy-sym-small 

-long1-zigzag 

 

Fig.4.6  Schematics and snapshots of the wavy CNT models. The models are (6, 0) 

CNTs with different waveform, amplitude, and wavelength. 

A



L
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4.4.2 結果と考察 

図 4.7 は，解析モデルの圧縮応力-ひずみ線図を示す．非点対称波状 CNT モデ

ル（Wavy-asym-large-short1-zigzag，Wavy-asym-small-long1-zigzag）は座屈点を示

さず，その応力値は直管 CNT の座屈応力に漸近している．この圧縮挙動は，振

幅および波長に依存しない．それぞれの変形過程のスナップショットと不安定

性解析の結果を図 4.8 と図 4.9 にそれぞれ示す．スナップショットにおいて，非

点対称波状 CNT モデルは，波長および振幅に依存せずに C 型のまま変形が進む．

不安定性解析においても，非点対称波状 CNT モデルは，振幅および波長に依存

せずに最小固有値は 0 に至らない． 

一方，点対称波状 CNT モデル（Wavy-sym-large-short1-zigzag，Wavy-sym 

-small-long1-zigzag）は座屈点（ = c）を示し，非点対称波状 CNT モデルと同

様に，圧縮挙動は振幅および波長に依存しない（図 4.7）．スナップショットに

おいても，点対称波状 CNT モデルは，波長および振幅に依存せずに，S 型から

C 型に変形する長波長座屈を示す（図 4.8(c), (d)）．また，不安定性解析において，

点対称波状 CNT モデルは，波長および振幅に依存せずに，座屈点（ = c）で

最小固有値（1st）が 0 に達し，その固有モードは実際の変形である長波長座屈

モードと一致する（図 4.9(c), (d)）．一方，初期波形のモードの固有値（2nd）は，

0 に達することはない． 

表 4.3 は，点対称波状 CNT モデルの座屈応力を示す．比較対象として，直管

CNT の座屈応力と，Euler の座屈理論値も併せて示す．点対称波状 CNT モデル

の座屈応力は，振幅および波長に依存せず，直管 CNT の座屈応力や Euler の座

屈理論値と良い一致を示す．このことは，点対称波状 CNT の座屈応力が，振幅

や波長に依存せずに Euler の座屈理論によって予測可能であることを意味し，本

研究での重要な知見の 1 つである． 
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Fig.4.7  Compressive stress–strain curves of the CNT models. 
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(i)  = (ii)  = 1%            (iii)  = 8% 

 (a) Wavy-asym-large-short1-zigzag 

 

         

(i)  = (ii)  = 0.25%         (iii)  = 2% 

 (b) Wavy-asym-small-long1-zigzag 

 

Fig.4.8  Snapshots of the wavy CNT models with different waveform, amplitude, and 

wavelength during axial compression. 
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(i)  = (ii)  = c             (iii)  = 8% 

 (c) Wavy-sym-large-short1-zigzag 

 

                 

(i)  = (ii)  = c            (iii)  = 2% 

 (d) Wavy-sym-small-long1-zigzag 

 

Fig.4.8  (Continued) 
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 (a) Wavy-asym-large-short1-zigzag 

 

Fig.4.9  Eigenvalues corresponding to the first (C-shaped) and the second (S-shaped) 

eigen modes of (a) Wavy-asym-large-short1-zigzag, (b) Wavy-asym-small-long1-zigzag, 

(c) Wavy-sym-large-short1-zigzag and (d) Wavy-sym-small-long1-zigzag model as a 

function of compressive strain; the inserted figure schematically illustrates the first and 

second eigen modes of the models. 
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(b) Wavy-asym-small-long1-zigzag 

 

 

(c) Wavy-sym-large-short1-zigzag 

Fig.4.9  (Continued) 

 

 

 

2nd mode1st mode

2nd mode1st mode
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(d) Wavy-sym-small-long1-zigzag 

Fig.4.9  (Continued) 

 

 

Table 4.3  Buckling stress of the wavy CNT models with point-symmetric waveform. 

Model Buckling stress cr [GPa] 

Short 

Straight-short-zigzag 13.5 

Wavy-sym-small-short1-zigzag 13.3 

Wavy-sym-large-short1-zigzag 13.1 

Euler 17 

Long 

Straight-long-zigzag 3.32 

Wavy-sym-small-long1-zigzag 3.30 

Euler 4.2 
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4.5 まとめ 

 

本章では，MM シミュレーションと不安定性解析を用いて，異なる波形，振

幅および波長を有する波状 SWCNT の軸方向圧縮応力-ひずみ関係と変形プロ

セスを解析・比較した．波状 CNT は，チューブ重心に対して非点対称/点対称な

波形を有するモデルを解析した． 

結果として，非点対称波状 CNT は，座屈点を示さず，その圧縮応力は無欠陥

直管 CNT の座屈応力に漸近した．一方，点対称波状 CNT は座屈点を示し，そ

の座屈応力は無欠陥直管 CNT のそれとよい一致を示した．これは，点対称波状

CNT が，無欠陥直管 CNT と同じ長波長座屈を示すためであり，本研究の重要な

知見の 1 つである．また，この圧縮挙動は，振幅および波長に依存しなかった．

さらに，点対称波状 CNT の座屈応力は，振幅および波長に依存せず，直管 CNT

のヤング率 E = 1 TPa を用いた Euler の座屈理論を用いて予測可能であることが

明らかとなった．  
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第 5章 

波状CNTの圧縮座屈解析

（波数およびカイラリティの影響） 

 

5.1 はじめに 

 

前章では，波数 1 の点対称波状 CNT は，振幅および波長に依存せずに座屈点

を示すことが明らかとなった[100]．これは，点対称波状 CNT が，圧縮前の S 型

から C 型へ長波長座屈を示すためである．ここで，波数 2 の波状 CNT の圧縮挙

動を考える．たとえば，波数の増加は欠陥数の増加と同義であり，欠陥に変形

が集中して波状 CNT は破壊に至り，その構造を保つことができなくなる可能性

がある．あるいは，前章のように S 型が C 型に座屈することで，波数 2 の波状

CNT の変形が進む可能性がある（図 5.1(a)）．具体的には，2 つの S 型が独立に

C 型になることで，波長の長い 1 つの S 型になり，その後 C 型に座屈すること

が考えられる．また，波数 2 の波状 CNT は，波数に依存せず，チューブ長さを

基準として座屈する可能性がある（図 5.1(b)）．言い換えると，2 つの S 型が一

気に C 型に変形する可能性がある．一方，波数 2 の波状 CNT が座屈点を示さな

い場合も含め，波数 2 の波状 CNT は全く別の変形挙動を示す可能性もあり，複

数の波数を有する波状 CNT の圧縮挙動は不明である． 
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また，カイラリティが異なる CNT は，引張破断ひずみが異なることが報告さ

れている[101]．したがって，波状 CNT の座屈挙動もカイラリティ依存性を有す

る可能性がある． 

そこで，本章では，座屈点を示す点対称波状 CNT に着目し，波数とカイラリ

ティが点対称波状 CNTの座屈挙動に及ぼす影響について検討する．具体的には，

同じチューブ長さおよび振幅を有するが，波数やカイラリティが異なる点対称

波状 CNT を解析対象とし，MM シミュレーションと不安定性解析を用いて，そ

れらの軸方向圧縮応力-ひずみ関係と変形プロセスを解析・比較する． 

 

 

 

Fig 5.1  Schematics of expected compressive behavior of wavy CNT with two 

wavenumber. 

 

 

 

5.2 解析条件 

 

本解析条件は，4.2 節と同様である． 

Compression

Compression

Compression

(a)

(b)
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5.3 波数の影響 

 

5.3.1 解析モデル 

図 5.2 は，解析モデルの模式図とスナップショットを示す．波状 CNT には，

複数の SW 欠陥が異なる高さに存在している．SW 欠陥が存在する箇所の屈曲角

は約 7°である．波数の影響を解析するために，Wavy-sym-small-long1-zigzag モ

デルを基準として，その波数を倍にしたモデル（Wavy-sym-small-long2-zigzag）

を用意した．それぞれの寸法を表 5.1 に示す． 

 

 

                

(a) Wavy-sym-small-long1-zigzag    (b) Wavy-sym-small-long2-zigzag 

 

Fig.5.2  Schematics and snapshots of the wavy CNT models. The models are (6, 0) 

CNTs with different wavenumber. 

 



L

A



第 5 章 波状 CNT の圧縮座屈解析（波数およびカイラリティの影響）            

~ 74 ~ 

 

Table 5.1  Equilibrium length 𝐿, diameter 𝐷, and amplitude 𝐴 of the simulation 

models. 

Model L [nm] D [nm] A [nm] L/D L/A 

Wavy-sym-small-long1-zigzag 19.712 0.470 0.100 41.9 197.1 

Wavy-sym-small-long2-zigzag 19.616 0.470 0.097 42.1 202.2 

 

 

5.3.2 結果と考察 

図 5.3 は，波数の異なる 2 つの解析モデル（Wavy-sym-small-long1-zigzag，Wavy 

-sym-small-long2-zigzag）の圧縮応力-ひずみ線図を示す．両者の応力-ひずみ関係

はよく一致しており，波数が増えても座屈点（ = c）を示すことに変わりはな

い．Wavy-sym-small-long2-zigzag モデルの変形過程のスナップショットを図 5.4

に示す．スナップショットにおいて，Wavy-sym-small-long2-zigzag モデルは，2

つの S 型が一気に C 型に変形したことがわかる．したがって，複数の波数を有 

 

 

 

Fig.5.3  Compressive stress–strain curves of the wavy CNT models with different 

wavenumber. 
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する波状 CNT は，波数に依存せずに，チューブ長さに依存して長波長座屈を示

す． 

図 5.4 に示す不安定性解析においても，Wavy-sym-small-long2-zigzag モデルは，

波数に依存せずに座屈点（ = c）で最小固有値が 0 に達し，その固有モードは

実際の変形モードである長波長座屈モード（1st）と一致する．一方，初期波形

の座屈モード（4th）や S 型（2nd）は 0 に達することはない．  

また，2 つの解析モデル（Wavy-sym-small-long1-zigzag，Wavy-sym-small-long2 

-zigzag）の座屈応力は，それぞれ 3.3 GPa と 3.2 GPa であり，Euler の座屈理論値

（cr ≈ 4.2 GPa）と良い一致を示す．以上のことから，波状 CNT の圧縮挙動は

波数に依存しないといえる． 

 

 

            

(i)  = (ii)  = c        (iii)  = 2% 

Fig.5.4  Snapshots of the Wavy-sym-small-long2-zigzag model during axial 

compression. 
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Fig.5.5  Eigenvalues corresponding to the first (C-shaped), the second (S-shaped), 

and the fourth (initial waveform) eigen modes of Wavy-sym-small-long2-zigzag model 

as a function of the axial compressive strain; the inserted figure schematically illustrates 

the first, second, and fourth eigen modes of the Wavy-sym-small-long2-zigzag model. 

 

 

本章では，原子系（波状 CNT）が長波長座屈を示すことを明らかにした．周

期固体が長波長座屈モードに分岐し得ることは，すでに連続体力学の分野で明

らかにされている[102,103]．本研究の波状 CNT を，適切な材料パラメータを用

いて連続体薄肉チューブとしてモデル化した場合，連続体モデルも本研究のよ

うな長波長座屈を再現できると予測される．しかしながら，SW 欠陥を連続体モ

デル化することには議論の余地が残されている[78]． 
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5.4 カイラリティの影響 

 

5.4.1 解析モデル 

図 5.6 は，解析モデルの模式図とスナップショットを示す．カイラリティの影

響を解析するために，Wavy-sym-small-short1-zigzag と Wavy-sym-small-long1 

-zigzag モデルを基準として，カイラル指数 (4,4) の Wavy-sym-small-short1 

-armchair と Wavy-sym-small-long1-armchair モデルを用意し，両者の長さ L，直径

D および振幅 A はほぼ同じにした．それぞれの寸法を表 5.2 に示す． 

 

 

Table 5.2  Equilibrium length 𝐿, diameter 𝐷, and amplitude 𝐴 of the simulation 

models. 

Model L [nm] D [nm] A [nm] L/D L/A 

Wavy-sym-small-short1-zigzag 9.733 0.470 0.097 20.7 100.3 

Wavy-sym-small-short1-armchair 10.471 0.542 0.111 19.3 94.0 

Wavy-sym-small-long1-zigzag 19.712 0.470 0.100 41.9 197.1 

Wavy-sym-small-long1-armchair 21.406 0.542 0.112 39.5 191.1 
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(a) Wavy-sym-small-short1-zigzag   (d) Wavy-sym-small-long1-zigzag 

 

                                           

 (c) Wavy-sym-small-short1-armchair   (d) Wavy-sym-small-long1-armchair 

 

Fig.5.6  Schematics and snapshots of the wavy CNT models with different chirality. 

 

 



L

A
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5.4.2 結果と考察 

図 5.7 は，Wavy-sym-small-short1-zigzag モデルと，それとほぼ同寸法の

Wavy-sym-small-short1-armchair モデルの圧縮応力-ひずみ線図を示す．Wavy- 

sym-small-short1-armchair モデルもチューブ重心に対して点対称であるため，座

屈点を示した．座屈点において，両者の応力は良い一致を示すことから，波状

CNT の座屈応力に対するカイラリティの影響は小さいと判断できる． 

一方，座屈後の応力-ひずみ関係において，Wavy-sym-small-short1-armchair モ

デルの圧縮応力は，Wavy-sym-small-short1-zigzag のそれと比較して，大きな減少

を示している（図 5.7 iii → iv → v）．Wavy-sym-small-short1-armchair モデルの

座屈後の挙動の原因を明らかにするために，チューブ下端に最も近い屈曲部の

断面形状の変化に注目する（図 5.8）．図 5.8 より，Armchair モデルの断面が円形

から楕円に変化していることが確認できる．図 5.8 に示す断面形状の寸法を用い

ると，中空円筒と中空楕円筒の断面積 Sc，Se と，y 軸に関する断面二次モーメ

ント Ic，Ie はそれぞれ， 

  )(
4

),(
4

22 bhBHSdDS ec 


 

  )(
64

),(
64

3344 bhBHIdDI ec 


 

である．変形によって B = D+ の関係があるとし（ > 0），変形前後で断面積お

よびチューブ肉厚 t が変化しないと仮定すると，Sc = Se より，中空楕円の断面

二次モーメントは， 

  tDII ce )(
16

22 


  

となる．上式において第 2 項は常に負なので，断面が円形から楕円形に変化す

ることで断面二次モーメント，しいては曲げこわさが低下し，それに伴って応

力が減少したと考えられる． 
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Fig.5.7  Compressive stress–strain curves of Wavy-sym-small-short1-zigzag and 

Wavy-sym-small-short1-armchair model. 

 

 

 

Fig.5.8  Deformation of cross-section, where the roman numerals correspond to those 

in the Fig.5.7. 
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図 5.9 は，Wavy-sym-small-long1-zigzag モデルと，それとほぼ同寸法の Wavy 

-sym-small-long1-armchair モデルの圧縮応力-ひずみ線図を示す．座屈点までの挙

動は，-short1-モデルと同様である．一方，座屈後の応力-ひずみ関係において，

Wavy-sym-small-long1-armchair モデルは-short1-モデルのような応力の低下を示

さない．これは，-long1-モデルは十分細長比が大きいために Column 座屈のみが

生じたが，-short1-モデルは細長比が小さく，Shell 座屈と Column 座屈が同時に

生じたためであると考えられる． 

それぞれの変形過程のスナップショットと不安定性解析の結果を図 5.10 と図

5.11 にそれぞれ示す．スナップショットから，波状 CNT は，カイラリティに依

存せずに長波長座屈を示すことがわかる．このことは，Armchair モデルの不安

定性解析からも明らかであり，初期波形の変形モード（2nd）ではなく，長波長

座屈モード（1st）に対応する固有値が 0 に達している． 

 

 

 

 

Fig.5.9  Compressive stress–strain curves of Wavy-sym-small-long1-zigzag and 

Wavy-sym-small-long1-armchair model. 
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(i)  = (ii)  = c         (iii)  = 8% 

(a) Wavy-sym-small-short1-armchair 

 

           

(i)  = (ii)  = c        (iii)  = 2% 

(b) Wavy-sym-small-long1-armchair 

 

Fig.5.10  Snapshots of the (a) Wavy-sym-small-short1-armchair, and (b) Wavy-sym 

-small-long1-armchair model during axial compression. 
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 (a) Wavy-sym-small-short1-armchair 

 

 

(b) Wavy-sym-small-long1-armchair 

Fig.5.11  Eigenvalues corresponding to the first (C-shaped) and the second (S-shaped) 

eigen modes of (a) Wavy-sym-small-short1-armchair and (b) Wavy-sym-small-long1 

-armchair model as a function of compressive strain; the inserted figure schematically 

illustrates the first and second eigen modes of the models. 

2nd mode1st mode

2nd mode1st mode
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表 5.3 は，点対称波状 CNT モデルの座屈応力を示す．比較対象として，直管

CNT の座屈応力と，Euler の座屈理論値も併せて示す．点対称波状 CNT モデル

の座屈応力は，カイラリティに依存せず，直管 CNT の座屈応力や Euler の座屈

理論値と良い一致を示す．以上のことから，点対称波状 CNT の圧縮座屈挙動は

カイラリティに依存しないことがわかる． 

 

 

Table 5.3  Buckling stress of the wavy CNT models with point-symmetric waveform. 

Model Buckling stress cr [GPa] 

Short 

Straight-short-zigzag 13.5 

Wavy-sym-small-short1-zigzag 13.3 

Wavy-sym-small-short1-armchair 13.2 

Euler 17 

Long 

Straight-long-zigzag 3.32 

Wavy-sym-small-long1-zigzag 3.30 

Wavy-sym-small-long1-armchair 3.29 

Euler 4.2 

 

 

 

5.5 まとめ 

 

本章では，MM シミュレーションと不安定性解析を用いて，異なる波数およ

びカイラリティを有する点対称波状 SWCNT の軸方向圧縮応力-ひずみ関係と

変形プロセスを解析・比較した． 

結果として，点対称波状 CNT は，波数やカイラリティに依存せずに座屈点を

示し，その座屈応力は無欠陥直管 CNT のそれとよい一致を示した．これは，点

対称波状 CNT が，無欠陥直管 CNT と同じ長波長座屈を示すためであり，本研

究の重要な知見の 1 つである．また，点対称波状 CNT の座屈応力は，波長およ
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びカイラリティに依存せず，直管 CNT のヤング率 E = 1 TPa を用いた Euler の座

屈理論を用いて予測可能であることが明らかとなった． 
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第 6章 

結  論 

 

本研究では，修正した FIRE アルゴリズムと，数値微分による不安定性解析を

用いて，波状 CNT の軸方向圧縮解析を行い，波状 CNT の圧縮挙動に及ぼす波

形，振幅，波長，波数，およびカイラリティの影響を評価した．本研究によっ

て得られた結果は，次のようにまとめられる． 

第 2 章では，原子シミュレーションについて説明した．まず，解析対象を正

確にモデル化するためのポテンシャル関数と，MM シミュレーションについて

述べた．次に，構造最適化計算の収束性を向上させるために，FIRE アルゴリズ

ムを修正し，その有効性を検討した．その結果，著者の修正案が有効であるこ

とが確認できた． 

第 3 章では，不安定性解析について説明した．数値微分による Hessian 行列の

算出の有効性について検討し，数値微分の幅を格子定数の 10
-6倍以下にすれば，

数値微分によって，精度よく Hessian 行列 H の算出が可能であることが確認さ

れた．したがって，数値微分によって Hessian 行列を算出することで，どんな複

雑なポテンシャル関数を用いたシミュレーションであっても，不安定性解析を

行うことができる． 

第 4 章では，第 2 章と第 3 章の内容を考慮した MM シミュレーションと不安

定性解析を用いて，Zigzag 型波状 CNT の圧縮座屈解析を行った．まず，波状

CNT の圧縮座屈挙動に及ぼす波形の影響を評価した．具体的には，チューブ重

心に対して非点対称（C 型）/点対称（S 型）な波形を有する CNT を解析し，そ
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れらの変形挙動を比較した．結果として，非点対称波状 CNT は，座屈点を示さ

ず，その圧縮応力は無欠陥直管 CNT の座屈応力に漸近した．一方，点対称波状

CNT は座屈点を示し，その座屈応力は無欠陥直管 CNT のそれとよい一致を示

した．これは，点対称波状 CNT が，無欠陥直管 CNT と同じ長波長座屈を示す

ためであり，本研究の重要な知見の 1 つである．つぎに，波状 CNT の圧縮座屈

挙動に及ぼす振幅と波長の影響を評価した．波長を保ったまま振幅を変えた波

状 CNT，あるいは振幅を保ったまま波長を変えた波状 CNT を解析し，それらの

変形挙動を比較することで，振幅と波長の影響を評価した．結果として，非点

対称/点対称波状 CNT の圧縮挙動は，振幅および波長に依存しなかった．さらに，

点対称波状 CNT の座屈応力は，振幅および波長に依存せず，直管 CNT のヤン

グ率 E = 1 TPa を用いた Euler の座屈理論を用いて予測可能であることが明らか

となった． 

第 5 章では，第 4 章と同様の解析条件で，点対称波状 CNT の圧縮座屈挙動に

及ぼす波数およびカイラリティの影響を評価した．波数の影響を評価するため

に，チューブ長さ，振幅およびカイラリティを保ったまま波数を倍にした点対

称波状 CNT を解析・比較した．また，波形，振幅，波長および波数を維持し，

カイラリティのみを Zigzag 型から Armchair 型に変更した点対称波状 CNT を解

析・比較した．結果として，点対称波状 CNT は，波数やカイラリティに依存せ

ずに座屈点を示し，その座屈応力は無欠陥直管 CNT のそれとよい一致を示した．

これは，点対称波状 CNT が，無欠陥直管 CNT と同じ長波長座屈を示すためで

あり，本研究の重要な知見の 1 つである．また，点対称波状 CNT の座屈応力は，

波数およびカイラリティに依存せず，直管 CNT のヤング率 E = 1 TPa を用いた

Euler の座屈理論を用いて予測可能であることが明らかとなった． 
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