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概 要
本研究では、弦理論的な物理として世界面インスタントン効果を捉える事を目的としてい
る。KK5-ブレーンの背景時空であるTaub-NUT空間を標的空間とするゲージ化された線形
シグマ模型 (GLSM)を用いる事で弦理論の立場からの解析が実現される。特に超対称局所
化を適用する事によりGLSMの球面分配関数を解析的に全て厳密に評価する。また得られ
た結果から世界面インスタントン効果について議論する。
超弦理論の低エネルギー有効理論という文脈における超重力理論レベルで、NS5-ブレーン

やKK5ブレーン等の 5-ブレーンの双対性の下での関係性や背景時空の構造について議論が
行われよく理解されている。しかしこの文脈で議論された背景時空には弦理論的効果である
世界面インスタントンの寄与が存在する事が知られている。故にこの事から超弦理論の有効
理論としての超重力理論の解析は点粒子描像であり、弦理論的物理を捉える事が出来ない。
つまり弦理論的物理を探る為には弦理論の立場からの解析が必要である。そこで粒子描像を
超えた弦描像の立場からの解析を実現させる理論がGLSMである。GLSMとは興味のある
多様体を標的空間とした世界面シグマ模型 (NLSM)の UV理論として解釈される。さらに
NLSMの標的空間はGLSMにおける超対称真空のモジュライ空間として実現され、この標
的空間がRicci平坦である場合には共形対称性を獲得する事が知られる。したがってGLSM

は超共形場理論としての側面を持ち、標的空間の幾何学的情報を世界面上の場の理論の言葉
で理解する事が可能となる。
本研究ではGLSMの球面分配関数に着目する。GLSMの球面分配関数を取り扱う動機は

大きく 2点挙げられる。1つ目の動機は標的空間の情報を持つ点である。この意味はGLSM

の球面分配関数が標的空間のモジュライ空間上のKählerポテンシャルと密接に関係すると
いう事である。Taub-NUT空間は Ricci平坦なハイパーKähler多様体なので世界面シグマ
模型は超共形対称性を持つ。さらに共形対称性を維持した理論の変形を考える事が可能であ
るが、この操作は世界面シグマ模型の標的空間の言葉ではRicci平坦を維持した変形に対応
する。つまり超共形場理論のモジュライ空間を介してRicci平坦な多様体のモジュライ空間
を捉える事ができる。2つ目は超対称局所化の適用により厳密に評価が可能だという点であ
る。GLSMの球面分配関数は理論が持つ超対称性の恩恵を享受する事で、一般には解析が
困難な経路積分を完全に実行する事が可能でありインスタントン配位が取り込まれる。この
超対称性を用いた解析手法が超対称局所化である。また先行研究で議論された世界面インス
タントンは、Taub-NUT空間における S1ファイバーの漸近的半径がゼロの領域に基づく。
しかし幾何学的観点から、この制限は物理的に不明瞭である事や、漸近的半径が有限の領域
における寄与が理解されていない事などに迫る為に、この半径の有限領域における世界面イ
ンスタントンについて議論する。この目的に対して超対称局所化は漸近的半径の値に依存せ
ず分配関数を評価する事が可能であり有効な手段となる。
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1

第1章 序論

1.1 研究背景
弦理論には空間的に拡がりを持った膜、ブレーンと呼ばれる物体が多く含まれている。そ

の中には D-ブレーンの様なスタンダードなブレーンやエキゾチックブレーンが存在する。
これらのブレーンは互いに様々な双対性を通して関係付いている [1–3]。よく知られている
関係にNS5-ブレーンとKK5-ブレーンの T-双対性が存在する。この関係は超重力理論にお
けるブレーン解を特徴付ける調和関数に注目する事で見出される [4–7]。この調和関数はブ
レーンの背景にあたる 4次元空間上で定義される。NS5-ブレーンの背景であるR4のうち 1

つをコンパクト化し、平均化 (smearing)を施した配位をH-モノポールという。このH-モノ
ポール解からT-双対性変換 [8]によって構成される重力解がKK5-ブレーンに対応する。こ
のKK5-ブレーンの 4次元の背景時空はTaub-NUT空間となる。この 4次元空間は局所的に
R3×S1で記述されるが、正確にはR3の底空間にS1がファイバーされた空間となっている。
また KK5-ブレーンの背景である Taub-NUT空間のうち R3 において、H-モノポールから
KK5-ブレーンを得たT-双対性変換の手続きと同様の操作を行うとエキゾチック 522-ブレーン
時空を得る。この空間もR2の底空間に T 2がファイバーされた空間となっている [1,2,7,9]。
これらの議論は超弦理論の低エネルギー有効理論としての超重力理論レベルの議論、すなわ
ち弦のスペクトラムの質量モードを切り離す極限による点粒子描像に基づいたものである。
実際には上記の背景時空は弦的な効果である世界面インスタントンによる補正を受ける事

が議論された [5, 6, 10–13]。この弦的な補正を評価する為には点粒子描像ではなく弦理論の
立場である世界面シグマ模型 (NLSM)の観点から時空構造を捉え直す必要がある。この世
界面シグマ模型の観点からの解析を実現させるのがゲージ化された線形シグマ模型 (Gauged

Linear Sigma Model, GLSM)である [14]。GLSMとは、弦理論の世界面シグマ模型のUV

理論として解釈される 2次元の超対称ゲージ理論である。このUV理論であるGLSMは IR

のNLSMの標的空間である超対称真空のモジュライ空間によって特徴付けられている。また
GLSMは標的空間の幾何学情報を世界面上の場の理論として物理の言葉に翻訳する非常に有
用な理論でもある。さらに標的空間がRicci平坦であればNLSMは共形対称性を獲得する事
が知られている。すなわちGLSMは超共形場理論の側面も持つ。NLSMのT-双対性に関し
てはUV理論であるGLSMのレベルにおいても超場形式で実現されている [16]。このT-双
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対性変換をGLSMに適用する事によってH-モノポールやKK5-ブレーン、522-ブレーンの背
景時空である 4次元空間はGLSMの観点から再定式化する事が可能となった [5, 6, 10–13]。
ここで重要な点は点粒子描像である超重力理論でのブレーン解を弦理論の立場から捉え直
し再定式化した事にある。標的空間におけるブレーンの位置を司るモジュライはGLSMの
言葉では FI及びシータパラメーターとして導入される [10]。GLSMにおいて、巻き付き
数によって特徴付けられるインスタントンはボーテックス方程式を満たす配位として現れ
る [5, 14,16,18]。この様な寄与がまさに注目すべき弦理論的効果である。
本研究ではGLSMの球面分配関数に着目する。GLSMの球面分配関数を取り扱う動機は

大きく 2点挙げられる。1つ目は標的空間の情報を持つ事である。この意味はGLSMの球面
分配関数が標的空間のモジュライ空間上のKählerポテンシャルと関係付くという事である。
この関係は [19]によって指摘され、[20,21]にて示された。超共形場理論は exactly marginal

な変形を考える事が可能であり、この変形の下で超共形対称性は保たれる。この理論の変形
はGLSMの有効理論の超対称NLSMの標的空間の言葉ではRicci平坦を維持した変形を意
味する。即ちRicci平坦な多様体のモジュライ空間に対応するのである。故に共形多様体上
の計量である Zamolodchikov計量 [22]を介する事でGLSMの球面分配関数と標的空間のモ
ジュライ空間上のKählerポテンシャルが密接に関係するのである [20, 21,25]。
GLSMの球面分配関数は標的空間の情報を持つという点に加えてもう 1つ利点がある。そ

れは理論が持つ超対称性の恩恵を享受する事で全て解析的に経路積分を実行する事が可能と
いう点である。ここで用いられる技術が超対称局所化である [26, 27]。一般に経路積分や相
関関数を解析的に計算する事は非常に困難である。故に通常は摂動展開が可能な結合定数の
領域において古典的な配位からの量子的揺らぎを評価する。しかし理論に超対称性が存在す
る場合には超対称性及び鞍点法の恩恵を最大に享受する事ができる。これが超対称局所化と
いう手法である。超対称局所化を用いる為には理論が超対称性保つ必要がある。そこで理論
を定義した多様体上で超対称性が保たれるかという議論が必要であり、これは大きく 2つの
アプローチに分かれる。1つは超重力理論を用いた手法である [28–31]。この手法は、非常
に一般的で系統的な議論が可能であるが、超重力理論を用いる等技術的に困難がある。もう
1つは逐次的なWeyl射影の手法である [32–34]。こちらは共形平坦の様なある程度限られた
多様体に対して、共形Killingスピノル方程式を満たす変換パラメータを用いた超対称変換
を実行する事によって超対称不変なラグランジアンを構成する事が出来る。
超対称局所化においては経路積分に寄与する場の配位が鞍点上の配位のみに “局所化”さ

れるのである。また揺らぎの積分に関しても 1-ループ完全となる。これが非常に強力なポ
イントであり、一般には無限次元の積分を取り扱う経路積分が有限次元の積分や和まで簡約
され、超対称局所化が非摂動的な解析たる所以である。超対称局所化は鞍点の選び方によっ
て理論の経路積分はHiggsブランチ上の局所化 ZHiggsもしくはCoulombブランチ上の局所
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化 ZCoulombの表式を得る。これらの違いは鞍点の選び方なので見かけ上の表式は異なるが
結果には依存せず等価 ZHiggs = ZCoulombである。Higgsブランチにおける鞍点を定義する
方程式にボーテックス方程式が含まれる事からボーテックス配位が取り込まれる。
本研究 [35]ではKK5-ブレーンの背景時空である Taub-NUT空間の量子論的側面を弦理

論の立場からの解析を目的としている。GLSMの文脈においてセンターが 1つの系におけ
る Taub-NUT空間への世界面インスタントン補正が [6]で議論された。この世界面インス
タントンに対する物理的解釈を与えたのが [10]である。[10]では多重センターに一般化した
系で世界面インスタントンが議論され、多重センターの世界面インスタントンとは 2つのセ
ンターによって定義される非自明な 2-サイクルに由来したインスタントンであると解釈され
た。この解釈を踏まえシングルセンターの世界面インスタントンはディスク・インスタント
ンであるとした [10]。これらの議論はTaub-NUT空間の S1ファイバーの漸近的半径 gに対
して g → 0領域に制限されたものである。一方で幾何学的観点からはこの極限操作の物理
的意味が不明瞭である事や、[10]で与えられたディスク・インスタントンの標的空間への世
界面の埋め込み写像は任意の gで定義されている点、先行研究において gの有限領域におけ
る世界面インスタントンが理解されていない事等から、本研究では特にシングルセンター系
に注目し、S1ファイバーの漸近的半径が有限の領域における世界面インスタントンに迫る
事を目的としている。この目的に対して超対称局所化はパラメーター gの値に依存せずに経
路積分を評価する事が可能であり有効な手段となる。これらの観点からGLSMの立場にお
いて超対称局所化の技術を用いて球面分配関数を解析的に評価する。また局所化によって得
られる結果の物理的な意味について先行研究の世界面インスタントンの結果及び解釈を用い
て議論する。
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1.2 構成
本論文は以下の様な構成である。特に本研究において得られた議論や結果等に関しては、

主に第 6章の超対称局所化及び第 8章の世界面インスタントンにて記述する。

第 2章では本論文全体で使用している超対称性を簡単に導入する。2次元の超対称性は 4

次元の超対称性理論から 2次元分の次元簡約を実行する事によって構成される。2次元にお
ける超対称性に現れる特徴としては、2種類のカイラル多重項を導入する事が可能であると
いう点である。また 2種類のカイラル多重項が存在する事に付随してポテンシャル項も 2種
類書き下す事が可能となる。2次元における超対称性のこの特徴によって超共形場理論にお
いて様々な興味深い事が議論可能となる。
第 3章では超共形場理論について触れる。まず超共形場理論の基本的な事項を導入する。

その後にGLSMの観点から超共形場理論に触れる。GLSMの低エネルギー有効理論である
NLSMは、標的空間がRicci平坦である場合には共形対称性を獲得するので超共形場理論の
側面を持つ。特に共形場理論は共形対称性を保つ様な理論の連続変形を議論する事が可能で
ある。ここで超共形場理論では第 2章で導入された 2種類のカイラル多重項の存在によって
2種類の独立な共形対称性を保つ理論の変形を考える事が可能となる。この変形によって超
共形場理論のモジュライ空間としてカイラル型のモジュライ空間とツイストカイラル型のモ
ジュライ空間から構成される共形多様体と呼ばれる超共形場理論のモジュライ空間が姿を現
す。共形多様体はKähler多様体であり、多様体上の計量として Zamolodchikov計量が導入
される。この共形多様体上の Zamolodchikov計量を通じて、超共形場理論のモジュライ空
間とRicci平坦モジュライ空間が結び付く。
第 4章では弦理論の低エネルギー有効理論としての超重力理論におけるブレーン解につ

いて触れる。超重力理論におけるラグランジアンから得られる運動方程式群を解く事によっ
て、非自明な古典解としてブレーン解が得られる。特にここでは本論において中心的な対象
物である KK5-ブレーン解について解説する事を目的とする。この解はまず NS5-ブレーン
解から出発し、背景時空である 4次元空間の 1つをコンパクト化した S1方向に対してT-双
対性変換を実行する事でKK5-ブレーン解が得られる。また、このKK5-ブレーンの背景時
空はTaub-NUT空間である。上記の議論によって構成される解を用いてTaub-NUT空間の
R3の底空間への S1ファイバーの構造について概観する。
第 5 章では本論の主な登場人物であるゲージ化された線形シグマ模型 (Gauged Linear

Sigma Model, GLSM)について解説する。一般に GLSMは標的空間に採用する多様体に
よって特徴付けられる。特徴付けられるという意味は導入すべき場やゲージ対称性のチャー
ジ等の場の理論としてのデータが決まる。特に本研究では標的空間としてKK5-ブレーンの
背景時空としてのTaub-NUT空間を採用しているGLSMを用いる。したがってKK5-ブレー
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1.2. 構成

ンを記述するGLSMについて概観する。またGLSMは低エネルギー有効理論として標的空
間を記述する世界面シグマ模型 (NLSM)を含む。この点についても触れる。ここで重要な
ポイントは超弦理論の有効理論としての超重力理論におけるブレーン解を再現している事で
ある。つまり弦理論の立場から再定式化を実現している。
第 6章は超対称局所化について解説する。この章が本研究で行った解析でGLSMの超対

称局所化による厳密計算である。この点に関する実行した評価の議論は全てこの章の後半部
分にて触れる。この章ではまず初めに超対称局所化そのものの解説から始める。その際には
技術的な詳細には立ち入る事はせずに超対称局所化の思想や全体の流れについて概観する。
その後、球面分配関数の超対称局所化を実行する為に理論をコンパクトな多様体上に定義
する必要があるので、コンパクトな多様体上に超対称理論を定義する手法について解説す
る。この手法は大きく 2つに大別され、1つは超重力理論を使用する方法であり、もう一つ
はWeyl変換を利用して共形平坦な多様体を取り扱う方法である。これらの議論から超対称
局所化を実行する準備が整うので、本研究で行った計算を解説し最後に結果を書き下す。
第 7章においてGLSMの球面分配関数の物理的な意味について触れる。GLSMは低エネ

ルギー有効理論として世界面シグマ模型であるNLSMを含む。NLSMの大きな特徴として
標的空間がRicci平坦である場合に共形対称性を獲得する事が知られている。つまり第 3章
で議論した超共形場理論のモジュライ空間は、GLSMの文脈ではRicci平坦を保った変形に
対応するモジュライ空間に対応しているのである。これらの関係を用いてGLSMの球面分
配関数は標的空間のモジュライ空間上のKählerポテンシャルと結びつくのである。
第 8章では本研究で行った超対称局所化により得られたGLSMの球面分配関数の結果に

ついて先行研究の解釈を用いて物理的側面について議論する。特にここではこの研究の目的
であった弦理論的な物理である世界面インスタントンの効果に注目する。したがってまず初
めにこれまでの先行研究における Taub-NUT空間における世界面インスタントンの議論及
び物理的解釈について解説する。その後に本研究の議論や得られた結果の物理的な意味、特
に標的空間の幾何と結び付け先行研究の結果を踏まえて議論する。
最後に第 9章にて、本研究の全体としてのまとめ及び結論を述べる。
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第2章 超対称性

ここでは [14, 16,17]に基づいて本論文全体で使用する超対称性を導入する。
2次元N = (2, 2)の超対称性は 4次元N = 1の超対称性理論から 2次元分の次元簡約を実

行する事によって構成される [14]。2次元における超対称性の特徴として挙げられる事は、2

種類のカイラル多重項を導入する事が可能であるという点である。この 2種類のカイラル多
重項が存在する事に付随して F項であるポテンシャル項も 2種類書き下す事が可能である。
以下では具体的にゲージ化された線形シグマ模型 (Gauged Linear Sigma Model, GLSM)で
基礎となるN = (2, 2)超対称性を導入する。基本的な超空間におけるラグランジアンの構
成やR-対称性の性質は 4次元の議論と同様である [36]。また 4次元N = 1の超場形式から
R-対称性によってN = 2の様な拡張された超対称性を構成する事が可能である様に、2次
元N = (2, 2)からN = (4, 4)を構成することも可能である。

2.1 超空間形式
これから 2次元の場の理論を考える。これはGLSMやNLSMを念頭に置いている。つま

りある世界面 Σ上の超対称場の理論である。本研究においては超対称局所化の章で解説す
る様に、この世界面を球面にとる事をする。しかし、曲がった多様体上の超対称性をここで
考えてしまうと極めて煩雑なものになる為、この章の中では基本的に世界面 Σは平坦空間
のみを考え超対称性を導入する。
ここでは世界面 Σ上のMinkowski計量を diag η = (−1, 1)とし、超空間を構成する為に

フェルミオン的座標として θ+, θ−, θ̄+, θ̄−を導入する。これらは複素数のフェルミオン的
座標であり、互いに複素共役 (θ±)∗ = θ̄±の関係である。2次元N = (2, 2)の理論は 4次元
N = 1の理論 [36]から 2次元分の次元簡約をすることによって構成される [14]。まず一般の
平坦時空上の 2次元N = (2, 2)超対称代数を記述しておく。4つの超対称性の電荷Q±, Q±、
空間及び時間の並進 P,H、時空の回転M、R-対称性の生成子 FV , FAとすると一般の 2次



2.1. 超空間形式

元の超対称性代数は以下のようになる [16]:

Q2
+ = Q2

− = Q
2
+ = Q

2
− = 0, (2.1)

{Q±, Q±} = 2(H ± P ), (2.2)

{Q+, Q−} = 2Z∗, {Q+, Q−} = 2Z, (2.3)

{Q+, Q−} = 2Z̃∗, {Q+, Q−} = 2Z̃, (2.4)

[M,Q±] = ∓Q±, [M,Q±] = ∓Q±, (2.5)

[FV , Q±] = −Q±, [FV , Q±] = +Q±, (2.6)

[FA, Q±] = ∓Q±, [FA, Q±] = ±Q±. (2.7)

ここで超対称性の電荷はQ†
± = Q±であり、Z, Z̃は全ての生成子と可換なセントラルチャー

ジ (中心電荷)である。一般にRV が保たれていればZ = 0であり、一方でRAが保たれてい
ればZ∗ = 0である。特に、Z = Z̃ = 0の超対称性代数は 4次元N = 1の次元簡約で得られ
る [16]。以下ではこの超対称代数を用いる。N = (2, 2)よりも低いN = (1, 1)やN = (0, 2)

等の超対称性は上記の超対称性から θ依存性を落とす等の簡約操作によって構成する事がで
きる。
4次元のR-対称性はR-電荷を qとして

RF (x, θ, θ̄) = e2inqF (x, e−iqθ, e+iq θ̄), (2.8)

と変換する。2次元に次元簡約した後では

Weyl 2 comp : θ
2d−→ Weyl 1 comp : (θ+, θ−), (2.9)

Weyl 2 comp : θ̄
2d−→ Weyl 1 comp : (θ̄+, θ̄−), (2.10)

となる。つまり 4次元のR-対称性は 2次元の言葉ではRV -対称性といい、RV -電荷を qV と
して以下のように変換する:

F (x, θ, θ̄)
2d−→ F (x, θ+, θ−, θ̄+, θ̄−),

einFV F (x, θ+, θ−, θ̄+, θ̄−) = e2iαqV F (x, e−iαθ+, e−iαθ−, e+iαθ̄+, e+iαθ̄−), (2.11)

また、4次元N = 1の理論から 2次元分の次元簡約することによってN = (2, 2)になっ
た超対称性電荷を回すR-対称性が加わる。このR-対称性をRA-対称性といい、RA-電荷を
qAとして以下のように変換する:

einFAF (x, θ+, θ−, θ̄+, θ̄−) = e2iαqAF (x, e−iαθ+, e+iαθ−, e+iαθ̄+, e−iαθ̄−). (2.12)

理論が与えられた時に常に 2つの R-対称性が存在するわけではない。しかし、超共形場
理論の場合は 2つが存在しなければならない。これは直感的に理解するには、超共形場理
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論では U(1)L / U(1)Rが存在するので、この時の超対称性において U(1)V / U(1)Aが存在
する必要がある。また、この超共形場理論における U(1)L / U(1)Rと超対称理論における
U(1)V / U(1)Aの関係については次の超共形場理論の章において触れる。U(1)V (U(1)A)が
対称性である理論は Z(Z̃)は常にゼロでなければならない。
超場は超空間 x0, x1, θ±θ̄±の関数である。超対称性電荷Q±, Q±は超場に対して微分演算

子として作用する:

Q± =
∂

∂θ±
+ iθ̄±

(
∂

∂x0
± ∂

∂x1

)
, Q± = − ∂

∂θ̄±
− iθ±

(
∂

∂x0
± ∂

∂x1

)
. (2.13)

この時超対称共変微分演算子は以下のようになる:

D± =
∂

∂θ±
− iθ̄±

(
∂

∂x0
± ∂

∂x1

)
, D± = − ∂

∂θ̄±
+ iθ±

(
∂

∂x0
± ∂

∂x1

)
. (2.14)

ここでm = 0, 1である。微分に関しては ∂± = 1
2(∂0 ± ∂1)としている。

ここで超場は 4次元の物を 2次元に次元簡約し、4次元の (x0, x3)を 2次元の (x0, x1)と
再定義している。また、4次元のWeylフェルミオンは 2次元のDiracフェルミオンなので
次元簡約した後は ψはDiracフェルミオンである。そしてそのスピノルの成分を ψ+, ψ−と
しているので、それぞれが 2次元のWeylフェルミオンである。
超対称性の表現としてはカイラル多重項とツイステッドカイラル多重項である。これらの

超場の成分場は複素スカラー場とDiracフェルミオン及び補助場である。カイラル超場は以
下を満たす [16]:

— カイラル多重項 —

D±Φ(y
±) = 0 ⇐⇒ Φ = ϕ(y±) +

√
2θαψα(y

±) + 2θ+θ−F (y±). (2.15)

この種類のカイラル超場は 4次元においても同様に定義され、理論に導入される。
次に、2次元における超対称性の特徴の一つである、カイラル超場とは別のカイラル多重

項であるツイステッドカイラル多重項を導入する。ツイステッドカイラル多重項は以下を満
たす [16]:

— ツイステッドカイラル多重項 —

D+Y = D−Y = 0 ⇐⇒ Y = y(ȳ±) +
√
2θ+χ̄+(ȳ

±) +
√
2θ̄−χ−(ȳ

±) + 2θ+θ̄−G(ȳ±).

(2.16)

Gは複素数の補助場である。
次にベクトル (ゲージ)多重項を導入する。ベクトル多重項の成分場はゲージ群の下で随

伴表現として振る舞い、ゲージ場Am、Diracフェルミオン λ±, λ̄±、複素スカラー場 σであ
る。Wess-Zuminoゲージを施した後のベクトル多重項において成分場展開すると以下の様
になる [16]:
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2.2. 超対称理論

— ベクトル多重項 —

V = θ−θ̄−(A0 −A1) + θ+θ̄+(A0 +A1)− θ−θ̄+σ − θ+θ̄−σ̄

−
√
2iθ+θ−(θ̄−λ̄− + θ̄+λ̄+) +

√
2iθ̄+θ̄−(θ−λ− + θ+λ+) + 2θ+θ−θ̄+θ̄−D,

(2.17)

となる。これは 4次元N = 1のベクトル多重項の 2次元への次元簡約で得られる。元々の
Amの 0,3成分を新たに A0, A1とし、2,3成分は Pauli行列の iを利用して複素スカラー場
として σを構成している。Dは実数の補助場である。ゲージ群の下で共変的な超対称共変
微分を

D± = e−VD±e
V , D± = eVD±e

−V , (2.18)

と定義すると場の強さを以下のように定義できる (可換群の場合D = D):

Σ =
1

2
D+D−V

= σ + i
√
2θ+λ+ − i

√
2θ

−
λ− + 2θ+θ−(D − iF01) + · · · , (2.19)

ここで F01はゲージ場Aから構成されるゲージ曲率である。これは Y とΣは θの構造が同
じである。また Σ = 1√

2
D+D−V なので同じ成分で 2回微分すると

D+Σ = D−Σ = 0, (2.20)

なのでツイステッドカイラル多重項の拘束条件を満たすのである。
２次元においてベクトル多重項は、ベクトル多重項 V としてそのまま取り扱うよりも上

記のツイステッドカイラル多重項 Σの表現を頻繁に用いる。実際ベクトル多重項に関する
運動項も 4次元の取り扱いとは異なり、2次元ではベクトル多重項をツイステッドカイラル
多重項 Σとして取り扱い、Kählerポテンシャルとして運動項を導入する。2次元における
様々な超対称多重項に関しては [15]で議論されている。

2.2 超対称理論
ここでは簡単にではあるが、今導入した 2次元の超対称性の下で不変な理論を書き下す事

を目的とする。簡単の為に 2種類のカイラル多重項について触れる。最後にゲージ多重項と
してのカイラル多重項についても触れる。

以下で定義される超対称性変換の下で不変な作用を構成する [16]:

δ = ϵ+Q− − ϵ−Q+ − ϵ̄+Q− + ϵ̄−Q+ (2.21)
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まずカイラル多重項 Φに注目する。このラグランジアンは 4次元における議論と全く同
様にして構成する事が出来る。KählerポテンシャルはD-項として与えられる。これは超対
称性変換を実行すると全微分項になる事から、この構成によるラグランジアンは超対称不変
となる。カイラル超場に関する運動項は反カイラルとカイラルの組み合わせによって与えら
れる:

SΦ =

∫
d2xd4θ ΦΦ. (2.22)

実際 ΦΦの θ4の項を見て見ると

ΦΦ
∣∣∣
θ4

= −ϕ̄∂+∂−ϕ+ ∂+ϕ̄∂−ϕ+ ∂−ϕ̄∂+ϕ− ∂+(∂−ϕ̄)ϕ

+ iψ̄+∂−ψ+ − i(∂−ψ̄+)ψ+ + iψ̄−∂+ψ− − i(∂+ψ̄−)ψ− + |F |2

SΦ =

∫
d2x(|∂0ϕ|2 − |∂1ϕ|2 + iψ̄−(∂0 + ∂1)ψ− + iψ̄+(∂0 + ∂1)ψ+ + |F |2) (2.23)

となる。これはスカラー場 ϕ、Diracフェルミオン ψ±, ψ̄±、補助場 F である。
同様にツイステッドカイラル超場に関する運動項も以下のように与えられる:

Skin = −
∫
d2xd4θY Y. (2.24)

ここでカイラル多重項とツイステッドカイラル多重項の運動項の符号について言及する。ツ
イステッドカイラル超場の場合は、カイラルと比べてマイナスの符号が付くことに注意す
る。これはツイステッドカイラル超場のD-項の運動項の符号をカノニカルにするために必
要である。これらの関係を調べる為に、まず具体的にカイラル超場とツイステッドカイラル
超場の成分場展開を比較してみる:

D±Φ(y
±) = 0 ⇐⇒ Φ = ϕ(y±) +

√
2θ+ψ+(y

±) +
√
2θ−ψ−(y

±) + 2θ+θ−F (y±),

D+Y = D−Y = 0 ⇐⇒ Y = y(ȳ±) +
√
2θ+χ̄+(ȳ

±) +
√
2θ̄−χ−(ȳ

±) + 2iθ+θ̄−G(ȳ±).

この成分場展開から、読み取れる様にカイラル超場とツイステッドカイラル超場 θ− と θ
−

の入れ替えで関係付いている事がわかる [17]。このことからカイラル超場のD-項からツイ
ステッドカイラル超場のD-項が得られる:∫

dθ+dθ−dθ
+
dθ

−|Φ|2 ⇐⇒
∫
dθ+dθ

−
dθ

+
dθ−|Y |2 = −

∫
dθ+dθ−dθ

+
dθ

−|Y |2.

次に超ポテンシャル以下のように与えられる:

SW =

∫
d2xd2θW (Φ) + (c.c) , d2θ :=

1

2
dθ+dθ−. (2.25)

S
W̃

=

∫
d2xd2θ̃W̃ (Y ) + (c.c) , d2θ̃ :=

1

2
dθ+dθ̄−. (2.26)
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ここまではゲージ対称性を含まない理論について記述してきたが、最後に先程書き下した
Kählerポテンシャルをゲージ理論に格上げして改めて書き下す:

LΦ = −DmϕD
mϕ+ iψ−(D0 +D1)ψ− + iψ+(D0 −D1)ψ+ + |F |2

− |σ|2|ϕ|2 − ψ+σψ− − ψ−σψ+ +D|ϕ|2

− iϕ(ψ−λ+ − ψ+λ−)− iϕ(ψ−λ+ − ψ+λ−), (2.27)

LΣ = − 1

2e2

∫
d4θΣΣ

=
1

2e2

[
−|∂µσ|2 + iλ+(∂0 − ∂1)λ+ + iλ−(∂0 + ∂1)λ− + F 2

01 +D2

]
. (2.28)

2.3 R-対称性
ここで超ポテンシャルに関して R-対称性を議論しておく。2次元のN = (2, 2)の理論に

はカイラル超場とツイステッドカイラル超場が存在するので、それぞれからカイラル超場の
holomorophicな超ポテンシャルW (Φ)とツイステッドカイラル超場に関する holomorophic

ツイステッド超ポテンシャル W̃ (Y )を構成することができる。

まず 2つのR-対称性 — ベクトル的R-対称性・軸性R-対称性 —の変換性を確認する:

F (x, θ+, θ−, θ̄+, θ̄−) =⇒ e2iαqV F (x, e−iαθ+, e−iαθ−, e+iαθ̄+, e+iαθ̄−),

F (x, θ+, θ−, θ̄+, θ̄−) =⇒ e2iαqAF (x, e−iαθ+, e+iαθ−, e+iαθ̄+, e−iαθ̄−).

カイラル多重項に対して上の変換をさせる。まずベクトル的 R-対称性から行う。変換性
を見る為には θの最低次だけに注目すれば良い。

Φ =⇒ e2iαqV (ϕ+
√
2e−iαθ+ψ+ +

√
2e−iαθ−ψ− + 2e−2iαθ+θ−F + · · · )

= e2iαqV ϕ+
√
2ei(qV −1)αθ+ψ+ +

√
2ei(qV −1)αθ−ψ− + 2ei(qV −2)αθ+θ−F + · · · , (2.29)

このように成分場が変換する。次に軸性R-対称性を調べると

Φ =⇒ e2iαqA(ϕ+
√
2e−iαθ+ψ+ +

√
2e+iαθ−ψ− + 2θ+θ−F + · · · )

= e2iαqAϕ+
√
2ei(qA−1)αθ+ψ+ +

√
2ei(qV +1)αθ−ψ− + 2eiqAαθ+θ−F + · · · , (2.30)

と変換する。したがってカイラル超場の成分場の変換性をまとめると以下のようになる:
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カイラル多重項 R-電荷� �
RV symmetry RA symmetry

ϕ→ e2iαqV ϕ ϕ→ e2iαqAϕ

ψ+ → ei(qV −1)αψ+ ψ+ → ei(qA−1)αψ+

ψ− → ei(qV −1)αψ− ψ− → ei(qA+1)αψ−

F → ei(qV −2)αF F → eiqAαF

(2.31)

� �
同様にしてツイステッドカイラル超場に関して変換性を求める。Y に対してまずベクトル

的R-対称性の変換を実行すると

Y =⇒ e2iαqV (y +
√
2e−iαθ+χ̄+ +

√
2e+iαθ̄−χ− + 2θ+θ̄−G+ · · · )

= e2iαqV y +
√
2ei(qV −1)αθ+χ̄+ +

√
2ei(qV +1)θ̄−χ− + 2eiqV αθ+θ̄−G+ · · · , (2.32)

となる。次に軸性R-対称性について調べると

Y =⇒ e2iαqA(y +
√
2e−iαθ+χ̄+ +

√
2e+iαθ̄−χ− + 2e−2iαθ+θ̄−G+ · · · )

= e2iαqAy +
√
2ei(qA−1)αθ+χ̄+ +

√
2ei(qV +1)αθ̄−χ− + 2ei(qA−2)αθ+θ̄−G+ · · · , (2.33)

となる。したがってツイステッドカイラル超場の成分場の変換性をまとめると以下のように
なる:

ツイステッドカイラル多重項 R-電荷� �
RV symmetry RA symmetry

y → e2iαqV y y → e2iαqAy

χ̄+ → ei(qV −1)αχ̄+ χ̄+ → ei(qA−1)αχ̄+

χ− → ei(qV +1)αχ− χ− → ei(qA−1)αχ−

G→ eiqV αG G→ ei(qA−2)αG

(2.34)

� �
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2.3. R-対称性

最後に 2次元N = (2, 2)理論の一般的なラグランジアンは KählerポテンシャルK と超
ポテンシャルW とツイステッド超ポテンシャル W̃ によって構成される:

L =

∫
d4θK(Φ,Φ, Y, Y ) +

∫
d2θ W (Φ) + h.c.+

∫
d2θ̃ W̃ (Y ) + h.c.. (2.35)

ここでKählerポテンシャルの積分測度は dθ4なので 2つのR-対称性の下で不変である:

θ+θ−θ
+
θ
− U(1)V ,U(1)A−−−−−−−−→ θ+θ−θ

+
θ
−
. (2.36)

よってKは 2つのR-対称性の下で電荷がゼロとなるように構成しなければならない。一方
でW と W̃ に関しては

W (Φ) : θ+θ−
U(1)V−−−−→ e−2iαθ+θ−, θ+θ−

U(1)A−−−−→ θ+θ−, (2.37)

W̃ (Y ) : θ+θ
− U(1)V−−−−→ θ+θ−, θ+θ

− U(1)A−−−−→ e−2iαθ+θ
−
, , (2.38)

と変換する。
したがってKählerポテンシャルK と超ポテンシャルW とツイステッド超ポテンシャル

W̃ に関してもまとめると以下のようになる:

K, W, W̃ R-電荷� �
RV symmetry RA symmetry

K → K K → K

W → e2iαW W →W

W̃ → W̃ W̃ → e2iαW̃

(2.39)

� �
D-項から構成されるKählerポテンシャルの θ4は常に 2つのR-対称性の下で不変である。

したがって、KählerポテンシャルK(Φi,Φj)がベクトル的R-対称性と軸性R-対称性につい
て電荷がゼロであれば、つまりK(Φi,Φi) = ΦiΦiという関数であれば、常にR-対称性の下
で不変である。
次に F-項から構成される超ポテンシャルについて議論する。超ポテンシャルは θ2で積分

されるが、θ2はカイラリティが逆のものについて同じ方向に回すベクトル的R-対称性につ
いては電荷−2を持つ。一方でカイラリティが逆のものに対して逆方向に回す軸性R-対称性
については電荷 0である。したがって、超ポテンシャルがベクトル的R-対称性に関して電荷
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2.3. R-対称性

+2を持ち軸性R-対称性に関して 0であれば不変になる。この議論は超ポテンシャルW (Φ)

の形に依存する。上記の議論が可能である関数のことを準斉次 (quasi-homogeneous)と言
う。つまり各カイラル超場Φiごとに電荷もしくはウェイトを付けて λq

i
Φのような変換をし

た時に

W (λq
i
Φi) = λnW (Φi), (2.40)

となる関数である。また、全ての変数について同じウェイトで変換した時に以下のような性
質を満たす関数を次数 d斉次 (homogeneous)と言う:

G(Φ1, · · · ,Φn) 7→ G(λΦ1, · · · , λΦn) = λdG(Φ1, · · · ,Φn). (2.41)

R-対称性� �
軸性 U(1)A とベクトル的 U(1)V R-対称性は θ4 が不変なので、これらの変換の下で
Kählerポテンシャルの電荷が 0であれば良い:

K(Φ,Φ) : U(1)A charge = 0, U(1)V charge = 0. (2.42)

また超ポテンシャルW に関しては、θ2が U(1)Aの下では不変で U(1)V の下で電荷−2
である。よってW のR-電荷がU(1)Aの下で 0で、U(1)V の下で+2であれば不変にな
る。ツイステッド超ポテンシャル W̃ の場合は逆の議論で θ̃2 が U(1)A の下では −2で
U(1)V の下で不変である。よって W̃ のR-電荷が U(1)Aの下で+2で、U(1)V の下で 0

であれば不変になる。

W (Φ) : U(1)A charge = 0, U(1)V charge = +2, (2.43)

W̃ (Σ) : U(1)A charge = +2, U(1)V charge = 0. (2.44)� �
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第3章 超共形場理論

この章では超共形場理論 (SCFT)の基本的な性質等を本研究に関係するゲージ化された線
形シグマ模型 (Gauged Linear Sigma Model, GLSM)の観点からまとめる事を目的とする。
GLSMの文脈において低エネルギー有効理論である超対称世界面シグマ模型 (NLSM)は、
標的空間がRicci平坦で与えられる時に共形場理論になる事が知られている。また共形場理
論は共形対称性を保った理論の変形を考える事が可能である。これは超共形場理論において
も同様である。この時、2章で導入した 2次元の超対称性における特徴の 1つとして挙げた
2種類のカイラル多重項が存在する事によって、2種類の独立な変形を与える事が可能であ
る。超対称世界面シグマ模型の観点から見た共形場理論は、標的空間のRicci平坦性と密接
に関係していた事から超共形場理論の共形対称性を保った理論の変形、すなわち SCFTの
モジュライ空間である共形多様体とRicci平坦を保つ様な計量の変形に関するモジュライ空
間が密接に関係している事が知られている。この様な関係がある為に Zamolodchikov計量
を通して標的空間のモジュライ空間上のKählerポテンシャルと球面分配間の間に関係を見
出す事ができ、GLSMの分配関数から標的空間の幾何学的情報を引き出す事が可能となる
のである。

3.1 超共形代数
ここでは超共形代数を導入する訳だが、通常の CFTにおけるエネルギー運動量テンソ

ルもしくは Virasoro代数から始める。この共形代数に対して超対称電荷を 1つずつ加える
事によって、超対称性が組み込まれていない通常の Virasoro代数を超対称に拡張する事で
N = 2超共形代数を構築する方針で進める [37–39]。したがってまず超対称性を含まない理
論の通常の共形場理論における Virasoro代数から始める事にする。以下では holomorphic

(left-moving)セクターのみに注目して超共形代数を記述していく。一方で anti-holomorphic

(right-moving)セクターに関しては、holomorphic (left-moving)セクターと全く同様の構
造を有するので省略する。必要な際には適宜補足及び記述する。またここでは holomorphic

(left-moving) / anti-holomorphic (right-moving)とは、場の引数 ϕ(z), ϕ(z)に関して言及す
る事にする。



3.1. 超共形代数

共形対称性とは、Weyl変換の因子を σ(x)とすると以下で与えられる共形Killingベクト
ルによって生成される変換による対称性である:

∇mvn(x) +∇nvm(x) = σ(x)gmn(x). (3.1)

この関係式は、一般座標変換の中でWeyl変換と組み合わせて計量を不変に保つ変換を意味
している。この式でトレースを取ると次のように書き換わる:

∇mvn(x) +∇nvm(x) =
2

d
∇lvl(x)gmn(x). (3.2)

この方程式を共形Killing方程式と呼び、この方程式を満たすベクトル vmを共形Killingベ
クトルという。この共形Killing方程式を解く事によって並進、回転、スケール変換、特殊
共形変換を含む事がわかる。一般の d次元の場合には、並進の変換パラメーターが d個、回
転の変換パラメーターが d(d−1)

2 個、スケール変換のパラメーターが 1個、特殊共形変換の
パラメーターが d個である。これは、この変換が SO(1, d+1)に同型である事を意味してい
る。実際に、回転の生成子Pm、回転をLmn、スケール変換D、特殊共形変換Kmとすると
以下の共形代数を成す [40]:

[D,Pm] = iPm, (3.3)

[D,Km] = −iKm, (3.4)

[Km,Pn] = 2i(ηmnD − Lmn), (3.5)

[Km,Lnl] = i(ηmnKl − ηmlKn), (3.6)

[Pm,Lnl] = i(ηmnPl − ηmlPn), (3.7)

[Lmn,Llk] = i(ηnlLmk − ηmlLnk − ηkmLln − ηmlLnk). (3.8)

同じ事であるが、これは Poincare対称性にスケール対称性及び特殊共形対称性が加わった
ものである。
次に 2次元では上記の議論に加えて特別な事が起こる。上記で記述される共形Killing方

程式は具体的に成分を見る事で Cauchy-Riemann方程式と等価である事が直ちにわかる:

∂mvn + ∂nvm =
2

d
∂lvlδmn ⇐⇒ ∂1v1 = ∂2v2, ∂2v1 = −∂1v2. (3.9)

この事から複素で書き直す事によって holomorphicなベクトルであれば常に共形Killing方
程式を満たす事がわかる。したがって 2次元の場合では共形対称性は無限次元の対称性へと
拡大し、これに伴って共形代数も無限次元の代数に拡大する事が知られており、この代数の
事をVirasoro代数と呼ぶ。以下では 2次元の共形代数にのみ注目する事にする。
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3.1. 超共形代数

・N = 0 CFT

CFTは複素座標 z, wとしてストレステンソルのOPEによって以下の関係式が与えられる:

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂wT (w)

z − w
+ · · · . (3.10)

CFTの代数はOPEによる記述と等価のモード展開の係数によって与えられる交換関係によ
る記述がある:

T (z) =
∑
n∈Z

Ln
zn+2

, (3.11)

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
n(n2 − 1)δn+m,0, (3.12)

[Ln, c] = [c, c] = 0. (3.13)

この代数構造を Virasoro代数と呼ぶ。ここで Ln は Virasoro演算子であり、cはセントラ
ルチャージで全ての Virasoro演算子及びセントラルチャージ自身と可換である。またこの
代数は最初に触れた並進、回転、スケール変換、特殊共形変換からなる部分代数を持つ。具
体的には Virasoro演算子の内の {L−1, L0, L1}によって構成される Virasoro代数の部分代
数を持つ事が上記の代数構造からすぐにわかる。これは共形Killing方程式の際に言及した
様に、2次元の共形代数は Cauchy-Riemann方程式によって無限次元の代数に拡大するが、
{Pm,Lmn,D,Km}の代数構造を含んでいる事を反映している。
この Virasoroの表現を与える為には共形不変な真空を定義する必要がある。従って共形

不変な真空を以下の様に定義する:

Ln|0〉 = 0, (−1 ≤ n). (3.14)

これはストレステンソルを作用させて正則に振る舞う様に定義される。次にプライマリー場
を導入する。これは共形変換の下で以下の様に振る舞う場として定義される:

ϕ(z, z) = ϕ′(z′, z′)

(
dz′

dz

)h(dz′
dz

)h
. (3.15)

ここで h, hは holomorphic (left-moving) / anti-holomorphic (right-moving)に対する共形
ウェイトである。Virasoro演算子の内の {L−1, L0, L1}によって構成される部分代数に対し
てのみ上記の変換性を示すものは準プライマリー場という。次にプライマリー状態として以
下を定義する:

|ϕ〉 := lim
z→0

ϕ(z)|0〉. (3.16)
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3.1. 超共形代数

この定義をする事によってストレステンソルとプライマリー場のOPEから、Virasoro演算
子に対してウェイト hϕを持つプライマリー状態 |ϕ〉は以下を満たす:

L0|ϕ〉 = hϕ|ϕ〉, Ln>0|ϕ〉 = 0, (Ln)
† = L−n. (3.17)

この様な状態を最高ウェイト状態という。0 < nに対して Ln は消滅演算子であり、逆に
n < 0に対して Lnは生成演算子である。これは交換関係 [L0, Ln] = −nLnからわかる。つ
まり 0 < nの Ln は L0 の固有値を下げる演算子となる。Virasoro演算子は無限個存在し、
これらを作用させる事によって様々な状態を構成することが可能である:

L−n1L−n2 · · ·L−ni |ϕ〉. (3.18)

この時にN = n1 + n2 + · · ·niをレベルと呼ばれる。具体的にいくつか書き上げてみると、
レベル 0はプライマリー状態そのものである |ϕ〉。レベル 1は L−1|ϕ〉、レベル 2は L−2|ϕ〉

及び L−1L−1|ϕ〉、レベル 3は L−3|ϕ〉、L−1L−2|ϕ〉、L−1L−1L−1|ϕ〉、・・・と構成する事が出
来る。

・N = 1 CFT

次に今見てきた超対称性の含まない共形代数をN = 1に拡張する事を考えたい。この拡
張のためにストレステンソルの (世界面上の)超対称パートナーである超対称カレントG(z)

を導入する。T (z)の共形ウェイト 2に対し、G(z)は 3
2 を持つ。先程と同様に T (z)同士の

OPEは以下で与えられていた:

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂wT (w)

z − w
+ · · · . (3.19)

さらにN = 1超共形代数にはこれに加えて T (z)とG(z)のOPE及びG(z)同士のOPEが
組み込まれる。これらは以下で与えられる:

T (z)G(w) =
3/2

(z − w)2
G(w) +

∂wG(w)

z − w
+ · · · , (3.20)

G(z)G(w) =
2c/3

(z − w)3
+

2T (w)

z − w
+ · · · . (3.21)

ここでカレントは次のようにモード展開される:

T (z) =
∑
n∈Z

Ln
zn+2

, G(z) =
∑
r∈Z

Gr

zr+
3
2

. (3.22)

ここで超対称カレントはR-セクターでは r ∈ Z、NS-セクターでは r ∈ Z+ 1
2 である。この
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3.1. 超共形代数

モード展開によってN = 1超共形代数は以下で与えられる:

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
n(n2 − 1)δn+m,0, (3.23)

[Lm, Gr] =
(m
2
− r
)
Gm+r, (3.24)

{Gr, Gs} = 2Lr+s +
c

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s,0. (3.25)

この代数をN = 1 super-Virasoro代数と呼ぶ。ここでも超対称性を含まない CFTと同じ
様にユニタリー表現はエルミート共役を要請する:

(Ln)
† = L−n, (Gr)

† = G−r. (3.26)

次に最高ウェイト状態を超対称性を含まないCFTのものに付加的に制限を課す事で定義す
る。すなわちN = 1 Virasoro代数におけるプライマリー状態 |ϕ〉は以下を満たす:

L0|ϕ〉 = hϕ|ϕ〉, Ln>0|ϕ〉 = 0, Gr>0|ϕ〉 = 0. (3.27)

これらを満たす状態がプライマリー状態 / 場である。NS / R-セクターにおける表現空間は
以下のディセンダントで張られる:

NS-sector : L−n1L−n2 · · ·G−m1+
1
2
G−m2+

1
2
· · · |ϕ〉, (3.28)

R-sector : L−n1L−n2 · · ·G−m1G−m2 · · · |ϕ〉. (3.29)

またユニタリー性により任意の状態の共形ウェイトに対して

0 ≤ h, (3.30)

が成り立つ。さらに h = 0のプライマリー状態 — NS真空 — は次の条件を満たす:

||L−1|0〉||2 − ||L1|0〉||2 = 〈0|[L1, L−1]|0〉 = 〈0|L0|0〉 = 0 =⇒ L−1|0〉 = 0, (3.31)

||G− 1
2
|0〉||2 + ||G+ 1

2
|0〉||2 = 〈0|{G 1

2
, G− 1

2
}|0〉 = 〈0|2L0|0〉 = 0 =⇒ G− 1

2
|0〉 = 0. (3.32)

一方で R-セクターはゼロモードが存在するので注意が必要である。super-Virasoro代数
より [L0, G0] = 0となっているので

L0|ϕ〉 = hϕ|ϕ〉, L0(G0|ϕ〉) = hϕ(G0|ϕ〉), (3.33)

であり |ϕ〉, G0|ϕ〉が縮退している事が分かる。しかし

G0|ϕ〉 = 0, (3.34)

を満たす状況が存在しこれはRamond真空と呼ばれる。この状態のノルムを計算すると

0 ≤ ||G0|ϕ〉||2 = 〈ϕ|{G0, G0}|ϕ〉 = 〈ϕ|
(
2hϕ −

c

12

)
|ϕ〉 =⇒ c

24
≤ hϕ, (3.35)

を得る。これより以下の事が結論付けられる:
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3.1. 超共形代数

• c
24 < h : R-セクターの状態はパートナーG0|ϕ〉を持つ。

• c
24 = h : R-セクターの状態は縮退せずG0|ϕ〉 = 0となる。

・N = 2 CFT

さらに上記のN = 1 SCAをN = 2に拡張したい。故に超対称カレントをもう 1つ導入
すれば良い。先程のN = 1では超対称カレントは 1つだったが、ここでは 2つになるので
超対称カレントにラベルをつける。よってN = 1の超対称カレントG1(z)に加えてG2(z)

を導入する。したがってG1(z)とG2(z)の演算子積展開 (OPE)が新たな構造として加わる:

G1(z)G2(w) =
2c/3

(z − w)3
+

2T (w)

z − w
+ i

(
2J(w)

(z − w)2
+
∂wJ(w)

z − w

)
· · · . (3.36)

ここでN = 2 SCAは T,G1,2だけでは閉じずに J というカレントが必要になる。これは先
ほどのN = 1の場合と比較して、N = 1の場合は超対称性によって T とGが結び付いてい
た。一方でN = 2では超対称性が 2つ存在するので、T とGに加えてGのパートナーが存
在する必要がある。このパートナーが J である。これは上記の代数から分かる様に共形ウェ
イト 1を持つ。これは U(1)R対称性に対するカレントとして解釈出来る。N = (2, 2) SCA

の文脈であればU(1)V , U(1)Aを複素に組み直した holomorphic (left-moving)セクターすな
わち U(1)Lに対応する。したがって上記に加えてさらに以下のOPEがあたえられる:

T (z)J(w) =
J(w)

(z − w)2
+
∂wJ(w)

z − w
+ · · · , (3.37)

J(z)G1(w) =
iG2(w)

z − w
+ · · · , (3.38)

J(z)G2(w) =
−iG2(w)

z − w
+ · · · , (3.39)

J(z)J(w) =
c/3

(z − w)2
+ · · · . (3.40)

T (z)J(w)のOPEから J が共形ウェイト 1を持ったカイラルプライマリーである事が読み
取れる。さらにG1,2とのOPEからU(1)カレントによってG1,2を回し、それぞれの電荷が
読み取れる。通常G1,2を複素に組み直した超対称カレントを用いる:

G±(z) :=
1√
2
(G1 ± iG2). (3.41)

ここで注意が必要である。元々の超対称カレントに対応するカレントはG1,2であるので、G±

は通常の超対称代数で用いるものでは無い。これに伴って、U(1)カレントもU(1)L(z), U(1)R(z)

であって U(1)V , U(1)Aでは無い。

以上の議論を用いる事により改めてN = 2 SCAを与える。N = (2, 2) SCFTにおいて
holomorphic (left moving)セクターカレント {T (z), G±(z), J(z)}、anti-holomorphic (right
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3.1. 超共形代数

moving)セクターカレント {T (z), G±
(z), J(z)}とする。ここでN = 2超共形代数 (SCA)を

与える。これは共形ウェイト 2のエネルギー運動量テンソル T (z)、共形ウェイト 3
2 の 2つ

の反交換な超対称カレントG±(z) := 1√
2
(G1 ± iG2)と U(1)カレント J(z)によって構成さ

れる。これらの演算子間の演算子積展開 (OPE)は以下で与えられる [38, 39]:

G±(z)G∓(w) =
2c/3

(z − w)3
± 2J(w)

(z − w)2
+

2T (w)± ∂wJ(w)
z − w

+ · · · , (3.42)

J(z)G±(w) = ±G
±(w)

z − w
+ · · · , (3.43)

J(z)J(w) =
c/3

(z − w)2
+ · · · , (3.44)

T (z)J(w) =
J(w)

(z − w)2
+
∂wJ(w)

z − w
+ · · · , (3.45)

T (z)G±(w) =
3G±(w)/2

(z − w)2
+
∂wG

±(w)

z − w
+ · · · , (3.46)

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂wT (w)

z − w
+ · · · . (3.47)

cはセントラルチャージ (中心電荷)である。超対称カレントに対する境界条件は

G±(e2πiz) = −e∓2πaiG±(z), (3.48)

とし、これは a = 0で反周期的となりR-セクター、a = 1
2 で周期的となりNS-セクターに対

応する。次にカレントを次のようにモード展開する:

T (z) =
∑
n∈Z

Ln
zn+2

, J(z) =
∑
n∈Z

Jn
zn+1

, G±(z) =
∑
r∈Z

G±
r

zr+
3
2

. (3.49)

ここでR-セクターでは r ∈ Z、NS-セクターでは r ∈ Z+ 1
2 である。N = 2超共形代数はカ

レントのOPEで表現された。また別の表現方法として、これらのモード展開の係数が従う
の交換関係もN = 2超共形代数を与え以下のようになる:

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0, (3.50)

[Jm, Jn] =
c

3
mδm+n,0, (3.51)

[Ln, Jm] = −mJm+n, (3.52)

[Ln, G
±
r ] =

(n
2
− r
)
G±
n+r, (3.53)

[Jn, G
±
r ] = ±G±

n+r, (3.54)

{G+
r , G

−
s } = 2Lr+s + (r − s)Jr+s +

c

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s,0. (3.55)

ここで超対称カレントに対する交換関係に注目する:

{G−
r , G

+
s } = 2Lr+s − (r − s)Jr+s +

c

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s,0. (3.56)
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3.1. 超共形代数

ユニタリー表現はエルミート共役を要請する:

(Ln)
† = L−n, (Jn)

† = J−n, (G±
r )

† = G∓
−r. (3.57)

次に最高ウェイト状態を超対称性の含まないCFTのものに付加的に制限を課す事で定義す
る。すなわちN = 2 Virasoro代数におけるプライマリー状態 |ϕ〉は以下を満たす:

L0|ϕ〉 = hϕ|ϕ〉, J0|ϕ〉 = qϕ|ϕ〉, Ln>0|ϕ〉 = 0, Jn>0|ϕ〉 = 0, G±
r>0|ϕ〉 = 0. (3.58)

先程と同様に R-セクターにおいてはゼロモードG±
0 が存在するので注意しなければならな

い。これらによって消える真空を考える:

G±
0 |ϕ〉 = 0. (3.59)

このRamond真空のノルムを計算すると

0 ≤
∣∣∣∣∣∣G+

0 |ϕ〉
∣∣∣∣∣∣2+∣∣∣∣∣∣G−

0 |ϕ〉
∣∣∣∣∣∣2 = 〈ϕ|{G−

0 , G
+
0

}
|ϕ〉 = 〈ϕ|

(
2hϕ −

c

12

)
|ϕ〉 =⇒ c

24
≤ hϕ,

(3.60)

を得る。したがってN = 1同様に c
24 = hの状態が真空に対応する。

• NS-セクター

NS-セクター r ∈ Z+ 1
2 に注目すると L0の固有値と J0|ϕ〉 = qϕ|ϕ〉を用いてラベルを

付ける事が出来る。NS-セクターに関してはこの後もう少し踏み込んで議論する。

• R-セクター

R-セクター r ∈ Z に注目すると、L0, J0 に加えて G±
0 が存在する。これらに対し

G±
0 |ϕ〉 = 0を満たす状態は hϕ = c

24 で特徴付けられる。これをRamond真空 (Ramond

ground state)という。この時 U(1)カレント J の電荷に依存しない事に注意。

また今手に入れたN = 2超共形代数の大域的部分すなわち有限次元の部分代数に注目する。
これは超対称性の含まない共形場理論のVirasoro代数における部分代数に対応して、N = 2

超共形場理論における部分代数である。超共形代数における holomorphic (left-moving)部
分が {L0, L1, L−1, J0;G

+
± 1

2

, G−
± 1

2

}とすると、anti-holomorphic (right-moving)部分も全く同
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じ代数構造を持ち以下で与えられる [25, 41,42]:

[L0, G
±
+ 1

2

] = −1

2
G±

+ 1
2

, [L0, G
±
− 1

2

] = +
1

2
G±

− 1
2

, (3.61)

[L1, G
±
− 1

2

] = +G±
+ 1

2

, [L−1, G
±
+ 1

2

] = −G±
− 1

2

, (3.62)

[J0, G
±
+ 1

2

] = ±G±
+ 1

2

, [J0, G
±
− 1

2

] = ±G±
− 1

2

, (3.63)

[L0, L±1] = ∓L±1, [L−1, L1] = −2L0, (3.64)

{G+
± 1

2

, G−
± 1

2

} = 2L±1, {G+
± 1

2

, G−
∓ 1

2

} = 2L0 ± J0. (3.65)

3.2 カイラル・プライマリー場
ここではまずカイラルプライマリー場及びこれらが成すカイラルリングについて触れる

[39]。今からholomorphic部分すなわち left-movingのNS-セクターのみに注目する。ここで改
めて言葉の定義について触れておく。先程は holomorphic (left-moving) / anti-holomorphic

(right-moving)とは、場の引数 ϕ(z)/ϕ(z)に関して言及していた。一方で超共形場理論にお
いてカイラル / 反カイラルという言葉が使われるが、ここでは場に関して ϕ(z, z)/ϕ(z, z)言
及する事にする。
N = 2の SCAの超対称カレントに対する交換関係は以下で与えられていた:

{G−
r , G

+
s } = 2Lr+s − (r − s)Jr+s +

c

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s,0. (3.66)

またN = 2 Virasoroにおけるプライマリー場 — superconformal primary field — は以下
で定義されていた:

L0|ϕ〉 = hϕ|ϕ〉, J0|ϕ〉 = qϕ|ϕ〉, Ln>0|ϕ〉 = 0, Jn>0|ϕ〉 = 0, G±
r>0|ϕ〉 = 0. (3.67)

このN = 2 SCAにおいて現れるプライマリー場に対してさらにカイラル条件 (より正確に
は left chiral拘束条件)を課したプライマリー場 — chiral primary field — を以下で定義
する:

(left) chiral : G+
− 1

2

|ϕ〉 = 0. (3.68)

プライマリー状態の言葉ではG+
− 1

2

で不変な状態であり、OPEの言葉ではG+(z)とのOPE

が正則である。
同様の方法で反カイラルプライマリー場 — anti-chiral primary field (正確には left anti-

chiral) — を定義する事ができる:

(left) anti-chiral : G−
− 1

2

|ϕ〉 = 0. (3.69)
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今 holomorphicセクターに対してカイラル / 反カイラルを定義したが、anti-holomorphic

セクター ϕ(z)に対しても同様に定義する事が出来、right chiral : G
+
− 1

2
|ϕ〉 = 0、right anti-

chiral : G
−
− 1

2
|ϕ〉 = 0。

上記を満たす様なカイラル / 反カイラルプライマリー状態を改めてまとめる:

chiral primary : L0|ϕc〉 = hϕc |ϕc〉, Ln+1|ϕc〉 = G±
n∓ 1

2

|ϕc〉 = 0 (0 ≤ n), (3.70)

anti-chiral primary : L0|ϕa〉 = hϕa |ϕa〉, Ln+1|ϕa〉 = G±
n± 1

2

|ϕa〉 = 0 (0 ≤ n). (3.71)

超共形代数を用いる事で以下の事が導かれる:

0 ≤
∣∣∣∣∣∣G+

− 1
2

|ϕc〉
∣∣∣∣∣∣2+∣∣∣∣∣∣G−

+ 1
2

|ϕc〉
∣∣∣∣∣∣2 = 〈ϕc|{G−

+ 1
2

, G+
− 1

2

}
|ϕc〉 = 〈ϕc|(2L0 − J0)|ϕc〉, (3.72)

0 ≤
∣∣∣∣∣∣G−

− 1
2

|ϕa〉
∣∣∣∣∣∣2+∣∣∣∣∣∣G+

+ 1
2

|ϕa〉
∣∣∣∣∣∣2 = 〈ϕa|{G+

+ 1
2

, G−
− 1

2

}
|ϕa〉 = 〈ϕa|(2L0 + J0)|ϕa〉. (3.73)

これは SCAより {G−
1
2

, G+
− 1

2

} = (2L0−J0)が言え、カイラルプライマリー状態はG+
− 1

2

|ϕc〉 =

0、(G+
− 1

2

)† = G−
+ 1

2

、反カイラルプライマリー状態はG+
+ 1

2

|ϕa〉 = 0を満たす。G+rで消滅す
る事は自明である。この関係からカイラル / 反カイラルプライマリー状態の共形ウェイト
とR-電荷は

1

2
qϕc = hϕc , −1

2
qϕa = hϕa , (3.74)

となる。カイラルプライマリーでは無い状態に対しては 1
2qϕ ≤ hϕ,−1

2qϕ ≤ hϕとなる。同
様にして超共形代数から

0 ≤
∣∣∣∣∣∣G+

− 3
2

|ϕc〉
∣∣∣∣∣∣2+∣∣∣∣∣∣G−

+ 3
2

|ϕc〉
∣∣∣∣∣∣2 = 〈ϕc|{G−

+ 3
2

, G+
− 3

2

}
|ϕc〉 = 〈ϕc|

(
2L0 − 3J0 +

3

2
c

)
|ϕc〉,

(3.75)

0 ≤
∣∣∣∣∣∣G−

− 3
2

|ϕa〉
∣∣∣∣∣∣2+∣∣∣∣∣∣G+

+ 3
2

|ϕa〉
∣∣∣∣∣∣2 = 〈ϕa|{G−

− 3
2

, G+
+ 3

2

}
|ϕa〉 = 〈ϕa|

(
2L0 + 3J0 +

3

2
c

)
|ϕa〉.

(3.76)

したがって上記の共形ウェイトとR-電荷の関係を用いることでカイラル / 反カイラルに対
して共形ウェイトが制限される:

0 ≤ 2hϕc,a ∓ 3qϕc,a +
3

2
c = −4hϕc,a +

3

2
c =⇒ hϕc,a ≤

c

6
. (3.77)

次にカイラル / 反カイラル プライマリー状態 ϕc,ai (z)同士のOPEを考える [37, 39]。一
般にOPEは ϕi(z)を積を取った ϕj(0)に近づけた時の特異的な部分に注目する:

ϕi(z)ϕj(0) '
∑
k

Ckij

zhi+hj−hk
Ok. (3.78)
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しかしカイラルプライマリー場の場合は加算的なU(1)R-電荷によってOPEが非特異である
事が保証される:

ϕci (z)ϕ
c
j(0) =

∑
k

Ckijϕk(0) + (non-singular term). (3.79)

この時RHSのϕkは共形ウェイト hk = hi+hjとなる。カイラルプライマリー場 {ϕi}は積に
関して結合性 (asspcoativity) (ϕiϕj)ϕk = ϕi(ϕjϕk)及び可換性 (commutativity) ϕiϕj = ϕjϕi

を満たすのでリング構造を成し、chiral ring Rz と呼び次の様に定義される:

Rz := P[ϕci ]/J . (3.80)

ここでP[ϕi]はϕに関する多項式でありJ は “vanishing relation”と呼ばれ、Φに関する運動
方程式によって与えられる。これによって同値関係を導入している。正確にいうとholomorphic

(left-moving) カイラルリングである。カイラルプライマリー場の数は有限である。同様に
反カイラルプライマリー場に関しても anti-chiral ring Rz が定義される:

Rz := P[ϕai ]/J . (3.81)

ここでもこれは正確には holomorphic (left-moving) セクターにおける反カイラルプライマ
リー場に対して反カイラルリング Rz である。また anti-holomorphic (right-moving) セク
ターに対してもそれぞれカイラル / 反カイラル リングを定義する事ができるRz,Rz。さら
にこれらの holomorphic / anti-holomorphicとカイラル / 反カイラルから 4つの状態が得
られる:

(c, c) primary : ϕi ∈ Rz ⊗Rz, (a, a) primary : ϕi ∈ Rz ⊗Rz,

(c, a) primary : σa ∈ Rz ⊗Rz, (a, c) primary : σa ∈ Rz ⊗Rz.

カイラルと反カイラルの組み合わせのものをツイステッドカイラルと呼ぶ。上記の定義から
明らかな様に、(c, c)と (a, a)及び (c, a)と (a, c)は互いに複素共役の関係にある。
ここからカイラルリングとツイステッドカイラルリングにおけるスカラー演算子 ϕ

(c,c)
i ∈

Rz ⊗ Rz (もしくは簡略化の為に ϕi ∈ R(c,c)) と σ
(c,a)
a ∈ Rz ⊗ Rz (もしくは簡略化の為に

σa ∈ R(c,a))を考える (c,tcは省略する)。ϕと σ の holomorphic / anti-holomorphic セク
ターの共形ウェイト (h, h)と (h̃, h̃)はスカラー演算子よりスピンがゼロとなるので以下の様
になる:

h = h : ϕi ∈ R(c,c), h̃ = h̃ : σa ∈ R(c,a). (3.82)

ここまでは超共形場理論のカイラル / ツイステッドカイラルに関して見てきたが、注意
しなければならない事はこれらの記法は超共形場理論の言葉であって超対称性理論の言葉
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では無いという点である。もう少し具体的には超共形場理論における U(1)対称性のカレ
ントは holomorphic U(1)L : JL(z) / anti-holomorphic U(1)R : JR(z)である。一方で超
対称性における U(1)対称性のカレントはベクトル U(1) / 軸性 U(1) R-対称性 — U(1)V

/ U(1)A —である。したがって超対称性における R-対称性と超共形場理論におけるカレン
トを繋ぐ為に U(1)V と U(1)Aを U(1)Lと U(1)Rカレントの holomorphic U(1)L : JL(z) /

anti-holomorphic U(1)R : JR(z) セクターの線形結合によって以下の様に定義する∗:

JV = JL(z) + JR(z), JA = JL(z)− JR(z). (3.83)

するとϕとσのholomorphic / anti-holomorphicセクターにおけるR-電荷 (qL, qR)、(q̃L, q̃R)
と次の関係にある:

h =
qL
2
∈ Rz, h =

qR
2
∈ Rz, h̃ =

q̃L
2
∈ Rz, h̃ = − q̃R

2
∈ Rz (3.84)

σの anti-holomorphicセクターは反カイラルである事からマイナス符号が現れる。このV-A

記法においてカイラル ϕi ∈ R(c,c) / ツイステッドカイラル σa ∈ R(c,a)の R-電荷は以下の
様になる (h = h, h̃ = h̃):

∆ϕ = h+ h =
qL
2

+
qR
2

=:
qV
2
,

qL
2
− qR

2
=:

qA
2

h=h
= 0, (3.85)

∆σ = h̃+ h̃ =
q̃L
2
− q̃R

2
=:

qA
2
,

qL
2
−
(
−qR

2

)
=:

qV
2

h̃=h̃
= 0 (3.86)

ここで∆はスケーリング次元である。これらはラグランジアンを持つ場の理論の言葉に翻
訳すると以下の様になる:

(ϕ, ψ,O) ∈ Φ N = (2, 2) chiral multiplet . (3.87)

R-電荷に関してΦが (qV , qA) = (2, 0)である時に、スカラー場 ϕ ∈ Φは (qV , qA) = (2, 0)を
持つのでスケーリング次元∆ = 1, h = qL

2 , h = qR
2 を満たしカイラルプライマリー場である

と解釈される。またカイラル多重項の F -項はR-電荷が中性であり次元が 2なので共形場理
論を変形するmarginalな演算子として使用される。同様にツイステッドカイラルプライマ
リーは以下の様になる:

(σ, λ, Õ) ∈ Σ N = (2, 2) twisted chiral multiplet . (3.88)

σ ∈ Σは (qV , qA) = (0, 2)を持ち∆ = 1, h = qL
2 , h = − qR

2 のツイステッドカイラルプライマ
リー場と解釈される。またツイステッドカイラル多重項に対する超ポテンシャルであるG-

項はR-電荷が中性であり次元が 2でmarginalな演算子として理解される。

∗ [43]では JR = 1
2
(JA − JV )で定義されている。
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3.3 スペクトラル・フロー
ここでは NS-セクターと R-セクターの間の関係について議論する。実は NS-セクターと

R-セクターの間にはスペクトラルフローという向き付けされた写像が存在し、その “向き”

はフリーパラメーターが司っている。この写像によって NS-セクターの状態と R-セクター
の状態の間に対応関係が与えられる。

NS-セクターにおける超共形代数と R-セクターにおける超共形代数は同型である。2つ
のカレントの集合 {Ln, G±

r , Jn}, {L′
n, G

′±
r , J

′
n}を考える。これらの間には以下の様な関係

(map)が存在する [38, 39]:

L′
n = Ln + ηJn +

c

6
η2δn,0, (3.89)

J ′
n = Jn +

c

3
ηδn,0, (3.90)

G′±
r = G±

r±η. (3.91)

ここで η ∈ Z
2 である。この写像によってG±の整数モードである Ramondセクターと半整

数モードであるNSセクターを入れ替える事に対応する。すなわちこのスペクトラルフロー
はユニタリー表現をユニタリー表現に射影する事を意味する。上記の変換をより正確に書き
下すと以下の様になる:

L0|ϕ〉 = h|ϕ〉, J0|ϕ〉 = q|ϕ〉, (3.92)

L′
n = UηLnU

−1
η = Ln + ηJn +

c

6
η2δn,0, (3.93)

J ′
n = UηJnU

−1
η = Jn +

c

3
ηδn,0, (3.94)

G′±
r = UηG

±
r U

−1
η = G±

r±η, (3.95)

|ϕη〉 := Uη|ϕ〉, L0|ϕη〉 =
(
h+ ηq +

c

6
η2
)
|ϕ〉, J0|ϕ〉 =

(
q +

c

3
η
)
|ϕ〉. (3.96)

すぐ後で見る様にスペクトラルフローを特徴付ける η = ±1
2 の時は NS-セクターと R-セク

ターを関係付ける。一方でこのパラメーターが η = ±1の時はNS-セクター間を繋ぐ。後者
に関してもう少し正確に言及するとカイラルリングRと反カイラルリングRを繋ぐ。

具体的に holomorphicセクターに注目しNS-セクターにおけるカイラルプライマリー状態
は (h, q) = ( q2 , q ≤

c
3)は以下を定義より満たす:

G+
− 1

2

|ϕ〉 = G−
+ 1

2

|ϕ〉 = 0. (3.97)
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スペクトラルフロー η = 1
2 によってG±

r → G±
r±η となるので

0 = G′+
− 1

2

|ϕη= 1
2
〉 = G+

0 |ϕη= 1
2
〉, 0 = G′−

+ 1
2

|ϕη= 1
2
〉 = G−

0 |ϕη= 1
2
〉, (3.98)

よりこれらは Ramond真空そのものである。また R-真空をスペクトラルフロー η = −1
2 を

実行すると

0 = G′+
0 |ϕη=− 1

2
〉 = G+

− 1
2

|ϕη= 1
2
〉, 0 = G′−

0 |ϕη=− 1
2
〉 = G−

+ 1
2

|ϕη=− 1
2
〉, (3.99)

を得る。これはNS-セクターにおけるカイラルプライマリーである。一方でもう一度スペク
トラルフロー η = 1

2 を実行すると

0 = G′+
0 |ϕη= 1

2
〉 = G+

1
2

|ϕη= 1
2
+ 1

2
〉, 0 = G′−

0 |ϕη= 1
2
〉 = G−

− 1
2

|ϕη= 1
2
+ 1

2
〉, (3.100)

これはNS-セクターにおける反カイラルプライマリー状態そのものである。
つまり上記で言及した事をまとめると、スペクトラルフローは以下の様な関係になってい

る事がわかる:

chiral primary in NS
η= 1

2−−−→ vacuum in R
η= 1

2−−−→ anti-chiral primary in NS (3.101)

これは全く同様の議論によって逆向きのスペクトラルフローも見る事ができる:

chiral primary in NS
η=− 1

2←−−−− vacuum in R
η=− 1

2←−−−− anti-chiral primary in NS (3.102)

また、上記の議論から明らかな様に η = 1
2 +

1
2 = 1によってNS-セクター同士が直接結びつ

いている:

chiral primary in NS
η=±1⇐⇒ anti-chiral primary in NS (3.103)

3.4 共形場理論のモジュライ空間
一般に d次元の場の理論において、ある operator Oはそのスケーリング次元∆Oを用いて

irrelevant, relevant, marginalの 3種類に大別することができる。スケーリング次元∆Oは共
形場理論においては共形次元と呼ばれ、場の holomorphic (left-moving) / anti-holomorphic

(right-moving) 共形ウェイト (h, h)を用いて∆O := h+hと与えられる。一般の d次元の場
合で以下の様に分類される:

1. irrelevant : ∆O = hO + hO > d

irrelevant演算子による変形を理論に実行する事を考える事が出来る。irrelevant演算
子に付随する結合定数などのパラメーターは IR方向への RGフローによって小さく
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なり、この変形は効かなくなる。すなわち、固定点から変形したとしても同じ固定点
にフローする。逆に RGフローの方向を変えれば relevantや irrelevant等の意味は入
れ替わる。

2. relevant : ∆O = hO + hO < d

relevant演算子による変形を理論に実行する事を考える事が出来る。relevant演算子
に付随するパラメーターは IR方向へのRGフローすると、IR方向に行くに連れて大
きくなりこの変形による寄与が blow upする。

3. marginal : ∆O = hO + hO = d

marginal演算子による変形を理論に実行する事を考える事が出来る。marginal演算
子に付随する変形のパラメーターはさらに 3つクラスに分かれる。これはmarginally

relevant、marginally irrelevant、 exactly marginalとなる。特に exactly marginalな
場合は、元々の固定点から連続的に繋がる新たな固定点への変形に対応する。連続的
という意味は、変形のパラメーターを十分小さくする極限をとる事で元々の固定点と
繋がる。

これらの演算子によってCFTが変形され IRに向かってフローした際に振る舞いが異なる。
irrelevant演算子では IR固定点に影響を与えない。言い換えると、RGフローにおける演算
子の係数がゼロとなる。つまり高次元演算子である。この様な演算子は次元解析からカット
オフスケールで抑制される。relevant演算子の場合、同じ議論から IRで支配的となる。し
かし実際にはこの様な場合 IRでは自明な CFTとなる事が多い。したがって我々が興味の
ある理論の変形はmarginal演算子である。特にスピンがゼロ s = 0 = h− h、h = h = 1の
スカラー演算子である。このmarginalな変形によって得られる理論は元々のCFTと同じセ
ントラルチャージを持つ新たな CFTである。つまりこの種の変形は CFTの族を成し共形
場理論のモジュライ空間を形成する。
最も簡単な物理的な具体例は自由コンパクトボソンである [38]。この理論は実スカラーが

1つなので c = 1で、作用は以下で与えられる:

SR0 =

∫
d2z∂X∂X, X ' X + 2πR0. (3.104)

この SR0 を (h, h) = (1, 1)演算子 O = ∂X∂X で変形する事を考える (2次元ではスカラー
場は質量次元がゼロなので微分項となっている)。ここで出発点の理論は共形対称性を持っ
ており、上記の演算子による変形後の全体の理論も共形対称性を保つ事を要請することで
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marginalな演算子でなければならない。これによって (h, h) = (1, 1)で共形次元が 2である:

SR0 → SR = SR0 + ϵ

∫
d2z∂X∂X

= (1 + ϵ)

∫
d2z∂X∂X

=

∫
d2z∂(

√
(1 + ϵ)X)∂(

√
(1 + ϵ)X)

=

∫
d2z∂X̃∂X̃. (3.105)

するとこの理論は次の様に再定義する事が出来る:

X̃ :=
√
(1 + ϵ)X, X̃ ' X̃ + 2π

√
(1 + ϵ)R0, (3.106)

この変形によって理論は標的空間の S1の半径が R0 →
√

(1 + ϵ)R0と変形される。こうし
て得られた SRもセントラルチャージ c = 1のCFTであり、これらは ϵに関する 1-パラメー
ターファミリーである。このモジュライ空間は自明でMCFT = R+である。ここで注意とし
て、任意のCFTが同じ方法で変形できる訳では無い。一般に変形した理論が相互作用をし
ていれば、変形されたCFTにおいて (1, 1)演算子は (1, 1)からズレてしまう [44]。こうした
演算子は共形対称性を壊してしまう。一方で量子論のレベルでCFTを保つ演算子を exactly

(truly) marginal演算子という。
[45]において、一般の 4次元 N = 1の超共形場理論における exactly marginal演算子に

関する議論がなされている。ここでは理論が持つ大域的対称性、但し R-対称性では無い対
称性の下で不変な任意のmarginal演算子は exactly marginalでなければならないという主
張がなされており、3次元 N = 2や 2次元 N = (2, 2)の状況においても拡張可能であると
言及されている。しかし、ここでは一般の超共形場理論における exactly marginal演算子の
議論は触れない事にして、本研究に関連してゲージ化された線形シグマ模型 (GLSM)の観
点から言及する事にする。GLSMの章においても言及するが、この文脈における 2次元の
超対称ゲージ理論にはカイラル多重項による超ポテンシャルとツイステッドカイラル多重項
によるツイステッド超ポテンシャルが存在する。一般にGLSMにおける FI-パラメーターは
繰り込みを受ける。しかしこの繰り込みの因子はゲージ群の下で電荷を持つカイラル多重項
のゲージ電荷Qiの和

∑
iQiに比例する構造を持つ。したがって

∑
iQi = 0の状況では FI-

パラメーターはフリーパラメーターであり続ける。この様に標的空間がRicci平坦である様
なNLSMを IRに持つGLSMでは、thetaパラメーターによって複素化された FIパラメー
ターは理論のモジュライとなり繰り込みを受けず exactly marginalとなる。
次に SCFTにおける exactly marginal演算子によるCFTの摂動を考える。まず d次元の

CFT S0に対して exactly marginal演算子Oiを用いて元々の CFTを変形する:

S0 =⇒ Stotal = S0 + δS, δS =

∫
ddxλiOi(x). (3.107)
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ここで {λi}は exactly marginalな結合定数である。演算子が exactly marginalなので、結
合定数 λiも全て質量次元がゼロで且つ β-関数がゼロである βλi = 0 つまり上記のCFTの族
は exactly marginalな結合定数 {λi}によってパラメーター付けされる。言い換えるとCFT

がモジュライ空間を持つ事を意味しており、この空間上の座標が {λi}で張られるモジュラ
イ空間を共形多様体MCFTという。さらにこのMCFT上には Zamolodchikov計量が定義さ
れる [22]:

〈Oi(x)Oj(y)〉 =
gij(λ)

|x− y|2d
. (3.108)

SCFTを考えるとカイラル多重項Φiの θに関して最高次の成分Oiとツイステッドカイラ
ル多重項 Σaの最高次の成分 Õaの別々の 2種類の exactly marginalな変形が存在する。こ
れらを超空間の形式で記述すると次の様になる

S0 =⇒ Stotal = S0 +

∫
d2xd2θ τ iΦi +

∫
d2xd2θ̃ τ̃aΣa + (c.c.). (3.109)

(c, c) type deformation :

∫
d2xd2θ τ iΦi, (3.110)

(a, c) type deformation :

∫
d2xd2θ̃ τ̃aΣa. (3.111)

この理論の変形からわかる様に 2次元の超共形場理論のモジュライ空間は局所的に直積構造
になる事が知られている:

MCFT 'M(c,c)(τ, τ)×M(a,c)(τ̃ , τ̃). (3.112)

またそれぞれに対応する Zamolodchikov計量は以下で与えられる [22]:

〈Oi(x)Oj(y)〉 =
gij(τ, τ)

|x− y|4
, 〈Õa(x)Õb(y)〉 =

gab(τ̃ , τ̃)

|x− y|4
. (3.113)
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第4章 超重力理論におけるブレーン解

ここでは本論における中心的な対象物であるKK5-ブレーンに関する解説を弦理論の低エ
ネルギー有効理論としての超重力理論の立場から行う。一般に超重力理論におけるブレーン
解は、素朴に超重力理論のラグランジアンから導かれる Einstein方程式等の運動方程式を
解く事によって得られる。特にKK5-ブレーン解は、超重力理論の運動方程式を解く事で得
られるNS5-ブレーン解からT-双対性変換を実行する事で構成することが可能である。した
がってここではまずNS5-ブレーンの時空解から出発し、T-双対性変換を実行する事でKK5-

ブレーン解を見る事にする。ここで本論における言葉の定義として背景時空と言及した際は
下記の x6, x7, x8, x9(x̃9)の 4次元空間を指すものとする。最後にここで考えている 5-ブレー
ンの配位を 10次元時空として以下にまとめる:

dim x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

NS5/H � � � � � � - - - ∗

KK5 � � � � � � - - - ∗̃

表 4.1: ブレーンが広がる方向 : �、コンパクト方向 (S1) / T-双対方向 (S̃1) : ∗, ∗̃

4.1 NS5-ブレーン / H-モノポール
まずNS5-ブレーンの時空構造を議論するために、超重力理論におけるブレーン解として

NS5-ブレーンの背景時空を与える計量を書き下す。このブレーン解は背景時空である 4次
元空間 R6789における Laplace方程式の解である調和関数H(r)によって特徴付けられてい
る。NS5-ブレーンにおける調和関数は 4次元空間の座標 x6, x7, x8, x9に依存している。ここ
から目標であるKK5-ブレーン解を得るために、T-双対性変換を実行したい。この為には 1

つの方向をコンパクト化し、その方向にアイソメトリーを獲得させる必要がある。したがっ
て 4次元空間の座標 x6, x7, x8, x9のうち x9方向をコンパクト化する事を考える。このまま
では調和関数H は x9の関数であるので、平均化する (smearing)事で座標依存性が消える。
この様にして得られた調和関数Hによって特徴付けられる物体をNS5-ブレーンと区別して
H-モノポールと呼ばれる。



4.2. KK5-ブレーン

まず出発点であるNS5-ブレーン解は以下のように与えられる [23]:

ds2NS5 = dx2012345 +H(r⃗)
(
(dx6)2 + (dx7)2 + (dx8)2 + (dx9)2

)
,

e2ϕ = H(r⃗), Hmnp = εmnp
q∂q logH(r⃗),

H(r⃗) = 1 +
∑
a

α′

|r⃗ − r⃗p|2
, r⃗ ∈ R6789.

(4.1)

これは x0, · · · , x5方向にNS5-ブレーンが広がり、ブレーンと直行する空間が x6, · · · , x9、p
はブレーンの位置すなわちセンターを意味し、H は 3-形式H3 = dB2とした。ここで x9方
向を半径 R9で S1コンパクト化する。但し、議論を簡単にする為にセンターが 1の状況を
考え、かつセンターが原点にある状況にしてシンプルな形にする。すると調和関数H が

H(r, θ) = 1 +

∞∑
n=−∞

α′

r2 + (θ − 2πR9n)2
, (4.2)

となる [6]。ここで r⃗ ∈ R678, θ = x9 である。この無限和を実行すると以下の様になる
[5–7,24]∗:

H(r, θ) = 1 +
∞∑

n=−∞

α′

r2 + (θ − 2πR9n)2

= 1 +
α′

2rR9
. (4.3)

この操作を smearingもしくは delocarize — コンパクト方向の依存性の平均化—という。先
ほど述べた様にこの手続きによって時空計量、より具体的にはブレーン解を特徴付ける調和
関数H(r)がコンパクト方向に依存しない。このようなブレーンの解を H-モノポールとい
う。

4.2 KK5-ブレーン
次に、KK5-ブレーンの解を書き下したい。今見た様にNS5-ブレーンに直行する空間x6, x7, x8, x9

のうち x9 方向を S1 コンパクト化し、さらに smearingを実行する事によって得た H-モノ
ポールは S1方向にアイソメトリーが存在する。したがってこのH-モノポール解にBuscher

の変換則を用いて T-双対変換を実行する事が出来る [8]:

g′99 =
1

g99
, g′9µ =

B9µ

g99
, ϕ′ = ϕ− 1

2
log g99, (4.4)

g′µν = gµν −
g9µg9ν −B9µB9ν

g99
, B′

µν = Bµν +
B9µg9ν − g9µB9ν

g99
. (4.5)

∗正確にはコンパクト化半径 R9 → 0とする事で和を積分として実行する。
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ここで g′, B′, ϕ′の様に記述した場は変換後の場を表している。これによって得られるブレー
ン配位は、KK5-ブレーンが x0, · · · , x5方向にのびており、x̃9方向は x9に対する双対座標
である。ここで Buscher則によってクロスターム g′9µが生成され、ϕとBが消える。KK5-

ブレーンの背景時空である x6, x7, x8, x̃9は局所的にR3
678 × S1

9̃
である。したがってKK5-ブ

レーンに対する解は以下のように与えられる [46]:

ds2 = dx2012345 +H(r⃗)
(
(dx6)2 + (dx7)2 + (dx8)2

)
+

1

H(r⃗)
(dx̃9 − Ω)2,

H(r⃗) = 1 +
∑
p

Hp(r⃗), Hp(r⃗) =
R̃9

2|r⃗ − r⃗p|
.

(4.6)

ここで pは先ほどと同様にこの 4次元空間におけるKK5-ブレーンのセンターを表す。また
注目すべきポイントは x̃9方向の計量がT-双対変換前と比較して逆数で現れている事である。
これは物理的にはコンパクト化された S1の半径が逆数となっている事を意味する。まさに
T-双対変換の特徴である。またKK-ベクトルΩはR678上のベクトルであり、係数は省略し
∇× Ω = ∇H = ∇(1r )を満たす。詳細な表式は (5.97)を参照されたい。ここで R̃9は x̃9方
向の半径を表す。

この超重力理論の解はKK5-ブレーンに対応し、直行する 4次元空間x6, x7, x8, x̃9はTaub-

NUT空間として知られている。以下ではこの 4次元空間のみに注目し簡略化した 4次元空
間の計量でこの空間の構造を簡単に解説する。計量が以下で与えられる 4次元多様体の構造
について見る:

ds2 = Hdx2678 +
1

H
(dx̃9 − Ω)2, H(r⃗) =

1

g2
+

1

4π

∑
p

1

|r⃗ − r⃗p|
.

ここで最終表式の係数がシンプルになる様に係数を付けており、後のGLSMにおける議論
との繋がりを意識して R̃9 = g2とした。
まずTaub-NUT空間上のセンターから充分遠方におけるTaub-NUT空間に注目する。す

なわち |r⃗p| � |r⃗| → ∞の場合を考える。この領域における調和関数はH ' 1/g2となるた
め、4次元の多様体としてはR3 × S1となる。ここで無限遠における S1の半径は gである。
次に Taub-NUT空間上のセンター近傍における構造に注目する。すなわち調和関数が発

散する点 r⃗ ' r⃗pの近傍の振る舞いを見る。但しここではセンターが重なっていないような
状況を考える事にする。議論を簡単にする為にセンターが原点に来るように 3次元空間の座
標をとり、極座標を次の様に導入する:

(x6, x7, x8) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ).

原点近傍での調和関数はH = 1
4πr のように振る舞う。∇×Ω = ∇(1r )を満たすベクトルポテ
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ンシャルは以下で与えられる:

Ω =
1

4π
cos θdϕ. (4.7)

また S1方向の座標の代わりに ψ = 4πx̃9を導入する [47]。これを先ほどの計量に代入する
と以下の様に書き換えられることが分かる:

ds2 = Hdr2 +
1

H
(dx̃9 − Ω)2 =

1

4πr
dr2 + 4πr

(
dx̃9 − 1

4π
cos θdϕ

)2
=

1

4πr

(
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

)
+
r

4π

(
dψ − cos θdϕ

)2
=

1

4πr

(
dr2 + r2

{
dθ2 + sin2 θdϕ2 + (dψ − cos θdϕ)2

})
=

1

4πr

(
dr2 + r2dΩ2

3

)
=

1

4π

(
dρ2 + ρ2dΩ2

3

) (
r =

ρ2

2

)
. (4.8)

したがってこれは平坦な R4の計量となる。ここで dΩ3は S3である。このように一見する
とセンター近傍ではこの Taub-NUT計量特異的な振る舞いをする様に見えるが、実際は適
当な座標変換によっては特異ではない事がわかる。つまり Taub-NUT空間はセンターを含
めて滑らかな 4次元多様体である。より正確には R3の底空間に S1がファイバーされた空
間である。
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第5章 ゲージ化された線形シグマ模型
(GLSM)

ここでは本研究における中心的な役割を担う理論について触れる。ゲージ化された線形シ
グマ模型 (Gauged Linear Sigma Model, 以下 GLSM)とは、超対称性を保つ真空のモジュ
ライ空間によって特徴付けられる 2次元の超対称ゲージ理論である [14]。またこの GLSM

は、ある多様体を標的空間として記述する世界面シグマ模型のUV理論として解釈される。
超弦理論の低エネルギー有効理論としての超重力理論は、弦の質量スペクトラムのうち質

量モードを切り離す極限 α′ → 0によって実現される。ここで α′は超弦理論を特徴付ける量
であり、α′ ∝ l2s の様に弦の長さであるスケールによって与えられる。即ち超弦理論の低エ
ネルギー極限とは点粒子極限であると解釈できる。したがって、この文脈における超重力理
論の古典解としてのブレーン等の解析は点粒子描像に立った議論であると言えるだろう。
この超弦理論の低エネルギー有効理論としての超重力理論に対して、[14]において構成さ

れたGLSMは弦理論的な観点、すなわち弦描像からの解析を実現させる。GLSMの低エネ
ルギー極限によって現れる世界面シグマ模型の標的空間は、GLSMにおける超対称性を保つ
真空のモジュライ空間として実現される。このGLSMにおける標的空間の解析では弦理論的
な効果である非摂動的補正として世界面インスタントンを捉える事が可能となる [14,16,18]。
ここでは本研究において取り扱うGLSM for KK5-ブレーンについて触れる事が目的であ

る。H-モノポール (S1コンパクト化されたNS5-ブレーン)やKK5-ブレーン (KK-モノポー
ル)、522-ブレーンは T-双対の関係である事が知られている [1, 2]。これらの超重力理論にお
ける解は、先行研究によって既にGLSMの文脈で再定式化されている [5,6,10,11,13]。[5]で
は、NS5-ブレーンを S1でコンパクト化し、コンパクト方向に対し平均化の操作 (smearing)

を施しアイソメトリーを獲得したH-モノポールの背景時空を標的空間として実現するGLSM

が構築された。この GLSM for H-モノポールは直行方向である 4次元空間を IRの NLSM

の標的空間として記述している。ここで、GLSMの IR理論であるNLSMにおける T-双対
性変換は Buscher則として知られている [8]。この T-双対性変換は [16]において、GLSM

の文脈で実現されている。したがって、[5]によって構成されたGLSM for H-モノポールに
T-双対性変換を実行する事でKK5-ブレーンに対するGLSMが構築された [6]。この関係に
ついては下記の図 5.1にまとめた。[10]では、[5, 6]によって得られた各GLSMに対し、あ
る拡張を行った。その拡張とは、標的空間におけるブレーンの位置を指定するパラメーター
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を理論に導入する事である。2次元の超対称ゲージ理論の言葉では、モジュライとして複素
数の FI及び FI-theta パラメーターが導入された事を意味する。さらには、この拡張によっ
て 4次元空間におけるセンターの位置は U(1)ゲージ対称性によってラベルされる事から、
ゲージ対称性をU(1)kとする事によってシングルセンターから多重センターへと自然に拡張
される。
また [11]では、超重力理論において知られているエキゾチックブレーンに対して同様の

議論が行われた。これはGLSM for KK5-ブレーンに対して新たにコンパクト方向を構成し
T-双対性変換を実行する事でGLSM for 522を構築した。
ここで「超重力理論における解のGLSMの文脈における再定式化」が重要なポイントで

ある事を強調しておく。既に粒子描像において調べられているブレーン解等の結果を、弦描
像において記述し直す事によって整合性が取れた記述になっており、この記述からの弦的な
効果を捉える事で初めて粒子描像を超えた物理である事を意味するのである。
GLSMの標的空間及びブレーンの配位に関して混乱が起きない様に以下でまとめる。GLSM

の標的空間としてはブレーンが拡がっていない背景時空としての 4次元空間を採用している:

� �
GLSM for H� �

T−双対性変換⇐⇒
� �

GLSM for KK5� �
IR極限 ↓ ↓ IR極限� �

NLSM for H� � ⇐⇒
T−双対性変換

� �
NLSM for NS5� �

図 5.1: GLSMにおける T-双対及びNLSMにおける Buscher則

この章では、まず [14]において導入されたGLSMについての概要を説明した後に、N =

(4, 4) GLSM for 5-ブレーン [5, 6, 10]について解説する事を目標にする。

5.1 GLSM

ここではまず [14]において導入されたGLSMをシンプルな具体例を用いて概観する。標
的空間としてKähler多様体上の非線形シグマ模型 (non-linear sigma model NLSM)をゲー
ジ化された線形シグマ模型 (gauged linear sigma model, GLSM)として理解する。ここでは
最も簡単な例としてゲージ電荷を持ったカイラル超場に対する超ポテンシャルがない状況の
みを考える。これはCPN−1上のNLSMを考える事に相当する。そのあとに、超ポテンシャ
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ルを入れた理論で議論する。これは CPN−1の部分多様体上のシグマ模型を与える。

・質量次元
ここでは混乱を回避する為に 2次元における場の質量次元について言及しておく。4次元

ではスカラー場の質量次元は 1として慣れ親しんでいるがこれは次元に依存したものであ
る。素朴に 2次元ではラグランジアンの運動項からスカラー場は質量次元を持たない事がわ
かる。したがってまず初めに場の質量次元ついてまとめることにする。代表的なものとして
カイラル多重項及びベクトル多重項に関して言及する。

カイラル多重項 : Φ� �
複素スカラー場 ϕ [ϕ] = 0

スピノル場 ψ [ψ] = 1
2

複素補助場 F [F ] = 1.� �
ベクトル多重項 : V� �

複素スカラー場 σ [σ] = 0

スピノル場 λ [λ] = 1
2

ベクトル場 A [A] = 0

実補助場 D [D] = 1.� �
ベクトル多重項 : 1

e2
ΣΣ (V ′ = eV )� �

複素スカラー場 σ [σ] = 1

スピノル場 λ [λ] = 3
2

ベクトル場 A [A] = 1

実補助場 D [D] = 2.� �
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この質量次元を用いてこれから議論を進める。

まず最もシンプルな理論として CPN−1シグマ模型から始める。N 個のカイラル超場 Φi

の U(1)ゲージ理論を考える。各カイラル超場Φiのゲージ電荷はQi = 1である。この時ラ
グランジアンは以下で与えられる:

L =

∫
d4θ

(
N∑
i=1

Φie
QiV Φi −

1

2e2
ΣΣ

)
+
1

2

(
−t
∫
d2θ̃Σ+ c.c.

)
. (5.1)

ここでは複素化された FI-パラメーターを t = r− iθとしている∗。F-項はツイステッド超ポ
テンシャルである。このラグランジアンを成分場形式で記述すると次のようになる†:

LΦ =
∑
i

[
−DµϕiD

µϕi + iψ−,i(D0 +D1)ψ−,i + iψ+,i(D0 −D1)ψ+,i + |Fi|2

− |σ|2|ϕi|2 − ψ+,iσψ−,i − ψ−,iσψ+,i +D|ϕi|2

− iϕi(ψ−,iλ+ − ψ+,iλ−)− iϕi(ψ−,iλ+ − ψ+,iλ−)

]
, (5.2)

LΣ =
1

2e2

[
−|∂µσ|2 + iλ+(∂0 − ∂1)λ+ + iλ−(∂0 + ∂1)λ− + F 2

01 +D2

]
, (5.3)

LFI = −
1

2

[
(r − iθ)(D − iF01) + (r + iθ)(D + iF01)

]
= −rD + θF01. (5.4)

注意として、2次元の記法では光円錐座標を意識してフェルミオンの運動項は2次元のClifford

と微分の縮約 γµ∂µを取った形で記述する。各超対称多重項の補助場D,Fiの運動方程式

Fi = 0, D = −e2
(∑

i

|ϕi|2 − r
)
, (5.5)

及び運動方程式を用いて得られる式

D|ϕi|2 +
1

2e2
D2 − rD = −e2(|ϕi|2 − r)|ϕi|2 +

1

2e2
(e2)2(|ϕi|2 − r)2 + re2(|ϕi|2 − r)

= −e
2

2

(
N∑
i=1

|ϕi|2 − r

)2

,

∗本研究 [35]ではこの定義は採用せず、t := 1√
2
(t1 + it2)を使用している [10]。

†ここではツイステッドカイカル多重項 Σの複素数のスカラー成分を σ としているが、この後で解説する 5-

ブレーンを記述する GLSMにおいてはこの複素スカラー場は使用せずにを実スカラー場 2つ σ, η で記述して
いる。
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によって積分を実行した後の成分場展開のラグランジアンは

L =
∑
i

[
−DµϕiD

µϕi + iψ−,i(D0 +D1)ψ−,i + iψ+,i(D0 −D1)ψ+,i

− |σ|2|ϕi|2 − ψ+,iσψ−,i − ψ−,iσψ+,i − iϕi(ψ−,iλ+ − ψ+,iλ−)− iϕi(ψ−,iλ+ − ψ+,iλ−)

]

+
1

2e2

(
−|∂µσ|2 + iλ+(∂0 − ∂1)λ+ + iλ−(∂0 + ∂1)λ− + F 2

01

)
+θF01 −

e2

2

(
N∑
i=1

|ϕi|2 − r

)2

,

となる。
スカラーポテンシャルに注目すると

U = |σ|2
N∑
i=1

|ϕi|2 +
e2

2

(
N∑
i=1

|ϕi|2 − r

)2

, (5.6)

であり、これがゼロとなるような真空の場の配位において超対称性を保つ真空が与えられ
る。

i ) 0 < r

この場合、U = 0は以下の条件を要請する:

U = 0 条件� �
σ = 0,

N∑
i=1

|ϕi|2 = r. (5.7)

� �
ii ) 0 = r

r = 0の場合は以下の条件を要請する:

U = 0 条件� �
ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕN = 0, σ = free, (5.8)� �

iii ) r < 0

r < 0の場合は U > 0になってしまい、超対称性は破れる。
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GLSMはある多様体を理論の超対称性を保つ真空のモジュライ空間として記述すること
で幾何構造を解析する事を可能にする。GLSMのパラメーターとして FI-パラメーター rの
値が理論の振る舞いを決めている。また、rは超対称真空のモジュライ空間の半径に対応す
る。一般に、FI-パラメーターは繰り込まれるのでRGフローする。したがって、FI-パラメー
ターの値の変化による超対称真空のモジュライ空間の変化を調べたい。以降では最も簡単な
CPN−1模型と Calabi-Yau模型を考える。
GLSMをカットオフスケール ΛUVにおける理論と見なした際に、低エネルギーにRGフ

ローさせる事を考える。カットオフスケールは最後に無限大にとる。そこでまず l低エネル
ギー有効理論の議論をする際の FI-パラメーターの振る舞いを議論しておく。以下で実際に
計算するが 1-ループ繰り込みによって FI-パラメーターのRGフローは以下で与えられる:

r(µ) =
∑
i

Qi log
(µ
Λ

)
. (5.9)

図 5.2: FI-パラメーター (UVカットオフ ΛUV, ダイナミカルスケール Λ)

ここで図の様に繰り込まれていない FI-パラメーターは 0 < r0 とし、低エネルギー有効
理論のカットオフを µ、r = 0となるダイナミカルスケールを Λとした。CPN−1 模型は
0 <

∑
iQi = N、Calabi-Yau模型は∑iQi = 0である。したがってCPN−1模型は、最初に

µ = ΛUV から始めて、低エネルギー方向に RGフローさせると上図のように rは小さくな
る。µ = Λのエネルギースケールにおいて r = 0となり、さらにフローすると r < 0となる。
一方、Calabi-Yau模型の場合、繰り込まれた FI-パラメーターは上記の式からわかるように
U(1)ゲージ対称性の電荷の和に比例しており、これがゼロとなる。したがって FI-パラメー
ターはRGフローしないので量子論に移行しても自由なパラメーターとして維持される。
0 < r における低エネルギー有効理論は超対称性を保つ真空のモジュライ空間を標的空

間とした超対称 NLSMが実現される。この時 FI-パラメーターは標的空間の半径すなわち
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Kählerモジュライに対応する。しかし RGフローによって r(µ)は r = 0となり r < 0とな
るので、モジュライ空間が一見潰れる様に思えるが、実際には後の議論から分かる様に理論
が破綻する事なく rの全ての領域が滑らかに繋がる。したがって r = 0から r < 0にかけて
超対称性を保つ真空のモジュライ空間がどのような振る舞いを見せるのかを議論する。
また注意しなければならない事として、古典的な理論と量子論的な理論の境界線である。

なぜなら、2次元には Colemanの定理が存在する。これは量子論においてはゼロ質量のス
カラー場のプロパゲーターが IR発散を含んでいるのでうまく定義されていないではない事
から導かれる。すなわち常に古典的な理論と量子論的な理論を意識して、ゼロ質量のスカ
ラー場を注意深く扱う必要がある。Calabi-Yau模型の場合は∑N

i Qi = 0なので 1-ループ
補正を受けないが、CPN−1模型については量子補正を受ける。基本的な議論の精神として
は、Wilsonianの処方に対して、µ ≤ k ≤ ΛUV の高エネルギーの運動量モードについては
経路積分を実行しているので、積分を実行している領域に関しては量子論を議論している。
一方で、カットオフを ΛUVから µまでWilsonianの処方で下ろした低エネルギー有効理論
は高エネルギーの運動量モードの量子補正を受けた µ以下、すなわち低エネルギーの運動量
モードについての古典論である。この時カットオフ µにおける理論のパラメーターは FI-パ
ラメーター r(µ)である。この r(µ)はエネルギースケールを変化させた理論間に関係を付け
ているだけであって、量子論を議論しているわけではない。したがって、Colemanの定理を
議論すべきは経路積分を実行するモードである。

次に FI-パラメーター rの繰り込みの議論をする。簡単のためにU(1)のゲージ電荷+1を
持った 1つのカイラル超場が存在する超対称ゲージ理論を考える。ある有限のエネルギース
ケール µでの低エネルギー有効理論が存在するとする。これはWilsonianの処方によって
µ ≤ |k| ≤ ΛUVの部分を経路積分を実行することによって得ることができる。ラグランジア
ンのD場に注目すると以下の項が存在する:

1

2e2
D2 +D(|ϕ0|2 − r0). (5.10)

ここで r0, ϕ0はカットオフスケールにおける FI-パラメーターとスカラー場すなわち繰り込
まれていない量である。補助場Dは運動項が存在しないので波動関数繰り込みは考えない。
実際に高エネルギーの運動量モードを積分する。|ϕ|2の項を ϕ†(x)ϕ(x)のように ϕの 1-ルー
プダイアグラムと見る事で運動量モードを 0 ≤ k ≤ µと µ ≤ k ≤ ΛUVの様に分ける:

|ϕ0|2 = (ϕR + ϕ̂ )2 = |ϕR|2 + |ϕ̂|2 (5.11)

ここでクロスタームは運動量モードを分けたことによって Fourier成分が直交しているので
消える。この時Dとの相互作用によってゲージ電荷を拾う。ϕのプロパゲーターは作用の
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|Dmϕ|2から読み取ることができる。したがって高エネルギーの運動量モードを積分する。∫
DϕRDϕ̂ e−

∫
L(ϕR,ϕ̂) =

∫
DϕR e−

∫
L(ϕR)

∫
Dϕ̂ e−

∫
d2xD|ϕ̂|2 , (5.12)

この積分Dϕ̂が運動量モードの積分に対応する。ゼロ質量スカラー場 ϕの 1-ループは以下
で与えられる:

〈ϕ†(x)ϕ(x)〉 =
∫

d2k

(2π)2
1 · 2π

k2
. (5.13)

ここで 1を顕に記述したのはゲージ電荷を拾っていることを強調した。つまりカイラル超場
ΦをN 個入れたような状況や、U(1)を k個入れたような状況を考えるとゲージ電荷として

D
∑

Qi,a|ϕi|2, (5.14)

となる。ループ積分を実行すると

〈|ϕ|2〉 =
∫
µ≤|k|≤ΛUV

d2k

(2π)2
2π

k2
=

∫
µ≤|k|≤ΛUV

dk · kdθ
(2π)2

2π

k2
= log

(ΛUV

µ

)
, (5.15)

となる。したがって経路積分は∫
DϕRDϕ̂ e

−
∫
L(ϕR,ϕ̂) =

∫
DϕR e−

∫
L(ϕR) e

−
∫
d2xD log

(
ΛUV
µ

)
, (5.16)

となるので繰り込みスケール µにおけるD依存する項は ϕの高エネルギーの運動量モード
を経路積分することによって以下で与えられる:

1

2e2
D2 +D

(
|ϕR|2 + log

(ΛUV

µ

)
− r0

)
. (5.17)

ΛUV → ∞の極限で log発散するので、低エネルギー有効理論を有限にするためには FI-パ
ラメーターの繰り込みを r0 = rR + δrとして

δr = log
(ΛUV

µ

)
, (5.18)

としなければならない。これはVEVすなわち場の 1点関数がずれないという物理的要請で
ある。したがって繰り込まれていない FI-パラメーターは

r0 = rR + log
(ΛUV

µ

)
, (5.19)

となる。ここで rR(µ)は繰り込みスケール µにおける FI-パラメーターである。したがって
繰り込まれた FIパラメーターは

rR(µ) = r0 − log
(ΛUV

µ

)
= r0 + log

( µ

ΛUV

)
, (5.20)

– 43 –



5.1. GLSM

となる。つまり rR(ΛUV) = r0である。この時、logの振る舞いをしているので、rR = 0と
なるエネルギースケールが存在することが分かる。この特徴的なエネルギースケールをΛと
すると

0 = rR(Λ) = r0 − log
(ΛUV

Λ

)
⇐⇒ r0 = log

(ΛUV

Λ

)
, (5.21)

となり、繰り込まれていない FI-パラメーターは繰り込みスケールに依存していない。ここ
から繰り込まれた FIパラメーターは

r0 = rR + log
(ΛUV

µ

)
log
(ΛUV

Λ

)
= rR + log

(ΛUV

µ

)
=⇒ rR(µ) = log

(ΛUV

Λ

)
− log

(ΛUV

µ

)
= log

(µ
Λ

)
, (5.22)

となることがわかる。上記の議論の一般の場合は以下の様になる:

r(µ) =
∑
i

Qi log
(µ
Λ

)
. (5.23)

ここで Λは FI-パラメーターの繰り込み群の下でフローを決定する質量次元を持ったパラ
メーターである。このように、量子補正によってエネルギースケールΛがダイナミカルに生
成される。この現象のことを dimensional transemutationと呼び、Λを dynamical scale

と呼ぶ。また上記の式から∑iQi = 0を満たす時には FI-パラメーターは繰り込みを受けな
い事がわかる。故にこの時 FI-パラメーターは自由パラメーターを維持する。

i ) 0 < r

まず 0 < rの場合から議論する。スカラーポテンシャルのゼロ点は上記の場の配位 σ =

0,
∑

i |ϕi|2 = rを満たす。したがって、この超対称性を保つ真空はカイラル多重項のスカ
ラー場が VEVを持つ真空、Higgsブランチである。∑i |ϕi|2 = rは複素射影空間を構成す
る際の同値関係の部分的な固定に対応し、同値関係の残った位相回転は U(1)ゲージ対称性
と解釈することができる。こうして構成された超対称真空のモジュライ空間は複素射影空間
を形成する:

CPN−1 =
{
(ϕ1, · · · , ϕN )

∣∣∣ ∑
i

|ϕi|2 = r
}/

U(1). (5.24)

上記の式から分かるように rは超対称真空の半径すなわちモジュライ空間のサイズの役割を
担っているのでKälerモジュライに対応する。CPN−1の座標はカイラル超場のスカラー成

– 44 –



5.1. GLSM

分 {ϕ1, · · · , ϕN}によって構成される。さらに、0 < rなので質量項が負であるので自発的
対称性の破れが起こる。超対称性真空のモジュライ空間より∑i |ϕi|2 = rから、超対称真空
多様体に対する並行モード ϕiはゼロ質量であるで直行するモードは質量を持つ。今の状況
では半径の方向のモードのみ質量を獲得し、他のモードはゼロ質量のままである。また、こ
れによってベクトル多重項の随伴表現のスカラー場が質量を獲得する様になる。超対称性が
保たれているので超対称パートナーも質量を持つ。また、r = 0の場合は質量項が存在しな
いので全てゼロ質量になり、r < 0の場合は r|ϕi|2となるので安定であり、全て質量を獲得
する様になる。
質量モードを分離させるためには低エネルギー極限

e −→∞, (5.25)

の極限操作をとることで実現する。これは全ての質量モードの質量が理論に存在する唯一の
質量次元を持つパラメーターであるゲージ結合定数 eに比例しており、質量を無限に重くす
ることに対応する。したがって、この極限操作で得られる低エネルギー有効理論の立場では
ゼロ質量のモードのみになる。このようにして、理論は超対称真空の多様体CPN−1上の非
線形シグマ模型 lを実現する。古典論のレベルで、最終的に得られた理論はベクトル多重項
の運動項が無い、すなわちフリーズアウトするものと同じである。この時のベクトル多重項
の成分場は非力学的自由度となるのででこれらの運動方程式は単に代数的な制限を与えるだ
けである。

CPN−1 超対称非線形シグマ模型 (NLSM)

次に低エネルギー有効理論が超対称 NLSMを再現することを確認する。質量モードの質
量を無限大に飛ばすこと e→∞によってベクトル多重項の運動項が消えるのでフリーズア
ウトする。この時にカイラル多重項のラグランジアンに残ったベクトル多重項の成分場は理
論にとっては補助場として解釈される。したがって、これらの補助場としてのベクトル多重
項の運動方程式によってカイラル多重項の成分場に代数的な制限が課される。この結果とし
て超対称NLSMが実現する。

・λに関する運動方程式
まず低エネルギー極限 e→∞の後のラグランジアンに対して σ, λの運動方程式は以下で

与えられる:

N∑
i=1

ϕiψi,± = 0,

N∑
i=1

ϕiψi,± = 0. (5.26)
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これはベクトル ϕとベクトル ψ±の内積がゼロ、同様にベクトル ϕとベクトル ψ±の内積が
ゼロであるので、ψiが真空多様体 CPN−1の接ベクトルである事を意味する。

・σに関する運動方程式
次に σに対する運動方程式は以下のようになる:

σ = −
∑N

i=1 ψi,+ψi,−∑N
i=1 |ϕi|2

. (5.27)

これは超対称 NLSMの曲率項を与える。実際この運動方程式をラグランジアンに代入する
とカイラル多重項のフェルミオンの 4次の項になる事がわかる。

・Aµに関する運動方程式
最後にベクトル vµに関する運動方程式は以下のようになる:

Aµ =
i

2

∑N
i=1(ϕi∂µϕi − ∂µϕiϕi)∑N

i=1 |ϕi|2
, (5.28)

この運動方程式は非常に重要で、低エネルギー有効理論のスカラー場の運動項の前の因子を
与える。すなわちこれが標的空間上の計量を与えるのである。これは実際に計算してみると
スカラー場の運動項は∑N

i=1 |Dϕi|2なので、このゲージ共変な微分の中のゲージ場に代入す
ると (添字は省略する)

N∑
i=1

|Dϕi|2 = r

∑N−1
i=1 |dzi|2

1 +
∑N−1

i=1 |zi|2
− r

∑N−1
i=1 zidzi

∑N
i=1 zidzi(

1 +
∑N−1

i=1 |zi|2
)2 = rgFS, (5.29)

となる。これは CPN−1の Fubini-Study計量である。

ii ) r = 0

次に FI-パラメーター r = 0の理論の振る舞いを調べる。この場合は古典論的に超対称真
空が存在し Coulombブランチが実現していた。これに対し量子補正を考えることでどのよ
うな振る舞いを見せるかを調べる。まずツイステッドカイラル超場 Σの最低次の成分であ
る複素スカラー場 σに注目する。ゲージ電荷を持つカイラル超場 Φの運動項における σ依
存する項は

−|σ|2|ϕ|2 − ψ−σψ+ − ψ+σψ−, (5.30)

である。これを見るとカイラル超場に対して σは質量の役割を担っている。もともと 2次元
のカイラル超場に含まれるフェルミオンはDiracフェルミオンなので質量項もDirac質量で
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ある。したがって、σのVEVを十分大きくする事でカイラル超場が非常に重くなりフリー
ズアウトする。
FI-パラメーター r = 0の場合の古典的な超対称真空を実現する場の配位は以下であった:

U = 0条件� �
ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕN = 0, σ = free, (5.31)� �

ここではベクトル多重項のスカラー場がVEVを持つ真空、Coulombブランチが実現され
る。σの VEVを µ � 〈σ〉のように十分大きくとるとカイラル超場が非常に重くなるので、
µにおける低エネルギー有効理論はベクトル多重項 Σだけの理論となる。
まず r = 0を気にせずに素朴にベクトル多重項のみの自由場の理論の真空エネルギーを

見積もる。この時真空エネルギーには 2つの寄与があり 1つは補助場Dからの寄与であり、
運動方程式を課すことによってポテンシャルは以下のようになる:

Ur =
e2

2
r2. (5.32)

もう 1つの寄与は θ-項からの寄与で作用のベクトル場依存する寄与は以下である:

S =
1

2π

∫
d2x
( 1

2e2
F 2
01 + θF01

)
. (5.33)

よってAµからの寄与による真空エネルギーは以下で与えられる:

U =
e2

2
θ2. (5.34)

したがって全体の真空エネルギーは FI-パラメーターからの寄与と θ-項からの寄与の和で与
えられ

U =
e2

2
(r2 + θ2) =

e2

2
|t|2, (5.35)

となる。すなわちツイステッド超ポテンシャル W̃ = −tΣによって∣∣∣∂W̃ (σ)

∂σ

∣∣∣2 (5.36)

と与えられる [14]。ここで FI-θ-パラメーターとして t ≡ r− iθを定義した (実際は θに関し
て 2nπのシフトの寄与が存在する)。したがって、r = 0の真空エネルギーは FI-θパラメー
ターによって与えられるので、低エネルギー有効理論における有効FI-θパラメーターによっ
て有効真空エネルギーが与えられる。
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σに µ� 〈σ〉となるようなVEVを持たせることによってカイラル超場が質量を獲得する
ので 0 ≤ k ≤ µを経路積分を実行し、Σについても µ ≤ k ≤ ΛUVモードを経路積分実行す
ることによって低エネルギー有効理論を得る。しかし、実際には Σの高エネルギー運動量
モードは有効超ポテンシャルの補正には効かない。したがって、具体的には質量を持ったカ
イラル超場の経路積分を実行する: ∫

DΦ e−S[Φ],

S[Φ] =

∫
d2x
(
|Dµϕ|2 + |σ|2|ϕ|2 −D|ϕ|2 − 2iψ−Dzψ− + 2iψ+Dzψ+ + ψ−σϕ+ + ψ+σϕ−

)
,

この経路積分を実行すると有効ツイステッド超ポテンシャルとして以下のように与えられ
る [17]:

W̃eff(Σ) = −tΣ−
∑
i

QiΣ
(
log

QiΣ

µ
− 1
)

= −tΣ−NΣ
(
log

Σ

µ
− 1
)

(5.37)

1項目は元々存在した FI-θ項を与える項で、2項目が 1-ループ補正である。この形を見てわ
かるように、∑N

i Qi = 0の時は量子補正を受けない事がわかる。ここで超対称性を保って
いるので非繰り込み定理から超ポテンシャルの関数形が変わらないはずである。したがって
元々の FI-θパラメーターが−tΣだったので、有効 FI-θパラメーターを以下で定義する:

teff := −∂σWeff(σ). (5.38)

実際に teff を計算すると

teff(σ) = −∂σWeff(σ)

= t+N
(
log

σ

µ
− 1
)
+Nσ · µ

σ
· 1
µ

= t(µ) +N log
(σ
µ

)
=

[
N log

(µ
Λ

)
−iθ

]
+N log

(σ
µ

)
= N log

(σ
Λ

)
−iθ, (5.39)

となる。これによって有効ツイステッド超ポテンシャルは以下のようになる:

W̃eff(Σ) = −teffΣ. (5.40)

したがって有効真空エネルギーは

Ueff =
e2

2

∣∣∣∂Weff(σ)

∂σ

∣∣∣2, (5.41)
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で与えられるので、r = 0 (µ = Λ)における超対称真空はこれがゼロになるところで実現さ
れる。teff の 2項目の µに気をつけて調べると

teff = −iθ +N log
(σ
Λ

)
= 0, (5.42)

となる。今ツイステッドカイラルのみの理論なので、これを σについて解くと超対称真空を
実現する場の配位が得られる。
また実はこれらの議論は µ < Λに RGフローしても上記を満たす。具体的に計算してみ

ると、r < 0 (µ < Λ)の真空エネルギーは同じように Ueff = e2

2 |teff |
2で与えられる。超対称

真空は teff = 0より

teff = N log
(µ
Λ

)
−iθ +N log

(σ
µ

)
= −iθ +N log

(σ
Λ

)
= 0, (5.43)

となる。これは r = 0 (µ = Λ)における方程式と同じである。したがって、古典的には超対
称真空は 0 ≤ rの領域にしか存在せず、物理的な描像では rは NLSMの標的空間としての
CPN−1のサイズの役割を担っていた。しかし、1-ループ量子補正を考慮すると rが負の領
域にフローしても超対称真空が存在するのである。したがって、CPN−1模型は 0 < rから
r < 0まで超対称真空のモジュライ空間は滑らかに繋がっている。

CPN−1内の超曲面

ここまでは CPN−1模型を用いて F -項 (超ポテンシャル)が存在しないゲージ理論を見て
きた。その状況では低エネルギー有効理論においてある多様体上の超対称 NLSMを得るこ
とができた。次にこの理論に超ポテンシャルを入れた理論において議論する。これは超ポテ
ンシャル由来の制限が新たに課される事によって、超ポテンシャルがない状況のCPN−1の
部分多様体を標的空間とした超対称 NLSMを得ることができる。ここでは具体的に、標的
空間として CPN−1内の超曲面に注目する。CPN−1模型の U(1)ゲージ電荷が+1のカイラ
ル超場をN 個入れた理論の場合はFI-パラメーターが 1-ループ繰り込みによってRGフロー
していた。ここでは U(1)ゲージ電荷が+1のカイラル超場がN 個と U(1)電荷が−N のカ
イラル超場を 1つ導入する事でRGフローしなくなる。これは Calabi-Yauシグマ模型を実
現する。
ϕiに関して次数 dの多項式G(ϕi)を考える。ただしこのGに対して以下を要請する:

∂G

∂ϕ1
= · · · = ∂G

∂ϕN
= 0 =⇒ ϕ1 = · · · = ϕN = 0. (5.44)
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これはGとして原点のみでこの条件を満たすものを考えるという事である。これはG = 0

によって定義される Calabi-Yau多様体と関連付けるために導入している。一般には斉次と
いうだけでは多項式の係数をうまく選ぶと平坦な方向が存在するGを含んでしまうので上
記の条件を要請する事で取り除いている。dG = 0に関して言及しておくと、全ての変数の
偏微分がゼロすなわち dG = 0はその点におけるただ 1つの接空間が定義できず、その点を
特異点であるという。したがって G = 0は滑らかな多様体を定義しないことになってしま
う。なので、この要請をすることによってG = 0によって定義されるCPN−1上の超曲面は
原点のみに特異点を持つ。原点はCPN−1内の点ではないので超曲面上は非特異になるので、
CPN−1上の部分多様体を定義できる。

G(ϕ1, · · · , ϕN ) = 0. (5.45)

これはCPN−1なのでCN から 1変数減った (N − 1)次元において上記の制限をかけるので、
さらに 1つ変数が減って (N − 2)次元の多様体である。CPN−1のKähler形式を引き継いで
M 上にKähler形式が存在する。一般のN 次元複素射影空間における次数 dの斉次多項式
G = 0によって定義される超曲面M の第一Chern類は (N − d)に比例し、d = N の場合に
ゼロとなりM はCalabi-Yau多様体となる [17]。これはGLSMの言葉では、U(1)ゲージ対
称性の電荷の和に比例すると言い換えることが出来る。以降は d = N のCalabi-Yauの場合
のみを考える。

ここからN +1個のカイラル超場Φ1, · · ·ΦN , P が存在するU(1)ゲージ理論を考える。こ
こでカイラル超場の U(1)電荷は和がゼロとなる様に 1, · · · , 1,−N としている。この時超ポ
テンシャルはゲージ不変性より以下の形に書き下される:

W = PG(ϕ1, · · · , ϕN ). (5.46)

したがってこの理論に対するラグランジアンは以下で与えられる:

L =

∫
d4θ

(
N∑
i=1

Φie
QiV Φi + Pe−dV P − 1

2e2
ΣΣ

)

+
1

2

(
−t
∫
d2θ̃Σ+ (c.c.)

)
+
1

2

(∫
d2θPG(Φ1, · · · ,ΦN ) + (c.c.)

)
.

(5.47)

ここで各超場とスカラー場の対応を記述しておく:

Φi 3 ϕi, P 3 p, Σ 3 σ. (5.48)
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この理論では∑iQi = 0より FI-パラメーターはRGフローしない。また、このラグランジ
アンのスカラーポテンシャルは以下の様になる:

U = |σ|2
N∑
i=1

1 · |ϕi|2 + |σ|2N2|p|2 + e2

2

(
N∑
i=1

1 · |ϕi|2 −N |p|2 − r

)2

+
1

4
|G(ϕi)|2 +

1

4
|p|2

N∑
i=1

|∂ϕiG|
2. (5.49)

• ゲージ電荷について補足
ここで U(1)電荷が全て同じであった CPN−1の状況と比較すると U(1)電荷を顕に記
述した。スカラーポテンシャルの項

D = −e2
(∑

i

|ϕi|2 − r
)
,

であるが、Dで変分してこの運動方程式が得られているという事を思い出すと∑i |ϕi|2D

という項からの寄与であり、非可換群の状況も思い出すと生成子 T aとして

Da = −e2
(∑

i

ϕiT
aϕi − ra

)
,

となるべきである。即ち ϕi に対するゲージ電荷が寄与している事を忘れてはならな
い。したがって上記の様なポテンシャル項が現れるのである。

このスカラーポテンシャルから超対称真空を探し、超対称真空を実現する場の配位によっ
て低エネルギー有効理論を調べる。超対称真空の構造は CPN−1模型と同様に FI-パラメー
ターの領域によって全く異なる振る舞いする。

i) 0 < r

U = 0は (
∑N

i=1 1 · |ϕi|2 − N |p|2 − r)2 から少なくとも 1つは ϕi 6= 0を要求するので、
|σ|
∑N

i=1 1 · |ϕi|2+ |σ|2N2|p|2をゼロにする為には σ = 0となる。また、p 6= 0の場合、U = 0

は ∂G = 0を要求するので、これは仮定より全ての ϕi = 0となる。しかしながら、これは
いくつかの ϕi 6= 0に反するので、p = 0でなければならない。したがって、0 < rの場合に
U = 0は以下の場の配位を要求する:

U = 0条件� �
σ = p = 0,

N∑
i=1

|ϕi|2 = r, G(ϕ1, · · · , ϕN ) = 0. (5.50)

� �
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真空多様体はU(1)ゲージ群の作用によって導かれ、これらの方程式に従う ϕiの集合であ
る。これは CPN−1の中に超曲面M を定義する。
多様体M に対して接線方向はゼロ質量であり、直行するモードと pは質量を獲得する。

ここで pはポテンシャルの最後の項 |p|2∑N
i=1 |∂ϕiG|2から質量を獲得する。σは 1項目から

獲得する。また、ゲージ場はHiggs機構によって質量を獲得するので超対称パートナーであ
るゲージーノも同じ質量を獲得する。質量を無限大に飛ばすこと e→∞で全ての質量モー
ドは分離され、低エネルギー有効理論は超曲面M 上の超対称NLSMに帰着する。したがっ
て標的空間は以下のようになる:{

(ϕ1, · · · , ϕN )
∣∣∣ ∑

i

|ϕi|2 = r, G = 0
}/

U(1) = Calabi-Yau (N-2)-fold. (5.51)

NLSMの 1-ループのベータ関数はRicciテンソルに比例するので、標的空間がRicci平坦の
場合は CFTであることがわかる。したがって、0 < rの低エネルギー有効理論は超共形場
理論となる。

ii) r < 0

U = 0は (
∑N

i=1 1 · |ϕi|2 − N |p|2 − r)2より p 6= 0を要求する。したがって |σ|2N2|p|2を
ゼロにする為に σ = 0でなければならない。さらに p 6= 0なので∑N

i=1 |p|2|∂ϕiG|2 をゼロ
にする為には ∂ϕiG = 0となり、これは仮定より全ての ϕi = 0を要求する。したがって、
(
∑N

i=1 1 · |ϕi|2−N |p|2− r)2より |p| =
√
−r/N となる。したがって、r < 0の場合にU = 0

は以下の場の配位を要求する:

U = 0条件� �
σ = 0, ϕi = 0, p =

√
−r/N. (5.52)� �

これは真空多様体が 1点になっている。この時の超対称真空のモジュライ空間は以下のよ
うになる:

M =
{
(ϕ1, · · · , ϕN )

∣∣∣ ϕi = 0
}/

U(1). (5.53)

pのVEVの取り方 〈p〉 =
√
−r/NはU(1)ゲージ対称性を壊す。σは 2項目から獲得し、pは

1
2e2
D2の中の項で (〈p〉p̂)2から質量を獲得する。ここで注意として多項式Gの次数が d ≤ 2

であれば |p|2|∂iG|2からΦが全て質量を獲得する事になってしまうので、次数は 3 ≤ dであ
るとする。e→∞とすると、低エネルギー有効理論はΦiのみの理論に帰着する。超ポテン
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シャルとして

W = 〈p〉G(Φ1, · · · ,ΦN ), (5.54)

を持つ Landau-Ginzburg理論となる。
ここで一般にLandau-Ginzburg理論とは、超ポテンシャルによって決定される古典的な超

対称真空が存在し、ポテンシャルを適切に調節した際に非自明な IR固定点を持つ理論のこ
とである [14,41]。ここで言う適切にと言う意味についてだが、一般に LG理論はCFTでは
ない。しかしそこで理論に対してスケール変換を実行し、これに対して超ポテンシャルに対
してスケール不変性を要請する事でスケール変換に関するウェイトを決定をすることができ
る。もう少し言及する。超ポテンシャルに注目し、具体的にスケール変換 z → λz, θ → λ−

1
2 θ

を考えると Kählerポテンシャルはすでに不変であり、d2zd2θ → λd2zd2θとなる。よって
スケール変換の下で不変である為にはウェイトが−1である必要がある。さらに簡単な具体
的にW = Φnの状況を考えると、d2zd2θ → λd2zd2θ及び Φ→ λ−

1
nΦの下で不変である事

が直ちに分かる。また、Φnより高次の項が存在する場合W = Φn +Φmはスケール変換の
下で Φn + Φm → λ−1(Φn + λ1−

m
n Φm)となる。1 − m

n < 0より IR極限 λ → ∞で Φm は
irrelevantとなる。したがって、この議論を用いる事でこの Landau-Ginzburg理論はRGフ
ローで IR固定点に帰着し SCFTとなる事が知られる。
斉次多項式Gを導入する際に、CPN−1の部分多様体を定義するためにGに対して要請を

している。その要請によって、dG = 0を満たすのは ϕi = 0の原点のみであるので、停留点
が全て原点である様な超ポテンシャルを持ち、G = 0の真空を持つ。
話を戻す。ここで 〈p〉は pのVEVを意味する。ここで注意すべきことは pの値を選んだ

ことによってU(1)ゲージ対称性は完全に破れていない事である。pはU(1)電荷として−N
を持っているので、離散部分群 ZN ⊂ U(1)は保たれる。これは簡単な超ポテンシャルとし
てG =

∑N
i ΦNi を考えると確認できる。Φ→ eiαΦのようにゲージ変換するとG→ eiNαG

となるので、離散的ゲージ対称性 ZN が残ることがわかる。この離散部分群は電荷 +1の
ゼロ質量モード Φi に低エネルギー有効理論のゲージ対称性として作用する。このように
Landau-Ginzburg理論は ZN ゲージ対称性を持つのである。このようなゲージ理論は通常
orbifolding理論と呼ばれ、今考えている状況で低エネルギー有効理論は Landau-Ginzburg

orbifoldと呼ばれる。
ここで orbifoldとは、多様体Mに離散群 Γによって同値関係を入れることで定義される

商空間M/Γである。orbifoldは単位元以外の全ての元に対して固定点を持たない場合にの
み滑らかな多様体となるが、一般には Γのある元において特異点を持つ。この直感的な理
解としては、S1を Z2で割る事を考えると分かりやすい。素朴に S1/Z2を考えるとこれは
S1/Z2 ' S1となってしまう。したがって単位元の部分に固定点を残すと S1/Z2は orbifold

となる。Mを標的空間とするNLSMがCFTになる場合に、orbifoldM/Γを標的空間とす
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るNLSMを構成することができ、この理論のことを orbifold CFTと言う。

iii) r = 0

U = 0は (
∑N

i=1 1 · |ϕi|2 −N |p|2 − r)2より
∑N

i=1 1 · |ϕi|2 = N |p|2となる。p 6= 0の場合、
少なくとも 1つは ϕi 6= 0である。しかしながら、p 6= 0だと∑N

i=1 |p|2|∂ϕiG|2をゼロにする
ために ∂G = 0となり、これは仮定より ϕ1 = · · · = ϕN = 0となる。したがって p = 0でな
ければならない。p = 0なので∑N

i=1 1 · |ϕi|2 = N |p|2より ϕi = 0となる。p = ϕi = 0の時
|σ|
∑N

i=1 1 · |ϕi|2 + |σ|2N2|p|2から、σは任意となる。ϕi = 0なのでG(ϕ1, · · · , ϕN ) = 0に
なりU = 0となる。ベクトル多重項Σは常にゼロ質量である。σ 6= 0とすると、他の場は質
量を獲得する。これらの場も σ = 0でゼロ質量になる。したがって、r < 0の場合に U = 0

は以下の場の配位を要求する:

U = 0条件� �
ϕi = p = 0, σ = free. (5.55)� �

0 < rの Calabi-Yauを実現する相と r < 0の Landau-Ginzberg相においてモジュライ r

は質量を司る。したがって低エネルギー有効理論であるCYシグマ模型と LG orbifoldは質
量モードを積分した理論なので、r = 0では質量モードとして積分したモードがゼロ質量に
なり低エネルギー有効理論が正しい記述を与えない。当然ゲージ対称性も回復する。した
がってこの意味で r = 0は超対称真空のモジュライ空間の特異点であると言う。

5.2 5-ブレーンを記述するGLSM

まず [5,11,46,48–50]に基づいてN = (4, 4) U(1)kゲージ理論をN = (2, 2)超対称多重項
の言葉で書き直すことによって構成する。これは 4次元N = 2をN = 1の多重項で記述す
ることと同じである。ただしその場合もそうであるように、単にN = 1の言葉で書き下し
てもそれはN = 1の多重項を複数入れた理論になるだけであって、N = 2を再現しない。
ここで重要なのは 1 ≤ N 超対称代数に存在する R-対称性である。この R-対称性を課すこ
とによってN = 2を再現する。2次元N = (2, 2)は 4次元N = 1 (U(1) R-対称性)から次
元簡約によって構成されるので、N = (4, 4)は 4次元N = 2を考えれば理解しやすい。
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N = (4, 4)ベクトル (ゲージ)多重項

N = (4, 4)ベクトル多重項はゲージ場 Am、2つの Diracフェルミオン λ, λ̃、2つ実スカ
ラー場及び 1つの複素スカラー場 σ, η, ϕを含む。これは 4次元N = 2のベクトル多重項を
2次元に次元簡約しても現れる。これらの成分場はN = (2, 2)の言葉ではベクトル多重項 V

と随伴表現カイラル多重項 Φを用いる事で記述できる。これをまとめると以下の様になる:

・2次元N = (4, 4) ベクトル多重項
ベクトル場 : Am, 実スカラー場 : σ, η, Diracスピノル : λ, λ̃, 複素スカラー場 : ϕ

・2次元N = (2, 2) ベクトル多重項 V → ツイステッドカイラル多重項 Σ

ベクトル場 : Am, 複素スカラー場 : σ, Diracスピノル : λ, (補助場 : D)

・2次元N = (2, 2) 随伴表現カイラル多重項 Φ

複素スカラー場 : ϕ, Diracスピノル : λ̃±, (補助場 : DΦ)

したがって、N = (2, 2)の言葉でラグランジアンを記述すると以下のようになる:

Lgauge =
∫
d4θ

1

e2

(
−ΣΣ+ ΦΦ

)
. (5.56)

ここでゲージ結合定数 eを導入した。さらに、2つの複素化された FI-パラメーターを以下
で定義する:

s ≡ 1√
2
(s1 + is2), t ≡ 1√

2
(t1 + it2). (5.57)

これを用いて FI-termが記述できる:

LFI =
√
2

∫
d2θ̃ tΣ+ (h.c.) +

√
2

∫
d2θ sΦ+ (h.c.). (5.58)

ここで tは複素化された Fayet-Iliopoulosパラメーターといい、tΣはN = (2, 2) FI-項とト
ポロジカルな θ-項を記述する。また t1と s1, s2は補助場Dに付随するのでFI-パラメーター
に対応する。

N = (4, 4)ゲージ電荷を持つハイパー多重項

次にハイパー多重項を導入する。ここではゲージ電荷を持ったハイパー多重項とゲージ群の
下で中性なハイパー多重項を考える。まず電荷を持つハイパー多重項から始める。N = (4, 4)

– 55 –



5.2. 5-ブレーンを記述するGLSM

ハイパー多重項は 2つの複素スカラー場 q, q̃、2つのDiracスピノル ψ, ψ̃を含む。これは 4

次元のN = 2ハイパー多重項の 2次元への次元簡約によっても得られ、2次元N = (2, 2)

の言葉では 2つのカイラル多重項Q, Q̃で記述できる。これをまとめると以下の様になる:

・2次元N = (4, 4) ハイパー多重項
Diracスピノル : ψ, ψ̃, 複素スカラー場 : q, q̃

・2次元N = (2, 2) カイラル多重項Q

複素スカラー場 : q, Diracスピノル : ψ, (補助場 : F )

・2次元N = (2, 2) カイラル多重項 Q̃

複素スカラー場 : q̃, Diracスピノル : ψ̃, (補助場 : F̃ )

したがって、U(1)ゲージ電荷が−1且つU(1)フレーバ対称性の電荷が−1のQとU(1)ゲー
ジ電荷が+1且つ U(1)フレーバー対称性の電荷が+1の Q̃のN = (2, 2)の言葉でラグラン
ジアンを記述すると以下のようになる:

LCHM =

∫
d4θ

{
Qe−2VQ+ Q̃e+2V Q̃

}
+
√
2

∫
d2θ

{
Q̃ΦQ+ (h.c.)

}
. (5.59)

N = (4, 4)ゲージ中性なハイパー多重項

最後にゲージ群の下で中性なハイパー多重項を導入する。N = (4, 4)ゲージ中性なハイ
パー多重項は 2つの複素スカラー場 (4つの実スカラー場)r1, r2, r3, θ、2つの Diracスピノ
ル χ, χ̃を含む。これは 4次元のN = 2ハイパー多重項の 2次元への次元簡約にによっても
得られ、2次元N = (2, 2)の言葉ではカイラル多重項Ψとツイステッドカイラル多重項Θ
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で記述できる。これをまとめると以下の様になる:

・2次元N = (4, 4) ハイパー多重項

Diracスピノル : χ, χ̃, 複素スカラー場 : A =
1√
2
(r1 + ir2), Ã =

1√
2
(r3 + iθ)

・2次元N = (2, 2) カイラル多重項Ψ

複素スカラー場 : A =
1√
2
(r1 + ir2), Diracスピノル : χ, (補助場 : G)

・2次元N = (2, 2) ツイステッドカイラル多重項Θ

複素スカラー場 : Ã =
1√
2
(r3 + iθ), Diracスピノル : χ̃, (補助場 : G̃)

したがって、結合定数 gを導入してN = (2, 2)の言葉でラグランジアンを記述すると以下
のようになる:

LNHM =

∫
d4θ

1

g2

(
−ΘΘ+ΨΨ

)
. (5.60)

ダイナミカルな FI-項は以下で与えられる:

LFI2 = −
√
2

∫
d2θ̃ {ΘΣ+ (h.c.)} −

√
2

∫
d2θ {ΨΦ+ (h.c.)} . (5.61)

FI-項の構造から、r4が 2πの周期であると仮定し、他の (r1, r2, r3)は R3に値を持つ。

最後に全体のラグランジアンを記述しておく:

Lkin =

∫
d4θ

1

g2
(
−ΘΘ+ΨΨ

)
+

k∑
a=1

{ 1

e2
(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
,

(5.62)

LW =
√
2

∫
d2θ

k∑
a=1

{
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

}
, (5.63)

L
W̃

=
√
2

∫
d2θ̃

k∑
a=1

(ta −Θ)Σa. (5.64)

この N = (4, 4) GLSM for 5-ブレーンは [5]によって構成され SU(2)R 対称性をマニフェ
ストにした理論となっている。後で見る様に上記の GLSMは IR極限 e → ∞によって H-

モノポール (NS5-ブレーン on S1) 背景時空を記述する世界面シグマ模型 (NLSM)を実現す
る。また、GLSM for 5-ブレーンの文脈では、F / G項 (sa −Ψ)Φa、(ta −Θ)Σaの構造か
ら sa, taを FI及び thetaパラメーターと呼び、Ψ,Θをダイナミカル FI-thetaパラメーター
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という。同じ事であるが標的空間の幾何学的な言葉では sa, taはセンターの位置を意味して
おり、Ψ,Θは標的空間の座標の役割を担っている。
このゲージ群の下で中性なハイパー多重項のスカラー場が超対称真空のモジュライ空間を

記述している。この超対称真空は Higgsブランチである。また、このGLSMの作用の規格
化因子は世界面シグマ模型に基づいている。この意味は、GLSMは超対称真空を調べる事
で、低エネルギー極限 e → 0を実行しその超対称真空のモジュライ空間を標的空間として
持つ NLSMとなる。すなわちこの理論は世界面シグマ模型である。したがってこの理論の
規格化因子は

1

2π

∫
d2L, L = Lkin + LW + L

W̃
, (5.65)

としている [5]。

5.3 T-双対変換
ここでは [16,51]に基づいて超場形式におけるT-双対性変換を議論する。取り扱うのは先

ほど導入した k個の複素数の FIパラメーター (sa, ta)を持つ U(1)k 超対称ゲージ理論は次
で与えられる:

LH =

∫
d4θ

1

g2
(
−ΘΘ+ΨΨ

)
+

∫
d4θ

k∑
a=1

{ 1

e2a

(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ−

(
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

)
+(h.c.)

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−(ta −Θ)Σa + (h.c.)

}
. (5.66)

ここで a は U(1) のラベルである。この後に見る様に、この GLSM の低エネルギー極限
ea → ∞を取ると、超対称真空のモジュライ空間として H-モノポール (smearされた NS5-

ブレーン)背景時空を標的空間とした超対称NLSM となる。この時NLSMの計量は以下の
調和関数によって特徴付けられる:

H =
1

g2
+

1√
2R

, Ra =
√
(r1 − s1a)2 + (r2 − s2a)2 + (r3 − t1a)2. (5.67)

この構造から読み取れる様に、ゲージ対称性の下で中性なハイパー多重項の 2つの複素ス
カラー場すなわち 4つの実スカラー場は R3 × S1方向を記述する。同様に複素数の FIパラ
メーターも実で 4つ存在し (sa, ta)は H-モノポールの位置 (センター)を意味する。つまり
この標的空間の情報をGLSMの超場形式で言い直すとツイステッドカイラル超場Θとカイ
ラル超場Ψのスカラー成分がダイナミカルな FI-パラメーターすなわち超対称真空のモジュ
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ライ空間の座標に対応している。したがって、この超場に対して T-双対性変換を議論する
事となる。

ここでゲージ中性ハイパー多重項のツイステッドカイラル多重項D+Θ = D−Θ = 0に注
目する。Θのラグランジアンは運動項と F-項である。これを次のように変形する‡:

LΘ = −
∫
d4θ

1

g2
ΘΘ−

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−ΘΣa + (h.c.)

}
= −

∫
d4θ

1

2g2
(Θ + Θ)2 −

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−Θ

1√
2
D+D−Va +

∫
dθ̄+dθ−Θ

1√
2
D+D−Va

}
= −

∫
d4θ

1

2g2
(Θ + Θ)2 −

k∑
a=1

{∫
dθ+dθ̄−D+D−(ΘVa) +

∫
dθ̄+dθ−D+D−(ΘVa)

}
+
√
2ϵmn∂m(θAn)

= −
∫
d4θ

1

2g2
(Θ + Θ)2 −

k∑
a=1

{
2

∫
d4θ(Θ + Θ)Va

}
+
√
2ϵmn∂m(θAn)

= −
∫
d4θ
{ 1

2g2
(Θ + Θ)2 +

k∑
a=1

2(Θ + Θ)Va

}
+
√
2ϵmn∂m(θAn). (5.68)

超対称性に対して共変な微分 Dの中の ∂x は作用において
∫
ddxが存在するので常に全微

分になるのでD =
∫
dθであることを思い出す。また√2ϵmn∂m(r4An)の項に関して言及し

ておくと、元々位相項 r4F が存在していたが F-項をD-項に書き換える際に全微分に書き換
わっている。ここでツイステッドカイラル多重項の 2乗の θに関して 4次はゼロになること
が成分場をみるとわかる:

Y 2 = θ+θ̄+θ−θ̄−(y∂+∂−y + ∂+y∂−y) = 0 (up to surface term)

次に、変形したラグランジアンを以下のように実補助超場 B = B と補助カイラル超場
D±Γ = 0を導入して以下のように記述する:

L = −
∫
d4θ
{ 1

2g2
(Θ + Θ)2 +

k∑
a=1

2(Θ + Θ)Va

}
=

∫
d4θ
{
− 1

2g2
B2 −

k∑
a=1

2BVa − (Γ + Γ)B
}
. (5.69)

これから T-双対性変換を超場形式のレベルで実行していくが、その際の注意点について
言及しておく。この T-双対性変換の具体的な手続きにおいて超場を積分する事によって双
対な理論に移る事が出来る。この積分の操作とは具体的には運動方程式を課す事である。や
る事は通常通りに超場に関する変分をして運動方程式を課せば良いのだが、超場形式の場合

‡ここで d2θ = 1
2
dθdθ′, d4θ = 1

4
dθdθ′dθ′′dθ′′ を使用している。
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には素朴に変分すると δL =
∫
d4θΦδΦ ⇐⇒ Φ = 0の様に自明な物になってしまう。これ

はカイラル超場やツイステッドカイラル超場などの超場が満たすべき拘束条件を考慮してい
ない事に由来する [52]。したがってこの点に注意して適切に拘束条件を加味しながら運動方
程式を議論しなければならない。具体例としてカイラル超場の場合を考えてみると、先程の
問題を回避する為にはD-項を F-項に書き直す:∫

d4θΦΦ = d2θD
2
(ΦΦ) = d2θ(D

2
Φ)Φ ⇐⇒ D

2
Φ = 0. (5.70)

超場形式レベルで議論する際は上記の様な操作を介して初めて超場が満たすべき拘束条件を
考慮した正しい運動方程式を導出する事が出来る。

先ほどのラグランジアンに話を戻す。ここで Γを積分 (運動方程式を課す)する§:

2

∫
d4θ(Γ + Γ)B =

∫
dθ+dθ−D+D−(ΓB) +

∫
dθ̄+dθ̄−D+D−(ΓB)

=

∫
dθ+dθ−ΓD+D−B +

∫
dθ̄+dθ̄−ΓD+D−B

−→
∫
dθ+dθ−δΓ(D+D−B) +

∫
dθ̄+dθ̄−δΓ(D+D−B)

D+D−B = 0, D+D−B = 0. (5.71)

これを解くには

{Dα, Dβ} = {Dα, Dβ} = 0, (5.72)

であることに注意すれば

B = Θ+Θ, (5.73)

であることがわかる。実際確認すると:

D−B = D−(Θ + Θ) = D−Θ,

D+D−B = D+D−Θ = −D−D+Θ = 0.

D−B = D−(Θ + Θ) = D−Θ,

D+D−B = D+D−Θ = −D−D+Θ = 0.

したがって、B = Θ+Θを代入すると

L =

∫
d4θ
{
− 1

2g2
B2 −

k∑
a=1

2BVa − (Γ + Γ)B
}

Γ
=

∫
d4θ
{
− 1

2g2
(Θ + Θ)2 −

k∑
a=1

2(Θ + Θ)Va

}
,

§d4θ → d2θ の時に 1/2が付くので払っている
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となるので出発点のラグランジアンに戻ることが確認できる。
一方で、Γの代わりにBを積分する事を考えてみる:

δL =

∫
d4θ
{
− 1

g2
BδB −

k∑
a=1

2(δB)Va − (Γ + Γ)δB
}

=

∫
d4θ
{
− 1

g2
B −

k∑
a=1

2Va − (Γ + Γ)
}
δB

1

g2
B = −

k∑
a=1

2Va − (Γ + Γ), (5.74)

この時Bと Γの満たすべき運動方程式を通して双対性関係式を得ることができる。よって
超場は以下を満たす:

Θ + Θ = −
k∑
a=1

2g2Va − g2(Γ + Γ). (5.75)

これによってΘと Γの実部が一致し、虚数部分がT-双対性変換が実行される。この双対性
関係式から成分場に関しての関係式として以下が読み取れる:

r3 = −g2γ3, (5.76)

±∂±r4 = −g2∂±γ4 + g2v±. (5.77)

したがって大まかにいうと、標的空間を記述するツイステッドカイラル超場 Θのスカラー
場 r3 + ir4がカイラル超場 Γのスカラー場 r3 + iγ4となる。これの結果を代入すると

L =

∫
d4θ
{
− 1

2g2
B2 −

k∑
a=1

2BVa − (Γ + Γ)B
}

B
=

∫
d4θ

{
− 1

2g2
B2 −

( k∑
a=1

2Va + Γ + Γ
)
B

}

=

∫
d4θ

{
−g

2

2

( k∑
a=1

2Va + Γ + Γ
)2

+g2
( k∑
a=1

2Va + Γ + Γ
)2}

=

∫
d4θ

g2

2

(
k∑
a=1

2Va + Γ + Γ

)2

, (5.78)
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となる。この時に全体のラグランジアンは以下のようになる:

LH =

∫
d4θ

1

g2
(
−ΘΘ+ΨΨ

)
+

∫
d4θ

k∑
a=1

{ 1

e2a

(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ−

(
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

)
+(h.c.)

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−(ta −Θ)Σa + (h.c.)

}

T−dual−−−−−→ LKK =

∫
d4θ

1

g2
ΨΨ+

∫
d4θ

k∑
a=1

{ 1

e2a

(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ−

(
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

)
+(h.c.)

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−taΣa + (h.c.)

}

+

∫
d4θ

g2

2

(
k∑
a=1

2Va + Γ + Γ

)2

+
√
2ϵmn

k∑
a=1

∂m(θAn,a), (5.79)

上記の様なT-双対性変換によって得られたGLSMは、H-モノポールのT-双対であるKK5-ブ
レーン (KK-モノポール)に対応するGLSMである。特徴としては、H-モノポールのGLSM

において標的空間の座標はΨ,Θが担っていた。今実際に行ったT-双対性変換の操作によっ
てコンパクトな S1方向を記述していたΘの最低次成分 θが双対場 γ4となった。これはT-

双対性変換は標的空間のコンパクトな S1半径に関して

T-duality : R −→ α′

R
(5.80)

の様に変換する事を意味する。この幾何学的な描像はΘの双対超場である Γの前の因子が
逆数となっている事に現れている。
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5.4 H-モノポールを記述するNLSM

ここでは [46]に基づいてH-モノポールに対応するGLSM

LH =

∫
d4θ

1

g2
(
−ΘΘ+ΨΨ

)
+

∫
d4θ

k∑
a=1

{ 1

e2a

(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ−

(
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

)
+(h.c.)

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−(ta −Θ)Σa + (h.c.)

}
, (5.81)

から出発して低エネルギー有効理論である超対称NLSMの標的空間がH-モノポールの背景
時空になっている事を確認する。計算が非常に煩雑な為、NLSMの計量をみる事を目的と
してボソン部分のみに注目して計算する。文献によって記法や係数因子が異なるのでここで
は全て [46]に合わせる事とする。
まず、先ほどの超場形式を成分場展開した際のボソン部分のラグランジアンは補助場を積

分すると以下の様に与えられる:

Lkin =
∑
a

1

e2a

[
1

2
(F01,a)

2 − |∂mσa|2 − |∂mϕ|2
]

−
∑
a

(
|Dmqa|2 + |Dmq̃a|2

)
− 1

2g2

[
(∂mr⃗)

2 + (∂mr
4)2
]
,

Lpotential =
∑
a

[
−e

2

2

(
|qa|2 − |q̃a|2 −

√
2(r3 − t3a)

)2−e2|√2qaq̃a + (r1 + ir2)− (s1a + is2a)|2

− 2(|ϕa|2 + |σa|2)(|qa|2 + |q̃a|+ g2)
]
,

Ltopological =
√
2
∑
a

(r4 − t4a)F01,a.

次にこの理論の低エネルギー有効理論を考える。まず超対称性を保つ真空はポテンシャルの
ゼロ点を探す事で求まるので、超対称真空の拘束条件は以下の方程式で決まる:

σa = ϕa = 0, (5.82)

|qa|2 − |q̃a|2 −
√
2(r3 − t3a) = 0, (5.83)

√
2qaq̃a + (r1 + ir2)− (s1a + is2a) = 0. (5.84)

ここから以下の 2本に注目する:

|qa|2 − |q̃a|2 −
√
2(r3 − t3a) = 0,

√
2qaq̃a + (r1 + ir2)− (s1a + is2a) = 0.
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これから 1本目の 2乗すると (
|qa|2 − |q̃a|2

)2
= 2(r3 − t3a)2(

|qa|2
)2−2|qa|2|q̃a|2 + (|q̃a|2)2 = 2(r3 − t3a)2,

となるのでこれに 2本目の |qa|2|q̃a|2(大きさの 2乘であることに注意)を代入すると(
|qa|2

)2−∣∣∣(r1 + ir2)− (s1a + is2a)
∣∣∣2+(|q̃a|2)2 = 2(r3 − t3a)2(

|qa|2
)2
+
(
|q̃a|2

)2
=
∣∣∣(r1 − s1a) + i(r2 − s2a)

∣∣∣2+2(r3 − t3a)2(
|qa|2

)2
+
(
|q̃a|2

)2
= (r1 − s1a)2 + (r2 − s2a)2 + 2(r3 − t3a)2

(5.85)

を得る。次に (|qa|2 + |q̃a|2)2を計算すると(
|qa|2 + |q̃a|2

)2
=
(
|qa|2

)2
+2|qa|2|q̃a|2 +

(
|q̃a|2

)2(
|qa|2 + |q̃a|2

)2
= 2|qa|2|q̃a|2 + (r1 − s1a)2 + (r2 − s2a)2 + 2(r3 − t3a)2(

|qa|2 + |q̃a|2
)2

= 2(r1 − s1a)2 + 2(r2 − s2a)2 + 2(r3 − t3a)2, (5.86)

となるので、最終的に
1

2

(
|qa|2 + |q̃a|2

)
= |Ra| ≡

√
(r1 − s1a)2 + (r2 − s1a)2 + (r3 − t3a)2, (5.87)

を得ることができる。これを満たす qa, q̃aの形が [6,46]記述され、以下の様に与えられる¶:

qa =
i

21/4
eiαa(x)

√
Ra + r3 − t3a, q̃a =

i

21/4
e−iαa(x)

(r1 − s1a) + i(r2 − s2a)√
Ra + r3 − t3a

, (5.88)

これを用いて計算すると

Dmqa = ∂mqa − iAmqa

=
eiαa(x)

21/4

[
(Aa.m − ∂mαa)

√
Ra + r3 − t3a −

i

2

∂m(Ra + r3)√
Ra + r3 − t3a

]
, (5.89)

Dmq̃a = ∂mq̃a + iAmq̃a

=
e−iαa(x)

21/4
√
Ra + r3 − t3a

[
∂mαa

{
(r1 − s1a) + i(r2 − s2a)

}
+(∂mr

1 − i∂mr2)

− 1

2

(r1 − s1a) + i(r2 − s2a)
(Ra + r3 − t3a)

−Am,a
{
(r1 − s1a) + i(r2 − s2a)

}]
,

(5.90)

¶実際には符号など異なるが [6]ここでは [46]に合わせる
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となるので、ゲージ電荷を持つハイパー多重項に属するスカラー場の運動項は以下の様に
なる:

|Dmqa|2 + |Dmq̃a|2 =
1

2
√
2Ra

[
(∂mr

1)2 + (∂mr
2)2 + (∂mr

3)2
]

+
√
2Ra

(
∂mαa −Aa,m +

1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

)2

,

(5.91)

次に質量モードを分離させる低エネルギー極限 e→∞をとると

L = −
∑
a

[
1

2
√
2Ra

[
(∂mr

1)2 + (∂mr
2)2 + (∂mr

3)2
]

+
√
2Ra

(
∂mαa −Aa,m +

1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

)2]
− 1

2g2

[
(∂mr⃗)

2 + (∂mr
4)2
]
+
√
2
∑
a

(r4 − t4a)F01,a

= −1

2
H
[
(∂mr

1)2 + (∂mr
2)2 + (∂mr

3)2
]
− 1

2g2
(∂mr

4)2 +
√
2
∑
a

(r4 − t4a)F01,a

−
∑
a

√
2Ra

(
∂mαa −Aa,m +

1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

)2

,

となる。ここで弦理論の低エネルギー有効理論としての超重力理論におけるブレーン解を特
徴付けていた調和関数に対応する物として

H =
1

g2
+
∑
a

1√
2Ra

, (5.92)

とした。低エネルギー極限 e→∞によってベクトル多重項の運動項が消えるのでベクトル
多重項がフリーズアウトする。ラグランジアンに残ったベクトル多重項の成分場はラグラン
ジアンとしては補助場となるので、これを積分する。ゲージ場の運動方程式は以下の様にな
る‖:

δL =
∑
a

√
2(r4 − t4a)ϵnm∂nδAma +

∑
a

2
√
2Ra

(
∂mαa −Aa,m +

1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

)
δAma

0 =
√
2ϵnm∂

n(r4 − t4a) + 2
√
2Ra

(
∂mαa −Aa,m +

1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

)

Aa,m =
1

2Ra
ϵnm∂

nr4 + ∂mαa +
1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

. (5.93)

‖F01,a = ϵmn∂nAm,a = ϵnm∂nAma , ϵ01 = ϵ10 = 1, ϵlmϵmn = δl
n を用いている。
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ここで αa = 0とゲージ固定し、運動方程式を 2つの項に代入する。1項目は
√
2
∑
a

(r4 − t4a)F01,a =
√
2
∑
a

(r4 − t4a)ϵmn∂nAm,a

= −
√
2
∑
a

∂n(r
4 − t4a)ϵmnAm,a

= −
√
2
∑
a

ϵmn∂nr
4

(
1

2Ra
ϵlm∂

lr4 +
1√
2
Ωi,a∂mr

i

)
= −
√
2
∑
a

ϵmn∂nr
4 1

2Ra
ϵlm∂

lr4 −
√
2
∑
a

ϵmn∂nr
4 1√

2
Ωi,a∂mr

i

= −
∑
a

1√
2Ra

(∂mr
4)2 −

∑
a

ϵmn∂nr
4Ωi,a∂mr

i, (5.94)

となり、2項目は

−
∑
a

√
2Ra

(
∂mαa −Aa,m +

1√
2

−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√
2Ra(Ra + r3 − t3a)

)2

= −
∑
a

√
2Ra

( 1

2Ra
ϵnm∂

nr4
)( 1

2Ra
ϵlm∂lr

4
)

=
∑
a

1

2
√
2Ra

(∂mr4)2, (5.95)

となるので

L = −1

2
H
[
(∂mr

1)2 + (∂mr
2)2 + (∂mr

3)2
]
− 1

2g2
(∂mr

4)2 −
∑
a

1

2
√
2Ra

(∂mr
4)2 − ϵmnΩi∂mri∂mr4,

(5.96)

Ωi ≡
∑
a

Ωi,a, Ωi∂mr
i =
−(r1 − s1a)∂mr2 + (r2 − s2a)∂mr1√

2Ra(Ra + r3 − t3a)
, (5.97)

を得ることができる。
したがってH-モノポールに対応するGLSM

LH =

∫
d4θ

1

g2
(
−ΘΘ+ΨΨ

)
+

∫
d4θ

k∑
a=1

{ 1

e2a

(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ−

(
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

)
+(h.c.)

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−(ta −Θ)Σa + (h.c.)

}
, (5.98)

の低エネルギー有効理論として最終的な結果は以下の様になる:

L 3 −1

2
H
[
(∂mr⃗)

2 + (∂mr
4)
]
−ϵmnΩi∂mri∂mr4,

H =
1

g2
+
∑
a

1√
2Ra

. (5.99)
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ここで S1方向の FI-パラメーター t4aが最後の結果に存在しないのは部分積分で ∂m(r
4− t4a)

消えてたことに起因する。この結果の物理的な意味について言及すると、H-モノポールとは
コンパクト方向に関して smearされたNS5-ブレーンに対応するので、S1方向には smearing

の操作が施されており依存していないのであった。したがって上記の結果はこの事を正しく
再現している。また、このGLSMの文脈ではディラトンに関しては読み取る事ができない
が、背景空間の計量 gとNS-NS B場に関しては古典解である超重力理論の結果を再現して
いる。最後に超重力理論の解との比較について触れておくと、超重力理論の解の調和関数は
H = 1+ 1

rR で θ ' θ+2πRnの周期性を持ち S1の半径はRであった。これに対してGLSM

の標的空間の計量はH = 1
g2

+ 1
r であり θ ' θ + 2πnの周期性を持ち S1の半径は 1

g2
であ

る。これはGLSMの θを半径でリスケールすればHdθ2 = (1 + 1
rR2 )d(Rθ)

2となる。

5.5 KK5-ブレーンを記述するNLSM

ここでは先ほどH-モノポールで議論した様に、KK5-ブレーンに対応するGLSM

LKK =

∫
d4θ

1

g2
ΨΨ+

∫
d4θ

k∑
a=1

{ 1

e2a

(
−ΣaΣa +ΦaΦa

)
+Qae

−2VaQa + Q̃ae
+2VaQ̃a

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ−

(
Q̃aΦaQa + (sa −Ψ)Φa

)
+(h.c.)

}
+

k∑
a=1

{√
2

∫
dθ+dθ̄−taΣa + (h.c.)

}

+

∫
d4θ

g2

2

(
k∑
a=1

2Va + Γ + Γ

)2

+
√
2ϵmn

k∑
a=1

∂m(θAn,a), (5.100)

から出発して低エネルギー有効理論が KK5-ブレーンの背景時空を標的空間とする超対称
NLSMになっている事を確認する。
H-モノポールに対するGLSMに対して T-双対性変換を実行して得られたGLSMの超場

形式のラグランジアンを成分場で書き下して補助場を積分した後のボソン部分のみに注目し
たラグランジアンは以下で与えられる:

LKK 3
∑
a

1

e2a

[
1

2
(F01,a)

2 − |∂mσa|2 − |∂mϕ|2
]
−
∑
a

(
|Dmqa|2 + |Dmq̃a|2

)
− 1

2g2
(∂mr⃗)

2 − g2

2
(Dmγ

4)2,

+
∑
a

[
−e

2

2

(
|qa|2 − |q̃a|2 −

√
2(r3 − t3a)

)2−e2|√2qaq̃a + (r1 + ir2)− (s1a + is2a)|2

− 2(|ϕa|2 + |σa|2)(|qa|2 + |q̃a|+ g2)
]
,

+
√
2
∑
a

ϵmn∂m

(
(r4 − t4a)An,a

)
.
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ここでも低エネルギー有効理論の計量を見る事が目的なので簡単のためにボソン部分のみに
注目して計算をする。ここで γ4に対して共変微分を導入した∗∗:

Dmγ
4 = ∂mγ

4 −
√
2
∑
a

Am,a. (5.101)

これはベクトル多重項 Vaのゲージ変換に伴ってカイラル多重項 Γがシフトする事でゲージ
不変性を保つ。双対性関係式から、Am → Am + ∂mλの下で γは γ4 → γ4 +

√
2λと変換す

る††。しかし双対場である r4はゲージ不変であるので共変微分を導入しゲージ不変にして
いる。
上記のラグランジアンの超対称真空は以下で与えられる:

σa = ϕa = 0, (5.102)

|qa|2 − |q̃a|2 −
√
2(r3 − t3a) = 0, (5.103)

√
2qaq̃a + (r1 + ir2)− (s1a + is2a) = 0. (5.104)

これは H-モノポールの系と同じであるので、この超対称真空を満たすような場の配位は先
ほどと同様である:

qa =
i

21/4
eiαa(x)

√
Ra + r3 − t3a, q̃a =

i

21/4
e−iαa(x)

(r1 − s1a) + i(r2 − s2a)√
Ra + r3 − t3a

. (5.105)

したがってこれをラグランジアンに代入すると以下のようになる:

LKK 3
∑
a

1

e2a

[
1

2
(F01,a)

2 − |∂mσa|2 − |∂mϕ|2
]
−
∑
a

(
|Dmqa|2 + |Dmq̃a|2

)
− 1

2g2
(∂mr⃗)

2 − g2

2
(Dmγ

4)2,

+
∑
a

[
−e

2

2

(
|qa|2 − |q̃a|2 −

√
2(r3 − t3a)

)2−e2|√2qaq̃a + (r1 + ir2)− (s1a + is2a)|2

− 2(|ϕa|2 + |σa|2)(|qa|2 + |q̃a|+ g2)
]
,

+
√
2
∑
a

ϵmn∂m

(
(r4 − t4a)An,a

)
=
∑
a

1

2e2a
(F01,a)

2 − 1

2
H(∂mr⃗)

2 − g2

2
(Dmγ

4)2,

−
∑
a

√
2Ra

(
∂mαa −Am,a +

1√
2
Ωi,a∂mr

i
)2

+
√
2
∑
a

ϵmn∂m

(
(r4 − t4a)An,a

)
.

次に質量モードを分離させる低エネルギー極限 ea →∞を実行する。これよってベクトル多
重項の運動項が消えるのでベクトル多重項がフリーズアウトする。ラグランジアンに残った

∗∗ここではコンパクトスカラー γ4 のゲージ共変微分は [46]にしたがって導入している。しかし超対称局所化
の際には [53]に記法を全て統一している為に、γ4 のゲージ共変微分の中の符号が反転する。

††この γ4 の変換が [6, 10]と [46]では符号が逆であるが、ここでは [46]に合わせる様にしている
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ベクトル多重項の成分場はラグランジアンとしては補助場となるので、拘束条件を与える。
ここでゲージ不変な座標として以下を

r̃4 := γ4 −
√
2
∑
a

αa, (5.106)

導入するとNLSMは以下のようになる:

LKK 3 −
1

2
H(∂mr⃗)

2 − 1

2H

(
∂mr̃

4 − Ωi∂mr
i
)2

+
√
2
∑
a

ϵmn∂m

(
(r4 − t4a)An,a

)
, (5.107)

H =
1

g2
+
∑
a

1√
2Ra

. (5.108)

実際にはもちろんフェルミオン項も存在するが、ここでの議論では NLSMの標的空間の計
量が超重力理論におけるKK5-ブレーン計量を再現しているかという観点に注目しているの
で本質的では無いということで無視した。フェルミオン項に関しても [6]にて全て議論され
ている。この結果を見ると、T-双対性変換を実行した r̃4方向に関して計量が逆数になって
いる点が読み取れる。これはH-モノポールのR3 × S1のコンパクト化半径がT-双対性変換
によって逆数となったKK5-ブレーン R3 × S̃1を再現している。

最後にここで重要なポイントについて顕に言及する。今GLSMの文脈でUV理論から低
エネルギー有効理論として、KK5-ブレーンの背景時空を標的空間とした超対称NLSMすな
わち世界面シグマ模型を得ることが出来た。これは弦理論の低エネルギー極限すなわち粒子
描像である超重力理論におけるブレーン解を、弦理論の立場から再定式化している事を意味
する。
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第6章 超対称局所化

この章では本研究において重要な役割を果たす超対称局所化について解説する。
超対称局所化 (Supersymmetric Localization) とは、理論が持つ超対称性 {Qα, Qβ} =

γmαβPmの性質を用いた鞍点法の事であり、経路積分やある種の相関関数を非摂動的に実行す
る事で具体的に評価する事が可能となる。一般に経路積分や相関関数を解析的に計算する事
は非常に困難である。故に通常は摂動展開が可能な結合定数の領域において古典的な配位か
らの量子的揺らぎを評価するのである。しかし理論に超対称性が存在する場合には、超対称
性及び鞍点法の恩恵を最大限に享受する事ができる。これが超対称局所化である。超対称局
所化においては、経路積分に寄与する配位は鞍点上の配位のみに “局所化”されるのである。
また揺らぎの部分に関しても 1-ループ完全となる。これが非常に強力なポイントであり、一
般には無限次元の積分を取り扱う経路積分が有限次元の積分や和まで落ちる事になり、超対
称局所化が非摂動的な解析たる所以である。超対称局所化は、鞍点の選び方によって分配関
数はHiggsブランチ上の局所化ZHiggsとCoulombブランチ上の局所化ZCoulombの表式を得
る。これらの差異は単に鞍点の選び方によるものなので見かけ上の表式は異なるが結果には
依存せず等価 ZHiggs = ZCoulombである。
この局所化の技術は S4上のN = 2超対称ゲージ理論における分配関数やWilsonループ

に対して初めて応用された [26]。これをきっかけに様々な次元や多様体、理論に対して応用
される様になる。3次元における分配関数やWilsonループに対して調べられている [34,54]。
また指数の計算においても議論されている [32]。2次元では [33, 53]でN = (2, 2) on S2上
の分配関数が計算され、N = (2, 2)の境界付きの多様体に関しても計算されている [55–57]。
本研究では 2次元の球面分配関数を取り扱っていおり、[53]の取り扱いに従った。N = (2, 2)

楕円種数すなわち T 2上の分配関数は [58,59]で計算された。またGLSMの文脈においては
シガー構造を標的空間としたN = (2, 2)楕円種数 [60]やTaub-NUT空間を標的空間とした
N = (4, 4)楕円種数 [48]も議論されている。これらはGLSMの文脈で、Taub-NUT空間を
理解する為に有用である。
この章ではまず前半部分で、超対称局所化について概観する事を目的として解説する。し

たがって前半部分ではあまり技術的な詳細には立ち入らずに全体の流れや思想的な部分に着
目して解説する。その後超対称性の取り扱いについて触れる。これは超対称局所化を実行す
る為には赤外発散を取り除く為に、予め理論に典型的なスケールを導入する必要がある。こ
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の為に理論をコンパクトな多様体上に定義する必要がある。この議論を解説する為に、平坦
な空間上で定義された超対称性を持った理論を考える事から始める。この出発点から、コン
パクトな多様体上に超対称不変な理論を定義する事を考える。素朴に一般のコンパクト多様
体上に理論を乗せようとすると超対称性が破れてしまうので、曲がった多様体上における超
対称性の取り扱いは注意を払う必要がある。一般にコンパクト多様体上に理論を定義する為
の手法として 2つに大別される。1つは超重力理論を用いた手法である [28–31]。この手法
は、非常に一般的で系統的な議論が可能であるが、超重力理論を用いる等技術的な部分があ
る。もう 1つは逐次的なWeyl射影の手法である [32–34]。こちらは共形平坦の様なある程
度限られた多様体に対して、共形Killingスピノル方程式を満たす変換パラメータを用いた
超対称変換を実行する事によって超対称不変なラグランジアンを具体的に構成する事が出来
る。ここでは後者に特に注目し解説する。
これらの議論によって球面上に超対称不変な理論を定義する事が可能となるので、本研究

において実行した KK5-ブレーンの背景時空を標的空間とする GLSMの球面分配関数の計
算についてはこの章の後半部分 — 6.4章後半から — で触れる。

6.1 超対称局所化
ここではまず超対称局所化の思想を概観する事を目的とする。超対称局所化全体の大まか

な流れを議論する事に重きを置き、技術的な詳細には立ち入らない事にする。

超対称局所化の思想� �
超対称性Qが理論の対称性で尚且つ量子論レベルでも保たれていれば、Q-不変な物理
量はQ-完全項による理論の変形には依存しない。したがってこの時、パラメーター tを
導入し理論を S0 → S0 + tSdef と変形する。変形された理論の経路積分は tを感知しな
いので、t→∞とする事で経路積分は Sdef = 0を満たす場の配位のみに “局所化”する。� �
以下ではまずQ-不変な物理量Oは変形のパラメーター tに依存しないことを示す。まず

分配関数は以下で与えられる:

Z0 =

∫
DΦ e−S[Φ] . (6.1)

ここで Φは理論に含まれる全ての場を示している。一般にあらゆる場を意味している。こ
の分配関数をQ-完全項を付け加える事によって変形する事を考える。この時フェルミオン
的対称性である超対称性Qは理論の対称性である事からQS[Φ] = 0である事が直ちに言え
る。またQ2V = 0且つQV のボソン部分に関して半正定値である、理論に含まれるフェル
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ミオン及びQから構成される V を用いて上記の分配関数を変形する:

Z[t] =

∫
DΦ e−S[Φ]−t(QV )[Φ] . (6.2)

ここで任意のパラメーター tを導入した。分配関数は実は今導入したパラメーター tに依存
しない事が分かる。これを見る為に変形された分配関数 Z[t]を tで微分すると

d

dt
Z[t] =

∫
DΦ (QV ) e−S−tQV =

∫
DΦ Q

(
V e−S−tQV

)
= 0 , (6.3)

となる。ここでQS = 0, Q2V = 0及び超対称性が量子論的対称性 (anomaly free) Q(DΦ) = 0

である事を用いている。最後の等号に関しては、経路積分の意味で “変数変換”の差になっ
ている事を意味している。このアノマリーフリー条件Q(DΦ) = 0について補足する。理論
を変形する際にQ2V = 0を V の対して要請したが、より正確にいうとQはフェルミオン的
対称性なので理論の Lorentz対称性や R-対称性、ゲージ対称性の様な理論のボソン的対称
性 δbosnicを用いて Q2 = δbosnicとなる。故にこれらボソン的対称性がアノマリーフリーで
ある事と超対称性がアノマリーフリーである事は密接に関係する。この議論をQ-不変な物
理量に関して同様の議論を展開する事が出来る。まずQ-不変QO = 0な演算子を考え、Q-

完全項によって変形する:

〈O〉 =
∫
DΦ O e−S[Φ]−t(QV )[Φ] . (6.4)

同様にパラメーター tに関して微分すると以下を得る:

d

dt
〈O〉 =

∫
DΦ O QV e−S−tQV =

∫
DΦ Q

(
O V e−S−tQV

)
= 0. (6.5)

さらにこれまでの議論から演算子がQ-完全 O′ = QOの物はゼロになる事が分かる:

〈QO〉 =
∫
DΦ (QO)e−S[Φ] = 0 . (6.6)

したがって、アノマリーフリーな超対称性に関してQ-不変な物理量はQ-完全項による理
論の変形には依存しない、すなわち tを感知しない事が示された。これによって次の事が言
える:

Z0 = lim
t→∞

Z[t] =: Z∞. (6.7)

これはZ∞を評価する事は元々の理論を評価する事と等価である事を意味する。一般に元々
の Z0を評価するのは非常に困難であり、通常は摂動展開によって議論される訳だが、理論
の対称性として超対称性が保たれていれば Z∞を評価すれば良いのである。上記のQ-完全
項によって変形された表式から t→∞において経路積分へ寄与する場の配位はQV = 0に
“局所化”する事が分かる。これによって経路積分が鞍点法によって評価される。
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次に上記の変形された理論の経路積分の鞍点法を議論する。今議論した様に鞍点は以下で
定義される:

QV [Φ] = 0. (6.8)

これを満たす場の配位をΦ0とすると、理論に存在する全ての場を鞍点の周りで次の様に展
開する:

Φ = Φ0 +
1√
t
Φ̂. (6.9)

ここで Φ̂は鞍点周りの揺らぎを表しており、リスケール 1√
t
は天下り的であるがGauss積分

に帰着する事を見越している。この様に鞍点周りで展開する事によって分配関数は以下の様
になる:

Z[t] =

∫
DΦ e−S[Φ]−tQV [Φ] t→∞

=

∫
DΦ0 e

−S[Φ0] Z1−loop[Φ0] . (6.10)

ここで Z1−loopは QV [Φ] = 0を満たす鞍点の周りでの場の展開 Φ = Φ0 +
1√
t
Φ̂に関して 2

次の部分をGauss積分した物を意味する。2次以上に関しては t→∞によって寄与が全て
落ちる。つまり 1-ループ完全になる事を意味する。これが非常に強力なポイントであり、一
般には無限次元の積分を取り扱う経路積分が有限の積分や和まで落ちる事にとなり、局所化
が非摂動的な解析たる所以である。形式的な議論ではあるがこれが局所化の手続きの全貌で
ある。すなわちラグランジアンを与えた際に上記の形式まで解析的に実行する事ができ、あ
とは 1-ループ行列式部分さえ評価する事が出来れば良い事になる。補足すると、最終表式に
おけるゼロモードに関する積分が残っているが、鞍点が離散的である場合は全ての鞍点に関
する和まで落ちる。

・1-ループ行列式
最後に上記の最終表式に現れている 1-ループ行列式部分であるZ1−loopについて簡単に解

説する。基本的に局所化において、理論に含まれる全ての超対称多重項に対して各多重項の
1-ループ行列式を評価する事になる:

Ztotal
1−loop = Z1−loop(V )Z1−loop(Φ) · · · . (6.11)

各多重項 {V,Φ, · · · }には当然ボソンとフェルミオンが属しているので、必ずペアとして含ま
れている。この時フェルミオンに作用する微分作用素の様な演算子を全てまとめてOfermion

と表し、同様にボソンに作用する微分作用素の様な演算子を全てまとめてObosonと表す事
にする。この時、各多重項の Z1−loopは次の様な構造を持つ事がわかる:

Z1−loop =
det(Ofermion)

det(Oboson)
. (6.12)
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ここでボソン部分とフェルミオン部分の因子の入り方が逆である要因は、それぞれの統計性
の違いによる Gauss積分の結果である。さらにこの行列式を議論する際に評価すべき量は
|∇mϕ|2、iψγm∇mψの微分演算子である。1-ループ行列式はGauss積分に帰着され係数等
は無視して次の様に具体的に実行可能である:∫

DϕDϕ e−
∫
dnx

√
g|∇mϕ|2 ' 1

det(−∇2)
, (6.13)∫

DψDψ e−
∫
dnx

√
giψγm∇mψ ' det(−iγm∇m). (6.14)

したがって、1-ループ行列式の評価はあとは各演算子の固有値問題へと帰着された事を意味
する。これらの固有値を評価すれば上記の 1-ループ行列式を計算する為の準備は整うので具
体的に評価出来る事になる。

ここでは具体的に議論を行う為に 2次元を考え、理論が定義されている多様体としては共
形平坦な多様体である S2を考える事にする。またここで取り扱う演算子としてはスカラー
場に対するKlein-Gordon演算子 |∇mϕ|2に注目する。S2上の ϕは球面調和関数 Yjm(θ, φ)

を用いてモード展開する事が可能であるので、具体的にKlein-Gordon演算子の固有値を評
価する事が出来る:

−∇2Yjm(θ, φ) =
j(j + 1)

r2
Yjm(θ, φ). (6.15)

ここでは議論の本質を捉えるために最も簡略化された状況下の演算子としてゲージ対称性の
下で中性で Lorentzの下でスカラーとして振る舞う ϕに対して固有値を評価した。しかし固
有値の評価の仕方に関して本質的にはこれで全てである。あとは各多重項毎のゲージ対称性
の下での表現ないし電荷、や Lorentz対称性の下での表現を気にして扱いを個別に変えるだ
けである。詳細は付録 Cを参照されたい。

6.2 曲がった多様体上の超対称性
超対称局所化を用いて指数や分配関数等を評価する際には、赤外発散を取り除く為に理論

に典型的なスケールを導入する事が必要になる。これは理論をコンパクトな多様体上に定義
する事によって実現される。したがって、この章からは平坦空間上で構築した超対称不変な
理論をコンパクト多様体M上に定義する事を目標として解説する。

Minkowski空間 R1,d−1からWick回転によって平坦な Euclid空間 Rd上でラグランジア
ンが得られたとする。ここでは超対称局所化を実行する事を目的として、理論をコンパクト
多様体M上で定義したいので、M上で超対称性を保つ事を要請する。一般に、ある多様
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体が超対称性を保つかどうかという問いは非自明な問題である事に注意しなければならな
い。ここでは超対称性を保つ様な多様体のみを考える。
M上で超対称性を考えるために、非常に素朴な理論の変更を考えてみる事にする。つま

り Rdにおける計量や微分演算子をM上の物に変える:

ηmn −→ gmn, ∂m −→ ∇m, ∂mϵ = 0 −→ ∇mϵ = 0. (6.16)

ここで最後の式に関して言及すると、平坦空間上の定数スピノル ∂mϵ = 0をM上における
共変的定数スピノル∇mϵ = 0に変更した事を意味する。しかし、∇mϵ = 0はMの計量や
トポロジーに非常に強い制限を課してしまっている。∇mϵ = 0を仮定すると [∇m,∇n]ϵ =

Rmn
abγabϵ = 0となるので、これらを満たす可能な多様体はRicci平坦でなければならない

事になる。これは 2次元であれば T 2、3次元は T 3、4次元でも T 4もしくはK3に絞られて
しまうので条件として厳し過ぎる。したがってコンパクト多様体上の超対称性を議論する際
には超対称性変換のパラメーターである ϵを注意深く扱う必要がある。
一般的に、平坦空間上の超対称性を曲がった多様体上に定義する際の手続きとしては大き

く次の 2つのアプローチが存在する:

1. 超重力理論的手法

この超重力理論アプローチは Seiberg et.al. [28,29]によって確立された定式化である。
詳細には踏み込まずに概要を説明する。まず平坦空間Rd上で超対称不変な理論L0を
考える。この L0は理論が持つ対称性からエネルギー運動量テンソル Tmn、超対称性
カレント Smα、R-対称性カレント Jm等を含む。次に L0の対称性をゲージ化する事
を考える。この手続きは具体的には背景場として超重力多重項を理論に結合させる事
を意味する:

L0 =⇒ L0 + Tmngmn + SmαΨmα + JmAm + · · · . (6.17)

この時重力多重項は理論が持つ対称性に応じて変わるが、ここではグラビトン g、グ
ラビティーノΨ、R-対称性ベクトルAをあらわにした。この変形した理論にさらに背
景場である重力多重項 {g,Ψ, A, · · · }に対する運動項を追加する事で出発点の理論 L0
は超重力理論となる。次に Killingスピノル方程式を考える。アイソメトリーに対す
るKillingベクトル方程式の導出を思い出すと、変換に対して gmnが不変である事を
要請した事から得られた。これと同じ様にグラビティーノΨmに対する局所超対称性
変換をゼロとセットする、すなわち局所超対称性変換の下で不変である事を要請する
事で一般化されたKillingスピノル方程式が得られる:

δΨm = 0 =⇒ ∇mϵ+ (auxiliary field) = 0. (6.18)
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最後に rigid limit — Newton定数をゼロにする — をとる。ただし、この時に背景場
は一般化されたKillingスピノル方程式を保つ様に固定されており、この超対称性条件
を保つように極限操作を実行する。この rigid極限によって理論から超重力多重項が
フリーズアウトし、曲がった多様体M 上の超対称性を得ることができる。

この手法は非常に一般的な取り扱いを実現しており、尚且つ機械的な手順を踏む事で
曲がった多様体上の超対称不変な理論を構成する事が出来るので強力である。一方で、
この手続きのポイントは超重力理論を構成する点である。故に超重力理論を介する事
による技術的な困難を伴う。

2. 逐次的構成法

この手法は上記の超重力理論の手続きに比べると共形平坦多様体というある程度限ら
れたクラスの多様体に対して適用する事が出来る [32–34]。計量に注目する事で平坦空
間 RdはWeyl変換によって共形平坦多様体Mdに移る事ができる事が直ちにわかる:

ds2Rd = dρ2 + ρ2dΩd−1
Weyl map
=⇒ r2(dθ2 + sin2 θdΩd−1) = ds′2Sd . (6.19)

したがってこの関係を用いる事によって、平坦空間上の超対称性からWeyl変換によっ
て共形平坦多様体上の超対称性を構築し、この共形平坦多様体上の超対称性の下で不
変な理論を構成する事が可能となる。この時に超対称性の変換パラメーターがWeyl変
換の下で共変的に振る舞う必要がある。また共形平坦多様体M上の超対称性の下で不
変な理論を構築する為にはRicci曲率ないし Sdの半径の様な典型的なスケールを用い
てオーダー毎に出発点の平坦空間上の理論L0に対するO(1/r), · · · ,O(1/rd)という補
正項を決めていく。以下の章ではこの逐次的な手続きについて説明する。この手続き
に関して注意がいくつかある。共形平坦多様体より一般の多様体に対してこの手続き
を適用した際には超対称性を保てない多様体も存在するので、有限の手続きで実行可
能か否か等の上手くいく保証がない。また、ラグランジアンや超対称性変換等を共形
Killingスピノル方程式の下で変形しなければならないので、2次元程度ではO(1/r2)
で済むので現実的だが、高次元になればなるほど膨大な計算コストがかかる。本研究
では S2を取り扱っているので以下では 2次元に注目する。

6.3 共形Killingスピノル
ここでは共形平坦多様体上に超対称不変な理論を定義することを考える。この目標のため

にまず [32, 61]に基づいて、Weyl変換の下で共変的な超対称性変換のパラメーターである
共形Killingスピノルに関して解説するところから始める。

– 76 –



6.3. 共形KILLINGスピノル

平坦空間における超対称性変換のパラメーター ϵは定数スピノルである。これはすなわち
以下の様に記述されることを意味している:

定数スピノル : ∂mϵα = 0. (6.20)

この式自体は非常に自明な関係であるが、この式の捉え方を変えるという点が重要なのであ
る。上記の定数スピノルの式を、平坦空間上の超対称性もしくはその変換パラメーターに対
する条件式と捉える事も出来るということである。つまりベクトル添字を 1つとスピノル添
字を 1つ持つ量がゼロでありなさいと捉え直すという事である。上記の定数スピノルの式は
既約分解するとスピン 1

2 成分とスピン 3
2 成分が存在する事がすぐわかる。すなわち上記の

定数スピノルの式はそれらの成分に対してゼロを課している事を意味する:

∂mϵα = 0 ⇐⇒ [∂mϵα] 1
2
= 0, [∂mϵα] 3

2
= 0. (6.21)

この様に平坦空間上の上記の定数スピノルの式は条件として非常に強い制限を課している。
実際この制限はWeyl変換の下においてスピン 1

2 成分が不変では無い。したがって平坦空間
上の定数スピノルの式をWeyl変換の下で共変的に振る舞う部分に注目して条件緩める事を
考える。
平坦空間上で [∂mϵα] 1

2
= [∂mϵα] 3

2
= 0を課しているが、スピン 1

2 成分はWeyl変換の下で
共変的では無いので共形平坦多様体上では [∂mϵα] 1

2
6= 0である事を意味する。一方でスピン

3
2 成分は共変的に振る舞い共形平坦多様体上においても [∂mϵα] 3

2
= 0を保っている事を意味

する。すなわちスピン 3
2 成分さえゼロであればWeyl変換の下で共変的な超対称性を構成す

る事が出来るわけである。したがって定数スピノルの条件を緩め、共形平坦多様体上の超対
称性に対して次の制限を課す:

[∂mϵα] 3
2
= 0. (6.22)

この制限は構成から明らかな様にWeyl変換の下で共変的である。またこの制限はスピン 1
2

成分はノンゼロである事を意味する。そこでスピン 1
2 成分を以下の様に選ぶとすると以下の

様に記述される∗:

∇µϵ =
i

2r
γµϵ. (6.23)

これが共形Killingスピノル方程式 (conformal Klling spinor equation)である。以降では超
対称性変換のパラメーターはこの共形Killingスピノル方程式を満たす共形Killingスピノル
とする。

∗この共形 Killingスピノルは SU(2|1)A 超対称性を実現する。この超対称代数は超共形代数の部分代数とし
て実現される [33, 53]。
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6.4 共形平坦多様体上の超対称理論
一般に共形変換の下で同一視される共形平坦多様体上の超対称性変換は、R2の平坦空間

上の超対称代数からWeyl変換に対する共変化によって得ることができる。ここではWeyl

共変化の一般的な処方箋を解説する [15, 32–34, 61]。この手続きは以下で見るように超対称
性変換を具体的に補正する事によって実行される。つまり考えている次元によってClifford

代数等の状況が変わってしまうので各状況ごとに議論が異なってくる。この事からここでは
具体的な本論に直接関係する議論を進める為に 2次元の状況におけるカイラル多重項を考え
る。カイラル多重項かベクトル多重項かの様な違いは本質的な問題では無く、超対称性変換
に含まれる微分項に注目する点が本質的であり、スカラー場とスピノル場の微分項しか現れ
ない。したがってこれらの状況における超対称性変換を以下に与える:

δϕ = ϵψ,

δψ = iγmϵ∇mϕ+ ϵF,

δF = iϵγm∇mψ.

(6.24)

この超対称性変換において、微分を含まない項はWeyl変換のパラメーターに微分が当たら
ないので、そのままWeyl変換の下で共変的である。したがって、超対称性変換のパラメー
ターを平坦空間上の定数スピノルから共形Killingスピノルに置き換えるだけで良い。一方、
微分を含む項に関してはWeyl共変化を実行する必要がある。まず γmϵ∇mϕに注目する。ϕ
のWeyl変換を ϕ → e∆ϕαϕ、パラメーター ϵは ϵ → e

1
2
αϵとして、この項のWeyl trans.は

以下の様になる:

γmϵ∇mϕ→ e(∆ϕ+
1
2
)α
[
γmϵ∇mϕ+∆ϕγ

mϵ(∇mα)ϕ
]
. (6.25)

この超対称性変換に含まれる微分項 γmϵ∇mϕを共変的にする為に、変換パラメーターの微
分項である γm∇mϵが特にスピン接続を考慮してWeyl変換の下で

γm∇mϵ→ e
1
2
α

[
γm∇mϵ−

d

2
γmϵ(∇mα)

]
, (6.26)

と変換される事を用いる。このパラメーターの微分項を組み合わせる事によって以下の様に
共変的にする事が可能となる:

γmϵ∇mϕ+
2∆ϕ

d
γm∇mϵϕ→ e(∆ϕ+

1
2
)α

[(
γmϵ∇mϕ+∆ϕγ

mϵ(∇mα)ϕ
)
+
(
γm∇mϵ−∆ϕγ

mϵ(∇mα)ϕ
)]

= e(∆ϕ+
1
2
)α
[
γmϵ∇mϕ+ γm∇mϵϕ

]
. (6.27)

次にフェルミオンの微分項に注目する。上記のスカラーの微分項と同様に補助場の超対称
性変換に含まれるフェルミオンの微分項 ϵγm∇mψは以下の様に変換される:

ϵγm∇mψ = e(∆ψ+
1
2
)α

[
(ϵγm∇mψ) +

(
∆ψ −

d− 1

2

)
(∇mα)(ϵγmψ)

]
. (6.28)
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ここで∆ψはWeylウェイトである。この変換に対しても変換パラメーターの微分項 γm∂mϵ

を組み合わせることで以下の様になる:

ϵγm∇mψ +
2

d

(
∆ψ −

d− 1

2

)
∇mϵγmψ = e(∆ψ+

1
2
)α

[
(ϵγm∇mψ) +

2

d

(
∆ψ −

d− 1

2

)
∇mϵγmψ

]
.

(6.29)

以上のことから、共形平坦多様体上の超対称性変換は平坦空間上の超対称性変換に含まれ
る微分項をWeyl共変にする事によって構成することができる:

γmϵ∇mϕ =⇒ γmϵ∇mϕ+
2∆ϕ

d
γm∇mϵϕ (6.30)

ϵγm∇mψ =⇒ ϵγm∇mψ +
2

d

(
∆ψ −

d− 1

2

)
∇mϵγmψ. (6.31)

実際に使用するデータをまとめる [33, 53]:

multiplet

U(1)V

U(1)A

∆

V

Am σ̂ λ λ D

0 0 1 −1 0

0 −1 1 1 0

0 1 3
2

3
2 2

Φ

ϕ ϕ ψ ψ F F

q −q q − 1 −(q − 1) q − 2 −(q − 2)

0 0 1 −1 0 0

q
2

q
2

q+1
2

q+1
2

q+2
2

q+2
2

twisted chiralに関するデータは [25]を参照。

これまでの議論によって一般の共形平坦多様体上の超対称性変換のパラメーターに関する
取り扱いができる様になった。つまり平坦空間上における超対称代数をWeyl変換の下で共
変的に振る舞う様にした。最後に、当初の目的であった一般の共形平坦多様体上の超対称不
変な理論の構成を解説する [32–34]。
まず平坦空間上の超対称性変換の定数パラメーターを用いて構成された超対称不変な理論
LRが与えられているとする。この平坦空間上の超対称性変換の定数パラメーターを用いた
超対称性変換を δRと記述するとこの理論は定義より以下を満たす:

LR =⇒ δRLR = 0. (6.32)

次に上記の手続きによって平坦空間上の超対称性変換に対してWeyl共変化を実行し、その
変換パラメーターすなわち共形Killingスピノルを用いた超対称性変換を δSと記述する。こ
の δS を用いて、平坦空間上の LRに超対称性変換を実行する事を考える。これは当然 δS の
下で不変にはならない:

LR =⇒ δSLR 6= 0. (6.33)
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これは意味を成さない訳では無い。変換後の右辺の δSLR 6= 0の部分に注目する。極めて煩
雑な計算を経て、この不変にならない部分を共形Killing方程式を用いて変形する事で以下
の形に帰着させる事が出来る:

LR =⇒ LR +
1

r
δS(· · · ) +

1

r2
δS(· · · ) + · · · . (6.34)

この式変形において重要なポイントは、不変にならない部分は共形平坦多様体上の超対称性
変換によって括り出すことが出来る形に帰着するという点である。ここで右辺のO(1/r)の
次数は考えている多様体の次元に依存するので、ここでは一般的に扱っている。具体的に 2

次元であればO(1/r)、O(1/r2)までで終わる。
したがってこの右辺の形から共形平坦多様体上の超対称不変な理論 LS を次の様に定義

する:

LS := LR −
1

r
(· · · )− 1

r2
(· · · ) + · · · . (6.35)

これらの構成法から明らかな様に LS は共形平坦多様体上の超対称性変換の下で不変なラグ
ランジアンである:

LS =⇒ δSLS = 0. (6.36)

ここまでは一般論を展開してきたので、具体的に本研究にて使用する GLSM for KK5-

braneに対して同じ手続きを行う。本研究では次の共形 Killingスピノル方程式を用いてい
る [53, 55,62,63]:

∇mϵ =
i

2r
γmϵ , ∇mϵ =

i

2r
γmϵ , (6.37)

今議論してきた様に、この方程式は平坦空間上の超対称性における定数スピノルから条件を
緩める事によって得られる。これまで議論してきた様にWeyl共変化を施し、条件方程式を
満たす共形Killingスピノルを用いて共形平坦多様体上の超対称性変換を構成することがで
きる [15,32–34]。この様にして得られる超対称性変換は次で与えられる。ベクトル多重項に
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対しては以下である:

δσ =
1

2
(ϵλ− λϵ) ,

δη = − i
2
(ϵγ3λ− λγ3ϵ) ,

δAm = − i
2
(ϵγmλ− λγmϵ) ,

δλ = iγ3ϵ
(
F1̂2̂ −

η

r

)
−ϵ
(
D +

σ

r

)
+iγmϵ∇mσ − γ3γmϵ∇mη ,

δλ = iγ3ϵ
(
F1̂2̂ −

η

r

)
+ϵ
(
D +

σ

r

)
−iγmϵ∇mσ − γ3γmϵ∇mη ,

δD = − i
2
(∇mλγmϵ+ ϵγm∇mλ)−

1

2r
(ϵλ− λϵ) ,

(6.38)

同様にしてゲージ群の下で電荷を持ったカイラル多重項のに対して書き下すが、ここでは一
般に U(1) R-対称性の下での電荷を qとして与える:

δϕ = ϵψ,

δϕ = ψϵ,

δψ =
(
iγmDmϕ+ iσϕ+ γ3ηϕ−

q

2r
ϕ
)
ϵ+ ϵF,

δψ =
(
iγmDmϕ+ iϕσ − γ3ϕη −

q

2r
ϕ
)
ϵ+ Fϵ,

δF = ϵ
(
iγmDmψ − iσψ + γ3ηψ +

q

2r
ψ − iλϕ

)
,

δF = ϵ
(
iγmDmψ − iψσ − γ3ψη +

q

2r
ψ + iϕλ

)
.

(6.39)

ここでDmは全ての接続すなわちスピン接続およびゲージ接続を含んだ微分である。具体的
にGLSM for KK5-ブレーンのカイラル多重項Q, Q̃,Γのスカラー場に対して共変微分を書
き下しておく:

Dmq = ∇mq + iAmq , Dmq̃ = ∇mq − iAmq , Dmγ
4 = ∇mγ4 +

√
2Am . (6.40)

上記の共形Killingスピノルを用いて共形平坦多様体上のラグランジアンを構成すると以
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下の様になる†:

LΣ =
1

2

(
F1̂2̂ −

η

r

)2
+
1

2

(
D +

σ

r

)2
+
1

2
(∇σ)2 + 1

2
(∇η)2 + i

2
λγm∇mλ ,

LΦ = |∇ϕ|2 + |DΦ|2 − iλ̃γm∇mλ̃−
1

r
λ̃λ̃ ,

L
Q̃
= |Dmq̃|2 + (σ2 + η2)|q̃|2 + |F̃ |2 + iD|q̃|2 + i(q̃ψ̃λ− q̃λψ̃)− iψ̃γmDmψ̃ + iψ̃(σ + iγ3η)ψ̃ ,

LQ = |Dmq|2 + (σ2 + η2)|q|2 + |F |2 − iD|q|2 − i(qψλ− qλψ)− iψγmDmψ − iψ(σ + iγ3η)ψ ,

LΓ =
1

g2

[1
2
(∇mr3)2 − iχ̃γm∇mχ̃

]
+g2

[1
2
(Dmγ

4)2 + |GΓ|2
]

+
g2

2
(σ2 + η2) + i

√
2r3D + i

[
χ̃γ3λ+ λγ3χ̃

]
,

LΨ =
1

2
(∇mr1)2 +

1

2
(∇mr2)2 + |G|2 − iχγm∇mχ ,

L
Q̃ΦQ

= i
√
2
[
ϕ(qF̃ + q̃F ) + ϕ(qF̃ + q̃F ) + qq̃DΦ + qq̃DΦ

]
− i
√
2
[
(ϕψ̃ψ + ϕψ̃ψ) + (qλ̃ψ̃ + qλ̃ψ̃) + (q̃λ̃ψ + q̃λ̃ψ)

]
,

LΨΦ = i
[√

2ϕG+
√
2ϕG+ (r1 + ir2)DΦ + (r1 − ir2)DΦ

]
−i
√
2
[
χλ̃+ χλ̃

]
,

LsΦ = −i
√
2
[
sDΦ + sDΦ

]
, LtΣ = −i

√
2
[
t1D − t2F1̂2̂

]
,

(6.41)

最後にこのラグランジアンに関していくつかコメントする。このラグランジアンはN = (2, 2)

超対称性の下で不変であるが、N = (4, 4)超対称性をマニフェストには保てていない事に注
意が必要である。この事は具体的に (Σ,Φ)から構成されるベクトル多重項部分に注目する
と SU(2)R-対称性をマニフェストに出来ていない点から読み取れる。しかし当然ながら平坦
空間極限 r →∞でN = (4, 4)対称性は回復する。また、コンパクトな多様体上で超対称性
を保っているので、超対称局所化は実行可能である。

6.5 Q-完全変形
6.1章で解説した様に、超対称局所化を実行する為には以下の様にQV -項を追加する事に

よって経路積分を変形する必要がある:

Z0 =

∫
DΦ e−S[Φ] =⇒ Z[t] =

∫
DΦ e−S[Φ]−tQV [Φ]. (6.42)

この経路積分の変形に用いたQV [Φ]によって、超対称局所化における鞍点が定義され、経
路積分に寄与する場の配位が決定されるのである。したがってここではQV -項について触
れる。

†このラグランジアンのベクトル多重項とカイラル多重項の規格化は [53]を採用している。
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まず超対称局所化を実行する超対称電荷を以下の様に選ぶ [53]:

Q := Q+Q†, Q := ϵαQα, Q† := ϵcαQ†
α . (6.43)

ここで ϵc := Cϵ∗, ϵは共形Killingスピノルの解を用いている事に注意すると、演算子Qは
Grassmann奇である。この時スピノルはψ = C(ψ†)T , ϕ = ϕ†と書き換えている (付録D参
照)。またこの時共形Killingスピノル方程式の解の性質から ϵ†ϵ = 1として、ψ†に関しては
ψ†ψ = ψ†Cψ,ψ†γmψ = ψ†Cγmψと縮約をとっている。
次に今導入した超対称局所化を実行する超対称電荷Qを用いてQ-完全変形項QV を構成

する。ベクトル多重項及び一般のカイラル多重項に対しをQ-完全変形項以下で与える [55] :

QVvector =
1

4
Q
[
(Qλ)λ+ λ†(Qλ†)

]
,

QVchiral =
1

2
Q
[
(Qψ)ψ + ψ†(Qψ†)

]
+
q − 1

2r
Q
[
ϕ†(Qϕ†)− (Qϕ)ϕ

]
. (6.44)

ここで (· · · )の演算は c数に関してはエルミート共役として作用し、場に関してはΦ→ Φ†、
(Φ†) = Φである。
以下で各超対称多重項に関して詳細を議論する。ベクトル多重項 (σ, η, λ,A,D)に対して

具体的にQV を計算すると以下が得られる:

QV b
vector =

1

2
(ϵ†ϵ)

(
F1̂2̂ −

η

r

)2
+
1

2
(ϵ†ϵ)

(
D +

σ

r

)2
+
1

2
(ϵ†ϵ)(∇mσ)2 +

1

2
(ϵ†ϵ)(∇mη)2 , (6.45)

QV f
vector =

i

4
(∇mλ†γmλ)(ϵ†ϵ)−

i

4
(λ†γm∇mλ)(ϵ†ϵ) , (6.46)

ここで b、f はボソン部分、フェルミオン部分を示すラベルとして記述してる。
次に一般のU(1)ゲージ対称性の下で電荷を持つカイラル多重項 (ϕ, ψ, F )、但しR-対称性

の電荷 qに対しては以下である:

QVψ :=
1

2
Q
[
(Qψ)ψ + ψ†(Qψ†)

]
, QVϕ := Q

[
ϕ†(Qϕ†)− (Qϕ)ϕ

]
. (6.47)

QV b
ψ = (ϵ†ϵ)

[
|Dmϕ|2 + ϕ†σ2ϕ+ ϕ†η2ϕ+

q2

4r2
ϕ†ϕ+ |F |2

]
+ i

1− q
r

(ϵ†γmϵ)ϕ†Dmϕ+ (ϵ†γ3ϵ)
[2− q

r
ϕ†ηϕ− ϕ†F12ϕ

]
−i(ϵ†γ3γmϵ)ϕ†Dmηϕ ,

(6.48)

QV f
ψ = (ϵ†ϵ)

[ i
2
Dmψ

†γmψ − i

2
ψ†γmDmψ + iψ†σψ − ψ†ηγ3ψ − 3i

4
ϕ†λ†ψ +

3i

4
ψ†λϕ− 1

2r
ψ†ψ

]
+ i(ϵ†γmϵ)

[ i
2
εmn(D

nψ†γ3ψ + ψ†γ3Dnψ) +
1

4
ϕ†λ†γmψ −

1

4
ψ†γmλϕ−

iq

2r
ψ†γmψ

]
+ i(ϵ†γ3ϵ)

[1
2
Dmψ

†γ3γmψ +
1

2
ψ†γ3γmDmψ +

1

4
ϕ†λ†γ3ψ −

1

4
ψ†γ3λϕ−

i(q + 1)

2r
ψ†γ3ψ

]
− i

4
(ϵγmϵ)ψ†γmλ

†ϕ+
i

4
(ϵ†γmϵc)ϕ†λγmψ −

i

4
(ϵγ3ϵ)ψ†γ3λ

†ϕ+
i

4
(ϵ†γ3ϵc)ϕ†λγ3ψ,

(6.49)
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QV b
ϕ = 2(ϵ†ϵ)

(
iϕ†σϕ− q

2r
ϕ†ϕ
)
+2i(ϵ†γmϵ)ϕ†Dmϕ+ 2(ϵ†γ3ϵ)ϕ†ηϕ , (6.50)

QV f
ϕ = −(ϵ†ϵ)(ψ†ψ) + i(ϵ†γ3ϵ)i(ψ

†γ3ψ) + i(ϵ†γmϵ)i(ψ
†γmψ) . (6.51)

したがってQV 項は次の様にまとまる:

QV b
chiral = (ϵ†ϵ)

[
|Dmϕ|2 + ϕ†σ2ϕ+ ϕ†η2ϕ+ i

q − 1

r
ϕ†σϕ− q(q − 2)

4r2
ϕ†ϕ+ |F |2

]
+ (ϵ†γ3ϵ)ϕ†

(η
r
− F1̂2̂

)
ϕ− i(ϵ†γ3γmϵ)ϕ†(Dmη)ϕ , (6.52)

QV f
chiral = (ϵ†ϵ)

[ i
2
Dmψ

†γmψ − i

2
ψ†γmDmψ + iψ†σψ − ψ†ηγ3ψ − 3i

4
ϕ†λ†ψ +

3i

4
ψ†λϕ− q

2r
ψ†ψ

]
+ i(ϵ†γmϵ)

[1
4
ϕ†λ†γmψ −

1

4
ψ†γmλϕ

]
+i(ϵ†γ3ϵ)

[1
4
ϕ†λ†γ3ψ −

1

4
ψ†γ3λϕ

]
− i

4
(ϵγmϵ)(ψ†γmλ

†)ϕ+
i

4
(ϵ†γmϵc)ϕ†(λγmψ)−

i

4
(ϵγ3ϵ)(ψ†γ3λ

†)ϕ+
i

4
(ϵ†γ3ϵc)ϕ†(λγ3ψ) .

(6.53)

上記で構成したQV -項によって超対称局所化における鞍点が決定され、Coulombブラン
チ配位QV = 0が与えられる:

F1̂2̂ =
η

r
, D = −σ

r
, σ = η = constant, λ = 0 . (6.54)

ϕ = ψ = F = 0 . (6.55)

6.6 1-ループ行列式
最後に超対称局所化における 1-ループ行列式を、GLSM for KK5-ブレーンに含まれる全

ての超対称多重項に対して実行する。この時の計算手法は [53]に従う事にする。

6.6.1 カイラル多重項Ψ

カイラル多重項Ψに対する鞍点上におけるQV -項は以下で与えられる:

QVΨ =
1

2
(∇mr1)2 +

1

2
(∇mr2)2 − iχ†γm∇mχ+ |G|2 . (6.56)

場の展開は以下で与えられる:

r =
1√
t
r̂ , χ =

1√
t
χ̂ , G =

1√
t
Ĝ , (6.57)

ここで標的空間の座標に対応する実スカラー場を複素スカラー場に組み直し r := 1√
2
(r1+ir2)

としてここでは取り扱う事にする。基本的に全ての 1-ループ行列式は球面調和関数を用い
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たGaussian積分によって実行される。したがってゲージ中性のカイラル多重項に関する 1-

ループ行列式は自明となり定数因子を与えるだけである:

ZΨ = const. . (6.58)

ここで標的空間の座標に対応するスカラー場 rに関するゼロモード r0、r0について触れて
おく。このゼロモード積分は実行されなければならないが、この時に注意する必要がありポ
テンシャル項に存在する次の項及び随伴表現カイラル多重項に存在する補助場の “ゼロモー
ド”を用いて実行可能である:∫

[dDΦ,0][dDΦ,0][dr0][dr0] e
i
√
2(r0−s)DΦ,0+i

√
2(r0−s)DΦ,0−|DΦ,0|2 = 1 . (6.59)

ここで数係数は重要では無いので、経路積分測度等の再定義に押し付ける事が可能で無視す
る事にする。

6.6.2 随伴表現カイラル多重項Φ

随伴表現カイラル多重項に対するQV 項は以下で与えられる:

QVΦ = |∇ϕ|2 − iλ̃†γm∇mλ̃−
1

r
λ̃†λ̃+ |DΦ|2 . (6.60)

場の展開は以下で与えられる:

ϕ =
1√
t
ϕ̂, λ̃ =

1√
t

̂̃
λ , DΦ =

1√
t
D̂Φ . (6.61)

随伴表現カイラル多重項はゲージ 1重項なので直ちにGauss積分を実行出来てしまう。
ここでもスカラー場のゼロモード ϕ0、ϕ0に関して触れておく。ゲージ中性なカイラル多

重項に属している補助場Gのポテンシャル項に注目し、Gの “ゼロモード”を用いる事で随
伴表現カイラル多重項のスカラー場のゼロモードは処理出来る:

ei
√
2ϕ0G0+i

√
2ϕ0G0−|G0|2 . (6.62)

次はフェルミオンに注目し、次の様な行列として表したフェルミオンに作用する演算子
O
λ̃
を考える:

QVΦ 3 −iλ̃†γm∇mλ̃−
1

r
λ̃†λ̃ =: λ̃†O

λ̃
λ̃, (6.63)

ここでO
λ̃
は以下で与えられる‡:

O
λ̃
=

 −1
r −2i∇+

2i∇− +1
r

 . (6.64)

‡D± := (D1 ∓ iD2)/2の notationを用いる
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この演算子O
λ̃
に作用するスピン球面調和関数は Y

1
2
j,m, Y

− 1
2

j,m である。ここでも随伴表現カイ
ラル超場はゲージ 1重項である事によってフェルミオンに対するスピン球面調和関数のスピ
ンはモノポール効果によりずれること無く評価出来る。よって 1-ループ行列式は以下で与え
られる§:

Det O
λ̃
=
∏
j= 3

2

(
j +

3

2

)2j+1(
j − 1

2

)2j+1

. (6.65)

これらの結果から随伴表現カイラル多重項に対する 1-ループ行列式は以下の様に自明となる:

ZΦ = const. . (6.66)

ここでフェルミオンゼロモードに関して言及する。上記のフェルミオンに対する 1-ループ行
列式には j = 1

2 にゼロモードが存在するが、経路積分測度に λ̃0, λ̃
†
0を組み込んで再定義する

事で処理をしている。

6.6.3 U(1)電荷を持つカイラル多重項 Q̃, Q

ここではゲージ電荷を持つカイラル多重項である Q̃, Qを扱うが、基本的に注目するのは
Q̃だけにする。なぜなら Q̃, Qはゲージ電荷が±1で反転するだけなので Q̃の結果でベクト
ル多重項と結合する項の寄与のみ符号をフリップさせるだけでQの結果を得る事ができる。

ゲージ電荷を持つカイラル多重項 Q̃に対する鞍点上において評価したQV は以下で与え
られる:

QV
Q̃
= |Dmq̃|2 + (σ20 + η20)|q̃|2 −

iσ0
r
|q̃|2 + |F̃ |2 − iψ̃†γmDmψ̃ + iψ̃†(σ0 + iγ3η0)ψ̃ .

(6.67)

場の展開は以下で与えられる:

q̃ =
1√
t
̂̃q, ψ̃ =

1√
t

̂̃
ψ, F̃ =

1√
t

̂̃
F . (6.68)

以下では記法を簡略化する為に̂を省略する。補助場である F̃ は独立に存在するので直ちに
Gauss積分を実行する事ができる。
ここから具体的にゲージ電荷を持つカイラル多重項に対する 1-ループ行列式を評価して

く訳だが、まずスカラー場に注目し、そのスカラー場に作用する演算子Oq̃を以下の様に書
き下す:

QV
Q̃
3 |Dmq̃|2 + (σ20 + η20)|q̃|2 −

iσ0
r
|q̃|2 =: q̃†Oq̃ q̃, (6.69)

§この演算子を行列表示する際にはスピノル添字を標準位置に直す際のイプシロンテンソルないし荷電共役
行列の寄与を考慮する必要がある [53]。
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Oq̃ = −DmD
m − iσ0

r
+ σ20 + η20 , (6.70)

ここでゲージ電荷を持つカイラル多重項におけるスカラー場は当然ゲージ電荷を持つので、
スカラー場ではあるが球面調和関数はモノポール効果によって有効スピンを持つ。詳細は付録
Cに記載しているが、モノポール電荷によって有効スピンが次の様に与えられる seff = 0−m

2。
このスピンのずれによってスカラー場は有効スピンを用いてスピン球面調和関数によって展
開される。ベクトル多重項の鞍点のVEVは F1̂2̂ =

η0
r = m

2r2
及びm ∈ Zである。

縮重度を考慮してゲージ電荷を持つスカラー場の 1-ループ行列式は以下の様に計算でき
る¶:

Oq̃ =
1

r2

[{
j(j + 1)− s2eff

}
−iσ0 + (σ0)

2 +
m2

4

]
=

1

r2

[
j − iσ0

][
j + 1 + iσ0

]
.

Det Oq̃ =
∞∏

j=
|m|
2

(
j − iσ0

)2j+1(
j + 1 + iσ0

)2j+1
. (6.71)

次にフェルミオンに注目する。上記のスカラー場の議論と同様にフェルミオンに作用する
演算子O

ψ̃
に注目し以下の様に行列表示で書き下すが、D± := (D1 ∓ iD2)/2の記法を使用

している:

QV
Q̃
3 −iψ̃†γmDmψ̃ + iψ̃†(σ0 + iγ3η0)ψ̃ =: ψ̃†O

ψ̃
ψ̃, (6.72)

O
ψ̃
=

 iσ0 − m
2 −2iD+

2iD− −iσ0 − m
2

 . (6.73)

1. 1
2 + |m|

2 ≤ j

まずフェルミオンのスピン球面調和関数が全て存在する状況を考える。この時にこの
演算子の固有値を評価し行列式を評価する:

O
ψ̃
=

1

r

 iσ0 − m
2 −2iD+

2iD− −iσ0 − m
2

 . (6.74)

詳細は付録 Cを参照:

D+Y
− 1

2
−m

2 =

√(
j + 1

2

)2
−m2

4

2r
Y

1
2
−m

2 , (6.75)

D−Y
1
2
−m

2 =

√(
j + 1

2

)2
−m2

4

2r
Y

1
2
−m

2 . (6.76)

¶D0 = −σ0
r
, 随伴表現スカラー場 σ, η は質量次元が 1なので鞍点上でで σ = σ0

r
, η = m

2r
である。
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縮重度に注意してOψ の行列式の結果は以下の様になる:

Det Oψ =
∞∏

j=
|m|
2

+ 1
2

(
j +

1

2
− iσ0

)2j+1(
j +

1

2
+ iσ0

)2j+1
. (6.77)

2. j = |m|
2 −

1
2

次にフェルミオンのスピン球面調和関数の片方の成分がゼロとなる状況の 1-ループ行
列式を議論する。この状況では演算子のランクは 1になる。具体的に 1 ≤ m = 2及び
j = 1

2 の状況を考えてみる。すると固有値は次の様になる: Y
− 1

2
l,m

Y
− 3

2
l,m

 =

 Y
− 1

2
l,m

0

 =⇒ (eigenvalue) = iσ0 −
m

2
= iσ0 −

|m|
2
. (6.78)

同様にm = −2 ≤ −1、j = 1
2 を考えてみると次の様になる: Y

3
2
l,m

Y
1
2
l,m

 =

 0

Y
1
2
l,m

 =⇒ (eigenvalue) = −iσ0 −
m

2
= −iσ0 +

|m|
2
. (6.79)

最後にm = 0の時は j < 0となる様に見えるが、そもそも jは |seff | ≤ jなので 1
2 ≤ j

より小さくなる事は無い。したがって縮重度を考慮して 1-ループ行列式は以下の様に
なる:

Det Oψ = (−1)⌊m⌋
(
|m|
2
− iσ0

)|m|
. (6.80)

ここで bmcはガウス関数である。

これまでの議論及び結果からフェルミオン部分の 1-ループ行列式は次で与えられる:

Det Oψ =

∞∏
k=

|m|
2

(
k − iσ0

)2k(
(k + 1) + iσ0

)2k+2
. (6.81)

最終的にゲージ電荷を持つカイラル多重項に対する 1-ループ行列式は次の様に得られる Q̃

(Q = +1, q = 0)、Q (Q = −1, q = 0) :

Z
Q̃
=

Γ
(
−m+nf

2 − i(σ0 + σf )
)

Γ
(
1− m+nf

2 + i(σ0 + σf )
) , ZQ =

Γ
(
m+nf

2 + i(σ0 + σf )
)

Γ
(
1 +

m+nf
2 − i(σ0 + σf )

) . (6.82)

ここで nf , σf はフレーバー対称性に対するツイステッド質量である [33, 53,65,66]。
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6.6.4 ゲージ多重項Σ

ゲージ多重項のQV -項及びゴーストセクターのラグランジアンは以下で与えられる:

QVΣ =
1

2

(
F1̂2̂ −

η

r

)2
+
1

2

(
D +

σ

r

)2
+
1

2
(∇σ)2 + 1

2
(∇η)2 + i

2
λ†γm∇mλ, (6.83)

Lghost = −c∇2c− 1

2ξ
(∇mAm). (6.84)

ベクトル多重項の鞍点周りの場の展開は以下で与えられる:

Am = A0,m +
1√
t
Âm, D = −σ0

r
+

1√
t
D̂ σ = σ0 +

1√
t
σ̂, η = η0 +

1√
t
η̂0, λ =

1√
t
λ̂ .

(6.85)

ここで σ0, η0は Coulombブランチをパラメーター付けするモジュライである。以降では表
記を簡略化する為に̂を省略して表記する。上記の鞍点上のゲージ場の配位A0,mは鞍点条
件 F1̂2̂ −

η
r 及び∇mη = 0を満たすモノポール配位であり以下で与えられる:

A0,θ = 0, A0,φ =

 η0(1− cos θ) 0 ≤ θ ≤ θ0

−η0(1 + cos θ) θ0 ≤ θ ≤ π
. (6.86)

ここで θ0は北半球パッチと南半球パッチのカットであり 0 < θ0 < πである。北半球パッチ
と南半球パッチは以下の様に定義する:

UN := {(θ, φ)|0 ≤ θ ≤ θ0, 0 ≤ φ ≤ 2π}, (6.87)

US := {(θ, φ)|θ0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π}. (6.88)

これから U(1)のベクトル多重項の 1-ループ行列式を評価する。基本的にやる事はこれま
での超対称多重項の時の議論の様に、スカラー場やDiracフェルミオンに作用する演算子O
を引き抜き、Oの固有値を全て評価する事で detOが評価するという方針である。但しベク
トル多重項に場合はボソン部分にはスカラー場 σ, η及びベクトル場 Am が存在する。これ
らは S2上の球面調和関数を用いて展開されるが、微分演算子によってスピン 0とスピン 1

は移り変わる。すなわちスカラー場とベクトル場を独立に扱ってしまうと対角成分しか取り
扱っていない事を意味するので、移り変わっている非対角部分の寄与が拾えない。したがっ
てベクトル多重項ではボソン部分の取り扱いを変え、スカラー場とベクトル場をまとめてボ
ソン部分として演算子Oを構成する必要がある。
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ベクトル多重項におけるボソン部分に注目し演算子Oboson
Σ を以下の様に定義する:

QV boson
Σ =

1

2

(
F1̂2̂ −

η

r

)2
+
1

2
(∇mσ)2 +

1

2
(∇mη)2 −

1

2ξ
(∇mAm)

=:
(
A+ A− η σ

)
Oboson

Σ


A+

A−

η

σ

 . (6.89)

Oboson
Σ =


−4∇+∇− 0 − i

r∇+ 0

0 −4∇−∇+ + i
r∇− 0

− i
r∇− + i

r∇+ −1
2∇

2 − 1
2r2

0

0 0 0 −1
2∇

2

 . (6.90)

ここで次の記法を用いている A± := (A1 ∓ iA2)/2 [53]。また U(1)の F = dAに関しては
Fmn = ∇mAn −∇nAm = ∂mAn − ∂nAmである事を用いている。

ここで演算子Oboson
Σ の各成分について概要を説明する:

• 左上の 2× 2に関して

ここはベクトル場の運動項及びゴーストからの寄与であり、F 2
12− 1

ξ (∇mAm)
2(ξ = −1)

によって非対角成分がゼロとなっている。さらに非可換ゲージ群との比較としては、
非可換においては A+と A−に [Am, σ0]

2, [Am, η0]
2からの σ20 + η20 という寄与が存在

する。

• 次に右下の 2× 2に関して

ここは可換群なのでスカラー場のゲージ共変微分における [Am, σ], [Am, η]の様な寄与
がない事で対角成分は運動項と質量項だけである。ηの質量項は場の強さ F の項から
の寄与である。一方で σの質量項が存在しないのは、補助場である Dとの組み合わ
せで現れているが補助場Dの経路積分が独立に実行可能なので処理される事に起因し
て質量項が存在しない。これに伴って以下で見る様に σに関してはゼロモードが存在
し、これに対応するゼロモード積分が残る。また非対角成分も可換群では [σ, η]の様
な項が存在しないので−1

2([σ, η0] + [σ0, η])
2のクロスタームからの寄与が無い。

• 右上と左下の 2× 2に関して

ここでは A± と η, σ の混合項になる。もう少し詳しくみると非可換では以下の様に
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なる:

(
A+ A−

) −i(η0 + 1
r )D+ −iσ0D+

−i(η0 − 1
r )D− −iσ0D−

 η

σ

 . (6.91)

この 1
rD± の項は 1

2(F12 + η
r )

2 のクロスタームからの寄与である。それ以外の項は
1
2(Dmσ− i[Am, σ0])2と 1

2(Dmη− i[Am, η0])2のクロスタームからの寄与である。しか
しこの項は可換群では落ちる。

次にベクトル多重項の場に対する球面調和関数について言及すると、ゲージ電荷を持った
多重項は鞍点上のモノポール電荷によってスピンがずれる事に由来してスカラー場でも有効
スピンを持っていた。しかし、可換群はベクトルは自己相互作用も存在せず、スカラー場も
ゲージ 1重項なのでモノポール効果によってスピンがずれる事は無いので球面調和関数とし
ては j = 1, 0のみに注目すれば良い。

・1 ≤ j

まずベクトル及びスカラーの球面調和関数が全て存在する状況を考える。したがってボソ
ン部分の演算子Oboson

Σ は 4× 4の行列である:

Oboson
Σ =


−4∇+∇− 0 − i

r∇+ 0

0 −4∇−∇+ + i
r∇− 0

− i
r∇− + i

r∇+ −1
2∇

2 − 1
2r2

0

0 0 0 −1
2∇

2

 . (6.92)

このボソン部分の演算子Oboson
Σ の各成分の固有値を以下を用いて評価する事によって行列

式を得る事ができる:

∇+Y
s−1 =

s−
2r
Y s, ∇−Y

s = −s−
2r
Y s−1, s± =

√
j(j + 1)− s(s± 1). (6.93)

detOboson
Σ =

1

2

[
j(j + 1)

]2
·
[
j(j + 1)

]2
. (6.94)

・j = 0

次にベクトル場の球面調和関数がゼロとなる状況を考える。この時球面調和関数の成分が
落ちる事に伴ってボソン部分の演算子Oboson

Σ のランクも落ちて以下の様な行列になる:

Oboson
Σ =

 −1
2∇

2 + 1
2r2

0

0 −1
2∇

2

 =

 1
2j(j + 1) + 1

2 0

0 1
2j(j + 1)

 .
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したがって固有値が次の様に求まる:

1

2
, 0. (6.95)

ここで前述したとおりスカラー球面調和関数、特に σに対してゼロモードが存在する事がわ
かる。これはDの積分によって σの質量項が処理されてしまう事に起因して現れる。通常の
Coulombブランチ上の局所化の結果は、この σのゼロモード積分由来のモジュライ積分が残
る。しかし、後述する様に Stückelberg型カイラル多重項が理論に含まれると、Stückelberg

型カイラル多重項に属するスカラー場のゼロモード積分の処理に注意しなければならない。
この Sückelberg型カイラル多重項のスカラー場の実部は標的空間のR、虚数部分は S1に対
応する。このノンコンパクトスカラー場の処理に伴い、σのゼロモード積分が実行できる形
になるのである。
ゴーストセクターの運動項は以下で与えられる:

Lc,c = −c∇2c. (6.96)

ゴーストは、1-ループ行列式を評価する際に注意すべき点はGrassmann奇の統計性を持っ
たスカラー場という点である。基本的にはスカラー場なので通常の球面調和関数によって固
有値を評価しGauss積分を実行するが、Grassmann奇なので結果の現れ方が異なる。した
がって結果は次の様になる:

Det Oc,cΣ =
∏
j=1

(
j(j + 1)

)2j+1
. (6.97)

一般にはゴーストはゼロモードを含むが、独立に取り除く事が可能である [26, 60]。
最後にフェルミオン部分の 1-ループ行列式に注目する。ベクトル多重項に属するフェルミ

オンは可換群なので U(1)ゲージ対称性の下で 1重項なので、ゲージ電荷を持ったカイラル
多重項のフェルミオンの様にスピン球面調和関数がモノポール効果によってスピンがずれる
事は起こらない。したがって基本的にゲージ中性なフェルミオンと取り扱いは同様である。
この事から直ちに 1-ループ行列式を評価できる。フェルミオン 1-ループ行列式は質量項等
が存在しないので運動項のみ考えれば良い‖:

QVΦ 3 iλ†γm∇mλ =: λ†Oλλ, (6.98)

Oλ =

 0 −2i∇+

2i∇− 0

 . (6.99)

‖D± := (D1 ∓ iD2)/2で定義している
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したがってスピン球面調和関数が両方存在する領域 1
2 ≤ jのみ存在する:

Oλ =

 0 −is+
r

−is−
r 0

 , detOψ =
(
j +

1

2

)2
. (6.100)

したがって縮重度まで考慮した行列式は以下の様になる:

Det Oλ =
∏
j= 1

2

[(
j +

1

2

)2]2j+1

. (6.101)

以上の結果よりベクトル多重項の 1-ループ行列式は以下の様になる:

ZΣ = const. . (6.102)

6.6.5 Stückelberg型カイラル多重項 Γ

ここでは Stückelberg 型カイラル多重項 Γ に対する 1-ループ行列式を評価する。この
Stückelberg型カイラル多重項に関してはQV -項を構成する事はしていないが、[48,60]にお
いて触れられている様にこの Stückelberg型カイラル多重項のラグランジアンは既に場に関
して 2次で構成されている。したがって超対称局所化の手続きで場の 3次以上の寄与が落ち
る議論に関わらず、直ちにGauss積分を実行する事が可能である。また、この様に取り扱い
をする事が出来るためにGLSMの分配関数に Taub-NUT空間における S1ファイバーの漸
近的半径 gの依存性を残す事が可能であると期待される。したがって本研究の目的である世
界面インスタントンとTaub-NUT空間における S1ファイバーの漸近的半径 gの関係を探る
事が出来る。但しこの取り扱いに伴う注意として、Γはに属する全ての場は 1√

t
のリスケー

ルがされない事を気を付ける。
まず Stückelberg型カイラル多重項以外の全ての多重項によって定義された Coulombブ

ランチ上において、この Stückelberg型カイラル多重項のラグランジアンを評価すると以下
の様になる:

LΓ|saddle =
1

g2

[1
2
(∇mr3)2 − iχ̃γm∇mχ̃

]
+
g2

2
(Dmγ

4)2 + g2|GΓ|2 +
g2

2
(σ20 + η20) + i

√
2r30D0 .

(6.103)

基本的にはこれまでの他の多重項における 1-ループ行列式と全く同様にして Stückelberg型
カイラル多重項の 1-ループ行列式も評価する事ができる。但し、この多重項において注意を
払って取り扱うべき項が 2つ存在するという点を強調しておく。
まず 1つ目はノンコンパクトなスカラー場に対するゼロモードの項である。このゼロモー

ド r30 はベクトル多重項に属する補助場Dの “ゼロモード”もしくは定数モードと結合して
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いる。このゼロモードの取り扱いを議論する際は、ベクトル多重項の補助場Dの項を思い
出す: ∫

DD dr30 e
−t(D+σ

r
)2−i

√
2(r30−t1)D0 . (6.104)

ここで (D + σ
r )

2-項に関しては S2の球面調和関数の角運動量 lに関して分解することがで
きる:

−t
(
D +

σ

r

)2
= −t

(
D0 +

σ0
r

)2
−
(
D +

σ

r

)2 ∣∣∣∣
l=1

−
(
D +

σ

r

)2 ∣∣∣∣
l=2

+ · · · . (6.105)

1項目以外に tが掛かっていない理由は、ベクトル多重項は通常の局所化の手続きを踏んで
いるので場をリスケールを実行してるのである。この操作に伴ってゼロモード以外の部分に
関しては場の 2次である事から t依存性が消えている。上記の 1項目は、ベクトル多重項に
よって構成されたQV から評価される超対称局所化の鞍点条件の定義から直ちにゼロとな
る事が言える。即ち補助場のゼロモードと σのゼロモードが関係付く

D0 = −
σ0
r
, (6.106)

この事が意味するところは、D0と σ0に関する経路積分はそれぞれが独立に実行して良いの
では無く、鞍点条件を満たす様に実行しなければならない事を意味している。一方で l ≥ 1

に対するDの経路積分はベクトル多重項の 1-ループ行列式で評価した様に自明に実行され
る。この様な議論からゼロモード r30 に関する積分は以下の様になる:∫

DD dr30 e
−t[(D+σ

r
)2+i

√
2(r30−t1)D0] ∝

∫
dr30 e

i
√
2(r30−t1)(−

σ0
r
) ∝ δ(σ0) . (6.107)

2つ目に取り扱いに注意すべき項はコンパクトスカラーの運動項 g2

2 (Dmγ
4)2である。こ

の γ4に関して古典的に非自明な配位を取り得るか否かを調べる必要がある。
γ4の運動項は以下でゲージ不変である:

Dmγ
4 := ∂mγ

4 +
√
2Am. (6.108)

ここで Amの配位としてはベクトル多重項から構成されたQV から評価される鞍点条件の
場の配位からモノポールとしてWu-Yang配位を用いる:

Aθ = 0, ANφ = a(1− cos θ), ASφ = −a(1 + cos θ). (6.109)

ここで S2上の座標を (θ, φ)とし、第一Chern類等の係数因子を全てまとめて aとした。γ4

の運動方程式は以下で与えられる:

δ(Dmγ
4)2 = 0 =⇒ ∇2γ4 + 2

√
2∇ ·A = ∇2γ4 = 0. (6.110)

1-ループ行列式を評価する際の配位を探す事を考えるが、以下の事を要請する:
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1. ゲージ不変性

S2 積分を実行する際に、モノポールは S2 全体で定義されていないので北半球の領
域 UN := {(θ, φ)|0 ≤ θ ≤ θ0, 0 ≤ φ ≤ 2π}で ANφ を使用し、南半球の領域 US :=

{(θ, φ)|θ0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π}ではASφを使用したい。

この時に UN と US において異なるゲージであり ANφ (θ = θ0, φ) 6= ASφ(θ = θ0, φ)と
なっており 1価関数となっていないが、これらはゲージ変換によって移り変わるので
ゲージ不変であるDmγ

4としては S2全体で well-definedである事を要請する:

(Dmγ
4)
∣∣
UN

= (Dmγ
4)
∣∣
US

at θ = θ0, (6.111)

UN :

Dθγ
4 = ∂θγ

4 = gN (θ, φ)

Dφγ
4 = ∂φγ

4 + a
√
2(1− cos θ) = fN (θ, φ)

, (6.112)

US :

Dθγ
4 = ∂θγ

4 = gS(θ, φ)

Dφγ
4 = ∂φγ

4 − a
√
2(1− cos θ) = fS(θ, φ)

, (6.113)

gN (θ0, φ) = gS(θ0, φ), fN (θ0, φ) = fS(θ0, φ). (6.114)

2. γ4の配位は運動方程式を満たす。

[
1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2φ

]
γ4 = 0. (6.115)

3.
∫
S2(Dmγ

4)2が有限である。

θ成分の積分は問題ないが、φ成分の積分を実行する際に体積要素等から 1
sin θ の係数

因子が存在するので φ成分Dφγ
4に注意を払う。∫

S2

(Dmγ
4)2
∣∣
UN
'
∫
S2

[
(gN )2 +

(fN )2

sin θ

]
(6.116)

まず UN の領域に注目し、

UN :

Dθγ
4 = ∂θγ

4 = gN (θ, φ)

Dφγ
4 = ∂φγ

4 + a
√
2(1− cos θ) = fN (θ, φ)

(6.117)

の式から ∂θ∂φγ
4を求めると以下の関係を得られる:

∂φg
N = ∂θf

N − a
√
2 sin θ. (6.118)
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次に γ4の運動方程式から以下を得る:

1

sin θ

[
(cos θ∂θγ

4 + sin θ∂2θγ
4) +

1

sin θ
∂2φγ

4

]
= 0

cos θgN + sin θ∂θg
N +

1

sin θ
∂φf

N = 0. (6.119)

さらに ∂φを当てると以下を得る:

cos θ∂θf
N + sin θ∂2θf

N +
1

sin θ
∂2φf

N − 2
√
2a cos θ sin θ = 0[

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2φ

]
fN − 2

√
2a cos θ = 0. (6.120)

得られた微分方程式から f が決定されれば、∂φgN = ∂θf
N − a

√
2 sin θから gを決定する

事ができる。この方程式は非斉次項が存在するので、3つの状況で微分方程式を解く事を考
える:

1. fN = fN (θ)

∂θ(sin θ∂θ)f
N − 2

√
2a cos θ sin θ = 0. (6.121)

この常微分方程式の一般解は次で与えられる:

fN (θ) = C1 −
√
2a cos θ +

(
C2 −

a√
2

)
log

(
tan

θ

2

)
. (6.122)

この解の構造は、−√2a cos θ部分のみで既に上記の方程式の解になっている一方で、
cos θ∂θf

N + sin θ∂2θf
N = 0を満たす解が log部分である。但し、log

(
tan θ

2

)は θ = 0

で発散するので C2を用いて log部分を落とす必要がある。

残りの C1 −
√
2a cos θに関しては C1を調整して fN (θ) =

√
2a(1− cos θ)と選ぶ事が

でき、S2 積分は有限であるが fS(θ) = −
√
2a(1 + cos θ)となるのでゲージ不変性を

破る。

2. fN = fN (φ)

1

sin θ
∂2φf

N − 2
√
2a cos θ sin θ = 0. (6.123)

この方程式の解は a = 0のみで解を持つが、これはモノポール電荷がゼロである事を
意味するので興味のある解ではない。
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3. fN = fN (θ, φ)

∇2
S2f

N = 2
√
2a cos θ. (6.124)

これが解を持つかどうかを評価する事が出来れば議論は尽くされる。上記の議論に加
えて、さらにDmγ

4に関して φの周期性を課す事を考える。これはDmγ
4の θ方向に

関してゲージ不変性から一価関数である事を要請した様に、φ方向に関しても同様に
一価関数であると解釈できる。f(θ, φ)に φ方向に関して周期性を課す事を考える:

f(θ, φ) = f(θ, φ+ 2π) =⇒ f =
∑
m

fm(θ)e
imφ. (6.125)

f(θ, φ)に関して上記の様な性質を仮定し、改めて f(θ, φ)が満たすべき微分方程式に
代入すると以下を得る:∑
m

[
cos θ∂θf

N
m (θ) + sin θ∂2θf

N
m (θ) +

−m2

sin θ
fNm (θ)− 2

√
2a cos θ sin θ δ0,m

]
eimφ = 0.

(6.126)

ここで非斉次項の取り扱いに注意を払う必要がある。f(θ, φ)は周期性から Fourier展
開を実行しており、mに関して和をとっているので、各mに関して満たすべき方程式
は以下である:

cos θ∂θf
N
m (θ) + sin θ∂2θf

N
m (θ) +

−m2

sin θ
fNm (θ)− 2

√
2a cos θ sin θ δ0,m = 0. (6.127)

したがってゼロモードm = 0に対しては既に議論を行った結果に帰着される。次に
m 6= 0の状況であるが、これは非斉次項が消える。故にこの微分方程式は 2次元球
面上の Laplace方程式に帰着する。つまり動径方向がゼロ l = 0である球面調和関数
Ylm(θ, φ)に対応する。したがってm = 0の時に解を持つがこれは考えている状況に反
するので解が存在しない。また、∂φgN = ∂θf

N −a
√
2 sin θから gN = gN (θ)が得られ

る。最後に cos θgN + sin θ∂θg
N + 1

sin θ∂φf
N = 0から積分定数C3として gN = C3

sin θ が
得られるが、S2積分の有限性から gN = 0となる。したがって得られる結果はm = 0

の時に gN = gS = 0, fN = fS = 0である。

以上の議論から、Dmγ
4の 1-ループ行列式はゲージ不変性や運動方程式を満たす事、有限

な結果である事を満たす様な配位は存在しない事がわかった。したがって、この結果からイ
ンスタントン数が非ゼロの寄与をするのは g = 0のみである事を読み取る事ができる。
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次にGLSMの球面分配関数に対して、インスタントン数が非ゼロである寄与を引き出す
事を考える。この為に g → 0を実行するが、この時の注意は Stückelberg型カイラル多重項
に属するコンパクトスカラー場以外の場に関しては全て積分を実行した後にこの操作を行
う。最後にコンパクトスカラーの運動項 g2

2 (Dmγ
4)2が残り、これをゼロに落とす。このコ

ンパクトスカラーの運動項を g → 0によって落とす配位は先行研究におけるGLSMのイン
スタントン計算における手続きと同じである。
最後に結果として、Coulombブランチ上で評価した Stückelberg型カイラル多重項に対す

る 1-ループ行列式は以下の様に得られた:

ZΓ ∝ δ(σ0) . (6.128)

この結果から分かる様に、Coulombモジュライの積分は自明に実行する事が可能となりゼ
ロ点が選び出される。

6.7 GLSM球面分配関数
これまで計算してきた結果を用いてKK5-ブレーンに対するGLSMの球面分配関数の結果

を与える。まずU(1)ゲージ対称性が 1つの系、すなわちシングルセンターのTaub-NUT空
間を与える系の Coulombブランチ上のGLSMの球面分配関数は g = 0で以下の様になる:

ZS
2

GLSM =

∫
DΣ DΦ DΨ DΓ DQ̃ DQ e−

1
2π
SKK5−tQV =

∑
m∈Z

e−i
√
2t2mZ

Q̃
ZQ , (6.129)

ここで SKK5は S2上のU(1) GLSMであり、この 1/2πの係数因子は世界面シグマ模型の規
格化因子を採用している;

Z
Q̃
=

Γ
(
−m+nf

2 − iσf
)

Γ
(
1− m+nf

2 + iσf

) , ZQ =
Γ
(
m+nf

2 + iσf

)
Γ
(
1 +

m+nf
2 − iσf

) . (6.130)

ここで t2は θパラメーターを担っており、mは第一 Chern類である。
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第7章 Kählerポテンシャル/GLSM球面分
配関数

ここでは超対称局所化を用いて経路積分を評価する事で解析的な結果として得る事がで
きるGLSMの球面分配関数がどの様な物理的な情報を含んでいるかという観点に着目する。
Zamolodchikov計量は共形場理論の変形によって議論される共形場理論のモジュライ空間を
張るモジュライに付随する演算子の 2点関数として定義される。またこれは共形場理論の
モジュライ空間である共形多様体上に定義される計量としての役割を担う。またこのモジュ
ライ空間はKähler多様体であり、Zamolodchikov計量はKählerポテンシャルによって記述
される。一方でGLSMの低エネルギー有効理論である超対称世界面シグマ模型の観点から
見た共形場理論は、標的空間のRicci平坦性と密接に関係していた事から超共形場理論の共
形対称性を保った理論の変形、すなわち SCFTのモジュライ空間である共形多様体とRicci

平坦を保つ様な計量の変形に関するモジュライ空間が密接に関係している事が知られてい
る。この様な関係がある為に Zamolodchikov計量を通して標的空間のモジュライ空間上の
Kählerポテンシャルと球面分配間の間に関係を見出す事ができ、GLSMの分配関数から標
的空間の幾何学的情報を引き出す事が可能となるのである [20, 21,67]。

7.1 Zamolodchikov計量
第 3章においてCFTのモジュライ空間について触れたが、GLSMの球面分配関数との関

係について触れる前に、ここで Zamolodchikov計量について改めて簡単に触れておく。d次
元においてCFT S0が与えられたとする。この時にこのCFTの exactly marginal演算子を
考える:

Oi, dimOi = d. (7.1)

これらの演算子を用いて CFTを変形する事を考える:

δS =

∫
ddxλiOi(x), Stotal = S0 + δS = CFT. (7.2)

今 exactly marginalな理論の変形を考えているので S0 と λ = 0で連続的に繋がる新たな
CFTにフローする。ここでλiは結合定数の様なパラメーターとして解釈され、この変形によ



7.1. ZAMOLODCHIKOV計量

るCFTの族をパラメーター付けしている。またこのCFT族のことを共形多様体 (conformal

manifold)Mという。M上には Zamolodchikov計量が定義される [22]:

〈Oi(x)Oj(0)〉p∈M =:
gij(p)

x2d
. (7.3)

この式は次元解析 [Oi] = dによってRHSの x-依存性が 1/x2dとなる。
R2上の 2次元N = (2, 2)超対称性ではR-対称性としてU(1)A×U(1)V が存在する。また

exactly marginal演算子Oiは R-電荷 (qA, qV ) = (2, 0)のカイラル多重項における演算子や
(0, 2)のツイステッドカイラル多重項における演算子として解釈される。この言及を少し噛
み砕くと、R-電荷 (qA, qV ) = (2, 0)のカイラル多重項の F-項すなわち超ポテンシャルW (Φ)

による変形をカイラル変形といい、R-電荷 (qA, qV ) = (0, 2)のツイステッドカイラル多重項
の F-項すなわちツイステッド超ポテンシャル W̃ (Y )による変形をツイステッドカイラル変
形という。

カイラル多重項 R-電荷� �
RV symmetry RA symmetry

ϕ→ e2iαqV ϕ ϕ→ e2iαqAϕ

ψ+ → ei(qV −1)αψ+ ψ+ → ei(qA−1)αψ+

ψ− → ei(qV −1)αψ− ψ− → ei(qA+1)αψ−

F → ei(qV −2)αF F → eiqAαF� �
ツイステッドカイラル多重項 R-電荷� �

RV symmetry RA symmetry

y → e2iαqV y y → e2iαqAy

χ̄+ → ei(qV −1)αχ̄+ χ̄+ → ei(qA−1)αχ̄+

χ− → ei(qV +1)αχ− χ− → ei(qA−1)αχ−

G→ eiqV αG G→ ei(qA−2)αG� �
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7.2. RICCI平坦モジュライ空間

したがってCFTの変形にはカイラル変形とツイステッドカイラル変形の 2種類が存在する
ので、Kähler多様体である共形多様体Mは局所的にカイラル変形に対応するモジュライ空
間Mcとツイステッドカイラル変形に対応するモジュライ空間Mtcに分離している:

MCFT =Mc ×Mtc. (7.4)

次に Ricci平坦多様体を標的空間とする 2次元N = (2, 2) NLSMを考える。この場合に
おいて、上記の exactly marginal演算子 Oiによる変形は標的空間計量を Ricci平坦に保っ
た変形に対応する。

• Ricci平坦な変形

この言及についての意味をもう少し噛み砕く。まずNLSM L 3 Gmn(X)∂aX
m∂bX

ngab

の摂動は通常通りXを古典的な場の配位周りの揺らぎX = xc+xqとして議論する。す
るとG(xc)の部分は結合定数の役割を担う。例えば、大まかには ∂ax

m
q ∂

axnq (Gmn(xc)+

Rmknl(xq)
k(xq)

l)の様な形になりプロパゲーターがGmn(xc)で与えられ、Rmknlは結
合定数としてみなされる。この下で 1-ループのレベルで 2点関数を計算し、次元正則
化を行い、カウンター項を用いて S(G,R)→ S(Ĝ, R̂) = S(G,R)+Sct(G,R; ϵ)によっ
て繰り込みを実行し β関数を計算すると以下を得る:

βGmn = α′Rmn. (7.5)

したがって N = (2, 2) NLSMは Ricci平坦で超共形場理論となる。ここで exactly

marginalな変形はCFTを保つのでRicci平坦を保った変形に対応している事がわかる。

つまり上記のカイラル / ツイステッドカイラルな変形は Ricci平坦な計量の変形である
Kähler / 複素構造の変形に対応する事がわかる。

M =Mc ×Mtc =MCS ×MK. (7.6)

ここで dimMKは h1,1、dimMCSは hd−1,1で与えられる。

7.2 Ricci平坦モジュライ空間
ここではRicci平坦なCalabi-Yauに関して基本的な事柄をまとめていく [38,68]。但しこ

こではあまり詳細には立ち入らない事にする。Calabi-Yau多様体MはRiemann多様体の
中で特別な構造を持ち合わせた多様体の事を指す。基本的な構造としては、M上の計量 g

と複素構造 J を用いたKähler形式 k = g · J と非自明な holomorphic 3-形式Ωが存在する。
Calabi-Yau多様体はこの k,Ωによって特徴付けられる。ここで言及しているCalabi-Yau多
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7.2. RICCI平坦モジュライ空間

様体とは、ここではRicci平坦なKähler多様体の事を指している。

まずKähler多様体を定義する。Kähler多様体とは複素 n次元多様体X 上のエルミート
計量 g := gijdz

i ⊗ dzj + gijdz
i ⊗ dzj , (gij = gij = 0)から構成される (1, 1)-形式

J := igijdz
i ⊗ dzj − igjidzi ⊗ dz

j = igijdz
i ∧ dzj , (7.7)

が閉 dJ = 0である時 (X, g)をKähler多様体といい、J をKähler形式という。上記の記述
は複素座標上での記述であり、より一般には複素構造 Jm

n に関して Jmn = Jm
lgln として

J := 1
2Jmndx

m ∧ dxnである。またこの時の gをKähler計量という。また J は Levi-Civita

接続∇によって

∇J = 0, (7.8)

を満たす。よってこれは平行移動で不変である。ここで J は複素構造 J2 = −1は以下の関
係がある:

Ji
kJk

j = −δij , Ji
j = iδi

j , Ji
kJj

lgkl = gij . (7.9)

最後の式はエルミート計量である事を意味してる。またKähler形式は実である:

J = −ig
ij
dzi ∧ dzj = −igji dz

i ∧ dzj = igji dz
j ∧ dzi = J (gij = g

ij
= gji).

Kähler形式が閉であるとは

dJ = (∂ + ∂)igijdz
i ∧ dzj

= i∂kgijdz
k ∧ dzi ∧ dzj + i∂kgijdz

k ∧ dzi ∧ dzj

=
i

2
(∂kgij − ∂igkj)dz

k ∧ dzi ∧ dzj + i

2
(∂kgij − ∂jgik)dz

i ∧ dzk ∧ dzj

= 0,

∂kgij = ∂igkj , ∂kgij = ∂jgik, (7.10)

を意味する。この添字の構造から読み取れる様にKähler計量は以下の様に記述される事を
意味する:

gij =
∂2K
∂zi∂zj

. (7.11)

ここでKは多様体X上のKählerポテンシャルという。このKählerポテンシャルKは一意的
には決まらない。なぜなら常に holomorphicと anti-holomorphicな関数 F を用いてKähler

変換を実行する自由度が常に残っているからである:

K(z, z) −→ K(z, z) + F (z) + F (z). (7.12)
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7.2.1 コホモロジー類

ここでは考えている多様体上の微分形式について触れる。どの様な微分形式、すなわち各
n-形式が注目している多様体上にいくつ定義できるかを考える。この微分形式を調べる事に
よって各 n-形式が住んでいるベクトル空間が与えられ、多様体を特徴付ける量となる。
複素 n次元多様体M上の (p, q)-formは以下の様に記述される:

Ai1i2···ipj1j2···jqdz
i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq , (7.13)

(p, q)-形式全体の成すベクトル空間を Ωp,q(M)と記述する。M上の微分形式に作用する外
微分作用素 dは

d = dzi ∧ ∂i + dzi ∧ ∂i = ∂ + ∂, ∂ := dzi ∧ ∂i, ∂ := dzi ∧ ∂i, (7.14)

と与えられる。∂, ∂はそれぞれ holomorphic / anti-holomorphic外微分作用素である:

∂ : Ωp,q(M) → Ωp+1,q(M), ∂ : Ωp,q(M) → Ωp,q+1(M) (7.15)

この時 nilpotent d2 = 0から以下の事が言える:

∂2 = 0, ∂∂ + ∂∂ = 0, ∂
2
= 0. (7.16)

特に ∂の Ωp,q(M)への制限を

∂
p,q

: Ωp,q(M)→ Ωp,q+1(M), (7.17)

とすると ∂
p,q+1 ◦ ∂p,q = 0を満たすので

0
∂
p,−1

−→ Ωp,0
∂
p,0

−→ Ωp,1
∂
p,2

−→ · · · ∂
p,q−1

−→ Ωp,q
∂
p,q

−→ Ωp,q+1 · · · ∂
p,n−1

−→ Ωp,n
∂
p,n

−→ 0, (7.18)

のコホモロジーを考える事が出来る。Dolbeaultコホモロジー類は以下で定義される:

H
(p,q)

∂
(M) := Ker (∂

p,q
)/Im (∂

p,q−1
) =

∂-closed (p, q)-form

∂-exact (p, q)-form
, (7.19)

H
(p,q)

∂
(M) = H

(p,q)
∂ (M) := H(p,q)(M), (7.20)

hp,q := dim H(p,q)(M) (7.21)

定義が意味している事は「閉形式のベクトル空間を完全形式のベクトル空間で割ったベク
トル空間」である。コホモロジー類の次元を Hodge数という。複素 n次元多様体M 上の
Dolbeaultコホモロジーと de Rhamコホモロジーの関係は以下で与えられる:

Ωr(M) := ⊕
r=p+q

Ωp,q(M), (7.22)

Hr(M) := Ker (∂
r
)/Im (∂

r−1
), (7.23)

dim Hr(M) =: hr =
∑
p+q=r

hp,q. (7.24)
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複素 n次元におけるHodge数の間には以下の関係が成り立つ:

h(p,q) = h(q,p) 複素共役 ,

h(d−p,d−q) = h(p,q) Hodge双対 .
(7.25)

7.2.2 モジュライ空間

Calabi-Yau多様体は Ricci平坦Rmn(g) = 0なKäler多様体であった。この Ricci平坦性
を保ったまま、Calabi-Yau多様体上の計量の変形 g → g + δgを実行する事が可能である。
この変形には 2種類存在し、それぞれモジュライ空間を形成している。
変形を議論する際には重要な性質であるRicci平坦性を保つ必要がある:

Rmn(g) = 0 =⇒ Rmn(g + δg) = 0. (7.26)

ここで素朴な計量の変形 g → g + δgにはゲージ変換の自由度として Lξgが含まれてしまっ
ている事に注意を払う必要がある:

δg = {δg′, Lξg}. (7.27)

ここで δg′は今興味のあるモジュライ空間を形成する物理的な変形の自由度を表している。
すなわち我々が引き出したいモジュライ空間の情報は、この非物理的な自由度を落とした部
分のみである:

モジュライ空間 = {δg′, Lξg}/Lξg. (7.28)

このゲージ自由度を落とす為にゲージ固定に対応する条件を設定する必要があり、それが以
下で与えられる [68]:

∇mδgmn =
1

2
∇n(gmlδgml) ⇐⇒ ∇m

(
δgmn −

1

2
gklδgklgmn

)
= 0. (7.29)

この拘束条件を課す事によって非物理的な自由度を落とす事が可能となる。ただし変形され
た計量はエルミートでは無い、つまり gij 以外の成分がノンゼロとなる。故に δgij 型の変形
は許される事を意味する。しかし適切な変数変換によってエルミート計量に引き戻す事が出
来る。これは元々のCY上ではもはや複素構造 J では無くなってしまっているが、新たな J ′

を複素構造とする CY′が存在している事を意味する。この時 δgij はモジュライである。上
記のゲージ固定によって、Rmn(g + δg) = 0の δgの 1次までの展開に関する方程式が得ら
れるが、Kähler多様体上の計量及びRiemannテンソルの添字の構造から多様体上の座標で
実 xi, yiから複素 zi, ziとした時モジュライはそれぞれ分離する事によって、以下の２種類
になる:

δgij

(
= δg∗

ij

)
, δgij . (7.30)
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δgij 型の変形は添字の構造から読み取れる様にエルミート計量を保っている。このタイプ
は Kähler (1, 1)-形式 J の変形に現れる。一方で δgij , (δgij)

∗ 型は先程とは異なってもはや
エルミート計量では無くなっている。この点に関しては上記で言及した様に、変形としては
ノンゼロである事が許され、これは複素構造の変形に対応する。このタイプは holomorphic

(3, 0)-形式 Ω (anti-holomorphic (0, 3)-形式 Ω)の変形に現れる:

δJ =
1

2
δJij dx

i ∧ dyj = iδi
kδgkj dz

i ∧ dzj

= iδgij dz
i ∧ dzj , (7.31)

δΩ = Ωijkg
klδgkl z

i ∧ zj ∧ zl. (7.32)

したがって以下のような対応関係が読み取れる:

δgij : (1,1)-形式 J 変形,
δgij : (2,1)-形式 Ω 変形.

(7.33)

これらの変形はHodgeダイアモンドにおいて非自明に残るコホモロジー類H(1,1)(M),H(2,1)(M)

に対応していることが知られている。即ち、δJ と δΩという独立な変形の自由度を調べるこ
とで非自明に残るHodge数がわかるのである。Ricci平坦計量の変形に関してはこれらのモ
ジュライ空間を複素構造モジュライ空間とKähler構造モジュライ空間と呼ぶ。holomorphic

(n, 0)-形式 Ω ((0, n)-形式 Ω)を Calabi-Yau多様体上の n-サイクルで積分したもの

Si :=

∫
Ci,n

Ω, (7.34)

を多様体上の複素構造モジュライと呼ぶ。つまりCalabi-Yau多様体に 3-サイクルが存在す
ると、この Siを変える自由度としてモジュライが存在する。iは i = 1, · · · , hn−1,1 = h1,n−1

で、hn−1,1はこの n-サイクルの独立な数である。一方で (1, 1)-形式であるKähler形式 J を
2-サイクルで積分したもの

ρA :=

∫
CA,2

J, (7.35)

を多様体上のKählerモジュライと呼ぶ。A = 1, · · · , h1,1 = hn−1,n−1であり、h1,1は独立な
2-サイクルの数である。
これらの事から Calabi-Yau多様体上の変形の自由度が成すモジュライ空間M は

M =MKS ×MCS, (7.36)

の様に直積構造となっている。ミラー対称性はこの 2つのモジュライ空間の入れ替えに対応
する。
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7.3 Zamolodchikov計量とGLSM球面分配関数
これまで超共形場理論のモジュライ空間として共形多様体とRicci平坦を保った計量のモ

ジュライ空間の関係について見てきた。次はGLSMの球面分配関数と今まで見てきたモジュ
ライ空間がどの様に関係付くかを解説する [21]。

カイラルタイプの変形はカイラル多重項の F-項すなわち超ポテンシャルW によって行わ
れる。しかしこの種類の変形は SU(2|1)A∗の下ではQ-完全項として記述される [53]:∫

S2

F qV =2 =

∫
S2

Q(ϵCψ),
∫
S2

W =

∫
S2

Q(· · · ). (7.37)

したがって超対称局所化の議論 tQV を追加して d
dtZ = 0の議論と同様にして超ポテンシャ

ルW のパラメーターに ZS2 の結果に依存しない事がわかる。すなわち SU(2|1)Aの球面分
配関数は複素構造の情報を感知しない。
次にツイステッドカイラルタイプの変形はツイステッド超ポテンシャル W̃ によって行わ

れる。結論から言うとツイステッド超ポテンシャル W̃ はQ-完全形式では記述されない。し
かしここで超ポテンシャル同様にツイステッドカイラル多重項のフェルミオンに関する超対
称性変換に注目する [21]†:

Qξ+ = −iγm∇m(Y ϵ−) +Gϵ+. (7.38)

ここでこの超対称性変換は共形 Killingスピノル方程式を用いて全微分に書き換えている。
またベクトル多重項は微分を作用させる事でツイステッドカイラルとして記述出来るので、
ベクトル多重項からツイステッドカイラル多重項としての複素の記法への書き換えが与えら
れている [20]。また添字に関して、ϵ±はカイラリティ射影演算子P± = 1

2(1±γ
3)によって定

義される。このフェルミオンに関する超対称性変換をGに関して解く事を考える。この時、
変換パラメーターのノルムを ||ϵ||2 = ϵ†ϵとする。複素座標として z := x1+ ix2, z := x1− ix2

を導入する。この時∇zϵ+ = 0,∇z
(

ϵ
||ϵ||2

)
= 0の関係を用いると次の様に書き換える事が出

来る:

G = Q
(
ϵ+χ+

||ϵ+||2

)
+ 2i∇z

(
1 + zz

4r2

||ϵ+||2
ϵ†+Γ1ϵ−Y

)
. (7.39)

ここでWeyl射影によって平坦空間を S2に射影すると計量は以下の様になる:

ds2 =
1(

1 + x2

4r2

)dxadxbηab. (7.40)

∗SU(2|1)は 2次元球面上の超対称代数を指す。球面上の超対称代数は R対称性としてベクトル的 R対称性
を持つ SU(2|1)A と軸性 R対称性を持つ SU(2|1)B の 2種類存在する。ここでは前者のみに注目している。

† [21]では超対称性変換のパラメーターとして ϵ, ϵ̃を用いているが、ここで用いている記法に合わせる。ま
たツイステッドカイラルに属するフェルミオンも χとしている。
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これに伴って平坦空間上のClifford代数 Γmと S2上の γmの関係は Γm = (1+ zz
4r2

)γmで与
えられる。今興味のある量はG-項を S2上で積分した量である。この積分領域を北半球パッ
チと南半球パッチに分ける事を考える:∫

S2

G =

∫
DN

G+

∫
DS

G. (7.41)

ここで領域DN , DS を以下のように定義している:

DN := {x|x2 ≤ R2}, DS := {x|x2 ≥ R2} (7.42)

今任意のスケール R2 を導入して領域を分けたが、結果は分け方に寄らないので最終的に
R2 → 0として良い。そこでDS に注目する事にすると上記のGの式を用いて以下を得る:∫

DS

G =

∫
DS

Q
(
ϵ+χ+

||ϵ+||2

)
+ 2i

∫
DS

∇z

(
1 + zz

4r2

||ϵ+||2
ϵ†+Γ1ϵ−Y

)
. (7.43)

超対称局所化の文脈においてQ-完全形式の演算子の期待値は自明になるので 1項目は結果
に寄与しない事が明らかである。したがってこれ以降では 2項目のみをに注目する。この 2

項目は Stokesの定理及び以下の恒等式 [21]

||ϵ+||2 =
1

4r2
zz

1 + zz
4r2

||ϵ0+||2, ϵ†+Γ1ϵ− = − i

2r

z

1 + zz
4r2

||ϵ0+||2. (7.44)

を用いることで全微分を評価する事が出来る。ϵ0+は定数スピノルである。多少この全微分
の評価を詳細に議論する。まず微分の中身は上記の恒等式を用いる事で計算される:

1 + zz
4r2

||ϵ+||2
ϵ†+Γ1ϵ−Y = −2ir1

z

(
1 +

zz

4r2

)
= −2ir z

zz

(
1 +

zz

4r2

)
. (7.45)

したがって Stokesの定理を用いる為に全微分項を書き換える事を考える。複素座標として
z := x1 + ix2, z := x1 − ix2 を導入し、これより x1 = 1

2(z + z), x2 = 1
2(z − z)である。

また微分も z から xで書き直すと ∂
∂z = ∂x1

∂z
∂
∂x1

+ ∂x2

∂z
∂
∂x2

= 1
2(∂x1 − i∂x2)である。した

がって zから x表示に直す事によってクロスタームがキャンセルするので∇z(zF (|z|2)) =
1
2(∂x1 − i∂x2)

[
(x1 + ix2)F (x2)

]
= ∇m

(
1
2x

mF (x2)
)となる。したがって上記の全微分項最終

的に以下の様に書き換える事が出来る:

∇z

(
1 + zz

4r2

||ϵ+||2
ϵ†+Γ1ϵ−Y

)
= ∇m

(
1

2
xmF (x2)

)
. (7.46)

ここで F (x2) = −2ir 1
x2

(
1 + zz

4r2

)としている。ベクトルを Am := 1
2x

mF (x2)とし、Stokes

の定理によって S2上の積分のうち dφ方向の積分が残り θ方向のベクトル nθ,m = 1
1+ zz

4r2

xm√
x2
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と内積が取られ θ方向の成分が残る。したがってストークスの定理で境界の向きに注意を払
い、全微分項は以下の様に評価される:

2i

∫
DS

∇z

(
1 + zz

4r2

||ϵ+||2
ϵ†+Γ1ϵ−Y

)
= −2i lim

R→0

∫
dφ
√
gθ nθ,mA

mY (R, θ)

= −2i lim
R→0

∫
dφ

√
x2

1 + R2

4r2

1√
x2

x2

1 + R2

4r2

F (x2)

2
Y (R, θ)

= −4πrY (N). (7.47)

ここで Y (N)は S2上の北極の 1点に局所化している Y を意味する。R → 0によって Y が
北極に局所化すると dφ積分は完全に空回りする。gθは S2上の計量を x表示を極座標に直
した際の θ方向である ds2 = 1(

1+ x2

4r2

) [(dx1)2 + (dx2)2] = 1(
1+ x2

4r2

) [dρ2 + ρ2dθ2]、ρ2 = x2。
したがって以上の結果をまとめると以下の関係を得た:∫

S2

G = −4πrY (N). (7.48)

北半球パッチは領域が潰れるので寄与は自明になる。この議論はGに対してもまったく同
様の議論を展開できるので以下の関係も得る事が出来る:∫

S2

G = 4πrY (S). (7.49)

ここで上記の関係はQ-完全形式の寄与が自明になる相関関数の中に挿入された演算子に関
して成り立つ関係である事に注意である。この式の意味は積分されたG項の挿入は最低次
の成分場の局所的な挿入とQ-同値である事を意味する。
ここでツイステッドカイラル多重項としての複素記法への書き換えを行ったベクトル多重

項に関して以下のことが言える。上記の議論の様に S2上の北極及び南極に局所化している
場や超対称性変換のパラメーターである共形Killingスピノルに対してはカイラリティを議
論することが可能である:

P+ϵ(N) = P−ϵ
c(N) = 0, P−ϵ(S) = P+ϵ

c(S) = 0. (7.50)

ここで ϵ(N/S)は北極もしくは南極に挿入されている事を表している。またカイラリティ演
算子は P± := 1

2(1± γ
3)で定義されている。この時にツイステッドカイラル多重項に属する

スカラー場 Y に対する超対称性変換は以下の様になる:

QAY (N) = QAY (S) = 0. (7.51)

ここでツイステッドカイラル多重項とベクトル多重項記法を σ̂ := σ + iηとして関係付ける
と超対称性変換は

Qσ = −1

2
(λ†ϵ+ ϵ†λ), Qη =

i

2
(λ†γ3ϵ+ ϵ†γ3λ),

Qσ̂ = −λ† 1 + γ3
2

ϵ+ λ
1− γ3

2
ϵc. (7.52)
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で与えられているので、直ちにQσ̂(N) = Qσ̂(S) = 0を確認する事が出来る。この事が意味
している事は、NP及び SPに挿入されているツイステッドカイラル、ツイステッド反カイ
ラルはQ-閉であるという事である。

したがって S2分配関数 ZS2 が超対称局所化によって得られたとすると、このZS2 をツイ
ステッドカイラルにおけるモジュライで微分すると以下の様になる:

∂a∂b logZ
A
S2 [λ, λ] =

〈∫
S2

d2x
√
gGa(x)

∫
S2

d2y
√
gGb(y)

〉
. (7.53)

この微分の意味について触れる。共形多様体Mは exactly marginal演算子の結合定数 λiが
張っている空間の事であった。つまりM上のKähler計量である Zamolodchikov計量を得
るにはこの結合定数で微分されるべきである。ここで上記の [21]で与えられた ∫ Gと Y (N)

の関係を用いると以下を得る:

∂a∂b logZ
A
S2 [λ, λ] =

〈∫
S2

Ga(x)

∫
S2

Gb(y)

〉
=
〈
(−4rY (N))(4rY (S))

〉
= −(4r)2〈Y (N)Y (S)〉.

(7.54)

ここで、[21]において使用されている恒等式である超対称Ward恒等式を認めると

−(4r)2〈Y (N)Y (S)〉 = −(4r)2
〈
rG(N)rG(S)

〉
= −(2r)4

〈
G(N)G(S)

〉
, (7.55)

となる。ここまで来れば、これは exactly marginalな演算子の 2点関数なのでZamolodchikov

計量の定義より

−(2r)4
〈
G(N)G(S)

〉
= gij = −∂i∂jKtc, (7.56)

となる。重要な点として (2r)4
〈
Gi(N)Gj(S)

〉
= gijで Zamolodchikov計量の定義通り r2dの

factorまで合っている事に注意。したがって up to holomorphic ambiguityで

ZAS2 = e−Ktc , (7.57)

を得る。Aは SU(2|1)Aを意味する。

複素構造モジュライについても同様の議論が出来る (カイラル多重項 ϕ):

∂i∂j logZ
B
S2 = −(4r)2

〈
ϕi(N)ϕj(S)

〉
= −(2r)4

〈
Fi(N)F j(S)

〉
= ∂i∂jKc. (7.58)

したがって up to holomorphic ambiguityで

ZBS2 = e−Kc , (7.59)

を得る。Bは SU(2|1)B を意味する。
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第8章 世界面インスタントン

ここでは超対称局所化によって得られた KK5-ブレーンを記述する GLSMの球面分配関
数 ZS

2

GLSMの結果について先行研究の解釈を用いて物理的側面について議論する。特に具体
的には超対称局所化の鞍点からの寄与の部分に注目し、世界面インスタントンとしての物理
的解釈を通して議論する。ZS2

GLSMの結果について触れる前に、まずはこれまでの先行研究
のGLSMの文脈における世界面インスタントンの議論及びその物理的な解釈や、標的空間
である Taub-NUT空間との幾何学的な関係性について概観する。なのでまずこれまでのシ
ングル及び多重センターにおける KK5-ブレーンの背景時空すなわち Taub-NUT空間にお
ける世界面インスタントン効果の議論を解説する [6, 10,69,70]。

以下での議論においてまず混乱を回避する為に言葉の定義を最初に述べる事にする。基本
的に世界面インスタントンを標的空間における幾何と結び付けて解釈するという事を考え
る。ここで世界面インスタントンと一括りに言及したが、以下では顕に 2種類に関して言及
している。1つは、通常の 2-サイクルに起因した標的空間への世界面に対する埋め込み写像
の世界面インスタントンであり、これを以下では 2-サイクル・インスタントンと呼ぶ。他方
は、シングルセンターの際の世界面インスタントンであり、[10]において標的空間への埋め
込み写像が定義されたもので、これを以下ではディスク・インスタントンと呼ぶ。

一般の多重センター系における Taub-NUT空間計量は以下で記述される∗:

ds2Taub−NUT = H(R)dx2R3 +
1

H(R)
(dθ + ωidx

i)2 , (i = 6, 7, 8) , (8.1)

H(R) =
1

g2
+
∑
a

1√
2Ra

, (8.2)

Ra =
√
(x6 − s1a)2 + (x7 − s2a)2 + (x8 − t1a)2 . (8.3)

この ds2Taub−NUT は KK5-ブレーンに対する直行方向の空間 x6, x7, x8, x9 を表している。
dxR3 は Taub-NUT空間における底空間の R3方向を表しており、dθは Taub-NUT空間に
おける S1ファイバーを表現している。このTaub-NUT空間は局所的にR3×S1で記述され

∗ここで調和関数 H(r)の規格化等は [11]に従う事にする。



dim x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

KK5 � � � � � � - - - ∗̃

表 8.1: ブレーンが広がる方向 : �, コンパクト方向 (S̃1) : ∗̃

るが、もう少し正確に言うと S1 fibered over base R3である。この S1ファイバーの構造は
コンパクト方向における計量、すなわち調和関数H(r)の振る舞いをみる事で理解される。
ここでRaはセンターからの距離を表している。s1,2a , t1aは R3におけるセンターの位置を指
定するモジュライパラメーターであり、GLSMの言葉では FIパラメーターに対応する。S1

ファイバーの有効的な半径は 1/
√
H(R)である。調和関数H(R)はセンター近傍と無限遠点

で以下の振る舞いをする:

1

H(R→ 0)
= 0,

1

H(R→∞)
= g2. (8.4)

つまりセンター直上で S1ファイバーが潰れる事を意味しており、無限遠で漸近的な半径 g

の S1になる。ここでこの振る舞いを見るとセンター近傍Ra = 0では、見かけ上では計量が
特異である様に見えるが、適当な座標変換を実行する事で滑らかに R4となる事がわかる。
多重センター系のTaub-NUT空間の場合、上記の計量によって記述されるTaub-NUT空

間は非常に非自明な構造を持つ。上記で特徴的な位置に注目した調和関数の振る舞いをみた
様に、各センターの直上において S1ファイバーは潰れる。一方でセンターから離れるにつ
れて半径 gに漸近的するので、S1の構造が現れる。したがってTaub-NUT空間では 2つの
センター間に非自明な 2-サイクルが存在する。故にこの 2-サイクルによってTaub-NUT空
間における世界面インスタントンとして 2-サイクルインスタントンが定義される:

ϕ : Σ = S2 −→ S2, π2(S
2) = Z . (8.5)

次にシングルセンターの系について解説する。シングルセンターの Taub-NUT空間は、
GLSMの文脈では U(1)対称性を 1つにする事によって実現されるので、劇的な変化は起き
ない様に思えるが、重要な点は標的空間の幾何学的観点の議論が大きく変わる事である。シ
ングルセンターは 2-センターの片方を無限遠に突ばす事で理解できる。つまりS1ファイバー
の線分がH(0) = 0でありH(∞) = 1/g2であるので開いたシガーの様な幾何となり、トポ
ロジカルには 2次元ディスクD2である。すなわちシングルセンター系の Taub-NUT空間
に非自明な 2-サイクルが存在しない。しかし実際には [6]において実行された様に、多重セ
ンター系と同様の世界面インスタントン寄与が存在する。ここが Taub-NUT空間における
世界面インスタントンの物理的解釈に関する議論が難しい点である。この物理的解釈を [10]

において行われ、[6]の実行したシングルセンター系のTaub-NUT空間におけるインスタン
トンに対する標的空間の幾何学的描像と結び付けた議論が次の様にされた。これは世界面を
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次の様に分解し、トポロジーとして次のように看做すという事である:

Σ = S2 = D2 ∪ {∞} . (8.6)

したがってこの世界面の意味でのディスクによってインスタントンが定義されるという物で
ある。具体的に [10]において与えられたディスク・インスタントンは以下で定義される:

Disk instanton : Σ 3 D2 := {z | |z| < 1} −→ nCa := {r⃗(z) = r⃗a + f(|z|)v⃗, θ(z) = n · arg(z)}.

(8.7)

ここで v⃗は S1ファイバーされる線分の方向を表すベクトルで、Caは raで潰れるシガーで
あり、f(z)は境界条件として以下を満たす関数である:

f(0) = 0, f(1) =∞. (8.8)

世界面上の z = z0 < 1で原点周りで 1周すると標的空間におけるTaub-NUT空間の意味で
のディスクに巻き付き、nでラベルされている。このディスク・インスタントンは任意の g

に対して定義されている。上記のディスク・インスタントンは、世界面上のユークリッド時
間として τ = 1/|z|を導入すると、無限遠の半径 gである S1ファイバーに n回巻き付いて
いる弦がセンターに向かって伝搬しており、τ =∞にて解ける様な弦の配位を表している。
また [69]では、上記のディスク・インスタントンの写像を踏まえた上で g → 0における 2-

サイクル・インスタントンとディスク・インスタントンの関係について解釈を試みている。具
体的にはシングルセンター系における世界面インスタントン効果 (ここで言うところのディ
スク・インスタントン)と多重センター系における世界面インスタントン効果 (2-サイクル・
インスタントン)を与える位相不変量としてはどちらも π2(S

2)として存在する事を期待し、
どちらも本質的に同一の世界面インスタントンであるとしている。この時のシングルセン
ターの物理的な解釈としては、g → 0極限を実行する事によって無限遠における S1ファイ
バーのみが潰れると予想し、これによって標的空間の Taub-NUT空間の意味でのディスク
がトポロジカルに S2になる事を期待している。

これらの先行研究のTaub-NUT空間への世界面インスタントンに対する物理的解釈を踏ま
えた上で、本研究 [35]における超対称局所化によって得たKK5-ブレーンを記述するGLSM

の球面分配関数の世界面インスタントンについて議論する。本研究において扱ったKK5-ブ
レーンのGLSMに関する球面分配関数は g = 0において以下の様に得られた:

ZS
2

GLSM =
∑
m∈Z

e−iθmZQ(m,σf , nf )ZQ̃(m,σf , nf ). (8.9)

この結果で注目すべきは超対称局所化の鞍点からのインスタントン寄与 e−iθmである。先行
研究におけるGLSMの標的空間におけるアイソメトリーを破る効果を生み出すインスタン
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トン計算では g → 0極限で実行されていた [5]。今注目している分配関数は g = 0において
得られる結果であり、そこに鞍点上の寄与としてインスタントンが存在する。ここでmは
第一Chern類によって与えられ、整数値となる。またこの寄与はGLSMにおける世界面イ
ンスタントンとして見えている寄与 [6, 10]でもあり、シングルセンター系の Taub-NUT空
間の場合は、[10]によって導入されたディスク・インスタントンとしての世界面インスタン
トンと理解する事が出来る。
また先行研究のGLSMにおける世界面インスタントンの寄与のFI-パラメーター部分につ

いて触れておく。GLSMのインスタントン計算では、g → 0極限を実行する事で Stückelberg

型のカイラル多重項のスカラー場の運動項がフリーズアウトする事によりダイナミカルな
FI-パラメーターが固定されている。これによってセンターから有限の距離で FI-パラメー
ターが与えられる事により寄与が残っていた。一方で局所化の計算では全て積分をしている
ので寄与が残っていない。
最後に gの有限領域におけるディスク・インスタントンについて言及する。[10]において

与えられたディスク・インスタントンの定義は有限の gにおいても定義されている。しかし
本研究の局所化の解析において議論した様に、Stückerberg型のカイラル多重項の 1-ループ
行列式の評価から、有限の gの領域におけるインスタントン効果はゲージ不変性や積分の有
限性等の観点から許されるインスタントン数はゼロしか取り得ない事が示された。これはつ
まり世界面から標的空間への定数写像を意味するので巻き付きがない事を意味する。故に有
限の gにおける Taub-NUT空間に対する世界面インスタントンは存在しないと言える。
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第9章 結論

ここでは本研究の全体及び得られた結果についてまとめる。まず最初に本研究における主
な結果を簡潔に述べると、弦理論的効果を探る為に超対称局所化の手法を用いる事でシング
ルセンターの KK5-ブレーンを記述する GLSMの球面分配関数を鞍点及びその周りの揺ら
ぎを含めて全て厳密に評価した事である。また先行研究による Taub-NUT空間における世
界面インスタントンの解釈を用いる事によって本研究で得られた結果の物理的意味ついて議
論した。
これまで超弦理論の低エネルギー有効理論という文脈での超重力理論のレベルにおいて、

弦理論的な広がった物体である KK5-ブレーンの背景時空としての Taub-NUT空間の性質
が理解されてきた。しかしその背景時空は世界面インスタントンによって補正される事が知
られている [5, 6, 10, 70]。この事実が意味するところは粒子描像に立った有効理論としての
超重力理論ではなく、弦理論の観点からの解析では弦理論的効果として世界面インスタント
ンの効果が存在するという事である。この弦描像に立った解析を実現させる理論が GLSM

である。
GLSMの文脈において、センターが 1つの状況におけるTaub-NUT空間に対する世界面

インスタントンによる補正が [6]で評価され、これに対して物理的解釈を与えたのが [10]で
ある。これらの議論は Taub-NUT空間の S1ファイバーの半径 gに関して g → 0となる領
域に制限されたものである。しかし幾何学的観点からは g → 0という制限に対する物理的
意味が不明瞭である。また [10]によって与えられたインスタントンの標的空間への世界面
の埋め込み写像自体は有限の gでも定義されているが、先行研究では有限の領域についての
言及はなされていない。そこで本研究では、gの値に依存せずに経路積分を解析的に評価で
きる超対称局所化の手法を適用した。これは gが有限の領域におけるインスタントンの寄与
を探る為に有効な手段である。
本研究では超対称局所化の適用によって KK5-ブレーンを記述する GLSMに対する球面

分配関数を解析的に評価した。この局所化において標的空間を記述する多重項のうち、特
に Stückelberg型のカイラル多重項の議論を強調する。Stückelberg型のカイラル多重項は
Taub-NUT空間R3×S1のうちR及び S1部分に対応しコンパクトスカラーを含むので、世
界面インスタントンの議論において重要である。この Stückelberg型のカイラル多重項のノ
ンコンパクトなスカラー場の 1-ループ積分を評価する事で、ゲージ多重項に含まれる随伴



表現のスカラー場のゼロモード積分を実行する事が可能となり、このスカラー場の真空期
待値がゼロに選び出された。これは R方向に対応するスカラー場のゼロモード積分を処理
する際に Coulombブランチのモジュライに関するデルタ関数が現れる事に起因する。一方
で S1方向に対応するコンパクトなスカラー場に関しては非自明に巻き付く配位を取り得る
ので、1-ループ積分の評価を慎重に議論する必要がある。このコンパクトスカラーを評価す
る際に運動方程式を満たす事、ゲージ不変性を保つ事、S2積分の有限性の 3つを要請する
事で、S1ファイバーの半径 gが有限の領域において許されるインスタントン数はゼロのみ
であるという結果を得た。この結果は gが有限の領域において世界面から標的空間である
Taub-NUT空間への埋め込み写像は定数写像のみが許されるという事を意味する。言い換
えると、世界面の Taub-NUT空間への巻き付きが存在しない事を示している。また g = 0

とする事によって KK5-ブレーンを記述する GLSMの球面分配関数に対する非自明なイン
スタントン数の寄与を見出す事が可能であり、この結果を具体的に与えた。
本研究で得られたGLSMの球面分配関数の結果には超対称局所化の鞍点からの非自明な

寄与が存在する。特にインスタントン数の物理的な意味について先行研究の結果及び解釈を
用いて議論した。先行研究 [6, 10]にてTaub-NUT空間への世界面インスタントンの議論が
行われた。この議論において世界面インスタントンの寄与はGLSMのインスタントン配位
を探す事により g → 0で得られた。実際、本研究の結果であるGLSMの球面分配関数にお
ける寄与も g = 0で現れる寄与となっており、先行研究の結果と無矛盾である。故に本研究
のインスタントンの寄与は先行研究 [10]で議論された世界面インスタントンの解釈と比較
する事で、次の様に理解する事が可能である。シングルセンターの Taub-NUT空間におい
ては S1ファイバーがトポロジーとしてD2である。この時に世界面の S2をD2 ∪ {∞}と分
解する事で、世界面ディスクが標的空間におけるD2に非自明に巻き付くものがディスク・
インスタントンである。また本論文では詳細に立ち入らないが多重センターの Taub-NUT

空間に対しては gが有限でも非自明なインスタントンの寄与が存在する事が判明した [35]。
最後に今後の発展について多少言及する。本研究では多重センターにおける有限の gでの

インスタントンの寄与に対する物理的な解釈をするには至らなかったが、この点を解決する
事は今後の重要な課題である。また、Taub-NUT空間に対する世界面インスタントンの物
理的な解釈を明らかにする為には、g → 0における幾何学的振る舞いをより詳細に理解する
必要がある。
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付 録A 記法

ここでは本研究における超対称局所化において使用した記法および様々な添字についてま
とめる。

・添字
ここでは 3種類の添字を用いるので以下に記す:

m,n, · · · = 1, 2 curved space indices

a, b, · · · = 1̂, 2̂ tangent space indices

α, β, · · · = +,− spinor indices

(A.1)

2次元の球面上の座標として (θ, φ)を導入する。またこの (θ, φ)を用いて半径 rである 2次
元球面 S2の計量およびスピン接続を以下で与える:

ds2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2) = gmndx
mdxn = eaea. (A.2)

∂1̂ = e1̂
1∂1 =

1

r
∂θ, ∂2̂ = e2̂

2∂2 =
1

r sin θ
∂φ, ω1̂2̂ = − cos θdφ. (A.3)

また 2階の完全反対称イプシロンテンソルは ε+− = ε+− = 1とする。

・Clifford代数
2次元における Clifford代数は通常の Pauli行列を用いて与えられる:

γa := σa, γ3 := −iγ1̂γ2̂, {γa, γb} = 2δab1, γab :=
1

2
(γaγb − γbγa). (A.4)

γ1̂ =

 0 1

1 0

 , γ2̂ =

 0 −i

i 0

 , γ3̂ =

 1 0

0 −1

 . (A.5)

Euclid空間における Diracスピノル ψとバー付き Diracスピノル ψは互いに独立な場であ
る。 フェルミオンに関する計算を実行する際のスピノル添字は荷電共役行列 Cを用いて上
げ下げを行う事にする。ここではスピノルにおける縮約に関して次の様に定める [53,58,59]:

ψλ := ψ
α
λα, ψγaλ := ψ

α
(γa)α

βλβ . (A.6)



荷電共役行列 C に関する性質は以下で与えられる:

C† = C, C2 = 1, CT = −C, CγaC = −(γa)T . (A.7)

Grassmann奇および偶であるスピノルに関する入れ替えにおける関係をまとめておく:

ψλ = λψ

Grassmann奇 ψγaλ = −λγaψ

ψγaγbλ = λγbγaψ

ψλ = −λψ

Grassmann偶 ψγaλ = +λγaψ

ψγaγbλ = −λγbγaψ

(A.8)

超対称局所化における計算においてFierz恒等式を用いるので、Grassmann偶スピノルに
対して関係式を与える:

(ϵ†λ1)λ2 =
1

2

[
λ1(ϵ

†λ2) + γ3λ1(ϵ
†γ3λ2) + γmλ1(ϵ

†γmλ2)
]
. (A.9)
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付 録B 共形Killingスピノル

超対称局所化の手続きにおいて使用する超対称変換のパラメーターである共形Killingス
ピノルに関してまとめる。局所化を実行する為には IRの発散を処理する為に理論に典型的
なスケールを導入させる。これは理論をコンパクト多様体上に定義する事によって実現さ
れる。2次元の場合には共形平坦多様体上に射影する事によって S2の半径 rが導入される。
この時に平坦空間上の計量 ηmnや微分 ∂m、定数スピノル ∂mϵα = 0を素朴にコンパクト多
様体上の計量 gmn や微分 ∇m、∇mϵα = 0としてしまうと、超対称性の変換パラメーター
に関する条件が強過ぎる事に起因して Ricci平坦多様体しか許さない事がわかる。そこで
∇mϵα = 0の条件を緩め、共形平坦多様体上で許される拘束条件が共形Killingスピノル方
程式である [53, 55,62,63]:

∇mϵ =
i

2r
γmϵ , ∇mϵ =

i

2r
γmϵ. (B.1)

ここではポジティブな共形Killingスピノルを選んでいる。この共形Killingスピノルを用い
て平坦空間上の超対称性代数に対してWeyl共変化を実行する事で共形平坦多様体上の超対
称性を得る事が出来る。上記のポジティブな共形Killingスピノル方程式の解は具体的に以
下で与えられる [53]:

ϵ = C1e
−iφ

2

 sin θ
2

−i cos θ2

+ C2e
iφ
2

 cos θ2

i sin θ
2

 . (B.2)

ここで C1, C2 は任意定数である。本研究において超対称局所化を実行する上では、C1 =

0, C2 = 1を共形Killingスピノルとして選んでいる。この変換パラメーターに関して注意す
べき点は、Grasmann偶スピノルであるという点である。これは上記の共形Killingスピノ
ル方程式の解であるという点から明らかである。また上記の共形Killingスピノルを用いる
事で次の様な関係式を得る事が出来る:

ϵ†ϵ = 1 , ϵTCϵ = 0 . (B.3)

この関係式は局所化におけるQV 項を構成する際に使用する。また、QV 項の計算において
ϵ†γmϵや ϵ†γ3ϵの様な組み合わせが頻出するが、特に前者はKillingベクトルでありSU(2|1)A
では以下の関係を満たす:

V m = ϵ†γmϵ, ∇mV m = 0. (B.4)
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付 録C S2球面調和関数

ここでは超対称局所化における 1-ループ行列式を評価する際に必要となるツールに関し
てまとめる。この時記法に関しては [53]に従う事にする。1-ループ行列式は理論に含まれる
全ての超対称多重項に関して評価される。その際に全ての場に関して、その場に作用する演
算子の固有値問題に置き換わる。球面上の場は球面調和関数 Yjm(θ, φ)を用いる事でモード
展開をする事が可能であり、これらは運動項などの Laplacianの固有関数である事から容易
に固有値を評価する事が可能となる。具体的に S2上のゲージ対称性の下で変換しない様な
スカラー場に関する Laplacianの固有値は以下で与えられる:

∇2Yjm = −j(j + 1)

r2
Yjm , (C.1)

ここで j ∈ N and −j ≤ m ≤ jである。この様にスカラー場に対するスカラー球面調和関数
はよく知られているが、一般に理論にはスピン sを持った場が多く含まれる。これらの場に関
する 1-ループ行列式ないし演算子の固有値を取り扱うにはスピン球面調和関数 Y s

jm(θ, φ)を
用いる必要がある。このスピン球面調和関数の立場からスカラー球面調和関数は Y s=0

jm (θ, φ)

である。
さらに一般に理論に含まれる場はゲージ対称性の下で変換する。また球面上の理論の場

合、Coulombブランチの配位ではゲージ多重項の鞍点からモノポールが存在する事がわか
る。従ってこれらの事から、ゲージ対称性の下で非自明に変換する場に関してはモノポール
からも寄与を受ける事に注意しなければならない。ここでは本研究で用いる U(1)ゲージ対
称性のみに絞ってモノポールからの寄与を考慮する。モノポールの寄与を議論する為には、
1-ループ行列式を評価する微分演算子に注目すれば良い。今一般にスピン sを持った任意の
場を Φと記述する。この時にスピン接続及びゲージ接続を含んだ共変微分は以下で与えら
れる:

DmΦ = (∂m + isωm − iQAm)Φ . (C.2)

ここで ωmをスピン接続とし、ゲージチャージをQとして表している。今 S2上に定義され
た理論を考えているので S2上の計量及びスピン接続は ds2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2)、ω1̂2̂ =

− cos θdφで与えられる。また Coulombブランチ上でゲージ場に関する鞍点を評価すると
F1̂2̂ −

η
r = 0及び∇mη = 0を満たすモノポール配位 A0,θ = 0, A0,φ = −(rη0) cos θとなる。



η0はゲージ多重項に属する随伴表現のスカラー場のVEVである。この事からゲージ接続は
スピン接続を用いて記述する事が可能となり、η0 = m

2r ただしm ∈ Zという規格化を選ぶと
すると、場のスピン sにモノポールチャージmが寄与する事がわかる。この様にして得られ
るモノポールチャージの寄与を考慮した有効スピンを seff と記述すると seff := s0− Qm

2 [71]

となる。このmは鞍点で存在するモノポールのチャージであり整数値をとる。より一般の
ゲージ対称性の下で有効スピンに関する議論は [53]に記載されているが、本質的な部分は
変わらない。したがってスカラー球面調和関数の固有値を評価した様に、一般のスピン sを
持った場で、さらに U(1)ゲージ対称性の下で非自明に変換する場の微分演算子に対する固
有値を議論したい。その為にまず微分演算子を次の様に線形結合を取り直す [53]:

D± :=
1

2
(D1 ∓ iD2) . (C.3)

この様に記述した微分演算子は、スピン球面調和関数を Y s
jmとするとスピン sを s± 1に写

像する。したがって 1-ループ行列式を評価する際の代表的な微分演算子である運動項の固有
値は以下で与えられる [53, 72]:

D2Y seff
jm = −

j(j + 1)− s2eff
r2

Y seff
jm . (C.4)

ここで角運動量は j ∈ Nであり、−j ≤ m ≤ j、|seff | ≤ jを満たす。これによって一般的な
場の固有値を評価する事が可能である。
また、フェルミオンの場合は上記の様な Laplacian的な微分演算子では無いのでDirac演

算子を考える必要があるが、Dirac演算子を行列表現で書き下しD± := 1
2(D1∓ iD2)の定義

に注意する事によって次の様に書ける:

iγmDm =

 0 2iD+

2iD− 0

 . (C.5)

したがってフェルミオンに現れる代表的な微分演算子に関しては、上記の非対角項の固有値
がわかれば良い事になる。実際有効スピンを持ったフェルミオンの固有値は以下で与えられ
る [53]:

D+Y
seff
jm =

s+eff
2r
Y seff+1
jm , D−Y

seff
jm = −

s−eff
2r
Y seff+1
jm . (C.6)

ここで固有値 s±eff は以下で定義されている:

s+eff =
√
j(j + 1)− s+eff(s

+
eff ± 1) . (C.7)

以上の議論から 1-ループ行列式を評価する際の固有値の評価は上記の関係を用いる事によっ
て、一般のスピン sを持った場で、さらに U(1)ゲージ対称性の下で非自明に変換する場の
微分演算子に対して評価が可能である。
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付 録D 超対称電荷

共形平坦な多様体上の超対称性変換に関する演算子は δ = δϵ + δϵ = ϵαQα + ϵαQ†
αで与え

られる。この超対称性変換のチャージ及び変換パラメーターは Grassmann奇であるので、
演算子 δはGrassmann偶である。ここで共形平坦な多様体上の超対称性変換と言及した意
味は、超対称性変換のパラメーターは共形Killingスピノル方程式を満たしているというこ
とである。次に超対称局所化を実行する超対称電荷を構成するが、基本的な手続きは [53]

にしたがっている。具体的に行っている操作は共形平坦な多様体上の超対称性変換に関する
Grassmann偶な演算子である δからGrassmann奇な変換パラメーターを取り除く。ここで
δに付随していた変換パラメーターは共形Killingスピノル方程式∇mϵ = i

2rγmϵを満たして
いる事を用いて、共形Killingスピノル方程式の解

ϵ = C1e
−iφ

2

 sin θ
2

−i cos θ2

+ C2e
iφ
2

 cos θ2

i sin θ
2

 . (D.1)

を使用する事が出来る。この時に注意する必要がある点は、共形Killingスピノル方程式の
解である共形KillingスピノルはGrassmann偶だという事である。このGrassmann偶な共
形Killingスピノルを変換パラメーターとして使用する事で超対称局所化を実行する超対称
電荷を以下の様に得る:

Q := Q+Q†, Q := ϵαQα, Q† := ϵcαQ†
α . (D.2)

ここでこれらの共形Killingスピノルは ϵ†ϵ = 1, ϵϵ = ϵTCϵ = 0の関係を満たす。したがっ
てGrassmann偶の共形Killingスピノルを用いる事でGrassmann奇な超対称性電荷を得る
Q。ここで ϵcは荷電共役スピノルとして定義されている:

ϵc := Cϵ∗, ϵc† = ϵTC. (D.3)

この様にして得られた超対称性変換を改めてここで書き下すが、上記の様に共形Killingス
ピノルとその荷電共役を用いているのに対応し、ϕ = ϕ†、ψ = C(ψ†)T と書き換える事で以
下の様に与えられる [53] (及び [73, 74]) :



・ゲージ多重項

QAm =
i

2
(λ†γmϵ+ ϵ†γmλ),

Qσ = −1

2
(λ†ϵ+ ϵ†λ),

Qη =
i

2
(λ†γ3ϵ+ ϵ†γ3λ),

Qλ = iγ3ϵ
(
F1̂2̂ −

η

r

)
−ϵ
(
D +

σ

r

)
+iγmϵ∇mσ − γ3γmϵ∇mη,

Qλ† = −iϵ†γ3
(
F1̂2̂ −

η

r

)
+ϵ†
(
D +

σ

r

)
+iϵ†γm∇mσ − ϵ†γ3γm∇mη,

QD =
i

2
(ϵ†γm∇mλ−∇mλ†γmϵ) +

1

2r
(ϵ†λ+ λ†ϵ)

(D.4)

・カイラル多重項

Qϕ = −ϵ†ψ,

Qϕ† = ψ†ϵ,

Qψ =
(
iγmDmϕ+ iσϕ+ γ3ηϕ−

q

2r
ϕ
)
ϵ+ ϵcF,

Qψ† = ϵ†
(
−iγmDmϕ

† + iσϕ† + γ3ηϕ
† − q

2r
ϕ†
)
−ϵc†F †,

QF = ϵc†
(
iγmDmψ − iσψ + γ3ηψ +

q

2r
ψ − iλϕ

)
,

QF † =
(
−iDmψ

†γm − iσψ† + ψ†γ3η +
q

2r
ψ† + iλ†ϕ†

)
ϵc.

(D.5)
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