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概要

トポロジカル物質は、近年発見された秩序相とは異なる物質相であり、そのバルクのトポロジカルな性質によって生

じる表面状態は興味深い物理現象を引き起こす。時間反転対称性によって保護された三次元のトポロジカル絶縁体はビ

スマス化合物などで実験的な観測も行われており、その表面に存在する 2次元ディラック電子は高効率にスピン流を生

成することからスピントロニクスの舞台として注目されている。この表面電子は通常、線形分散をもつ２次元ディラッ

ク電子モデルで記述され、面直磁化と結合した場合には異常ホール伝導度が量子化するなど興味深い現象が報告されて

いるが、一方でこのモデルは、電気伝導とスピン応答が等しく振る舞う、強磁性磁化の効果に対してゲージ不変性が課

される（例えば、一様な面内磁化による異方性は生じない、磁化の空間微分を含むトルクとして限られた形のみが許さ

れる）、など特異な性質を持つことが知られている。実際の物質では、フェルミ面に六回対称な歪みを引き起こす波数

の三次の項や、粒子・正孔対称性の破れを引き起こす波数の二次の項が存在することが指摘されているため、これらの

効果によって、より多彩な物理現象が生じることが期待される。そこで申請者は、波数の高次項の効果を考慮した２次

元ディラックモデルに基づいて、電気伝導、および磁化へ与える影響であるスピントルク（電流誘起スピン分極）につ

いて調べた。波次の三次の項の効果に関しては、面内磁化による異常量子ホール効果、電気伝導度とスピントルクの面

内異方性など面内磁化の効果が主に調べられており、面直磁化の効果に関しては、波数の三次の項の効果を摂動的に取

り入れ、磁化の空間微分を伴うトルクとして新しいものが生じることが報告されている。申請者は、波数の三次の項を

非摂動的に取り扱い、表面電子の面直磁化との結合を考慮して、スピン応答と電気伝導を線形応答理論によって微視的

に調べた。まず、線形分散モデルで成り立っていたスピン応答と電気伝導の等価性が波数の三次の項によって成り立た

なくなること、さらに高ドープ領域では、速度に対する波数の高次の寄与によって電気伝導度が大幅に増大すること、

絶縁体領域において量子ホール伝導度と一致していたスピントルクが量子化値からずれる（異常ホール伝導と等価でな

くなる）ことなどを明らかにした。さらに、空間変化する磁化に作用するスピントルクは非常に多くの種類のものが生

じるが、申請者は、対称性の観点に加えてそれらの代数的構造に着目して整理することにより、各トルクがスピン波の

分散関係や電流による磁壁移動などの現象にどのような物理的効果をもたらすかを明らかにした。また、波数の三次の

項の効果を非摂動的に取り入れたことによって、高ドープ領域において磁壁駆動の非断熱性スピントルクが大幅に増大

することが明らかになった。さらに、回転対称性が三回対称性に低下したことによって、磁化構造にねじれを与える反

対称交換相互作用（ジャロシンスキー・守谷相互作用）が電流によって誘起される効果が対称性から許されることを見

出し、微視的な計算を行うことによって、その効果が、波数の三次の項の係数の一次を最低次として現れることを明ら

かにした。次に申請者は、波数の二次の項を考慮して、一様磁化と結合したディラック電子モデルを調べた。このモデ

ルは、空間反転対称性を破るスピン軌道相互作用の効果を取り入れた伝導電子のモデルとしてより広く調べられている

ラシュバモデルと類似している（ラシュバモデルでは一般に 2枚のフェルミ面が生じるが、内側のフェルミ面のみを考

慮することでディラックモデルとなる）ため、これら２つのモデルに対して電気伝導度とスピントルクの解析を行なっ

た。ラシュバモデルはこれまで、ディラックモデルの伝導帯に対応する領域について主に調べられており、自己エネル

ギーの磁化依存性の消失、梯子型バーテックス補正の効果による電気伝導度とスピントルクの磁化依存性の消失など興

味深い性質が指摘されている。申請者はラシュバモデルとディラックモデルとの比較を行うため、ディラックモデルの

価電子帯とギャップに対応する領域も合わせて調べた。波数の二次の項によってディラック電子の粒子・正孔対称性は

破れるため、伝導帯と価電子帯で物理量は異なった性質を示すようになるが、特に、価電子帯では伝導帯よりも物理量

に大きな面内異方性が現れることを見出した。また、電気伝導の異方性については化学ポテンシャルの関数として定符

号であるが、スピントルクの異方性についてはディラック点で符号変化するという対照的な特徴を明らかにした。ま

た、ディラックモデルでは化学ポテンシャルの関数として物理量に不連続性は生じないが、ラシュバモデルの場合には

様々な不連続性が生じることを明らかにした。この不連続性の多くはフェルミ面の枚数の変化に由来するものである

が、磁化が面内の場合の面直スピン分極のディラック点における不連続性については、ディラック点でのラシュバモデ

ルの性質の変化に由来するものである。このような不連続性は、本研究においてディラックモデルの価電子帯に対応す
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る領域までラシュバモデルを調べたことによって見出された結果である。
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第 1章

導入

1.1 トポロジカル絶縁体について

物質の内部にある無数の原子は、電気伝導、熱伝導、磁性など多彩なマクロな物理現象を生み出す。このような物理

現象がそれぞれの物質でどのような特徴を持つかを特徴づける物質の相の分類は、まず自発的対称性の破れの観点から

考えられた [1–6]。固体の場合には連続的な並進対称性、強磁性体の場合には連続的な回転対称性、そして超伝導体は

ゲージ対称性が自発的に破れた物質として考えることが出来る。また、それぞれの物質は秩序パラメータとして、物質

中の粒子の密度分布、磁化、巨視的波動関数を持つ。このような秩序パラメータの関数であるランダウ・ギンズブルグ

の自由エネルギーの最小値に対応する秩序パラメータが有限になる場合が秩序相である。

トポロジカル物質はこれらの分類に当てはまらない新たな物質相であり、本論文で扱う磁性トポロジカル絶縁体表面

もその一つである。この節ではまず、磁性が無い場合のトポロジカル絶縁体の発見の経緯とその性質についての説明を

行う。トポロジカル物質は、秩序パラメータを持たずに、トポロジカル指数によって通常の絶縁体・半導体・超伝導体

と区別される。トポロジカル物質はトポロジカル指数が有限である物質であり、トポロジカル指数がゼロである物質と

は、バルクのギャップを閉じないようなハミルトニアンの変形（断熱変化）では互いに移り合うことが出来ず、それら

の境界にはギャップレス状態が生じる。真空はどのようなトポロジカル指数もゼロであると考えられるので、真空中に

置かれたトポロジカル物質は中身は絶縁体であるが、その表面にはギャップレス状態が現れる [7]。トポロジカル物質

として最初に発見されたものは量子ホール系であり、半導体シリコン表面において強磁場中のホール伝導度 (電場に対

して横方向に流れる電流の電場に対する係数)が、e2/hの整数倍に量子化する現象が観測された [8]。ここで、eは電

子の素電荷、hはプランク定数であり、モデルに依存しない普遍的な定数である。この場合のトポロジカル指数は整数

Z である。その後、この量子ホール効果は、まず Laughlinの思考実験によって、二次元バンド絶縁体を丸めた円筒の

穴に通した仮想的な磁束による電荷の移動によって理解され [9]、そして、TKNN公式によって、その数学的な側面が

明らかになった [10, 11]。バンド指数 nと波数 kの波動関数 |unk⟩に対して公式は以下で与えられる。

σn
xy =

e2

h
N =

e2

h

1

2πi

∫
d2k(∇k ×Ank)

z, (1.1)

Ank = ⟨unk|∇k |unk⟩ . (1.2)

Ank はベリー位相と呼ばれ、波数空間においてベクトルポテンシャルのような働きをし、その曲率の積分によってホー

ル伝導度は量子化されている。量子ホール系は磁場によって時間反転対称性が破れていたが、その後、二次元の時間反

転対称性がある系において、そのエッジで逆向きのヘリシティを持つ電子が逆向きに流れるような量子スピンホール系

が理論的に提案され [12, 13]、実験的な検証が行われた [14]。この系におけるトポロジカル指数は時間反転対称性に由

来する Z2 指数 ν であり、系の電気分極を 0, 1の 2つの数で特徴づけるものである。このようにトポロジカル物質は、

その物質の持つ対称性に由来する様々な指数（Z や Z2）によって特徴付けられている。

その後、この系の３次元への拡張が行われた [15–17]。それがトポロジカル絶縁体であり、本論文が扱う対象である
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図 1.1: トポロジカル絶縁体表面の二次元ディラック電子の分散とフェルミ面（エネルギーの等高面）。Ek は波数 kに

おけるディラック電子のエネルギー。

磁性トポロジカル絶縁体の磁性がない場合である。3次元のトポロジカル絶縁体のトポロジカル指数は 4つの Z2 不変

量である。この４つの Z2 不変量は一つの Z2 不変量 ν0 と、残りの三つの Z2 不変量 ν1, ν2, ν3 に分けることが出来、

ν0 = 1の場合は「強い」トポロジカル絶縁体と呼ばれる。ν0 = 0で ν1, ν2, ν3 の内少なくとも一つが 1になるものが

「弱い」トポロジカル絶縁体で、これは二次元のトポロジカル絶縁体の積層系と考えられる。立方晶の場合を考えると

ν0 は８個全ての時間反転不変運動量における Z2 指数の積である。また、ν1, ν2, ν3 は 4個の時間反転不変運動量での

Z2 指数の積であり、二次元の場合と同様の指数となる [16]。強いトポロジカル絶縁体と弱いトポロジカル絶縁体は多

くの異なる特徴を持ち、例えば、強いトポロジカル絶縁体の表面状態のフェルミ面は奇数個の時間反転運動量を覆い、

摂動に対してロバストであるが、弱いトポロジカル絶縁体はそのような特徴を持たない [16]。強いトポロジカル絶縁体

としては Bi1 － xSbx [18, 19], Bi2Se3 [20–22], TlBiTe2 [23, 24], PbBi2Se4 [25, 26], HgTe [27,28]が、弱いトポロジカ

ル絶縁体としては PbTe/SnTe超格子 [29]や β-Bi4I4 [30]が実験的に観測されている。本論文で扱うのは強いトポロ

ジカル絶縁体である。この物質の特徴は、バルクの電気磁気効果からも理解できる。トポロジカル絶縁体の低エネル

ギー過程を記述するトポロジカルな場の理論によると、四次元のチャーン・サイモンズ理論の空間一次元を丸めて次元

縮約することで、以下のような電場 E と磁場B に対するラグランジアンが得られる [17]。

L =
1

8π

(
ϵE2 − 1

µ
B2

)
+
( α

4π

)
θE ·B. (1.3)

ここで、ϵは誘電率、µは透磁率、αは微細構造定数である。第一項は通常の電磁場のラグランジアンであるが、第二

項が有限 (θ = π)になるのがトポロジカル絶縁体のバルクの特徴である。この有効作用によると電場による磁化の誘

起、磁場による電気分極の誘起という交差応答が導かれるが、まだ実験的な検証はなされていない [35]。さらに、この

ようなバルクの特異的な性質に対応して、表面状態が現れることが知られている。波数の高次を無視して一次のみを残

すと、表面電子のハミルトニアンは、以下のような二次元ディラック電子のハミルトニアンで与えられる。

Hk = −vF(k × σ)z. (1.4)

ここで、σ は電子スピンを表すパウリ行列、kは電子スピンの波数である。このモデルにおける分散関係は図 1.1のよ

うな線形分散になり、フェルミ面は円形となる。

物質中の電子のトポロジーが相対論的な電子と結びつくことは基礎的な観点から興味深いことであるが、ディラッ

ク電子はスピンと波数（運動量）が強く結びついているため、スピントロニクスへの応用も期待されている。例えば

ディラック電子は、電流によるスピン分極（エーデルシュタイン効果）を高効率で生じさせることが期待されてお

り [32–35]、スピンホール効果（電場に対して横方向にスピンが流れる効果）とは異なるスピン流生成のメカニズムと

して注目されている。一方で、このような線形分散のディラック電子の速度 v は以下のようにスピンと等価であり、定
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図 1.2: (a) 波数の二次を考慮した場合のバンド構造。緑の点線で囲われた部分がディラック系に対応し、青い点線で囲

われた部分がラシュバ系に対応する。ディラック点の上下で非対称なバンド構造になっており、粒子正孔対称性の破れ

の効果が表れている。(b) 波数の三次を考慮した場合のフェルミ面。回転対称性が三回に落ちた影響でフェルミ面の形

は六回回転対称な閉曲線となっており、比較的高いエネルギー領域ではそり（ヘキサゴナル・ワーピング）を伴うにな

る。

数倍と回転操作で互いに移り合う。

v =
∂Hk

∂k
= vF(ẑ × σ). (1.5)

このことから、線形ディラック電子は、次節で示すように有限に残る物理量が制限され、また有限に残る物理量の間に

も単純な関係が存在し、実際の物質で起こることが期待される多彩な物理現象を理解するには単純すぎるモデルであ

る。実際、多くのトポロジカル絶縁体で波数の高次の項が存在し、バンド構造に影響を与えていることが知られてい

る [36, 37]。したがって、トポロジカル絶縁体表面における種々の物理現象を解明するためには、波数の高次の項を考

慮することが重要であると思われる。特に、本論文では、以下のような波数の二次と三次の項に注目する。

Hk = −vF(k × σ)z +
k2

2m∗ + λkx(k
2
x − 3k2y)σ

z. (1.6)

以下、波数の近似の精度に依らずに、トポロジカル絶縁体表面の電子系をディラック系と呼ぶ。波数の二次の項はディ

ラック系の粒子正孔対称性を破る。また、波数の三次の項はディラック系の連続的な回転対称性を破り、回転対称性を

三回回転対称性に落とし、フェルミ面に六回対称な「そり」（ヘキサゴナル・ワーピング）を与える（図 1.2）。本論文で

は、「ヘキサゴナル・ワーピング項」は波数の三次の項による効果を指すものとする。波数の二次の項を加えたモデル

は、バンド構造のディラック点付近を扱うことでディラック系の有効モデルになるが、バンド構造全体を扱うとラシュ

バ系と呼ばれるモデルとなる。ラシュバ系はトポロジカル絶縁体以前から理論的に考えられてきており、現在でも伝導

電子に働くスピン軌道相互作用の効果のデバイスへの応用を考えるうえで重要な系の一つである [38–40]。

トポロジカル絶縁体の理論的な提案と実験的な観測以降もトポロジカル物質の研究は盛んに行われており、トポロジ

カル物質におけるスピントロニクス現象の解明とそのデバイス応用の提案は今後の重要な課題である。例えば、トポロ

ジカル相はその物質の持つ対称性によって特徴づけることが出来、トポロジカル絶縁体・超伝導体は時間反転対称性と

粒子正孔対称性とカイラル対称性によって 10種類に分類され（量子ホール系、量子スピンホール系、トポロジカル絶

縁体もその中に含まれる）、任意の空間次元においてトポロジカル指数が導かれている [41–43]。また、最近では結晶対

称性も考慮した上での分類も行われている [44]。さらに、高次元トポロジカル絶縁体と呼ばれるバルクの空間次元より

二次元以上低い次元の表面状態が現れるような物質も考えられている [45]。
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1.2 磁性トポロジカル絶縁体について

本論文で扱う磁性トポロジカル絶縁体は、前節で紹介したトポロジカル絶縁体（時間反転対称性に由来するトポロジ

カル相）に強磁性（回転対称性の破れに由来する秩序相）が組み合わさった物質である。磁化が特定の方向の場合には

その表面に新たなトポロジカル相が生み出され、異常ホール伝導度が量子化される異常量子ホール系となる。この現象

は理論的に早くから指摘されており [16, 47]、トポロジカル絶縁体に磁性不純物をドープした物質において実験的な観

測もされている [46]。さらに、このような、伝導電子に空間反転対称性が破れたスピン軌道相互作用 ∼ (k × σ)z が働

く系では、電場によって伝導電子のスピン分極が生じるが、このスピン分極が磁化に及ぼすトルクはスピン軌道トルク

（Spin Orbit Torque (SOT)）[48–79]と呼ばれ、盛んに研究されている。また、通常はスピン軌道相互作用の効果を考

慮せずに議論されてきたスピン移行トルク（磁化の空間微分を含み、角運動量保存則により磁壁を移動させるトルク、

Spin-Transfer Torque, STT）[80, 81]がトポロジカル絶縁体表面でどのように生じるかも興味深い問題である。実際、

トポロジカル絶縁体表面のスカーミオン（その方向全体が球を覆うように空間変化する磁化の集まり）についても議論

されており [82–87]、その駆動を考えるためにも磁化の空間変化を考慮してスピントルクを理論的に調べることは重要

であると思われる。

これらの物理現象は、波数の一次の範囲（線形分散モデル）で文献 [88]で統一的に議論されている。

まず、磁化の歳差運動の減衰を表すギルバート・ダンピングとスピン軌道トルク、電気伝導などが等価な現象である

（それぞれの現象を特徴付ける量が係数を除いて互いに等しく、化学ポテンシャル依存性は全く等しくなる）ことが導

かれている。このことを見るために、まず、以下のように表される磁化の時間変化に由来する伝導電子のスピン分極を

考える。

⟨σ⟩ = αxxu̇+ αxy(nz ẑ × u̇). (1.7)

ただし、ここでは、磁化の方向を表す単位ベクトル nが z 方向から微小量 uだけずれた状況を考えて、n = nz ẑ + u,

|u| ≪ 1, u = (ux, uy, 0), nz = ±1とした。ここで、伝導電子のスピン分極に由来する磁化M に対するスピントルク

tが、磁化を用いて

s0t = M × ⟨σ⟩, (1.8)

と表されることから、αxx は、ギルバート・ダンピングと呼ばれる磁化の歳差運動の減衰に比例する量であり、αxy は

スピンの大きさ S の変化を表すものであることが導かれる。ここで、磁化M は、s電子（伝導電子）と d電子（局在

電子）の間の s-d相互作用の係数 Jsd と局在スピン S の積によって表されるものである。また、s0 = S/a2 であり、a

は格子定数である。

さらに、電場によってスピン分極が生じる効果（磁化がない場合にはエーデルシュタイン効果と呼ばれる）は以下の

ように表される。

⟨σ⟩ = κxxE + κxy(nz ẑ ×E). (1.9)

このスピン分極からもスピントルクが生じるが、これが前述したスピン軌道トルクである。

また、電場によって電流が生じる現象は電気伝導であるが、この効果は以下のように表される。

⟨j⟩ = σxxE + σxy(nz ẑ ×E). (1.10)

右辺の第 1項は電場方向に流れる電流、第 2項は電場と垂直方向に流れる電流を表すものであり、後者の現象は異常

ホール効果と呼ばれる（磁場によって電流が曲がる効果が正常ホール効果である）。
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文献 [88]では、スピンと速度の等価性からこれらの現象の間の等価性が導かれており、以下のような表式が示され

ている。

(evF)
2αxx = evFκxy = σxx, (1.11)

　 (evF)
2αxy = evFκxx = σxy. (1.12)

このような関係は線形分散モデルで成立する特殊な関係であり、例えば、化学ポテンシャルの大きさをどのように変化

させても電気伝導度とスピン軌道トルクの定量的な関係を変えることはできないことを表している。

また、磁化の面内成分があったとしても、それが静的で一様であれば物理量に影響を与えない（例えば、電流やトル

クの一様面内磁化による異方性が現れない）ことも線形分散モデルの特徴である。この性質は以下のような二つの解釈

によって理解できる。まず、線形ディラック電子と一様面内磁化との結合を考えると、磁化の効果はディラック点のシ

フトとなる（図 1.3）。しかし、物理量の計算では全波数の和をとるため、波数の平行移動は結果を変えない。

図 1.3: 一様面内磁化によるディラック点のシフト。

もう一つの解釈はゲージ不変性によるものである。スピンと速度の等価性により、スピンと結合する磁化は、電流と

結合するベクトルポテンシャルと等価である。磁場の形でなくベクトルポテンシャルそのものが物理量の係数に直接現

れればゲージ不変性を破ることを考慮すると、もしも一様静的な磁化が物理量に影響を与えるとすると、これは磁化と

ベクトルポテンシャルの等価性から直ちにゲージ不変性の破れとなる。したがって、一様静的な面内磁化が物理量に影

響を与えることはなく、一様静的な面内磁化に由来する異方性は生じない。

このゲージ不変性の議論は、磁化の空間微分を含むスピントルクの表式にも影響を与える。磁化の空間微分は磁場と

対応する形でしか残らず、以下のようにまとまる (図 1.4)。

⟨j⟩ = sgn(Mz)ep{−AE +B(ẑ ×E)}pH, (1.13)

⟨t⟩ = (a2e/S){−AE +B(ẑ ×E)}divu. (1.14)

ここでH = (∇×A)z、p = evF/M とした。この結果によると、磁化の空間微分を含むスピントルクは、縦磁気抵抗

と正常ホール係数と等価な形のスピントルクの形にまとまり、スピン軌道相互作用が働いていない通常の強磁性体で生

じていたスピン移行トルク (−(v0
s ·∇)n)や β トルク (βn× (v0

s ·∇)n)は生じないように見える。これらのトルクは

磁壁の駆動を引き起こすものとして考えられてきたトルクである。

図 1.4: 線形分散モデルにおける、空間変化する磁化に与える電流によるスピントルクと磁場中での電気伝導の等価性。
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図 1.5: ヘキサゴナル・ワーピング項がある場合のギャップレス（ディラック点が生じる）条件。緑の六個の点は対称

性で保護されたギャップレス点であり、モデル・パラメータの値によって変化しない。

その後、波数の高次の項がスピントロニクス現象に与える影響について調べられている。中心的に調べられているの

は波数の三次の項の効果である。電気伝導度とエーデルシュタイン係数の非等価性 [89, 90]、スピン軌道トルクの異方

性 [91]など線形分散モデルでは現れなかった効果が理論的に指摘されている。また、最も大きな特徴は、面内磁化に

よってもギャップが開き、磁化の面内角度によって異常ホール伝導度の量子化の符号が振動するようにふるまうことで

ある [92, 93]。これは図 1.5 によって理解することが出来る。磁化の向きを表す球面においてギャップが閉じる線は、

線形分散モデルの場合には赤道になるが、波数の三次の項がある場合には赤道付近で振動するような閉曲線になるた

め、磁化を面内で回転させると、チャーン数が正の領域と負の領域を行き来する。これらの先行研究の結果は非磁性の

場合もしくは磁化の面内成分による電気伝導とスピン軌道トルクに対する効果を主に扱ったものであるが、磁化の面直

成分がこれらの現象にどのような影響を与えるかは調べられていない。

また、空間変化する磁化に与える電流によるスピントルクについても最近調べられており [95]、波数の三次の項の摂

動的な効果によってスピン移行トルクが現れたような結果となっている。しかし、スピン移行トルクをそれ以外のトル

クとどのように区別するかは対称性の観点から再考する必要があるため、本論文ではそのような対称性の議論を行う。

このような議論は、トルクによって引き起こされる物理現象（磁壁駆動、マグノンのドップラーシフト、スカーミオン

駆動など）を理解するために重要であり、スピン軌道相互作用が無い場合の結果とは大きく異なる性質が導かれる。ま

た、波数の三次の項が大きい場合にトルクの特徴がどのように変わるかを調べることも興味深い課題である。

一方で波数の二次の項についてはあまり調べられておらず、最近そのようなモデルにおいて磁化の面内成分がディ

ラック点付近で tilted Dirac cone（傾いた線形ディラック分散）を生じさせることに着目して異方性磁気抵抗効果

（Anisotropic Magnetoresistance, AMR）について理論的に調べられたが [94]、AMRと横伝導度の対称成分 (Planer

Hall Effect, PHE)が磁化の面内角度に関して異なる振幅を示す結果が得られており、本論文での対称性に基づく議論

とは矛盾する結果となっている。また、本論文ではスピン軌道トルクについても調べ、磁化の面直成分の効果も考慮す

ることで、粒子正孔対称性が破れた磁性トポロジカル絶縁体表面におけるスピントロニクス現象について統一的な理解

を目指す。

また、波数の二次を取り入れたディラック系と類似した系であるラシュバ系での異常ホール効果 [96, 97]、異方性磁

気抵抗効果 [98, 99]、スピン軌道トルク [98, 100]については微視的理論によって調べられている。特に重要なことは、

化学ポテンシャルが十分大きい場合（ディラック的な特徴が現れる場合には、そのパーティクルのバンド（伝導帯）に

位置する場合）には、梯子型のバーテックス補正を考慮すると電気伝導度とスピン軌道トルクから磁化依存性が完全に

消えることである（ただし、異常ホール効果に関しては不純物線が交差するようなファインマン図形の効果も考えるこ

とで有限に残ることも示されている [97]）。これらの研究は異常ホール効果を除いては限定的なパラメータ領域で研究

されているものであり、ディラック系のホールのバンド（価電子帯）もしくはギャップ中に対応する領域に化学ポテン
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シャルが位置する場合のラシュバ系の電気伝導とスピン軌道トルクは調べられていない。モデル・パラメータを用いた

これらの分類についての詳細な議論は本文で行う。

1.3 本論文の目的

本論文では、磁性トポロジカル絶縁体において波数の高次の効果まで考慮した表面電子がスピントロニクス現象にど

のような影響を与えるかを微視的理論に基づいて調べる。

まず、フェルミ面を六回対称にひずませる波数の三次の項を考慮した系について、一様面直磁化との結合がある場合

の電気伝導度、スピン軌道トルク、および磁化の空間変化がある場合のスピントルクについて微視的に調べる。特に、

磁化の空間微分を含むスピントルクについては対称性に加えて、本論文でビューポイントと定義する新しい概念（代数

的関係）を用いて先行研究の結果を解釈し直し、先行研究で摂動的に考えられてきた波数の三次の項を非摂動的に扱っ

て計算を行う。そして、回転対称性が三回に落ちたことによってどのような新しい物理量が現れるかを対称性の観点か

ら明らかにし、その物理量を計算する。

また、粒子正孔対称性を破る波数の二次の項を考慮した系における電気伝導度とスピン軌道トルクの磁化面内方向依

存性について調べ、特に線形分散モデルでは現れなかった物理量の異方性が現れるかを調べる。また、類似系であるラ

シュバ系についても、これまで考えられてこなかったパラメータ領域（ディラック系におけるギャップ中、あるいは、

価電子帯に対応する領域に化学ポテンシャルが位置する場合）も含めて計算を行い、ディラック系との比較を行う。
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第 2章

ヘキサゴナル・ワーピング項の効果

この章では、ディラック系の連続回転対称性を破り、三回回転対称性に低下させる項であるヘキサゴナル・ワーピン

グ項の効果を取り入れて、電気伝導、スピン軌道トルク、磁化の空間微分を含むスピントルクの計算を行う。

2.1 モデル

2.1.1 ハミルトニアン

まず、ハミルトニアンとしては以下のようなものを考える。

H =
∑
k

c†k
[
vF(kyσ

x − kxσ
y) + λkx(k

2
x − 3k2y)σ

z −M · σ
]
ck + Vimp. (2.1)

ck (c†k)は、電子の消滅（生成）演算子である。大括弧内の第一項と第二項はトポロジカル絶縁体表面の伝導電子を記

述する項であり、線形ディラック分散を記述する項（形式的には、ラシュバ型スピン軌道相互作用と同じ形）とヘキサ

ゴナル・ワーピングを生じさせる項、第三項は磁化M と伝導電子スピン σ の結合、最後の項は伝導電子に対する不純

物散乱を表す項である。この章全体を通して、磁化M は以下のような形を考える。

M(r) = [M + δM(r)]n(r), (2.2)

n(r) = ±ẑ + δn(r) = (sinθMcosϕM , sinθM sinϕM , cosθM ). (2.3)

ここで、M は空間変化しない定数であり、nは磁化の方向を表す単位ベクトルである。さらに、δn(r) = (nx, ny, 0)

とする。また、空間変化は緩やかであるとして、|δM(r)| << |M(r)|, |δn(r)| << 1の条件のもとで計算を行う。

また、波数について以下のような極座標表示も用いる。

k = k(cosϕk, sinϕk). (2.4)

このモデルにおいてディラック分散のギャップが消える条件（ギャップレス条件）は、

Mz = − λ

v3F
My(M

2
y − 3M2

x), (2.5)

となり、図 1.5 のように図示される。右辺はヘキサゴナル・ワーピング項の係数に依存しており、磁化の方向を表す

球面の赤道付近を振動する閉曲線となる。また、λ = 0 でギャップレス条件はMz = 0（球面の赤道部分）に帰着す

る。λ ̸= 0であっても sin3ϕM = 0となる場合はMz = 0がギャップレス条件となる。この磁化の角度 (ϕM = nπ/3,

θM = 0)の場合は他のモデル・パラメータに依らずにギャップレスとなり、このギャップレス状態は対称性に保護さ

れている。

以下では磁化の方向を面直の場合に限り、常にギャップが開いている場合を考える。この場合のフェルミ面の枚数

NFS は、µ′ ≡ µ/
√
v3F/λとM ′

z ≡ Mz/
√
v3F/λを用いて特徴づけることができる（図 2.1）。図に示したように、この
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図 2.1: µ′-M ′
z 平面におけるフェルミ面の枚数を表す図 (a) 0 < µ′ < 2, 0 < M ′

z < 2, (b) 0.75 < µ′ < 1,

0.75 < M ′
z < 1.

モデルではフェルミ面の枚数は０枚、１枚、３枚、４枚（NFS = 0, 1, 3, 4）の場合があり、フェルミ面の枚数はモデ

ル・パラメータによって変わる（付録 Aを参照）。NFS = 3, 4となるのはヘキサゴナル・ワーピング項が非常に大き

い場合なので、本論文では NFS = 1(金属領域)、NFS = 0（絶縁体領域）の場合を扱う。PbBi2Te4 はヘキサゴナル・

ワーピング項の効果が大きく現れる物質であるが、モデル・パラメータは vF = 0.5[eVÅ], λ = 55[eVÅ3]と見積もられ

ており [37]、M を 0.01[eV]程度とすると、M ′
z は 0.2程度である。

また、典型的なフェルミ面は図 2.2のようになる。面直磁化によって時間反転対称性が破れているため、フェルミ面

は六回対称（ヘキサゴナル）ではなく、三回対称（トリゴナル）になっている。(a)がフェルミ面が 1枚、(b)がフェル

ミ面が 3枚、(c)がフェルミ面が 4枚の場合であり、これらの結果に用いたパラメータの値はフェルミ面の枚数に関す

る相図の結果（図 2.1）と整合している。

さらに、速度は以下のようになり、ヘキサゴナル・ワーピング項に由来する v′i によってスピンと速度の等価性は破

図 2.2: ヘキサゴナル・ワーピング項があり面直磁化と結合したディラック電子のフェルミ面。 (a) µ′ = 0.6, 1.0, 2.0,

M ′
z = 0.5, (b) µ′ = 0.98, M ′

z = 1.0, (c) µ′ = 1.01, M ′
z = 1.0. フェルミ面の枚数はそれぞれ 1、3、4である。また、

k′i ≡ vFki/(
√

v3F/λ)とした。
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れることが分かる。

vi = vαi σ
α, (2.6)

vαi ≡ vFεαi + δαzv
′
i, (2.7)

(v′x, v
′
y) = 3λk2(cos 2ϕk,− sin 2ϕk). (2.8)

2.1.2 グリーン関数

電子のグリーン関数は以下のように与えられる。

GR
k = (gR0 + gxσ

x + gyσ
y + gRz σ

z)(DR
k )

−1. (2.9)

ここで

gR0 = µ+ iΓ0, (2.10)

gx = vFk sinϕk, (2.11)

gy = −vFk cosϕk, (2.12)

gRz = λk3 cos 3ϕk −Mz + iΓz, (2.13)

DR
k = (gR0 )

2 − g2x − g2y − (gRz )
2 とした。平均化された不純物の効果は、ボルン近似の範囲で以下のようにまとまる。

Γ0 =
niu

2
0

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 2π

0

dϕ Im
kµ

(µ− i0)2 − E2
k

, (2.14)

Γz = − niu
2
0

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 2π

0

dϕ Im
k(λk3 cos 3ϕk −Mz)

(µ− i0)2 − E2
k

. (2.15)

ここで、自己エネルギーの実部は化学ポテンシャル µおよび磁化M に繰り込んだ。この論文では、不純物ポテンシャ

ルの大きさは弱いものとして、γ0 =
niu

2
0

4(ℏvF)2 の最低次の寄与のみを考慮する。また、本論文では、プロットを行う際

に、系を特徴づける二つの無次元量 λ̃ = λM2
z /v

2
F, µ̃ = µ/Mz を用いる。Γ̃0 ≡ Γ0/|Mz|と Γ̃z = Γz/Mz の µ̃依存性

を図 2.3に示す。黒い点線が λ̃ = 0, 赤い線が λ̃ = 0.01, 緑の線が λ̃ = 0.05, 青い線が λ̃ = 0.1の場合である。µ̃が大

きい場合には、ヘキサゴナル・ワーピング項の効果が大きくなり、状態密度が抑えられることからダンピングの大きさ

が抑えられている。また、g20 > g2z に注意すると Γ0 の大きさは常に Γz より大きくなり、グリーン関数の分母の虚部

2g0Γ0 + 2gzΓz の符号は、化学ポテンシャルの符号で決まることが分かる。また、µ → |Mz|+ 0の極限で、

Γ̃0, Γ̃z → γ0, (2.16)

となり、線形分散モデルの値に一致する。
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図 2.3: (a) Γ̃0, (b) Γ̃z の µ̃依存性。λ̃の値は 0（黒い点線）、0.01（赤）、0.05（緑）、 0.1（青）。
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2.2 電気伝導度とスピントルクの定式化

強磁性磁化に対するスピントルクは以下のように、電子のスピン密度を計算することによって得られる。

s0t = M × ⟨σ⟩ ≃ Mnz ẑ × ⟨σ⟩. (2.17)

ここで、ギルバート・ダンピング αとスピンのくりこみ δS は以下のように、磁化の時間微分により生じる項として

定義される。

t = −α(n× ṅ)− δS

S
ṅ. (2.18)

それぞれの項が磁化の歳差運動の減衰（ギルバート・ダンピング）、スピンのくりこみを表すことは、トルクが磁化の

時間微分を与えることから導かれる。ここで、時間依存する磁化 nに対するスピン応答を次のような表式で考える。

⟨σα⟩ = M2
z

2πhv2F
(A1δαβ +B1εαβ)ṅ

β . (2.19)

このとき、式（2.17）を考慮することによって、A1 と B1 は、αと δS と以下のように関係することが分かる。

α =
M2

z a
2

S(2πvF)2
A1, (2.20)

δS

S
=

M2
z a

2

S(2π)2
(sgnM)B1. (2.21)

また、電流誘起スピン分極（スピン軌道トルク）は以下の式で計算できる。

⟨σα⟩ = e2

2πhvF
(A2εαj + nzB2δαj)Ej . (2.22)

A2 は非磁性の場合にはエーデルシュタイン効果の大きさを表す量である。磁化の面直成分が有限の場合には、第二項

（電場方向のスピン分極）も対称性から許される。また、この現象に対する相反現象は、磁化の時間微分によって誘起

される電流である。さらに、電気伝導度テンソル σij (ji = σijEj)は以下の式で計算できる。

σij =
e2

2πh
(A3δij +B3εij). (2.23)

A3 は縦伝導度の大きさ、B3 は異常ホール伝導度の大きさを表している。これらの効果は、本質的には、電場もしくは

磁化の時間微分によって誘起される電流もしくはスピン分極であるので、以下のように統一的に表すことが出来る。

⟨σ⟩ = 1

2πℏ

{
M

v2F
(−A1ṅ+B1(nz ẑ × ṅ)) +

e

vF
(A2(ẑ ×E) +B2nzE)

}
, (2.24)

⟨j⟩ = 1

2πℏ

{
eM

vF
(A2(ẑ × ṅ) +B2nzṅ) + e2(A3E −B3(nz ẑ ×E))

}
. (2.25)

ここに現れる係数は、線形応答理論によって計算することができる。これらのグリーン関数を用いた表式は、以下の量

を定義することによって簡潔にまとめることが出来る。

⟨P̂ : Q̂⟩surf =
∑
k

{
tr[P̂GRQ̂GA]− Re[P̂GRQ̂GR]

}
, (2.26)

⟨P̂ : Q̂⟩sea =
1

2

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ{tr[(∂ϵGRP̂GRQ̂)]− tr[(∂ϵG

AP̂GAQ̂)]− (P̂ ↔ Q̂)}. (2.27)

一つ目の式は Fermi-surface term と呼ばれ、Fermi 面による寄与を表すものであり、二つ目の式は Fermi-sea term

と呼ばれ、Fermi 海による寄与を表すものである。ただし、Fermi-sea term の一部分は振動数に関する部分積分に
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よって Fermi-surface termになることもあるため、この分類はそのような任意性を含んでいる。このとき、各係数の

Fermi-surface termは

v2F⟨σα : σβ⟩surf = A1δαβ +Bsurf
1 ϵαβ , (2.28)

vF⟨σα : vj⟩surf = A2ϵαj −Bsurf
2 δαj , (2.29)

vF⟨vi : σβ⟩surf = −A2ϵiβ +Bsurf
2 δiβ , (2.30)

vF⟨vi : vj⟩surf = A3δij +Bsurf
3 δij , (2.31)

となり、Fermi-sea term は

v2F⟨σα : σβ⟩sea = Bsea
1 ϵαβ , (2.32)

vF⟨σα : vj⟩sea = −Bsea
2 δαj , (2.33)

vF⟨vi : σβ⟩sea = Bsea
2 δiβ , (2.34)

vF⟨vi : vj⟩sea = Bsea
3 δij , (2.35)

となる。また、

v̂ = v̂0 + v̂′, (2.36)

v̂0i = vFϵαiσ
α, (2.37)

v̂′i = v′iσ
z, (2.38)

として

vF⟨σα : v̂′i⟩surf = Āϵiα + B̄surfδiα, (2.39)

vF⟨σα : v̂′i⟩sea = −B̄seaδiα, (2.40)

vF⟨v̂′i : v̂′i⟩surf = ¯̄Aδij , (2.41)

と、Ā, ¯̄A, B̄surf , Bsea を定義すると、A2, A3, B2, B3 は

A2 = A1 + Ā, (2.42)

A3 = A1 + 2Ā+ ¯̄A, (2.43)

B2 = B1 + Ā, (2.44)

B3 = B1 + 2B̄, (2.45)

と表せる。

また、面内成分が空間的に変化する磁化と電場の組み合わせに対するスピン分極の応答についても、磁化の面内成分

とその微分の一次までを考慮して計算する。この応答は一般に以下のように表されるスピン移行トルク（第 1項）と β-

トルク（第 2項）を含む。

tSTT = −(1 + βn×)(vs ·∇)n. (2.46)

ここで、vs は電場によって誘起されたスピン流である。スピン軌道相互作用が弱い系においてはこれらが磁壁やスカー

ミオンといった磁化構造を動的に変化（駆動）させるために重要なトルクであると考えられている。一方で、スピン軌

道相互作用が強い極限である線形分散モデルの場合には、以下のようなスピン軌道トルクに対する微分補正の形のトル

クが現れることが示されている。

tSOT = (c+ c′ẑ×)(ẑ ×E)(∇ · u). (2.47)
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このような形にまとまるのは、電流とスピン、および、それらと結合するゲージ場と面内磁化の等価性から、トルクに

対してゲージ不変性の効果が現れるためである。次の節では、これらのトルクが互いにどのような関係にあるのかを対

称性の観点から議論する。

このような磁化の空間微分を含むトルクはグリーン関数を用いて以下のように表すことが出来る。

⟨σ̂α
⊥⟩ =

1

π
eMKαβ

ij Ei∇jn
β , (2.48)

Kαβ
ij =

1

2πi
Im
∑
k

{tr[σα(GRvjG
RσβGR)viG

A]− [σαGRvi(G
AσβGA)viG

A)]},

=
1

π
Im
∑
k

tr[σα(GRvjG
RσβGR)viG

A]. (2.49)

スピンのトレースをとると、以下の表式を得る：

Kαβ
ij = Im

∑
k

Lαβ
ij

(DR)3DA
, (2.50)

Lαβ
ij =

8∑
n=1

Ln(∆n)
αβ
ij . (2.51)

∆n はトルクの形を決める関数であり、次節で対称性の観点から議論する。係数 Ln の表式の一例は式 (2.115)～式

(2.128)で与えられる。
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2.3 対称性とビューポイント

前節で紹介したスピン移行トルクやスピン軌道トルクに対する微分補正といった、磁化の空間微分を含むトルクの

表式は、以下のようなビューポイントと呼ばれる概念を導入することによって統一的に理解することが出来る。まず、

（面内の）連続回転対称性のある系で許されるトルクを class 1とし、三回回転対称な系で許されるトルクを class 2と

する。また、磁化の単位ベクトルの面内成分 (nx, ny), 面内磁化に対する空間微分∇, 電場による力 F = eE の３つの

ベクトルを組み合わせた形で 1つのベクトル（トルク）を作ることを考えると、電場の方向がトルクの方向を決める場

合（SOT viewpoint）、面内磁化の方向がトルクの方向を決める場合（STT viewpoint）、空間微分の方向がトルクの

方向を決める場合（GRT viewpoint）が考えられる。SOT viewpointは Spin Orbit Torque, STT viewpointは Spin

Transfer Torque, GRT viewpointは GRadienTに由来する名称である。

まず、class 1について考える。それぞれの viewpointで許されるトルクの以下の 6種類ずつのトルクである。

t1SOT = (∇xnx +∇yny)(Fx, Fy), (2.52)

t2SOT = nz(∇xnx +∇yny)(−Fy, Fx), (2.53)

t3SOT = (∇ynx −∇xny)(−Fy, Fx), (2.54)

t4SOT = nz(∇ynx −∇xny)(Fx, Fy), (2.55)

　 t5SOT = (∇xny +∇ynx)(Fy, Fx) + (∇xnx −∇yny)(Fx,−Fy), (2.56)

　 t6SOT = nz{(∇xny +∇ynx)(−Fx, Fy) + (∇xnx −∇yny)(Fy, Fx)}, (2.57)

t1STT = (Fx∇x + Fy∇y)(nx, ny), (2.58)

t2STT = nz(Fx∇x + Fy∇y)(−ny, nx), (2.59)

t3STT = (Fx∇y − Fy∇x)(ny,−nx), (2.60)

t4STT = nz(Fx∇y − Fy∇x)(nx, ny), (2.61)

　 t5STT = (Fx∇x − Fy∇y)(nx,−ny) + (Fx∇y + Fy∇x)(ny, nx), (2.62)

　 t6STT = nz{(Fx∇x − Fy∇y)(ny, nx)− (Fx∇y + Fy∇x)(nx,−ny)}, (2.63)

t1GRT = (∇x,∇y)(Fxnx + Fyny), (2.64)

t2GRT = nz(−∇y,∇x)(Fxnx + Fyny), (2.65)

t3GRT = (−∇y,∇x)(Fynx − Fxny), (2.66)

t4GRT = −nz(∇x,∇y)(Fynx − Fxny), (2.67)

　 t5GRT = (∇y,∇x)(Fxny + Fynx) + (∇x,−∇y)(Fxnx − Fyny), (2.68)

　 t6GRT = nz{(−∇x,∇y)(Fxny + Fynx) + (∇y,∇x)(Fxnx − Fyny)}. (2.69)

SOT viewpointはスピン軌道トルク（SOT）に対する補正の効果を表すようなトルクの分解の仕方である。この補

正は磁化の空間変化に応じて決まるものであり、∇xnx +∇yny, ∇xny −∇ynx, ∇xnx −∇yny, ∇xny +∇ynx の中で

どの成分が残るかによって、どのトルクが有限に残るかが変わる。

STT viewpointは良く知られたスピン移行トルク (t1STT)と β-トルク (t1STT)を含み、電場と空間微分の方向が互い

に垂直である場合に有限に残るトルク（t3SOT, t
4
SOT）なども含んでいるトルクの分解の仕方である。

また、GRT viewpointは磁化の空間変化の方向がトルクの方向を決めているようなトルクの分解の仕方である。
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ここで、独立なトルクの成分は 23 = 8種類なので、上記のトルクは全て独立なものではないことに注意が必要であ

る。実際、上記のトルクの間には以下のような 12個の関係式がある。

(t1SOT + t3SOT) = (t1STT + t3STT) = t5GRT, (2.70)

(t1SOT − t3SOT) = t5STT = (t1GRT + t3GRT), (2.71)

t5SOT = (t1STT − t3STT) = (t1GRT − t3GRT), (2.72)

(t2SOT + t4SOT) = (t2STT + t4STT) = t6GRT, (2.73)

(t2SOT − t4SOT) = t6STT = (t2GRT + t4GRT), (2.74)

t6SOT = (t2STT − t4STT) = (t1GRT − t3GRT). (2.75)

したがって、上記した 18種類のトルクの内、独立なものは 6種類となる。これらの関係式によって、SOT viewpoint

におけるトルクの成分は、STTや GRTの viewpointにおけるトルクの成分に変化させることが可能となる。

また、class 2はそれぞれの viewpointで以下のようなトルクが存在する。

　 t7SOT = (∇xny +∇ynx)(Fy, Fx)− (∇xnx −∇yny)(Fx,−Fy), (2.76)

　 t8SOT = nz{(∇xny +∇ynx)(−Fx, Fy)− (∇xnx −∇yny)(Fy, Fx)}, (2.77)

　 t7STT = −(Fx∇x − Fy∇y)(nx,−ny) + (Fx∇y + Fy∇x)(ny, nx), (2.78)

　 t8STT = nz{−(Fx∇x − Fy∇y)(ny, nx)− (Fx∇y + Fy∇x)(nx,−ny)}, (2.79)

　 t7GRT = (∇y,∇x)(Fxny + Fynx)− (∇x,−∇y)(Fxnx − Fyny), (2.80)

　 t8GRT = nz{(−∇x,∇y)(Fxny + Fynx)− (∇y,∇x)(Fxnx − Fyny)}. (2.81)

これらの間にも、以下のような関係式が存在する。

t7SOT = t7STT = t7GRT, (2.82)

t8SOT = t8STT = t8GRT. (2.83)

SOT viewpoint, STT viewpoint, GRT viewpointでトルクを表した場合の係数を Cn, C
′
n, C

′′
n とすると、トルク tは

t =

8∑
n=1

Cnt
n
SOT =

8∑
n=1

C ′
nt

n
STT =

8∑
n=1

C ′′
nt

n
GRT, (2.84)

と表すことができる。

それぞれの係数の間の関係式は以下のようになる。まず、STT viewpointと SOT viewpointの間の関係は

C ′
1 =

C1 + C3

2
+ C5, (2.85)

C ′
2 =

C2 + C4

2
+ C6, (2.86)

C ′
3 =

C1 + C3

2
− C5, (2.87)

C ′
4 =

C2 + C4

2
− C6, (2.88)

C ′
5 =

C1 − C3

2
, (2.89)

C ′
6 =

C2 − C4

2
, (2.90)
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となり、GRT viewpointと SOT viewpointの間の関係は

C ′′
1 =

C1 − C3

2
+ C5, (2.91)

C ′′
2 =

C2 − C4

2
+ C6, (2.92)

C ′′
3 =

C1 − C3

2
− C5, (2.93)

C ′′
4 =

C2 − C4

2
− C6, (2.94)

C ′′
5 =

C1 + C3

2
, (2.95)

C ′′
6 =

C2 + C4

2
, (2.96)

となる。

先行研究 [88]では、λ = 0でトルクは以下のように表されていた。

t = C1t
1
SOT + C2t

2
SOT. (2.97)

この表式にはスピン移行トルクが含まれていないように見えるが、SOT viewpointから STT viewpointに移ると、以

下のように変形することもできる。

t =
C1

2
(t1STT + t3STT + t5STT) +

C2

2
(t2STT + t4STT + t6STT). (2.98)

この表式にはスピン移行トルク（t1STT）が含まれている。この結果をどう解釈するべきか（スピン移行トルクは λ = 0

で有限なのか）は、後にマグノンの分散、磁壁の移動といったトルクの物理的な効果によって議論する。
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2.4 電気伝導度とスピン軌道トルク、ギルバート・ダンピング

電気伝導度とスピン軌道トルク、ギルバート・ダンピングについて、スピン空間の trをとると以下のようにまとめ

ることが出来る。まず、Fermi-surface termは

A1 = 2πv2F⟨µ2 − (g′z)
2⟩1, (2.99)

Ā = 6πvF⟨Kcg
′
z⟩1, (2.100)

¯̄A = π(3λ)2⟨k4[µ2 + (g′z)
2 − (vFk)

2]⟩1, (2.101)

Bsurf
1 = 4π⟨Γ0g

′
z + µΓz⟩1, (2.102)

B̄surf = 6πΓ0⟨Kc⟩1, (2.103)

となる。ただし、

g′z = RegRz , (2.104)

Kc = 3λk3cos3ϕk, (2.105)

⟨· · · ⟩n =
∑
k

(· · · )
(ImDR)n

δ(ReDR)sgn(ImDR), (2.106)

とした。また、Fermi-sea termは絶縁体領域では

Bsea
1 =

1

2
− 2π

∑
k

3λk3cos3ϕk

g3/2
, (2.107)

Bsea
2 =

1

2
− π

∑
k

3λk3cos3ϕk

g3/2
, (2.108)

Bsea
3 =

1

2
, (2.109)

となり、金属領域では、

Bsea
1 = Bsea

3 + 2B̄sea, (2.110)

Bsea
2 = Bsea

3 + B̄sea, (2.111)

Bsea
3 = π

∑
k

[µ2δ(µ2 − E2
k)− θ(E2

k − µ2)]ĝ · (∂xĝ × ∂yĝ) (2.112)

=
1

2

∫ ∞

0

kdk

∫ 2π

0

dϕ

2π
[µ2δ(µ2 − E2

k)− θ(E2
k − µ2)]

(−Mz + λk3cos3ϕk)− 3λk3cos3ϕk

g3
, (2.113)

となる。ただし、

B̄sea = πv2F[µ
2δ(µ2 − E2

k)− θ(E2
k − µ2)]

∑
k

3λ(k3x − 3kxk
2
y)

2g3
, (2.114)

とした。角度積分を数値的に行うと図 2.4のような µ̃依存性が得られる。まず、λ = 0（ヘキサゴナル・ワーピング項

が無い場合）では一致していた A1, A2, A3（および、B1, B2, B3）の間に違いが生じること（非等価性）が読み取れる。

A3 は v′i の二次の効果によって、µ̃の増大とともに大幅に値が増加している。また、B1, B2, B3 に関しては v′i の二次

の効果は効かず（反対称成分であるため）、µ̃ の増加によって非等価性は弱まるが、一方で Fermi-sea term の寄与に

よって、絶縁体領域 (0 < µ̃ < 1)で大きな非等価性が現れている。青い線で表された異常ホール伝導度は絶縁体領域で

も量子化する (1/2になる)が、他の量 (B1, B2)に関しては 1/2からずれた値となり、その値は λ̃によって変化する。
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図 2.4: (a-c) A1, A2, A3 vs µ̃, (d-f) B1, B2, B3 vs µ̃, (a, d) λ̃ = 0.01, (b, e) λ̃ = 0.05, (c, f) λ̃ = 0.1.
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2.5 空間変化する磁化に作用するスピントルク

SOT viewpointでは、磁化の空間微分を含むスピントルクは以下のように与えられる。

⟨σ̂α
⊥⟩ =

1

π
eMLαβ

ij Ei∇jδn
β , (2.115)

Cαβ
ij =

8∑
n=1

Cn∆n. (2.116)

∆n, Cn は以下で与えられる。計算の詳細は付録 Cを参照。

∆1 = −ϵiαδjβ , (2.117)

C1 = v2FM
2

{
2⟨b⟩2 −

1

2
g′′0 ⟨Kc⟩2 + g′′0 g

′′
z ⟨K2

s ⟩3
}
+

1

2
(3λM)2⟨k4b⟩2, (2.118)

∆2 = δiαδjβ , (2.119)

C2 = 　 v2FM
2

{
⟨a⟩2 −

1

2
g′z⟨Kc⟩2 + g′′0 g

′
0⟨K2

s ⟩3
}
, (2.120)

∆3 = δiαϵjβ , (2.121)

C3 =
1

2
v2FM

2
{
g′′0 ⟨Kc⟩2 + 4g′′z ⟨bKc⟩3 + 2g′′0 g

′′
z ⟨K2

c ⟩3
}
+

1

2
(3λM)2⟨k4b⟩2, (2.122)

∆4 = ϵiαϵjβ , (2.123)

C4 =
1

2
v2FM

2{⟨g′zKc⟩2 + 2g′′z ⟨aKc⟩3 + 2g′′0 g
′
0⟨K2

c ⟩3}, (2.124)

∆5 = (τz)iα(τx)jβ − (τx)iα(τz)jβ , (2.125)

C5 =
1

2
v2FM

2{−⟨Kc⟩2 + (3λ)2g′′z ⟨k6⟩3}+
1

2
(3λM)2⟨k4b⟩2, (2.126)

∆6 = (τx)iα(τx)jβ + (τz)iα(τz)jβ , (2.127)

C6 =
1

2
v2FM

2{−⟨g′zKc⟩2 + g′′z ⟨x2Kc⟩3 + (3λ)2g′′0 g
′
0⟨k6⟩3}. (2.128)

それぞれの viewpointにおける数値計算の結果は、図 2.5, 2.7, 2.8のようになる。また、SOT viewpointでの各係

数の λ2 の係数を見るために以下の量も合わせてプロットした（図 2.6）。

C̃1 =
(C1 − C1(λ = 0))

λ2
, (2.129)

C̃2 =
(C2 − C2(λ = 0))

λ2
, (2.130)

C̃3 =
C3

λ2
, (2.131)

C̃4 =
C4

λ2
, (2.132)

C̃5 =
C5

λ2
, (2.133)

C̃6 =
C6

λ2
. (2.134)

Viewpointに依存せずに共通していることは、添え字の数字が奇数の場合はダンピングのマイナス１乗の寄与、偶数の

場合はマイナス２乗の寄与であり、添え字が偶数のものの方が奇数のものよりも大きな寄与を与えていることである。

まず、SOT viewpointでの各係数について見ていく。λ̃もしくは µ̃が小さい場合には、C1 と C2 が大きいが、λ̃もし

くは µ̃が大きくなると C5 と C6 も同程度に効くようになる。また、C3 と C4 はその中間領域において値が大きくなっ
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ている。さらに、図 2.6において λ̃が小さい場合のプロット（茶色の線）は、各係数における λ̃2 の係数の µ̃依存性を

近似的に表したものとなっている。λ̃を小さくしていった場合には非単調性が弱まるような結果となっており、λ̃が大

きい場合には異なる µ̃依存性を持つ関数が組み合わさっていることが分かる。

また、STT viewpointでは、λ̃ = 0では、C ′
1 = C ′

3 = C ′
5, C

′
2 = C ′

4 = C ′
6 であったが、λ̃が大きくなると、C

′
1 が C ′

3,

C ′
5 に比べて大きくなっており、C ′

2 と C ′
6 は同程度で、C ′

4 は小さな寄与となっている。C ′
4 が小さくなることは、vi の

二次の寄与が反対称性より効かないことに由来する。

GRT viewpointでも λ̃ = 0では、C ′′
1 = C ′′

3 = C ′′
5 , C

′
2 = C ′′

4 = C ′′
6 であり、λ̃が大きくなると、C ′

1 が C ′
3, C

′
5 に比

べて大きくなっており、C ′
2 と C ′

6 は同程度で、C ′
4 は小さな寄与となっている。STT viewpointと比べると、C ′′

2 , C
′′
4

が大きな符号の変化を伴うなどの特徴がある。

図 2.5: SOT viewpointで表した場合のトルクの係数。 (a) C1, (b) C2, (c) C3, (d) C4, (e) C5, (f) C6 vs µ̃, λ̃ = 0.01

(赤), λ̃ = 0.05 (緑), λ̃ = 0.1 (青), (g) µ̃ = 2, 3, 5の場合のフェルミ面の図、k̃ = vFk/|Mz|.
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図 2.6: SOT viewpointで表した場合のトルクの係数（チルダがついたもの）。(a) C̃1, (b) C̃2, (c) C̃3, (d) C̃4, (e) C̃5,

(f) C̃6 vs µ̃, λ̃ = 0.01 (赤)、λ̃ = 0.05 (緑）、λ̃ = 0.1 (青), λ̃ = 0.001 (紫)、 λ̃ = 0.0001 (茶)。

図 2.7: STT viewpointで表した場合のトルクの係数。(a) C ′
1, (b) C

′
2, (c) C

′
3, (d) C

′
4, (e) C

′
5, (f) C

′
6 vs µ̃, λ̃ = 0.01

(赤)、λ̃ = 0.05 (緑)、λ̃ = 0.1 (青)。

– 29 –



図 2.8: GRT viewpointで表した場合のトルクの係数。(a) C ′′
1 , (b) C

′′
2 , (c) C

′′
3 , (d) C

′′
4 , (e) C

′′
5 , (f) C

′′
6 vs µ̃, λ̃ = 0.01

(赤)、λ̃ = 0.05 (緑)、λ̃ = 0.1 (青)。
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2.6 マグノンの分散

前節での計算結果の物理的な効果について議論する。本節ではマグノンの分散、次節では磁壁駆動について扱う。ま

ず、LLG（Landau–Lifshitz–Gilbert）方程式は以下のように与えられる。

ṅ = −(J∇2n+∆nz ẑ)× n− αn× ṅ+ s−1
0 t. (2.135)

ここで、J は磁化の間の交換相互作用の大きさを表す定数、s0 = S/a2 (S は局在スピンの大きさ、aは格子定数)、∆

は磁気異方性、αはギルバート・ダンピングである。ϕ = nx + iny に対する方程式に直して、STT viewpointでトル

クを表すと、以下のようになる。

iϕ̇ = (J∇2 −∆)ϕ+ αϕ̇ (2.136)

− {C ′
1(F ·∇) + C ′

3(F ×∇)z}iϕ+ {C ′
2(F ·∇) + C ′

4(F ×∇}ϕ
− {C ′

5(F · τz∇)− C ′
6(F · τx∇)}iϕ∗ + {C ′

5(F · τx∇) + C ′
6(F · τz∇)}ϕ∗. (2.137)

ϕ = (ue−iωt − v∗eiω
∗t)e1q·r とすると、u, v に対する方程式は以下のようにまとまる。(

(1 + iαω −W ) X − iY
X + iY −(1− iαω +W ∗)

)(
u
v

)
=

(
0
0

)
. (2.138)

ただし、以下のようにそれぞれの量を定義した。

W = ωq + iβq, (2.139)

ωq = Jq2 +∆+ C ′
1(F · q) + C ′

3(F × q)z, (2.140)

βq = C ′
2(F · q) + C ′

4(F × q)z, (2.141)

X = −C ′
5(F · τz∇) + C ′

6(F · τx∇), (2.142)

Y = C ′
5(F · τx∇) + C ′

6(F · τz∇). (2.143)

したがって、電場によるマグノンの分散の変化は以下のようにまとまる。

ω = ωq − iγq, (2.144)

γq =

√
[α(ωq +

√
β2
q + δ2q)− βq]2 + δ2q, (2.145)

δq =
√
2[(C ′

5)
2 + (C ′

6)
2]|F ||q|. (2.146)

STT viewpointの見方がマグノンの分散に対しては便利である（それぞれの効果が理解しやすい）ことが分かる。特

に、C ′
1 は電場方向のドップラーシフトを表すものであり、スピン移行トルクによる効果と考えられるが、ヘキサゴナ

ル・ワーピング項が無い場合でも有限に残る。また、C ′
3 は電場と垂直方向のドップラーシフト、C ′

2 は電場方向のドッ

プラーシフトによるダンピングの変化、C4 は電場と直交する方向のドップラーシフトによるダンピングの変化を表し

ている。また、C ′
5 と C ′

6 は、電場とマグノンの波数の方向に依存しないダンピングの変化になっている。

ここで、λ = 0の場合と λ ̸= 0の場合でマグノンの分散の電場による変化がどのように異なるかを考える。λ = 0の

場合は、ゲージ不変性の効果がトルクにも影響を与えるため、各係数は以下のような関係を持つ。

C ′
1 = C ′

3 = C ′
5, (2.147)

C ′
2 = C ′

4 = C ′
6. (2.148)

よって、マグノンの分散の変化は以下のように表すことが出来る。

ω = ωq + C ′
1qE, (2.149)

qE = (qx + qy)Ex + (−qx + qy)Ey. (2.150)
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電場が x方向の場合を考えると、qE が最大になるマグノンの波数の方向は (1, 1)となり、電場に対して 45度の方向

となる。この性質はゲージ不変性による影響であり、系の点群的な対称性による帰結ではなく、異常ホール角やスピン

ホール角と結びつくものでもない。λ ̸= 0 の場合には、ゲージ不変性はトルクに影響を与えないので、モデル・パラ

メータの変化によってドップラーシフトの方向が変わる。λが大きい極限を考えると、C ′
3 が他の係数に比べて相対的

に小さくなるので、ドップラーシフトは電場方向に生じるようになる。この結果は、波数の三次の項の係数を非摂動的

に取り扱ったことによって得られた結果である。
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2.7 磁壁駆動

この節では、前々節で計算したトルクによる一次元磁壁の移動について考える。磁壁を表す磁化を以下のように導入

する。

ndw(x) = (sinθcosϕ0, sinθsinϕ0, cosθ), (2.151)

cosθ(x) = tanh
x−X

λ
. (2.152)

ここで、λは磁壁の幅、X は磁壁の位置、ϕ0 は磁壁の角度を表すパラメータである。このとき、磁壁の運動方程式は

以下のように与えられる。

Ẋ − αλϕ̇0 = vs + vKsin2ϕ0, (2.153)

λϕ̇0 + αẊ = vf . (2.154)

ここで、αはギルバート・ダンピングであり、vK = SK⊥λ/2ℏは困難軸磁気異方性K⊥ に由来する項であり、vs と vf

はそれぞれ以下のように与えられる。

vs = − M

2s0

∫
dx(ndw × ⟨σ⟩)z, (2.155)

vf = − M

2s0
λ

∫
dx(∂xndw) · ⟨σ⟩. (2.156)

STT viewpointでスピン分極を考えると、以下のようにまとまる。

vs =
2M

3s0
{C ′

1Ex + C ′
5(Excos2ϕ0 + Eysin2ϕ0)}, (2.157)

vf =
2M

3s0
{C ′

2Ex + C ′
6(Excos2ϕ0 + Eysin2ϕ0)}. (2.158)

これらの表式から、t1STT が確かにスピン移行トルクとして働くことが分かる。また、t2STT は磁壁を駆動する力として

働く。スピン軌道相互作用が弱い強磁性体と比べると、t5STT と t6STT が新しい寄与である。これらは磁壁の角度に依

存し、sin2ϕ0 ̸= 0の場合には、磁壁と垂直方向の電場 Ey の影響も受ける。t5STT は磁気異方性の変化、すなわち、内

因性ピニングに由来する電流閾値の変化を表しているが、t6STT は磁壁に対する駆動力として働く。

また、マグノンのドップラーシフトと比べると、t3STT と t4STT が磁壁の駆動には影響を与えないこと、t5STT と t6STT

の役割が分離されていることが異なる特徴として現れている。さらに、磁壁駆動の非断熱性である β は C ′
1 と C ′

2 の比

で定義でき、その µ̃依存性は図 2.9のようにプロットできる。波数の三次の項の係数を非摂動的に扱ったことによっ

て、λ̃, µ̃が大きい場合に非断熱性が大幅に増大することが分かった。
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図 2.9: β vs µ̃. λ̃ = 0.01 (赤)、λ̃ = 0.05 (緑)、λ̃ = 0.1 (青)。
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2.8 電流誘起ジャロシンスキー・守谷相互作用

これまで計算してきたトルクは連続回転対称性を有する系でも存在するトルクであったが、面直方向のスピン密度、

磁化の面直成分の空間変化を考慮することで、三回回転対称な系に特有なトルクを導くことが出来る。

⟨σ∥⟩ =
e

M2
[D1((E · τx∇), (E · τz∇))δMz +D2((E · τz∇),−(E · τx∇))δMz], (2.159)

⟨σz⟩ = e

M
[D1{(E · τx∇)nx + (E · τz∇)ny}D2{(E · τz∇)nx − (E · τx∇)ny}]. (2.160)

これらのスピン密度と磁化との内積をとると

F = eD1(−Exτz + Eyτx)iα(M × ∂iM)α + eD2(Exτx + Eyτz)(M × ∂iM)α, (2.161)

という形にまとまり、ジャロシンスキー・守谷相互作用（Dzyaloshinskii-Moriya Interaction, DMI）の係数に電場が

含まれたものになる。よって、上記のトルクは電場によって誘起されるジャロシンスキー・守谷相互作用 (Current

Induced DMI, CIDMI)を表すものである。D1, D2 を、Cn と同様に線形応答理論によって計算すると以下のように

まとまる。

D1 = −4M2

π
Re
∑
k

x{v2Fx2cos3ϕg′′z + 3vFxλk
2(g′′0 g

R
0 + g′′z g

R
z ) + (3λk2)2cos3ϕg′′0 g

R
0 g

R
z }

(DR)3DA
, (2.162)

D2 = −4M2

π
Img′′0

∑
k

x{v2Fx2cos3ϕ+ 6vFxλk
2gRz + (3λk2)2cos3ϕ(gRz )

2}
(DR)3DA

. (2.163)

さらに計算を行うと

D1 = vFM{vFg′′z ⟨x3cos3ϕ⟩3 + 3λv2F[g
′
0g

′′
0 ⟨k4⟩3 + g′′z ⟨g′zk4⟩3] + (3λ)2g′0g

′′
0 ⟨g′zk5cos3ϕ⟩3}, (2.164)

D2 = −3λvFM
2g′′0{2⟨g′zk2⟩2 +

1

2
⟨k2Kc⟩2}, (2.165)

となる。これらの表式を λで展開して最低次を残すと以下のようになる。

D1 ≃ 3

64π

λ̃

γ2
0

(µ2 −M2
z )

2

(µ2 +M2
z )

4
[2µ2 + µ2M2

z +M4
z ](sgn(µ)), (2.166)

D2 ≃ 3

8π

λ̃

γ0

µMz(µ
2 −M2

z )

(µ2 +M2
z )

2
. (2.167)

λ を非摂動的に扱った場合の数値計算の結果と、摂動的に扱った場合の解析的な結果は図 2.10 のようになる。D̃1 と

D̃2 は、それぞれ、D1, D2 を λ̃の一次で割った量である。D̃1 は D̃2 に比べてダンピングに関して低次であるため、D̃1

の方が数値的に大きな値になっている。特に化学ポテンシャルが大きい場合には、D̃1 は増大しているが、D̃2 はゼロ

に向かっている。また、数値計算と解析的な結果が整合していることが分かる。

さらに、定量的に大きな D̃1 の方のみを考慮し、電場を x方向とすると、

(n× ∂xn)
x − (n× ∂yn)

y, (2.168)

という種類の DMIが現れ、電場を y 方向とすると、

(n× ∂xn)
y + (n× ∂yn)

x, (2.169)

という種類の DMIが現れる。この結果は、電流の方向を変えることによって、ネール磁壁（磁化構造の進行方向と同

じ方向に磁化が倒れていくような磁壁）とブロッホ磁壁（磁化構造の進行方向に対して垂直方向に磁化が倒れていくよ

うな磁壁）のスイッチングが行えることを示している。
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図 2.10: (a) D̃1 = D1/λ̃, (b) D̃2 = D2/λ̃ vs µ̃. λ̃ = 0.01 (赤)、λ̃ = 0.05 (緑), λ̃ = 0.1 (青)、λ̃ = 0.001 (紫)、

λ̃ = 0.0001 (茶)、λに関する摂動計算の結果 (黒い点線)。

磁性トポロジカル絶縁体表面では、ヘキサゴナル・ワーピング項が無い場合でも平衡状態においてジャロシンスキー・

守谷相互作用が存在する [104]。この場合に誘起される磁壁のタイプはネールタイプである。両者の係数を比較すると、

CIDMI

Equilibrium DMI
=

8ℏvF
M2

eED1,2, (2.170)

となる。vF が 1[eVÅ]程度であること [37]を考慮すると、E = 10−6[eV/Å]程度の場合に、平衡状態における DMIと

同程度の電流誘起 DMIが得られることが導かれる。
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第 3章

粒子正孔対称性の破れの効果

この章では、磁性トポロジカル絶縁体表面のスピントロニクス現象（電気伝導、スピン軌道トルク）に対する表面電

子の粒子正孔対称性の破れの効果について解析し、また非常に類似した系であるラシュバ系についてそのパラメータ領

域による分類を行なった上でディラック系との比較を行う。

3.1 モデル

この節では、磁性トポロジカル絶縁体表面における粒子正孔対称性の破れの効果を扱うためのモデルを定式化する。

3.1.1 ハミルトニアン

まず、ハミルトニアンとしては以下のものを考える。

H =
∑
k

c†k [vF(kyσ
x − kxσ

y) + ϵkI −M · σ] ck + Vimp. (3.1)

ck (c†k)は、電子の消滅（生成）演算子である。大括弧内の第一項と第二項は磁性トポロジカル絶縁体表面の伝導電子

を記述する項であり、線形ディラック分散を記述する項（ラシュバ型スピン軌道相互作用項）に単位行列に比例する項

を加えたものであり、第三項は磁化と伝導電子の結合、最後の項は伝導電子に対する不純物散乱を表す項である。次

節で行う電気伝導度とスピン軌道トルクの定式化は、ϵk の形に依らずに行うことが出来る。ただし、最終的な結果は

ϵk = k2/2m∗, m∗ > 0として導く。ϵk = k2/2m∗ とすると、ハミルトニアンとしてはラシュバ系と全く同じものであ

るが、バンド構造のどの部分を扱うか（波数の和をとる範囲）によってディラック系はラシュバ系と区別される。ここ

で、今後の議論で重要になる三つの無次元パラメータを導入する。

µ̃ =
µ

m∗v2F
, (3.2)

M̃ =
M

m∗v2F
, (3.3)

k̃ =
k

m∗vF
. (3.4)

また、磁化の角度を表す量として、θM , ϕM を以下のように導入する。

M = M(cosϕM sinθM , sinϕM sinθM , cosθM ). (3.5)

このモデルにおけるエネルギー分散は、

Ẽ±
k =

Ek

m∗v2F
=

k̃2

2
±
√
(k̃y − M̃x)2 + (k̃x + M̃y)2 + M̃2

z , (3.6)
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となる。

典型的なパラメータの値を選んだ場合のバンド構造とフェルミ面について図 3.1, 3.2に示す。内側のフェルミ面のみ

を考慮することでディラック系、二つのフェルミ面を考慮することでラシュバ系の計算を行うことができる。θM = 0

の場合（図 3.1）は、ギャップが開く一方で、回転対称性は破れないため丸いフェルミ面になる。また粒子正孔対称性

の破れにより、ギャップの上下でバンド構造は対称ではなくなり、µ̃ = +0.2か µ̃ = −0.2で内側のフェルミ面の大き

さは異なる。ギャップの大きさは 2M̃ で与えられ、バンドの最小値は −(1 + M̃2)/2, 対応する波数は (1− M̃2)1/2 で

与えられる。また、M̃ < 1の場合はディラック系の有効モデルになるが、M̃ > 1の場合はディラック的な特徴が消失

する (図 3.1(c)、図 3.3)。また、M̃ < 1の場合でも、µ̃が負で大きい場合にはディラック系と見なせない領域が存在す

る（図 3.4）。

θM = π/2, ϕM = 0の場合（図 3.2の実線部分）は磁化の面内成分に垂直な面が鏡映面となる。磁化に垂直な面に

射影したバンド構造は波数の正負で非対称な形になり、ディラック点付近は、二つの直線の傾きが異なる tilted Dirac

と呼ばれるモデルになる [94]。下のバンドの極小値は −1/2 ± M̃ である。また、ディラック点は k̃ = M̃ に現れる。

M̃ < 1の場合は通常のディラック系の有効モデルになるが、M̃ > 1, θM = π/2の場合はディラック点付近の二つの直

線の傾きの符号が同じになる type IIのディラック系 [102]になる (図 3.2(c))。

θM = π/4, ϕM = 0の場合にはギャップが開き、また、回転対称性の破れの効果も現れる（図 3.2の点線部分）。バ

ンド構造の極小値やギャップの大きさはモデル・パラメータの複雑な関数で与えられる。

また、θM = π/2の場合に現れた type I と type II については、磁化の面直成分を含む一般の磁化の方向に拡張し

て考えることが出来る。磁化を面内に射影したベクトルの大きさをM∥ とすると、type I と type II の条件は一般的に

以下のように与えられる（図 3.5）。

Type I : |Mz|2/3 + |M∥|2/3 < 1, (3.7)

Type II : |Mz|2/3 + |M∥|2/3 > 1. (3.8)

ここで、ラシュバ系に対して本研究が扱うパラメータ領域と先行研究が扱ってきたパラメータ領域の違いを説明

する。

　 θM = π/2かつ M̃ > 1の場合（スピン軌道相互作用が小さいか、波数の二次の項が大きいか、磁化が大きい場合）

には、電気伝導度の異方性について文献 [99]で調べられている。また、文献 [100]では θM の値が複数選ばれており、

type II ディラックとなる場合にスピン軌道トルクの異方性について調べられている。さらに、θM = 0の場合の異常

ホール効果に関しては、M̃ > 1の場合も M̃ < 1の場合もともに調べられている [96, 97]。文献 [98]ではスピン軌道ト

ルクと電気伝導について磁化の角度や方向に依存せずに調べられているが、ディラック系の伝導帯に対応する µ̃の領

域のみが調べられており、その他の領域は扱われていない。

まず、本論文ではディラック系のラシュバ系との比較を行うのが目的であるので、|Mz|2/3 + |M∥|2/3 < 1の場合を

扱う（数値計算では M̃ = 0.2とする）。また、µ̃に関しては、ディラック系全体に対応する領域を扱う。この条件は、

特徴的な化学ポテンシャルの値によって以下のように表すことが出来る。θM = 0, π/4の場合には、上のバンドの最

小値を µ̃g1, 下のバンドの極小値を µ̃g2, 下のバンドの上の極小値を µ̃m1, µ̃m2 とすると（ただし、θM = 0 の場合は

µ̃m1 = µ̃m2 = µ̃m）、先行研究では M̃ < 1の場合には µ̃ > µ̃g1 の場合のみ調べられていたが（ただし、異常ホール伝

導度を除く）、本論文では、µ̃ > µ̃m1（ディラック系が成立する化学ポテンシャルの範囲）を扱う。また、θM = π/2の

場合はギャップがつぶれてディラック点となるが（µ̃g1 = µ̃g2 = µ̃D）、この場合には、先行研究では µ̃ > µ̃D の範囲を

扱っていたが、本論文では µ̃ > µ̃m1 を扱う（図 3.1(f), 3.2(f)）。

また、このモデルにおいて速度は

vk =
∂ϵk
∂k

+ ẑ × σ, (3.9)

で与えられる。ディラック系の立場で考えると、第二項は “normal” velocity（“通常”速度）、第一項は粒子正孔対称性
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を破る “anomalous” velocity（“異常”速度）である。第一項によってスピンと速度の等価性も破られているため、電

気伝導と本質的に異なるスピン軌道トルクが生じることが期待される。

図 3.1: θM = 0、M̃ = 0.2 (a, b, d, e)、M̃ = 1.2 (c) の場合のバンド構造とフェルミ面 (a) ディラック系のバンド構

造（ギャップ付近）、(b) ラシュバ系のバンド構造（緑色の点線に囲まれた部分が (a)に対応する）、(c) M̃ = 1.2の場

合のラシュバ系のバンド構造（ディラック的な構造が消失する）、(d) µ̃ = 0.2の場合のフェルミ面、(e) µ̃ = −0.2の場

合のフェルミ面、(f) 特徴的な化学ポテンシャルの値。
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図 3.2: θM = π/2, ϕM = 0（実線）、θM = π/4かつ ϕM = 0（点線）、M̃ = 0.2 (a, b, d, e), M̃ = 2 (c) の場合のバン

ド構造とフェルミ面。(a) ディラック系のバンド構造（ギャップ付近）、(b) ラシュバ系のバンド構造（緑色の点線に囲

まれた部分が (a)に対応する）、(c) M̃ = 2の場合のラシュバ系のバンド構造（type II ディラック的な構造が現れる）、

(d) µ̃ = 0.2の場合のフェルミ面、(e) µ̃ = −0.2の場合のフェルミ面、(f) 特徴的な化学ポテンシャルの値。

図 3.3: M̃ が大きい場合のディラック点付近のフェルミ面（M = Mx̂, M̃ = 0.4, µ̃ = 9.5, 8.5, 7.5）。
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図 3.4: 化学ポテンシャルが負で大きい場合のフェルミ面（M = Mx̂, M̃ = 0.2, µ̃ = −0.2, −0.3, −0.4）。本研究で

はディラック系と見なせる領域である µ̃ > −0.3の領域を扱う。

図 3.5: M̃z-M̃∥ 平面における Type I と Type II の相図。

3.1.2 グリーン関数

グリーン関数は以下のように与えられる。

GR
k = (gR0 + gR · σ)(DR)−1. (3.10)

ここで

gR0 = µ− ϵk + iΓ0, (3.11)

gR =

 gRx
gRy
gRz

 =

 vFky −Mx + iΓx

−vFkx −My + iΓy

−Mz + iΓz

 , (3.12)

とした。また、DR = (gR0 )
2 − (gR)2 とした。不純物の効果をボルン近似で評価すると以下のようになる。

ΣR(µ) = niu
2
i

∑
k

GR
k (µ) ≡ Σ0 +Σ · σ. (3.13)

ここで、Γµ = −ImΣµ がダンピングパラメータとなる。ダンピングは内側のフェルミ面による寄与と外側のフェルミ

面による寄与に分けることが出来、それぞれ、Γ−
µ、Γ+

µ とする。ディラック系では

Γµ = Γ−
µ , (3.14)
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ラシュバ系では

Γµ = Γ−
µ + Γ+

µ , (3.15)

がダンピングパラメータとなる。以下では、磁化の方向が一般の場合と、解析解が容易に求まる磁化が面直の場合に分

けて考える。

3.1.3 磁化の方向が一般の場合

M = (Mx,My,Mz)に対しては、Γ±
µ は以下の積分で与えられる。

Γ±
µ = v2Fγ0

∫ 2π

0

dϕk

2π
sgn(g0±)

sgc±
X±

(µ = 0, x, y, z), (3.16)

ここで、ϕkは kが kx軸と成す角度であり、s = 1 (µ = 0), s = −1 (µ = x, y, z)、g0± = µ−ϵk− , g
x
± = vFk−sinϕ−Mx,

gy± = −My − vFk−cosϕ, γ = niu
2
0/(4m

∗v2F)であり、

X± =
∣∣∣2(∂kϵk±)g0± + v2F(2k± − M̃x sinϕk + M̃y sinϕk)

∣∣∣ /2k, (3.17)

そして、k± は (g0±)
2 − (vFk± cosϕk +My)

2 − (vFk± sinϕk −Mx)
2 = 0 の解（ϕk に依存する）であり、k+ > k−

を満たすものとする。x成分と y 成分は線形分散モデルでは消えるが、現在のモデルのように 1/m∗ ̸= 0の場合には、

Mx, My がゲージの自由度とはならない（ディラック点の平行移動にはならない）ため、x成分と y成分も有限に残る。

3.1.4 磁化の方向が面直の場合

M = (0, 0,Mz), ϵk = k2/2m∗ の場合には、k± は ϕk には依存せず、Γ±
µ は解析的に以下のように求めることが出

来る。 {
Γ±
0

Γ±
z

}
= v2F

γ0
X±

{
g±0
Mz

}
sgn(g0±). (3.18)

ここで、γ0 = niu
2
0/4v

2
F,

X± =
∣∣g0±/m∗ + v2F

∣∣ , (3.19)

k± =
√
2m∗

[
µ

m∗ + v2F ±

√( µ

m∗ + v2F

)2
− µ2 −M2

z

(m∗)2

]1/2
, (3.20)

とした。また、Γx
± = Γy

± = 0である。m∗ → ∞とすると、これらの結果は、以下のように線形分散モデルの結果に帰
着する。

k− =
√
2m∗

[ µ

m∗
+ v2F −

( µ

m∗
+ v2F − (µ2 −M2

z )
)]1/2

=
√
µ2 −M2

z , (3.21)

X− ≃ |v2F|, (3.22)

Γ−
0 = γ0|µ|, (3.23)

Γ−
z = γ0Mzsgn(µ). (3.24)

θM = 0, または θM = π/4, ϕM = 0, または θM = π/2, ϕM = 0の場合に、ϵk = k2/2m∗ として、ディラック系と

ラシュバ系の Γ̃c の数値計算の結果を図 3.6に示す。
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ディラック系での Γ̃µ の絶対値は、1/m∗ = 0の線形分散モデルと異なり、µの符号の違いによって異なったものに

なる。この性質は k2/m∗ の項による粒子正孔対称性の破れに由来するものである。

ラシュバ系における Γ̃µは、θM ̸= π/2の場合にはフェルミ面の枚数が変わるところで不連続になり、また、θM = π/2

の場合にはディラック点でカスプ（微分の不連続点）を示す。また、フェルミエネルギーがディラック点より上（上の

バンドの極小値より上）にある場合は Γ̃x, Γ̃z はゼロになる。これらの特徴的な結果は物理量に直接的に影響を与える。

また、Γ̃0 は M̃ , µ̃に依存しない定数

Γ̃0 = 2, (3.25)

となる。このようなラシュバ系における特殊性は、カッツ・ムーディー・フィボナッチ数列と呼ばれる数列と関係があ

ることを付録 Eで示す。
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図 3.6: (a) Γ̃0
−, (b) Γ̃

0
− + Γ̃0

+, (c) Γ̃
z
−, (d) Γ̃

z
− + Γ̃z

+, (e) Γ̃
x
−, (f) Γ̃

x
− + Γ̃x

+. ただし、 γ = 0.1, M̃ = 0.2, θM=0 (黒)、

θM = π/4, ϕM = 0 (赤)、θM = π/2, ϕM = 0 （青）。
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3.2 電気伝導度とスピン軌道トルクの定式化

3.2.1 定式化

この節では、ディラック系とラシュバにおけるスピン軌道トルクと電気伝導度の定式化について説明する。磁化の一

様な面内成分の効果も取り入れているので、ダンピングの x, y, z 成分が現れるなど、ヘキサゴナル・ワーピング項が

ある場合の定式化とは異なる部分がある。また、スカラー部分の波数依存性は一般的に ϵk として定式化を行う。まず、

スピン軌道トルクを生み出す電子のスピン密度 (s0t = M × ⟨σ⟩)と、電気伝導度は、電場の一次の範囲で一般に以下
のように与えられる。

⟨σα⟩ =
−e

2πvF
χαjEj , (3.26)

⟨ji⟩ =
e2

2π
σijEj . (3.27)

磁化が面直の場合 (θM = 0) には σxx は等方的であり、σxy は異常ホール成分のみを持つ。磁化が面内の場合

(θM = π/2)には、σxx は等方成分と AMR成分を持ち、σxy は PHE成分のみを持つ。θM = π/4の場合には、σxx は

等方成分と AMR成分を持ち、σxy は異常ホール成分と PHE成分を共に持つ。χij に関しても同様な性質が成り立つ。

また、線形ディラックでは面直方向のスピン密度は現れなかったが、今回扱うモデルでは、面直方向のスピン密度も

新たに生じる。

これらの係数をグリーン関数を用いて表すために、次の量を定義する。

⟨P ;Q⟩surf ≡
∑
k

{
tr[PGRQGA]− Re tr[PGRQGR]

}
, (3.28)

⟨P ;Q⟩sea ≡ 1

2

∑
k

∫ 0

−∞
dε
{
tr[PGRQ(∂εG

R)]− (GR → GA)
}
− (P ↔ Q). (3.29)

ここで、P と Qは一体の物理量（スピンや速度）であり、p = ∂H/∂P、q = ∂H/∂Qはそれらに共役な量である（例

えば、速度と波数、スピンと磁化は互いに共役な関係になっている）。式 (3.28)は Fermi-surface termと呼ばれ、式

(3.28)の第二項は γ の高次であるか、もしくは消えるので、本論文では、次のように近似する。

⟨P ;Q⟩surf ≃
∑
k

tr[PGRQGA]. (3.30)

式 (3.29)は Fermi-sea termと呼ばれ、δ 関数（フェルミ面）による寄与（sea1）と θ 関数（フェルミ海）による寄与

（sea2）の二つの寄与があり、次式のように表すことができる。

⟨P ;Q⟩sea = 2π
∑
k

[
g20δ(g

2 − (g0)2)− 1

2
θ(−(g0)2 + g2)

]
(3.31)

× ĝ · (∂pĝ × ∂qĝ)

= ⟨P ;Q⟩sea1 + ⟨P ;Q⟩sea2, (3.32)

Sea2項は、x = kx, y = ky とすると、ベリー曲率となる。

これらを用いると、

χαj = χsurf
αj + χsea1

αj + χsea2
αj , (3.33)

σij = σsurf
ij + σsea1

ij + χsea2
ij , (3.34)

χ
surf/sea
αj = vF⟨σ′

α; vj⟩surf/sea, (3.35)

σ
surf/sea
ij = ⟨vi; vj⟩surf/sea, (3.36)
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と表すことが出来る。C = χij , σij に対して、ディラック系とラシュバ系の Fermi surface termと Fermi sea 1 term

は以下のように計算できる。

“ディラック系”: Csurf = Csurf
− ,

“ラシュバ系”: Csurf = Csurf
− + Csurf

+ .

“ディラック系”: Csea1 = Csea1
− ,

“ラシュバ系”: Csea1 = Csea1
− + Csea1

+ .

ここで Cζ はフェルミ面を指定する指数（ζ = +1:外側のフェルミ面、ζ = −1:内側のフェルミ面）である。ここで、

ラシュバ系におけるダンピングに関する和（式 (3.15)の和）は、Csurf
+ の波数和の中、Csurf

− の波数和の中のそれぞれ

でとられる（Γ±
µ がそれぞれ Csurf

± に含まれるのではない）ことに注意が必要である。すなわち、実際の計算結果（式

(3.40)から式 (3.47), 式 (3.58)から式 (3.67)など）に含まれるダンピングは、ラシュバ系に対しては ±に関して和を
とったものである。また、Fermi sea 2 termに関しては、θ 関数によって以下の積分∫

dϕ

2π

∫ k+

k−

dk, (3.37)

の形にまとめることができ、k+ → ∞とすることでディラック系の結果を得ることが出来る。ディラック系とラシュ
バ系の違いは以下のような模式図で表すことが出来る（図 3.7）。これまでの定式化では、εk を一般の関数としていた

が、εk として波数が小さいところでは k2 に比例し、波数が大きいところでは定数か高々線形の関数になるようなもの

（図 3.7の ϵDk）を選べば、外側のフェルミ面が表れない状況を実現することが出来る。したがって、適切な ϵk を選ぶこ

とで、これまで行ってきたディラック系の定式化を正当化することが出来る。εk として k2/2m∗ を選ぶと、ディラッ

ク系のバンド εDk では、下のバンドが極小値に到達する前にバルクのバンドにかかるが、ラシュバ系に対応するバンド

εRk では下のバンドが極小値を超えると上に上がっていき、２枚のフェルミ面を作る。

図 3.7: ディラック系とラシュバ系のバンドの模式図。

3.2.2 磁化の方向が一般の場合

M = (Mx,My,Mz)とすると、それぞれの応答係数は以下のように与えられる。

σsurf
ij = σ

surf(1)
ij + σ

surf(2)
ij + σ

surf(3)
ij , (3.38)

χsurf
αj = χ

surf(1)
αj + χ

surf(2)
αj + χ

surf(3)
αj + χ

surf(4)
αj . (3.39)
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ここで

σ
surf(1)
ij = ⟨vi,ηvj,η⟩kη, (3.40)

σ
surf(2)
ij = ⟨v2Fϵαiδαj ĝz∆kη⟩kη, (3.41)

σ
surf(3)
ij = ⟨ηv2FϵαiδαjΓperp

z ⟩kη, (3.42)

σ
surf(4)
ij = ⟨vFϵijϵαβ(ĝαv′βΓz − ĝzv

′
αΓ

β)⟩kη, (3.43)

χ
surf(1)
αj = vF⟨ηĝαvj,η⟩kη, (3.44)

χ
surf(2)
αj = v2F⟨vF(δαj ĝz − δαz ĝj)∆kη⟩kη, (3.45)

χ
surf(3)
αj = v2F⟨ηvF(δαβΓperp

z − δαzΓ
perp
j )⟩kη, (3.46)

χ
surf(4)
αj = −vF⟨ϵαβγv′j(ĝβΓγ − ĝγΓ

β)⟩kη, (3.47)

また、

⟨X⟩kη = 2π
∑
kη

X

2g∆kη
δ(µ− Ekη)θband, (3.48)

であり、ここで、ηはバンド指数を表し（フェルミ面に対する指標との対応は次節で示す)、̂gα = gkα/g, Ekη = k2

2m∗ −ηg,

vkη = k
m∗ − ηvF(ẑ × ĝ), ∆kη = Γ0 + ηĝ ·Γ, Γperp

γ = [Γγ − ĝγ(ĝ ·Γ)], θband はフェルミ面がある場合に１、無い場合
には０となる関数である。それぞれの寄与に対する解釈を考えるために、グリーン関数を以下の形に表す。

GR
k =

∑
η=±1

ẑRkη
µ− Ekη + i∆kη

. (3.49)

ここで、ẑRkη はバンド η の波動関数およびダンピング γ の情報を含む 2 × 2行列である。さらに、ẑ0kη = ẑRkη(γ = 0),

ẑ1kη = ẑRkη − ẑ0kη とする。このとき、σ
surf(1)
ij (χ

surf(1)
αj )は二つの ẑ0kη によるバンド内の寄与である。σ

surf(2)
ij (χ

surf(2)
αj )

は v0 は、二つの “通常”速度 (スピン)と、二つの ẑ0kη によるバンド間の寄与である。σ
surf(3)
ij (χ

surf(3)
αj ) は、二つの “通

常”速度 (スピン)と、ẑ0kη と ẑ1kη によるバンド内の寄与である。σ
surf(4)
ij (χ

surf(4)
αj )は、通常速度（スピン）と異常速度、

ẑ0kη と ẑ1kη によるバンド内の寄与である。

また、m∗ → ∞の極限で、σ
surf(2)
ij は e2Mz/4πℏ|µ|となる。これは以下の量と等しい。

e2

4π

g0Γ
z − gzΓ

0

g0Γ0 + gzΓz
sgn(g0)

∣∣∣∣
Γz=0

. (3.50)

この量は線形分散モデルにおいて Γz = 0として計算した結果、すなわち、不純物の効果を無視して単位行列に比例す

る無限小の虚部を入れて計算した結果である [88]。

また、有限に残る Fermi-sea termは以下のようになる。

χsea
yy = σsea

xy = −2

∫
dϕk

2π

(g0)2Mz

2g3X

+

∫
dϕk

2π

∫ ∞

0

dk
1

2
k
Mz

g3
θ(−(g0)2 + g2), (3.51)

χsea
zx = −2

∫
dϕk

2π

(g0)2gx

2Xg3
+

∫
dϕk

2π

∫ ∞

0

dkk
gx

2g3
θ(−(g0)2 + g2). (3.52)
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3.2.3 スピン表示

グリーン関数をパウリ行列で分解して得られるそれぞれの成分によって σsurf
xx , σsurf

xy , χsurf
yx , χsurf

yy , χsurf
zx を表すこと

を考える。まず、

σsurf
xx = Asurf

1 + Āsurf
1 + Āsurf

2 + ¯̄Asurf , (3.53)

σsurf
xy = Bsurf

1 + B̄surf
1 + B̄surf

2 + ¯̄Bsurf , (3.54)

χsurf
yx = Asurf

1 + Āsurf
1 , (3.55)

χsurf
yy = Bsurf

1 + B̄surf
1 , (3.56)

χsurf
zx = Dsurf

1 + D̄surf
1 , (3.57)

とする。ただし、X̄ は相関関数の中で異常速度を一つ含む寄与、 ¯̄X は相関関数の中で異常速度を二つ含む寄与であり、

それぞれ次のように表すことができる。

Asurf
1 = ⟨v0x; v0x⟩surf = 2πv2F

∑
k

g20 − g2x + g2y − g2z
Γ

δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.58)

Āsurf
1 = ⟨v0x; v′x⟩surf = −4πvF

∑
k

∂ϵk
∂kx

gyg0 + gzΓx − gxΓz

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.59)

Āsurf
2 = ⟨v′x; v0x⟩surf = −4πvF

∑
k

∂ϵk
∂kx

gyg0 − gzΓx + gxΓz

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.60)

¯̄Asurf = ⟨v′x; v′x⟩surf = 2π
∑
k

(
∂ϵk
∂kx

)2 g20 + g2x + g2y + g2z
Γ

δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.61)

Bsurf
1 = ⟨v0x; v0y⟩surf = −4πv2F

∑
k

gygx + gzΓ0 − g0Γz

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.62)

B̄surf
1 = ⟨v0x; v′y⟩surf = −4πvF

∑
k

∂ϵk
∂ky

gyg0 + gzΓx − gxΓz

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.63)

B̄surf
2 = ⟨v′x; v0y⟩surf = 4πvF

∑
k

∂ϵk
∂kx

gxg0 + gzΓy − gyΓz

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.64)

¯̄Bsurf = ⟨v′x; v′y⟩surf = 2π
∑
k

∂ϵk
∂kx

∂ϵk
∂ky

g20 + g2x + g2y + g2z
Γ

δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.65)

Dsurf
1 = −⟨σz; v0x⟩surf = 4πvF

∑
k

gzgy + gxΓ0 − g0Γx

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0), (3.66)

D̄surf = −⟨σz; v′x⟩surf = −4π
∑
k

∂ϵk
∂kx

gzg0 + gxΓy − gyΓx

Γ
δ(g20 − g2)sgn(g0). (3.67)

この結果とバンド指標を用いた前節の結果の対応は、以下の関係式によって示すことが出来る。

Γ = 2(g0Γ0 − g · Γ) = 2g0∆kη, (3.68)

δ(g20 − g2) = δ[(µ− Ek+)(µ− Ek−)] =
δ(µ− Ek+) + δ(µ− Ek−)

2g
(3.69)

(g20 − g2x + g2y − g2z)δ(g
2
0 − g2) = 2g2yδ(g

2
0 − g2), (3.70)

(g20 + g2x + g2y + g2z)δ(g
2
0 − g2) = 2g2δ(g20 − g2). (3.71)

また、k−, k+ とバンド指標は以下のように対応する。θM = 0, π/4の場合を考える。このとき、上のバンドの最小値

に対応する µg1 に対して、µ > µg1 の場合には、k± は η = ±1に対応する。下のバンドの極大値に対応する µg2 に対
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して、µg1 > µ > µg2 の場合には、k+ のみが寄与し、η = +1に対応する。下のバンドの上の極小値に対応する µm1

に対して、µg2 > µ > µm1 の場合には、k+ と k− が寄与し、η = −1に対応する。下のバンドの最小値 µm2 に対して、

µm1 > µ > µm2 の場合には、k+ が寄与し、η = +1に対応する。θM = π/2の場合には µg1 = µg2 = µD となる。

3.2.4 磁化が面直の場合

M = Mz ẑ, εk = k2/2m∗ の場合には、γ の最低次では以下のような解析的な結果が得られる。まず、Fermi surface

term は、

χsurf
yx =

[
(vFk±)

2 + (vFk±)
2 g0±
m∗v2F

]
Y

∣∣∣∣
k=kη

, (3.72)

χsurf
yy =

[
2v2F(g0±Γ

z +MzΓ
0) +

k2±
m∗Γ

z

]
Y

∣∣∣∣
k=kη

, (3.73)

σsurf
xx =

[
(vFk±)

2 + 2(vFk±)
2 g0±
m∗v2F

+ (vFk±)
2 g20±
(m∗v2F)

2

]
Y

∣∣∣∣
k=kη

, (3.74)

σsurf
xy =

[
2v2F(g0±Γ

z +MzΓ
0) + 2

k2±
m∗Γ

z

]
Y

∣∣∣∣
k=kη

, (3.75)

χsurf
yz = 0, (3.76)

となる。ここで、Y = v2Fk sgn(g0)Θband/2ΓX, g0± = g0(k±), Θband = θ(|µ| − |Mz|),

Γ = 2(g0−Γ
0
− − gzΓz

−) (for “Dirac”), (3.77)

= 2(g0η(Γ
0
− + Γ0

+)− gz(Γz
− + Γz

+)) (for “Rashba”), (3.78)

である。また、Fermi-sea termは以下のようになる。

χsea
yy = σsea

xy ==
1

2
sgn(Mz)Θgap (for “Dirac”), (3.79)

χsea
yy = σsea

xy ==

(
− Mz

2|g0+|X+
+

1

2
− Mz

2|g0+|

)
Θgap

−
(

Mz

2|g0−|X−
+

Mz

2|g0+|X+
+

Mz

2|g0−|
− Mz

2|g0+|

)
Θband

(for “Rashba”). (3.80)

ただし、Θgap = θ(−|µ|+ |Mz|)である。|µ| < |Mz|の場合には、フェルミ面からの寄与はなくなり、ベリー曲率の全
波数に関する和で与えられる。m∗ → ∞の極限では、線形分散モデルの結果に帰着する [88]。
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図 3.8: 面内磁化角度依存性（M = M(cosϕM , sinϕM , 0)）。(a) χyx, (b) σxx, (c) χyy, (d) σxy, (e) χzx, ただし、

M̃ = 0.2, µ̃ = 0.2 (赤線)、 -0.2 (青線)、 0.02 (黒線)。

3.3 ϕM 依存性

以下では、εk = k2/2m∗ とする。この節では、粒子正孔対称性が破れたディラック系におけるスピン軌道トルク、電

気伝導の面内磁化角度 (ϕM )依存性について調べる。図 3.8は、M̃ = 0.2, µ̃ = 0.2, −0.2, 0.02に対する、θM = π/2

の場合のプロットの結果であり、図 3.9は、M̃ = 0.2, µ̃ = 0.2, −0.2に対する θM = π/4の場合のプロットの結果で

ある。

まず、全ての物理量に共通することとして、µ̃ = 0.2の場合と µ̃ = −0.2の場合のふるまいの違いがある。この性質

は粒子正孔対称性の破れの効果によるものである。特に、µ̃ = −0.2の場合は µ̃ = 0.2の場合に比べて異方性が強く表

れている。この結果は、フェルミ面の異方性も同様の傾向を示していることから自然な結果である。

θM = π/2の場合は、χyx, σxx, χyy, σxy は cos 2ϕM もしくは sin 2ϕM 依存性を示すが、一方で、χzx は sinϕM 依

存性を示す。また、χyx (σxx)の振動の振幅は、χyy (σxy)の振動の振幅に等しい。

また、θM = π/4の場合は、χyx, σxx, χyy, σxy は cos(2ϕM + α)もしくは sin(2ϕM + α)依存性を示すが、χzx は

cos(ϕM + β)依存性を示す。

これらの結果は以下のようなそれぞれの係数の分解を与える。次節では、これらの結果を対称性の観点から考える。

χyx = χ0
yx + χcos

yx cos 2ϕM + χsin
yx sin 2ϕM , (3.81)

σxx = σ0
xx + σcos

xx cos 2ϕM + σsin
xx sin 2ϕM , (3.82)

χyy = χ0
yy + χsin

yy sin 2ϕM + χcos
yy cos 2ϕM , (3.83)

σxy = σ0
xy + σsin

xy sin 2ϕM + σcos
xy cos 2ϕM , (3.84)

χzx = χcos
zx cosϕM + χsin

zx sinϕM . (3.85)
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図 3.9: 面内磁化角度依存性（M = M(cosϕM , sinϕM , 0)）。(a) χyx, (b) σxx, (c) χyy, (d) σxy, (e) χzx, ただし、

M̃ = 0.2, µ̃ = 0.2 (赤線)、 -0.2 (青線)。

3.4 対称性

電場 E の線形の範囲で、磁化M がある場合に対称性から許される電流密度 j の表式は以下のようにまとめること

が出来る。

j = aE + 2b(M ·E)M∥ + 2c(M ×E)z(ẑ ×M)

+ dMz(ẑ ×E) + 2eMz(M ·E)(ẑ ×M)

+ 2fMz(M ×E)zM∥. (3.86)

ただし、M∥ は磁化を面内に射影して得られるベクトルである。内積もしくは外積で表されるそれぞれの表式は、波数

の二次の項を考慮したディラック系が示す対称性である C∞v のもとで許されるベクトルの演算であり、係数は、C∞v

におけるスカラー (A1 既約表現)である。この係数はM2
∥ ≡ M2

x +M2
y およびM2

z の関数である。

この結果を電気伝導度テンソル表すと以下のようになる。

σij = aδij + 2bMiMj + 2c εikεjlMkMl

− dMzεij − 2MzMk(eεikMj + fεjkMi). (3.87)

σij = σ
(0)
ij + σ

(1)
ij + σ

(2)
ij の分解し、それぞれの成分を以下のように定義すると、電気伝導度テンソルの構造が明確に

なる。

σ
(0)
ij =

{
a+ (b+ c)M2

}
δij , (3.88)

σ
(1)
ij = −Mz {dεij + (e− f)(εikMj − εjkMi)Mk} , (3.89)

σ
(2)
ij = 2bMiMj + 2c εikεjlMkMl − (b+ c)M2δij

− (e+ f)(εikMj + εjkMi)MkMz. (3.90)
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σ
(0)
ij は等方成分、σ

(1)
ij はホール成分、σ

(2)
ij は AHE-PHE成分であることが分かる。また、σ

(2)
ij は、成分表示では以下

のようになる。

σ(2)
xx = (b′ − c′) cos 2ϕM − (e′ + f ′)Mz sin 2ϕM , (3.91)

σ(2)
xy = (b′ − c′) sin 2ϕM + (e′ + f ′)Mz cos 2ϕM . (3.92)

ここで、b′ = M2b, c′ = M2c, e′ = M2e, f ′ = M2f である。

PHE成分と AHE成分は同じ振幅を持ち、Mz ̸= 0の場合には、磁化画面内の場合に比べて以下のような位相のずれ

が現れる。

δ = tan−1{(e′ + f ′)Mz/(b
′ − c′)}. (3.93)

ちなみに、回転対称性が C∞ から C3 に落ちている系（ヘキサゴナル・ワーピング項がある系）では、C3 の二つの E

表現の積 E ⊗ E が再び E 表現を作るため、cosnϕM , sinnϕM (n = 1, 3) のような依存性も現れる。

面内スピン分極 ⟨σ∥⟩に関しても、対称性の観点からは ẑ × j と等価であることから、同様にMx, My, Ex, Ey の

依存性を求めることが出来る。

また、面直のスピン分極は擬スカラーであるので、以下のような表式が対称性から許される。

⟨σz⟩ = g (E ·M) + hMz(E ×M)z. (3.94)

ここで、g, hはスカラー係数である。

これらの結果は ϕM 依存性の結果と矛盾しない結果である。M ∥ ẑ の場合には

σxx =
e2

2π
a, σxy =

e2

2π
d, (3.95)

となり、他の係数は落ちる。

また、M = (Mx,My, 0)の場合には

σxx = (a+ b+ c)M2
∥ + (b− c)(M2

x −M2
y ), (3.96)

σxy =
e2

2π
(b− c)2MxMy, (3.97)

χzx =
e

2πvF
gMx +

e

2πvF
hMxMz, (3.98)

となる。

– 52 –



図 3.10: スピン軌道トルクの異方性 (Rχ) と電気伝導度の異方性 (Rσ) の m/m∗ 依存性。赤点線：10×Rχ (µ = M),

赤：10 × Rσ (µ = M), 青点線：Rχ (µ = −M/4), 青：Rσ (µ = −M/4). ただし、M/mv2F = 0.156 (例えば、

M=0.02[eV], vF=1[eVÅ]), θM = π/2とした。

3.5 m∗ 依存性

ここで、粒子正孔対称性が破れたディラック系において現れる電気伝導度、スピン軌道トルクの異方性について、粒

子正孔対称性の破れを表すパラメータであるm∗ の依存性を示す。そのために、以下の量を導入する。

Rχ = 2

∣∣∣∣χyx(ϕM = π/4)− χyx(0)

χyx(ϕM = π/4) + χyx(0)

∣∣∣∣ , (3.99)

Rσ = 2

∣∣∣∣σxx(ϕM = π/4)− σxx(0)

σxx(ϕM = π/4) + σxx(0)

∣∣∣∣ . (3.100)

図 3.10 は、 µ = M,−0.25M , M̄ = M/mv2F = 0.156 (例えばM = 0.02[eV], vF = 1[eVÅ]) の場合の Rχ と Rσ の

m/m∗ 依存性である。ただし、mは真空中の電子質量である。m/m∗ = 0は線形分散モデルに対応するので異方性は

ゼロになり、m/m∗ の増大とともに異方性は単調に増大する。また、電気伝導度の異方性（Rσ）は、SOT の異方性

（Rχ）より常に大きい。これらの特徴は、µ, M の選び方に依らずに成り立つ特徴である。
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3.6 µ̃依存性

3.6.1 等方成分（ディラック系）

θM = 0, π/4, π/2に対して、M̃ = 0.2の場合の縦伝導度と dissipativeなスピン軌道トルク（電場と直交方向のス

ピン分極）の等方成分の化学ポテンシャル依存性を図 3.11に示す。

線形分散モデルの場合には、スピンと速度の等価性 (v = vF(ẑ × σ))によって、σxx/χyx と σxy/χyy の比は１にな

る。一方で、εk の項を考慮する場合には、速度とスピンは等価でなくなるため、この比は化学ポテンシャルや磁化に

依存したものになる。磁化が面直（θM = 0）、εk = k2/2m∗ の場合には、1/m∗ の１次の範囲で、以下のような解析式

が求まる。

σxx

χyx
≃ 1 + µ̃, (3.101)

σxy

χyy
≃ 1 +

µ̃2 − M̃2
z

4µ̃
. (3.102)

この解析的な表式は数値計算の結果と矛盾しないものであり、解析式と数値計算の結果はともに µ > Mz (µ < −Mz)

の場合には、σ0
xx, σ

0
xy は χ0

yx, χ
0
yy より大きな（小さな）値をとっている。磁化の面内成分がある場合にも σ0

xx と χ0
yx

の値の差はディラック点でゼロになり、それを境に符号が逆転している。また、|µ| ≫ |M |の場合には、それぞれの係
数の等方成分は、θM = 0, θM = π/4, θM = π/2の場合のそれぞれで近い値をとるようになる。これは µが大きい場

合にはM への依存性が相対的に弱まるためである。

θM = 0, θM = π/4 の場合には χyy と σxy が有限に残る（図 3.12）。χyy と σxy の Fermi-surface term はバンド

エッジで不連続になるが、 Fermi sea 1の寄与も不連続になるため、これらの寄与を合わせると、バンドエッジでは連

続になる。 また、|µ|がギャップより上でさらにギャップから大きく離れていない場合は、Fermi sea 1の寄与と the

Fermi sea 2の寄与の和、Fermi surface termと Fermi sea 1の寄与の和はそれぞれ小さな値になっている。

3.6.2 異方成分（ディラック系）

図 3.13, 3.14は、θM π/4, π/2の場合に電気伝導度と SOTの異方成分の化学ポテンシャル依存性を示したものであ

る。これらの異方性は、波数の二次の項と面内磁化の協力（この協力はフェルミ面を真円から歪ませる）に由来するも

のである。

θM = π/2の場合には、対称性から導かれるように、χcos
yx = χsin

yy , σ
cos
xx = σsin

xy , χ
sin
yx = χcos

yy = σsin
xx = σcos

xy = 0が成

立する。また、χcos
yx の符号はディラック点で変わるが、これは、ディラック点を境に符号を変えるスピン分極と、ディ

ラック点を境に符号を変えない “異常”速度 (v′)の組み合わせに由来する（付録 D.3を参照）。さらに、σcos
xx は χcos

yx よ

り一般に大きくなるが、この性質は ¯̄Aに由来する。χzx が一般的に正の値をとり、ディラック点以下では大きくなる。

θM = π/4の場合には、有限の χsin
yx が生じ、対称性から導かれるように χsin

yx = −χcos
yy となる。しかしながら、χsin

yx

は他の成分に比べて小さな値になっており、位相のずれの効果は大きな効果にはならない（図 3.13の (a), (b)）。また、

v と v′′ の対称化によって、σsin
xx = σcos

xy = 0 となり、電気伝導度に対しては位相のずれの効果はゼロになる。また、

χcos
yx と σcos

xx については、Mz の効果によってギャップ付近にピークを生じ、χcos
yx はギャップ付近で σcos

xx より大きな値

をとっている。µ ≫ M の場合には、θM = π/4のときの χcos
yx と σcos

xx はそれぞれ、θM = π/2のときの χcos
yx と σcos

xx に

近づく。

χsin
zx は有限に残り、µがギャップより上にある時に大きな寄与を持つ。これは χsin

zx がダンピングの低次の寄与になっ

ているためであり、位相のずれの効果は大きく表れている（図 3.13(e)）。
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3.6.3 ラシュバ系の場合

ラシュバ系の場合の結果を図 3.11、3.12、3.13、3.14の右側に示す。ディラック系の場合と同様に、化学ポテンシャ

ルが負の場合に大きな異方性が表れている。ダンピングの性質も反映して、一般にディラック点ではカスプ、ディラッ

クのバンド端では不連続性が表れている。また、χyx の符号は（部分的には）、ディラック系の場合とは逆になってい

る。これはスピン運動量ロッキングの符号がフェルミ面の内側と外側で逆になっており、ラシュバ系では外側のフェル

ミ面、ディラック系では内側のフェルミ面が効くためである。

θM = π/2の場合には一般にディラック点より上、θM = 0, π/4の場合には上のバンドの下端より上では特異な性質

が現れる。まず、θM = π/2の場合には χcos
yx = σcos

xx = χcos
zx = 0が成立するが、これは内側のフェルミ面の寄与と外側

のフェルミ面の寄与がキャンセルするためである。また、σ0
xy, χyy, χzx に対する Fermi sea 1の寄与と Fermi-surface

termの和、もしくは、Fermi sea 1の寄与と Fermi sea 2の寄与の和はゼロになっている。ここで、Γz
− +Γz

+ = 0であ

ることから、χ0
yy = σ0

xy となっている。また、χzx がディラック点において不連続になることは、他の物理量には表れ

ていない非自明な結果であり、ディラックの価電子帯に対応する領域まで調べたことで得られた結果である。他の物理

量に現れる不連続性は、フェルミ面の枚数が変わることに由来するものであった。一方、χzx で現れている不連続性は

ディラック点におけるものであり、フェルミ面の枚数の違いに由来するものではない。ディラック点の上下では、その

バンドの性質が著しく変化することが不連続性の由来である。ディラック点より上の領域では上下のバンドのそれぞれ

がフェルミ面を作っているが、一方で、ディラック点より下の領域では下のバンドが二つのフェルミ面を作っている。

このような性質の違いが不連続性を生み出している。さらに、この不連続性については、以下のように解析的な計算結

果からも導かれる (計算の詳細は付録 D.4を参照)。

χzx = 0 (µ̃ → M̃2/2 + 0), (3.103)

χzx = −cosϕM
1

M̃
(1−

√
1− M̃2)　 (µ̃ → M̃2/2− 0). (3.104)

また、面直磁化がある場合には、Acos
2 , σcos

xx および χcos
zx はギャップ付近で有限の値を持つが、χsin

yx = 0となる。ま

た、 σsin
xx = σcos

xy = 0が一般に成立するが、これは v と v′ の対称化による。

ラシュバ系における物理量には多くの不連続性が現れたが、一方でディラック系における物理量には不連続性は全く

現れていない。この特徴は、類似した系であるディラック系とラシュバ系を区別する明確な特徴である。

本論文では、M̃ < 1の場合ディラック系のギャップと価電子帯に対応する領域も含めてラシュバ系の場合の結果を

バーテックス補正の効果は含めずに示した。この論文ではディラック系での計算を目的にしており、ディラック系の場

合にはバーテックス補正の効果は重要にならないことが示されているためである [88]。定量的により精密な結果を得る

ためには、ダンピングの次数に関してバーテックス補正の効果を含めていない場合と同じ次数のバーテックス補正の寄

与を全て考慮する必要がある。
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図 3.11: χyx（点線）、σxx（実線）の化学ポテンシャル依存性：(a) ディラック系、θM = 0 (黒線)、θM = π/2 (青

線)、(b) ラシュバ系、θM = 0 (黒線)、 θM = π/2 (青線)、(c) ディラック系、 θM = π/4 (赤線)、(d) ラシュバ系、

θM = π/4 (赤線)。
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図 3.12: χ0
yy (点線)、σ0

xy (実線)の化学ポテンシャル依存性：(a) θM = 0, ディラック系 (黒線)、(b) θM = 0, ラシュ

バ系 (黒線)、(c) θM = π/4, ディラック系 (赤線)、(d) θM = π/4, ラシュバ系 (赤線)。σsurf
xy (黒点線) σsea1

xy (黒一点

鎖線)、 σsea2
xy (黒点線)、σsurf

xy + σsea1
xy (紫一点鎖線)、 σsea1

xy + σsea2
xy (紫点線)の化学ポテンシャル依存性：(e) θM = 0,

ディラック系、(f) θM = 0, ラシュバ系、(g) θM = π/4, ディラック系、(h) θM = π/4, ラシュバ系。
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図 3.13: χcos
yx = χsin

yy（点線）、σ
cos
xx = σsin

xy（実線）、χ
sin
yx = −χcos

yy（点線）、σ
sin
xx = σcos

xy（実線）の化学ポテンシャル依存

性：(a) θM = π/2, ディラック系 (青線)、(b) θM = π/2, ラシュバ系 (青線)、(c) θM = π/4, ディラック系 (赤線)、

(d) θM = π/4, ラシュバ系 (赤線)。χsin
yx = −χcos

yy 、 σsin
xx = −σcos

xy の化学ポテンシャル依存性：(e) θM = π/4, ディ

ラック系 (赤線)、(f) θM = π/4, ラシュバ系 (赤線)。
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図 3.14: χsin
zx (点線)、 χcos

zx (実線)の化学ポテンシャル依存性：(a) θM = π/2, ディラック系 (青線)、(b) θM = π/2,

ラシュバ系 (青線)、(c) θM = π/4, ディラック系 (赤線)、(d) θM = π/4, ラシュバ系 (赤線)。χsurf
zx (黒実線)、 χsea1

zx

(黒一点鎖線)、 χsea2
zx (黒点線)、χsurf

zx + χsea1
zx (紫一点鎖線)、 χsea1

zx + χsea2
zx (紫点線)の化学ポテンシャル依存性：(e)

θM = π/2, ディラック系、(f) θM = π/2, ラシュバ系、(g) θM = π/4, ディラック系、(h) θM = π/4, ラシュバ系。
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第 4章

結論

本論文では、磁性トポロジカル絶縁体表面を表すハミルトニアンにおける波数の高次の項を考慮することによって、

波数に関して線形の範囲では生じなかった物理現象について微視的に調べた。まず、波数の三次の項を考慮した場合に

はギルバート・ダンピング、スピン軌道トルク、電気伝導度の間の等価性が破れること、波数の三次の項が大きい場合

には速度の増大によってスピン軌道トルク、電気伝導度が大幅に増大することを明らかにした。また、対称性に加えて

代数的な考察を行うことによって磁化の空間微分を含むスピントルクのどの成分がどのような物理現象に効果を及ぼす

かを明確に出来、具体的に、磁壁駆動、スピン波のドップラーシフトについて調べた。その結果、波数の三次の項が大

きい場合には磁壁駆動の非断熱性が大きくなること、スピン波のドップラーシフトの方向が大きく変わることが分かっ

た。さらに、波数の三次の項がある場合には電流によって面直方向のスピン分極が誘起されるようになり、それによっ

てジャロシンスキー・守谷相互作用（磁化構造にねじれを生じさせる相互作用）が変調することも明らかにした。

さらに、波数の二次を考慮した場合のスピン軌道トルクと電気伝導度の磁化の面内方向依存性依存性についても計算

し、類似した系であるラシュバ系との比較を行った。まず、対称性の議論によって、磁化が面内の場合には縦伝導度の

異方性と横伝導度の異方性の振幅は等しく位相は９０度異なることを導き、また面直磁化もある場合にはそこから位相

がずれることを示した。そして、微視的な計算結果が対称性による議論と整合していることを確かめ、さらに以下のよ

うな結果を得た。まず、ディラック系とラシュバ系で共通して、ディラックの価電子帯に対応する領域の方が伝導帯に

対応する領域より大きな異方性が生じることが分かった。また、ディラック系の場合には物理量に不連続性は生じず、

磁化が面内の場合の面内方向のスピン分極の異方性に関してはディラック点で符号変化するという特徴を明らかにし

た。さらに、ラシュバ系では、化学ポテンシャルの値によってフェルミ面の枚数が変わることを反映して電気伝導度と

スピン軌道トルクに不連続性が生じること、磁化が面内の場合にはディラック点において面直スピン分極が不連続にな

ることを発見した。

本論文では、電場に対する電流とスピンの応答について調べたが、電場に対するスピン流の応答や、光や振動などに

対するそれらの応答については調べられておらず、磁性トポロジカル絶縁体表面におけるスピントロニクス現象につい

て統一的に調べるためには、それらも合わせて調べることが重要である。また、本論文では磁化の構造は与えられたも

のとして計算を行ったが、磁性トポロジカル絶縁体表面の伝導電子と磁化の結合によってどのような磁化構造が実現す

るかを調べることも重要な課題である。さらに、本論文では磁性トポロジカル絶縁体表面において様々なスピントロニ

クス現象を対称性とその代数的構造によって考察したが、他の対称性を持つ系においてどのような結果が得られるかは

未解明であり、興味深い課題である。
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付録 A

フェルミ面の枚数の分類について

ヘキサゴナル・ワーピング項がある場合のディラック系の停留値は以下の方程式で与えられる。

(ℏvF)2kcosϕk + 3λk2cos2ϕk(2λk
3cos3ϕk −Mz) = 0, (A.1)

(ℏvF)2ksinϕk − 3λk2sin2ϕk(2λk
3cos3ϕk −Mz) = 0. (A.2)

これらは以下のようなフェルミ面の分類を与える。

1. |M ′
z| < 4/3

3
2

NFS =

{
0 (|µ| < |Mz|)
1 (|Mz| < |µ|) (A.3)

2. 4/3
3
2 < |M ′

z| < 2/3
3
4

NFS =


0 (|µ| < |Mz|)
1 (|Mz| < |µ| < E0)
4 (E0 < |µ| < E1)
1 (E1 < |µ|)

(A.4)

3. 2/3
3
4 < |M ′

z|

NFS =


0 (|µ| < E0)
3 (E0 < |µ| < |Mz|)
4 (|Mz| < |µ| < E1)
1 (E1 < |µ|)

(A.5)

ここで、M ′
z ≡ Mz/(

√
v3F/λ)であり、E0, E1, 対応する波数は以下で与えられる。

E0 =
√
M2

z + (vFk0)2 − 2λMzk30 + λ2k60, (A.6)

k0 =

√
t

2
+

√
− t

2
+

|Mz|
2
√
2tλ

, (A.7)

t =
3

√√√√(Mz

4λ

)2

+

√(
Mz

4λ

)4

−
(vF
3λ

)6

+
3

√√√√(Mz

4λ

)2

−

√(
Mz

4λ

)4

−
(vF
3λ

)6
, (A.8)

E1 =
√
M2

z + (vFk̄0)2 − 2λMz k̄30 + λ2k̄60, (A.9)

k̄0 =

√
t

2
+

√
− t

2
− |Mz|

2
√
2tλ

. (A.10)
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原点からずれた停留点は以下で与えられる。Mz > 0の場合は

kmin = {k0(1, 0), k0(−1/2,
√
3/2), k0(−1/2,−

√
3/2)}, (A.11)

ksaddle = {k̄0(1/2,
√
3/2), k̄0(−1, 0), k̄0(1/2,−

√
3/2)}, (A.12)

Mz < 0の場合は

kmin = {k0(1/2,
√
3/2), k0(−1, 0), k0(1/2,−

√
3/2)}, (A.13)

ksaddle = {k̄0(1, 0), k̄0(−1/2,
√
3/2), k̄0(−1/2,−

√
3/2)}, (A.14)

である。
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付録 B

ヘキサゴナル・ワーピング項がある場合の
Fermi sea termの定式化

フェルミ面からの寄与においてダンピングの最低次がゼロ次となる物理量に対しては、フェルミ海からの寄与もダン

ピングに関して同じ次数で効く。波数の二次の項は Fermi sea termの定式化に影響を与えず、文献 [88]と同様に定式

化できるので、波数の三次の項（ヘキサゴナル・ワーピング項）によって修正を受ける部分を見ていく。

まず、絶縁体領域を考える。このとき、Bsea
1 は以下のように表すことが出来る。

Bsea
1 = lim

Mx,My→0

1

2

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky ĝ · (∂My ĝ × ∂Mx ĝ). (B.1)

ここで

ĝ = (gx −Mx, gy −My, gz)/g, (B.2)

g =
√

(gx −Mx)2 + (gy −My)2 + g2z , (B.3)

とした。

ヘキサゴナル・ワーピング項が無い場合には、 ĝ は kx −My, ky +Mx,Mz のみに依存する。よって、微分の変数

をMx → −ky, My → kx と置き換えることが出来、Bsea
1 の波数和の中身は波数微分に関するベリー曲率となり、波数

積分を実行するとチャーン数となる。磁化の微分と波数の微分が等価になっていることは、ハミルトニアンの中で波数

と速度が結合しており、磁化とスピンが結合していることから、スピンと速度の等価性の現れである。これらの議論は

Bsea
2 に対しても同様に成り立つ。

しかしながら、ヘキサゴナル・ワーピング項がある場合には、ĝ は kx −My, ky +Mx, gz のみでなく、kx, ky にも依

存するようになる。このときは、微分の変数の置き換えを行うことが出来ない。これは、ヘキサゴナル・ワーピング項

によるスピンと速度の等価性の破れによって、波数微分に関するベリー曲率と磁化微分に関するベリー曲率が等価とな

らないことを表している（磁化微分によるベリー曲率も磁化に関して和をとればチャーン数になる）。この場合の B1,

B2 は以下のように表される。

Bsea
1 −Bsea

2 = −πvFImĝ · (∂Mx ĝ × (vF∂My − ∂x)ĝ) (B.4)

= −πvFImĝ · (∂Mx
ĝ × (−v′x∂zĝ)) (B.5)

= −πvFImĝ · ((−∂yĝ)× (−v′x∂zĝ)), (B.6)

Bsea
2 −Bsea

3 = −πImĝ · ((vF∂My − ∂x)ĝ × ∂yĝ) (B.7)

= −πImĝ · ((−v′x∂zĝ)× (∂yĝ)). (B.8)
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ただし、

∂z =
∂

∂gz
, (B.9)

とした。金属領域に関してもデルタ関数による寄与とシータ関数による寄与を共に考えることで、同様に定式化でき

る。まとめると、本文の式が得られる。

– 66 –



付録 C

空間微分を含むスピントルクの式変形

ヘキサゴナル・ワーピング項がある場合の、空間微分を含むスピントルクの計算を行うためにいくつかの有用な公式

を載せる。

まず、

1

DR
=

1

x+ iγ
,

1

DA
=

1

x− iγ
, (C.1)

に対して、

1

DRDA
=

1

x2 + γ2
≃ π

γ
δ(x)sgn(γ), (C.2)

1

(DRDA)2
=

1

(x2 + γ2)2
≃ π

2γ3
δ(x)sgn(γ), (C.3)

1

(DR)2DA
= − iπ

2γ2
δ(x)sgn(γ)− π

2γ
δ′(x)sgn(γ), (C.4)

1

(DR)3DA
= − iπ

4γ3
δ(x)sgn(γ) +

iπ

4γ2
δ′(x)sgn(γ) +

π

4γ
δ′′(x)sgn(γ), (C.5)

が成立する。これらの公式により、相関関数に現れるグリーン関数の分母部分をダンピングの逆数を使って書き換える

ことが出来る。

ここで、以下の量を定義する。

x = vFk, (C.6)

a = |g0|2 − |gz|2, (C.7)

b = Im(gA0 g
R
z ), (C.8)

c = (gR0 )
2 − (gRz )

2, (C.9)

Kc = 3λk3cos3ϕk, (C.10)

Ks = 3λk3sin3ϕk. (C.11)

グリーン関数の分子部分に関してスピンの trととるために、

GR =
gR

DR
=

gR0 + gR · σ
DR

, (C.12)

に対して、以下の公式が有用である。

gAσαgR = σα(Aα + iBασ
z) + (θα + ϕασ

z), (C.13)

gRσβgR = σβ(Cβ + iDβσ
z) + (θ0β + ϕ0

βσ
z). (C.14)
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ここで、

Aα = |g0|2 − |gz|2 + ηα(g
2
x − g2y), (C.15)

Bα = 2Im(gA0 g
R
z ) + 2ηαgxgy, (C.16)

Cβ = (gR0 )
2 − (gRz )

2 + ηβ(g
2
x − g2y), (C.17)

Dβ = 2ηβgxgy, (C.18)

θα = 2(g0g
′
0 + ηαgᾱg

′′
z ), (C.19)

ϕα = 2(gαg
′
z + ηαgᾱg

′′
0 ), (C.20)

θ0β = 2gβg
R
0 , (C.21)

ϕ0
β = 2gβg

R
z , (C.22)

また、

gR0 = g′0 + ig′′0 , (C.23)

gRz = g′z + ig′′z , (C.24)

ηx = +1, (C.25)

ηy = −1, (C.26)

とした。これらの公式を、相関関数に現れるグリーン関数の分子部分に適用していくことで、スピン空間の trをとっ

た表式を得ることが出来る。

また、式変形のために波数の角度平均 ⟨· · · ⟩に対して、以下の公式が有用である。

⟨gαgβ⟩ =
1

2
(vFk)

2δαβ , (C.27)

⟨(g2x − g2y)
2⟩ = ⟨(2gxgy)2⟩ =

1

2
(vFk)

4, (C.28)

⟨v′igαgβgγ⟩ = −3

8
(vFk)

3λk2⟨cos3ϕ⟩{ϵiαδβγ + ϵiβδγα + ϵiγδαβ}, (C.29)

⟨v′iv′jgαgβ =
1

8
(3λk2)2(vFk)

2{⟨cos6ϕ⟩(δiαδjβ − ϵiαδjβ) + 2δijδαβ}. (C.30)

公式を組み合わせると以下のようになる。

⟨AαCβ⟩ = ac+
1

2
ηαηβ(vFk)

4, (C.31)

⟨BαDβ⟩ =
1

2
ηαηβ(vFk)

4, (C.32)

⟨AαDβ⟩ = 0, (C.33)

⟨BαCβ⟩ = 2bc, (C.34)

⟨θαθ0β⟩ = 2(vFk)
2gR0 (g

′
0δαβ + g′′3 ϵαβ), (C.35)

⟨ϕαϕ
0
β⟩ = 2(vFk)

2gR3 (g
′
3δαβ + g′′0 ϵαβ), (C.36)

⟨θαϕ0
β⟩ = 2(vFk)

2gR3 (g
′
0δαβ + g′′3 ϵαβ), (C.37)

⟨ϕαθ
0
β⟩ = 2(vFk)

2gR0 (g
′
3δαβ + g′′0 ϵαβ), (C.38)

⟨v′iv′j(θαθ0β⟩+ ϕαϕ
0
β)

=
1

2
(3λk2)2(vFk)

2{[d5(−δiαδjβ + ϵiαϵjβ) + d6(ϵiαδiβ + δiβϵjβ)]⟨cos6ϕ⟩+ 2δij(d5δαβ + d6ϵαβ)}, (C.39)
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⟨v′iAαϕ
0
β⟩ =

3

2
vFλk

3gRz {−2aϵiβ + ηα(vFk)
2(τx)iβ}⟨cos3ϕ⟩, (C.40)

⟨v′iBαθ
0
β⟩ =

3

2
vFλk

3gR0 {4bϵiβ + ηα(vFk)
2(τz)iβ}⟨cos3ϕ⟩, (C.41)

⟨v′iAαθ
0
β⟩ =

3

2
vFλk

3gR0 {−2aϵiβ + ηα(vFk)
2(τx)iβ}⟨cos3ϕ⟩, (C.42)

⟨v′iBαθ
0
β⟩ =

3

2
vFλk

3gRz {4bϵiβ + ηα(vFk)
2(τz)iβ}⟨cos3ϕ⟩, (C.43)

⟨v′iϕαCβ⟩ = −3vFλk
3

{
c(ϵiαg

′
z + δiαg

′′
0 )−

1

2
ηβ(vFk)

2[(τx)iαg
′
z + (τz)iαg

′′
0 ]

}
⟨cos3ϕ⟩, (C.44)

⟨v′iθαDβ⟩ = −3

2
ηβ(vFk)

2vFλk
3 {(τz)iαg′0 − (τx)iαg

′′
z } ⟨cos3ϕ⟩, (C.45)

⟨v′iθαCβ⟩ = −3vFλk
3

{
c(ϵiαg

′
0 + δiαg

′′
z )−

1

2
ηβ(vFk)

2[(τx)iαg
′
0 + (τz)iαg

′′
z ]

}
⟨cos3ϕ⟩, (C.46)

⟨v′iϕαDβ⟩ = −3

2
ηβ(vFk)

2vFλk
3 {(τz)iαg′z − (τx)iαg

′′
0} ⟨cos3ϕ⟩. (C.47)

空間微分を含むスピントルクの計算は以下の四つの式

L1 = v2FϵiγϵjδIm
∑
k

1

(DR)3DA
tr[σαgRσδgRσβgRσγgA], (C.48)

L2 = −vFϵjδIm
∑
k

v′i
(DR)3DA

tr[σαgRσδgRσβgRσγgA], (C.49)

L3 = −vFϵiγIm
∑
k

v′j
(DR)3DA

tr[σαgRσδgRσβgRσγgA], (C.50)

L4 = ϵiγϵjδIm
∑
k

v′iv
′
j

(DR)3DA
tr[σαgRσδgRσβgRσγgA], (C.51)

に分解できるので、それぞれに対して、上の公式を適用していくと、以下のようになる。

L1/v
2
F = ϵiγϵjδIm

∑
k

1

(DR)3DA
[2(δγαδαβ − ϵγαϵδβ)(AαCβ −BαDβ)− 2(δγαδαβ + ϵγαϵδβ)(AαDβ −BαCβ)

+ 2δγδ(θαθ
0
β − ϕαϕ

0
β) + 2iϵγδ(θαϕ

0
β − ϕαθ

0
β)], (C.52)

= 2(ϵiαϵjβ − δiαδjβ)⟨ac⟩31
+ 4(ϵiαϵjβ + δiαδjβ)⟨bd⟩31
+ 4⟨(vFk)2{(gR0 g′0 − gRz g

′
z)δαβ + (gR0 g

′′
z − gRz g

′′
0 )ϵαβ}⟩31

+ 4⟨(vFk)2{(gRz g′0 − gR0 g
′
z)δαβ + (gRz g

′′
z − gR0 g

′′
0 )ϵαβ}⟩31, (C.53)

L4 = Im
∑
k

1

(DR)3DA
[⟨v′iv′j(AαCβ +BαDβ)⟩+ 2ϵαβ⟨v′iv′j(AαDβ −BαCβ)⟩

+ 2⟨v′iv′j(θαθ0β + ϕαϕ
0
β)⟩], (C.54)

= ⟨−(3λk2)2(ac− 2d5x
2 + x4)δijδαβ⟩31

− ⟨2(3λk2)2(bd− d6x
2)δijδαβ⟩31

− ⟨2x2gRz g
′
zcos6ϕ(δiαδjβ − ϵiαϵjβ)⟩31

+ ⟨2x2gRz g
′
0cos6ϕ(δiαδjβ + ϵiαϵjβ)⟩31, (C.55)

– 69 –



L2 + L3 = Im
∑
k

1

(DR)3DA
[ϵjα⟨v′i(Aαϕ

0
β − iBαθ

0
β)⟩+ iδjα⟨v′i(Aαθ

0
β − iBαϕ

0
β)⟩

+ ϵjβ⟨v′i(ϕαCβ + iθαDβ)⟩ − iδjβ⟨v′i(θαCβ + iϕαDβ)⟩
+ ϵiα⟨v′j(Aαϕ

0
β + iBαθ

0
β)⟩ − iδiα⟨v′j(Aαθ

0
β + iBαϕ

0
β)⟩

+ ϵiβ⟨v′j(ϕαCβ − iθαDβ)⟩+ iδiβ⟨v′j(θαCβ − iϕαDβ)⟩], (C.56)

= ⟨3vFλk3[{F (1,a)
ij + F

(1,a)
ji }+ {F (1,b)

ij − F
(1,b)
ji }]⟩31. (C.57)

ただし

F
(1,a)
ij = gRz {2aϵjαϵiβ + 4bδjαϵiβ + (vFk)

2(δαβδij + ϵαβϵij)}
+ 2cϵjβ(ϵiαg

′
z + δiαg

′′
0 )

+ (vFk)
2(δijδαβ − ϵijϵαβ)g

′
z

+ (vFk)
2(δijδαβ + ϵijϵαβ)g

′′
0 , (C.58)

F
(1,b)
ij = −gR0 {2aδjαϵiβ − 4bϵjαϵiβ + (vFk)

2(δαβϵij − ϵαβδij)}
+ 2cδjβ(ϵiαg

′
0 + δiαg

′′
z )

+ (vFk)
2(ϵijδαβ − δijϵαβ)g

′
0

+ (vFk)
2(ϵijδαβ + δijϵαβ)g

′′
z . (C.59)

まとめると

∆1 = −ϵiαδjβ , (C.60)

L1 = 2v2F{(2b+ g′′0Kc)(x
2 − c)− gRz g

′′
0 (K

2
c −K2

s )} − (3λk2)2(bc− d6x
2), (C.61)

∆2 = δiαδjβ , (C.62)

L2 = 　 2v2F{(a+ g′zKc)(x
2 − c)− gRz g

′
z(K

2
c −K2

s )} −
1

2
(3λk2)2(ac− 2d5x

2 + x4), (C.63)

∆3 = δiαϵjβ , (C.64)

L3 = 2v2F{(2b+ g′′0Kc)(x
2 + c) + 4bgRz Kc + gRz g

′′
0 (K

2
c −K2

s )} − (3λk2)2(bc− d6x
2), (C.65)

∆4 = ϵiαϵjβ , (C.66)

L4 = 2v2F{(a+ g′zKc)(x
2 + c) + 2agRz Kc + gRz g

′
z(K

2
c −K2

s )} −
1

2
(3λk2)2(ac− 2d5x

2 + x4), (C.67)

∆5 = (τz)iα(τx)jβ − (τx)iα(τz)jβ , (C.68)

L5 = 2v2Fcg
′′
0Kc − (3λk2)2(bc− d6x

2) (C.69)

∆6 = (τx)iα(τx)jβ + (τz)iα(τz)jβ , (C.70)

L6 = 2v2F{cx2 + (cg′z + x2gRz )Kc} −
1

2
(3λk2)2(ac− 2d5x

2 + x4), (C.71)

となる。

さらに、

X = x2 + gRz Kc, (C.72)

Y = gRz Ks, (C.73)
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とすると、

L1 = 2v2F{−(2b+ g′′0Kc)D
R + 2g′′0KsY } − (3λk2)2bDR, (C.74)

L2 = 2v2F{−(a+ g′zKc)D
R + 2g′′0KsY } − 1

2
(3λk2)2(a− x2)DR, (C.75)

L3 = 2v2F(2b+ g′′0Kc)(D
R + 2X)− (3λk2)2bDR, (C.76)

L4 = −1

2
(3λk2)2(a− x2)DR, (C.77)

L5 = −(3λk2)2bDR, (C.78)

L6 = 2v2F{(x2 + g′zKc)(D
R +X) + g′zKsY } − 1

2
(3λk2)2(a− x2)DR, (C.79)

となり、

kx(∂xD
R) + ky(∂yD

R) = −2X, (C.80)

kx(∂yD
R)− ky(∂xD

R) = 2Y, (C.81)

より、本文の式が得られる。
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付録 D

ディラック点付近の摂動計算

この章では、磁化が面内（θM = π/2）の場合のディラック点付近の摂動計算の結果について説明する。

D.1 フェルミ波数

この節では、まずフェルミ波数のふるまいについて、パラメータ領域によって場合分けして議論する。まず、ハミル

トニアンを以下のように表せるような新しい変数 pを導入する。

Hp = p · σ +
(p+M)2

2m∗v2F
− µ. (D.1)

δµ̃ = µ/m∗v2F −M2/2(m∗v2F)
2, ϕ = ϕp − ϕM とすると、フェルミ波数の条件は

δµ̃ = p̃

(
p̃

2
+ M̃cosϕ

)
− ηp̃, (D.2)

となる。上記の二次方程式を解くと

p̃ = η − M̃cosϕ+

√
(η − M̃cosϕ)2 + 2µ̃, (D.3)

となる。この解のふるまいについて理解するためには以下の場合分けを行う必要がある。[X] M̃ < 1, (X1) δµ > 0,

(X2) δµ < 0, [Y] M̃ > 1, (Y1) δµ > 0, (Y2) δµ < 0。それぞれ詳しく見ていく。

[X] M̃ < 1

(X1) δµ > 0

p̃ = η − M̃cosϕ+

√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃. (D.4)

このときは、η = ±1がそれぞれ一枚のフェルミ面を作る。

(X2) δµ < 0

p̃ = 1− M̃cosϕ+ ζ

√
(1− M̃cosϕ)2 + 2δµ̃. (D.5)

このときは、η = +1が二枚のフェルミ面 ζ = ±1を作る。

[Y] M̃ > 1

(Y1) δµ > 0

p̃ = η − M̃cosϕ+

√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃. (D.6)
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このときは、η = ±1がそれぞれ一枚のフェルミ面を作る。

(Y2) δµ < 0

p̃ = η − M̃cosϕ+ ζ

√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃. (D.7)

この場合には、(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃ < 0、η − M̃cosϕ > 0となる場合が解になる。η = ±1, ζ = ±1の中でどれが条

件を満たすかは ϕの値に依存する。

D.2 ダンピング

この節では、前節で求めたフェルミ波数をもとに、M̃ < 1の場合にダンピングのディラック点付近での表式を求め

る。特にラシュバ系の場合には、ディラック点の上下で大きく性質が異なる。まず、ダンピングはバンド表示で以下の

ように表せる。

Γ0 = γ

〈
ps|g0s|
|Ys|

〉
ϕp

, (D.8)

Γ = γ

〈
sgn(g0)

psgs
|Ys|

〉
ϕp

. (D.9)

ここで、

⟨· · · ⟩ϕp
=

∫
dϕp

2π
· · · , (D.10)

Ys = −1

2

∂D̃

∂p̃s
= (p̃s + M̃cosϕ)g0s + p̃s, (D.11)

であり、sは η = ±1, ζ = ±1の中でフェルミ波数の条件に合うものを表すものとする。

(X1)

この場合には、s = η であり、

g0 = −ηp, (D.12)

Yη = −ηp

√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃, (D.13)

となる。よって

Γ0 = γ

〈
|g0η|√

(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

, (D.14)

= γ

〈
η − M̃cosϕ+

√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃√

(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

, (D.15)

= γ

〈
η − M̃cosϕ√

(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃
+ 1

〉
ϕp

, (D.16)

となる。ディラック系の場合には、η = −1を選び、ラシュバ系の場合には η = −1と η = +1で和をとる。ラシュバ

系の場合には、η = −1の場合に ϕ → ϕ+ π とすると第一項は η の奇関数の和になりゼロとなる。よって、磁化にも化
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学ポテンシャルにも依存しない定数となる以下のようなダンピングが得られる。

Γ0 = 2γ. (D.17)

また、

γ = γ

〈
ηp̂

η − M̃cosϕ+
√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃√

(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

, (D.18)

= γ

〈
ηp̂

η − M̃cosϕ√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

+ ηp̂

〉
ϕp

, (D.19)

= γ

〈
ηp̂

η − M̃cosϕ√
(η − M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

, (D.20)

となり、ラシュバ系の場合には

Γ = 0, (D.21)

となる。

(X2)

この場合には、s = ζ で、

g0 = −p, (D.22)

Yζ = −ζp

√
(1− M̃cosϕ)2 + 2δµ̃, (D.23)

となり、

Γ0 = 　γ⟨ 1− M̃cosϕ√
(1− M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

⟩ϕp , (D.24)

= γ⟨ 1− M̃cosϕ√
(1− M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

+ ζ⟩ϕp , (D.25)

となる。また、

Γ = γ⟨p̂ 1− M̃cosϕ√
(1− M̃cosϕ)2 + 2δµ̃

⟩ϕp
, (D.26)

= γM̂⟨cosϕp
1− M̃cosϕp√

(1− M̃cosϕp)2 + 2δµ̃
⟩ϕp

, (D.27)

となる。δµ̃の最低次を求めると、(X1)の場合、ラシュバ系では

Γ0 = 2γ, (D.28)

Γ = 0, (D.29)

となり、ディラック系では、

Γ0 = γ
δµ̃

(1− M̃2)3/2
, (D.30)

Γ = γ
δµ̃

(1− M̃2)3/2
M̂ , (D.31)
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となる。(X2)の場合、ラシュバ系では

Γ0 = 2γ

{
1− δµ̃

(1− M̃2)3/2

}
, (D.32)

Γ = −2γ
δµ̃

(1− M̃2)3/2
M̂ , (D.33)

となり、ディラック系では、

Γ0 = −γ
δµ̃

(1− M̃2)3/2
, (D.34)

Γ = −γ
δµ̃

(1− M̃2)3/2
M̂ , (D.35)

となる。

D.3 ディラック系の面内 SOTの異方性

数値計算の結果では、磁化が面内の場合に、面内 SOTの異方性 (χcos
yx )の符号がディラック点で変化した。この節で

は、この結果をディラック点付近の摂動計算から確かめる。まず、ダンピングは以下のようにまとまる。

Γ0 = γ0|δµ̃|

[
1−

3(1 + 1
4M̃

2)

4(1− M̃2)2
δµ̃

]
≡ γ0|δµ̃|(1 + aδµ̃), (D.36)

Γ∥ = γ0|δµ̃|M̃

[
1−

3(1 + 3
2M̃

2)

8(1− M̃2)2
δµ̃

]
≡ γ0|δµ̃|M̃(1 + bδµ̃). (D.37)

さらに、

χcos
yx =

|δµ̃|δµ̃
2Γ0

cos2ϕM (J1 + J2 + J3 + J4), (D.38)

2πJ1 = −1

2

∫
dϕg

cos2ϕg

(1− M̃cosϕg)(1 + M̃cosϕg)3
, (D.39)

2πJ2 =
1

2

∫
dϕg

acos2ϕg − bM̃2cos2ϕg

[1− (M̃cosϕg)2]2
, (D.40)

2πJ3 =
1

2

∫
ϕg

cos2ϕg + M̃cosϕg

(1− M̃cosϕg)(1 + M̃cosϕg)4
, (D.41)

2πJ4 = 　
1

2
2πJ3, (D.42)

となる。ここで、J1 は異常速度とスピン運動量ロッキングの符号変化に由来する項、J2 はダンピングの摂動展開に由

来する項、J3, J4 はグリーン関数の分母の波数微分に由来する項である。積分を実行すると以下のようにまとまる。

J1 = −1

8

M̃2(4− M̃2)

(1− M̃2)5/2
, (D.43)

J2 = − 3

32

M̃2

(1− M̃2)1/2
, (D.44)

J3 =
1

8

M̃2

(1− M̃2)5/2
, (D.45)

J4 =
1

16

M̃2

(1− M̃2)5/2
. (D.46)

最もドミナントなのは J1 であり、スピン運動量ロッキングの符号変化と異常速度の組み合わせの寄与が、面内 SOTの

化学ポテンシャルにおける符号変化の主要な原因であるといえる。
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D.4 ラシュバ系の面直 SOTの不連続性

ラシュバ系において、磁化が面内の場合には、面直 SOT（χcos
zx）がディラック点で不連続になっている。ディラック

点より上からディラック点に化学ポテンシャルを近づけると、Fermi surface term、Fermi sea termはともにゼロと

なる。ディラック点より下からディラック点に化学ポテンシャルを近づけた場合を考えると、まず、ダンピングは以下

のようにまとまる。

Γ0 = 2γ

〈
1− M̃cosϕp√

(1− M̃cosϕp)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

, (D.47)

Γ = 2γM̂

〈
(1− M̃cosϕp)cosϕp√
(1− M̃cosϕp)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

≡ Γ1M̂ . (D.48)

さらに、χsurf
zx , χsea

zx は以下のようになる。

χsurf
zx = cosϕM

〈
(Γ1 + Γ0cosϕp)− Γ1(1− M̃cosϕp)sin

2ϕp

|Γ0 + Γ1cosϕp|
√
(1− M̃cosϕp)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

, (D.49)

χsea
zx = −cosϕM

〈
(1− M̃cosϕp)cosϕp + M̃√

(1− M̃cosϕp)2 + 2δµ̃

〉
ϕp

. (D.50)

ディラック点では、Γ1 = 0となり、

χsurf
zx = cosϕM

1

M̃

(
1√

1− M̃2
− 1

)
, (D.51)

χsea
zx = −cosϕM

M̃√
1− M̃2

, (D.52)

となる。足し合わせると以下のようにまとまる。

χzx = −cosϕM
1

M̃
(1−

√
1− M̃2). (D.53)

磁化の一次で展開すると、

χzx ≃ −1

2
M̃cosϕM , (D.54)

となる。
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付録 E

ラシュバ 系における摂動計算の数学的構造

θMπ/2の場合を考える。まず、以下の成分を定義する。∫
dµf = π

∑
k

f(k)δ(g20 − g2)sgn(g0). (E.1)

このとき、 ∫
dµg̃n0 , (E.2)

は µとM2 の floor[(n− 1)/2]次の多項式を生み出す。 floor(x)は、x以下の最大の整数を表す関数である。

例えば、∫
dµg̃0 = 2, (E.3)∫
dµg̃20 = −4, (E.4)∫
dµg̃30 = 8 + 4µ̃+ 2M̃2, (E.5)∫
dµg̃40 = −16− 16µ̃− 16M̃2, (E.6)∫
dµg̃50 = 32 + 48µ̃+ 72M̃2 + 8µ̃2 + 16µ̃M̃2 + 2M̃4, (E.7)∫
dµg̃60 = −64− 128µ̃− 256M̃2 + 48µ̃2 − 144µ̃M̃2 − 36M̃4, (E.8)∫
dµg̃70 = 128 + 320µ̃+ 800M̃2 + 192µ̃2 + 768µ̃M̃2 + 288M̃4 + 16µ̃3 + 72µ̃2M̃2 + 36µ̃M̃4 + 2M̃6, (E.9)∫
dµg̃80 = −256− 768µ̃− 2304M̃2 − 640µ̃2 − 3200µ̃M̃2 − 1600M̃4 − 128µ̃3 − 768µ̃2M̃2 − 576µ̃M̃4 − 64M̃6,

(E.10)

である。

M = 0とすると、これらの多項式は、カッツ・ムーディ・フィボナッチ数列 [103]と呼ばれる数列の密度とその変形

によって表されること以下で示す

まず nが偶数 2mの場合を考える。このとき∫
dµg̃2m0 = (2µ̃)m

m∑
k=1

Xm,kµ̃
−k, (E.11)

とすると、
∑m

k=1 Xm,k =
∑m

k=1 m+k−1C2k−12
k は、カッツ・ムーディ・フィボナッチ数列の一つであるX2(2, 3)を２

倍したものになる。

– 79 –



図 E.1: Xm,k/2 によって作られる三角形。n 行目の和の二倍は、X2(2, 3) に等しい。 Xm,k は漸化式 Xm,k =

2(Xm−1.k−1 +Xm−1,k)−Xm−2,k を満たす (赤部分)。
∫
dµg̃2m0 における µ̃m−k の係数は m行 k列目の要素の −2m+1

倍で与えられる (青部分)。

カッツ・ムーディ・フィボナッチ数列は、二次元一般化カルタン行列によるワイル群の単純ルートへの作用によって

作られる格子点を特徴づけるために導入された数列である。(
2 −a
−b 2

)
. (E.12)

ここで a, bはカルタン整数と呼ばれる。４種類のカッツ・ムーディ・フィボナッチ数列が導入されており、それらは以

下のようなフィボナッチ数列の類似物である。

X1(a, b) : x1,2m = (ab− 2)x1,2m−2 − x1,2m−4, x1,0 = 1, x1,2 = ab− 1, (E.13)

Y1(a, b) : y1,2m = (ab− 2)y1,2m−2 − y1,2m−4, y1,0 = 0, y1,2 = b, (E.14)

X2(a, b) : x2,2m = (ab− 2)x2,2m−2 − x2,2m−4, x2,0 = 0, x1,2 = a, (E.15)

Y2(a, b) : y2,2m = (ab− 2)y2,2m−2 − y2,2m−4, y2,0 = 1, y2,2 = ab− 1. (E.16)

フィボナッチ数列の連続する二項の比は、n → ∞ で黄金比になるが、これらの数列も、Ψ(ab) = [(ab − 2) +√
ab(ab− 4)]/2 という比に近づくことが示せる。X2(2, 3) は数列 x2,2m = 4x2,2(m−1) − x2,2(m−2)、x2,0 = 0、

x2,1 = 2を表し、対応する比は 2 +
√
3である。

また、Xm,k = m+k−1C2k−12
k は 2|Um(1− x)|[xk−1] (第二種チェビシェフ多項式 Um(1− x)の xk−1 の係数の絶対

値の二倍)と等しい。 Um は

Um(cosθ) =
sin((n+ 1)θ)

sinθ
, (E.17)

であり、Um+1(y) = 2yUm(y) − Um−1(y)を満たす。これらの数列はパスカルの三角形のような図で表すことが出来

る (図 E.1)。

次に、nが奇数 2m− 1の場合を考える。このとき、∫
dµg̃2m+1

0 =
(2µ̃)m

2

m∑
k=0

X′
m,kµ̃

−k, (E.18)
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図 E.2: X′
m,k/2による三角形。n行目の要素の和の二倍は X ′

2(2, 3)に等しい。X′
m,k は漸化式 X′

m,k = 2(X′
m−1.k−1 +

X′
m−1,k) − X′

m−2,k を満たす（赤部分）。
∫
dµg̃2m−1

0 の µ̃m−k の係数は m 行 k 列の要素の 2m 倍で与えられる (青部

分)。

とすると、
∑m

k=0 X
′
m,k =

∑m
k=0 m+kC2k2

k+1 は 2X2(2, 3)の変形、x2,0 = 0 → x2,0 = 1, x2,1 = 2 → x2,1 = 1によっ

て与えられる。この数列をX ′
2(2, 3)と定義する。また、X

′
m,k = m+kC2k2

k+1 は 2(T2m−1(
√
1 + x/2)/

√
1 + x/2)[xk]

(第一種チェビシェフ多項式 Tm(
√

1 + x/2)と
√
1 + 2/xの比の xk の係数の二倍）に等しい。 Tm は

Tm(cost) = cos(mt), (E.19)

と定義される。X′
m,k/2による三角形も同様に作ることが出来る (図 E.2)。

ラシュバ系における物理量の多くが、これらの数列によって特徴づけられる。例えば、自己エネルギー、スピン密

度、電流密度は以下のようにあらわすことが出来る。

Γ̃0 = X′
1,1, (E.20)

sy =
e2

4hγ0

X1,1

X′
1,1

Ex, (E.21)

jx =
e2

4hγ0

(X′
2,1µ̃+ X′

2,2 − X1,1)

X′
1,1

Ex. (E.22)

γ0 は二次元ディラック電子のダンピングである [88]。ラシュバ系の物理量が、カルタン整数によって特徴づけられる

カッツ・ムーディ・フィボナッチ数列（ルート系に現れたフィボナッチ数列の類似物）によって表されることは、数学

的にも物理的にも興味深いことである。また、図に示した三角形の数字を上から順に埋めていくことで、積分や和を直

接実行することなくラシュバ系における摂動計算を行うことが出来るという実用的な利点もある。
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