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概要

本論文では、申請者の研究成果 [1, 2]をまとめたものである。本論文の研究目的は、原子気体ボー
ス・アインシュタイン凝縮体におけるトポロジカル物性および輸送現象に関して解明することである。
構成は以下の通りである。

第 1章では、本論文の研究背景について紹介する。
第 2章では、本論文の理論的背景と関連実験について紹介する。本論文の理論的背景と関連実験につ

いて紹介する。原子気体ボース・アインシュタイン凝縮体 (BEC)は、冷却原子系と呼ばれる、レーザー
光などで真空中に捕獲した極低温の原子集団で形成される。この冷却原子系の特徴として、系全体がほ
ぼ孤立量子系で、相互作用、内部自由度、空間次元などを高精度に制御可能であることが挙げられる。
光学技術を駆使することにより、実験と理論を定量的に比較でき、かつ、固体電子系では実験不可能
だった未開拓領域まで研究可能な系として様々な現象が観測されている。ボース・アインシュタイン
凝縮とは、ボース粒子の同じ状態を際限なく取ることができる統計性から、系を構成する巨視的な数
の粒子が最低エネルギー状態を占有する相転移現象である。今日ではU(1)ゲージ対称性の自発的破れ
による現象として広く理解され、破れた連続対称性に関係したギャップレス励起の南部-Goldstoneモー
ド (NGモード)が現れることが知られている。このような凝縮体からの励起の性質は Bogoliubov方程
式 (以下、Bogoliubovハミルトニアンと呼ぶ)を用いた解析から理解できる。BECにおけるBogoliubov
ハミルトニアンの特徴として、擬エルミート性と particle-hole対称性を有する非エルミートであるこ
とが挙げられる [3]。この非エルミート性はボゾンの統計性のみに由来し、それを反映して励起スペク
トルにしばしば複素数や対角化不可能な点 (例外点)が現れる [4]。つまり、BECにおける Bogoliubov
準粒子系は本質的に非エルミート系である。この非エルミート性のもたらす物性解明が、本論文での
主題である。

BECにおける複素固有値をもつモードは励起エネルギーがゼロで、ひとたびこのモードが現れると
指数関数的に増大し凝縮体を不安定化させる。この不安定性を動的不安定性と呼び、エネルギー保存
系の冷却原子系において BECに支配的な影響を与える。実験的にも超流動カレントの減衰や強磁性相
転移後の磁化過程として観測されている [5, 6]。一方、非エルミート系は一般に粒子数非保存の開放
系で現れる。非エルミート物理は空間反転と時間反転（PT）対称性を組み合わせた系の研究に端を発
し、近年、フォトニック結晶やマイクロキャビティをはじめとする制御された実験系で実現され、注
目されている [7]。非エルミート系の代表的な現象に一方向輸送がある [8]。これは粒子の流入流出が
ある物質中を光が伝搬する系で、左右どちらかの進行波が対角化不可能な点（例外点）において完全
透過するという著しい特徴をもち、1次元光学系で観測されている。このように非エルミート性が顕
著な例外点や複素スペクトルが現れる領域で新奇な物理が創発する。近年では、トポロジーで特徴付
けられる相（トポロジカル相） [9]の概念が非エルミート系へ拡張 [10, 11]され、益々注目を集めてい
る。このような背景から、BECの非エルミート性が新奇なトポロジカル物性および輸送現象を創発す
ると期待される。上記の動的不安定な BECのトポロジカル相とトンネル効果に関する詳しい内容はそ
れぞれ第 3章、第 4章に記した。



第 3章では、1次元 BECのトポロジカル相を特徴付けるトポロジカル不変量の一般化に関する研究
成果についてまとめる [1]。近年、トポロジーで特徴付けられる相（トポロジカル相）は固体物理をは
じめとする様々な分野で大きな成功を収め、現代物理学の大きな潮流のひとつになっている。トポロ
ジカル相の特徴は波動関数が波数空間で非自明なトポロジーを有すると、必ずギャップレスな端状態
が現れる点である。この対応関係をバルクエッジ対応と呼ぶ。この量子相の研究は整数量子ホール効
果の発見 [12]に端を発し、今日では絶縁体や超伝導体など様々な系に拡張され、実験と理論の双方か
ら盛んに研究されている。固体電子系だけではなく冷却原子気体においても、波動関数のトポロジー
を制御・検出する研究 [13]が活発に行なわれている。また、原子気体 BECの Bogoliubov準粒子のト
ポロジカル相の研究は 1次元 [14]、2次元系 [15]に対して議論され、Bogoliubovハミルトニアン固有
の擬エルミート性を反映し、トポロジカル不変量が変更を受けることが明らかにされた。しかし、こ
れらの先行研究では、励起スペクトルが実数の場合に限られていた。また、ボース粒子系においても、
非エルミートとトポロジーの協奏から新奇な物理が創発すると期待される。
本研究では、1次元 Bogoliubov励起バンドに複素数や例外点を伴う場合のトポロジカル物性を解明

することを目的として、そのような励起バンドにトポロジカル不変量が定義可能であるかどうか、ま
たバルクエッジ対応が成り立つかどうかという問題に取り組んだ。これらの問題を解決するために、
まず正規双直交基底を用いてトポロジカル不変量（ベリー位相と巻きつき数）を拡張した。ベリー位
相が例外点で定義不可能という問題に対し、擬エルミート性の性質から例外点が波数の実軸上に点と
して存在することを見出し、複素運動量平面上に積分経路を取ることで例外点を避けてベリー位相を
定義した。また、時間反転演算子の構造を考慮すると 1次元時間反転対称な系のトポロジカル不変量
である巻きつき数が常に自明な値しか取り得ないことがわかった。バルクエッジ対応を確認するため
に、2つのトイモデル [時間反転対称な場合とそうでない場合、また両モデルともに空間反転対称性を
有する]で数値的に調べた。その結果、複素固有値が存在する場合でも空間反転対称性に保護された端
状態が存在し、バルクエッジ対応が成り立つことがわかった。本研究は系の詳細に依らない対称性の
みに基づいたものであるため、マグノンなどボゾンの Bogoliubovハミルトニアンで記述される一般的
な系に適応可能である。
第 4章では、動的不安定な BECのトンネル効果に関する研究成果についてまとめる [2]。準粒子励

起の概念は基底状態の性質から非平衡輸送現象に至るまで量子多体系の基本的な性質を理解する上で
重要な役割を果たしている。特に、自発的対称性が破れた系の低エネルギーの性質は、対称性の破れ
による NGモードの影響を強く受ける。例えば、スピノル BECにはフォノンやスピン波（マグノン）
が存在し、それぞれU(1)ゲージ対称性の破れと SO(3)スピン回転対称性の破れに関係するNGモード
である。BECのトンネル効果は BECの準粒子励起の性質を強く受け、異常トンネル効果と呼ばれる
現象がある。異常トンネル効果とは、BEC中の NGモードである準粒子励起が低エネルギー極限で、
ポテンシャル障壁を完全透過する現象である [16]。異常トンネル効果の研究は 1次元、３次元、スピ
ノル BEC、ジョセフソン電流との関係、超流動カレントがある場合と様々な状況に拡張されている。
このような詳細な研究により、入射波である NGモードが低エネルギーで凝縮体波動関数と一致する
ため完全透過すると理解されている。中でも、PT対称な非エルミート系において例外点で一方向輸送
が現れるように、非エルミート性が強く現れる動的不安定な BECのトンネル効果は興味深い問題であ
り、本研究の動機である。
本研究では、動的不安定な BECのトンネル効果を網羅的に調べるために、2成分 BECとスピン 1

polar BECの 2つのモデルで解析した。2つのモデルの大きな違いは、準粒子励起であるスピン波が
NGモードであるか、そうでないかである。スピン 1 polar BECは二次ゼーマン効果によりスピン回転
対称性が明示的に破れることにより、スピン波はNGモードではなくなる。したがって、2つのモデル



解析からトンネル効果におけるNGモードの役割を明らかにすることが可能である。以上のセットアッ
プで有限要素法を用いてポテンシャル障壁に対する透過率,反射率を数値的に求めた。2つのモデルの
解析結果から、動的不安定な 2成分 BECでも完全透過が起こることを発見した。これはエネルギーの
虚軸に沿うゼロエネルギー極限でスピン波と凝縮体波動関数が一致するため完全透過すると理解でき
る。一方で、スピン 1 polar BECでは、スピン波がNGモードではないため、どのパラメタでも完全透
過は起こらないことがわかった。その代わり、入射波のエネルギーが長波長極限の運動エネルギーと
一致すると、透過率は共鳴的に増加することがわかった。また、純虚数の入射エネルギー |ImE |が最
大値で完全反射が起こることがわかった。このエネルギーでは入射波と反射波が一致することにより
準粒子波動関数が強く抑制され、完全反射が起こると理解できる。また、2つのモデルで完全反射が起
こる事実から、この起源は NGモードに無関係であることも示唆している。さらに、凝縮体の運動を
記述する時間依存のGross-Pitaevskii方程式によるトンネル効果の実時間ダイナミクスの解析を行なっ
た。本研究では、ポテンシャル障壁の片側にのみに運動量をもつ不安定なスピン波を加え、その揺ら
ぎがポテンシャルの両側でどのように成長するのかを調べた。その結果、完全透過に近い場合は、ポ
テンシャル障壁の影響をほとんど受けず、長時間一様系での成長で近似可能であり、また、揺らぎは
ポテンシャル障壁の反対側にまで透過していくことがわかった。一方で、完全反射の場合は、ポテン
シャル障壁の影響を強く受け、ポテンシャル障壁の反対側にその揺らぎが透過しないことがわかった。
完全反射は成長が最も速いモードで起こるため、この特徴は実験で観測可能であることがわかった。
第 5章は、本博士論文全体のまとめと今後の展望について記す。
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1

第1章 序論

ボース・アインシュタイン凝縮とは、ボース粒子の同一状態を際限なく取ることが可能なボース統計
性から、系を構成する巨視的な数の粒子が最低エネルギー状態を占有する相転移現象である [17, 18]。
今日では、U(1)ゲージ対称性の自発的破れによる現象として広く理解されている。ボース・アインシュ
タイン凝縮は、光子で起こる特異な量子多体現象として、1925年に Boseと Einsteinにより予言され
た。その後、1938年に 4Heの超流動現象が発見 [19, 20]されるとすぐにボース凝縮との関係が議論さ
れ、超流動状態は 4He原子がボース・アインシュタイン凝縮を起こしたボース・アインシュタイン凝縮
体 (BEC)であると理解されたが [21]、密度の高い液体状態であるため直接的にボース・アインシュタイ
ン凝縮の証拠となるものは得られていない。一方 1995年に、極低温に冷却された気体状の 87Rb [22],
23Na [23], および 7Li [24]の原子集団において、原子の運動量空間における密度分布から最低エネル
ギー状態に巨視的な数の粒子が凝縮している様子が確認され、ボース・アインシュタイン凝縮の証拠が
初めて確認された。この実験で用いられた原子集団は冷却原子気体と呼ばれ、レーザー光や磁場を用
いて真空中に捕獲された原子集団で、典型的には数 10 ∼数 100nKもの極低温に冷却されている。こ
の系は、原子種、相互作用、トラップポテンシャルをはじめとする系の多くのパラメタを高精度に制
御可能である。内部自由度を有する BEC（スピノル BEC)のスピン 1 BECの観測 [25]、Kibble-Zurek
機構による位相欠陥 [6]、光格子系で超流動-絶縁体転移 [26]をはじめとする、この系特有の様々な現
象が観測され、固体電子系では観測不可能だった未開拓領域まで研究可能な系として急激な発展を遂
げている。BECの性質は理論的には平均場理論と励起状態を記述するBogoliubov理論でよく理解でき
る [3]。BEC中の Bogoliubov準粒子が従う固有値方程式が、ボゾンの統計性から非エルミートになる
という特徴がある。そのため、複素固有値をもつモードが出現すると、そのモードが指数関数的に増
加し凝縮体を不安定化させる。この不安定性を動的不安定性と呼び、熱浴と接しない孤立系である冷
却原子系において、エネルギー散逸を伴わない動的不安定性が凝縮体の物性に重要な役割を果たす。
一般に、非エルミートハミルトニアンは粒子数非保存の開放系を有効的に記述する。近年、フォト

ニック結晶やマイクロキャビティ [27]、非ユニタリー発展する量子ウォーク系 [28]など粒子の流出入
が制御された実験系が数多く実現され、非エルミート物理の研究が盛んに行われている [7]。非エル
ミート物理は空間反転と時間反転 (PT)対称性を組み合わせた系の研究 [29]に端を発し、この系の特筆
べき性質して、スペクトルが複素数になりうることと対角化不可能な点（例外点）が存在することが
挙げられる。特に例外点において現れる、非従来の一方向輸送 [8, 30]や量子臨界現象 [31, 32, 33]など
が理論と実験ともに活発に議論されている。例えば、一方向輸送と呼ばれる現象は、粒子の流入流出
がある物質中を光が伝搬する系で左右どちらかの進行波が例外点において完全透過するという著しい
特徴をもち、一次元光学系で観測されている。このように非エルミート性が輸送現象などの物性と相
互作用することにより新奇な物理が創発する。BECにおけるBogoliubov準粒子の非エルミート性はボ
ゾンの統計性に由来し、この準粒子励起は自発的対称性の破れに関係していることから BECの基礎物
理を開拓する一つの指針になると期待できる。
一方で、トポロジーで特徴付けられる相（トポロジカル相）は固体物理をはじめとする様々な分野

で大きな成功を収め、現代物理学の大きな潮流のひとつになっている。トポロジカル相の特徴は波動
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関数が波数空間で非自明なトポロジーを有すると、必ずギャップレスな表面状態 (エッジ状態)が現れ
る点である。この対応関係をバルクエッジ対応と呼ぶ。トポロジカル相の研究は 1980年の整数量子
ホール効果の観測から始まる。系に印加した電場に対して垂直方向に電流が流れるホール効果は古く
から知られていたが、低温で面直磁場中の 2次元系におけるホール抵抗が一定の値をとる領域が出現
することが観測 [34]された。さらに、数学の位相幾何 (トポロジー)による解釈が与えられ、整数量子
ホール効果 [12]として非常に注目を集めた。トポロジカル相は、トポロジーを用いると系の対称性と
空間次元で各クラスに対応するトポロジカル不変量が分類 [9]されることがわかり、我々に統一的な
理解を与えた。トポロジーを用いた分類は、整数量子ホール系や絶縁体、超伝導体だけでなく、時間
に関して周期駆動系である Floquet系 [35]、粒子数非保存系である非エルミート系 [10, 11]に対しても
適応され、さらなる広がりを見せている。冷却原子系においても、波動関数のトポロジーを検出する
実験が行われている。非自明な相が現れるモデルとして、F. D. M. Haldaneにより提案された、2次元
蜂の巣格子系で磁場が原子レベルで上下方向に向くモデル (Haldaneモデル)がある [36]。Haldaneモデ
ル (時間反転対称性の破れた 2次元系)はチャーン数 Zで特徴付けられるが、実験的に実現が難しいモ
デルとして認識されていた。しかし、冷却原子系の光格子による蜂の巣格子系に周期外場の円偏光を
照射した Floquet系で Haldaneモデルを実現し、系のトポロジーの検出に成功している [13]。他にも、
冷却原子系の操作性の高さから粒子の内部自由度を有効的に空間とみなして高次元系をシミュレート
する人工次元系において、カイラルエッジ状態が観測されている [37, 38]。また、BECの Bogoliubov
準粒子におけるトポロジカル物性に関しても盛んに研究され、ボゾンの交換関係が反映されたトポロ
ジカル不変量も解明されている [14, 15, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 44, 45]。

BECにおけるBogoliubov準粒子は、低エネルギー極限でポテンシャル障壁を完全透過する異常トンネ
ル効果と呼ばれる特異な輸送特性を有す [16]。Schrödinger方程式で記述される自由粒子は低エネルギー
極限でポテンシャル障壁に対して透過率がゼロになる振る舞いと真逆の振る舞いをする。異常トンネル
効果に関して、スカラーBECやスピン 1 BECにおいて、超流動カレントがある場合 [46, 47, 48]、ジョ
セフソン電流との関係 [49, 50]、有限温度の場合 [51]、ドメインウォールや不純物がある場合 [52, 53]、
2次元粒子数密度差のある場合 [54]、Polar相 [55]、強磁性相 [56]でのトンネル効果など、様々な場合
について研究されている。最近では、南部・Goldstone(NG)モードとヒッグスモードの間のファノ共鳴
や反束縛状態を介したヒッグスモードの完全透過が研究されている [57, 58]。この BECの Bogoliubov
準粒子におけるトンネル効果の一連の研究により、入射波が NGモードである時、ゼロエネルギー極
限で入射波と凝縮体波動関数が一致するため、入射波はポテンシャル障壁の両側に広がり完全透過が
起こると解明された。
現在までに、原子気体 BECにおけるトポロジカル相と輸送現象に関して、主に動的安定な場合につ

いて研究されてきたが、昨今著しく発展している非エルミートトポロジカル相や輸送現象の研究を踏
まえて BECの物性を眺めると、トポロジーや輸送特性と、動的不安定性との相互作用により、より豊
かな物性が現れると期待できる。このような背景の下、本博士論文は、原子気体 BECにおける動的不
安定性がもたらす新奇なトポロジカル相及び輸送現象の開拓を目的とし、それらの性質について理論
的に調べた。
本博士論文は以下のように構成される。第 2章では、ボース・アインシュタイン凝縮体、非エルミー

ト物理の基本事項に関してまとめる。第 3, 4章では、BECにおけるトポロジカル相と輸送現象に関す
る研究について記す。第 5章は本博士論文のまとめと今後の展望である。
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第2章
理論的背景と関連実験

2.1 冷却原子気体系

本研究の研究舞台は、レーザー光などで真空中に捕獲した極低温の原子集団（以下、冷却原子気体）
である。冷却原子系の特徴として、極低温であること（数 10 ∼ 100nK）、電気的に中性で希薄な原子
集団であること (1019 ∼ 1021m−3)、系全体がほぼ孤立系であること、原子種、外場、相互作用、内部
自由度、空間次元、トラップポテンシャルの形状などを高精度に制御可能であることが挙げられる。
冷却原子系では、様々な光学技術を用いて原子集団を冷却し捕獲している。原子集団の捕獲方法に

は、磁気光学トラップや光学トラップがある。磁気光学トラップは、原子に空間依存する外部磁場を
印加してポテンシャルを形成させて捕獲する方法である。この性質から磁気モーメントが磁場方向に
向くためスピンの自由度が凍結してしまう。一方で、光学トラップは、原子と電場の相互作用により
誘起される分極のポテンシャルを利用するためスピン自由度を残したまま原子集団を捕獲することが
可能になり、この方法で多成分 BECが実現されている。さらに、空間的に周期構造をもつレーザーを
原子集団に照射することによって光格子ポテンシャルと呼ばれる周期ポテンシャルも形成することが
できる [59]。近年では原子とレーザーの相互作用を制御し、電気的に中性な原子に実効的に働くゲー
ジ場の生成に成功している [60, 61]。この光学技術を応用して、物質のトポロジカル相の実現に重要な
役割を果たすスピン軌道相互作用を生成することが提案され、実現している [62, 63]
冷却原子系の冷却方法には、レーザー冷却と蒸発冷却法がある。レーザー冷却は、電磁波の非保存力

である輻射圧による非弾性散乱を用いて原子を止める方法である。原子は自身の準位間のエネルギー
差に対応する共鳴周波数の電磁波を吸収、放出することができる。共鳴周波数に近く小さい周波数の
レーザーを照射し原子を励起させて基底状態に遷移する過程で反跳運動量をもつ光子を放出させて減
衰させることが可能である。特に、アルカリ金属やアルカリ土類金属は最外殻電子数が少なく、原子
核構造が単純であるため冷却原子気体でこれらの族に属する原子種がよく用いられる。蒸発冷却は、
ポテンシャルにより捕獲されている熱平衡状態の原子集団の中から高いエネルギーを持っている原子
を選択的に排除して、エネルギーの低い原子集団のみを残す冷却方法である。このレーザー冷却法と
蒸発冷却法を用いて原子を転移温度以下まで冷却し、ボース・アインシュタイン凝縮の実現に成功し
た。この革新的に冷却方法を開発した、S. Chu, C. Cohen-Tannoudji,およびW. Phillipsの三氏は 1997
年にノーベル物理学賞を受賞した。

2.2 原子気体ボース・アインシュタイン凝縮

ボース・アインシュタイン凝縮とは、ボース粒子の同じ状態を制限なく取ることができる統計性か
ら、系を構成する巨視的な数の粒子が、最低エネルギー状態を占有する相転移現象である。今日では、
U(1)ゲージ対称性の自発的破れによる現象として広く理解されている。また、超伝導のような相転移
現象では粒子間相互作用を必要とするが、ボース・アインシュタイン凝縮は相互作用を必要とせず純粋
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な量子統計性により起こる。ボース・アインシュタイン凝縮体（BEC)の存在は 1925年に Einsteinによ
り予言されていたが、長年観測に至らずその 70年後の 1995年に 87Rb [22], 23Na [23],および 7Li [24]
の単一スピン状態の冷却原子気体においてその直接的証拠が観測された。この偉大な研究により、E.
A. Cornell, C. E. Wieman,及びW. Ketterleの 3氏は 2001年にノーベル賞物理学賞を受賞した。その後、
光学技術の発展から 1998年の内部自由度を有する BECの観測 [64]はじめとする、様々な系が提案実
装され、BECの理解が急速に進んだ。以下では、本論文の議論で用いる、弱く相互作用するボース原
子気体で実現する BECの運動をよく記述するGross-Pitaevskii方程式（GP方程式）と凝縮体からの準
粒子励起を記述する Bogoliubov理論について述べる。

2.2.1 ハミルトニアン

本項では、冷却原子系で実現する内部自由度を有するスピノル BECについて説明する。冷却原子気
体を構成する 1原子の全スピンは全原子角運動量 (ハイパーファインスピン) F = I + J で記述され、
核スピン Iと電子のスピン角運動量 J = L+Sの和からなり、Lは電子の軌道角運動量、Sは電子の
スピン角運動量を表す。ここではアルカリ原子を考えると S = 1/2、L = 0であることから、ハイパー
ファインスピン準位 F = I ± 1/2の基底状態が実現し、それらは磁気副準位m = F, F − 1, · · · ,−F
からなる 2F + 1個の量子状態を取る。核スピン Iは原子種に依存し、例えば I = 3/2の 23Naや 87Rb
を用いて、スピン F = 1 [25, 65]、F = 2 [66, 67]の BECが実現している。
トラップポテンシャルU(r)に捕捉されたスピンF、磁気副準位m、質量MのN個のボース原子から

なる多粒子系を考える。空間のある点rにおけるボース原子の生成消滅を表す場の演算子 Ψ̂†
m(r), Ψ̂m(r)

は、ボース統計性から [
Ψ̂m(r), Ψ̂†

m′(r
′)
]
= δm,m′δ(r − r′), (2.1a)[

Ψ̂m(r), Ψ̂m′(r′)
]
=
[
Ψ̂†

m(r), Ψ̂†
m′(r

′)
]
= 0 (2.1b)

を満たす。δmm′ はクロネッカーデルタを表し、m = m′の時、1を取り、それ以外は 0である。
一様磁場中におけるスピノル BECのハミルトニアン Ĥは、

Ĥ = Ĥ0 + Ĥmag + Ĥint (2.2a)

Ĥ0 =

∫
dr
∑
mm′

Ψ̂†
m(r)

[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r)

]
Ψ̂m′(r) (2.2b)

Ĥmag =

∫
dr
∑
mm′

Ψ̂†
m(r)

[
p(Fz)mm′ + q(F 2

z )mm′

]
Ψ̂m′(r) (2.2c)

Ĥint =
1

2

∫
dr

∑
mn,m′n′

Cmm′
nn′ Ψ̂†

m(r)Ψ̂†
m′(r)Ψ̂n′(r)Ψ̂n(r) (2.2d)

Cmm′
nn′ :=

2F∑
F=0

4πℏ2

M
aF ⟨Fm;Fm′|P̂F |Fn′;Fn⟩ (2.2e)

と書ける。U(r)は原子集団を捕獲するトラップポテンシャル、Fzはスピン行列の z成分を表す。p =
gµBBは一次ゼーマン係数、q = (gµBB)2/(∆Ehf)は二次ゼーマン係数で、それぞれラングの g因子、
ボーア磁子 µB、超微細分裂エネルギーEhf を用いて表す。実験的には二次ゼーマン係数 qはマイクロ
波を用いて制御することができる [68, 69]。極低温で十分希薄な冷却原子系における同一ボーズ原子の
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2体散乱は、低エネルギーでの散乱になるため散乱ポテンシャルをデルタ関数と s-波散乱長で近似で
きる。スピン依存性のある s-波散乱長は、2原子の合成スピンが全スピンF、全磁気量子数Mをもつ
状態 |F ,M⟩へ射影する演算子 P̂F を用いて、各スピン状態の和で書くことができる。また、ボース統
計性から二体の散乱過程での原子の入れ替えに対して、全スピン F が偶数に制限される。
次に、スピン F = 1のスピノル BECを用いて、スピン演算子で表現した相互作用ハミルトニアン

について紹介する。 (2.2e)式から各合成スピン F の射影演算子 P̂F が求まれば相互作用ハミルトニア
ンの具体的な形がわかるため、スピン演算子の関係式と射影演算子の完全性から導出する。2体散乱
する同一ボーズ原子 jのスピン演算子を F̂j (j = 1, 2)とすると、

F̂1 · F̂2 =
1

2

[
(F̂1 + F̂2)

2 − F̂ 2
1 − F̂ 2

2

]
=

1

2

∑
F=0,2

[
F(F + 1)− 2F (F + 1)

]
P̂F (2.3)

と書くことができる。また射影演算子の完全性は∑
F=0,2

P̂F = 1̂ (2.4)

で与えられる。スピン演算子の関係式 (2.3)と完全性 (2.4)から射影演算子は以下のように導出される。

P̂0 =
1− F̂1 · F̂2

3
(2.5a)

P̂2 =
2 + F̂1 · F̂2

3
(2.5b)

ここでスピン 1のスピン演算子の行列 F = (Fx, Fy, Fz)は

Fx =
1√
2

0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , Fy =
i√
2

0 −1 0

1 0 −1

0 1 0

 , Fz =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 (2.6)

で与えられ、スピン演算子の行列表示 (F )mn = ⟨Fm|F̂ |Fn⟩を用いると、相互作用係数 Cmm′
nn′ は

Cmm′
nn′ = c0δmnδm′n′ + c1(F )mn · (F )m′n′ (2.7)

c0 :=
2g2 + g0

3
(2.8)

c1 :=
g2 − g0

3
(2.9)

と書ける。gF は全スピン F の各 s-波散乱長を表し、

gF =
4πℏ2

M
aF (2.10)

のように関係する。以上の計算から、スピン 1のスピノル BECのハミルトニアン Ĥspin1が以下のよ
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うに求める。

Ĥspin1 = Ĥ0 + Ĥmag + Ĥint (2.11a)

Ĥ0 =

∫
dr
∑
mm′

Ψ̂†
m(r)

[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r)

]
Ψ̂m′(r) (2.11b)

Ĥmag =

∫
dr
∑
mm′

Ψ̂†
m(r)

[
p(Fz)mm′ + q(F 2

z )mm′

]
Ψ̂m′(r) (2.11c)

Ĥint =
1

2

∫
dr
[
c0 : n̂

2(r) + c1F̂
2(r) :

]
(2.11d)

::は消滅演算子を生成演算子の右に配置する順序であることを表す。

n̂(r) =
∑
m

Ψ̂†
m(r)Ψ̂m(r) (2.12a)

F̂ (r) =
∑
mm′

Ψ̂†
m(r)(F )mm′Ψ̂m′(r) (2.12b)

n̂(r)は粒子数密度演算子、F̂ (r)はスピン密度演算子を表す。

2.3 スピノルBECにおける平均場理論
本項では、原子気体 BECにおける平均場理論及び、BECを記述する Gross-Pitaevskii方程式につい

て説明する。

2.3.1 Gross-Pitaevskii方程式

ボース原子の場の演算子を正規直交基底を用いて展開する。

Ψ̂m(r) =
∑
j

ψjm(r)âjm, (2.13a)

Ψ̂†
m(r) =

∑
j

ψ∗
jm(r)â†jm (2.13b)

â†jm (âjm)は位置 rにいる状態 ψjm(r)の生成 (消滅)演算子を表し、それらは正規直交性とボゾンの交
換関係を満たす。 ∫

drψ∗
mi(r)ψmj(r) = δij (2.14a)∑

j

ψ∗
mj(r)ψmj(r) = δ(r − r′) (2.14b)

[âmi, â
†
m′j ] = δmm′δij , (2.14c)

[âmi, âm′j ] = [â†mi, â
†
m′j ] = 0 (2.14d)
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原子気体 BECにおける平均場近似は、巨視的な数の粒子が最低エネルギー状態を占有していると仮定
してその状態 |ξ⟩は以下のように与える。

|ξ⟩ = 1√
N !

( F∑
m=−F

ξma
†
m0

)N
|vac⟩ (2.15)

|vac⟩は粒子の真空を表し、ξmは規格化条件を満たすとする。

F∑
m=−F

|ξm|2 = 1 (2.16)

これを用いると基底状態である凝縮状態は

Ψm(r) =
√
Nξmψ0m(r) (2.17)

と表すことができる。この状態を用いて、スピノル BECのハミルトニアン (2.2a)における平均場エネ
ルギー E [Ψ]は

E [Ψ] = ⟨ξ|Ĥ|ξ⟩

=

∫
dr
∑
mm′

Ψ∗
m(r)

[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r) + p(Fz)mm′ + q(Fz)

2
mm′

]
Ψm′(r)

+

∫
dr

∑
mnm′n′

Cmm′
nn′ Ψ∗

m(r)Ψ∗
n(r)Ψn′(r)Ψm′(r) (2.18)

と与えられ、この平均場エネルギーをΨ∗
m(r)で変分を行うと、多成分 BECの運動を記述する時間依

存する Gross-Pitaevskii方程式 (GP方程式)が得られる。

iℏ
∂

∂t
Ψm =

δE [Ψ]

δΨ∗
m

=
[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r) + p(Fz)mm + q(F 2

z )mm

]
Ψm +

∑
nm′n′

Cmm′
nn′ Ψ∗

nΨn′Ψm′ (2.19)

また、定常状態を記述する GP方程式はΨm(r, t) = Ψme
−iµt/ℏ(r)を (2.19)式に代入すると得られる。

µΨm =
[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r) + p(Fz)mm + q(F 2

z )mm

]
Ψm +

∑
nm′n′

Cmm′
nn′ Ψ∗

nΨn′Ψm′ (2.20)

2.4 Bogoliubov理論
Bogoliubov理論は、低温で凝縮体からの励起（Bogoliubov準粒子）を記述する理論である。Bogoliubov

準粒子を記述する Bogoliubov方程式の導出方法は、第二量子化による方法と線形安定性解析による方
法があり、前者は Bogoliubov準粒子を個別励起として記述し、後者は集団励起として記述する。本章
では、2つの方法について説明し、各々の方法から導出される Bogoliubov方程式が一致することを紹
介する。また、Bogoliubovハミルトニアンのハミルトニアン行列の性質についても述べる。
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2.4.1 第二量子化形式による Bogoliubovハミルトニアン

ボーズ・アインシュタイン凝縮は巨視的な数の状態が最低エネルギー状態を占有する現象から、凝
縮状態に対応する生成、消滅演算子を c-数に置き換えるという平均場近似を行う。

Ψ̂m = Ψm + δΨ̂m (2.21)

第一項目は凝縮状態を表し GP方程式から計算できる。第二項目は励起状態を表す。この式 (2.21)を
ハミルトニアンに代入し、δΨ̂mの 2次まで展開するのが Bogoliubov理論である。
以下では、一様系 U(r) = 0の場合を考える。その時、場の演算子は平面波展開できる。

Ψ̂m(r) =
1√
Ω

∑
k

âkme
−ik·r, (2.22a)

Ψ̂†
m(r) =

1√
Ω

∑
k

â†kme
+ik·r (2.22b)

Ωは体積、mは内部自由度を表す。この場の演算子をスピノル BECのハミルトニアン (2.2a)に代入
する。

Ĥ =
∑
k,m

(ϵk + p(Fz)mm + q(F 2
z )mm)â†kmâkm

+
1

2Ω

∑
k1,··· ,k4

∑
m1,··· ,m4

Cm1,m2

m′
1,m

′
2
δk1+k2,k3+k4 â

†
k1m1

â†k2m2
âk3m′

2
âk4m′

1
(2.23)

âkm(â†km)は内部状態mで運動量 kのボーズ原子の消滅 (生成)を表す演算子である。

[âkm, â
†
km′ ] = δk,k′δmm′ , (2.24a)

[âkm, âk′m′ ] = [â†km, â
†
km′ ] = 0 (2.24b)

ボゾン演算子の交換関係から、相互作用係数は以下の関係を満たす。

Cm1,m2

m′
1,m

′
2
= C

m′
1,m

′
2

m1,m2 = Cm2,m1

m′
2,m

′
1
= C

m′
2,m

′
1

m2,m1 (2.25)

また、空間依存しないため粒子数密度 nと規格化された秩序変数 ξ (2.16)を用いて

Ψm =
√
nξm (2.26)

と置くことができ、 (2.23)式のハミルトニアン Ĥに関して

â†0mâ0m′ → N̂0ξ
∗
mξm′ (2.27)

â†0m1
â†0m2

â0m′
2
â0m′

1
→ N̂0(N̂0 − 1)ξ∗m1

ξ∗m2
ξm′

2
ξm′

1
(2.28)

と近似できる。ここで N̂0は凝縮状態の粒子数を表す。

N̂0 := N̂ −
∑

k ̸=0,m

n̂km (2.29)

このように全粒子数Nを固定して考えると、化学ポテンシャルを導入せずに粒子数保存するBogoliubov
理論を考えることができる。ボーズ・アインシュタイン凝縮はU(1)ゲージ対称性の破れにより粒子数
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が保存しない相転移現象として理解される。冷却原子気体系は、有限サイズの孤立系で粒子数保存が
成り立つ系のため、厳密な意味でボーズ・アインシュタイン凝縮は起こらないが、本章で紹介してい
る平均場近似から求まるGP方程式を用いて原子気体 BECの実験をうまく説明できることが知られて
いる。
以上の関係を用いて δΨ̂の 2次まで展開したものを二次形式でまとめる。

ĤBog =
1

2

∑
k ̸=0

(
˜̂a†k

˜̂a−k

)
H̃(k)

(
âk

â†−k

)
− 1

2

∑
k ̸=0

[
Tr[H

(0)
k +H(1)]

]
(2.30)

˜̂ak = (âkF , âkF−1, · · · , âk−F ), ˜̂a
†
k = (â†kF , â

†
kF−1, · · · , â

†
k−F ), âk =

(
˜̂ak

)T
, â†k =

(
˜̂a†k

)T
は内部自由

度 2F+1個の生成消滅演算子を表す。第 2項は粒子数保存により現れる。H̃(k)は 2(2F+1)×2(2F+1)

のエルミート行列で、行列成分は以下のように与えられる。

H̃(k) =

(
H

(0)
k +H(1) H(2)

[H(2)]∗ [H
(0)
−k +H(1)]∗

)
, (2.31)

H
(0)
k = (ϵk − µ)1+ pFz + qF 2

z , (2.32a)

(H
(1)
k )m1m2 =

N

Ω

∑
m′

1,m
′
2

(C
m1,m′

2

m′
1,m2

+ C
m1,m′

2

m2,m′
1
)ξm′

1
ξ∗m′

2
, (2.32b)

(H(2))m1m2 =
N

Ω

∑
m′

1,m
′
2

Cm1,m2

m′
1,m

′
2
ξm′

1
ξm′

2
, (2.32c)

µ =
∑
m

(
p(Fz)mm + q(F 2

z )mm

)
|ξm|2 + 2N − 1

2Ω

∑
m1m2m′

1,m
′
2

Cm1m2

m′
1m

′
2
ξ∗m1

ξ∗m2
ξm′

1
ξm′

2
(2.32d)

H
(0)
k , H

(1)
k は (2F + 1) × (2F + 1)次元のエルミート行列、H(2)

k は (2F + 1) × (2F + 1)次元の対称
行列である。µは化学ポテンシャルを表す。

BECにおける Bogoliubov変換

次に、Bogoliubov変換とよばれる一次変換を行い、ĤBogの対角化を行う。以下のようなBogoliubov
変換を考える。 (

âk

â†−k

)
=

(
Uk V ∗

−k

Vk U∗
−k

)(
b̂k

b̂†−k

)
=: T (k)

(
b̂k

b̂†−k

)
(2.33)

Bogoliubov準粒子の生成消滅演算子を ˜̂
bk = (b̂kF , b̂kF−1, · · · , b̂k−F )

T, ˜̂b†k = (b̂†kF , b̂
†
kF−1, · · · , b̂

†
k−F )

T

と定義し、b̂†k, b̂kは b̂
†
k =

(
˜̂
b†k

)T
, b̂k =

(
˜̂
bk

)T
とする。T (k)は 2(2F + 1)× 2(2F + 1)次元の変換行

列である。Uk = (ukF ,ukF−1, · · · ,uk−F )
T, Vk = (vkF ,vkF−1, · · · ,vk−F )

T は Bogoliubov準粒子の
固有関数である。âkm, â

†
kmはボゾンの交換関係を満たすことから、Bogoliubov固有関数Uk, Vkは

u†
kmuk′n − v†−kmv−k′n = δk,k′δm,n, (2.34a)

u†
kmvk′n − v†−kmv−k′n = 0 (2.34b)
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を満たす必要がある。この (2.34)式を満たす逆変換 T−1(k)を構成すると、Bogoliubov準粒子の生成
(消滅)演算子 b̂†km (b̂km)は (

b̂k

b̂†−k

)
=

(
U †

k −V †
k

−V T
−k UT

−k

)(
âk

â†−k

)
(2.35)

Bogoliubov準粒子 b̂km, b̂
†
kmに対してもボゾンの交換関係を与える。

[b̂km, b̂
†
k′n] = δk,k′δmn, (2.36a)

[b̂km, b̂k′n] = [b̂†km, b̂
†
k′n] = 0 (2.36b)

これにより、Bogoliubov準粒子の固有関数であるUkと Vkは

u†
kmuk′n − v†kmvk′n = δk,k′δm,n, (2.37a)

ukmv−k′n − vkmv−k′n = 0 (2.37b)

を満たす。この関係から Bogoliubov変換行列 T (k)は

T †(k)τ3T (k) = τ3, (2.38)

を満たす。τi (i = 0, 1, 2, 3)は南部空間の自由度を表すパウリ演算子である。このような性質をもつ
行列をパラユニタリ行列と呼び、T−1(k) = τ3T

†(k)τ3 ̸= T †(k)である。このような性質を有する
Bogoliubov変換行列 T (k)を用いて、ĤBogの対角化を行う。

ĤBog =
1

2

∑
k ̸=0

(
˜̂
b†k

˜̂
b−k

)
T †(k)H̃(k)T (k)

(
b̂k

b̂†−k

)
− 1

2

∑
k ̸=0

[
Tr[H

(0)
k +H(1)]

]
(2.39)

対角化する一次変換行列がパラユニタリ行列 (2.38)であるため、固有値方程式は以下のようになる。

H(k)T (k) = T (k)

(
E(k) 0

0 −E∗(−k)

)
, (2.40)

H(k) := τ3H̃(k) (2.41)

E(k) = diag[EkF , EkF−1 · · · , Ek−F ]は固有値を表し、(2F + 1) × (2F + 1)次元の対角行列である。
また、ここでは後で述べる particle-hole対称性により、固有値E(k)と−E∗(−k)が対で現れることを
用いた。この (2.40)式の固有値方程式を Bogoliubov方程式と呼び、この固有値方程式を解くことによ
り対角化される。本論文では、このハミルトニアン行列を Bogoliubovハミルトニアンと呼ぶ。

BECにおける Bogoliubovハミルトニアンは非エルミートであるため、固有値が複素数になりうる。
固有値が実数か複素数であるかの違いは、規格化定数 (ノルム)に現れる。 (2.40)式から内部自由度 n

で固有値Eknをもつ固有状態 |un(k)⟩ = (ukn vkn)
Tに対する固有値方程式は以下のように与えられる。

τ3H̃(k) |un(k)⟩ = Ekn |un(k)⟩ (2.42)

(2.42)式の左から ⟨um(k)|をかけ、H̃(k)がエルミート行列であることを用いて規格化定数を考える。

⟨um(k)| H̃(k) |un(k)⟩ = Ekn ⟨um(k)|τ3|un(k)⟩
= E∗

km ⟨um(k)|τ3|un(k)⟩ (2.43)
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[Ek,m−E∗
k,n] ⟨um(k)|τ3|un(k)⟩ = 0の関係から、固有値が実数か複素数によりノルム ⟨um(k)|τ3|un(k)⟩

の値が変化する。

⟨un(k)|τ3|un(k)⟩ = u†
knukn − v†knvkn = 1 Ekn ∈ R, (2.44a)

⟨un(k)|τ3|un(k)⟩ = u†
knukn − v†knvkn = 0 Ekn ∈ C (2.44b)

ノルムの計算から固有値が実数の場合は (2.37)式と一致することからボゾンの交換関係が成り立つが、
固有値が複素数の場合は、ボゾンの交換関係を満たさないことがわかる。したがって、固有値が複素
数の領域において Bogoliubov変換行列はパラユニタリ行列 (2.38)ではなくなる。しかし、そのような
場合でも、複素共役対の線型結合からなるUk, Vkを構成すると、ボゾンの交換関係を満たす準粒子
が定義できる [3]。

Bogoliubovハミルトニアンの対称性

Bogoliubovハミルトニアンがもつ対称性について説明する。パラユニタリ行列を用いて対角化され
るため、BECにおける Bogoliubovハミルトニアンは以下の関係が成り立つ。

τ3H(k)τ−1
3 = H†(k). (2.45)

この対称性を擬エルミート性と呼ぶ。一般に τ3 に対応する演算子 (計量演算子と呼ぶ)はエルミート
行列として定義される。擬エルミート性は右固有ベクトルと左固有ベクトルを関係づけ、複素固有値
モードが出現する場合、複素共役な対として出現することを保証する。ここでは簡単な紹介だけにし
て非エルミート物理に関する第 2.5節にて詳しく述べる。Bogoliubovハミルトニアンは次式で定義さ
れる particle-hole対称性 (PHS)を常に満たす。

CH(k)C−1 = −H(−k), C = τ1K (2.46)

Cはparticle-hole演算子、Kは複素共役演算子である。これにより固有値Eknをもつ固有状態 (ukn vkn)
T

と固有値−E∗
knをもつ固有状態 (v∗−kn u

∗
−kn)

Tが対で現れる。 (2.40)式ではこの性質を利用して、固
有値行列がE(k)と−E∗(−k)と書いた。超伝導体や BECのような量子凝縮系では必ず PHSがあるた
め、particle-hole対称な状態が対生成する。ただし、BECにおける Bogoliubov準粒子のノルムの定義
が (2.44)式で与えられるため particle-hole対は区別される。

|un(k)⟩ : ⟨un(k)|τ3|un(k)⟩ = +1, (2.47a)

C |un(k)⟩ : ⟨un(k)|τ3|un(k)⟩ = −1 (2.47b)

ノルムの値が+1の状態を正ノルム (粒子的状態)、−1の状態を負ノルム (ホール的状態)と呼ぶ。
以上のことを踏まえた、対角化された Bogoliubovハミルトニアンは以下のように与えられる。

ĤBog =
1

2

∑
k ̸=0

(
˜̂
b†k

˜̂
b−k

)
T †(k)τ3T (k)

(
E(k) 0

0 −E∗(−k)

)(
b̂k

b̂†−k

)
− 1

2

∑
k ̸=0

[
Tr[H

(0)
k +H(1)]

]
=

∑
k ̸=0,m′

(|ukm′ |2 − |vkm′ |2)Ekm′ b̂†km′ b̂km′ +
1

2

∑
k ̸=0

[
Tr[E(k)−H(0)

k −H(1)]
]

(2.48)
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m′の添字は実固有値をもつ状態を指し、複素固有値の場合は含まれない。第 1項から波数kで内部自由
度m′のボーズ原子の励起エネルギーが (|ukm′ |2− |vkm′ |2)Ekm′であることがわかる。つまり、particle
励起と hole的励起は同じ励起エネルギーを与え、励起エネルギーの観点では粒子的状態と hole的状態
を区別することができない。このように励起エネルギーが固有値とノルムの積で与えられることから、
Ekm′ とノルムの符号が異なる場合も考えられる。(|ukm′ |2 − |vkm′ |2)Ekm′ < 0、つまり、−Ekm′ をも
つ正ノルムの励起 (その逆も然り)は、励起した方が系全体のエネルギーを下げるため熱力学的な不安
定性を引き起こす。このエネルギー散逸を伴う不安定をランダウ不安定性と呼び、熱浴と接する系に
おいて重要な役割を果たす。複素固有値の場合は上記の Bogoliubov変換では、 (2.44b)式よりノルム
がゼロになるため、 (2.48)式には含まれていない。複素固有値モードが出現する場合も BECを不安定
化させることが知られており、この不安定性を動的不安定性と呼ぶ。このモードはゼロエネルギー励
起であるためエネルギー保存系である冷却原子系において、ランダウ不安定より動的不安定性が BEC
に支配的な影響を与える。詳細は第 2.4.4章にて記載する。

2.4.2 BECにおける線形安定性解析

第 2.4.2章では準粒子励起を個別励起としてみなして第二量子化形式で Bogoliubov方程式を導出し
たが、本項では準粒子励起を集団励起とみなして線形安定性解析から Bogoliubov方程式を導出する。
集団励起による Bogoliubov方程式の導出では、凝縮体の定常解ψからの微小揺らぎを準粒子励起 δψ

とする:

Ψ(r, t) = [ψ(r) + δψ(r, t)]e−iµt/ℏ, (2.49a)

δψm(r, t) := um(r)e−iEmt/ℏ + v∗m(r)e+iE∗
mt/ℏ. (2.49b)

µは化学ポテンシャル、Em は準粒子のエネルギー、um(r), vm(r)は Bogoliubov固有関数である。
(2.49a)式を時間依存する GP方程式 (2.19)に代入すると GP方程式の定常解 ψ(r)が次のように得ら
れる。

µψm =
[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r) + p(Fz)mm + q(F 2

z )mm

]
ψm +

∑
nm′n′

Cmm′
nn′ ψ∗

m′ψn′ψn (2.50)

次に、この (2.49a)式を時間依存する GP方程式 (2.20)式に代入し、δΨm(r, t)に関して 1次まで残す
近似を行う。

iℏ
∂

∂t
δψm =

[
− ℏ2

2M
∇2 − µ+ U(r) + p(Fz)mm + q(F 2

z )mm

]
δψm (2.51)

+
∑
nm′n′

Cmm′
nn′

[
ψ∗
m′ψnδψn + ψ∗

m′δψnψn + δψ∗
m′ψnψn

]
(2.52)

e±iEmt/ℏに関してまとめると、以下の式が導出が導出される。

τ3

(
H

(0)
r +H

(1)
r H

(2)
r

[H
(2)
r ]∗ [H

(0)
r +H

(1)
r ]∗

)(
u(r)

v(r)

)
= Em

(
u(r)

v(r)

)
(2.53)
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H
(0)
r =

[
− ℏ2

2M
∇2 + U(r)− µ

]
1+ pFz + qF 2

z , (2.54a)

(H
(1)
r )m1m2 =

∑
m′

1,m
′
2

(C
m1,m′

2

m′
1,m2

+ C
m1,m′

2

m2,m′
1
)ψm′

1
ψ∗
m′

2
, (2.54b)

(H
(2)
r )m1m2 =

∑
m′

1,m
′
2

Cm1,m2

m′
1,m

′
2
ψm′

1
ψm′

2
(2.54c)

Bogoliubov準粒子の固有関数である u(r), v(r)は正規直交関係を満たす。∫
dr
[
u∗m(r)un(r)− v∗m(r)vn(r)] = δmn, (2.55a)∫

dr
[
u∗m(r)vn(r)− v∗m(r)un(r)] = 0 (2.55b)

GP方程式を用いて凝縮体波動関数 ψを求め、 (2.53)式に代入して固有値方程式を解くことで励起状
態の波動関数が求まる。また、一様系の場合 U(r) = 0、凝縮体波動関数は規格化された空間依存しな
い秩序変数

√
nξ、Bogoliubov準粒子は平面波展開でき、それらに置き換えると (2.53)式は第二量子化

形式で得た Bogoliubov方程式 (2.40)と一致する。

2.4.3 南部・ゴールドストンモード

自然界では、基底状態が系の連続対称性を持たないことがしばしば起こる。磁性体、超流動体、超
伝導体などもその一種で普遍的に存在する。自発的に連続対称性が破れると南部-Goldstone(NG)モー
ドと呼ばれるギャップレス励起が現れる。ボース・アインシュタイン凝縮は自発的破れによる現象で、
それに伴って NGモードが現れる。内部自由度がないスカラー BECの場合は U(1)ゲージ対称性の破
れによるフォノンモードが現れるが、スピン 1 BECをはじめとするスピノル BECはU(1)ゲージ対称
性以外に回転対称性も自発的に破るため豊かな基底状態が存在する。スカラー BECは U(1)ゲージ対
称性の破れによるフォノンモード、擬スピン 1/2BECは混合相でフォノン以外に SO(2)回転対称性の
破れによる線形分散 (E ∝ |k|)のマグノンモードが現れる。スピン 1BECは外部磁場がない場合、強磁
性相とポーラー相がある。強磁性相ではフォノンモード以外に 2乗分散 (E ∝ k2)のマグノンモード、
ポーラー相では線形分散のマグノンモードが現れる。
一般に NGモードは、線形分散の Type-Iと 2乗分散の Type-IIのモードが存在し、それらの分散関

係とNGモードの個数の関係が明らかされている [70]。また、スピノル BECに現れるNGモードの個
数とその分散関係に関しても研究されている [71]。

2.4.4 動的不安定性

BECにおける不安定は、熱力学的不安定性を表すランダウ不安定性と複素スペクトルの出現による
動的不安定が存在するが、熱浴に接しないエネルギー保存系である冷却原子系において、動的不安定
がダイナミクスに大きな影響を与える。BECに現れる動的不安定性は、用意した初期状態のゆらぎが
指数関数的に大きくなり系が不安定な状態であることを意味する。この指数関数増加する解の振る舞
いは、力学系など微分方程式論の線形安定性解析で議論されていることが多いが、本項では、場の理
論および線形安定性解析の観点から説明する。
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第二量子化形式による複素固有値モードの性質

第 2.4.2章にて、固有値が複素数である時ノルムがゼロになることを説明した。つまり、これは励起
状態である Bogoliubov準粒子がボゾンの交換関係を満たさないことを意味するが、スピノル BECの
review論文 [3]でボゾンの交換関係を満たす複素固有値モードの基底が紹介されている。その基底につ
いて説明するために、まず (2.44)式で与えられる複素固有値モードのノルムの性質について再考する。

(Ekm − E∗
kn)(u

†
kmuk′m − v†kmvk′n) = 0 (2.56)

m,nは内部自由度を表す。実固有値の場合はある波数で同じ状態ではEkn = E∗
knであるためボゾンの

交換関係を満たすが、複素固有値の場合は複素共役対 Eka, E
∗
kbが Eka = E∗

kbである必要がある。つ
まり、

u†
kauk′b − v†kavk′b = δk,k′δa,b (2.57)

この関係式 (2.57)と particle-hole対を用いて、ボゾンの交換関係を満たす Ũk, Ṽkを構成する。(
ũkm

ṽkm

)
=

1√
2

(
uka + ukb

vka + vkb

)
, (2.58a)(

ṽ−km

ṽ−km

)
=

i√
2

(
u∗
−ka − v∗−kb

u∗
−ka − u∗

−kb

)
(2.58b)

この複素共役対の線形結合からなる新しい基底は、ボゾンの交換関係を満たす。

ũ†
kmũk′n − ṽ†kmṽk′n = δk,k′δmn (2.59)

したがって、複素固有値を持つ Bogoliubov準粒子の演算子 γ̂k, γ̂
†
−kは以下のように定義される。(

γ̂k

γ̂†
−k

)
=

(
Ũ †

k −Ṽ †
k

−Ṽ T
−k ŨT

−k

)(
âk

â†−k

)
(2.60)

Ũk, Ṽkは Ũk = (ũkF , ũkF−1, · · · , ũk−F )
T, Ṽk = (ṽkF , ṽkF−1, · · · , ṽk−F )

Tである。この Bogoliubov
変換行列を用いて対角化された Bogoliubovハミルトニアンは以下のように与えられる。

ĤBog =
∑

k ̸=0,m

[
ReEkm

(
b̂†kmb̂km +

1

2

)
+ ImEkm

(
γ̂kmγ̂−km + γ̂†kmγ̂

†
−km

)]
− 1

2

∑
k ̸=0

[
Tr[H

(0)
k +H(1)]

]
(2.61)

ボゾンの交換関係を満たす複素固有値モードは対角化されず、kと−kの準粒子が対生成消滅する。

線形安定性解析による複素固有値モードの性質

次に、線形安定性解析による動的不安定な集団励起による準粒子励起の振る舞いを紹介する。一様
系において、凝縮状態は空間依存しない秩序変数、Bogoliubov準粒子は平面波展開することが可能で
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ある。

u(r) =
1√
Ω

∑
k

uke
+ik·r, (2.62a)

v(r) =
1√
Ω

∑
k

vke
+ik·r (2.62b)

この式を凝縮体波動関数 (2.49a)に代入すると

Ψ(r, t) =
[√

nξ +
1√
Ω

∑
k,m

[
Λkm(0)ukme

−i(Ekmt/ℏ−k·r) + Λ∗
km(0)v∗kme

+i(E∗
kmt/ℏ−k·r)]]e−iµt/ℏ (2.63)

Λkm(0)は、t = 0での凝縮体中の Bogoliubov準粒子の混ざり具合を表し、ukと vkの正規直交関係か
ら実固有値の場合、

Λkm(t) =

∫
dre−ik·r[u†

kmΨ(r, t)− v†kmΨ∗(r, t)
]

(2.64)

複素固有値の場合、擬エルミート性から必ず複素共役の対Eka, E
∗
kbが現れ、対応するそれぞれのモー

ドは成長/減衰する。それらの複素固有値モード jの振幅 Λ̃kj(t) (j = a, b)は複素固有値モードの規格
化条件を考慮すると、以下のように導出される。

Λ̃ka(t) =

∫
dre−ik·r[u†

kbΨ(r, t)− v†kbΨ
∗(r, t)

]
, (2.65)

Λ̃kb(t) =

∫
dre−ik·r[u†

kaΨ(r, t)− v†kaΨ
∗(r, t)

]
(2.66)

一様系でのこれらのモードの振幅は解析に求めることができる。

Λkm(t) = Λkm(0)e+iEkmt/ℏ Ekm ∈ R, (2.67a)

Λ̃km(t) = Λ̃km(0)eImEkmt/ℏ Ekm ∈ C (2.67b)

実固有値の場合は微小ゆらぎが定常解Ψのまわりを振動数Ekm/ℏで振動することを表す。一方、複
素固有値の場合はゆらぎが指数関数的に増加することを表す。
動的不安定性がもたらした現象の一つにスピンの自発的対称性の破れによる自発磁化ダイナミクス

がある [図 2.1参照]。エネルギーやスピン保存系の冷却原子系では、凝縮体中の全てのスピンが一斉
に一方向を向くことができない。そのため凝縮体中のスピンは系全体で全スピンを保存しながら相互
作用を最小化しようとする過程で必ずスピンテクスチャが生じる [6]。文献 [6]では空間的にドメイン
構造が成長する様子が位相コントラスト法により観測された。このように孤立量子系である冷却原子
気体系で実現する BECは動的不安定がダイナミクスに重要な役割を果たす。
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図. 2.1: スピン 1BECを用いたスピンの自発的対称性の破れによる自発磁化の形成。スピンテクスチャ、
強磁性ドメインおよび磁壁の形成の時間発展を位相コントラスト法により観測。色の明暗が磁化の振
幅、色が横磁化の方向を表している (左下のカラーマップ参照)。aは時刻 t = 0msでポーラー状態を用
意した後の時間発展のスナップショット (各図の上の数字が時刻)、b,cは t = 216msでの縦磁化の分布
と横磁化の方位を表す (文献 [6]から転載)。

2.5 非エルミート物理の数学的基礎

本章では、非エルミート物理の数学的基礎に関して述べる。主に非エルミート物理に関する review
論文 [72]と線形代数の網羅的な教科書 [4]の流儀に従って正規双直交基底、例外点、擬エルミート性
の重要な性質を述べ、最後に BECにおける Bogoliubov準粒子系への応用を説明する。

ジョルダン標準形

一般的な複素正方行列H ∈ CN×N を考え、ある値Eに対して

H |u⟩ = E |u⟩ (2.68)

を満たすとき |u⟩, Eを固有ベクトル、固有値と呼ぶ。|u⟩ ̸= 0である時 (H − IE)の逆行列が存在しな
いことを意味する。つまり

det(H − EI) = 0 (2.69)

を満たす。この代数方程式を固有値方程式 (固有値多項式)と呼び、この方程式の解を E1, E2, · · · , Ek

とすると、固有値Enに対する固有空間 V (En)と幾何学的重複度Mg
n は

VH(En) = Ker(H − EnI), (2.70)

Mg
n := dimVH(En) (2.71)
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と定義される。一般に任意の正則行列は対角化できるとは限らないが、正則行列X ∈ CN×N を用いて
以下のようなジョルダン標準形に変形することができる。

H = X−1

Jm1(E1) 0
. . .

0 Jmk
(Ek)

X (2.72)

Ej はH の固有値、n次正方行列 Jn(E)はジョルダン行列と呼ばれ、

Jn(E) :=


E 1 0

E
. . .
. . . 1

0 E


n×n

(2.73)

と定義される。ジョルダン標準形は Jnj (Enj )の並べ方を除き、行列Hで一意に決まる。このとき、固
有方程式 (2.69)は

det(H − EI) =
J∏

j=1

(E − Ej)
Ma

j (2.74)

と変形できる。Ma
j は代数的重複度を表し、

J∑
j=1

Ma
j = N (2.75)

を満たす。また、ジョルダン行列 Jnj (Enj )と行列H の次元の間には

Mg
j∑

j=1

mj =Ma
j (2.76)

が成り立つ。特に、全ての Jnj (Enj )がスカラーである場合 (nj = 1)、行列H は対角化可能である。
一般にMa

j ≥Mg
j であるが、行列H がエルミートの場合は常に対角化可能であるため、Ma

j =Mg
j で

ある。

2.5.1 正規双直交基底

本項では非エルミート行列に対する固有値問題について考える。行列 H が非エルミートであると
き、H ̸= H†であるため右固有ベクトルと左固有ベクトルのエルミート共役 (行列の転置と複素共役
の操作)が一致せず、それぞれ独立に考える必要がある。その枠組みを正規双直交基底と呼ぶ。非エル
ミート行列H ∈ CN×N に対する固有値問題を考える。

H |uRn ⟩ = En |uRn ⟩ , (2.77a)

⟨uLn|H = En ⟨uLn| (2.77b)
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|uRn ⟩, ⟨uLn|は行列H に対する右固有ベクトルと左固有ベクトル、Enは固有値を表す。 (2.77b)式のエ
ルミート共役を考えると

H |uRn ⟩ = En |uRn ⟩ , (2.78a)

H† |uLn⟩ = E∗
n |uLn⟩ (2.78b)

であるため、行列H†の固有値方程式を解いて得られる右固有ベクトルは左固有ベクトルのエルミー
ト共役と一致する。 (2.77)式から

⟨uLm|H|uRn ⟩ = En ⟨uLm|uRn ⟩ = Em ⟨uLm|uRn ⟩ ,
(En − Em) ⟨uLm|uRn ⟩ = 0 (2.79)

したがって、対角化可能な場合これらの基底は以下の正規直交関係を満たす。

⟨uLm|uRn ⟩ = ⟨uRm|uLn⟩ = δmn, (2.80a)∑
n

|uRn ⟩ ⟨uLn| =
∑
n

|uLn⟩ ⟨uRn | = 1 (2.80b)

ただし、対角化不可能場合の場合はジョルダン標準形になるため (2.80)式が成り立たない。特に対角
化不可能な点で代数的特異点になる場合、この点を例外点と呼ぶ [4]。 (2.79)式から非エルミート行列
では右固有ベクトル (左固有ベクトル)同士の内積は、

⟨uRm|uRn ⟩ ̸= δmn, ⟨uLm|uLn⟩ ̸= δmn. (2.81)

である。正規双直交基底系は非エルミート物理を解析する上で非常に有用な枠組みで第 3, 4章で記載
するボース・アインシュタイン凝縮体におけるトポロジカル相及び輸送現象に関する研究でも用いる。

2.5.2 例外点

非エルミート系では、2つ以上の固有状態が合体し、ハミルトニアン行列が退化することにより対
角化不可能な点 (例外点)が現れる。エルミート系においても固有値が縮退する場合があるが、対応す
る固有状態が互いに直交するように選ぶことができるため例外点は存在しない。数学では、 (2.73)式
の行列次元が 2以上で対角化不可能であるが、物理では固有値のパラメーター空間で代数的特異点を
伴う場合を扱うことが多い [73, 74]。本論文では代数的特異点を伴う対角化不可能な点を例外点を呼
ぶ [4]。

2.5.3 擬エルミート性

エルミート性は固有値が実数となる必要条件ではなく、物理学の文脈において反線形対称性をもつ
非エルミート行列はスペクトルの全ての領域で実数になることが指摘された [7]。そのクラスに、空間
反転と時間反転の組み合わせからなる parity-time(PT)対称性が含まれ、空間的に粒子の散逸を制御す
ることで実現可能な系であることから、理論と実験の双方から盛んに研究された。このような全領域
で実スペクトルになる非エルミート行列は擬エルミート性を有すクラスに分類される。本項では、エ
ルミート性の一般化としても知られる擬エルミート性 (pseudo-Hermiticity)について紹介する。
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非エルミート行列が擬エルミートを有す場合の性質について整理する。擬エルミート性とはある行
列H に対して

H† = ηHη−1 (2.82)

を満たす性質である [75, 76, 77, 78]。η = η†はエルミート演算子で、計量演算子と呼ばれる。行列H

が擬エルミート行列である場合、以下の性質を少なくとも一つは満たす。

• 行列H のスペクトルが全て実数である

• 固有値は必ず複素共役で現れ、その複素共役の固有値の重複度は等しい

(2.78b)式と (2.82)式から

η |uLn⟩ = |uRn ⟩ , En ∈ R (2.83a)

η |uLn⟩ ̸= |uRn ⟩ , En ∈ C (2.83b)

が成り立つ。 (2.83a)式を固有状態の擬エルミート性と呼ぶ。実固有値の場合は、規格化条件を次式
のように右固有状態のみの式に書き直すことができる。

⟨uLn|uRn ⟩ = ⟨uRn |η|uRn ⟩ = 1 (2.84)

このように固有値が実数の場合は右固有ベクトルと左固有ベクトルが計量演算子で関係づけられるが、
固有値が複素数の場合は、 (2.83)式が成り立たないため、固有ベクトルも必ずしも擬エルミート性が
あるとは限らない。演算子のパラメタによって実固有値から複素固有値に変化すると固有状態だけ自
発的に擬エルミート性が破れ、複素共役対が生成される。擬エルミート行列においてこのスペクトル
転移点が代数的特異点をもつ対角化不可能な点 (例外点)になる。この証明は第 2.5.4章にて紹介する。

PT対称性

PT対称な非エルミート系は空間的に散逸を制御することにより実験で実現可能な系になっているた
め、非エルミート系特有の現象が理論実験ともに盛んに研究されている [7]。PT対称性は空間反転と
時間反転対称性の組み合わせからなる対称性で以下のような性質を満たす。

PxP−1 = −x, PpP−1 = −p, T xT −1 = x, T pT −1 = −p, T iT −1 = −i, (2.85a)

(PT )H(PT )−1 = H. (2.85b)

P は空間反転演算子、T は時間反転演算子で反ユニタリである。PT が空間反転と時間反転演算子か
らなる PT演算子である。この関係から固有値が実数の場合、

PT |uRn ⟩ = ± |uRn ⟩ , En ∈ R (2.86)

が成り立つ。PT対称性な非エルミート物理において、固有状態が PT対称演算子の固有状態ではない
場合、自発的に PT対称性が破れたと呼び、固有値の対が互いに複素共役になる。固有値が実数から複
素数へのスペクトル転移は PT転移と呼ばれ、その転移点は例外点になる。このように PT対称性が破
れた相で複素共役対が出現するため、擬エルミート性と同じ性質を有する。

PT対称な非エルミート系が実現する系として、散逸が制御された光学系 [7, 27, 79, 80]や冷却原
子系 [81]が挙げられる。これらの系で、光が一方向だけ透過する一方向輸送 [8, 30]や新しい臨界現
象 [31, 32, 33]が見つかっている。
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2.5.4 Bogoliubov準粒子系への応用

第 2.4節で説明したように、Bogoliubov準粒子は統計性から擬エルミートハミルトニアンにより記
述される。本項では、Bogoliubovハミルトニアンを非エルミート物理の観点から整理する。ここで
BogoliubovハミルトニアンH(k)に対する右固有関数と左固有関数を以下のように定義する。

|uRn (k)⟩ =

(
uRkn
vRkn

)
, |uLn(k)⟩ =

(
uLkn
vLkn

)
(2.87)

これらの固有関数は

H(k) |uRn (k)⟩ = Ekn |wR
n (k)⟩ , (2.88a)

H†(k) |uLn(k)⟩ = E∗
kn |uLn(k)⟩ (2.88b)

を満たす。BogoliubovハミルトニアンH(k)が擬エルミート性 (2.45)を有すことから

H(k)τ3 |uLn(k)⟩ = E∗
knτ3 |uLn(k)⟩ (2.89)

したがって、実固有値の場合 (Ekn = E∗
kn)、 (2.88a)式と (2.89)式から規格化定数も踏まえると右固有

ベクトルと左固有ベクトルの間に

|uRn (k)⟩ = ±τ3 |uLn(k)⟩ (2.90)

が成り立つ。+符号は正ノルム、−符号は負ノルムを表す。この関係から従来のノルム (2.91)を正規
双直交基底を用いて以下のように一般化可能である。

⟨uLn(k)|uRn (k)⟩ = ⟨uRn (k)|τ3|uRn (k)⟩ = 1 Ekn ∈ R, (2.91a)

⟨uLn(k)|uRn (k)⟩ = 1 Ekn ∈ C (2.91b)

また、 (2.89)式から擬エルミート性は固有値が複素数の場合、複素共役な対を対生成することを保証
する。
次に、正規双直交基底系から Bogoliubov変換に関して一般化を行う。第 2.4.4章にて、 (2.58)式の

ような基底を考えると複素固有値モードもボゾンの交換関係を満たすことを紹介した [3]が、ここで
は正規双直交基底系で以下のような線型結合からなる基底 |ūR±

n (k)⟩, |ūL±n (k)⟩を考え、第 2.4.4章での
結果と一致することを紹介する。

|ūR±
n (k)⟩ = 1√

2

[
|uRn (k)⟩ ± τ3 |uLn(k)⟩

]
, (2.92a)

|ūL±n (k)⟩ = 1√
2

[
|uLn(k)⟩ ± τ3 |uRn (k)⟩

]
(2.92b)

これらの基底は

|ūL±n (k)⟩ = ±τ3 |ūR±
n (k)⟩ , (2.93)

が成り立つ。また、この基底の内積関係は以下のように与えられる。

⟨ūL±n (k)|ūR±
n (k)⟩ = 1, ⟨ūL±n (k)|ūR∓

n (k)⟩ = 0. (2.94)
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(2.92)式から固有値Ekmと−E∗
−kmをもつ固有状態を(

ūkm

v̄km

)
=

1√
2

(
uRkm + uLkm
vRkm − vLkm

)
(2.95a)(

v̄∗−km

ū∗
−km

)
=

1√
2

(
vR∗
−km − vL−km

uR−km + uL−km

)
(2.95b)

と置くと、Bogoliubov準粒子の消滅 (生成)演算子 β̂k (β̂†
−k)は、 (2.95)式からなる Bogoliubov変換

T̄ (k)を用いて、以下のように与えられる。(
âk

â†−k

)
=

(
Ūk V̄ ∗

−k

V̄k Ū∗
−k

)(
β̂k

β̂†
−k

)
=: T̄ (k)

(
β̂k

β̂†
−k

)
(2.96)

Ūk = (ūkF , ūk,F−1, · · · , ūk,−F )
T, V̄k = (v̄kF , v̄k,F−1, · · · , v̄k,−F )

T は Bogoliubov準粒子の固有関数
である。 (2.93)式から Bogoliubov変換行列 T̄ (k)はパラユニタリ行列である。

T̃ (k)τ3T̃ (k) = τ3 (2.97)

複素数固有値が出現する領域において、この一次変換を用いて対角化を行うと、

ĤBog =
∑

k ̸=0,m

[
ReEkm

(
b̂†k,mb̂k,m +

1

2

)
+ ImEkm

(
β̂k,mβ̂−k,m + β̂†k,mβ̂

†
−k,m

)]
− 1

2

∑
k ̸=0

[
Tr[H

(0)
k +H(1)]

]
(2.98)

正規双直交基底を用いた Bogoliubov変換の対角化と (2.61)式が一致することがわかる。ただし、例外
点では対角化不可能であることに注意する。

例外点近傍での性質

擬エルミート行列における例外点の性質について紹介する。ここでは 2つの実固有値が複素共役の
対に変わる点に代数的特異点を伴う例外点が現れることを示す。例外点近傍の 2つバンドの振る舞い
は、波数 kに依存する行列H(k) ∈ C2×2を用いて有効的に記述できる。ここでは簡単なために 1次元
系を仮定するが、高次元への拡張も可能である。

H(k) = a′0(k)σ0 + a′1(k)σ1 + a′2(k)σ2 + a′3(k)σ3, (2.99)

擬エルミート性を与えると、a′0(k)と a′3(k) [a′1(k)と a′2(k)]は実数 [純虚数]で、H(k)は以下のように
書かれる。

H(k) = a0(k)σ0 + ia1(k)σ1 + ia2(k)σ2 + a3(k)σ3

=

(
a0(k) + a3(k) ia1(k) + a2(k)

ia1(k)− a2(k) a0(k)− a3(k)

)
, (2.100)
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ai(k)(i = 0, 1, 2, 3)は kの実関数、σi(i = 0, 1, 2, 3)はパウリ行列である。H(k)の固有値は

E1(k) = a0(k) +
√
Eroot(k), (2.101a)

E2(k) = a0(k)−
√
Eroot(k), (2.101b)

Eroot(k) := a23(k)− a21(k)− a22(k) (2.101c)

である。E1,2(k)をもつ規格化されていない右固有状態と左固有状態は、それぞれ次式で与えられる。

|uR1 (k)⟩ =

(
a3 +

√
Eroot(k)

ia1 + a2

)
, |uR2 (k)⟩ =

(
a3 −

√
Eroot(k)

ia1 + a2

)
, (2.102a)

|uL1 (k)⟩ =

(
a3 + (

√
Eroot(k))

∗

−ia1 − a2

)
, |uL2 (k)⟩ =

(
a3 − (

√
Eroot(k))

∗

−ia1 − a2

)
. (2.102b)

特に縮退なく固有値が実数の場合、|uR1,2(k)⟩と τ3 |uL1,2(k)⟩は同じであることがわかる。 (2.102)式か

ら、|uR/L
1,2 (k)⟩と |uR/L

1,2 (k)⟩の内積が

⟨uL1,2(k)|uR1,2(k)⟩ = 2
√
Eroot(k)(

√
Eroot(k)± a3)

∣∣∣
Eroot(k)=0

= 0. (2.103)

であるため、Eroot(k) = 0で対角化不可能である。k = k0でバンドが接するとし、 (2.101)式の 2つの
固有値の差の 2乗が

[E1(k)− E2(k)]
2 > 0 k < k0, (2.104a)

[E1(k)− E2(k)]
2 < 0 k > k0 (2.104b)

であるため、k = k0でバンドが接するEroot(k)ゼロ点付近で、主要な項は k− k0の 1次で展開できる
と次式で与えられる。

E1(k) = +a
√
k0 − k, (2.105a)

E2(k) = −a
√
k0 − k (2.105b)

aは実数で、k = k0で代数的特異点が現れ、k < k0で E1(k) − E2(k)が実数、k > k0で純虚数にな
りエネルギースペクトルは k = k0の周りで特徴的な振る舞いを起こす。したがって、擬エルミート性
のあるバンドが接する点は代数的特異点 (2.106)を伴う対角化不可能な点、つまり例外点であることが
わかる。また、

E1(k)− E2(k) ≃ 2a
√
k0 − k, (2.106)

からこのように例外点は 1次元系では点、2次元では例外線、3次元では例外表面として現れる。
次に、例外点近傍の固有ベクトルの性質について整理する。まず実固有値では |uR1,2(k)⟩ ∝ τ3 |uL1,2(k)⟩

であるが、複素固有値では |uR1,2(k)⟩と τ3 |uL1,2(k)⟩は線型独立である。ただし、擬エルミート性から
E1(k) = E∗

2(k)と |uR1 (k)⟩ ∝ τ3 |uL2 (k)⟩を満たすような状態が存在する。 (2.105)式から k < k0で２つ
の実数から k = k0を境に k > k0で複素共役のペアになるため [図 2.2(a)]、各左右の固有ベクトル、計
4つのうち、線型従属なペアは k < k0で

|uR1 (k)⟩ ∝ τ3 |uL1 (k)⟩ , (2.107a)

|uR2 (k)⟩ ∝ τ3 |uL2 (k)⟩ , (2.107b)
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k
k0

E
(a)

|uR
1 (k)i / ⌧3 |uL

1 (k)i

|uR
2 (k)i / ⌧3 |uL

2 (k)i |uR
2 (k)i / ⌧3 |uL

1 (k)i

|uR
1 (k)i / ⌧3 |uL

2 (k)i

図. 2.2: (a) k = k0にある例外点近傍のエネルギースペクトル。2つの固有値E+(k)とE1(k)が k < k0

で実数から k > k0で複素共役の対に変わる。k = k0で線型従属の対が入れ替わる。(b)変数 k ∈ Rの
解析関数である固有値E1,2(k)を複素関数 Λ(κ) = a(k0 − κ)1/2, κ ∈ Cとして表し、例外点近傍での分
岐構造を表す。両図において、オレンジ色と青色の曲線は固有値を k = Reκの関数として表してお
り、実線と破線はそれぞれ固有値の実部と虚部を表す。

k > k0で

|uR1 (k)⟩ ∝ τ3 |uL2 (k)⟩ , (2.108a)

|uR2 (k)⟩ ∝ τ3 |uL1 (k)⟩ , (2.108b)

である。このように k = k0を境に合体した固有値間で固有ベクトルの入れ替わりが起こる。
上記の議論は擬エルミート性がある2つのバンドの性質について行ったため、BECにおけるBogoliubov

準粒子系の場合は、正ノルムバンドと負ノルムバンド (すなわち、粒子的バンドとホール的バンド)が
接する場合のみ有効である。そのため 2つのバンドが共に正ノルム、もしくは負ノルムのバンドを記
述する有効ハミルトニアンは擬エルミート性を持たない。以上より、BECにおけるBogoliubov準粒子
系の代数的特異点を伴う例外点は、正ノルムバンドと負ノルムバンドが接して固有値が実数から複素
数に変わる点に現れ、その点前後で固有ベクトルの入れ替えが起こる。
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第3章
ボース・アインシュタイン凝縮体における
トポロジカル相

光格子ポテンシャルに捕獲されたボース・アインシュタイン凝縮体のBogoliubov準粒子に
おけるトポロジカル相に関して議論する。ボース粒子系の Bogoliubovハミルトニアンが非
エルミートであるため、複素数の固有値をもつモードが出現する場合がある。実固有から複
素固有値へ変わる点が代数的特異点と伴う対角化不可能な点 (例外点)であるため、運動量空
間でベリー位相が定義できない。本節では、運動量に虚部を導入することによりブリュアン
ゾーン (BZ)内にある例外点を回避する体系的な手順を提案する。特に 1次元ボース粒子系の
Bogoliubov励起バンドに対するベリー位相を定義する。エルミート系の議論を拡張し、空間
反転対称な系のベリー位相がZ2になることを示す。具体例として、２つのトイモデルを用い
て複素固有値がある場合においてもバルクエッジ対応が成り立つことを数値的に確認する。
また particle-hole対称性とカイラル対称性によるトポロジカル不変量についても議論する。

関連論文
Terumichi Ohashi, Shingo Kobayashi, and Yuki Kawaguchi,

“Generalized Berry phase for a bosonic Bogoliubov system with exceptional points”,
Physical Review A, 101, 1 (2020).
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3.1 導入

トポロジカル相に関する研究は固体物理学の分野で注目を集めている [82, 83, 84, 85]。これまでのト
ポロジカル相の研究の中心はエルミート系だったが、その拡張として非エルミート系におけるトポロ
ジカル相の研究が非常に注目を集めている [86, 87, 88]。非エルミート系特有の性質として、複素スペ
クトルと対角化不可能な点 (例外点)が出現することが挙げられる。これらの特徴により、非エルミー
ト系はエルミート系には存在しない特有の現象が存在し、例えば、非相反輸送 [8, 30, 89]や非従来の量
子臨界現象 [31, 32, 33]などがある。トポロジカル相においても非エルミート性との協奏からエルミー
ト系には存在しない豊かな性質をもたらし、系の片端のみ局在する状態 [90, 91, 92, 93]、Weyl点の例
外リング (EPがリング状に並んだ状態)のトポロジカルチャージなどが議論されている。今日では、非
エルミート系のトポロジカル相の分類 [10, 11, 94]も明らかになっている。
一般に、非エルミートハミルトニアンは粒子数非保存系を有効的に記述する。非エルミート系の具

体例として、フォトニック結晶などのナノ構造中の光子 [27], マイクロキャビティー [79, 80], 電気回
路 [95, 96],非ユニタリ時間発展する量子ウォーク [28],散逸が制御された冷却原子系 [97, 98],有限寿
命をもつ準粒子 [99, 100]が挙げられる。また、第 2章で説明したように、BECからの準粒子励起であ
るBogoliubov準粒子もBECが粒子浴として働き、かつ、ボゾンの統計性から非エルミートハミルトニ
アンで記述される。これまでにマグノン [101, 102, 103, 104, 105],フォトン [106],フォノン [107, 108],
ボーズ原子 [14, 15, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45]をはじめとするボース粒子系のBogoliubovハミルトニアン
を用いたトポロジカル相に関する研究が行われている。これらの一連の研究で、ボゾンの交換関係を考
慮してトポロジカル不変量が拡張され固有値が実数の場合でバルクエッジ対応が数値的に成り立つこと
が明らかにされている。一方で、BECにおいて動的不安定性と呼ばれる複素固有値をもつモードが引き
起こす不安定性が存在し、その不安定性に由来した現象が実験で観測されている [5, 6, 109, 110, 111]。
本研究では、光格子ポテンシャルに捕獲された原子気体BECのBogoliubov励起バンドのトポロジー、

特に複素固有値が存在する場合に注目した。ボゾンの Bogoliubovハミルトニアンが常にもつ擬エル
ミート性と particle-hole対称性以外に、空間反転対称性 (IS)と時間反転対称性 (TRS)がある場合を考
え、複素固有値と EPが出現する場合におけるトポロジカル不変量に関して議論する。まずはじめに
第 3.2章で対角化不可能な点である例外点ではトポロジカル不変量が定義できないため、トポロジカ
ル不変量、特に空間反転対称性に関係したベリー位相の一般化を行う。ベリー位相の一般化において
擬エルミート性が重要な役割を果たすため、以下で詳しく述べる。また第 3.3章で TRSと PHSによる
トポロジカル不変量に関しても議論する。これらを踏まえ、第 3.4章で系の端に局在するエッジ状態
を新しく定義したトポロジカル不変量で特徴づけることが可能であるかをボース粒子系のKitaev-chain
モデルと Su-Schrieffer-Heeger(SSH)モデルを用いて数値的に検証する。

3.1.1 正規双直交基底の導入

トポロジカル相では、バルクで定義されるトポロジカル不変量がエッジ状態を特徴付ける。非エル
ミートハミルトニアンに対してトポロジカル不変量を定義するために、第 2.5.1章で紹介した正規双直
交基底を導入する。また、閉じた運動量空間を考えるために光格子系を仮定し、Blochの定理から導
かれる波数依存した BlochハミルトニアンH(k)を考える。本章では Bogoliubov準粒子の Blochハミ
ルトニアンを Bogoliubovハミルトニアンと呼ぶ。また正規双直交基底の導入により第 2.4.1章で説明
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した Bogoliubov変換を次式で再定義する。

TR(k) := (|uR1 (k)⟩ , |uR2 (k)⟩ , · · · , |uRN (k)⟩), (3.1a)

TL(k) := (|uL1 (k)⟩ , |uL2 (k)⟩ , · · · , |uLN (k)⟩) (3.1b)

実固有値の場合は (2.33)式で与えられる T (k)と同じである。つまり、

TL(k)†TR(k) = TR(k)†τ3T
R(k) = τ3, E(k) ∈ R (3.2a)

TL(k)†TR(k) = 1 E(k) ∈ C (3.2b)

を満たす。ただし、例外点において行列の階数が退化するため行列式がゼロになることに注意する。

3.1.2 Bogoliubovハミルトニアンの対称性

トポロジカル相において系に対称性が重要な役割を果たすため、本節で注目する Bogoliubovハミル
トニアンの対称性について整理する。

• 擬エルミート性: ボゾンの統計性からBogoliubovハミルトニアンH(k)は常に擬エルミート性を
有す:

ηH(k)η−1 = H(k)†, η = τ3. (3.3)

• particle-hole対称性 (PHS):量子凝縮の帰結としてBogoliubovハミルトニアンH(k)は常に PHS
を有す:

CH(k)C−1 = −H(−k), C = τ1K. (3.4)

• 時間反転対称性 (TRS):系に時間反転対称性がある場合、BogoliubovハミルトニアンH(k)は以
下の関係を満たす:

T H(k)T −1 = H(−k), (3.5)

T は反ユニタリー演算子である。ボーズ統計性から時間反転対称演算子は T 2 = +1を満たすた
めクラマース縮退は存在しない。時間反転対称演算子は粒子とホールセクターを混ぜないため、

T =

(
U 0

0 U∗

)
K (3.6)

と書かれる。U はN ×N のユニタリー行列である。

• chiral symmetry (CS):系にカイラル対称性がある場合、BogoliubovハミルトニアンH(k)は以
下の関係を満たす:

ΓH(k)Γ−1 = −H(k), (3.7)

Γはカイラル演算子である。Bogoliubovハミルトニアンは常に PHSを有するため、時間反転対
称な系ではカイラル対称性がある。TRSと CSは互いに Γ = CT の関係がある。

• 空間反転対称性 (IS):系に空間反転対称性がある場合、BogoliubovハミルトニアンH(k)は以下
の関係を満たす:

PH(k)P−1 = H(−k), (3.8)

P は空間反転対称性演算子である。
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3.1.3 ベリー位相

ベリー位相は、シュレディンガー方程式の断熱近似により現れる幾何学的位相として古くから研究
されてきた [112]。古典物理学ではベクトルポテンシャルは顕に現れなかったが、量子力学ではベリー
位相として波動関数の位相に影響を与える。代表的に例として磁束を囲む閉ループに沿って粒子が運
動すると、位相が量子化されるAharnov-Bohm(AB)効果がある。また近年のトポロジカル物性の研究
でベリー位相が表面状態 (エッジ状態)を特徴付けるトポロジカル不変量として認識されている。この
場合、ベリー位相 γnは 1次元エルミート系においては、波数 k依存したハミルトニアンの固有関数
|un(k)⟩を用いて、

γn =

∫ +π

−π

dk

2π
An(k), (3.9a)

An(k) = i ⟨un(k)|∂kun(k)⟩ (3.9b)

と書かれる。An(k)はベリー曲率である。AB効果は実空間に存在するベリー曲率に由来した現象に対
し、トポロジカル物性は波数空間に存在するベリー曲率An(k)の影響を受けて現れる。つまり、トポ
ロジカル物性は波数空間における波動関数の非自明な幾何学的構造を反映した量子現象である。ここ
では簡単なためにエルミート系のベリー位相について説明をしたが、正規双直交基底を用いて非エル
ミート物理系へ拡張することができる。詳細は第 3.2.1章に記載する。

3.1.4 複素運動量平面への拡張

以下では、1次元系の議論に限定する。本章で主に注目するトポロジカル不変量はベリー曲率の波
数積分で定義されるベリー位相である。また以下の議論では波数積分領域でギャップがあると仮定す
ると、例外点がない場合は非エルミート系で定義されているベリー曲率と接続が定義できる。詳細は
第 3.2章で述べる。実固有値の場合はエネルギーバンドを正ノルム、負ノルムバンドに分けることが
可能であるが、例外点を伴うエネルギーバンドにおいて以下の問題点がある:

1. 例外点において det[TR(k)] = 0によりトポロジカルチャージが量子化されることを証明するこ
とができない。

2. 2つのエネルギーバンドが合体しているため、“占有バンド”と “非占有バンド”の分類が困難であ
る。つまり、ボース粒子系はフェルミ面が存在しないため、指数 nr を導入し、“占有”と “非占
有”バンドを定義する。nrは “占有”と “非占有”バンドが接しないように定義し、トポロジカル不
変量を計算するために “占有”されたバンドの和を取る。このような指数は ISや PHSによるトポ
ロジカル不変量に適用する。

ここで (1)の問題点に関して、波数 kに虚部を導入した複素平面で定義された場合を考えると、問題
点を解決することが可能であることを示す。κ := k+ iϵ ∈ C, (k, ϵ ∈ R)を用いて、複素数の運動量 (κ)
と実運動量 (k)を明示的に区別する。またこのアイディアは高次元への一般化も可能である。
複素数の運動量は非エルミート系でのバルクエッジ対応を議論するためにすでに導入されている [113,

114]。これは開境界条件での波動関数は複素数の波数をもつ平面波で展開されることに由来するが、ト
ポロジカル不変量の積分経路上に現れる微分不可能は点 (例外点)を避けるために複素数の波数を導入
している点で先行研究と異なる。
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まずはじめにH(κ)を複素 κ平面上で定義する:

H(κ) =

(
H(1)(κ) H(2)(κ)

−[H(2)(−κ∗)]∗ −[H(1)(−κ∗)]∗

)
. (3.10)

したがって、PHS, TRS, CS,及び ISはそれぞれ以下のように拡張される:

PHS: CH(κ)C−1 = −H(−κ∗), (3.11a)

TRS: T H(κ)T −1 = H(−κ∗), (3.11b)

CS: ΓH(κ)Γ−1 = −H(κ), (3.11c)

IS: PH(κ)P−1 = H(−κ), (3.11d)

(3.11)式の証明は付録 A.1に与えた。ここで、注意すべき点としてハミルトニアンH(kx+ iky)は PHS
や TRSのような反ユニタリ演算子のよる作用で ky の符号を変えないという点で実波数の二次元系と
異なっていることに注意する。そのためH(κ)は物理的ではなく、理論的手続きのために導入したも
のである。
擬エルミート性は複素 κ平面上で実軸でのみある:

τ3H(κ)τ3 = H(κ)† for Imκ = 0. (3.12)

これは Imκ ̸= 0の時、固有値の複素共役が必ずしもH(κ)の固有値とは限らないことを意味する。ここ
で第 2.5.4章で紹介したスペクトルの代数的特異点の性質について再考する。つまり、例外点が k = k0

にあるとき、その 2つのバンドE1,2(k)は

E1(k) = +a
√
k0 − k, (3.13a)

E2(k) = −a
√
k0 − k. (3.13b)

であることから、H(k)がH(κ)のように複素平面上で変数 κ ∈ Cの解析関数で連続である時、E1,2(k)

は 2つの分岐があるとして次式のように書くことができる:

Λ(κ) = a(k0 − κ)1/2. (3.14)

この形式から κ = k0での例外点が複素平面上で孤立点として存在することがわかり、例外点周りで 2
つの固有値は交換する [詳細は第 2.5.4章にて記載]。また (3.14)式は複素平面上で経路を取ることによ
り例外点を迂回できることを示している。このアイディアはラインノードや点ノードがあるトポロジ
カル超伝導体の場合の非エルミート系への拡張とみなすことができる。つまり、トポロジカル不変量
はノード点を含まない BZの部分空間の積分として定義される。以下の議論では、波数 kの関数とし
て無限小の虚部 ϵ(k)を導入し、複素平面上で経路 ℓ : κ(k) = k + iϵ(k) (−π ≤ k ≤ π)に沿って積分を
行う。 ∫ π

−π
f(k)dk :=

∫ π

−π
f(κ)

dκ

dk
dk, (3.15)

右辺の f(κ)は (3.10)式にしたがって例外点を除く、実軸上に定義される積分 f(k)の連続関数である。
各例外点で上半面と下半面の経路を選ぶ自由度があるが、この積分経路 ℓの選び方はあるルールで則っ
て連続的に変化するように定義する。固有値のラベル付けのルールは、議論するトポロジカル不変量
に依存し、ルールの詳細に関しては以下で議論する。固有値が実数や複素数である状態がどのように
例外点近傍で繋がるのかが決まれば、複素 κ平面上での経路が決定する。その具体例を図 3.1に示す。
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図. 3.1: (a)平方根 Λ(κ) =
√

(κ− k1)(κ− k2)の分岐構造, (b) Λ(κ)のリーマン面と (c)-(f)実固有値と
複素固有値が例外点 (EP)を介して接続される積分経路の具体例を表す。一般的に k = ki (i = 1, 2, · · · )
で２つのバンドが合体する場合、固有値の分岐構造は

∏
i

√
κ− ki である。k = k1 と k = k2 での例

外点の対を考え、Reκ(:= k)軸上で固有値が k < k1と k > k2 (k1 < k < k2)で実数 (複素数)を仮定
する。対応する複素関数 Λ(κ)は 2つの分岐があり、Λ1(κ)と Λ2(κ)の実部 (虚部)は (a)の左 (右)側の
パネルに書かれている。(b)に示されているリーマン面は 2つの面からできている。これはブランチ
カットは 2つの例外点間の実軸にあり、その 2つの分岐はブランチカットを横切る時に交換する。(b)
では、左パネルにあるマゼンタ色の実線と破線は右パネルの線と同じである。このように (a)で示す
ように、k < k1 で Λ1(k) > Λ2(k)を満たす 2つの分岐は、Imκ > 0(< 0)で、ImΛ1(κ) < 0(> 0)と
ImΛ2(κ) > 0(< 0)に繋がり、k > k2で Λ1(k) < Λ2(k)に繋がる。(c)-(f)の上段では、２つの合体した
固有値の実部 (虚部)は実線 (破線)で示している。線のオレンジ色と青色は、固有値の接続の仕方を示
す。複素 κ平面上の対応する経路を (c)-(f)の中段に示す。(c)-(f)の下図は、上図のオレンジ色と青色
のバンドがリーマン面内でどのように動いているかを示している。(a)の分岐構造から、2つの固有値
E1(k), E2(k)が k < k1と k > k2で E1(k) − E2(k)の符号が逆になるように接続すると、(c)と (e)の
中段に示すように、積分経路 ℓは分岐点を横切らず、オレンジ色と青色のバンドは、2つのリーマン
面のどちらか一方だけしか動かない。一方で、k < k1と k > k2のE1(k)−E2(k)の符号が同じ場合、
(d)と (f)の下段に示すように、経路 ℓが分岐点を横切ることになる。このとき、ℓが κ = k1で EPを
時計回りもしくは反時計回りに周回するか、Re(E1 − E2)と ImE1,2の符号で決まる。
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3.1.5 南部-ゴールドストーンモードと例外点の関係

ここで南部-ゴールドストーン (NG)モードに由来する例外点について言及しておく。NGモードは
連続対称性の自発的な破れに伴うギャップレスモードである [詳細は第 2.4.3章に記載]。またギャップ
が閉じる点でハミルトニアン行列の階数が少なくなり例外点を伴う。この種の例外点は連続対称性を
破る無限小の外場を加えることによって取り除くことがすることができる。例えば、U(1)ゲージ対称
性の破れよる NGモードであるフォノンの場合、化学ポテンシャルを負の方向にシフトさせると無限
小のギャップが開く:µ→ µ− 0。この手続きでNGモードをギャップがあるかのように扱うことが可能
である。
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3.2 空間反転対称性に関係したZ2不変量

ここでは、1次元光格子ポテンシャルに捕獲された空間反転対称な BECを考え、空間反転対称性に
よるトポロジカル不変量を導出する。

3.2.1 ベリー接続

量子状態のトポロジーを特徴づける基本的な指数の 1つにベリー曲率 (ベリー位相)がある。非エル
ミート系の場合、様々な先行論文で双直交基底を用いて定義されたベリー接続が量子化されることを
予言されている [112, 115, 116, 117, 118]。ここでベリー接続行列を

A(k) :=
ALR(k) +ARL(k)

2
, (3.16)

と定義する。

[ALR(k)]mn = i ⟨uLm(k)|∂kuRn (k)⟩ , (3.17a)

[ARL(k)]mn = i ⟨uRm(k)|∂kuLn(k)⟩ . (3.17b)

[ALR(k)]† = ARL(k)の関係からA(k)はエルミート行列であり、trA(k)は常に実数である。4つ種類
の行列ALR(k),ARL(k),ARR(k), ALL(k)はすでに非エルミートトポロジカル相の文脈で導入されてい
るが [88]、本研究では双直交基底での内積から自然に定義される 2種類のベリー接続だけを考える。
また上に定義されたA(k)は総和則を満たすことを対称性を課すことなく示すことができる:∫ π

−π

dk

2π

∑
n

[A(k)]nn = N ∈ Z, (3.18)

例外点が存在する場合、k ∈ Rを κ ∈ Cに置き換えることと、 (3.15)式を用いることでベリー接続行
列を拡張して定義可能である。 (3.18)式は積分経路の選び方に依らず必ず成り立つ。 (3.18)式の証明
は付録 A.2に記載する。

3.2.2 空間反転対称性に関係した Z2トポロジカル不変量

固有値が全て実数の場合、 (3.16)式で定義されるベリー接続行列の対角項は先行研究 [14, 15]で定
義されたものと一致する。

[A(k)]nn = isign(n) ⟨uRn (k)|τ3|∂kuRn (k)⟩ , (3.19)

正ノルム (負ノルム)の状態は正 (負)の指数を割り与える。先行研究 [14]の議論に従い、 (3.16)式で定
義されたベリー接続行列A(k)を用いて拡張したトポロジカル不変量 Z2を次式のように定義する:

(−1)νIS := exp

(
i

∫ π

−π
dk

nr∑
n=1

[A(k)]nn

)
. (3.20)



3.2 空間反転対称性に関係した Z2不変量 33

nrという占有バンドと非占有バンドを区別する reference indexを導入した。reference indexは0 < n ≤ nr

とm > nrのバンドは分かれていると定義する。つまりBZ全体で kでEn(k) ̸= Em(k)の場合はギャッ
プフルであるとする。以下で示すように、上記で定義した νISは 0か 1を取る。

(−1)νIS =

nr∏
n=1

ξn(π)

ξn(0)
, (3.21)

ξn(kIS) = ±1は空間反転対称な波数 kIS = 0, πの n番目の固有状態に対する空間反転演算子の固有値
である。つまり、ξn(kIS)は

P |uL,Rn (kIS)⟩ = ξn(kIS) |uL,Rn (kIS)⟩ (3.22)

を満たす。 (3.21)式から (3.20)式を以下のように書き直す。

(−1)νIS := exp

(
i

∫ π

−π
dk

nr∑
n=−N

[A(k)]nn

)
, (3.23)

これは正ノルム負ノルムの指数間の偶パリティと奇パリティの数はそれぞれ k = 0と πで同じである
ため上記のように書き直すことができる。つまり、

−1∏
n=−N

ξn(0) =
−1∏

n=−N
ξn(π) = (−1)N/2 (3.24)

である。

3.2.3 ラベルルール

例外点がある場合、 (3.20)式で与えられる積分経路を定義するために固有状態を適切にラベル付け
しなければならない。ここでは、空間反転対称な対に割り当てられた指数が同じ符号を持つこと、す
なわち、particleバンド (holeバンド)の空間反転対称な対が particleバンド (holeバンド)にあることだ
けが条件になる。この条件を満たすために、正ノルムと負ノルムに関する (2.90)式に従い、実固有値
の正 (負)ノルム状態に正 (負)の指数を割り当てる。また、複素固有状態では、ImE > 0 (ImE < 0)
の状態に正 (負)の指数を割り当てる。空間反転対称性からH(k)とH(−k)の固有状態である |uR⟩と
P |uR⟩はそれぞれ同じ固有値Eのため、このラベルルールは条件を満たす。正の指数の状態と負の指
数の状態は、それぞれ ReEの順に並べる。図 3.1の議論から積分経路は κ = 0に対して対称になり、
ℓ : κ(k) = k + iϵ(k)は ϵ(−k) = −ϵ(k)を満たす。例えば、図 3.1 (c) [図 3.1 (d)]に示したような構造が
k > 0に現れた場合、図 3.1 (e) [図 3.1 (d)]の構造は空間反転対称性から k < 0に現れる [Re(E1 +E2)

の波数 k依存性は積分経路を決定する上では無関係であることに注意]。複素固有値が k = 0に現れる
場合、積分経路が原点に対して対称であるため k = 0近傍のバンド構造は図 3.1 (d)もしくは 3.1 (f)に
示すようになる。さらに複雑なバンド構造の例を図 3.2に示す。

3.2.4 νIS ∈ Z2の証明

ここでは (3.21)式の証明を行う。導出は空間反転対称なトポロジカル絶縁体 [119]の議論と同じで
ある。空間反転対称性から以下の関係を得る:

nr∑
n=1

[A(−κ)]nn +

nr∑
n=1

[A(κ)]nn = − i

2
∂κ
[
ln det[ULR

P (κ)URL
P (κ)]

]
, (3.25)
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図. 3.2: (a)バンド構造の例と (b)それに対応した積分経路を示す。(a)では、E1,2,3とラベル付けされた
3つの正の指数のバンドがあり、オレンジ色の曲線で書かれ、対応する負の指数のバンド (E−1,−2,−3)
は、青の曲線で書かれている。固有値の実部 (虚部)を実線 (破線)で示す。複素共役の固有値のペアが
現れる aと bの EPに注目すると、バンド構造は図 3.1 (e)と同じになる。PHSと ISにより、EPも a’と
b’に現れる。ImE1を正に取るため、a’と b’の近傍のバンド構造は、aと bと同じである [図 3.1 (e)]。
一方、ISにより EPの対がAと Bに現れ、その周りのバンド構造は図 3.1 (c)と同じである。cと e、c’
と e’、dと fに EPの対が現れる。前者は図 3.1 (f)と同じ構造になっており、後者は 3.1 (e)と同じ構
造になっている。これらの EPの空間反転対称な対は、図 3.1 (f)と図 3.1 (c)にあり、(b)に示すように
κ = 0に関して積分経路が対称になる。積分経路は、cと e (dと f)の EPの間で 1回 (2回、ただし 2回
横切ることは回らないと同じ)だけブランチカットを一度横切る。
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[ULR
P (κ)]mn = ⟨uLm(κ)|P|uRn (−κ)⟩と [URL

P (κ)]mn = ⟨uRm(κ)|P|uLn(−κ)⟩は指数 nrは 1 ≤ m,n ≤ nrを
もつ nr × nr行列で、URL

P (κ)ULR
P (κ)† = 1を満たす。 (3.15)式に従い、 (3.25)式を波数 kで 0から π

まで積分する。これは ϵ(k)と dϵ(k)/dkがそれぞれ kの奇関数と偶関数であるため、左辺の式 (3.25)の
積分は簡単な形になる:∫ π

0

nr∑
n=1

[
[A(−κ(k))]nn + [A(κ(k))]nn

]dκ(k)
dk

dk

=

∫ 0

−π

nr∑
n=1

[A(k − iϵ(−k))]nn
[
1 + i

dϵ(k′)

dk

∣∣∣∣
k′=−k

]
dk +

∫ π

0

nr∑
n=1

[A(k + iϵ(k))]nn

[
1 + i

dϵ(k)

dk

]
dk

=

∫ π

−π

nr∑
n=1

[A(k + iϵ(k))]nn

[
1 + i

dϵ(k)

dk

]
dk

=

∫ π

−π

nr∑
n=1

[A(k)]nndk. (3.26)

一方で、 (3.25)式の右辺の積分は以下のように式変形できる:

− i

2

∫ π

0
∂κ
[
ln det[ULR

P (κ)URL
P (κ)]

] dκ
dk
dk = − i

2
ln

det[ULR
P (π)URL

P (π)]

det[ULR
P (0)URL

P (0)]
. (3.27)

ULR
P (kIS)と URL

P (kIS)は対角行列である。kIS = 0, πでH(kIS)は空間反転対称演算子P と交換するた
め、空間反転対称波数 (k = 0, π)では同時対角化可能である。

[H(kIS),P] = 0 (3.28)

対角成分 ξn(kIS)は空間反転対称演算子 P の固有値である。つまり、固有値 ξn(kIS) = ±1として空間
反転反転対称演算子 P は

P |uRn (kIS)⟩ = ξn(kIS) |uRn (kIS)⟩ (3.29)

を満たす。その結果、 ∫ π

−π
dk

nr∑
n=1

[A(k)]nn = −i ln
nr∏
n=1

ξn(π)

ξn(0)
, (3.30)

同じ式として、

exp

(
i

∫ π

−π
dk

nr∑
n=1

[A(k)]nn

)
=

nr∏
n=1

ξn(π)

ξn(0)
. (3.31)

(3.31)式の右辺が±1を取るため、 (3.21)式で定義される νISは 0か 1を取る。

3.3 その他のトポロジカル不変量

ここで PHSと CSに関係したトポロジカル不変量について議論する。PHSに関するトポロジカル不
変量の場合は特殊な場合は定義可能であり、CSに関するトポロジカル不変量は常に自明な値しか取ら
ないことがわかった。
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3.3.1 particle-hole対称性に関係した Z2トポロジカル不変量

複素固有値をもつ状態を含む、全ての固有状態が粒子的と hole的状態に分類され、それぞれ正と負
の指数に割り当てられるとする。その時、以下のように trA(k)を正ノルムと負ノルムの指数のバンド
からの寄与に分けることができる:

trA(k) = A+(k) +A−(k), (3.32a)

A+(k) :=
N∑
n=1

[A(k)]nn, (3.32b)

A−(k) :=

−1∑
n=−N

[A(k)]nn. (3.32c)

負の指数 (正の指数)の状態を占有 (非占有)状態と見なすことによって、トポロジカル不変量は負の
indexバンドのベリー位相として定義される。

(−1)νPHS := exp

(
i

∫ π

−π
dkA−(k)

)
. (3.33)

以下で、固有状態に対してラベルルールを与え、PHSに関係したトポロジカル不変量を νPHS = 0か 1

であることを示す。

ラベルルール

粒子とホールのバンドを分類するため、粒子・ホール状態の対が逆の符号を持つ指数にする。 (2.90)
式に基づく実固有値をもつ状態の分類は上記の粒子・ホール状態の対が逆符号を持つことを満たす。複
素固有モードが存在する場合、固有値 E,E∗,−E,−E∗の 4つの状態が全て同時に現れる。これらの
固有値は PHSと擬エルミート性で関係付いている [詳細は表 3.1に記載]。表 3.1に示すように、固有
値Eが正の指数をもつ固有値の場合、E∗と−E∗ (−E)は負 (正)の指数に割り当てられる。上記の議
論と一致するように、ImE > 0(< 0)の状態が正 (負)の指数を持つような複素固有値の状態を分類す
る。ただし、複素固有値が k = 0, πで出現する場合は、指数の割り当てができないことを意味するた
め、そのような場合はトポロジカル不変量 νPHSは定義できないことを意味する。
上記の議論から、固有状態を以下のようにラベル付けする：

1. 複素固有値が k = 0, πに存在するかを確認し、もし存在すればトポロジカル不変量 νPHSは定義
不可能である。

2. BZ内の例外点を除く各波数 kで、全ての固有値を正か負の指数をもつ固有値に分類する:

(a) 実固有値をもつ状態は (2.90)式で分類される。

(b) 複素固有をもつ状態は k ImE > 0 (< 0)で状態が正 (負)の指数をもつ固有状態に分類さ
れる。

3. 正と負の指数の状態の対をReEと ImEの昇順などのように並び替える。
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state Hamiltonian Eigenvalue Assigned index
|uR⟩ H(k) E = a+ ib +

τ3|uL⟩ H(k) E∗ = a− ib −
C|uR⟩ H(−k) −E∗ = −a+ ib −

Cτ3|uL⟩ H(−k) −E = −a− ib +

表. 3.1: 固有値 E = a + ib (a, b ∈ R)をもつハミルトニアン H(k)の正の指数の右固有状態 |uR⟩と
PHSと擬エルミート性で関係付いたその他の状態との関係をまとめた図を表す。実固有値をもつ正ノ
ルムと負ノルムの固有状態が複素共役の対に変わるため (詳細について第 2.5.4章と第 3.3.1章に記載)、
固有値 E∗ = a − ibをもつ τ3 |uL⟩は負の指数に分類される。C |uR⟩と Cτ3 |uL⟩の particle-hole対称な
状態はH(−k)の右固有状態であり、それぞれ |uR⟩と τ3 |uL⟩の逆符号を持つ指数に分類される。

複素 κ平面上での式 (3.33)の積分経路は上記のバンド構造と矛盾ないように決める。しかし、以下で見
るように、虚部が固定された経路に連続変形可能な場合、例えば、実部が定数 ϵ0で ℓ0 : κ(k) = k+iϵ0の
ような場合だけ、トポロジカル不変量 νPHSがZ2に属することがわかる。そうでなければ、νPHS ∈ Z2

と示すことができない (Z2の可能性があるが、本研究では示していない)。トポロジカル不変量 νPHS

が Z2になることを証明するためには、図 3.1 (c)または図 3.1 (e)のような構造になっていなければい
けない。

νPHS ∈ Z2の証明

複素 κ平面に拡張した PHS (3.11a)を用いて以下の関係を証明する。

A+(−κ∗)−A−(κ) = −∂κθC(κ), (3.34)

[URL
C (κ)]mn := ⟨uRm(κ)|C|uLn(−κ∗)⟩ ∈ CN×N はm < 0と n > 0で定義された正則行列で、θC(κ)は

θC(κ) := arg[detURL
C (κ)]と定義される。 (3.34)式の導出の詳細は付録A.4に記載した。 (3.34)式を経

路 ℓ : κ(k) = k + iϵ(k) (−π ≤ k ≤ π)に沿って積分する。∫ π

−π

dk

2π

dκ(k)

dk
[A+ (−k + iϵ(−k))−A− (k + iϵ(k))] = −

∫
ℓ

dκ

2π
∂κθC(κ) =M ∈ Z (3.35)

κは経路 ℓに沿って変化し、M は−detURL
C (κ)が複素平面の原点の周りを回る回数である。BZ内で

全ての kに対して ϵ(k) > 0か ϵ(k) < 0で経路 ℓを ℓ0 : κ(k) = k + iϵ0に連続変形できる。 (3.35)式は
以下のように変わる。 ∫ π

−π

dk

2π
[A+(k + iϵ0)−A−(k + iϵ0)] =M ∈ Z. (3.36)

一方、 (3.18)式はA±(k)の項に書き直すことができる。∫ π

−π

dk

2π
[A+(k) +A−(k)] = N ∈ Z. (3.37)

つまり、上の式から負の指数のバンドのベリー位相が 1/2に量子化されることがわかる。∫ π

−π

dk

2π
A−(k) =

N −M

2
=
N ′

2
. (3.38)
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一般的に、ベリー位相はゲージ変換で整数倍だけ変化する。現在の場合、正と負の指数のベリー位相∫
A±(k)dk/(2π)は正と負の指数のバンドがラベルルールによりゲージ変換の下で混ざり合わないた
め、正と負の指数のバンドに対する

∫
A±(k)dk/(2π)は独立に整数倍だけ変化する。その結果、トポ

ロジカル不変量は νPHS = N ′ mod 2 = 0, 1もしくは、Z2不変量として (3.33)式で定義されるトポロジ
カル不変量 νPHSになる。

3.3.2 カイラル対称性に関係した巻きつき数

1次元非エルミートハミルトニアンH(k)が反擬エルミート性 (pseudo-anti-Hermiticity)を満たす時、
巻きつき数でエッジ状態が特徴付けられることが示されている [87]。反擬エルミート性とはある行列
H(k)に対して

ηH(k)η−1 = −H†(k) (3.39)

を満たす性質である。以下では、この先行研究の議論に従い、Bogoliubovハミルトニアンに対してカ
イラル対称性がある場合に巻きつき数を定義できることを示す。しかしながら以下で定義する巻きつ
き数は時間反転対称演算子の構造により常に自明になることがわかった。これは 1次元ボース粒子系
の Bogoliubovハミルトニアンは、カイラル対称性で保護されるトポロジカル相は存在しないことを意
味する。
時間反転対称な系を仮定し、以下では擬エルミート性 (3.3)とカイラル対称性 (3.7)を用いて反擬エ

ルミート性と同一の関係式を得る:

(τ3Γ)H(k)(τ3Γ)
−1 = −H(k)†. (3.40)

H(k)からエルミートなハミルトニアンを構成することができる。

H0(k) :=
H(k) +H(k)†

2
(3.41)

このH0(k)は CSを満たす:

Γ̃H0(k)Γ̃
−1 = −H0(k), (3.42a)

Γ̃ := iτ3Γ, (3.42b)

Γ̃2 = +1. (3.42c)

H0(k)はエルミートなハミルトニアンであるためエルミート系で定義されている巻きつき数を適応す
ることが可能である。

w :=
1

4πi

∫ π

−π
dktr[Γ̃H0(k)

−1∂kH0(k)]

=
1

2π
Im
[ ∫ π

−π
dk∂kln[det q̃(k)]

]
∈ Z, (3.43)

q̃(k)は以下のように定義される。

U †
Γ̃
H0(k)UΓ̃ =

(
0 q̃(k)

q̃(k)† 0

)
(3.44)
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UΓ̃は Γ̃を対角化するユニタリ行列である。巻きつき数の値は波数 kを 1次元 BZの−πから+πまで
動かした時に det q̃(k)が複素平面の原点を巻きつく回数に対応する。しかし巻きつき数が 1次元ボー
ス粒子系の Bogoliubovハミルトニアンに定義することが可能であるが、常に自明な値を取ることがわ
かる。これは計量演算子 η = τ3とH0(k)が交換、Γ̃と反交換する性質に由来する。つまり、

[τ3,H0(k)] = 0, (3.45a)

{τ3, Γ̃} = 0, (3.45b)

(3.45b)式は (3.4)式と (3.6)から導出可能で、この交換関係から巻きつき数を書き直することができる:

w =
1

4πi

∫ π

−π
dktr[Γ̃H0(k)

−1∂kH0(k)]

=
1

4πi

∫ π

−π
dktr[τ3Γ̃τ−1

3 τ3H0(k)
−1τ−1

3 ∂kτ3H0(k)τ
−1
3 ]

= − 1

4πi

∫ π

−π
dktr[Γ̃H0(k)

−1∂kH0(k)]

= −w,

つまりこれは w = 0を意味し、常に自明な値しか取り得ないため、1次元ボース粒子系における巻き
つき数で特徴付けられるトポロジカル相は存在しない。
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図. 3.3: (3.46)式で与えられる Kitaev-chainモデルの概念図を表す。擬スピン 1/2ボーズ原子気体が 1
次元光格子に並べられている。t (−t)はスピンアップとダウンのボーズ原子のポッピング振幅, hは外
部磁場, λはスピン軌道相互作用の強さ, gは同種間相互作用の強さを表す。

3.4 ボーズ粒子系におけるBogoliubov励起のトポロジカル相
本項ではバルクエッジ対応が成り立つことを簡単なトイモデルも用いて数値検証する。1つ目のトイ

モデルは、磁場中のスピン軌道相互作用するKitaev-chainモデル、2つ目が副格子のある Su-Schrieffer-
Heeger(SSH)モデルである。両モデル共に擬エルミート性, PHS,及び ISがある。ただし、前者は TRS
が破れ、後者は TRSがあるモデルである。

3.4.1 Kitaev-chainモデル

まずはじめに、磁場下でスピン軌道相互作用する 1次元光格ポテンシャルで捕獲された擬スピン 1/2
のボーズ原子気体を考える [図 3.3]。冷却原子気体系におけるスピン軌道相互作用はレーザーを用いて
誘起した人工ゲージ場によって実現可能である [62, 120]。この系を記述するハミルトニアン Ĥは次式
で与えられる:

Ĥ =
∑
j

[
− t(â†j,↑âj+1,↑ − â†j,↓âj+1,↓ + H.c.)

+ h(â†j,↓âj,↓ − â†j,↑âj,↑)

+ λ(â†j,↑âj+1,↓ − â†j,↑âj−1,↓ + H.c.)

+
g

2
(â†j,↑â

†
j,↑âj,↑âj,↑ + â†j,↓â

†
j,↓âj,↓âj,↓)

]
. (3.46)

â†j,σ (âj,σ)は jサイトの内部自由度 σ =↑, ↓を持つボーズ原子の生成 (消滅)演算子を表す。t, h, λ, g ∈ R
はそれぞれポッピング振幅,外部磁場,スピン軌道相互作用の強さ,及び同種間相互作用の強さを表す。
相互作用の強さはアップスピンとダウンスピンが同じであるとし、簡単なために異種間相互作用は無
視した。
フェルミ粒子系でおいて 1次元系で p波ペアリングしているスピン偏極した超伝導体をモデル化し

た Kitaev-chainモデルがあり、このモデルはトポロジカル超伝導体を表すもっとも簡単なモデルとし
て知られている [121]。このハミルトニアンをKitaev-chainモデルと呼ぶ。この系は本質的に s 波超伝
導ペアリングが近接誘起した Rashbaナノワイヤー [122, 123]と同じであり、この系はKitaev-chainと
等価であることが知られている。スピン軌道相互作用と外部磁場、さらに今の場合超伝導ペアリング
に対応する凝縮体が存在するため、その意味でこのモデルを Kitaev-chainモデルと呼ぶ。このモデル
を用いて空間反転対称性に関係したトポロジカル不変量Z2を定義し、バルクエッジ対応を数値的に確
かめている [14]。本節では、このモデルを用いて第 3.2章で定義したトポロジカル不変量が複素固有
値モードが存在する場合においてもバルクエッジ対応が成り立つのかを数値検証する。
超流動相を仮定し、Kitaev-chainモデルにおける基底状態の相図を平均場理論の範囲で求めた。図 3.4

(a)は基底状態の相図を表し、粒子数密度を ρとして gρ/λ = 0.5で計算した。この系は 4つの基底状
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図. 3.4: (a)式 (3.46)で与えられるKitaev-chainモデルで gρ/λ = 0.5の場合での基底状態の相図。この
系では相 (I)-(IV)と表記された 4つの相がある。相 I(II)はアップスピン (ダウンスピン)原子が凝縮し、
相 IIIはストライプ相、相 IVは I相と II相の秩序変数の重ね合わせ状態が実現する (本文参照)。凝縮
体波動関数は相 Iで実現する状態に平均場近似し、t/λと h/λを変化させて Bogoliubov励起バンドを
計算する。これらのパラメータが相 Iの領域外の場合、BECが動的不安定になり準粒子励起として複
素固有値モードが出現する。 (b)相 Iの秩序変数を持つ BECからの Bogoliubovバンドのトポロジカル
相図。破線は (a)の相境界を表し、相転移点は実線で示した h = gρ/2 +

√
2t(2t+ gρ), h = gρ/2− 2t

で与えられ、トポロジカル不変量 νIS ∈ Z2は、青色の領域では非自明な値を取る。(1)-(4)の緑色の点
は、それぞれ図 3.5の計算に用いたパラメータを示す。(c) ベリー位相を gρ/λ = 0.5と t/λ = 1.5で
h/λの関数としてWilson loop法により数値評価。h/λ = −2.75と 3.49で 0と πの間で不連続に変化
しており、トポロジカル相転移を表す。この点は (b)の相転移点と一致する。赤色の領域は複素固有値
モードが出現する領域を表し、複素固有値モードが出現してもベリー相 νISが非自明な値を取りうる
ことを示す。
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態が存在し、相 Iと (II)はスピンアップ (スピンダウン)のボーズ原子が k = 0 (k = π)に凝縮する。相
IIIはストライプ相と呼ばれ [62, 63]、ボーズ原子が k( ̸= 0)と −kに凝縮する。相 IVは相 Iと IIでの
凝縮体の重ね合わせ状態が実現している相である。異種粒子間相互作用を無視したため相 IV現れたと
考えられ、相 I,II,IIIに関しては詳しく調べられている [14]。ここで相 Iの秩序変数は(

⟨âj,↑⟩
⟨âj,↓⟩

)
=

√
ρ

(
1

0

)
(3.47)

である。以下では、平均場近似として相 IのBECを仮定し、第 2.4章に記載した手続きに従いBogoliubov
ハミルトニアンを求め、h/λと t/λを変化させて Bogoliubov励起スペクトルを計算する。格子定数
を 1, 格子のサイト数を Lとしてフーリエ変換 âj,σ = (1/

√
L)
∑

k âk,σe
ikj して運動量空間における

Bogoliubovハミルトニアンを以下のように得る。

H(k)T (k) = T (k)

(
E(k) 0

0 −E∗(k)

)
, (3.48a)

H(k) =

(
[H(1)(k)] H(2)

−H(2)∗ −[H(1)(−k)]∗

)
, (3.48b)

H(1)(k) =

(
−2t cos k − h+ 2gρ− µ 2iλ sin k

−2iλ sin k 2t cos k + h− µ

)
, (3.48c)

H(2) =

(
gρ 0

0 0

)
, (3.48d)

µ = h− 2t+ gρは化学ポテンシャルである。h/λと t/λの値が図 3.4 (a)の相 Iの領域内の場合は平均
場近似した凝縮状態と基底状態が一致するため動的安定であるが、h/λと t/λの値が相 Iの領域以外
にある場合、平均場近似した凝縮体が基底状態ではないため、凝縮体は動的不安定、つまり準粒子励
起として複素固有値モードが出現する。動的安定な BECにおける Bogoliubov準粒子のトポロジカル
相に関する研究 [14]はすでに行われており、本節では、動的不安定な BECに注目して Bogoliubov準
粒子のトポロジカルな性質を議論する。
このモデルの対称性に関して整理する。上記で定義した BogoliubovハミルトニアンH(k)は擬エル

ミート性と particle-hole対称性以外に空間反転対称性を有す:

pseudo-H: ηH(k)η−1 = H(k)†, η = τ3,

PHS: CH(k)C−1 = −H(−k), C = τ1K,

IS: PH(k)P−1 = H(−k), P = σ3,

(3.49)

σi=0,1,2,3 (τi=0,1,2,3)はスピン空間 (南部空間)の自由度を表すパウリ行列である。第 3.2章の議論によ
れば、ISに関係したトポロジカル不変量は νIS ∈ Z2として定義可能である。
ここでは nr = 1 の時のトポロジカル不変量 νIS を (3.21) 式を用いて計算する。k = 0, π では、

Bogoliubovハミルトニアンはスピンアップ (u↑, v↑)とスピンダウン (u↓, v↓)に分けられ、空間反転対称
演算子P = σ3の固有値は±1で与えられる。k = 0, πにおける対応する全て正の指数の固有値は次式
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で与えられる。

E↑(0) = 0, (3.50a)

E↓(0) = 4t+ 2h− gρ, (3.50b)

E↑(π) = 2
√

2t(2t+ gρ), (3.50c)

E↓(π) = 2h− gρ, (3.50d)

上記の固有値を E1 < E2とすると、図 3.4 (a)のパラメータ空間を以下の 3つの領域に分割可能であ
る:

(i) h > gρ/2 +
√
2t(2t+ gρ) :

E1(0) = E↑(0), E1(π) = E↑(π), νIS = 0, (3.51a)

(ii) gρ/2− t < h < gρ/2 +
√
2t(2t+ gρ) :

E1(0) = E↑(0), E1(π) = E↓(π), νIS = 1, (3.51b)

(iii) h < gρ/2− 2t :

E1(0) = E↓(0), E1(π) = E↓(π), νIS = 0. (3.51c)

(3.51b)式で示すように、トポロジカル相転移は h = gρ/2 +
√
2t(2t+ gρ)と h = gρ/2 − 2tで起こ

る。以上の議論から、トポロジカル相の相図は図 3.4(b)のように得られ、シアン色の領域がトポロジカ
ルに非自明な領域を表す。また、Bogoliubovハミルトニアンの固有状態を求め、Wilson loop法 [124]
を用いてベリー位相を数値的に計算した [図 3.4(c)]。図 3.4(c)は gρ/λ = 0.5と t/λ = 1.5の場合のベ
リー位相を h/λの関数として示したものである。この数値計算結果は (3.51)式による解析結果と一致
する。例えば h = gρ/2 + ρ/2 +

√
2t(2t+ gρ)と h = gρ/2− 2tでベリー位相が不連続に変化すること

を示しており、これはトポロジカル相転移を表す。図 3.4(c)の赤色の領域は複素固有値モードが出現
する領域を表し、この数値結果から複素固有値モードの存在する場合でもベリー相とトポロジカル不
変量 νISがうまく定義されていることがわかる。
次に、バルクエッジ対応を理解するために、周期的境界条件と開放境界条件を持つ系のエネルギー

スペクトルを比較する。図 3.5は gρ/λ = 0.5, t/λ = 1.5として h/λの値をいくつか変えた場合のエネ
ルギースペクトルを示す。図 3.5の左図は周期境界条件の下、運動量空間で計算したエネルギーバンド
であり実線はReEn(k)を、点線は 10 ImEn(k)を、黄色と青色はそれぞれ正の指数のバンドと負の指
数のバンドを示す。右図は 100サイトでの固有値を示し、黒点は降順に並べられた固有値の実部、シ
アン点は対応する虚部を 10倍したものである。特に図 3.5の右図でE/λ ≃ ±5.0と±2.0にギャップ内
状態 (端状態)が存在することを示す。またこれらギャップ内状態が系の端に局在していることを波動
関数の数値計算により確認した。図 3.4 (b)のトポロジカル相の相図によると、図 3.5 (a)と図 3.5 (d)
[図 3.5 (b)と図 3.5 (c)]でトポロジカル不変量は νIS = 0 [νIS = 1]になる。これらのバンド計算結果か
らトポロジカル不変量 νISが非自明な値を取る時、エッジ状態が現れると結論づけることができる。特
に図 3.5 (c)に示すように複素固有値が存在する場合でもバルクエッジ対応が成り立つと言える。
最後に、このモデルはKitaev-chainに類似しているため、エルミート系の類推から PHSによる非自

明なトポロジカル不変量 νPHS が存在しうる。実際に、第 3.3.1章の議論によると、今回の場合では
PHSに関係するトポロジカル不変量 νPHSが定義可能である。PHSによるトポロジカル不変量を定義
する場合、複素固有値を持つ典型的なバンド構造は、図 3.5 (c)の右図のようなものであるため、運動
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モデルでの相 Iの秩序変数をもつBECからのBogoliubov準粒子励起スペクトル。左パネルは周期境界
条件で求めた波数空間における固有値を表す。黄色 (青色)の実線と点線は、それぞれ正 (負)の指数のバ
ンドのReEn(k)と 10 ImEn(k)を表す。右パネルは開放境界条件で 100サイトで計算した実空間にお
ける固有値を示す。黒点は降順に並べられた固有値の実部ReE、赤点は対応する虚部 10 ImEである。
(b)と (c)の右パネルには、トポロジカル不変量が νIS = 1になるパラメータで、それぞれE/λ ≃ ±5.0

と±2.0にギャップ内状態 (端状態)が存在する。
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図. 3.6: (3.52)式で与えられる SSHモデルを表し、スピンレスボゾンが 1次元二重井戸の光格子ポテ
ンシャルに並べられる。t1 (t2)はサイト内 (サイト間)ホッピング振幅, gは原子間相互作用を表す。

量の虚部が一定値の積分経路を選択することができるが、ラベル付けのルールはトポロジカル不変量
νISの場合と異なることに注意する。ただし、このモデルを用いてトポロジカル不変量 νPHSを計算し
たが、常に自明な値しか取らないとわかった。

3.4.2 Su-Schrieffer-Heegerモデル

副格子の光格子ポテンシャルに捕獲された 1次元スピンレスボーズ原子系を考える [125][図 3.6]。こ
のモデルは TRS, PHS, 及び CSをもつポリアセチレン中の電子を記述する Su-Schrieffer-Heeger(SSH)
モデルに由来する。今回は電子ではなくボーズ原子がボーズ・アインシュタイン凝縮した SSHモデル
を考え、この系のハミルトニアン Ĥは次式のように与えられる。

Ĥ =
∑
j

[
− t1(â

†
j,Aâj,B + â†j,Bâj,A)− t2(â

†
j+1,Aâj,B + â†j,Bâj+1,A)

+
g

2
(â†j,Aâ

†
j,Aâj,Aâj,A + â†j,Bâ

†
j,Bâj,Bâj,B)

]
. (3.52)

â†j,S (âj,S)は j サイトの副格子 S=Aか Bにいるボーズ原子の生成 (消滅)演算子である。t1(t2)はサイ
ト内 (サイト外)のホッピング振幅, gは同種粒子間相互作用の強さを表す。またそれぞれ実数である。
超流動相を仮定すると、SSHモデルにおける基底状態の相図を平均場理論の範囲で求めた。図 3.7

(a)は基底状態の相図を表す。相 Iでは、原子間相互作用が引力 (g < 0)の場合で、あるサイトで 1つ
の副格子にボーズ凝縮が起こり、相 IIでは、原子間相互作用が斥力 g > 0の場合で、原子は両副格子
に一様で広がる。ここで相 IIの秩序変数は(

⟨âj,A⟩
⟨âj,B⟩)

)
=

√
ρ

(
1

1

)
(3.53)

である。Lは二重井戸の数、Nは原子の全粒子数を表し、ρは副格子あたりの平均原子数で ρ = N/(2L)

で与えられる。以下では平均場近似として相 IIの BECを仮定し、t1/t2と g/t2を変化させて励起スペ
クトルを計算する。格子定数を 1としたフーリエ変換 âj,S = (1/

√
L)
∑

k âk,Se
ikj して運動量空間にお
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図. 3.7: (a) (3.52)式で与えられる SSHモデルの基底状態の相図を表す。この系の基底状態は 2つ存在
する。相 Iでは、原子は引力相互作用によりあるサイトで 1つの副格子にボーズ凝縮が起こる。相 II
では、ボーズ原子が両副格子に一様で広がる。今回は、平均場近似として相 IIのBECを用意し、t1/t2
と gρ/t2を変化させて Bogoliubov励起バンドを計算する。この場合、gρ/t2 < 0で BECは動的不安定
になり、複素固有値モードが現れる。(b)相 IIの秩序変数をもつ BECからの Bogoliubovバンドのトポ
ロジカル相の相図を表す。破線は (a)の基底状態の相境界を示す。トポロジカル相転移点は t1/t2 = 1

であり、トポロジカル不変量 νIS ∈ Z2はシアン色 (白色)の領域で非自明 (自明)な値を取る。(1)-(4)で
表す点はそれぞれ図 3.8 (a)-3.8 (d)で計算する際に使ったパラメータである。(c) Wilson loop法を用い
て t1/t2の関数として計算したベリー位相を数値結果を表し、この数値計算結果は gρ/t2の値に依存し
ない。ベリー位相が 0と πの間で不連続に変化し、この計算結果は図 (b)で示した相境界と一致する。
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ける Bogoliubovハミルトニアンを以下のように得る。

H(k)T (k) = T (k)

(
E(k) 0

0 −E∗(k)

)
, (3.54a)

H(k) =

(
H(1)(k) H(2)

−[H(2)]∗ −[H(1)(−k)]∗

)
, (3.54b)

H(1)(k) =

(
−µ+ 2gρ −t1 − t2e

−ik

−t1 − t2e
ik −µ+ 2gρ

)
, (3.54c)

H(2) =

(
gρ 0

0 gρ

)
. (3.54d)

µ = −t1 − t2 + gρは化学ポテンシャルである。相 II(gρ/t2 > 0)では平均場近似した状態と基底状態が
一致するため凝縮状態は動的安定であるが、相 I(gρ/t2 < 0)では動的不安定になり、準粒子励起とし
て複素固有値モードが出現する。第 3.4.1章と同様、本節でも動的不安定な BECにおける Bogoliubov
準粒子のトポロジカルな性質を議論するが、kitaev-chainモデル (3.46)と対称性が異なる。
上記で定義した BogoliubovハミルトニアンH(k)は擬エルミート性と particle-hole対称性以外に空

間反転対称性と時間反転対称性を有す:

pseudo-H: ηH(k)η−1 = H(k)†, η = τ3,

PHS : CH(k)C−1 = −H(−k), C = τ1K,

TRS : T H(k)T −1 = H(−k), T = K,

CS : ΓH(k)Γ−1 = −H(k), Γ = τ1,

IS : PH(k)P−1 = H(−k), P = σ1,

(3.55)

τi=0,1,2,3 (σi=0,1,2,3)は南部空間 (副格子)の自由度を表すパウリ行列である。
nr = 1 での νIS を計算する。H(kIS = 0, π) は空間反転対称性演算子 P = σ1 と交換するため、

H(kIS)は P の固有値+1と−1のセクターに分けることができる。U †σ1U = σ3を満たすユニタリ行
列 U = (σ0 − iσ2)/

√
2を定義し、H(kIS)は以下のようにユニタリ変換される:

U †H(kIS)U = τ3


H̃(1)(kIS) 0 H̃(3) 0

0 H̃(2)(kIS) 0 H̃(3)

H̃(3) 0 H̃(1)(kIS) 0

0 H̃(3) 0 H̃(2)(kIS)

 (3.56a)

H̃(1)(kIS) = −µ+ 2gρ− t1 − t2 cos kIS (3.56b)

H̃(2)(kIS) = −µ+ 2gρ+ t1 + t2 cos kIS (3.56c)

H̃(3) = gρ (3.56d)

H(kIS)の固有値は 2× 2の行列を対角化することで得ることができる。したがって k = 0, πでの固有
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値は

E↑(0) = 0, (3.57a)

E↓(0) = 2
√
(t1 + t2)(t1 + t2 + gρ), (3.57b)

E↑(π) = 2
√
t2(t2 + gρ), (3.57c)

E↓(π) = 2
√
t1(t1 + gρ), (3.57d)

t1, t2 > 0を仮定する。t1+ t2+gρ = 0で 2つのバンドが k = 0で接し、一方 t1 = t2と t1+ t2+gρ = 0

で k = πで接する。その結果、gρの値に関係なく t1 = t2でバンド反転が起こる。バンド構造を考え
ると、トポロジカル不変量 νISは以下のようになる:

νIS =

1 (t1 < t2)

0 (t1 > t2)
(3.58)

以上の議論から図 3.7 (b)のトポロジカル相の相図が得られる。エネルギーバンドによる計算だけでな
くWilson loop法によるベリー位相を数値的に求め、その結果を図 3.7 (c)に示す。解析計算及び数値
計算から t1/t2 < 1ではトポロジカルに非自明な相であることがわかる。
バルクエッジ対応を理解するために周期境界条件と開境界条件でのエネルギースペクトルを比較す

る。図 3.8は t1/t2と gρ/t2の値を変化させた結果を示す。左図は周期境界条件の下、運動量空間で計
算したエネルギースペクトルを示す。図 3.8の線は図 3.5と同じ意味である。図 3.8 (a)-3.8(d)で使われ
ている (t1/t2, gρ/t2)の値はトポロジカル相図の図 3.7 (a)の (1)-(4)として示す。νIS = 1の場合に対応
して、ギャップ内状態 (端状態)が図 3.8 (b), (c),及び (d)の右図に存在する。特に図 3.8 (d)において、
BZ全体で固有値が全て純虚数であるにも関わらず、純虚数固有値をもつ端状態が存在する。
次に、 (3.43)式で定義した巻きつき数が常に自明になることを説明する。このモデルにおけるハミ

ルトニアンのエルミートな部分である (3.41)式は次式で与えられる。

H0 =

(
H(1)(k) 0

0 −H(1)(k)

)
= H(1)(k)τ3, (3.59)

[H(1)(−k)]∗ = H(1)(k) = [H(1)(k)]†と [H(2)]T = H(2)の関係を使ってまとめた。H0(k)と反交換する
カイラル演算子 Γ̃は

Γ̃ = iτ3Γ = −τ2 (3.60)

である。第 3.3.2章で記載したように、この Γ̃は τ3と反交換する:

{Γ̃, τ3} = 0. (3.61)

Γ̃を対角化するユニタリ行列 UΓ̃は

UΓ̃ =
1√
2
(τ0 − iτ1), (3.62)

であり、H0(k)は以下のように変換される:

U †
Γ̃
H0(k)UΓ̃ = H(1)(k)τ2 =

(
0 −iH(1)(k)

iH(1)(k) 0

)
. (3.63)



3.4 ボーズ粒子系における Bogoliubov励起のトポロジカル相 49

−6

−4

−2

0

2

4

6

−π 0 π

(a)

(b)

(c)

(d)

k index

1 100 200 300 400

(a)

(b)

(c)

(d)

k index

-4

-2

0

2

4

−π 0 π 1 100 200 300 400

-3

-2

-1

0

1

2

3

−π 0 π 1 100 200 300 400

-30

-20

-10

0

10

20

30

−π 0 π 1 100 200 300 400

E
/
t 2

(t1/t2, ρg/t2) = (1.5, 0.5) (t1/t2, ρg/t2) = (1.5, 0.5)

E
/
t 2

(t1/t2, ρg/t2) = (0.5, 0.5) (t1/t2, ρg/t2) = (0.5, 0.5)

E
/
t 2

(t1/t2, ρg/t2) = (0.5,−0.1)(t1/t2, ρg/t2) = (0.5,−0.1)

E
/
t 2

(t1/t2, ρg/t2) = (0.5,−3.0)(t1/t2, ρg/t2) = (0.5,−3.0)

図. 3.8: (t1/t2, gρ/t2) = (1.5, 0.5) (a), (0.5, 0.5) (b), (0.5,−0.1) (c), (0.5,−3.0) (d)として SSHモデ
ルの相 IIでの BECから Bogoliubov励起バンドを計算結果を示す。それらの (a)-(d)のパラメータは
図 3.7 (a)の (1)-(4)にそれぞれ示す。右図左図の線の意味は図 3.5と同じである。(b), (c), (d)の図で各
E/t2 ≃ ±1.9, ±1.4, ±26でギャップ内状態が存在し、この結果はトポロジカル不変量 νISが非自明な値
νIS = 1を取る場合と一致する。



50 第 3章ボース・アインシュタイン凝縮体におけるトポロジカル相

q̃(k) = −iH(1)(k)とすると det[H(1)(k)] = −det[q̃(k)]である。H(1)(k)はエルミート行列であるため、
det[q̃(k)]は常に実数である。したがって (3.43)式で与えられる巻きつき数は常にゼロ、つまり巻きつ
き数で特徴付けられるエッジ状態は存在しない。
この系においても PHSに関係するトポロジカル不変量 νPHSに関しても計算を行なった。図 3.8 (a)-

3.8 (c)で示されるバンド構造の場合でも、積分経路とトポロジカル不変量 νPHSが定義可能であるが、
常に自明になることがわかる。ただし図 3.8 (d)に示されるバンド構造の場合、k = 0と πで複素固有
値が現れるためトポロジカル不変量 νPHSは定義できない。

3.5 結論

本節では、1次元光格子ポテンシャルに捕獲された BECからの Bogoliubov励起、特に複素固有値
モードが出現する場合におけるトポロジーに関して研究を行った。フェルミ粒子系と比較して、ボー
ズ粒子系の Bogoliubov準粒子系は非エルミート系であるため複素固有値が現れ、これは動的不安定性
として認知されている。非エルミート系の特徴して、2つ以上の固有値が合体して複素共役のペアに
なる点では代数的特異点を伴う対角化不可能な点 (例外点)が出現する。この例外点では微分不可能で
あるためトポロジカル不変量ではベリー接続が定義できない。そこで、本研究では例外点の存在下で
トポロジカル不変量を定義する方法を議論した。擬エルミート行列の性質から 1次元の Bogoliubov準
粒子系で現れる例外点は複素平面で孤立した点であることを示し、複素平面上に積分経路を導入する
ことにより、例外点を避けてトポロジカル不変量を定義することに成功した。ISと PHSに関係するト
ポロジカル不変量はベリー相によって定義されるが、複素平面上の積分経路は注目する対称性に依存
することに注意する。また、CSによる巻きつき数は、例外点の存在に関係なく定義できるが、時間反
転対称演算子の構造から常に自明な値を取ることがわかった。バルクエッジ対応を見るために、空間
反転対称な 2つのトイモデルを数値的に調べ、トポロジカル不変量 Z2である νISが非自明であるとき
にエッジ状態が出現することを確認した。特に図 3.8 (d)に示すようにバルクの固有値が全て複素数で
もエッジ状態は出現し、バルクエッジ対応が成り立っていることもわかった。またWilson loop法を用
いてベリー位相を数値計算し、解析的に得たトポロジカル不変量 νISと一致することもわかった。こ
の結果は複素固有値が存在する場合もベリー位相がよく定義されていることを意味する。
空間反転対称性に関係したトポロジカル不変量Z2について言及する。エルミート系におけるトポロ

ジカル相の分類 [126]によると、空間反転対称性に関係した 1次元系のトポロジカル不変量は Z2とい
うより Zが正確である。トポロジカル不変量はN+ = n+(0)− n+(π)で与えられ、n+(kIS)は k = kIS

で空間反転対称演算子の固有値が+1になる占有バンドの数である。その意味で今回のエッジ状態の
存在はN+のパリティーを抽出していることに対応し、トポロジカル不変量がZ2になったと考えられ
る。つまり、これはトポロジカル不変量がベリー位相であることを意味する。
いくつか残っている問題がある。まず 1つ目に、ホールバンドのベリー位相を PHSに関係したトポ

ロジカル不変量として定義したが、特殊なバンド構造の場合に限って Z2になる。系がどの対称性ク
ラスに属するのか、系を特徴付けるトポロジカル不変量は何であるのかを考えないといけない。非エ
ルミートハミルトニアンの分類は行われている [11]が、これはギャップが開いた系にしか適用できな
い。今回得られた結果を上記の分類に適用するためには、粒子バンドとホールバンドの固有値の分布
を複素エネルギー空間で分離する必要がある。図 3.5(c)と図 3.8 (c)のバンド構造は、分離することで
きないためトポロジカル相の分類に適応できない。しかしながら、運動量に虚部を導入複素平面上で
の積分経路を考えることで、ギャップフルなバンドとして扱うことができる。そして今回得られた PHS
と CSに関係するトポロジカル不変量は常に自明な値を取るというモデル計算の結果は先行研究 [11]
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と矛盾しない。この分類によると 1次元系の C η− クラスと CI η+−クラスで非自明な値をとるトポロ
ジカル不変量は存在しない。ただし先行研究 [11]では空間反転対称性を考慮していない分類であるた
め、νISの有無は予言できないことに注意する。2つ目は例外点と特徴付けるトポロジカルチャージに
関する問題である。例外点に関係するトポロジカルチャージについていくつかの文献で調べられてい
る [88, 94, 117]。先行研究 [88]の記法を用いると、今回計算した系で現れる全ての例外点は±1/2の渦
度を予言する。さらに、複素平面上で例外点周りのベリー位相は量子化する可能性があり、これらに
関しては今後の課題である。また今回は 1次元系での研究であったが 2次元系への拡張も考えられる。
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第4章
ボース・アインシュタイン凝縮体における輸送現象

ボース-アインシュタイン凝縮体における南部-Goldstone(NG)モードがゼロエネルギー極限
でポテンシャル障壁を完全透過する。この現象を異常トンネル効果と呼ぶ。本章では、動的
不安定なBECにおけるBogoliubov準粒子のトンネル効果について調べる。動的不安定な多成
分 BEC(二成分 BECとスピン 1BEC)からのスピン波励起のトンネル問題を解く。その結果、
スピン波がNGモードであれば、動的不安定なBECであっても完全透過することがわかった。
その完全透過するモードは、動的不安定なスピン波モードであり、Bogoliubov-de Gennes方
程式の純虚数をもつ固有関数である。ただし、実エネルギー軸ではなく虚数エネルギー軸に
沿うゼロエネルギー極限で完全透過する。さらに、固有値の虚部が最大となる点で、動的不
安定なモードが完全反射することがわかった。その点において、入射波と反射波が破壊的な
干渉を起こし、準粒子波動関数の振幅が強く抑制される。この完全反射は動的不安定なモー
ドの一般的な性質であり, NGモードとは無関係であることも数値的に確認した。また、時間
依存するGross-Pitaevskii方程式を用いてスピン波の実時間ダイナミクスの計算を行い、トン
ネル効果の観測方法についても議論した。

関連論文
Terumichi Ohashi and Yuki Kawaguchi,

“Perfect Transmission and Perfect Reflection of Bogoliubov Quasiparticles in a Dynamically Un-
stable Bose-Einstein Condensate”,
Journal of the Physical Society of Japan, 90, 034501 (2021).
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4.1 導入

素励起の概念は、基底状態の性質から非平衡輸送現象まで、量子多体系の基本的な性質を理解する
上で重要な役割を果たす。特に自発的対称性の破れを持つ系では、低エネルギーでの系の性質は破れ
た対称性に関係したギャップレス南部-Goldstone(NG)モードの影響を強く受ける。NGモードの例とし
て、ボース-アインシュタイン凝縮体 (BEC)中のフォノンや強磁性体中のマグノンなどがあり、これら
はそれぞれU(1)ゲージ対称性の破れと SO(3)スピン回転対称性の破れに伴うはゼロエネルギーモード
である。
異常トンネル効果はBECの素励起の特徴を強く反映した現象の一つであり、BEC中のBogoliubov準

粒子が低エネルギー極限でポテンシャル障壁を完全透過する現象である [16, 127] [図 4.1]。Schrödinger
方程式で記述される自由粒子は低エネルギー極限でポテンシャル障壁に対し、異常トンネル効果は低
エネルギー極限で透過率がゼロになるため真逆の振る舞いをする。現在までに異常トンネル効果に関
して、スカラー BECやスピン 1 BECにおいて、超流動カレントがある場合 [46, 47, 48]、ジョセフソ
ン電流との関係 [49, 50]、有限温度の場合 [51]、ドメインウォールや不純物がある場合 [52, 53]、2次
元粒子数密度差のある場合 [54]、Polar相 [55]、強磁性相 [56]でのトンネル効果など、様々な場合につ
いて研究されている。最近では、南部・Goldstone(NG)モードとヒッグスモードの間のファノ共鳴や反
束縛状態を介したヒッグスモードの完全透過が研究されている [57, 58]。BECの不安定性は、ランダ
ウ不安定性と動的不安定性の 2種類があることが知られている。ランダウ不安定性は負の励起エネル
ギーを特徴とする熱力学的不安定性であるのに対し、後者は複素固有振動数を特徴とするゼロエネル
ギー励起が指数関数的成長に対する不安定性である [3, 5, 6, 128]。一方で、近年の非エルミート物理
の輸送現象に関する研究結果から異常トンネル効果を考察すると、動的不安定な系、つまり複素固有
値モードが出現する領域で非エルミートとの協奏により豊かな物性をもたらすと考えられる。このよ
うな背景の下、動的不安定な BECにおけるトンネル効果はどのような物理をもたらすのかという疑問
をもち研究するに至った。
本章では、動的不安定な BECの準粒子のトンネル効果について調べた。初期状態の BECが動的不

安定な場合、凝縮体からの励起スペクトルを記述する Bogoliubov-de Gennes (BdG)方程式は複素固有
値を持つ。このような場合においてもトンネル問題を考えることは可能である。具体的には、BdG方
程式を与えられた固有値Eで固有関数を解き、得られた固有関数を用いて入射波、反射波、透過波に
分け、反射率と透過率を数値的に求める。本研究では、混合状態の 2成分 (擬スピン-1/2)BEC[第 4.2
章]とスピン 1 polar BEC[第 4.3章]の系を考える。これらの系の動的不安定性は実験的に観測されてお
り [6, 129, 130, 131]、スピン依存性のある相互作用パラメータで系が動的安定か不安定になる。2成分
BECとスピン 1 polar BECにおけるスピン波の BdG方程式は、polar BECの場合で現れる 2次ゼーマ
ンエネルギー (qz)項を除いて同じである。2次ゼーマン qz項によりスピン回転対称性を破るため polar
BECのスピン波モードはNGモードではないが、2成分 BECのスピン波モードはNGモードであるた
め、この 2つのモデルの解析により動的不安定な BECのトンネル効果を包括的に調べることが可能で
ある。さらに、第 4.4章で実験で観測可能なトンネル特性の特徴を明らかにするために、時間依存す
る Gross-Pitaevskii方程式を用いて 2成分 BECの実時間ダイナミクスの数値シミュレーションを行っ
た。数値的シミュレーションではポテンシャル障壁の片側だけに運動量を持つ動的不安定なスピン波
の揺らぎを加えてポテンシャルの両側での揺らぎの成長を調べ、実験でどのような現象が観測されう
るかを議論する。
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U(x)

BEC
quasiparticle

x

図. 4.1: ポテンシャル障壁 U(x)下での BECの Bogoliubov準粒子のトンネル問題の概念図。入射エネ
ルギーEで左から入射された準粒子が左へ反射、または、右に透過する。自由粒子が低エネルギー極
限 E → 0で完全反射するのに対し、自発的対称性の破れに伴う NGモードは E → 0で完全透過を示
す。この現象を異常トンネルと呼ぶ [16, 127]。

4.2 2成分BEC

4.2.1 モデル

x = 0にポテンシャル障壁のある 2成分BEC[図 4.1]を考え、ポテンシャル障壁に対するBogoliubov
準粒子のトンネル効果について調べる。この系のエネルギー汎関数は以下のように与えらえる。

Ebinary =

∫
dx
∑
m

[
ℏ2

2M

∣∣∣ ∂
∂x

Ψm

∣∣∣2 + U(x)|Ψm|2
]
+

∫
dx
[∑

m

g

2
|Ψm|4 + g′|Ψ1|2|Ψ2|2

]
, (4.1)

Ψm(m = 1, 2)は凝縮体波動関数、M は原子質量、U(x)はポテンシャル障壁、g > 0と g′ > 0は同種
間、異種間相互作用の強さを表し、m = 1とm = 2の同種間相互作用の強さは同じであるとする。凝
縮体の 2成分は g > g′で混合し、g < g′で相分離する [17, 18]。簡単なため、3次元系で xのみに依存
したポテンシャル障壁を仮定する。ポテンシャル U(x)がゼロに漸近する x→ ±∞極限で、凝縮体密
度は n(x) =

∑
m |Ψm|2は定数 n0になる。

エネルギー汎関数 (4.1)を Ψ∗
mで汎関数微分することにより、二成分 BECの GP方程式は以下のよ

うに得られる。

iℏ
∂Ψ1

∂t
=

[
− ℏ2

2M

∂2

∂x2
+ U(x) + g|Ψ1|2 + g′|Ψ2|2

]
Ψ1, (4.2a)

iℏ
∂Ψ2

∂t
=

[
− ℏ2

2M

∂2

∂x2
+ U(x) + g|Ψ2|2 + g′|Ψ1|2

]
Ψ2. (4.2b)

特に 2成分が同じ量で完全に重なって混合した状態として

Ψ1(x) = Ψ2(x) := Φ(x)/
√
2 (4.3)

とおく。また、Φ(x)は、

µΦ =

[
− ℏ2

2M

d2

dx2
+ U(x) +

g + g′

2
|Φ|2

]
Φ. (4.4)

を満たし、µは化学ポテンシャルを表す。初期状態は (4.2)式の定常解で、相互作用が g > g′、g < g′

に関わらず、 (4.2)式の定常解である。ただし、凝縮体の安定性は g = g′で変化する。つまり、初期状
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態は g > g′では基底状態であるため、準粒子の固有値は全て正の実数であるが、g < g′では系の基底
状態ではないため初期状態は動的不安定な状態で、複素固有値をもつ準粒子が現れる。
x → ±∞ で U(x) → 0 になり |Ψ|2 → n0 (定数) であるため、(4.4) 式から化学ポテンシャルは

µ = (g + g′)n0/2である。以下ではエネルギー,長さ,時間スケールをそれぞれ µ, ℏ/
√
Mµ, µ/ℏで GP

方程式をスケールする。また、相互作用の強さを表す β (−1 ≤ β ≤ 1)を導入する。

g = (g + g′)
1 + β

2
, g′ = (g + g′)

1− β

2
(4.5)

Ψ1,2(x) =
√
n0ψ1,2(x)と Φ(x) =

√
n0ϕ(x)として凝縮体波動関数を書き直し、無次元化した (4.2)式

と (4.4)式は

i
∂ψ1

∂t
=
[
L0 + (1 + β)|ψ1|2 + (1− β)|ψ2|2

]
ψ1, (4.6a)

i
∂ψ2

∂t
=
[
L0 + (1 + β)|ψ2|2 + (1− β)|ψ1|2

]
ψ2, (4.6b)

(
L0 − 1 + |ϕ|2

)
ϕ = 0, (4.7)

また運動項とポテンシャル項 L0は

L0 = −1

2

d2

dx2
+ U(x). (4.8)

である。
低温での凝縮体からの準粒子励起の運動はBogoliubov理論により説明される。2成分BECに対する

BdG方程式は (
ψ1

ψ2

)
= e−it

[
ψ0√
2

(
1

1

)
+ ue−iEt + v∗e+iE∗t

]
(4.9)

を (4.6)式に代入し、uと vの対して線型化することで得られる [詳細は第 2.4.4章に記載]。ここで、
u = (u1(x), u2(x))

Tと v = (v1(x), v2(x))
Tは 2成分スピノールである。以上より、uと vに対する固

有値方程式は以下のように与えられる。(
(L0 − 1)1+H1 H2

−H∗
2 −[(L0 − 1)1+H∗

1 ]

)(
u

v

)
= E

(
u

v

)
, (4.10)

1は 2× 2の単位行列である。また、

H1 =
|ϕ|2

2

(
3 + β 1− β

1− β 3 + β

)
, (4.11)

H2 =
ϕ2

2

(
1 + β 1− β

1− β 1 + β

)
. (4.12)

凝縮体の 2つの成分が完全に重なっている場合は密度波とスピン波は結合しない。密度波 (phonon)モー
ド ud = u1 + u2, v

d = v1 + v2,スピン波 (magnon)モード us = u1 − u2, v
s = v1 − v2 を定義すると、



4.2 2成分 BEC 57

BdG方程式は (4.10)式は 2つの方程式に分離できる。(
L0 − 1 + 2|ϕ|2 ϕ2

−(ϕ∗)2 −(L0 − 1 + 2|ϕ|2)

)(
ud

vd

)
= Ed

(
ud

vd

)
, (4.13)(

L0 − 1 + (1 + β)|ϕ|2 βϕ2

−β(ϕ∗)2 −[L0 − 1 + (1 + β)|ϕ|2]

)(
us

vs

)
= Es

(
us

vs

)
. (4.14)

ポテンシャル U(x) = 0の時、これらの Bogoliubov方程式のスペクトルは低エネルギーでギャップレ
スな線型な分散になり、対応する NGフォノンと NGマグノンはそれぞれ U(1)ゲージ対称性、SO(2)
スピン回転対称性の自発的対称性の破れに関係する。ポテンシャル U(x) ̸= 0の時、NGモードの存在
は ud,s = −(vd,s)∗ = ϕがEd,s = 0での (4.13)式と (4.14)式の固有解であることから確認できる。ここ
でGP方程式 (4.7)とフォノンモードに対する BdG方程式 (4.13)はスカラー BECの場合と同じ方程式
であり、スカラーBECの場合と同く異常トンネル効果を示す。したがって、今回はスピン波 (magnon)
モードのトンネル効果について議論する。

4.2.2 一様系での 2成分 BECの Bogoliubovスペクトル

ここでは、トンネル問題を解く前に x → ±∞での準粒子波動関数の漸近解を導出する。x → ±∞
ではポテンシャルの影響を無視することができ、U(x) = 0の場合、 (4.7)式の定常解は ϕ = 1と置く。
(us, vs)T = (ueikx, veikx)Tと ϕ = 1を (4.14)式に代入すると、U(x) = 0でのスピン波モードに対する
BdG方程式は以下のように得られる。(

ϵk + β β

−β −(ϵk + β)

)(
u

v

)
= Es

(
u

v

)
, (4.15)

このスピン波モードの固有値は

Es =
√
ϵk(ϵk + 2β), (4.16)

である。また ϵk := k2/2とおいた。
β < 0、Esの時、小さい波数で固有値が純虚数になり、系は動的不安定になる。これは初期状態に相分

離するモードが混合しているため、この不安定性が起こる。また、 (4.5)式から β < 0の条件は、g < g′

に等しいことがわかる。本研究の目的は、動的不安定なモードがポテンシャル障壁に対してどのよう
にトンネル効果を示すのかを明らかにすることである。β ≥ 0の場合、系が動的安定でほとんど同じ
ような状況でのトンネル効果について調べられている [55, 132]。特にスピン 1BECの polar状態でのス
ピン波モードのトンネル問題が議論され、長波長極限で完全透過することが解明されている [55, 132]。
また、U(x) = 0でのフォノンモードに対する BdG方程式 (4.13)の固有値Ed =

√
ϵk(ϵk + 2)は任意の

波数 ∀kで正の実数であることに注意する。
以上から、エネルギー E をもつ準粒子を x = −∞から入射し、x = 0にあるポテンシャル障壁に

対するトンネル効果について調べる。入射エネルギーEの関数として、 (4.15)式の規格化された固有
状態を計算する。ただし、BdG方程式は非エルミート行列であるため規格化に注意する必要がある。
(4.15)式の対称性から、固有ベクトルの規格化定数が実数の場合は |u|2 − |v|2 = ±1で、純虚数の場合
は u2 − v2 = ±1である。このよに固有値が実数か複素数かによって規格化定数が異なることを以下で
説明する。
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BdG方程式の規格化条件

BdG方程式が非エルミートであるため、正規双直交基底を用いて規格化定数を再考する必要がある。
正規双直交基底とBdG方程式の対称性に関しては第 2章に記載しているためここでは簡単に説明する。
まず、ボース粒子系の BdG方程式の行列をH とし、行列H に対する正規双直交基底は以下のよう

に定義される。

H |wR
n ⟩ = En |wR

n ⟩ , (4.17a)

H† |wL
n⟩ = E∗

n |wL
n⟩ , (4.17b)

|wR
n ⟩ , ⟨wL

n |は固有値 Enをもつ右固有状態と左固有状態を表す。この系の直交関係は以下のように与
えられる:

⟨wL
m|wR

n ⟩ = δmn. (4.18)

ボース粒子系のBdG方程式の行列をHとすると、擬エルミート性と particle-hole対称性から次式を
満たす:

τ3Hτ
−1
3 = H†, (4.19)

CHC−1 = −H, (4.20)

C = τ1Kは particle-hole対称性操作演算子, Kは複素共役演算子, τi (i = 0, 1, 2, 3)は南部空間の自由度
を表すパウリ行列である [対称性の詳細に関しては第 2.4.1章に記載]。 (4.17b)式と (4.19)式から固有
値が実数の場合、

|wL
n⟩ = ±τ3 |wR

n ⟩ En ∈ R (4.21)

+が正ノルム、−が負ノルムモードを表す。 (4.17a)式と (4.20)式から、

HC |wR
n ⟩ = −CH |wR

n ⟩ = −E∗
nC |wR

n ⟩ . (4.22)

固有値Enが実数の場合、|wR
n ⟩と C |wR

n ⟩は particle-hole対称な対で、

⟨wR
n |Cτ3C|wR

n ⟩ = −⟨wR
n |τ3|wR

n ⟩ , (4.23)

を満たす。したがって、実固有値のモードの規格化定数は

⟨wR
n |τz|wR

n ⟩ = +1 or − 1. (4.24)

である。純虚数 ImEn ̸= 0の場合、En′ = E∗
nの状態 n′が存在し、擬エルミート性 (4.19)から |wR

n ⟩ ∝
τ3 |wL

n′⟩である。したがって、規格化条件は | ⟨wR
n′ |τz|wR

n ⟩ | = 1で与えられる。さらに行列Hの要素が
全て実数の場合、|wR

n′⟩ =
(
|wR

n ⟩
)∗より、最終的に固有値が純虚数かつ行列要素が全て実数の場合の規

格化条件は次式で与えられる: ∣∣∣(⟨wR
n |
)∗
τz|wR

n ⟩
∣∣∣ = 1. (4.25)
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本論文で議論する BdG方程式は、固有値が実数 (∈ R)と純虚数 (∈ iR)の場合である。BdG方程式
を (4.15)式の形式で書くと、規格化条件は次のようになる。

|u|2 − |v|2 = ±1 (E ∈ R), (4.26a)

u2 − v2 = ±1 (E ∈ iR), (4.26b)

(4.14)式と (4.53)式を実空間で書くと、∫ ∞

−∞

[
|u(x)|2 − |v(x)|2

]
dx (4.27)

である。実固有値の場合は規格化定数とみなすことができるが、複素固有値の場合は消える。

正の実固有値

正の実固有値の場合、2つの伝搬モードと 2つの減衰もしくは発散モードが存在し、それぞれのモー
ドは以下のように与えられる [図 4.2(a)と (c)]。(

ar

−br

)
e±ik1x,

(
br

ar

)
e∓q2x, (4.28)

ar = sgn(β)

√√
β2 + E2

2E
+

1

2
, (4.29a)

br =

√√
β2 + E2

2E
− 1

2
, (4.29b)

k1 =
√
2

√√
β2 + E2 − β, (4.29c)

q2 =
√
2

√√
β2 + E2 + β, (4.29d)

arと brは β: −1 ≤ β ≤ 1で固有解であり、|ar|2 − |br|2 = 1を満たす。

純虚数固有値

固有値 E を E = i∆ (∆ ∈ R, |∆| < |β|) として、β < 0 の時、４つの伝搬モードが存在する
[図 4.2(d)]。 (

bc

ac

)
e±ik3x,

(
ac

−bc

)
e±ik4x, (4.30)

β ≥ 0の時、4つの減衰もしくは発散モードが存在する [図 4.2(b)]。(
bc

ac

)
e∓q3x,

(
ac

−bc

)
e∓q4x, (4.31)
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(a) β ≥ 0, E ∈ R

−q22/2 k21/2

(i)

εk

E2

(b) β ≥ 0, E ∈ iR

−q24/2 −q23/2 εk

E2

(c) β < 0, E ∈ R

−q22/2 k21/2

(ii)

εk

E2

(d) β < 0, E ∈ iR

k24/2 k23/2

(iii) (iv)

εk

E2

図. 4.2: 2成分 BECのスピン波のスペクトル [ (4.16)式]を表す。(a),(b)は β ≥ 0に対して ϵk = k2/2

の関数として E2 を表し、(c),(d)は β < 0の場合を表す。E2 > 0 (E2 < 0)は実固有値 (純虚数固有
値)を意味し、Eの関数として kに関して解く。ϵk > 0 (ϵk < 0)をもつ解は伝搬 (局在)モードである。
(i)–(iv)で示した赤い点は (i)–(iv)の (4.36)式–(4.38)式で与えられる入射波に対応する。

ac = sgn(β)
e−iθ/2

√
−2i sin θ

, bc =
e+iθ/2

√
−2i sin θ

(4.32)

偏角 θは θ ≡ sin−1(∆/|β|)を満たす。伝搬もしくは減衰の波数は

k3 = iq3 =
√
2

√
+
√
β2 −∆2 − β, (4.33)

k4 = iq4 =
√
2

√
−
√
β2 −∆2 − β. (4.34)

である。acと bcは β ≥ 0で固有解であり、a2c − b2c = ±1を満たす。

4.2.3 2成分 BECにおけるスピン波モードのトンネル効果

(4.14)式で与えられる BdG方程式と解き、入射エネルギー E をもつ準粒子の反射率と透過率を計
算する。ポテンシャル障壁を U(x)として、

U(x) = U0e
−x2/(2σ2). (4.35)

ガウス関数型のポテンシャルを用い、x → ±∞での波動関数の漸近解を与えて有限要素法で BdG方
程式を数値的に解く。x = 0での境界条件が 4つ存在することから、4つの変数を求める。
β ≥ 0の場合、x→ ∞から入射した準粒子 (eik1x)は、左へ反射 (eik1x)もしくは右へ透過し (eik1x)、

ポテンシャル障壁近傍で局在モードが現れる (e±q2x)。x → ±∞での波動関数の漸近解は以下のよう
に与えられる。
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(i) 入射波 kin = k1で β ≥ 0, E ∈ Rの場合:

u−∞

v−∞

 =

 ar

−br

 (eik1x +Re−ik1x) +A

br
ar

 eq2x,u+∞

v+∞

 = T

 ar

−br

 eik1x +B

br
ar

 e−q2x.

(4.36)

ここで、Rと T は反射と透過係数、AとBは局在モードの係数を表す。カレントの保存則から |R|2 +
|T |2 = 1を満たす。
β < 0の場合、3つの場合がある: (ii)入射波数 kin = k1で実固有値 E ∈ R, (iii)入射波数 kin = −k4

で純虚数E = i∆ ∈ iR (∆ > 0), (iv)入射波数 kin = k3で純虚数E = i∆ ∈ iR。∆ < 0の場合は∆ > 0

での波動関数の複素共役で得られる。また入射波に対応する点は図 4.2に示す。純虚数固有値の準粒
子の群速度はゼロであるが、因果律から−d|∆|/dkを群速度と仮定し、入射、反射、透過の運動量を
選ぶ。因果関係の起源は、 (4.55)式のようにスペクトルが k = 0のときにギャップがある時に明確に
なる。この問題についてはスピン 1 BECの第 4.3.3章で再検討する。したがって、x→ ±∞での波動
関数の漸近解はそれぞれ以下のように与えられる:

(ii) 入射波数 kin = k1で β < 0, E ∈ Rの場合:
漸近解は (4.36)式の場合と同じ

(iii) 入射波数 kin = −k4で β < 0, E ∈ iRの場合:

u−∞

v−∞

 =

 ac

−bc

 (e−ik4x +Reik4x) +A

bc
ac

 e−ik3x,u+∞

v+∞

 = T

 ac

−bc

 e−ik4x +B

bc
ac

 eik3x.

(4.37)

(iv) 入射波数 kin = k3で β < 0, E ∈ iRの場合:

u−∞

v−∞

 =

bc
ac

 (eik3x +Re−ik3x) +A

 ac

−bc

 eik4x,u+∞

v+∞

 = T

bc
ac

 eik3x +B

 ac

−bc

 e−ik4x.

(4.38)

ここでカレント保存則からスケールした係数を導入する。

Ã =

√
−ksc
kin

A, B̃ =

√
−ksc
kin

B, (4.39)

ksc は局在モードの係数 A の運動量の実部を表す。例えば、(ii), (iii), (iv) の場合はそれぞれ ksc =

0,−k3, k4となる。カレント保存則から (i)–(iv)の全ての場合で以下のように書かれる。

|T |2 + |R|2 + |Ã|2 + |B̃|2 = 1 (4.40)
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(i)–(iv)の場合でのトンネル係数の数値計算結果を図 4.3に、準粒子波動関数を図 4.4に示す。図 4.3(a)
は β = −0.8,−0.4, 0,+0.8で実数のエネルギー E (> 0)の関数として透過確率を示し、これは (4.36)
[(i)と (ii)]の漸近解を与えることで得られる。図 4.3(a)からわかるように、長波数極限の β ≥ 0で完全
透過が起こる。この結果は先行研究 [55, 132]で示されている。一方で、β < 0の場合、透過確率は 1
より小さくなる。この違いは以下のように理解できる。完全透過は準粒子波動導関数が凝縮体波動関
数と一致する場合 (u(x) = −v∗(x) = ϕ(x))に完全透過が起こることが知られている。今の場合、β ≥ 0

の場合は入射エネルギーE → 0で入射運動量 k1はゼロになり、β < 0の場合では入射運動量 k1は有
限になる。したがって、E → 0で β ≥ 0では u(x) = −v∗(x) = ϕ(x)を満たし、β < 0では満たさな
い。図 4.4(a)と (b)において、β = 0.2,−0.2での |u|2 − |v|2を示している。

∫
(|u|2 − |v|2)dxは実入射

エネルギーEでの準粒子波動関数のノルムを与えるが、Eが複素数の場合はこの量はゼロになる。そ
のため図 4.4(c)と (d)では β < 0では |u|2 + |v|2を示す [詳細は第 4.2.2章に記載]。β = 0.2で E → 0

の極限で、|u|2 − |v|2は |ϕ|2と近くなっているが、一方で β = −0.2でE → 0の極限では、|u|2 − |v|2

は |ϕ|2の x依存性と完全に異なっている。この結果は臨界速度で動くスカラー BECでのフォノンの
u, v∗はポテンシャル障壁近傍で局所的な密度揺らぎにより凝縮体 ϕ(x)と異なるようになり、完全透
過は起こらないという先行研究 [46, 47, 48]と同じ理由だと考えられる。
虚軸に沿ってEがゼロなるとき、k4がゼロになり準粒子波動関数u(x), v(x)はu(x) = −v∗(x) = ϕ(x)

を満たすため、この場合はE → 0で完全透過が起こる。図 4.3(b)は β = −0.2で |T |2, |R|2, |Ã|2, |B̃|2

のエネルギー依存性を示す。ϵkinは図の左端でゼロになり、右端にいくにしたがい ϵkinは大きくなると
いう横軸とした [図 4.3(b)]。入射エネルギー Eが純虚数である範囲を灰色で表し、ImE = 0.2は入射
波数と反射波数が一致する値である。また、 (4.40)式で与えられるカレント保存則を数値的に満たす
ことを確かめた。図 4.3(b)において、透過確率が図の左端で ImE → 0になり、|T |2 → 1になり、動
的に不安定なモードでも完全透過が起きることを示す。図 4.4(c)で示される |u|2 + |v|2は ImE → 0で
|ϕ(x)|2に比例することがわかる。またその極限で準粒子波動関数 u(x), v(x)は u(x) = −v∗(x) = ϕ(x)

を満たす。一方で、Eが純虚数から実数へ変わる点で、E → 0の極限で入射運動量 k3は有限値であり、
u(x) = −v∗(x) = ϕ(x)を満たずその結果、完全透過は起きないと結論付けることができる [図 4.2(c)
と (d)の ϵk > 0とE = 0の点が図 4.3(b)で灰色と白色の領域の間の境界に対応する]。
図 4.3(b)に示すように、E = i|β|で |Ã|2 = 1になることがわかった。E ∈ iRで dImE/dk = 0の点

において、|ImE|は最大値となる。Eが純虚数のとき、 (4.37)式と (4.38)式でのAは入射波と異なる
運動量をもつ反射波を表す。したがって、|Ã|2 = 1は完全反射を起こしていることを示している。完
全反射の起源は、k3 = k4で、 (4.30)式で与えられる線形独立な解の数が減り、 (4.37)式と (4.38)式の
漸近形を満たす解が消失するからである。したがって、入射波と反射波 (A項)は破壊的な干渉を起こ
す。この破壊的な干渉は図 4.4(d)で示される準粒子波動関数から確認できる。また (4.37)式の漸近形
で β = −0.2として計算した |u|2 + |v|2を示している。この波動関数は x < 0領域でもE → i|β|とし
てゼロになる。入射波の振幅を 1に固定しているため、|u|2 + |v|2の減少は破壊的な干渉を意味する。
また、強磁性 BECのスピン波モード [132, 55]の長波長限界においても完全反射が起こることと予想
される。
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図. 4.3: 2成分 BECにおけるスピン波モードのトンネル特性を示す。(a) (4.36)式の漸近形を与え、数
値的に得た透過率 |T |2の実エネルギー E依存性 [(i)と (ii)の場合]。低エネルギー極限 E → 0で完全
透過が起こる。つまり、β ≥ 0の場合E → 0で |T |2 → 1になるが、β < 0の場合 E → 0で |T |2の値
は 1よりも小さくなる。(b)動的不安定性が存在する β = −0.2場合でのトンネル係数 |T |2, |R|2, |Ã|2,
|B̃|2のエネルギーE依存性。横軸は、左端で ϵkin = 0となり右に行くにつれて ϵkin が増加する。これ
に対応して、横軸に沿ってエネルギーEの値は 0から始まり、ImEが最初に増加し [(iii)の場合]、最
大値 0.2となり 0まで減少し [(iv)の場合]、その後エネルギーEが実数に変化する [(ii)の場合]。純虚
数エネルギーEが発生する領域は灰色で示す。左端E = 0で完全透過 (|T |2 = 1)が起こり、完全反射
(|Ã|2 = 1)がE = 0.2iで起こることを示す。また、両パネルともに U0 = 2, σ = 0.5でのポテンシャル
障壁のパラメタを用いた。ただし、完全透過と完全反射は U0と σの値に依存しないことも数値的に
確かめた。
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図. 4.4: 2成分 BECにおけるスピン波モードの準粒子波動関数を表す。実固有値モード (a),(b)の場合
の |u|2 − |v|2と、純虚数固有値モード (c),(d)の場合の |u|2 + |v|2を示す。図 (a)と (b)は、 (4.36)式の
漸近形を用いて得られた β = 0.2,−0.2におけるゼロエネルギー極限の数値計算結果である [(i)と (ii)
の場合]。入射エネルギーがE → 0になるにつれ、|u|2 − |v|2は (a)の |ϕ(x)|2に近づくが、|u|2 − |v|2

の xの依存性は (b)の |ϕ(x)|2とは明らかに異なる。(c)と (d)は、β = −0.2として (4.37)式の漸近形
を用いて、それぞれE → 0とE → i|β|極限で計算した結果を表す [(iii)の場合]。(c)において、入射
エネルギーE → 0につれて、|u|2 + |v|2は |ϕ(x)|2に比例する。これは完全透過の条件と矛盾しない。
(d)では、入射エネルギー E が i|β|に近づくにつれて準粒子波動関数が小さくなる。これは入射波と
反射波の破壊的な干渉により準粒子波動関数が強く抑制されていることを示す。また、全ての図に関
して、U0 = 2, σ = 0.5でのポテンシャル障壁を用いて計算した。
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4.3 スピン 1ポーラーBEC

4.3.1 モデル

本節ではスピン 1 BECのポーラー相におけるトンネル問題を考える。この系のスピン波モードの
BdG方程式は、2次ゼーマン効果 qz 項を除いて、前節の 2成分 BECの場合と同じである。二次ゼー
マン効果はスピン回転対称性を破るため、スピン波モードのスペクトルは k = 0で有限の値を持ち、
k = 0の固有値の値は qzで実数か純虚数になる。そこで、トンネル効果の qz依存性に焦点を当て議論
する。以下では前節で用いた変数を再定義し、結果として得られる BdG方程式は qz 項を除いて、前
節と同じ形式になるようにする。
スピン 1 BECのエネルギー汎関数は以下のように与えられる。

Espin-1 =

∫
dx
∑
m

{
ℏ2

2M

∣∣∣∣∂Ψm

∂x

∣∣∣∣2 + [U(x) + qzm
2
]
|Ψm|2

}
+

1

2

∫
dx
[
c0n

2 + c1|F |2
]
, (4.41)

ここで、Ψmは磁気副準位m = 1, 0,−1の凝縮波動関数、M は原子の質量、U(x)はポテンシャル障
壁、および

n(x) =
∑
m

|ψm(x)|2, (4.42a)

F (x) =
∑
mm′

Ψ∗
m(x)Smm′Ψm′(x) (4.42b)

n(x)は凝縮体密度、F (x)は F (x) = (Fx(x), Fy(x), Fz(x))で定義されるスピン密度ベクトルであり、
S = (Sx, Sy, Sz)はスピン１のスピン自由度を表すパウリ行列である。相互作用係数 c0, c1は以下のよ
うに与えられる。

c0 = 4πℏ2
2a2 + a0

3M
(4.43a)

c1 = 4πℏ2
a2 − a0
3M

(4.43b)

aF は全スピン F = 0, 2チャネルの s波散乱長である。この系の基底状態の相は c1,qz の値で決まり、
相図は先行研究 [133]などに記載されている。以下では、m = 0に凝縮した状態（polar BEC）を考え
る。polar BECは、qz > max(0,−2c1n)のとき系の基底状態であり、(c1, qz)がこの領域から外れると
系は動的不安定になる。

GP方程式と BdG方程式は前節と同様に線形安定性解析で求める。polar BECの定常解 Ψ1

Ψ0

Ψ−1

 =

 0

Ψ(x)

0

 (4.44)

は以下の GP方程式に従う。

µΦ =

[
− ℏ2

2M

d2

dx2
+ U(x) + c0|Φ|2

]
Φ, (4.45)
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µは化学ポテンシャルを表し、x → ±∞で U(x) → 0と |Φ|2 → n0 (定数)となるため、一様な領域で
は µ = c0n0になる。エネルギー,長さ,時間を µ, ℏ/

√
Mµ, µ/ℏでリスケールし、無次元化する。凝縮

体波動関数を Φ(x) =
√
n0ϕ(x)とし、 (4.45)式を以下のように書き換えることができる。(

L0 − 1 + |ϕ|2
)
ϕ = 0, (4.46)

L0は (4.8)式で定義され、運動項とポテンシャル項からなり定常解である (4.46)式と (4.7)式は同じで
あることがわかる。
以下で、新しく相互作用パラメータ βを導入する:

β :=
c1
c0
. (4.47)

凝縮体波動関数をΨm(x) =
√
n0ψm(x)とし、無次元化した時間依存する GP方程式は

i
∂ψ±1

∂t
= [L0 + 1± βfz + qz]ψ±1 +

β√
2
f∓ψ0, (4.48a)

i
∂ψ0

∂t
= [L0 + 1]ψ0 +

β√
2
(f+ψ+1 + f−ψ−1), (4.48b)

と書き直すことができる。また f+ = f∗− =
√
2(ψ∗

1ψ0 + ψ∗
0ψ−1)と fz = |ψ1|2 − |ψ−1|2である。凝縮

体と微小揺らぎからなる ψ+1

ψ0

ψ−1

 = e−it


0

ϕ

0

+ ue−iEt + v∗e+iE∗t

 (4.49)

を (4.48)式に代入し、u = (u+1, u0, u−1)
Tと v = (v+1, v0, v−1)

Tの 3成分スピノルからなる uと vに
関して線形化を行い、 polar BECの BdG方程式を導出する:(

H0 +H1 H2

−H∗
2 −[H0 +H∗

1 ]

)(
u

v

)
= E

(
u

v

)
(4.50)

またH0, H1, H2は

H0 =

L0 − 1 + qz 0 0

0 L0 − 1 0

0 0 L0 − 1 + qz

 , (4.51a)

H1 = |ϕ|2

1 + β 0 0

0 2 0

0 0 1 + β

 , (4.51b)

H2 = ϕ2

0 0 β

0 1 0

β 0 0

 , (4.51c)

である。6× 6行列の固有値方程式は 3つの 2× 2の固有値方程式に分けることができる。つまり、密
度波 (フォノン)モード ud = u0, v

d = v0とスピン波 (マグノン)モード us± = u±1, v
s
± = v∓1を定義す
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ると、BdG方程式は式 (4.50)は以下のように書くことができる。(
L0 − 1 + 2|ϕ|2 ϕ2

−(ϕ∗)2 −(L0 − 1 + 2|ϕ|2)

)(
ud

vd

)
= Ed

(
ud

vd

)
, (4.52)(

L0 − 1 + qz + (1 + β)|ϕ|2 βϕ2

−β(ϕ∗)2 −(L0 − 1 + qz + (1 + β)|ϕ|2)

)(
us±
vs±

)
= Es

(
us±
vs±

)
. (4.53)

(4.52)式で与えられる方程式はゼロエネルギー解 ud = −(vd)∗ = ϕを持ち、密度波 (phonon)は自発的
U(1)ゲージ対称性の破れに関係する NGモードである。一方で、2次ゼーマン効果により SO(3)スピ
ン回転対称性が破れるため、qz ̸= 0ではスピン波モード (magnon)はNGモードではないことに注意す
る。qz = 0, β > 0の場合に BdG方程式 (4.53)を用いてトンネル効果を調べた先行研究があり、低エ
ネルギー極限で完全透過が起こることが示されている [55, 132]。
qz は有効的に化学ポテンシャルを 1から 1− qz にシフトする役割をし、一様系では k = 0でエネル

ギーギャップを開ける。これはボース凝縮が準粒子と異なる内部状態で起こるため、このようなこと
が可能である。qz = 0での (4.53)式は (4.15)式と同じになる。

4.3.2 一様系でのスピン 1 BECの Bogoliubovスペクトル

まずここでは x → ±∞での漸近解を得るために U(x) = 0での BdG方程式を解析的に解き、伝搬
モードと減衰、発散モードを得る。(us, vs)T = (ueikx, veikx)Tと ϕ = 1を (4.53)式に代入し、スピン
波モードの BdG方程式を得る。(

ϵk + qz + β β

−β −(ϵk + qz + β)

)(
u

v

)
= Es

(
u

v

)
, (4.54)

この固有値方程式の固有値は

Es =
√

(ϵk + qz)(ϵk + qz + 2β), (4.55)

である。qz < max(0,−2β)の場合、Esは波数 kのある領域において純虚数になり、系は動的に不安
定になる。また動的に安定性な条件である qz > max(0,−2β)は polar状態が基底状態である領域と一
致する。

正の実固有値状態

正の実固有値に対し、4つの線形独立の解が以下のように与えられる。(
ar

−br

)
e±ik1x and

(
br

ar

)
e∓ik2x, (4.56)

arと brは (4.29a)式と (4.29b)式で定義され、k1,2は

k1 =
√
2

√
+
√
β2 + E2 − (β + qz), (4.57)

k2 =
√
2

√
−
√
β2 + E2 − (β + qz), (4.58)

であり、 (4.57)式と (4.58)式の右辺は実数か純虚数になりうる。k1,2が純虚数の場合、k1,2 = iq1,2と
書き直し、q1,2(> 0)を実数として扱う。 (4.56)式での対応する解は両方とも伝搬モード (e±ik1,2x)と、
減衰もしくは発散モード (e∓q1,2x)として表される。
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図. 4.5: polar BECのスピン波モードのスペクトル [ (4.55)式]を表す。E2を ϵk の関数として (a)qz >
0, qz +2β > 0, (b)qz(qz +2β) ≤ 0, qz +β > 0, (c)qz(qz +2β) ≤ 0, qz +β ≥ 0, (d)qz < 0, qz +2β < 0。
E2 > 0 (E2 < 0)は実数か純虚数固有値Eであることに注意する。(c)と (d)に書かれている赤点は固
有値EがE =

√
qz(qz + 2β)であることを示し、透過確率が共鳴的に大きくなる点に対応する。

純虚数固有値状態

固有値を E = i∆, ∆ ∈ Rとして、|∆| < |β|を満たすように書き直すと、4つの解は以下のように
与えられる: (

bc

ac

)
e±ik3x ,

(
ac

−bc

)
e±ik4x, (4.59)

acと bcは (4.32)式で定義され、波数 k3,4は

k3 =
√
2

√
+
√
β2 −∆2 − (β + qz), (4.60)

k4 =
√
2

√
−
√
β2 −∆2 − (β + qz). (4.61)

である。 (4.60)式と (4.61)式の右辺は実数か純虚数になりうる。k3,4が純虚数の場合、k3,4 = iq3,4(> 0)
と書き直し、実数として使う。 (4.56)式での対応する解は伝搬モード (e±ik3,4x)と減衰もしくは減衰
モード (e∓q3,4x)として表される。

4.3.3 スピン 1polar BECにおけるスピン波モードのトンネル効果

ここでは polar BECにおけるスピン波モードのトンネル効果を調べる。前節と同様、入射波のエネ
ルギーE、入射運動量 kinに対して、x→ ±∞での準粒子の波動関数の漸近形を作り、有限要素法を
用いて BdG方程式 (4.53)を数値的に解く。2次ゼーマンがある場合、エネルギー分散は図 4.5に示さ
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れるように 4つの場合に分類分けされる: (a) qz > 0, qz + 2β > 0, (b) qz(qz + 2β) ≤ 0, qz + β > 0, (c)
qz(qz + 2β) ≤ 0 qz + β ≥ 0, (d) qz < 0, qz + 2β < 0。第 4.2.3節で記載した純虚数固有値モードの因
果関係について、図 4.5(d)を用いて議論するとわかりやすく、0 < E <

√
qz(qz + 2β)では (4.57)式

と (4.58)式での k1と k2は両方とも正の実数で、k2 < k1を満たす。k = k1 (k2)における群速度は正
(負)のため、eik1x (e−ik2x)は右へ進む波を記述する。入射エネルギーEを純虚数に変化させると、k1
と k2はそれぞれ k3と k4に繋がる。 (4.60)式と (4.61)式は (4.57)式と (4.58)式から得られ、入射エネ
ルギー E の領域が複素数に拡張される。よって、eik3xと e−ik4xは同じ因果関係にあると考えるのが
自然で、今回の場合の qz → 0の極限である eik3xと e−ik4xの因果関係を求めると、eik3xと e−ik4xの
因果関係を求めることができる。
入射波のエネルギーと波数を変化させて反射率と透過率を計算し、qz = 0を除いて完全透過が起

きないことがわかった。図 4.6(a)と図 4.6(b)は図 4.5(c)と図 4.5(d)の場合のトンネル係数の振る舞い
を示す。横軸は図 4.3(b)と同様に ϵkin が図の左端でゼロになり、右端へ行くにつれて ϵkin が大きくな
るように設定した。その結果、全ての範囲で |T |2 < 1になることがわかった。この結果は準粒子波
動関数が凝縮体波動関数と一致するとき、完全透過が起こるという事実と矛盾しない。つまり、2次
ゼーマン効果がスピン回転対称性を破るため、スピン波モードはこの系では NGモードではない。一
方で、|ImE|が最大になる点、つまり、図 4.6(a)と図 4.6(b)の E = 0.25iと E = 0.15iにおいて完全
反射が起こることがわかった。この完全反射はモデルに依らず動的不安定なモードの普遍的な性質で
あることを示唆する。また、透過率が図 4.6(a)のE = 0.2iと図 4.6(b)のE = 0.2で共鳴し大きくなっ
ている。それらの点は波数 kinが有限値で入射エネルギー E =

√
qz(qz + 2β)に対応する。この点は

図 4.5(c)と図 4.5(d)で赤点で示してる。この点において漸近解のAとB項の運動量がゼロになる。つ
まり、図 4.5(c) [図 4.5(d)]で示しているように ImE > 0.2 [ReE < 0.2]での伝搬モードは ImE < 0.2

[ReE > 0.2]で局在モードに変化する。この点での |T |2の上昇は A,B の項による共鳴として理解で
き、透過確率のピーク幅はポテンシャル障壁に依存し、ポテンシャル障壁が大きいほど小さくなる。

4.4 Gross-Pitaevskii方程式による実時間ダイナミクス
(4.6)式で与えられる 2成分 BECの時間依存する GP方程式を解くことにより、スピン波モードの

トンネル効果の時間依存性を調べた。Bogoliubov準粒子の振る舞いを調べるために、 (2.64)式のよう
に定義されるスピン波モード (us, vs)T = (uke

ikx, vke
ikx)Tの振幅を計算する:

Λ(t) =

∫
dxe−ikx[ūkψ(x, t)− v̄kψ∗(x, t)], (4.62)

ここで、ψ = (ψ1(x, t), ψ2(x, t))
Tは時間依存するオーダーパラメタであり、ūk = (ūk,−ūk)と v̄k =

(v̄k,−v̄k)は一様系での準粒子波動関数、(ūk, v̄k)は入射エネルギー E での (4.15)式の左固有状態で、
右固有固有状態 (uk, vk)

T を表す。一様系の場合の Bogoliubov解析では、|Λ(t)| ≪ 1では、Λ(t) ≈
Λ(0) exp(iEt)である。
x = 0のポテンシャル障壁でのトンネル効果を調べるために、x < 0に波数 kinのスピン波揺らぎを

加え、次のような初期状態から始まるダイナミクスを計算する:

ψ(x, 0) =
ψ0(x)√

2

(
1

1

)
+ δψ(x, 0)Θ(−x), (4.63a)

δψ(x) = δ

[
ukine

ikinx

(
1

−1

)
+ v∗kine

−ikinx

(
1

−1

)]
, (4.63b)
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図. 4.6: polar BEC でのスピン波モードのトンネル効果。動的不安定モードのトンネル係数
|T |2, |R|2, |Ã|2, |B̃|2の入射エネルギーE依存性を表し、(a) β = −0.25, qz = 0.1, U0 = 3, σ = 0.5, (b)
β = −0.15, qz = −0.1, U0 = 2, σ = 0.5である。横軸は図 4.3(b)と同じように取る。灰色の領域は入射
エネルギーが純虚数の領域である。透過率 |T |2は常に 1より小さくなり、その値はポテンシャル障壁
に依存する。両図において E = i|β|で、完全反射 (|Ã|2 = 1)が起こる。透過率が E =

√
qz(qz + 2β)

で共鳴的に大きくなり、それぞれ (a)ではE = 0.2i、(b)ではE = 0.2に対応する。
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図. 4.7: ほぼ完全透過する領域 (a)と完全透過しない領域 (b)における動的不安定なスピン波モード
[ (4.64)式]の振幅の時間発展。入射波数 kin = −0.11, 0.88として (4.63)式で与えられる初期状態から
時間発展させる。いずれの場合も、この揺らぎはE = 0.05iの一様系の BdG方程式の固有モードであ
る。太い破線は、ポテンシャル障壁がない場合の直線領域における |ΛIN(0)|eImEt の成長を表す。ポテ
ンシャル障壁の影響は (b)の方が顕著であり、|ΛIN(t)|と |ΛIN(0)|eImEt では (b)の方が急激に大きくな
る。全ての図で、β = −0.2, U0 = 2, σ = 0.5, δ = 1.0× 10−3, L = 1600のパラメータを用いた。

ここで Θ(x)はヘビサイドステップ関数で |δ| ≪ 1である。以下では、(iii)と (iv)の場合 [ (4.37)式
と (4.38)式]に焦点を当て、純虚数エネルギーEとして、波数は kin = −k4と k3とする。入射波、反
射波 [ (4.37)式と (4.38)式での A項]、透過波 [同一の式での T と B項]の成長について調べる。例え
ば、kin = −k4の場合、それぞれのモードの混ざり具合は以下のように定義される:

ΛIN(t) =
2

L

∫ 0

−L/2
dxe+ik4x[ūk4ψ(x, t)− v̄k4ψ∗(x, t)], (4.64a)

ΛA(t) =
2

L

∫ 0

−L/2
dxe+ik3x[ūk3ψ(x, t)− v̄k3ψ∗(x, t)], (4.64b)

ΛT(t) =
2

L

∫ L/2

0
dxe+ik4x[ūk4ψ(x, t)− v̄k4ψ∗(x, t)], (4.64c)

ΛB(t) =
2

L

∫ L/2

0
dxe−ik3x[ūk3ψ(x, t)− v̄k3ψ∗(x, t)], (4.64d)

(ūk3 , v̄k3) = (−bc, ac)と (ūk4 , v̄k4) = (ac, bc)は式 (4.30)で与えられる右固有状態に対応する左固有状
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態である。Lはシステムサイズを表す。ここで、運動量 k4をもつ反射波の振幅 [ (4.37)式でのR項]は

ΛR(t) =
2

L

∫ 0

−L/2
dxe−ik4x[ūk4ψ(x, t)− v̄k4ψ∗(x, t)], (4.64e)

で与えられる。入射エネルギーEが純虚数で加えたゆらぎが動的不安定である場合、|ΛR| = |ΛIN|を
満たす。波数 kin = k3での Λα(t) (α = IN,A,T,B)も同様の考え方で定義する。
図 4.7は、(a)ほとんど完全透過する領域 [波数 kin = −0.11とエネルギーE = 0.05i]と (b)完全透過

しない領域 [波数 kin = 0.88とエネルギーE = 0.05i]、つまり、それぞれE → 0極限で (iii)と (iv)の場
合に漸近する場合での、ゆらぎの成長の結果を示す。2つの場合に関して、δ = 1.0×10−3とL = 1600

のパラメタを用いた。システムサイズがコヒーレント長より十分大きいため、初期振幅のポテンシャ
ル障壁の影響は十分小さく、|ΛIN(0)| ≈ δ と |ΛT,A,B(0)| ≈ 0である。ダイナミクスの初期において
Bogoliubov理論が有効であるため、|ΛIN(t)|は十分 |ΛIN(0)| exp(ImEt)で近似可能である。しかし、時
間発展するにつれてポテンシャル障壁近傍での反射による影響により一様解からのずれが大きくなる。
図 4.7(a)と (b)の場合で、一様解からのずれはそれぞれ ImEt ∼ 2.1と 0.9の時間で顕著になる。その
時間は [|ΛIN(t)| − |ΛIN(0)|eImEt]/|ΛIN(t)| ≈ 0.1で得た。そのずれが図 4.7(b)の場合で顕著に成長した
という結果は、反射率が定常解でのこのパラメタの結果 [図 4.3(b)]と一致する。また、他のモードの
振幅 [|ΛT,A,B(t)|]は一様解での成長 exp(ImEt)よりも早く成長する。これは反射と透過するモードと
してポテンシャル障壁で生成されることを示している。
次に、完全反射のトンネル効果の時間依存性について調べる。完全反射の原因は、入射波と反射波

の破壊的な干渉であるが、領域 x < 0に一様なゆらぎが加わると、初期ゆらぎが指数関数的に大きく
なる。完全反射する波数を kin として、入射エネルギー E = 0.2i、波数 kin = 0.63を選び、|Λα(t)|
(α = IN,A,T,B)の時間発展を図 4.8(a)に示す。完全反射の結果を明確にするために、他の波数の場
合 [波数 kin = 0.86,入射エネルギー E = 0.1i]を計算し、その結果を図 4.8(b)に示す。図 4.8(a)と (b)
の両方の場合で、|ΛIN(t)|は |ΛIN(0)| exp(ImEt)と長時間一致する。しかし、|ΛT(t)|の成長率におい
て顕著になる: 図 4.8(a)での |ΛT(t)|は exp(ImEt)にほとんど比例するように指数関数的な成長を示す
が、図 4.8(b)の場合は exp(ImEt)よりも早く成長する。前者の場合では、他のスピン波モードの振幅
(|ΛA(t)|と |ΛB(t)|)もまた、exp(ImEt)より早く成長する。これらの結果は、完全反射が起こったと
きは領域 x < 0のゆらぎが領域 x > 0には伝わらないことが示唆する。実際、ポテンシャル障壁近傍
の凝縮体波動関数は、図 4.8(c)と (d)に示すように振る舞う。これは図 4.8(a) (kin = 0.63)と図 4.8(b)
(kin = 0.86)の場合での、ImEt = 4の凝縮体波動関数 |ψ1,2(x)|である。図 4.8(c)[図 4.8(d)]の結果を
見ると、x > 0領域の初期のゆらぎが領域 x > 0に透過しない [透過する]ことがわかる。
上の結果を実験的に観測するために、 (4.63)式の代わりに以下の初期状態を考える。

ψ(x, 0) =
ψ0(x)√

2

(
1

1

)
+

(
δeikinx

−δ2/
√
2

)
Θ(−x). (4.65)

この初期状態を以下のように用意することができる。

1. x = 0にポテンシャル障壁がある系で成分 2の定常解の BECを用意: ψ = ψ0(x)(0, 1)
T

2. 成分 1,2の粒子数密度が同じになるように短時間のラビ結合を導入: ψ = ψ0(x)(1, 1)
T/

√
2

3. 成分 2のごく一部の原子が成分 1の運動量 kinの状態に移るように [60]、x < 0領域にだけ短時
間だけラマン結合を導入し、 (4.65)式で与えられる状態にする
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図. 4.8: (a)初期ゆらぎが E = 0.2iで波数 kin = 0.63の完全反射モードと (b)E = 0.1iで波数 kin =

0.86の完全反射しないモードの場合でのスピン波モードの振幅の時間発展。(a)における |ΛT,B(t)|は
exp(ImEt)にほぼ比例するのに対し、(b)では exp(ImEt)よりも急激に成長する。この違いは透過率が
1かそうでないかの違いである [本文参照]。(c),(d) (a)と (d)の場合のポテンシャル障壁近傍の ImEt = 4

での波動関数のスナップショット。(c)では、領域 x > 0での波動関数は、領域 x < 0での揺らぎの影
響をほとんど受けていないのに対し、(d)では領域 x < 0の初期ゆらぎ ga領域 x > 0へ透過する。他
のパラメータは図 4.7で用いたものと同じである。
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(4.65)式からはじめたダイナミクスは図 4.7と図 4.8と定性的に同じであることも数値的に確認した。
つまり、ノンゼロの反射係数Rは |ΛIN(t)|を指数関数的な成長 exp(ImEt)からずらさせ、完全反射す
る場合は領域 x < 0のゆらぎは領域 x > 0に透過しないことがわかる。E → 0極限で起こる完全透過
は、それに対応するゆらぎの成長は、熱ゆらぎや量子ゆらぎによる成長と比較して非常に遅いため観
測することが難しいが、完全反射するモードは最も早く成長するため、領域 x > 0に透過しないとい
う兆候は実験で観測可能であると考えられる。

4.5 結論

動的不安定な BECにおけるスピン波モードのトンネル効果を調べ、スピン波がNGモードであれば
動的不安定性があっても完全透過が起こることを数値的に示した。初期状態の BECが動的不安定な場
合、BdG方程式の固有値Eは複素数になる。そのため、これまで議論されてモデルにおいて、特定の
領域の入射運動量に対して固有値Eは純虚数になる。数値計算による解析の結果、固有値Eと入射運
動量の両方がゼロになる極限で完全透過が起こることがわかった。完全透過が起こる条件は、準粒子
波動関数が凝縮波動関数と同じ形になることである。つまり、入射波がNGモードである必要がある。
上記の条件を満たすと、純虚数 E を持つ動的不安定モードであっても E → 0の極限で完全透過を示
す。一方、E = 0の場合でも入射運動量がノンゼロの場合には、完全透過は起きない。
E → 0での完全透過とは別に、|ImE|が最大になった点で完全反射が起こることも明らかにした。

最大値の |ImE|近傍では、入射波とは異なる運動量を持つ反射波が存在する (Aに比例する項)。完全
反射が起こる時、入射波がこの反射波と破壊的な干渉を起こし、準粒子波動関数が強く抑制される。
また、反射波がポテンシャル障壁の周囲で束縛状態に変化すると、透過率が共鳴的に増加することが
わかった。
さらに時間依存する GP方程式の数値シミュレーションの結果、トンネル効果はポテンシャル障壁

の片側に与えた初期のスピン波モードの成長に影響を与えることを明らかにした。完全透過するモー
ドは成長時間 (ImE)−1の長時間にわたって指数関数的に成長することがわかったが、他のより不安定
なモードの成長の方が支配的であるため実験的には観測が困難である。一方、完全反射の特徴として、
ポテンシャル障壁の片側の初期ゆらぎが他方に透過しないことがわかった。これは、完全反射は最も
不安定なモード (成長が最も早い)で起きるため観測可能であると考えられる。
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第5章
結語

物理学は素粒子や固体物理など様々な分野で大きな成功を収めているが、これらの研究は粒子数保
存やエネルギー保存、つまりエルミート性が仮定されている。近年、エルミート系の拡張として外界
と粒子のやり取りをする開放系を有効的に記述する非エルミート系の研究が非常に注目を集めている。
非エルミート系の特徴として、複素スペクトルと対角化不可能な点 (例外点)が出現することが挙げら
れる。この性質から非エルミート系は豊かな物理が現れる。原子気体 BECは孤立系であるが BECの
低エネルギー励起であるBogoliubov準粒子はボーズ統計性から非エルミートになり、BECを不安定化
させる動的不安定性を誘起する。このような背景の下、本博士論文は、BECに現れる非エルミート性
のもたらす物性解明を目的としてトポロジカル相と輸送現象に注目して研究を行った。第 3章では、1
次元 Bogoliubov励起バンドに対するベリー位相の一般化、第 4章では、動的不安定な BECにおける
Bogoliubov準粒子のトンネル効果に関して議論した。以下に各研究の研究目的と主要な結果について
記す。

原子気体ボース・アインシュタイン凝縮体におけるトポロジカル相

本研究は、動的不安定性が BECの Bogoliubov励起バンドのトポロジーに与える影響を明らかにす
るために、複素固有値と例外点が存在する場合に注目した。特に、ボゾンの Bogoliubovハミルトニア
ンが常にもつ擬エルミート性と particle-hole対称性以外に、空間反転対称性と時間反転対称性がある
場合を考え、複素固有値と例外点が出現する場合におけるトポロジカル不変量に関して議論した。本
研究で以下のことを明らかにした。

• 正規双直交基底を用いてトポロジカル不変量（ベリー位相と巻きつき数）を拡張した。ベリー位
相が例外点で定義不可能という問題に対して、擬エルミート性の性質から例外点が波数の実軸上
の点として存在することを見出し、複素運動量平面上で積分経路を取ることで例外点を避けてベ
リー位相を定義した。

• 時間反転演算子の構造を考慮すると 1次元時間反転対称な系のトポロジカル不変量である巻きつ
き数が常に自明な値しか取り得ないことがわかった。

• バルクエッジ対応を確認するために、2つのトイモデル [時間反転対称な場合とそうでない場合、
また両モデルともに空間反転対称性を有する]で数値的に調べた。その結果、複素固有値が存在
する場合でも空間反転対称性に保護された端状態が存在し、数値的にバルクエッジ対応が成り立
つことがわかった。
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原子気体ボース・アインシュタイン凝縮体における輸送現象

BECのトンネル効果は異常トンネル効果と呼ばれる現象がある。異常トンネル効果とは、BECの
NGモードである準粒子励起が低エネルギー極限で、ポテンシャル障壁を完全透過する現象である。現
在までの BECのトンネル効果の研究は動的安定な場合に限られている。一方、近年の非エルミート物
理の輸送現象に関する研究結果から異常トンネル効果を考察すると、例外点や動的不安定な系、つま
り複素固有値モードが出現する領域で非エルミートとの協奏により豊かな物性をもたらすと期待でき
る。このような背景の下、本研究は、動的不安定な BECの Bogoliubov準粒子におけるトンネル効果
に関して研究を行った。本研究で以下のことを明らかにした。

• 動的不安定なBECにおいて、入射エネルギーと入射運動量の両方がゼロになる極限でBogoliubov
準粒子がポテンシャル障壁を完全透過することがわかった。ただし、完全透過が起こるために
は、準粒子波動関数が凝縮波動関数と同じ形になる必要があるため、入射波がNGモードである
必要がある。この条件により、入射波数がゼロの極限で入射エネルギーが虚軸に沿うゼロエネル
ギーになる場合にのみ完全透過が起こる。

• 純虚数の入射エネルギー |ImE |が最大になる値で完全反射が起こることがわかった。このエネ
ルギーでは入射波と反射波が一致することため、準粒子波動関数が強く抑制され完全反射が起
こる。

• トンネル効果の実時間ダイナミクスの解析から、完全透過するモードの場合は、ポテンシャル障
壁の影響をほとんど受けず、初期状態として与えた動的不安定な揺らぎがポテンシャル障壁の反
対側にまで透過していくことがわかった。

• 完全反射するモードの場合は、ポテンシャル障壁の影響を強く受け、ポテンシャル障壁の反対側
にその揺らぎが透過しないことがわかった。また、完全反射するモードは最も速く成長するモー
ドであるため、このような特徴が実験で観測可能であることがわかった。

最後に今後の展望についてまとめる。BECの Bogoliubov準粒子系はボゾンの統計性により非エル
ミート系になる。本博士論文はBECの非エルミート性がもたらす物性 (トポロジカル物性および輸送特
性）を目的として研究を行なった。第 3章のBECにおけるトポロジカル相の研究では複素固有値を伴う
励起バンドに対してもトポロジカル不変量が定義できることがわかった。1次元系に限ったがTRSが破
れた 2次元ではチャーン数で特徴付けられる非自明な相が現れることがわかっている [11]。これはボゾ
ン版の量子ホール相の存在を示唆し、非エルミート系での枠組みでThouless-Kohmoto-Nightin-gale-Nijs
（TKNN）公式を定式化することは興味深い問題だと考える。また、非エルミート系のトポロジカル相
の分類を皮切りに急速にこの量子相の理解が進み、近年の一連の研究で予言されている表面効果の検
証や例外点によるギャップレス相、トポロジカル相間の端状態の実時間ダイナミクスなど様々な問題
が考えられる。理論と実験を定量的に比較できる冷却原子系の特徴を活かし、BECのBogoliubov準粒
子系が非エルミート物理で予言されている現象の検証の場としてもさらに発展することを期待したい。
第 4章の BECの輸送現象の研究では、動的不安定な BECの場合において完全透過と完全反射が起

こることを発見した。この研究も 1次元系の解析であるが、散乱理論を用いて高次元へ拡張可能であ
る。高次元系への拡張だけでなく完全透過は自発的対称性の破れた系で入射波が NGモードであれば
起こるという事実から、より一般的な議論もできると考えている。また、磁性体の低エネルギー励起
であるスピン波（マグノン）も BECの BdG方程式と同じ方程式で記述されるため固体電子系への応
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用も考えられる。BECに現れる動的不安定性は、磁性体では基底状態の不安定性と解釈できるため、
ヒーティングや外部磁場等で磁性体を不安定化させ、複素固有値モードが出現する状況を作り出すこ
とが可能である。スピンポンピング [134]を用いれば、スピン波を入射できるため固体電子系におい
ても完全透過と完全反射が議論でき、今回明らかにした輸送現象が新しい整流作用によるトランジス
タとして応用面での発展も期待したい。
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付録A

A.1 複素波数空間における種々の対称性に関する証明

式 (3.10)で定義されたH(κ)の各南部空間のセクターを κで展開する。

H(1)(κ) =
∑
n

cnκ
n, H(2)(κ) =

∑
n

dnκ
n, (A.1)

cnと dnは、N ×N 次元の行列である。全体の行列H(κ)は、次のように展開される。

H(κ) =
∑

n:even

κn

(
cn dn

−d∗n −c∗n

)
+
∑
n:odd

κn

(
cn dn

d∗n c∗n

)
. (A.2)

Particle-hole Symmetry:
(A.2)式の両辺から C = C−1 = τ1K を演算すると、

CH(κ)C−1 =
∑

n:even

(κ∗)nτ1

(
c∗n d∗n
−dn −cn

)
τ1 +

∑
n:odd

(κ∗)nτ1

(
c∗n d∗n
dn cn

)
τ1

=
∑

n:even

(κ∗)n

(
−cn −dn
d∗n c∗n

)
+
∑
n:odd

(κ∗)n

(
cn dn

d∗n c∗n

)
= −H(−κ∗). (A.3)

Time-reversal Symmetry:
波数 k ∈ RでH(k)が TRSがある場合、κ = k ∈ Rの (A.2)式を (3.5)式に代入した結果、

Uc∗nU
−1 = (−1)ncn, (A.4)

Ud∗nU = (−1)ndn, (A.5)

ここで (3.6)式を用いた。 (A.2)式の両辺から T と T −1を演算すると、以下のようになる。

T H(κ)T −1 =
∑

n:even

(κ∗)n

(
cn dn

−d∗n −c∗n

)
−
∑
n:odd

(κ∗)n

(
cn dn

d∗n c∗n

)
= H(−κ∗). (A.6)

Chiral Symmetry:
(A.3)式と (A.6)式から、

ΓH(κ)Γ−1 = CH(−κ∗)C−1 = −H(κ). (A.7)
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Inversion Symmetry:
k ∈ RでH(k)が空間反転対称性がある場合、κ = k ∈ Rの (A.2)式を (3.8)式に代入すると、

P

(
cn dn

−d∗n −c∗n

)
P−1 =

(
cn dn

−d∗n −c∗n

)
(A.8)

が得られる。nは偶数で

P

(
cn dn

d∗n c∗n

)
P−1 = −

(
cn dn

d∗n c∗n

)
(A.9)

nは奇数である。 (A.2)式の両辺から P と P−1を演算すると、

PH(κ)P−1

=
∑

n:even

κn

(
cn dn

−d∗n −c∗n

)
−
∑
n:odd

κn

(
cn dn

d∗n c∗n

)
= H(−κ). (A.10)

である。

A.2 非エルミート系における総和則の証明

Bogoliubov変換行列を用いると、

TR(k) :=
(
|uR−N (k)⟩ |uR−N+1(k)⟩ · · · |uRN (k)⟩

)
(A.11)

また、その逆行列は、

[TL(k)]† :=


⟨uL−N (k)|
⟨uL−N+1(k)|

...
⟨uLN (k)|

 = [TR(k)]−1, (A.12)

ベリー接続行列は以下のように書かれる。

A(k) =
i

2

{
[TL(k)]†∂kT

R(k) + [TR(k)]†∂kT
L(k)

}
=
i

2

{
[TR(k)]−1∂kT

R(k) + [TL(k)]−1∂kT
L(k)

}
=
i

2

{
∂k lnT

R(k) + ∂k lnT
L(k)

}
, (A.13)

(3.16)式の左辺から計算される。∫ π

−π

dk

2π
A(k) =

i

2

∫ π

−π

dk

2π
∂k
{
ln det[TR(k)TL(k)]

}
. (A.14)
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[TL(k)]†TR(k) = 1の関係から、det[TL(k)] = 1/det[TR(k)]∗を得る。 (A.14)式の右辺から、∫ π

−π

dk

2π
A(k) =

i

2

∫ π

−π

dk

2π
∂k

[
ln e2iθ(k)

]
= −θ(π)− θ(−π)

2π
, (A.15)

ここで θ(k) := arg det[TR(k)]である。TR(k)が kの 2πの周期関数であるとき、θ(π) − θ(−π)は 2π

の整数倍になる: ∫ π

−π

dk

2π
A(k) = N ∈ Z.

A.3 空間反転対称性に関係したトポロジカル不変量の証明

複素数の運動量での空間反転対称性は以下のようになる:

PH(κ)P−1 = H(−κ). (A.16)

nr番目と nr + 1番目のバンドでバンドギャップがあると仮定する。その時、1 ≤ n ≤ nrの |uR,L
n (κ)⟩

がH(κ)の固有状態である時、P |uR,L
n (κ)⟩は 1 ≤ m ≤ nrの |uR,L

m (−κ)⟩で展開できる。

P |uRn (κ)⟩ =
nr∑

m=1

[ULR
P (−κ)]mn |uRm(−κ)⟩ , (A.17a)

P |uLn(κ)⟩ =
nr∑

m=1

[URL
P (−κ)]mn |uLm(−κ)⟩ , (A.17b)

ここで変換行列は

[ULR
P (−κ)]mn := ⟨uLm(−κ)|P|uRn (κ)⟩ , (A.18a)

[URL
P (−κ)]mn := ⟨uRm(−κ)|P|uLn(κ)⟩ (A.18b)

である。これは nr × nr 行列である。また、URL
P (κ)ULR

P (κ)† = 1を満たす。上記の関係から、(1 ≤
m,m′ ≤ nr)の [ALR(κ)]mm′ と [ALR(−κ)]nn′ (1 ≤ n, n′ ≤ nr)を関係付けることができる:

[ALR(−κ)]nn′ = −i ⟨uLn(−κ)|∂κuRn′(−κ)⟩

= −i
nr∑

m,ℓ=1

[URL
P (κ)]†nm⟨PuLm(κ)|∂κ

(
[ULR

P (κ)]ℓn′ |PuRℓ (κ)⟩
)

= −i
nr∑

m,ℓ=1

[URL
P (κ)]†nm ⟨uLm(κ)|∂κuRℓ (κ)⟩ [ULR

P (κ)]ℓn′

− i
∑

m,ℓ>0

[URL
P (κ)]†nm∂κ[U

LR
P (κ)]ℓn′δmℓ

= −
nr∑

m,ℓ=1

[URL
P (κ)]†nm[ALR(κ)]mℓ[U

LR
P (κ)]ℓn′

− i

nr∑
m=1

[URL
P (κ)]†nm∂κ[U

LR
P (κ)]mn′ , (A.19)



82 第 A章

よって、

nr∑
n=1

[ALR(−κ∗)]nn = −
nr∑
n=1

[ALR(κ)]nn − itr[URL
P (κ)†∂κU

LR
P (κ)]. (A.20)

ARL(κ)に対しても同様の関係が成り立つ。 (A.20)式の和を取ることとARL(κ)と合わせると次式が
成り立つ。

nr∑
n=1

[A(−κ)]nn +

nr∑
n=1

[A(κ)]nn

= − i

2

{
tr[URL

P (κ)†∂κU
LR
P (κ)] + tr[ULR

P (κ)†∂κU
RL
P (κ)]

}
= − i

2
∂κ
[
ln det[ULR

P (κ)URL
P (κ)]

]
. (A.21)

A.4 particle-hole対称性に関係したトポロジカル不変量の証明
本文で導入した正ノルム、負ノルムの状態のラベル付けから、正ノルム状態 |uR,L

n (κ)⟩ (n > 0)は
PHSから負ノルム状態 |uR,L

m (−κ∗)⟩ (m < 0)を用いて展開できる：

C |uRn>0(κ)⟩ =
∑
m<0

[ULR
C (−κ∗)]mn |uRm(−κ∗)⟩ , (A.22a)

C |uLn>0(κ)⟩ =
∑
m<0

[URL
C (−κ∗)]mn |uLm(−κ∗)⟩ , (A.22b)

また、

[ULR
C (−κ∗)]mn := ⟨uLm(−κ∗)|C|uRn (κ)⟩ , (A.23a)

[URL
C (−κ∗)]mn := ⟨uRm(−κ∗)|C|uLn(κ)⟩ (A.23b)

これは N × N 行列で、URL
C (κ)ULR

C (κ)† = 1 を満たす。上の関係を用いて、n, n′ > 0 に関して
[ALR(−κ∗)]nn′ を書き直すことができる。

[ALR(−κ∗)]nn′ = −i ⟨uLn(−κ∗)|∂κuRn′(−κ∗)⟩

= −i
∑

m,ℓ<0

[URL
C (κ)]Tnm ⟨CuLm(κ)|∂κ

(
[ULR

C (κ)]∗ℓn′ |CuRℓ (κ)⟩
)

= −i
∑

m,ℓ<0

[URL
C (κ)]Tnm ⟨CuLm(κ)|∂κCuRℓ (κ)⟩ [ULR

C (κ)]∗ℓn′

− i
∑

m,ℓ<0

[URL
C (κ)]Tnm∂κ[U

LR
C (κ)]∗ℓn′δmℓ

= −i
∑

m,ℓ<0

[URL
C (κ)]Tnm ⟨∂κuRℓ (κ)|uLm(κ)⟩ [ULR

C (κ)]∗ℓn′ − i
∑
m<0

[URL
C (κ)]Tnm∂κ[U

LR
C (κ)]∗mn′

=
∑

m,ℓ<0

[URL
C (κ)]Tnm[ALR(κ)]∗mℓ[U

LR
C (κ)]∗ℓn′ − i

∑
m<0

[URL
C (κ)]Tnm∂κ[U

LR
C (κ)]∗mn′ ,

(A.24)
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以上から、 ∑
n>0

[ALR(−κ∗)]∗nn =
∑
m<0

[ALR(κ)]mm + itr
[
URL
C (κ)†∂κU

LR
C (κ)

]
. (A.25)

同様の関係がARL(κ)に対しても成り立つ。A±(κ)が常に実数であることを考慮すると、 (A.25)の和
とARL(κ)式から、

A+(−κ∗)−A−(κ) =
i

2

{
tr[URL

C (κ)†∂κU
LR
C (κ)] + tr[ULR

C (κ)†∂κU
RL
C (κ)]

}
=
i

2
∂κ
[
ln det[ULR

C (κ)URL
C (κ)]

]
= −∂κθC(κ), (A.26)

ここで、θC(κ) := arg[detURL
C (κ)]である。途中式で [U

RL/LR
C (κ)]† = [U

LR/RL
C (κ)]−1の関係を用いた。
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