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はじめに

本章では，最適化理論を体系的に解説しておきたい．
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2.1 最適化問題の定義



§2.1 最適化問題の定義

問題 1.2.2 では，n ∈ N に対して x =
(
a⊤,u⊤)⊤ ∈ R2n とおいたとき，

h (x) = K (a)u− p = 0Rn を等式制約においていた．2n を d ∈ N におきか
えれば，次のような最適化問題になる．
問題 2.1.1 (最適化問題)

X = Rd とする．f0, f1, . . . , fm : X → R は与えられているとする．また，
n < d に対して h = (h1, . . . , hn)

⊤ : X → Rn は与えられているとする．この
とき，

min
x∈X

{f0 (x) | f1 (x) ≤ 0, . . . , fm (x) ≤ 0, h (x) = 0Rn}

を満たす x を求めよ．
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また，問題 1.2.2 において a ∈ X = Rn を設計変数とみなし，評価関数を
f̃i (a) = fi (a,u (a)) とみなせば，等式制約を除いた形式で a ∈ X に対する
最適化問題をかくことができる．ここで，a ∈ X = Rn を x ∈ X = Rd にか
きかえて，f̃i (a) を fi (x) にかきかえれば，問題 1.2.2 は次のような最適化問
題になる．
問題 2.1.2 (最適化問題)

X = Rd とする．f0, f1, . . . , fm : X → R が与えられたとする．このとき，

min
x∈X

{f0 (x) | f1 (x) ≤ 0, . . . , fm (x) ≤ 0}

を満たす x を求めよ．
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さらに，設計変数の許容集合あるいは実行可能集合を

S = {x ∈ X | f1 (x) ≤ 0, · · · , fm (x) ≤ 0} (2.1.1)

とおくことにする．このとき，問題 2.1.2 は次の問題と同値である．
問題 2.1.3 (最適化問題)

X = Rd，f0, f1, . . . , fm : X → R は与えられたとする．S を式 (2.1.1) とお
く．このとき，

min
x∈S

f0 (x)

を満たす x を求めよ．
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図 2.1: すべての制約が無効なときの最小点
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図 2.2: 等式制約が有効なときの最小点
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図 2.3: 不等式制約が有効なときの最小点
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2.2 最適化問題の分類



§2.2 最適化問題の分類

問題 2.1.1 において f0, . . . , fm および h1, . . . , hn がすべて 1次関数，あるい
は問題 2.1.2 と問題 2.1.3 において f0, . . . , fm がすべて 1次関数のとき，これ
らの問題を線形最適化問題あるいは線形計画問題という．

図 2.4: 線形最適化問題における最小点

11 / 196



一方，問題 2.1.1 において f0, . . . , fm および h1, . . . , hn のいずれかが 1次関
数ではない，あるいは問題 2.1.2 と問題 2.1.3 において f0, . . . , fm のいずれか
が 1次関数ではないとき，これらの問題を非線形最適化問題あるいは非線形
計画問題という．
また，f0 が 2次関数で, h1, . . . , hn および f1, . . . , fm のすべてが 1次関数の
とき，あるいは問題 2.1.2 と問題 2.1.3 において f0 が 2次関数, f1, . . . , fm の
すべてが 1次関数のとき，これらの問題を 2次最適化問題あるいは 2次計画問
題という．
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図 2.5: 2次最適化問題における最小点
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さらに，問題 2.1.1 において f0, . . . , fm が凸関数 (定義 2.4.3) で, h1, . . . , hn

が 1次関数のとき，あるいは問題 2.1.2 と問題 2.1.3 において f0, . . . , fm が凸
関数のとき，これらの問題を凸最適化問題あるいは凸計画問題という．
ここで，混乱する例をあげておきたい．問題 1.1.4 は，1.1.7 項でみたよう
に，凸最適化問題であった．設計変数に対する f̃0 の Hesse 行列が正定値 (定
理 2.4.6) で，かつ f1 が 1次関数 (定理 2.4.4) になっていたことから，問題
1.1.4 を問題 2.1.2 とみなしたときに，凸最適化問題と判定された．しかし，
問題 問題 1.1.4 を問題 2.1.1 にかきかえたときに，凸最適化問題ではないよ
うにみえる．実際，問題 2.1.1 において x =

(
a⊤,u⊤)⊤ とおき，

h (x) = K (a)u− p = 0Rn とおいとき，h (x) は x の 1次関数になっていな
いからである．このように，等式制約を含む問題では，等式制約を含まない
問題にかきかえたときに凸最適化問題になっていることがあることに注意さ
れたい．
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なお，問題 2.1.1 から問題 2.1.3 の形式とは異なるが，目的関数を複数設け
た最適化問題は多目的最適化問題とよばれる．たとえば，S を X = Rd の部
分集合として，f1, . . . , fm : X → R を評価関数とするとき，

min
x∈S

f1 (x) , · · · , min
x∈S

fm (x)

を同時に満たす x を求めるような問題である．このような問題の最小点は存
在するとは限らない．最小点が存在しないとき，次善の策として Pareto 解の
集合が使われる．Pareto 解の集合とは，次の条件を満たす集合 P ⊂ S として
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定義される (図 2.6)．P の要素 y を決めたとき，すべての i ∈ {1, . . . ,m} に
対して

fi (x) ≤ fi (y)

が成り立つような x ∈ S はない．また，i ∈ {1, . . . ,m} を決めたとき，すべ
ての y ∈ P に対して

fi (x) < fi (y)

が成り立つような x ∈ S はない．このような Pareto 解の集合から 1つの点を
選ぶためには，何らかの価値観に基づく選考規準が必要となる．本書では，
選考規準に関する議論を避けて，多目的最適化問題は扱わないことにする．
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(a) 設計変数の線形空間 (b) 評価関数の線形空間
図 2.6: Pareto 解の集合 P
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さらに，問題 2.1.3 において，設計変数の許容集合 S が整数のように離散
的な点の集合となるとき，そのような問題を整数最適化問題あるいは整数計
画問題という．この問題は NP 困難とよばれる性質をもち，厳密解は容易に
はみつけられない．また，近似解を求めるために特別の工夫が必要となる．
このような問題も本書では扱わないことにする．
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2.3 最小点の存在



§2.3 最小点の存在

定義 2.3.1 (極小点と最小点)

X = Rd として，S を X の空でない部分集合とする．f : S → R とする．
x ∈ S のある近傍 (凸開集合) B が存在して，任意の y ∈ B に対して

f (x) ≤ f (y)

が成り立つとき，f (x) を極小値，x を極小点という．さらに，任意の
y ∈ S に対して，上の不等式が成り立つとき，f (x) を最小値，x を最小
点という．
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定理 2.3.2 (Weierstrass の定理)

問題 2.1.3 において，S は X = Rd の有界閉部分集合，かつ f0 : S → R は
連続とする．このとき，最小点 x ∈ S が存在する．

図 2.7: 関数 f の極小点 x と最小点 y
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なお，関数の連続性に関する定義は A.1.2 項に示されている．定理 2.3.2

は，連続を下半連続 (A.1.2 項) に拡張しても成り立つ．しかし，今後の展開
で下半連続を必要としないことから省略することにする．
問題 2.1.3 において，S が有界閉集合でない場合に最小点が存在しない場合
があることをみてみよう．問題 1.1.4 では，

S =
{
a ∈ X = R2

∣∣ a ≥ a0, f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 ≤ 0
}

が仮定された．この S は有界閉集合である．しかし，これを

S =
{
a ∈ X = R2

∣∣ a > 0R2 , f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 ≤ 0
}

におきかえれば，この S は有界閉集合ではなくなる．たとえば p1 6= 0 および
p2 = 0 とおいたとき，a1 = c1/2l および a2 = 0 が f0 の極小点になるが，こ
の a は S に含まれない．そこで，S の中に最小点は存在しないことになる．
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また，関数が連続でない場合，あるいは値が一意に定まらない関数になっ
ている場合も，最小値が存在する保証はないことになる．これまでみてきた
ような関数ではそのようなものはなかった．しかし，関数最適化問題では注
意していないと値が一意に定まらない関数 (汎関数) を扱っていることになり
かねない．
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2.4 微分法と凸関数



§2.4 微分法と凸関数

最適化問題に取り組む前に，最適化理論で使われる微分法の基礎と凸関数
の定義についてみておこう．関数 f の微分について，今後，次の定義を用い
ることにする．
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定義 2.4.1 (勾配と Hesse 行列)

X = Rd とする．x ∈ X の近傍 B ⊂ X 上で関数 f : B → R が定義されて
いるとする．任意の y = (y1, . . . , yd)

⊤ ∈ X に対して，

∂Xf (x) =


limy1→0

(
f
(
x+ (y1, 0, . . . , 0)

⊤
)
− f (x)

)
/y1

...

limyd→0

(
f
(
x+ (0, . . . , yd)

⊤
)
− f (x)

)
/yd


=

∂f/∂x1

...

∂f/∂xd

 (x) = g (x)

が X ′ = Rd の要素として定まるとき，f は x において微分可能といい，
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定義 2.4.1 (勾配と Hesse 行列)

f ′ (x) [y] = g (x) · y

を f の x における微分あるいは全微分，g (x) を f の x における勾配と
いう．
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定義 2.4.1 (勾配と Hesse 行列)

さらに，

∂X∂
⊤
Xf (x) =

∂2f/ (∂x1∂x1) . . . ∂2f/ (∂x1∂xd)
...

. . .
...

∂2f/ (∂xd∂x1) . . . ∂2f/ (∂xd∂xd)

 (x) = H (x)

が Rd×d の要素として定まるとき，f は x において 2階微分可能といい，x

からの任意の変動 y1,y2 ∈ X に対して，

f ′′ (x) [y1,y2] = y2 · (H (x)y1)

を f の x における 2階微分，H (x) を Hesse 行列という．
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本書では，すべての x ∈ X において k ∈ {0, 1, 2, · · · } 階微分まで連続な関
数 f : X → R の全体からなる集合を Ck (X;R) とかくことにする (定義
4.2.2)．また，表記の簡素化のために，特にことわらずに ∂Xf , ∂Xf0, . . . ,

∂Xfm をそれぞれ g, g0, . . . , gm，および ∂X∂
⊤
Xf , ∂X∂

⊤
Xf0, . . . , ∂X∂

⊤
Xfm をそ

れぞれ H , H0, . . . , Hm のようにかくことにする．また，X の要素を x と
おいているときには ∂Xf を fx ともかくことにする．さらに，偏微分方程式
などでは ∂Xf は ∇f のように表されることになる．
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§2.4.1 Taylor の定理

定理 2.4.2 (Taylor の定理)

X = Rd とする．a ∈ X の近傍 B 上で関数 f ∈ C2 (B;R) が定義されてい
るとする．任意の b ∈ B に対して，y = b− a とおけば，

f (b) = f (a) + g (a) · y +
1

2!
y · (H (a+ θy)y) (2.4.1)

を満たす θ ∈ (0, 1) が存在する．
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証明 まず，X = R のときを考える．このときの a, b および y をそれぞれ
a, b および y とかくことにする．任意の x ∈ B に対して

h (x) = f (b)−
{
f (x) + f ′ (x) (b− x) + k (b− x)2

}
とおく．ただし，df/dx を f ′ とかいた．また，定数 k は

h (a) = h (b) = 0

を満たすように決定されるものとする．このとき，

h′ (x) = −f ′ (x)− f ′′ (x) (b− x) + f ′ (x) + 2k (b− x)

= −f ′′ (x) (b− x) + 2k (b− x)
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となる．Rolle の定理 (h (a) = h (b) のときの平均値の定理) より，

h′ (c) = 0

を満たす c が (a, b) 上に存在する．そこで，c = a+ θy とかけて，

k =
1

2
f ′′ (a+ θy)

となる．h (a) = 0 にこの結果を代入すれば，定理の結果が得られる．
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次に，X = R2 とする．任意の a = (a1, a2)
⊤ と y = (y1, y2)

⊤ に対して，
t ∈ R の関数を

ϕ (t) = f (a+ ty)

= f (a) + t

(
y1

∂

∂x1

+ y2
∂

∂x2

)
f (a)

+
t2

2

(
y1

∂

∂x1

+ y2
∂

∂x2

)2

f (a+ θy)

とおく．ϕ (1) の t = 0 周りの Taylor 展開 (X = R のときの Taylor 展開) を求
めると

ϕ (1) = f (b)

= f (a) +

(
y1

∂

∂x1

+ y2
∂

∂x2

)
f (a)
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+
1

2

(
y1

∂

∂x1

+ y2
∂

∂x2

)2

f (a+ θy)

= f (a) +

{(
∂

∂x1

∂

∂x2

)
f (a)

}(
y1
y2

)

+
1

2

(
y1 y2

)
 ∂

∂x1
∂

∂x2

( ∂

∂x1

∂

∂x2

)
f (a+ θy)


(
y1
y2

)

となる．X = Rd のときは式 (2.4.1) となる． □
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本書では，Bachmann-Landau の small-o 記号を用いて，式 (2.4.1) を

f (a+ y) = f (a) + g (a) · y +
1

2!
y · (H (a)y) + o

(
‖y‖2Rd

)
(2.4.2)

ともかくことにする．ここで，o (ϵ) は limϵ→0 o (ϵ) /ϵ = 0 が成り立つ関数とし
て定義されている．この式を a まわりの f の Taylor 展開という．
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§2.4.2 凸関数

定義 2.4.3 (凸関数)

X = Rd とする．S を X の空ではない部分集合とする．関数 f : S → R が
任意の x ∈ S, y ∈ S および θ ∈ (0, 1) に対して

(1− θ)x+ θy ∈ S (2.4.3)

f ((1− θ)x+ θy) ≤ (1− θ) f (x) + θf (y) (2.4.4)

を満たすとき，f を凸関数という．また，式 (2.4.4) の不等号が ≥ のとき，
凹関数という．
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(a) X = R (b) X = R2

図 2.8: 線形空間 X の部分集合 S が凸集合の例
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(a) X = R (b) X = R2 (c) X = R2

図 2.9: 線形空間 X の部分集合 S が凸集合ではない例

(a) f ∈ C1 (S;R) (b) f : 1次関数 (c) f ∈ C0 (S;R)

図 2.10: f が凸関数の例 (X = R)
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定理 2.4.4 (凸関数と 1階微分)

X = Rd，S ⊆ X を開凸集合，および f ∈ C1 (S;R) とする．f が凸関数で
あるための必要十分条件は，任意の x ∈ S および y ∈ S に対して

g (x) · (y − x) ≤ f (y)− f (x) (2.4.5)

が成り立つことである．
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証明 まず，必要性 (f が凸関数ならば式 (2.4.5) が成り立つこと) を示す．f

は凸関数なので，任意の x,y ∈ S および任意の θ ∈ (0, 1) に対して

f ((1− θ)x+ θy) = f (x+ θ (y − x)) ≤ f (x) + θ (f (y)− f (x))

が成り立つ．そこで，
f (x+ θ (y − x))− f (x)

θ
≤ f (y)− f (x) (2.4.6)

が得られる．θ → 0 のとき，式 (2.4.5) が得られる．
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次に，十分性 (式 (2.4.5) が成り立つならば f が凸関数であること) を示す．
x = (1− θ) z + θw および y = z とおけば，式 (2.4.5) は

f (z)− f (x) ≥ g (x) · (z − x) (2.4.7)

となる．一方，x = (1− θ) z + θw および y = w とおけば，式 (2.4.5) は

f (w)− f (x) ≥ g (x) · (w − x) (2.4.8)

となる．式 (2.4.7) を (1− θ) 倍，式 (2.4.8) を θ 倍して両辺の和をとると，

(1− θ) f (z) + θf (w)− f (x) ≥ g (x) · {(1− θ) z + θw − x} = 0
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が得られる．すなわち，S は凸集合で，f の凸性

(1− θ) f (z) + θf (w) ≥ f ((1− θ) z + θw)

が成り立つことから f は凸関数である． □

図 2.11: 凸関数と 1階微分 (X = R)
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定義 2.4.5 (正定値実対称行列)

A = A⊤ ∈ Rd×d とする．任意の x ∈ Rd に対して

x · (Ax) ≥ α ‖x‖2Rd

を満たす α > 0 が存在するとき，A を正定値であるという．α ≥ 0 が存在
するとき，A を半正定値であるという．また，

x · (Ax) ≤ −α ‖x‖2Rd

を満たす α > 0 が存在するとき，A を負定値であるという．α ≥ 0 が存在
するとき，A を半負定値であるという．
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定理 2.4.6 (凸関数と 2階微分)

X = Rd とおき，S ⊆ X を開凸集合，および f ∈ C2 (S;R) とする．f が凸
関数であるための必要十分条件は，任意の x ∈ S に対してHesse 行列
H (x) が半正定値であることである．

図 2.12: 凸関数と 2階微分 (X = R)
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証明 まず，必要性を示そう．f は凸関数なので，任意の x ∈ S, y ∈ S およ
び任意の θ ∈ (0, 1) に対して，式 (2.4.6) が成り立つ．式 (2.4.6) の右辺は，
f ∈ C2 (S;R) なので，任意の x ∈ S および y ∈ S に対して，ある ϑ ∈ (0, 1)

が存在して

f (y)− f (x) = g (x) · (y − x) +
1

2
(y − x) · {H ((1− ϑ)x+ ϑy) (y − x)}

(2.4.9)

とかける．式 (2.4.6) の左辺は θ = ϑ のとき，
f (x+ ϑ (y − x))− f (x)

ϑ

= g (x) · (y − x) +
1

2
ϑ (y − x) · {H ((1− ϑ)x+ ϑy) (y − x)}

(2.4.10)
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となる．したがって，θ = ϑ のときの式 (2.4.6) に式 (2.4.9) と式 (2.4.10) を
代入すれば，

(1− ϑ) (y − x) · {H ((1− ϑ)x+ ϑy) (y − x)} ≥ 0

が得られる．ϑ → 0 のとき，H (x) は半正定値となる．
次に十分性を示そう．任意の x ∈ S および y ∈ S に対してある ϑ ∈ (0, 1)

が存在して，式 (2.4.9) が満たされる．H ((1− ϑ)x+ ϑy) は半正定値である
ことより，式 (2.4.9) の右辺第 2項は非零である．このとき，

f (y)− f (x) ≥ g (x) · (y − x)

が成り立つ．したがって，定理 2.4.4 より f は凸関数である． □
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§2.4.3 微分法と凸関数の例題
例題 2.4.7 (1自由度ばね系のポテンシャルエネルギー)

図 1.2 のような 1自由度ばね系のポテンシャルエネルギーは

π (u) =

∫ u

0

(kv − p) dv =
1

2
ku2 − pu

であった．π は凸関数であることを示せ．

解答 π に対して
d2π

du2
= k > 0

となる．定理 2.4.6 より，π は凸関数である． □
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例題 2.4.8 (2自由度ばね系のポテンシャルエネルギー)

図 1.3 のような 2自由度ばね系のポテンシャルエネルギーは

π (u) =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2 (u2 − u1)

2 − (p1u1 + p2u2)

であった．f は凸関数であることを示せ．
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解答 π の Hesse 行列は

H =

(
k1 + k2 −k2

−k2 k2

)

となる．H の固有値 λ は

det

∣∣∣∣∣k1 + k2 − λ −k2

−k2 k2 − λ

∣∣∣∣∣ = 0

を満たすことから，

λ1, λ2 =
k1 + 2k2 ±

√
(k1 + 2k2)

2 − 4k1k2

2

となる．k1, k2 > 0 のとき λ1, λ2 > 0 となる．すべての固有値が正なので，H は正
定値行列である (定理 A.2.1)．定理 2.4.6 より，π は凸関数である． □
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例題 2.4.9 (長方形の面積)

x1 ∈ R および x2 ∈ R を長方形の縦と横の長さとする．このとき，面積
f (x) = x1x2 は凸関数ではないことを示せ．

解答 x = (1, 0)⊤ および y = (0, 1)⊤ を式 (2.4.4) に代入すれば，

f ((1− θ)x+ θy) = {(1− θ)x1 + θy1} {(1− θ)x2 + θy2} = (1− θ) θ

≥ (1− θ) f (x) + θf (y) = 0

となる．したがって，f は凸関数ではない (図 2.13)． □

50 / 196



図 2.13: 関数 f (x) = x1x2
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2.5 制約なし最適化問題



§2.5 制約なし問題

問題 2.5.1 (制約なし最適化問題)

X = Rd とする．S を X の開部分集合として，f : S → R が与えられた
とき，

min
x∈S

f (x)

を満たす x を求めよ．
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§2.5.1 極小点の必要条件

定理 2.5.2 (極小点 1次の必要条件)

問題 2.5.1 において，f ∈ C1 (S;R) とする．このとき，x ∈ S が極小点な
らば，

g (x) = 0Rd (2.5.1)

が成り立つ．あるいは，任意の y ∈ X に対して

g (x) · y = 0 (2.5.2)

が成り立つ．
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証明 g (x) 6= 0Rd とおいて矛盾を導こう．y = −g (x) とおくと，
g (x) · y = −‖g (x)‖2Rd < 0 となる．g は連続であるので，ある t1 が存在し
て，t ∈ [0, t1] に対して

g (x+ ty) · y < 0

が成り立つ．また，平均値の定理より，任意の t ∈ (0, t1] に対して

f (x+ ty) = f (x) + tg (x+ θty) · y

となる θ ∈ (0, 1) が存在する．ここで，θt ∈ (0, t1) より，g (x+ θty) · y < 0

である．この関係を上式に代入すれば，f (x+ ty) < f (x) の矛盾が得られ
る． □
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定理 2.5.2 では，式 (2.5.1) のようなベクトルどおしの等号を用いた条件と，
式 (2.5.2) のような任意のベクトルとの内積がゼロとなる条件が同値として扱
われている．両者が同値であるのは，式 (2.5.2) は任意の y ∈ X に対して成
り立つことを要請しているためである．このような任意のベクトルを用いた
表現は，今後，頻繁に現れる．ここでそれらの同値性について了解しておい
てほしい．
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f が 2階微分可能ならば，Hesse 行列が定義できて次の結果が得られる．
定理 2.5.3 (極小点 2次の必要条件)

問題 2.5.1 において，f ∈ C2 (S;R) とする．このとき，x ∈ S が極小点なら
ば，Hesse 行列 H (x) は半正定値である．
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証明 x が極小点ならば，定義 2.3.1 より x の近傍 B ⊂ S をとり，任意の
y ∈ B に対して

f (y)− f (x) ≥ 0

とできる．一方，x は極小点なので，Taylor の定理より

f (y)− f (x) =
1

2
(y − x) · {H (x) (y − x)}+ o

(
‖y − x‖2Rd

)
が成り立つ．z ∈ X を任意として，両辺に 2z/ ‖y − x‖2Rd をかけて，y → x

とすれば，

z · (H (x) z) ≥ 0

が成り立つ． □
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§2.5.2 極小点の十分条件

次に，x ∈ S が極小点になるための条件をみてみよう．それを示すために，
停留点を次のように定義する．
定義 2.5.4 (停留点)

S ⊆ X を開集合とする．x ∈ S において

g (x) = 0Rd

のとき，x を停留点という．
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f が 2階微分可能ならば極小点の十分条件について，次の結果が得られる．
定理 2.5.5 (極小点 2次の十分条件)

問題 2.5.1 において，f ∈ C2 (S;R) とする．このとき，x ∈ S が停留点で，
かつ Hesse 行列 H (x) が正定値ならば，x は極小点である．
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証明 x が停留点ならば，x の近傍 B ⊂ S をとり，任意の x+ y ∈ B に対し
て，θ ∈ (0, 1) が存在して

f (x+ y)− f (x) =
1

2
y · (H (x+ θy)y)

が得られる．H (x+ θy) は正定値である．したがって，

f (x+ y) > f (x)

が成り立つ． □
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§2.5.3 最小点の十分条件

問題 2.5.1 が凸最適化問題ならば，次の結果が得られる．
定理 2.5.6 (最小点の十分条件)

問題 2.5.1 において，S ⊆ X を空でない開凸集合，f : S → R を凸関数とす
る．このとき，x ∈ S が極小点ならば，x は S 上の最小点である．
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証明 x が極小点ならば，x の近傍 B ⊂ S をとり，x は B において最小と
なる．もしも，x とは別に最小点 y ∈ S があったと仮定すると，θ ∈ (0, 1) に
対して

(1− θ) f (x) + θf (y) ≥ f ((1− θ)x+ θy) = f (z)

が成り立つ．ここで， θ を十分小さくとれば z ∈ B とできる．これは x が極
小点であることに反する．そこで，x は唯一の極小点 (最小点) である． □

63 / 196



§2.5.4 制約なし最適化問題の例題

例題 2.5.7 (1自由度ばね系の力のつり合い方程式)

図 1.2 の 1自由度ばね系における力のつり合い方程式を満たす u は，例題
2.4.7 のポテンシャルエネルギー π の最小点であることを示せ．

解答 例題 2.4.7 より，π は凸関数である．そこで，力のつり合い方程式を満たす u

は定理 2.5.5 より極小点となる．さらに，定理 2.5.6 より最小点となる． □
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例題 2.5.8 (2自由度ばね系の力のつり合い方程式)

図 1.3 の 2自由度ばね系における力のつり合い方程式を満たす u は，例題
2.4.8 のポテンシャルエネルギー π の最小点であることを示せ．

解答 例題 2.4.8 より，π は凸関数である．そこで，力のつり合い方程式を満たす u

は定理 2.5.5 より極小点となる．さらに，定理 2.5.6 より最小点となる． □
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§2.5.5 制約なし最適化問題の解法に関する考察

この節で得られた結果とあとで示される結果をあわせて，制約なし最適化
問題 (問題 2.5.1) の解法に関して次のことがいえる．

1. 定理 2.5.2 より，極小点であれば停留点となる．そこで，停留点を求めれ
ばその点は極小点の候補となる．

2. 停留点 x が求められた上で，Hesse 行列 H (x) が正定値であることが確
認されれば，定理 2.5.5 より，x は極小点と判定される．

3. f が凸関数であれば，極小点と判定された停留点 x は，定理 2.5.6 より，
最小点と判定される．

4. f の凸性が不明な場合には，さまざまな試行点から第 3章で示される最
適化法によって極小点を求め，それらの中から最小点をみつける方法が
とられる．
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2.6 等式制約つき最適化問題



§2.6 等式制約つき最適化問題

問題 2.6.1 (等式制約つき最適化問題)

X = Rd とする．n < d に対して，f : X → R および
h = (h1, . . . , hn)

⊤ : X → Rn が与えられたとき，

min
x∈X

{f (x) | h (x) = 0Rn}

を満たす x を求めよ．
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§2.6.1 極小点の必要条件

図 2.14 の x を極小点とする． ここで，f と h1 が C1 (BX ;R) の要素であ
ると仮定する．このとき，∂Xf = g と ∂Xh1 が定義できて，次の関係が成り
立つ．

1. y と ∂Xh1 は直交する．
2. y と g は直交する．
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図 2.14: 等式制約つき最適化問題の極小点 (X = R2, n = 1)
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まず，(1) の関係を一般化しよう．許容集合を

V = {x ∈ X | h (x) = 0Rn} (2.6.1)

とおく．図 2.14 では h1 = 0 を満たす曲線上の点の集合となる．ここで，
x ∈ V の近傍を BX ⊂ X とかいて，h ∈ C1 (BX ;Rn) のとき，

TV (x) = {y ∈ X | hx⊤ (x)y = 0Rn } (2.6.2)

を x における許容方向集合あるいは接面という．ただし，
hx⊤ = (∂hi/∂xj) = (∂Xh1, . . . , ∂Xhn)

⊤ ∈ Rn×d は h の x の変動に対する
Jacobi 行列に相当し，行列の階数は n とする．すなわち，∂Xh1, . . . , ∂Xhn

は 1次独立であることと同値である．図 2.14 では曲線 h1 = 0 の x における
接線を TV (x) とおいたことになる．
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X = R3 のときは n = 1 と n = 2 の場合が考えられる．図 2.15 は，それら
の場合の TV (x) を示す．n = 1 の場合，h1 = 0 を満たす点の集合 V は曲面
になり，TV (x) は，文字通り，x におけるその曲面の接面になる．n = 2 の
場合，h1 = 0 と h2 = 0 を同時に満たす点の集合 V は曲線になり，TV (x) は
x におけるその曲線の接線になる．n = 2 のときに，
hx⊤ (x) = (∂Xh1 (x) , ∂Xh2 (x))

⊤ の階数が n = 2 であることは，∂Xh1 (x) と
∂Xh2 (x) が異なる方向を向いていることを意味する．式 (2.6.2) による
TV (x) の定義は，零空間と像空間あるいは核空間と値空間の定義 (A.3 節) に
従えば，

TV (x) = Kerhx⊤ (x)

とかける．
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(a) n = 1 (b) n = 2

図 2.15: 等式制約つき最適化問題の極小点 (X = R3 と X ′ = R3 を重ねている)
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それに対して，上記 (2) の条件を一般化すると次のようになる．上記 (2) の
条件は，g は TV (x) に含まれるすべてのベクトルと直交することを表してい
た．そこで，

T ′
V (x) = (TV (x))′ = {z ∈ X ′ | z · y = 0 for all y ∈ TV (x)} (2.6.3)

とおき，T ′
V (x) を TV (x) の双対集合あるいは双対面とよぶことにする．この

とき，f と h が 1階微分可能で，T ′
V が評価可能ならば，次の結果が得ら

れる．
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定理 2.6.2 (極小点 1次の必要条件)

問題 2.6.1 において，f ∈ C1 (X;R) および h ∈ C1 (X;Rn) で，x ∈ V にお
いて ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立とする．このとき，x が極小点な
らば，任意の y ∈ TV (x) に対して，

g (x) · y = 0 (2.6.4)

が成り立つ．また，

g (x) ∈ T ′
V (x) (2.6.5)

が成り立つ．
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証明 任意の y ∈ TV (x) に対して，g (x) · y 6= 0 とすると，g · y < 0 となる
ような y がとれる．このとき，定理 2.5.2 と同様の矛盾が得られる．
式 (2.6.5) は，T ′

V (x) の定義より，式 (2.6.4) と同値である． □
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§2.6.2 Lagrange 乗数法

最初に，図 2.14 において基本的な関係を確認してから一般化していくこと
にしよう．ここでも，f と h1 が C1 (BX ;R) の要素であると仮定する．ここ
で，g と y ∈ TV (x) は直交し，y ∈ TV (x) と ∂Xh1 が直交することに注目す
る．この関係は，g と ∂Xh1 が同じ方向を向いていることと同値である．さら
に，その関係は，

g + λ1∂Xh1 = 0R2 (2.6.6)

が成り立つようなある λ1 ∈ R が存在することと同値である．
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なぜならば，もしも，g と ∂Xh1 が同じ方向ではない非零のベクトルならば
式 (2.6.6) が成り立つような λ1 は存在しないためである．実際，方向が異な
る二つのベクトル a, b ∈ Rd が固定されたとき，a+ λb = 0Rd を満たす
λ ∈ R が存在しないことを確認してみよ．

(補足) a と b が同じ方向を向くためには a+ λb = 0 でなければならない．
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式 (2.6.6) を一般化しよう．最初に，次のことを一般化する．

• y ∈ TV (x) と g は直交する．

この条件は，変数 x が等式制約が満たされる方向に移動したときの評価関数
f の勾配がゼロになる条件から得られる．V を式 (2.6.1) の許容集合とする．
ここで，次の条件が満たされていると仮定する．
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仮定 2.6.3 (陰関数定理の仮定)

d > n のもとで X = Rd = Ξ× Rn とする．h : X → Rn は，
x =

(
ξ⊤0 ,u

⊤
0

)⊤ ∈ Ξ× Rn の近傍 BX = BΞ ×BRn において，

1. h (x) = 0Rn (すなわち x ∈ V ),

2. h ∈ C0 (BX ;Rn),

3. 任意の x̃ =
(
ξ⊤,u⊤)⊤ ∈ BΞ ×BRn に対して h (ξ, · ) ∈ C1 (BRn ;Rn),

4. x における Jacobi 行列 hu⊤ (x) は正則

を満たしている．
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このとき，陰関数定理 (定理 A.4.1) より，ある近傍 (凸開集合)

UΞ × URn ⊂ BΞ ×BRn と連続な関数 υ : UΞ → URn (υ はギリシャ文字 upsilon

の太文字) が存在して，h (x) = 0Rn は

u = υ (ξ) (2.6.7)

と同値となる．図 2.16 は，X = R2 および n = 1 のときの等式制約を満たす
集合と ξ–u 局所座標系を示す．
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そこで，

x̃ (ξ) =
(
ξ⊤,υ⊤ (ξ)

)⊤
とおけば，x̃ (ξ) ∈ V となる．ξ を V の局所座標という．

(a) ξ–u 座標系 (b) ξ 座標系
図 2.16: 等式制約を満たす集合と ξ–u 局所座標系

82 / 196



さらに，f̃ (ξ) = f (x̃ (ξ)) とかく．f ∈ C1 (BX ;Rn) ならば，ξ ∈ BΞ および
x = x̃ (ξ) ∈ BX が極小点のとき，

∂Ξf̃ (ξ) =

(
∂x̃

∂ξ⊤
(ξ)

)⊤
∂f

∂x
(x) =

(
x̃ξ⊤ (x)

)⊤
g (x) = 0Rd−n (2.6.8)

が成り立つ．この関係は，零空間と像空間の定義に従えば，

g (x) ∈ T ′
V (x) = Ker

(
x̃ξ⊤ (x)

)⊤
(2.6.9)

とかける．
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一方，

• y ∈ TV (x) と ∂Xh1 は直交する．

の一般化は，変数 x が等式制約を満たす条件から得られる．
h (x) = h (x̃ (ξ)) = 0Rn の両辺を ξ で微分すると，

∂h

∂x⊤ (x)
∂x̃

∂ξ⊤
(ξ) = hx⊤ (x) x̃ξ⊤ (x) = 0Rn×(d−n) (2.6.10)

が成り立つ．この関係は，零空間と像空間の定義に従えば，x̃ξ⊤ (x) の像空間
が hx⊤ (x) の零空間になっていることから，

TV (x) = Kerhx⊤ (x) = Im x̃ξ⊤ (x) (2.6.11)

とかける．
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これらの関係を用いれば，TV (x) あるいは T ′
V (x) を用いない次のような極

小点の必要条件が得られる．
定理 2.6.4 (Lagrange 関数を用いた極小点 1次の必要条件)

問題 2.6.1 において，f ∈ C1 (X;R) および h ∈ C1 (X;Rn) とする．x ∈ X

において ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立とする．このとき，x が極小
点ならば，

g (x) + ∂Xh
⊤ (x)λ = 0Rd , (2.6.12)

h (x) = 0Rn (2.6.13)

を満たす λ ∈ Rn が存在する．
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証明 定理の仮定より，x において仮定 2.6.3 が成り立つ．x が問題 2.6.1 の
極小点ならば，式 (2.6.9) が成り立つ．それに，式 (2.6.11) を用いれば，

g (x) ∈ T ′
V (x) = (TV (x))⊥ =

(
Im x̃ξ⊤ (x)

)⊥
= (Kerhx⊤ (x))⊥

が得られる．さらに，零空間と像空間の直交補空間に関する補題 A.3.1 より，

g (x) ∈ (Kerhx⊤ (x))⊥ = Im (hx⊤ (x))⊤ = Im (∂Xh1, . . . , ∂Xhn)

が得られる．この関係は，式 (2.6.12) と同値である．また，式 (2.6.13) は x

が問題 2.6.1 の極小点ならば成り立つ． □
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定理 2.6.4 の証明で現れた最後の関係は，式 (2.6.6) の一般化になっている．
すなわち，g (x) は ∂Xh1, . . . , ∂Xhn の線形結合で表されることを意味してい
るからである．定理 2.6.4 の中に現れた，λ = (λ1, . . . , λn)

⊤ ∈ Rn は等式制約
h (x) = 0Rn に対する Lagrange 乗数とよばれる．さらに，定理 2.6.4 の
式 (2.6.12) と式 (2.6.13) は Lagrange 関数を用いた極小点 1次の必要条件とよ
ばれる．その理由は，次の関係が成り立つためである．問題 2.6.1 の最適化問
題に対する Lagrange 関数を

L (x,λ) = f (x) + λ · h (x) (2.6.14)

と定義する．(x,λ) の任意変動
(
y, λ̂

)
∈ X × Rn に対する L の微分は

L ′ (x,λ)
[
y, λ̂

]
= f ′ (x) [y] + λ · (∂x⊤h (x)y) + λ̂ · h (x)

= g (x) · y +
(
∂Xh

⊤ (x)λ
)
· y + λ̂ · h (x) (2.6.15)
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となる．このとき，任意変動
(
y, λ̂

)
∈ X ×Rn に対する Lagrange 関数 L の

極小点 1次の必要条件 (停留条件) L ′ (x,λ)
[
y, λ̂

]
= 0 は，定理 2.6.4 の

式 (2.6.12) と式 (2.6.13) と同値となる．
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そこで，次の問題の解を問題 2.6.1 の解の候補とする方法を考えることがで
きる．その方法を等式制約つき最適化問題に対する Lagrange 乗数法という．
問題 2.6.5 (等式制約つき最適化問題に対する Lagrange 乗数法)

問題 2.6.1 に対して，L (x,λ) を式 (2.6.14) とおく．L (x,λ) の停留条件

∂XL (x,λ) = g (x) + ∂Xh
⊤ (x)λ = 0Rd , (2.6.16)

∂L

∂λ
(x,λ) = h (x) = 0Rn (2.6.17)

を満たす (x,λ) を求めよ．
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定理 2.6.4 では評価関数が 1階微分可能であることが仮定されていた．さら
に 2階微分可能ならば次の結果が得られる．以後，Lagrange 関数の x の変動
に対する Hesse 行列を ∂X∂

⊤
XL (x,λ) = HL (x,λ) ∈ Rd×d とかくことにし

よう．
定理 2.6.6 (Lagrange 関数を用いた極小点 2次の必要条件)

問題 2.6.1 において，f ∈ C2 (X;R) および h ∈ C2 (X;U) とする．x ∈ V

において ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立とする．このとき，x が極小
点ならば，任意の y ∈ TV (x) に対して，

y · (HL (x,λ)y) ≥ 0

が成り立つ．
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証明 式 (2.6.8) と同様の計算により

∂2f̃

∂ξ∂ξ⊤
(ξ) =

(
∂y

∂ξ⊤
(ξ)

)⊤
∂2f

∂x∂x⊤ (x)
∂y

∂ξ⊤
(ξ)

=
(
yξ⊤ (x)

)⊤
∂X∂

⊤
Xf (x)yξ⊤ (x) ∈ R(d−n)×(d−n)

が成り立つ．x が極小点ならば，∂2f̃/∂ξ∂ξ⊤ (ξ) は正定値行列である．また，
式 (2.6.10) から(

∂y

∂ξ⊤
(ξ)

)⊤
∂hi

∂x∂x⊤ (y)
∂y

∂ξ⊤
(ξ)

=
(
yξ⊤ (x)

)⊤
∂X∂

⊤
Xhi (x)yξ⊤ (x) = 0R(d−n)×(d−n)

が成り立つ．L (x,λ) = f (x) + λ · h (x) より，定理の式が成り立つ． □
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定理 2.6.6 に基づけば，極小点 x における Lagrange 関数 L (x,λ) は，接
面 TV (x) に対して f̃ (ξ) を 2次関数で近似した関数になっていると解釈され
る．実際，極小点 x では ∂f̃/∂ξ = 0Rd−n となり，定理 2.6.6 の証明より，

∂2f̃

∂ξ∂ξ⊤
(ξ) =

(
yξ⊤ (x)

)⊤
∂X∂

⊤
X

f (x) +
∑

i∈{1,...,n}

λihi

yξ⊤ (x)

=
(
yξ⊤ (x)

)⊤
∂X∂

⊤
XL (x,λ)yξ⊤ (x)

が成り立つ．そこで，任意の η ∈ Rd−n に対して y = yξ⊤ (x)η ∈ TV (x) とお
けば，

f̃ (ξ + η) = L (x,λ) + y⊤∂X∂
⊤
XL (x,λ)y + o

(
‖y‖2X

)
が成り立つからである．
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§2.6.3 極小点の十分条件

さらに，極小点であるための十分条件について，次の結果が得られる．
定理 2.6.7 (Lagrange 関数を用いた極小点 2次の十分条件)

問題 2.6.5 において，f ∈ C2 (X;R) および h ∈ C2 (X;U) とする．x ∈ X

において ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立とする．このとき，x が問題
2.6.5 の解で，任意の y ∈ TV (x) に対して

y · (HL (x,λ)y) > 0

を満たす (x,λ) が存在するならば，x は問題 2.6.1 の極小点である．

証明 f̃ に対して定理 2.5.5 の証明を用いる． □
93 / 196



§2.6.4 等式制約つき最適化問題の例題

図 2.17: ばねの結合問題
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例題 2.6.8 (ばねの結合問題)

図 2.17 の 2自由度ばね系に対して，k1 と k2 をばねの剛性を表す正の実定
数，a をばねのすきま (長さ) を表す正の実定数とする．これらのばねが結
合されたときにポテンシャルエネルギーが最小となる変位
u = (u1, u2)

⊤ ∈ R2 を求めよ．すなわち，

min
u∈R2

{
f (u) =

1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2

∣∣∣∣ h1 (u) = a− (u1 + u2) = 0

}
を満たす u を求めよ．
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解答 最初に，代入法で解いてみよう．u2 = a− u1 とおき，

f (u) = f̄ (u1) =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2 (a− u1)

2

とかく．このとき，
df̄

du1
(u1) = k1u1 − k2 (a− u1) = (k1 + k2)u1 − k2a = 0

より，f̄ の停留点は

u1 =
k2

k1 + k2
a, u2 = a− u1 =

k1
k1 + k2

a

となる．さらに，
d2f̄

du21
(u1) = k1 + k2 > 0

より，(u1, u2)
⊤ は最小点である．
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次に，Lagrange 乗数法で解いてみよう．Lagrange 関数を

L (u, λ) =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2 + λ (a− u1 − u2)

とおく．L (u, λ) の停留条件はLu1

Lu2

Lλ

 =

 k1u1 − λ

k2u2 − λ

a− u1 − u2

 =

0

0

0


となる．すなわち，k1 0 −1

0 k2 −1

1 1 0


u1

u2

λ

 =

0

0

a


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とかける．この式より
u1

u2

λ

 =
1

k1 + k2

 1 −1 k2

−1 1 k1

−k2 −k1 k1k2


0

0

a

 =


k2

k1 + k2
a

k1
k1 + k2

a

k1k2
k1 + k2

a


が得られる．u は代入法の結果と一致する．また，λ = k1u1 = k2u2 は内力の意味を
持つ．
さらに，Lagrange 関数の u ∈ U = R2 の変動に対する Hesse 行列

∂U∂
⊤
U L (u, λ) = HL (u, λ) =

(
k1 0

0 k2

)
は u および λ によらず正定値である．そこで，定理 2.6.7 より，u は極小点である．
さらに，あとで示される定理 2.7.9 の系 (系 2.7.10) より，u は最小点であることが
示される． □
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§2.6.5 直接微分法と随伴変数法

これまで，等式制約つき最適化問題 (問題 2.6.1) について極小点の必要条件
と十分条件についてみてきた．ここでは，問題 2.6.1 を第 1章でみてきたよう
な最適設計問題の形式におきかえて，設計変数の変動に対する評価関数の微
分を計算する方法についてみておきたい．第 1章ではそれらの方法を直接微
分法と随伴変数法とよんで手順だけをみてきた．ここでは，それらの定義を
示し，随伴変数法は Lagrange 乗数法と同値であることをみておこう．
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第 1章でとりあげた最適設計問題における状態決定問題は等式制約に相当
する．ここでは状態決定問題を次のように定義する．
問題 2.6.9 (線形システム問題)

Ξ = Rd−n および U = Rn とおく．K : Ξ → Rn×n および b : Ξ → Rn は与
えられたとする．ξ ∈ Ξ に対して

K (ξ)u = b (ξ) (2.6.18)

を満たす u ∈ U を求めよ．
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問題 2.6.10 (等式制約つき最適化問題)

問題 2.6.9 において K ∈ C1 (Ξ;Rn×n) および b ∈ C1 (Ξ;Rn) とする．
f ∈ C1 (Ξ× U ;R) が与えられたとき，

min
(ξ,u)∈Ξ×U

{f (ξ,u) | 問題 2.6.9 }

を満たす (ξ,u) を求めよ．
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解説を始める前に，第 1章において断面積微分よんだ設計変数の変動に対す
る評価関数の微分は，2.6 節においてこれまで使われてきた g (x) とは定義が
異なることを注意しておこう．実際，式 (2.6.8) では，f̃ (ξ) = f (ξ,υ (ξ)) の
ξ ∈ Ξ に対する微分を ∂Ξf̃ (ξ) =

(
yξ⊤ (x)

)⊤
g (x) とかいた．このときの

g (x) は ∂Xf ∈ Rd の意味で使われた．一方，第 1章では ∂Ξf̃0 ∈ Rd−n を g0

とかいていた．ここでは，第 2章の表記法にあわせて，g̃ = ∂Ξf̃ とかくこと
にする．
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まず，直接微分法の定義を示そう．f , K および b が 1階微分可能ならば，

g̃ = ∂Ξf̃ (ξ) =
∂f

∂ξ
(ξ,u) +

(
∂u

∂ξ⊤
(ξ)

)⊤
∂f

∂u
(ξ) (2.6.19)

が成り立つ．一方，式 (2.6.18) を ξ1, . . . , ξd−n で偏微分して，得られた列ベク
トルを横に並べた行列を

∂K

∂ξ⊤
u+K

∂u

∂ξ⊤
=

∂b

∂ξ⊤

とかく．すなわち，
∂K

∂ξ⊤
u =

(
∂K

∂ξ1
u · · · ∂K

∂ξd−n

u

)
∈ Rn×(d−n) (2.6.20)

とおいた．
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そこで，
∂u

∂ξ⊤
= K−1

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)
(2.6.21)

の右辺を計算し，その結果を式 (2.6.19) に代入して g̃ を求める方法を直接微
分法とよぶことにする．ここで，∂f/∂ξ, ∂f/∂u, ∂K/∂ξ⊤ および ∂b/∂ξ⊤ は
解析的に計算可能とみなしている．
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それに対して，随伴変数法は次のように定義される．まず，f に対する随伴
問題を次のように定義する．
問題 2.6.11 (f に対する随伴問題)

問題 2.6.10 において，ξ ∈ Ξ に対して K および f は与えられたとする．
このとき，

K⊤v =
∂f

∂u
(2.6.22)

を満たす関数 v ∈ U を求めよ．

問題 2.6.11 の解 v を随伴変数とよぶ．ここで，式 (2.6.21) と式 (2.6.22) を
組み合わせれば，(

∂u

∂ξ⊤

)⊤
∂f

∂u
=

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)⊤

K−⊤K⊤v =

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)⊤

v
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が得られる．式 (2.6.23) を式 (2.6.19) に代入すれば，

g̃ =
∂f

∂ξ
+

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)⊤

v ∈ Rd−n (2.6.24)

が得られる．そこで，問題 2.6.11 を解いて v を求め，式 (2.6.24) で g̃ を計
算する方法を随伴変数法とよぶことにする．この定義では Lagrange 関数の定
義は不要であった．
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一方，Lagrange 乗数法を用いても随伴変数法と同じ結果が得られることを
みておこう．まず，v ∈ Rn を等式制約 (状態方程式) に対する Lagrange 乗数
とおいて，Lagrange 関数を

L (ξ,u,v) = f (ξ,u) + v · (b (ξ)−K (ξ)u)

と定義する．L (ξ,u,v) の u および v に対する停留条件はそれぞれ
∂L

∂u
(ξ,u,v) =

∂f

∂u
−K⊤v = 0Rn ,

∂L

∂v
(ξ,u,v) = b−Ku = 0Rn

となる．これらは式 (2.6.22) および式 (2.6.18) と一致する．さらに，L の ξ

に対する偏微分は，
∂L

∂ξ
(ξ,u,v) =

∂f

∂ξ
+

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)⊤

v = g̃

となり，式 (2.6.24) と一致する．この一致から，Lagrange 乗数法と随伴変数
法は同値となる．また，随伴変数は Lagrange 乗数と同値であることになる．
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さらに，f̃ (ξ) の Hesse 行列 ∂Ξ∂
⊤
Ξ f̃ を H̃ とかくことにして，Lagrange 乗

数法を用いて H̃ を求める方法を考えてみよう．ここでは，Fréchet 微分の定
義 (定義 4.5.4) に従い，任意の η1 ∈ Ξ を用いた f̃ ′ (ξ) [η1] = g̃ · η1 に対する
Lagrange 関数を

LI (ξ,u,v,w, z)

= g̃ (ξ,u,v) · η1 +w · (b (ξ)−K (ξ)u) + z ·
(
∂f

∂u
−K⊤v

)
(2.6.25)

とおく．ただし，g̃ (ξ,u,v) は 式 (2.6.24) で与えられるものとする．w ∈ U

と z ∈ U は，g̃ (ξ,u,v) における u と v が満たすべき等式制約のために用意
された Lagrange 乗数である．η1 ∈ Ξ は LI においては定ベクトルとみなす．
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式 (2.6.25) の LI は，第 1章の平均コンプライアンスの場合，式 (1.1.43) の
LI0 に対応する．第 1章で行ったことを一般化すれば，次のようになる．
(ξ,u,v,wz) の任意変動 (η2, û, v̂, ŵ, ẑ) ∈ Ξ× U4 に対する LI の微分は

L ′
I (ξ,u,v,w, z) [η2, û, v̂, ŵ, ẑ]

= LIξ (ξ,u,v,w, z) [η2] + LIu (ξ,u,v,w, z) [û]

+ LIv (ξ,u,v,w, z) [v̂] + LIw (ξ,u,v,w, z) [ŵ]

+ LIz (ξ,u,v,w, z) [ẑ] (2.6.26)
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となる．式 (2.6.26) の右辺第 4項は，u が状態決定問題の解ならばゼロとな
る．式 (2.6.26) の右辺第 5項は，v が随伴問題の解ならばゼロとなる．また，
式 (2.6.26) の右辺第 2項は，

LIu (ξ,u,v,w, z) [û]

= g̃u⊤ (ξ,u,v) [û] · η1 −w · (K (ξ) û)

= û ·
(
g̃⊤
u (ξ,u,v) [η1]−K⊤ (ξ)w

)
(2.6.27)

となる．ここで，任意の û ∈ U に対して式 (2.6.27) がゼロとなる条件は， w

を決定する随伴問題となる．式 (2.6.26) の右辺第 3項は，

LIv (ξ,u,v,w, z) [v̂]
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= g̃v⊤ (ξ,u,v) [v̂] · η1 − z ·
(
K⊤ (ξ) v̂

)
= v̂ ·

(
g̃⊤
v (ξ,u,v) [η1]−K (ξ) z

)
(2.6.28)

となる．ここで，任意の v̂ ∈ U に対して式 (2.6.28) がゼロとなる条件は， z

を決定する随伴問題となる．
最後に，式 (2.6.26) の右辺第 1項は，

LIξ (ξ,u,v,w, z) [η2]

= −
{
w⊤

(
∂K (ξ)

∂ξ1
u . . .

∂K (ξ)

∂ξd−n

u

)
+ z⊤

(
∂K⊤ (ξ)

∂ξ1
v . . .

∂K⊤ (ξ)

∂ξd−n

v

)}
η2
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となる．
ここで，u, v, w (η1) と z (η1) はそれぞれ上記の条件を満たすように決定
されたとする．このときの f (ξ,u) を f̃ (ξ) とかくことにすれば，

LIξ (ξ,u,v,w, z) [η2] = f̃ ′′ (ξ) [η1,η2] = g̃H (ξ,η1) · η2 (2.6.29)

のようにかける．ここで，f̃ のHesse 勾配 g̃H は

g̃H (ξ,η1) = −
{
w⊤ (η1)

(
∂K (ξ)

∂ξ1
u . . .

∂K (ξ)

∂ξd−n

u

)
+ z⊤ (η1)

(
∂K⊤ (ξ)

∂ξ1
v . . .

∂K⊤ (ξ)

∂ξd−n

v

)}⊤

(2.6.30)

のように与えられる．
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§2.6.6 等式制約つき最適化問題の解法に関する考察

この節で得られた結果とあとで示される結果をあわせて，等式制約つき最
適化問題 (問題 2.6.1) の解法について次のことがいえる．
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1. 定理 2.6.4 より，Lagrange 乗数法 (問題 2.6.5) の解 (x,λ) は極小点の必
要条件を満たす．そのような x は極小点の候補となる．

2. Lagrange 乗数法 (問題 2.6.5) の解 (x,λ) が得られたとき，Lagrange 関数
の x の変動に対する Hesse 行列 ∂X∂

⊤
XL (x,λ) = HL (x,λ) が等式制約

を満たす任意の変動 y ∈ TV (x) に対して y · (HL (x,λ)y) > 0 が確認さ
れたならば，定理 2.6.7 より，x は極小値と判定される．

3. 等式制約つき最適化問題 (問題 2.6.1) が凸最適化問題のとき，あとで示
される定理 2.7.9 の系 (系 2.7.10) より，Lagrange 乗数法の解 x は最小点
と判定される．

4. 等式制約つき最適化問題 (問題 2.6.1) が凸最適化問題ではなくても，f̃

が凸関数のときには，あとで示される定理 2.7.2 の系 (系 2.7.3) より，f̃

の停留点 (g̃ = 0Rd−n が成り立つ x) は，最小点と判定される．
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2.7 不等式制約つき最適化問題



§2.7 不等式制約つき最適化問題

図 2.18: X = R2 および m = 1 のときの不等式制約つき最適化問題の極小点
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図 2.19: X = R2 および m = 2 のときの不等式制約つき最適化問題における極小点
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§2.7.1 極小点の必要条件

最初に，図 2.18 のように極小点 x では不等式制約の 1つが有効である場合
について考えてみよう．このとき，次のことがいえる．
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1. x からの変動が許されている方向は g1 · y ≤ 0 を満たすすべての y の方
向である．このようなすべての方向は，図中 TS (x) とかかれた半円の領
域になる．

2. x が極小点であれば，すべての y ∈ TS (x) 方向への変動に対して f0 は
変動しないかあるいは増加するはずである．この関係は，すべての
y ∈ TS (x) に対して g0 · y ≥ 0 となることを意味する．いいかえれば，
すべての y ∈ TS (x) に対して z · y ≤ 0 が満たされるような z の向きは，
図中 T ′

S (x) とかかれた半直線の領域に入る．
3. x が極小点であれば，すべての y ∈ TS (x) に対して g0 · y ≥ 0 となるこ
とは，−g0 が T ′

S (x) に含まれていることと同値である．
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(a) m = 1 (b) m = 2

図 2.20: 不等式制約つき最適化問題における極小点 (X = R3 と X ′ = R3 を重ねて
いる)
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以上のことを一般化しよう．
まず，不等式制約を満たす設計変数の許容集合 S を式 (2.1.1) のように定義
する．また，x ∈ S に対して

IA (x) = {i ∈ {1, . . . ,m} | fi (x) = 0} =
{
i1, . . . , i|IA(x)|

}
(2.7.1)

を有効な制約に対する添え字の集合とする．さらに，方向を表すベクトル y

が定まるような x ∈ S に収束するすべての無限点列 {yk}k∈N ∈ S に対して

CS (x) =

{
y ∈ X

∣∣∣∣ y

‖y‖
= lim

k→∞

yk − x

‖yk − x‖
for y 6= 0X

}
を S の許容方向集合あるいは接錐という．CS (x) に対して

C ′
S (x) = {z ∈ X ′ | z · y ≤ 0 for all y ∈ CS (x)}

を CS (x) の双対錐という．
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f0 が 1階微分可能で，C ′
S が評価可能ならば，上で示された考察のように，

次の結果は分かりやすい結果である．
定理 2.7.1 (極小点 1次の必要条件)

問題 2.1.2 において，f0 ∈ C1 (X;R) とする．x が極小点ならば，任意の
y ∈ CS (x) に対して，

g0 (x) · y ≥ 0 (2.7.2)

が成り立つ．また，

− g0 (x) ∈ C ′
S (x) (2.7.3)

が成り立つ．
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証明 任意の y ∈ CS (x) に対して，g0 (x) · y 6= 0 とすると，g0 (x) · y < 0

となるような y がとれる．このとき，定理 2.5.2 と同様の矛盾が得られる．
式 (2.7.3) は式 (2.7.2) と同値である． □

123 / 196



§2.7.2 最小点の必要十分条件

問題 2.1.2 が凸最適化問題で，C ′
S が評価可能ならば，次のような最小点の

必要十分条件が得られる．
定理 2.7.2 (最小点 1次の必要十分条件)

問題 2.1.2 において，f0 は C1 (X;R) の要素で, f1, . . . , fm は C0 (X;R) の
要素で，かつ f0, . . . , fm は凸関数とする．S を式 (2.1.1) とおく．このと
き，x ∈ S が最小点であるための必要十分条件は

− g0 (x) ∈ C ′
S (x)

が成り立つことである．
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証明 必要条件は定理 2.7.1 より明らかである．十分条件を示す．任意の
y ∈ S に対して，βk ∈ (0, 1) かつ βk → 0 なる {βk}k∈N を用いて {yk}k∈N を
yk = (1− βk)x+ βky とする．S は凸集合であるので，{yk}k∈N ⊆ S となり，
CS (x) の定義より，y − x ∈ CS (x) となる．そこで，C ′

S (x) の定義と
−g0 (x) ∈ C ′

S (x) より，

− g0 (x) · (y − x) ≤ 0

が成り立つ．f0 は凸関数なので，定理 2.4.4 より，

g0 (x) · (y − x) ≤ f0 (y)− f0 (x)

が成り立つ．よって，f0 (x) ≤ f0 (y) が成り立つ． □

125 / 196



最小点が S の内点にあるならば，定理 2.7.2 は次のようになる．この結果
は定理 2.5.6 と同値となる．
系 2.7.3 (最小点 1次の必要十分条件)

問題 2.1.2 において，f0 は C1 (X;R) の要素で，f1, . . . , fm は C0 (X;R)
で，かつ f0, . . . , fm は凸関数とする．S を式 (2.1.1) とおく．このとき，S

の内点 x が問題 2.1.3 の最小点であるための必要十分条件は

g0 (x) = 0Rd

が成り立つことである．
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証明 x が S の内点であれば，CS (x) = X となる．よって，C ′
S (x) = {0Rd}

となる．定理 2.7.2 より，g0 (x) = 0Rd が得られる． □
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§2.7.3 KKT 条件

まず，不等式制約の 1つが有効となっている図 2.18 の場合について考えて
みよう．不等式制約条件は有効であるから，等式制約が課されていたと考え
ても x は極小点となる．このとき，等式制約のときに用いた式 (2.6.6) は

g0 + λ1g1 = 0R2 (2.7.4)

にかきかえられる．しかし，不等式制約では有効な変動方向が広くなる．そ
のことを詳しくみていこう．任意の y ∈ R2 と式 (2.7.4) の内積をとれば，

g0 · y + λ1g1 · y = 0 (2.7.5)
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となる．式 (2.7.5) において，y が不等式制約を満たす方向であれば，
g1 · y ≤ 0 となる．また，x が極小点であれば，そのような y のときに目的
関数が変動しないかあるいは増加することから，g0 · y ≥ 0 となる．この二つ
の条件を同時に満たすためには，

λ1 ≥ 0 (2.7.6)

でなければならない．また，極小点では本来の不等式制約

f1 ≤ 0 (2.7.7)

は満たされる．さらに，不等式制約が無効 (f1 (x) < 0) の場合，不等式制約
はなかった場合と等しくなることから，λ1 = 0 となる．一方，不等式制約が
有効 (f1 (x) = 0) の場合は，式 (2.7.6) が成り立つ．これら二つの関係は

λ1f1 = 0 (2.7.8)
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ならば満たされる．そこで，式 (2.7.4), 式 (2.7.6), 式 (2.7.7) および式 (2.7.8)

が 1つの不等式制約が有効な場合の極小点で成り立つ条件となる．これらの
条件は，あとで示される KKT 条件の m = 1 の場合になっている．
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次に，図 2.19 のような極小点で二つの不等式制約が有効になっている場合
について考えてみよう．ここでも，等式制約が課されていたとみなせば，

g0 + λ1g1 + λ2g2 = 0R2 (2.7.9)

が成り立つようなある λ1, λ2 ∈ R が存在することと同値である．式 (2.7.9) を

− g0 = λ1g1 + λ2g2 (2.7.10)

のようにかきかえよう．ここで，g1 と g2 を固定して，

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 (2.7.11)

によってつくられる式 (2.7.10) 右辺のベクトルは，図 2.19 の T ′
S (x) とかか

れた扇形になる．T ′
S (x) の定義はのちに式 (2.7.15) で定義される．したがっ
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て，式 (2.7.10) は定理 2.7.1 の C ′
S (x) を T ′

S (x) にかきかえた条件になって
いる．また，極小点であれば，本来の不等式制約

f1 ≤ 0, f2 ≤ 0 (2.7.12)

は満たされる．さらに，上で説明された理由により，極小点では

λ1f1 = 0, λ2f2 = 0 (2.7.13)

が成り立つ．そこで，式 (2.7.9), 式 (2.7.11), 式 (2.7.12) および式 (2.7.13) が
二つの不等式制約が有効な場合の極小点で成り立つ条件となる．これらの条
件は，あとで示される KKT 条件の m = 2 の場合になっている．
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以上の結果を一般化しよう．まず，結果を示すために必要な定義と仮定を示
そう．x ∈ S の近傍を BX ⊂ X とかく．ここで，i ∈ IA (x) に対して
fi ∈ C1 (BX ;R) で，任意の y ∈ BX に対して gi (y) は 1次独立であるとす
る．このとき，

TS (x) = {y ∈ X | gi (x) · y ≤ 0 for all i ∈ IA (x)}

を x における線形化許容方向集合という．TS (x) は，等式制約つき最適化問
題における零空間に対応させて，

TS (x) = Kco (gi1 (x) , . . . , gik (x))
⊤ (2.7.14)

とかくことにする．また，

T ′
S (x) = {z ∈ X ′ | z · y ≤ 0 for all y ∈ TS (x)} (2.7.15)

を TS (x) の双対錐という．
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ここで，TS (x) と CS (x) の違いについて調べておこう．TS (x) は閉凸多面
錐となるが，CS (x) は閉凸多面錐になるとは限らない [3]．たとえば，

S =
{
y ∈ R2

∣∣ f1 = −y21 + y31 + y22 ≤ 0, f2 = −y1 − y2 ≤ 0
}

(2.7.16)

のとき，

CS (0R2) =
{
y ∈ R2

∣∣ y1 + y2 ≥ 0, y1 − y2 ≥ 0
}
∪
{
y ∈ R2

∣∣ y1 + y2 = 0
}
,

C ′
S (0R2) =

{
α (1, 1)⊤ ∈ R2

∣∣∣ α ≤ 0
}

となる．図 2.21 に CS (0R2) を示す．図より，CS (0R2) は閉凸多面錐ではない
ことがわかる．また，一般に，任意の x ∈ S に対して

CS (x) ⊆ TS (x)
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が成り立つ．たとえば，式 (2.7.16) の S のとき，

TS (0R2) =
{
y ∈ R2

∣∣ y1 + y2 ≥ 0
}
,

T ′
S (0R2) =

{
α (−1,−1)⊤ ∈ R2

∣∣∣ α ≥ 0
}

となる．

図 2.21: CS が閉凸多面錐ではない例: CS (0R2)
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TS (x) = CS (x) となるための十分条件は 1次の制約想定とよばれる．次に
示される Cottle の制約想定はその一つである [3, 命題 1.2, p. 13]．
命題 2.7.4 (Cottle の制約想定)

問題 2.1.2 に対して，S を式 (2.1.1) とおく．x ∈ S に対して，IA (x) を
式 (2.7.1) とおく．このとき，すべての i ∈ IA (x) に対して，gi (x) が 1次
式のときは gi (x) · y ≤ 0 となり，1次式以外のときは gi (x) · y < 0 となる
ような y ∈ X が存在するとき，TS (x) = CS (x) となる．
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このような 1次の制約想定を用いれば，問題 2.1.2 の極小点ならば成り立つ
条件を次のようにかくことができる．
定理 2.7.5 (KKT 条件)

問題 2.1.2 において，f0, . . . , fm は C1 (X;R) の要素とする．x ∈ S におい
て 1次の制約想定を満たすとする．x が極小点ならば，

g0 (x) +
∑

i∈{1,...,m}

λigi (x) = 0Rd , (2.7.17)

fi (x) ≤ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.7.18)

λifi (x) = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.7.19)

λi ≥ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} (2.7.20)

を満たす λ = (λ1, . . . , λm)
⊤ ∈ Rm が存在する．
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証明 問題 2.1.2 の不等式制約は，任意の t = (t1, . . . , tm)
⊤ ∈ Rm に対して

hi (x, ti) = fi (x) + t2i = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} (2.7.21)

のようにかかれる．そこで，t を設計変数に加え，問題 2.1.2 の Lagrange 関
数を

L (x, t,λ) = f0 (x) +
∑

i∈{1,...,m}

λihi (x, ti) (2.7.22)

とおく．ここで，(x, t) が式 (2.7.21) の等式制約を満たすときの f0 の極小点
ならば，定理 2.6.4 より

Lx (x, t,λ) = g0 (x) +
∑

i∈{1,...,m}

λigi (x) = 0Rd , (2.7.23)

Lti (x, t,λ) = 2λiti = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.7.24)
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Lλi
(x, t,λ) = fi (x) + t2i = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} (2.7.25)

が成り立つ．式 (2.7.23) と式 (2.7.25) はそれぞれ式 (2.7.17) と式 (2.7.18) と
同値である．また，式 (2.7.24) の両辺に ti をかけて，式 (2.7.21) を用いれば，
式 (2.7.19) が得られる．
さらに，式 (2.7.20) が成り立つことは次のようにして確かめられる．x が
問題 2.1.2 の極小点で，1次の制約想定が満たされていれば，定理 2.7.1 と
式 (2.7.14) および Farkas の補題 (補題 A.3.2) より，ii, . . . , ik ∈ IA (x) に対
して

−g0 (x) ∈ C ′
S (x) = T ′

S (x) = (TS (x))
′ =
(
Kco (gi1 (x) , . . . , gik (x))

⊤
)′

= Ico (gi1 , . . . , gik)
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が成り立つ．ただし，λ = (λi1 , . . . , λik)
⊤ に対して

Ico (gi1 , . . . , gik) = {(gi1 , . . . , gik)λ ∈ X ′ | λ ≥ 0Rk}

とおいた．また，i /∈ IA (x) に対して λi = 0 とおく．この関係は，式 (2.7.20)

が成り立つことを示している． □
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式 (2.7.17) から式 (2.7.20) を KKT (Karush-Kuhn-Tucker) 条件という．
式 (2.7.18) は x が不等式制約を満たしていることを示している．式 (2.7.19)

は，相補性条件とよばれ，有効でない制約 fi (x) < 0 に対して λi = 0 となる
ことで式 (2.7.17) から gi を削除する作用をする．最後に式 (2.7.17) と
式 (2.7.20) をあわせた条件は，図 2.19 を用いた考察で解説されたように，図
2.19 の T ′

S (x) とかかれた扇形に −g0 が入る条件を与えており，定理 2.7.1 の
C ′

S (x) を T ′
S (x) にかきかえた条件になっている．証明の中で使われた t はス

ラック変数とよばれる．
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不等式制約つき最適化問題に対しても Lagrange 関数を定義しよう．ここで
は，あとで示される双対定理との関係を考えて

L (x,λ) =

f0 (x) +
∑

i∈{1,...,m} λifi (x) (λ ≥ 0Rm)

−∞ (λ 6≥ 0Rm)
(2.7.26)

とおく．ここで，λ = (λ1, . . . , λm)
⊤ ∈ Rm は Lagrange 乗数である．このと

き，式 (2.7.17) と式 (2.7.18) は L (x,λ) を用いた条件にかきかえられる．そ
こで，次の問題の解を問題 2.1.2 の解の候補とする方法を不等式制約つき最適
化問題に対する Lagrange 乗数法という．
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問題 2.7.6 (不等式制約つき最適化問題に対する Lagrange 乗数法)

問題 2.1.2 に対して，L (x,λ) を式 (2.7.26) とおく．このとき，KKT 条件

Lx (x,λ) = g0 (x) +
∑

i∈{1,...,m}

λigi (x) = 0Rd , (2.7.27)

Lλi
(x,λ) = fi (x) ≤ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.7.28)

λifi (x) = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.7.29)

λi ≥ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} (2.7.30)

を満たす (x,λ) を求めよ．
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さらに，f0, . . . , fm が 2階微分可能のとき，問題 2.1.2 の極小点ならば，次
の条件が得られる．KKT 条件を満たす (x,λ) ∈ X × Rm に対して，
式 (2.7.1) と式 (2.1.1) の IA (x) と S のほかに

ĪA (λ) = {i ∈ {1, . . . ,m} | λi > 0} , (2.7.31)

S̄ = S ∩
{
x ∈ X | fi (x) = 0, i ∈ ĪA (x)

}
(2.7.32)

を定義する．S̄ の x における許容方向集合を TS̄ (x) とかく．また，Lagrange

関数 L (x,λ) の x の変動に対する Hesse 行列を
HL (x,λ) = ∂X∂

⊤
XL (x,λ) とかく．
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定理 2.7.7 (Lagrange 関数を用いた極小点 2次の必要条件)

問題 2.1.2 において，f0, . . . , fm は C2 (X;R) の要素とする．x ∈ X にお
いて i ∈ IA (x) に対する gi が 1次独立で，かつ 1次の制約想定を満たすと
する．このとき，x が問題 2.1.2 の極小点ならば，任意の接ベクトル
t ∈ TS̄ (x) に対して，

t · (HL (x,λ) t) ≥ 0

が成り立つ．
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証明 {yk}k∈N ∈ S̄ を i ∈ {1, . . . ,m} に対して λifi (yk) = 0 を満たし，
t/ ‖t‖Rd = limk→∞ (yk − x) / ‖yk − x‖Rd となるようにとる．x は極小点であ
ることから，x の近傍 B をとり，任意の yk ∈ B に対して，θ ∈ (0, 1) が存在
して

f0 (yk)− f0 (x) = L (yk,λ)− L (x,λ)

=
1

2
(yk − x) · {HL (x+ θ (yk − x) ,λ) (yk − x)} ≥ 0

(2.7.33)

が成り立つ．両辺に 2t/ ‖yk − x‖2Rd をかけて，k → ∞ とすれば，定理の式
が得られる． □
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§2.7.4 極小点 2次の十分条件
定理 2.7.8 (極小点 2次の十分条件)

問題 2.1.2 において，f0, . . . , fm は C2 (X;R) の要素とする．x ∈ X にお
いて i ∈ IA (x) に対する gi が 1次独立で，かつ 1次の制約想定を満たすと
する．このとき，KKT 条件を満たし，任意の y ∈ TS̄ (x) に対して

y · (HL (x,λ)y) > 0

を満たす (x,λ) が存在するならば，x は極小点である．

証明 (x,λ) が KKT 条件を満たすならば，式 (2.7.33) が得られる．ここで，
HL (x,λ) は正定値である．したがって，x は極小点となる． □
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§2.7.5 最小点の十分条件

さらに，問題 2.1.2 が凸最適化問題ならば，最小点の十分条件が得られる．
定理 2.7.9 (KKT 条件を用いた最小点 1次の十分条件)

問題 2.1.2 において，f0, . . . , fm は C1 (X;R) の要素で，かつ凸関数とす
る．x ∈ X において i ∈ IA (x) に対する gi が 1次独立で，かつ 1次の制約
想定を満たし，さらに (x,λ) は KKT 条件を満たすとする．このとき，x は
最小点である．
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証明 KKT 条件を満たす λ1, . . . , λm を固定して，
L (y) = f0 (y) +

∑
i∈{1,...,m}

λifi (y)

とおく．KKT 条件より，∂XL (x) = 0Rd が成り立つ．L は凸関数なので，
系 2.7.3 より，x は L の最小点となる．すなわち，任意の y ∈ S に対して

f0 (x) +
∑

i∈{1,...,m}

λifi (x) ≤ f0 (y) +
∑

i∈{1,...,m}

λifi (y)

が成り立つ．KKT 条件より，i ∈ {1, . . . ,m} に対して λifi (x) = 0 および
λi ≥ 0 なので，任意の y ∈ S に対して

f0 (x) ≤ f0 (y)

が成り立つ． □
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さらに，定理 2.7.9 を応用すれば，等式制約つき最適化問題 (問題 2.6.1) に
対して，次のような最小点の十分条件が得られる．
系 2.7.10 (等式制約に対する最小点 1次の十分条件)

f0 は C1 (X;R) の要素で，かつ凸関数とする． h ∈ C1 (X;Rn) は 1次関数
で，かつ x ∈ X において ∂Xh1 (x), . . . , ∂Xhn (x) が 1次独立で，1次の制
約想定を満たすとする．(x,λ) は問題 2.6.5 の解とする．このとき，x は問
題 2.6.1 の最小点である．
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証明 等式制約は

h (x) ≤ 0Rn , −h (x) ≤ 0Rn

と同値である．これらに対する Lagrange 乗数を λ+ = (λ+1, . . . , λ+n)
⊤ ∈ Rn,

λ− = (λ−1, . . . , λ−n)
⊤ ∈ Rn とおく．h1, . . . , hn は 1次関数なので凸関数であ

る．なぜならば，任意の x ∈ X および y ∈ X に対して

∂Xhi (x) · (y − x) = hi (y)− hi (x)

が成り立つ (定理 2.4.4) ためである．したがって，この問題は不等式制約の
凸最適化問題となっている．このときの KKT 条件は，
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Lx (x,λ+,λ−) = g0 (x) + ∂Xh
⊤ (x) (λ+ − λ−) = 0Rd ,

Lλ+i
(x,λ+,λ−) = hi (x) ≤ 0 for i ∈ {1, . . . , n} ,

Lλ−i
(x,λ+,λ−) = −hi (x) ≤ 0 for i ∈ {1, . . . , n} ,
λ+ihi (x) = 0 for i ∈ {1, . . . , n} , λ−ihi (x) = 0 for i ∈ {1, . . . , n} ,

λ+i ≥ 0 for i ∈ {1, . . . , n} , λ−i ≥ 0 for i ∈ {1, . . . , n}

とかける．λ+ − λ− = λ とかけば，(x,λ) は問題 2.6.5 の解と同値になる．
□
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§2.7.6 不等式制約つき最適化問題の例題

例題 2.7.11 (ばねの結合問題)

例題 2.6.8 において，ばねの結合条件が不等式に変更されたときの最小点を
求めよ．すなわち，

min
u∈R2

{
f0 (u) =

1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2

∣∣∣∣ f1 (u) = a− (u1 + u2) ≤ 0

}
を満たす u を求めよ．また，

min
u∈R2

{
f0 (u) =

1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2

∣∣∣∣ f1 (u) = (u1 + u2)− a ≤ 0

}
を満たす u を求めよ．
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解答 f1 = a− (u1 + u2) ≤ 0 のとき，Lagrange 関数は，λ ∈ R を Lagrange 乗数と
して，

L (u, λ) =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2 + λ (a− u1 − u2)

となる．L (u, λ) の停留条件は例題 2.6.8 の結果と等しく，k1 > 0, k2 > 0 および
a > 0 のとき

u1 =
k2

k1 + k2
a > 0, u2 =

k1
k1 + k2

a > 0, λ =
k1k2

k1 + k2
a > 0

となる．この結果は KKT 条件を満たす．この問題は，例題 2.6.8 で調べたように，
凸最適化問題なので，定理 2.7.9 により u は最小点となる．
一方，f1 = (u1 + u2)− a ≤ 0 のとき，Lagrange 関数は

L (u, λ) =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2 + λ (u1 + u2 − a)
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となる．L (u, λ) の停留条件は，k1 > 0, k2 > 0 および a > 0 のとき

u1 =
k2

k1 + k2
a > 0, u2 =

k1
k1 + k2

a > 0, λ = − k1k2
k1 + k2

a < 0

となる．λ < 0 より，この結果は KKT 条件を満たさない．したがって，結合制約を
無効とみなし，λ = 0 とおき，問題を

min
u∈R2

{
f0 (u) =

1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2

}
にかきかえる．この問題に対して

g0 (u) =

(
k1 0

0 k2

)(
u1

u2

)
=

(
0

0

)

より，u = 0R2 が得られる． □

155 / 196



§2.7.7 不等式制約つき最適化問題の解法に関する考察

この節の内容から，不等式制約つき最適化問題 (問題 2.1.2) の解法について
次のことがいえる．
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1. 定理 2.7.5 より，Lagrange 乗数法 (問題 2.7.6) の解 (x,λ) は極小点の必
要条件を満たす．そのような x は極小点の候補となる．

2. Lagrange 乗数法 (問題 2.7.6) の解 (x,λ) が得られたとき，Lagrange 関数
の x の変動に対する Hesse 行列 ∂X∂

⊤
XL (x,λ) = HL (x,λ) が不等式制

約を等式で満たす任意の変動 y ∈ TS̄ (x) に対して y · (HL (x,λ)y) > 0

が確認されたならば，定理 2.7.8 より，x は極小点と判定される．
3. 不等式制約つき最適化問題 (問題 2.1.2) が凸最適化問題のとき，定理

2.7.9 より，Lagrange 乗数法の解 x は最小点と判定される．
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2.8 等式と不等式制約つき最適化
問題



§2.8 等式と不等式制約つき最適化問題

最適設計問題では，等式制約として状態方程式が設定され，不等式制約と
して評価関数についての制約が使われる．2.1 節の冒頭で定義された最適化問
題 (問題 2.1.1) は，そのようなことを意識して定義された．ここでは，最適
設計問題との対応を意識して，問題 2.1.1 を次のようにかくことにしよう．

159 / 196



問題 2.8.1 (等式と不等式制約つき最適化問題)

d > n として，Ξ = Rd−n および U = Rn とおく．K : Ξ → Rn×n と
b : Ξ → Rn が与えられ，f0, f1, . . . , fm : Ξ× U → R が与えられたとき，

min
(ξ,u)∈Ξ×U

{
f0 (ξ,u) | h (ξ,u) = −K (ξ)u+ b (ξ) = 0Rn ,

f1 (ξ,u) ≤ 0, . . . , fm (ξ,u) ≤ 0
}

を満たす (ξ,u) を求めよ．
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問題 2.8.1 に対して，等式制約を満たす (ξ,u) の集合を

V = {(ξ,u) ∈ Ξ× U | h (ξ,u) = −K (ξ)u+ b (ξ) = 0Rn}

とおく．さらに，i ∈ {0, 1, . . . ,m} に対して

f̃i (ξ) = {fi (ξ,u) | (ξ,u) ∈ V } (2.8.1)

とかくことにする．このとき，f̃i (ξ) の ξ に対する微分 g̃i は，2.6.5 項でみて
きたように，式 (2.6.24) と同様の

g̃i =
∂fi
∂ξ

+

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)⊤

vi ∈ Rd−n (2.8.2)
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によって求められる．ただし，(∂K/∂ξ⊤
)
u は式 (2.6.20) で定義されている

ものとする．ここで，vi ∈ U は，式 (2.6.22) と同様の随伴方程式

K⊤vi =
∂fi
∂u

(2.8.3)

の解とする．
このようにして得られた g̃0, . . . , g̃m は評価関数が f̃0 (ξ), . . . , f̃m (ξ) とみ
なされたときの ξ に対する微分になっている．そこで，これらを用いれば，
問題 2.8.1 は次のようにかきかえられる．
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問題 2.8.2 (不等式制約つき最適化問題)

Ξ = Rd−n とおく．f̃0, f̃1, . . . , f̃m : Ξ → R が与えられたとき，

min
ξ∈Ξ

{
f̃0 (ξ)

∣∣∣ f̃1 (ξ) ≤ 0, . . . , f̃m (ξ) ≤ 0
}

を満たす ξ を求めよ．

問題 2.8.2 に対する Lagrange 関数を

L̃ (ξ,λ) = f̃0 (ξ) +
∑

i∈{1,...,m}

λif̃i (ξ) (2.8.4)

とおく．このとき，問題 2.8.2 に対する KKT 条件は

L̃ξ (ξ,λ) = g̃0 +
∑

i∈{1,...,m}

λig̃i = 0Rd−n , (2.8.5)
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L̃λi
(ξ,λ) = f̃i (ξ) ≤ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.8.6)

λif̃i (ξ) = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} , (2.8.7)

λi ≥ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} (2.8.8)

となる．そこで，問題 2.8.2 に対する極小点の候補を求めるための Lagrange

乗数法は次のようになる．
問題 2.8.3 (不等式制約つき最適化問題に対する Lagrange 乗数法)

問題 2.8.2 に対して，L̃ (ξ,λ) を式 (2.8.4) とおく．このとき，KKT 条件
(式 (2.8.5) から式 (2.8.8)) を満たす (ξ,λ) を求めよ．

そこで，問題 2.8.3 の解 (ξ,λ) に対して，定理 2.7.5 から定理 2.7.8 の結果
が得られることになる．これらの結果から等式と不等式制約つき最適化問題
(問題 2.8.1) の解法に関していえることは，2.8.2 項にまわすことにしよう．
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§2.8.1 等式と不等式制約つき最適化問題に対する Lagrange 乗数法

問題 2.8.1 の最小点が満たす条件については上記のとおりである．ここで
は，問題 2.8.1 に対する Lagrange 関数を定義して，それらを用いて問題 2.8.3

の Lagrange 乗数法につなげることを考えよう．ここで示される内容は，第 1

章でも示された内容である．第 7章以降の最適設計問題においても評価関数
の設計変数に対する微分を求める際に使われる考え方である．第 2章の内容
とそれらとの関係を明確にするために，あえてこの項を設けることにした．
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問題 2.8.1 に対する Lagrange 関数を

L (ξ,u,v0, . . . ,vm,λ) = L0 (ξ,u,v0) +
∑

i∈{1,...,m}

λiLi (ξ,u,vi) (2.8.9)

とおく．ただし，λ = (λ1, . . . , λm)
⊤ ∈ Rm を f1 ≤ 0, . . . , fm ≤ 0 に対する

Lagrange 乗数とする．また，

Li (ξ,u,vi) = fi (ξ,u) + LS (ξ,u,vi) (2.8.10)

を fi (ξ,u) に対する Lagrange 関数とする．さらに，

LS (ξ,u,vi) = −vi · (K (ξ)u− b (ξ)) (2.8.11)

を等式制約に対する Lagrange 関数，v0, . . . , vm を h (ξ,u) = 0Rn に対する
Lagrange 乗数 (随伴変数) として，それぞれ f0, . . . , fm のために定義された
ものであるとする．
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式 (2.8.2) の g̃i は次のようにして得られる．(ξ,u,vi) の任意の変動
(η, û, v̂i) ∈ Ξ× U × U に対する Li の微分 (全微分) は

L ′
i (ξ,u,vi) [η, û, v̂i]

= Liξ (ξ,u,vi) [η] + Liu (ξ,u,vi) [û] + Livi
(ξ,u,vi) [v̂i] (2.8.12)

となる．式 (2.8.12) の右辺第 3項は，

Livi
(ξ,u,vi) [v̂i] = −v̂i · (K (ξ)u− b (ξ)) = LS (ξ,u, v̂i) (2.8.13)

となる．式 (2.8.13) は u が等式制約を満たすときにゼロとなる．式 (2.8.12)

の右辺第 2項は，

Liu (ξ,u,vi) [û] = −û ·
(
K⊤ (ξ)vi −

∂fi
∂u

)
(2.8.14)
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となる．式 (2.8.14) は vi が式 (2.8.3) を満たすときにゼロとなる．さらに，
式 (2.8.12) の右辺第 1項は，

Liξ (ξ,u,vi) [η] =

{
∂fi
∂ξ

+

(
∂b

∂ξ⊤
− ∂K

∂ξ⊤
u

)⊤

vi

}
· η (2.8.15)

となる．
以上の結果から，u を求める等式制約は任意の v̂i ∈ U に対して

Livi
(ξ,u,vi) [v̂i] = 0 が成り立つ条件と同値であり，vi を求める随伴方程式

は任意の û ∈ U に対して Liu (ξ,u,vi) [û] = 0 が成り立つ条件と同値である
ことがわかる．さらに，f̃i の微分 f̃ ′

i (ξ) [η] は，それらの u と vi を用いたと
きの Liξ (ξ,u,vi) [η] = g̃i · η によってえられることが示されたことになる．
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§2.8.2 等式と不等式制約つき最適化問題の解法に関する考察

これまでの結果より，等式と不等式制約つき最適化問題 (問題 2.8.1) の解法
について次のことがいえる．

169 / 196



1. f̃0, . . . , f̃m を式 (2.8.1) のようにおく．このとき，等式と不等式制約つき
最適化問題 (問題 2.8.1) は不等式制約つき最適化問題 (問題 2.8.2) にか
きかえられる．

2. i ∈ {0, 1, . . . ,m} に対して f̃i の微分 f̃ ′
i (ξ) [η] は，問題 2.8.1 の Lagrange

関数を式 (2.8.10) の Li とおいたとき，等式制約を満たす u と随伴方程
式 (あるいは任意の û ∈ U に対して Liu (ξ,u,vi) [û] = 0) を満たす vi

を使って，Liξ (ξ,u,vi) [η] = g̃i · η によってえられる．
3. 不等式制約つき最適化問題 (問題 2.8.2) に対する Lagrange 乗数法 (問題

2.8.3) の解 (ξ,λ) が得られたとする (具体的な方法は第 3章で示される)．
このとき，Lagrange 関数 L̃ (ξ,λ) の ξ の変動に対する Hesse 行列
∂Ξ∂

⊤
Ξ L̃ (ξ,λ) = HL̃ (ξ,λ) が不等式制約を等式で満たす任意の変動

η ∈ TS̄ (ξ) = {η ∈ Ξ | g̃i (ξ) · η = 0 for all i ∈ IA (ξ)}

170 / 196



に対して

η · (HL̃ (ξ,λ)η) > 0

が確認されたならば，定理 2.7.8 より，ξ は極小値と判定される．
4. 不等式制約つき最適化問題 (問題 2.8.2) が凸最適化問題のとき，定理

2.7.9 より，Lagrange 乗数法の解 ξ とそのときの h (ξ,u) = 0Rn を満た
す u は最小点と判定される．

第 1章の 1次元線形弾性体と 1次元定常 Stokes 流れ場の形状最適化問題は，
等式と不等式制約つき最適化問題の例題となっていた．それらの問題は凸最
適化問題であった．そこで，KKT 条件を満たす a がみつかれば，それらは最
小点であると判定される．
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2.9 双対定理



§2.9 双対定理

2.7 節および 2.8 節で用いた KKT 条件は，f0, . . . , fm が 1階微分可能であ
ることを必要とした．次に示される双対定理を用いれば，この 1階微分可能
性を凸性に変えることができる．本書ではこの定理を直接つかわないため，
証明を省略して結果だけを示すことにする．
次のような制約想定を定義しよう．
定義 2.9.1 (Slater 制約想定)

問題 2.1.2 において，f (y) < 0Rm が成り立つようなある y ∈ S が存在する
とき，Slater 制約想定が満たされているという．
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双対定理は次のように表される [3, 4, 5]．
定理 2.9.2 (双対定理)

問題 2.1.2 が凸最適化問題で，かつ Slater 制約想定が満たされるとする．
L (x,λ) を式 (2.7.26) とする．このとき，x ∈ X が最小点であるための必
要十分条件は，任意の y ∈ X および µ ≥ 0Rm に対して

L (x,µ) ≤ L (x,λ) ≤ L (y,λ) (2.9.1)

が成り立つような λ ≥ 0Rm が存在することである．
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式 (2.9.1) を満たす (x,λ) は図 2.22 のような鞍点となる．そのために，双
対定理は鞍点定理ともよばれる．

図 2.22: 鞍点
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§2.9.1 双対定理の例題

ここでも，ばねの結合問題に対して双対定理を使ってみよう．
例題 2.9.3 (ばねの結合問題)

例題 2.7.11 において，

min
u∈R2

{
f0 (u) =

1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2

∣∣∣∣ f1 (u) = a− (u1 + u2) ≤ 0

}
を満たす u は Lagrange 関数の鞍点になることを示せ．
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解答 u をこの問題の最小点とみなし，v ∈ R2 を任意の変数とおく．このとき，
f0 (v) と f1 (v) は凸関数なので，この問題は凸最適化問題である．また，
(v1, v2) = (a/4, a/4) のとき f1 (v) < 0 となることから，Slater 制約想定は満たされ
ている．この問題の Lagrange 関数は

L (v, µ) = f0 (v) + µf1 (v) =
1

2
k1v

2
1 +

1

2
k2v

2
2 + µ (a− v1 − v2)

で定義される．ここで，µ ∈ R は f1 ≤ 0 に対する Lagrange 乗数である．このとき，
µ > 0 に対して

L (u, µ) = inf
v∈R2

L (v, µ) = L

(
µ

k1
,
µ

k2
, µ

)
=

1

2

µ2

k1
+

1

2

µ2

k2
+ µ

(
a− µ

k1
− µ

k2

)
= −1

2

(
1

k1
+

1

k2

)
µ2 + aµ
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となる．さらに，L̃ (µ) = L (u (µ) , µ) とおき，

dL̃

dµ
= −

(
1

k1
+

1

k2

)
µ+ a = 0

を満たす µ を λ とおく．また，

d2L̃

dµ2
= −

(
1

k1
+

1

k2

)
< 0

となる．したがって，

L (u, µ) ≤ L (u, λ)

が成り立つ．一方，L (u, λ) ≤ L (v, λ) は明らかである． □
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例題 2.9.3 の最小点が Lagrange 関数の鞍点になっていることを図で確認し
てみよう．この問題の変数は (u1, u2, λ)

⊤ ∈ X = R3 であった．このままでは
図にすることは難しい．そこで，u2 = 0 とおく．あるいは k2 → ∞ を仮定す
る．また, k1 = 1 および a = 1 とおく．このとき，

L (u1, λ) =
1

2
u2
1 + λ (1− u1)

となり，鞍点は (u1, λ) = (1, 1) となる．図 2.23 にそのようすを示す．鞍点の
条件が成り立っていることが確かめられる．
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図 2.23: 例題 2.9.3 の鞍点

なお，λ は内力の意味をもつ．また，−L (u,λ) はコンプリメンタリエネ
ルギーとよばれる．工学では，変位を既知として内力を求めるときに，コン
プリメンタリエネルギーの最小化問題が使われる．
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図 2.24: 1個の断面積をもつ 1次元線形弾性体

この章の最後に，第 1章でみてきたような最適設計問題に対して双対定理を
使ってみよう．
図にするために，変数を二つに限定することにしよう．1つを Lagrange 乗
数にとれば，設計変数を 1つに限定する必要がある．そこで，図 2.24 のよう
な 1つだけの断面積をもつ 1次元線形弾性体を考えることにしよう．
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例題 2.9.4 (平均コンプライアンス最小化問題)

eY = 1, l = 1, c1 = 1 および p = 1 とする．このとき，

min
(a,u)∈R2

{
f0 (u) = pu

∣∣∣ f1 (a) = la− c1 ≤ 0,
eY
l
au = p

}
を満たす (a, u) を求めよ．また，この点における Lagrange 関数を図示せよ．
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解答 f̃0 (a) = f0 (u (a)) = f0 (1/a) = 1/a となる．f̃0 (a) と f1 (a) は凸関数なので，

min
a∈R

{
f̃0 (a)

∣∣∣ f1 (a) ≤ 0
}

は凸最適化問題である．Slater 制約想定が満たされることは自明である．この問題の
Lagrange 関数は，λ ∈ R を f1 (a) ≤ 0 に対する Lagrange 乗数とおいて

L (a, λ) = f̃0 (a) + λf1 (a) =
1

a
+ λ (a− 1)

で与えられる．このとき，

La = − 1

a2
+ λ = 0, Lλ = a− 1 = 0

より，(a, λ) = (1, 1) が L (a, λ) の停留点となる．図 2.25 は，この点の近傍におけ
る L を示す．停留点の近傍が鞍点になっていることが確かめられる． □
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図 2.25: 例題 2.9.4 の鞍点
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2.10 第2章のまとめ



第 2章では，有限次元ベクトル空間上の最適化問題に関する理論をみてき
た．要点は以下のようである．

1. 最適化問題は，一般に，設計変数の集合の中から評価関数が最小となる
要素を求める問題として定義される．一方，最適設計問題では，第 1章
でみてきたように，設計変数のほかに状態変数が定義され，評価関数は
設計変数と状態変数の関数として定義された．そのとき，状態変数は状
態方程式によって一意に決定された．そこで，最適設計問題を一般的な
最適化問題の枠組みに当てはめるためには，状態変数を設計変数に含め
て，状態方程式を等式制約とみなせばよい (2.1 節)．
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2. 制約なし最適化問題の極小点では目的関数の勾配が 0 になる (定理
2.5.2)．また，目的関数の停留点 (勾配が 0) で，Hesse 行列が正定値なら
ば，極小点である (定理 2.5.5)．さらに，目的関数が凸関数ならば，極小
点は最小点である (定理 2.5.6 あるいは系 2.7.3)．

3. 等式制約つき最適化問題の極小点では Lagrange 関数が停留する (定理
2.6.4)．また，Lagrange 関数の停留点で，等式制約が満たされるような変
数の変動に対して Lagrange 関数の Hesse 行列が正定値ならば，その停留
点は極小点である (定理 2.6.7)．さらに，凸最適化問題ならば Lagrange

関数の停留点は最小点である (系 2.7.10)．
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4. 不等式制約つき最適化問題の極小点では KKT 条件が成り立つ (定理
2.7.5)．また，KKT 条件を満たす点で，不等式制約を満たす変数の任意
変動に対して Lagrange 関数の Hesse 行列が正定値ならば，その点は極小
点である (定理 2.7.8)．さらに，凸最適化問題では，KKT 条件を満たす
点は最小点である (定理 2.7.9)．

5. 等式と不等式制約つき最適化問題の極小点では，等式制約が満たされる
もとで独立に変動できる変数が変動したときの評価関数の微分を用いた
KKT 条件が成り立つ (式 (2.8.5) から式 (2.8.8))．

6. 不等式制約つき最適化問題が凸最適化問題のとき，最小点は Lagrange 関
数の鞍点となる (定理 2.9.2)．
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最適化理論に関する文献もたくさん存在する．本章で引用された文献のほ
かにいくつかあげると [1, 6, 7, 8, 9, 2]である．
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2.11 第2章の演習問題



2.1 定義 2.4.5 において，A が正定値ならば α は A の固有値の中の最小値と
一致することを示せ．また，A が負定値ならば −α は A の固有値の中
の最大値と一致することを示せ．(ヒント: 定理 A.2.1 を参考にせよ．)

2.2 関数 f : R2 7→ R を

f (x1, x2) =
1

2

(
ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2

)
+ dx1 + ex2

とする．ただし，a, b, c, d ∈ R は定数とする．f が最小値をとるための必
要条件を示せ．また，十分条件が a > 0 および ac− b2 > 0 であることを
示せ．ただし，Sylvester 判定法 (定理 A.2.2) を用いてよい．
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2.3 周の長さが一定値以下である長方形のうちで，面積が最大となるものは
正方形であることを，次の順に示せ．

• 長方形の隣り合う 2辺の長さを x = (x1, x2)
⊤ ∈ R2 とおき，周の長さを制

限する正の実定数を c1 とおいて問題を構成せよ．
• Lagrange 関数を定義して，KKT 条件を求めよ．
• KKT 条件を満たす解が最小点であることを示せ．(ヒント：この問題は凸
最適化問題であるかを考え，そうでない場合には，目的関数が制約を満た
す変数の集合に対する関数 (本文では f̃0 とかいた) で再構成された問題が
凸最適化問題になっていることを示せばよい．)
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