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概要
熱平衡系では、物理量の揺らぎは長距離の相関を持たない。しかし、臨界点近傍では、粒子の
運動が協同的となり、相関長が増大するために、長距離の揺らぎが発散する。近年の研究で、
このような密度揺らぎの増大とは対照的に、相関長は増大するものの長距離の密度揺らぎが抑
制される現象が報告された。この現象は、Hyperuniformityと呼ばれている。

Hyperuniformityは、鳥の目の視細胞分布から初期宇宙の密度揺らぎまで、様々な非平衡系
で報告されており、新しいタイプの長距離揺らぎとして注目を浴びている。しかし、非平衡系
における Hyperuniformity の本質的な理解は十分には得られていない。そこで、本研究では、
3つの非平衡系を選び、それらの系に対して、分子動力学法を用いた数値計算を行った。

1つ目は、自発的な運動性を持つ粒子で構成された Active Matter系の研究を行った。本研究
では、Active Matterの理論模型の一つである Generalized AOUP(GAOUP)模型を用い、研究を
行った。我々は、広いパラメータ領域を探索することで、GAOUP系の相図を完成させた。そ
の結果、密度揺らぎの増大で特徴付けられる凝集相と、それとは対照的な密度揺らぎの減衰を
示す Hyperuniformity相が広い領域に渡って存在することを示した。さらに、Hyperuniformity

を特徴付ける量である Hyperuniformity指数が非自明な値を持つことを示した。また、密度場
だけでなく、速度場にも長距離相関が生じることを示した。

2つ目は、Jamming系における Hyperuniformityについて解析を行った。粒子を系に詰めて
いくとき、低密度では流動的であるが、密度を上げていくと、系はある密度で弾性的に振舞う
Jamming 相へと転移する。この Jamming 転移点近傍では、Hyperuniformity が生じることが
知られている。これまで、Jamming転移点での Hyperuniformityは空間次元に依存しないとさ
れていたが、我々は数値実験や過去のデータの再解析から、空間次元依存性を明らかにした。
また、この依存性は、Jamming転移の上部臨界次元が 2であると仮定すれば、自然に導かれる
ものであることを示した。Jamming 転移点は、系に力学的アニールを施すことで増大するこ
とが知られている。我々は、この Jamming転移点の増加に伴って、Hyperuniformity指数が増
大することを示した。

3つ目は、高密度かつ有限温度版である、ガラス系に着目した。ガラス系においても、熱揺
らぎの背後に Hyperuniformity が存在することが報告されている。我々は、Hyperuniformity

の特性長を定量化し、低温領域でこの特性長が急激に増大することを確認した。さらに、緩和
ダイナミクスとエネルギー地形の解析も行うことで、エネルギー地形の定性的な変化に伴っ
て、この特性長が増大していることを示した。この結果は、ランダムに見えるガラスの粒子配
置に一種の秩序が存在し、それが温度の低下と共に成長していくことを示している。
以上の 3つの異なる系の結果は、Hyperuniformityが系のダイナミクスに強く依存して、振

る舞いが変化することを示している。
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第 1章

背景

1.1 一様な非平衡系と Hyperuniformity

熱平衡にある液体や気体において、粒子配置は外場がかかっていなければ、一様に粒子が分
布している。系が臨界点近傍になければ、局所的には粒子密度は揺らぐものの、その密度揺ら
ぎは短距離の相関しか持たず、長距離の相関は生じない。さて、系を非平衡系にする最も単純
な方法は、系に対して外場を加えることである。例えば、系の境界に異なる温度の熱浴をつな
ぐことで系に温度勾配を作る場合を考えよう。この場合には、粒子は低温側へと集まることに
なり、系は非一様になる。また、興味深いことに揺らぐ流体力学の解析から温度勾配がかかっ
た系では、長距離の密度揺らぎが増大することが知られている [1]。
上記の議論では、系の境界条件の効果によって系を非平衡系にすると、系は非一様な非平衡
系になってしまう。では、系が一様な非平衡系というのはありうるのだろうか? このような系
は、系に対して外場をかけるのではなく、1粒子のダイナミクスが平衡系の場合とは異なるダ
イナミクスを考えることで実現できる。ここで、具体的に 1 粒子のダイナミクスを考えてみ
る。まず、平衡系におけるブラウン運動する粒子は、Overdamped Langevin方程式を用いて、

ẋi = µFi(x) +
√

2Dηi (1.1)

と記述することができる。ここで、Fは粒子間相互作用であり、ηは粒子に働くランダム力で
ある。ここで、µは移動度であり、Dは拡散係数である。この場合には、D = µkBT の揺動散
逸定理を満たすことから系は平衡系となる。しかし、揺動散逸定理が破れると、系は非平衡系
となることから揺動散逸定理の破れたダイナミクスを考えれば、一様な非平衡系が実現する。
このような揺動散逸定理の破れた粒子のダイナミクスとして、Active Matter と呼ばれる自

発的な運動性を持つ粒子のダイナミクスを考える。Active Matterの運動方程式は
ẋi = µFi(x) + f Act

i (1.2)

と記述することができる [2, 3]。ここで、f Act
i は Active Matterが自発的にランダムな方向へと
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進むための自己駆動力を示している。式 (1.1)のランダム力が自己駆動力に置き換わっている
ことがわかる。Active Matter では、粒子が相互作用の寄与よりも強い自己駆動力を持つと特
徴的な運動を示すことが知られている。例えば、f Act

i が特定の形であれば、Active Matter系で
は Giant Number Flucutationと呼ばれる長距離の密度揺らぎの増大が生じることが知られてい
る [4–10]。これは、ある種、粒子のダイナミクスが強い揺動の効果によって駆動されていると
考えることができる模型である。
一方で、Active Matter とは対照的に自発的な運動性を一切持たない粒子を考えることもで
きる。この場合には、運動方程式は

ẋi = µFi(x) (1.3)

となる。これは、式 (1.1)の T → 0の極限とも考えることができ、粒子は一切揺動の効果を受
けない。Fi(x)が短距離の斥力相互作用の場合には、この運動方程式は、粉体のような、粒子が
十分に大きく熱揺らぎの効果を受けない非熱的な粒子の運動を記述することが知られている。
このような場合には、粒子がちょうど接触するような密度で、Jamming転移と呼ばれる非平衡
相転移を示すことが知られている [11, 12]。また、Fi(x)が例えば、粒子が重なったら、重なっ
た粒子をランダムに移動させるというような擬似的なダイナミクスも考えることができる。こ
のような場合には、終状態において粒子の重なりが存在しない状態から粒子の重なりが必ず生
じる状態への転移である、吸収状態転移が生じることが知られている [13, 14]。非常に興味深
いことに、Jamming 転移と吸収状態転移は全く異なる非平衡相転移現象ではあるが、両者の
臨界点近傍では Hyperuniformity [15, 16]と呼ばれる長距離の密度揺らぎの減衰が生じる [13,

14, 17–24]。これは、Active Matterで見られる Giant Number Fluctuationとは対照的である。
Jamming 転移 [17–20] と吸収状態転移 [13, 14, 23, 24] の臨界点近傍で生じる Hyperunifor-

mity は長距離の密度揺らぎの減衰である。平衡の気液相転移のように密度揺らぎが増大する
のとは対照的に、減衰するのは非平衡相転移特有で興味深いが、Hyperuniformityは何も臨界
現象でしか見られない現象ではない。実際、Hyperuniformityは、相転移とは関係のない、鳥
の目の視細胞の分布 [25]や初期宇宙の密度揺らぎ [26]など、生物から宇宙に至るまで幅広い
分野でその存在が報告されている。Hyperuniformityは、系の密度揺らぎに長距離相関が生じ
るものの、見た目には粒子は全くのランダムであるため、乱れた系に存在する隠れた秩序とし
て注目を浴びている。

1.2 本論文の目的と結果の概略
本論文の目的は、非平衡系における Hyperuniformityの性質を理解することである。本論文
では、非平衡系の中でも、Active Matter系と Jamming転移、そして、過冷却液体の Inherent

Structureにおける Hyperuniformityについて議論する。
Active Matter の単純な模型では、多くの模型で Giant Number Fluctuation と呼ばれる密度
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揺らぎの長距離での増大は報告されているものの、密度揺らぎの減衰である Hyperuniformity

はほとんど報告されていない。一方で、非平衡流体では、揺動散逸定理の破れに起因して、
Hyperuniformityが生じうることが示唆されている。我々は、先行研究で用いられているActive

Matter模型における揺動散逸定理の破れについて詳細に解析を行い、既存の Active Matter模
型を拡張することで、揺動散逸定理の破れ方を制御できる模型を構築した。本研究では、既存
の Active Matter 模型では表現することのできなかった非平衡領域において Hyperuniformity

が生じることを示し、その領域における系の性質について詳細に解析を行った。
近年の研究で、Jamming転移点は系の初期配置をどのように生成するかによって変化するこ
とが報告された。例えば、系を熱揺らぎに晒す熱的アニールや、系を変形する力学的アニール
を用いることで、Jamming転移点を系統的に変化させることができる。このような変化に対し
て、Jamming転移点からの距離によって支配される Jamming転移点近傍の物理量の臨界的な
振る舞いは変化しない。しかし、Jamming転移近傍の Hyperuniformityは、無限遠まで続く理
想的な Hyperuniformityではなく、有限の長さスケールまでしか存在せず、Jamming転移の臨
界性とは関係しないことが知られている。つまり、この Hyperuniformityの性質は、Jamming

転移点の上昇に伴って変化する可能性がある。本研究では、Jamming転移近傍と Jamming転
移点以下の系に対して力学的変形を加えることで、系の密度揺らぎの性質がどのように変化す
るかを調べた。その結果、Hyperuniformityの性質が力学的アニールによって強くなることを
示した。
近年の研究で過冷却液体の Inherent Structure では、Jamming 転移近傍の Hyperuniformity

に類似した密度揺らぎのべき的減衰が生じることが報告された。Inherent Structureは、温度 T

で平衡化された液体を T → 0へクエンチすることで得られる構造であり、系が存在するポテ
ンシャルエネルギーランドスケープの底に対応する。本研究では、この Inherent Structure に
おける Hyperuniformityに着目し、この Hyperuniformityの平衡化温度依存性を調べた。その
結果、系がエネルギーランドスケープを降り始めるのに従って、Inherent Structureにおける密
度揺らぎの種々の性質が変化することを示した。

1.3 本論文の構成
上記に示したように、本論文は、Active Matterに対する Hyperuniformityの研究と Jamming

系及び過冷却液体に対する Hyperuniformity の研究の 2 つのパートに分かれている。本論文
は以下の構成になっている。まずはじめに、第 2 章で、本論文で中心的に扱う現象である
Hyperuniformity について議論する。次に前半の第 I 部では、我々が考案した新規の Active

Matter模型である GAOUP系における Hyperuniformityについて議論する。第 3章において、
最初に Active Matterの理論模型についてレビューを行ったのち、我々が考案した GAOUP模
型を導入し、GAOUP模型の数値シミュレーションから Hyperuniformityが生じることを示す。
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また、この章では GAOUP模型で生じた Hyperuniformityの性質について議論する。後半の第
II部では、Jamming転移点近傍における Hyperuniformityと過冷却液体の Inherent structureで
生じる Hyperuniformity の性質について議論する。第 4 章の最初に、ガラス転移と Jamming

転移に関するレビューを行う。その後、2次元の Jamming転移点近傍の Hyperuniformityのべ
き的振る舞いについて議論を行う。続く、第 5章では、Jamming転移点近傍近傍の粒子配置に
対して外力を加えた際に、系の粒子配置がどのように変化するかを調べる。具体的には、系に
膨張圧縮サイクルと周期剪断を加えた際に、系で見られる Hyperuniformityの性質がどのよう
に変化するかを調べる。第 6章では、系を低温で平衡化させて行った際に、その平衡化温度に
依存して、系の Inherent Structureにおける Hyperuniformityの性質がどのように変化するかを
調べる。最後に、第 7章で、本研究において得られた結果をまとめ、今後の展望を述べる。
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第 2章

Hyperuniformity

2.1 背景
我々の身の回りには、様々な乱れた構造が存在する。例えば、液体中の分子の配置や、粉体
の配置、さらには、星の並びなどである。一方で、結晶配置のように粒子配置に秩序が存在す
る構造も存在する。このような、粒子配置が持つ性質を理解することによって、系の光学的
性質等の様々な性質を理解することができる [27]。系の光学的性質は系の密度揺らぎに依存
し、乱れた粒子配置と秩序を持つ粒子配置では、系の密度揺らぎが大きく異なる。この点につ
いて、結晶構造と乱れた構造である単純斥力を持つ平衡液体について考えてみよう。結晶配置
では、秩序を持っているため、系のどの部分領域を切り取ってきても密度はほとんど変化しな
い。系の様々な場所に同じ大きさの部分系をとって、部分系の密度の違いを調べれば、部分系
の表面に存在する粒子を取り入れるかどうか程度の違いでしかないだろう。なので、結晶構造
では、ある大きさの部分系の密度揺らぎは部分系の表面のみに依存する。これは、d 次元上に
半径 Rの球形に部分系を取れば、部分系での粒子数の揺らぎが ∆N2 ∼ Rd−1 となることが予想
される。一方で、系が乱れた構造であれば、局所的な密度そのものが場所ごとに異なるのだか
ら、部分系を大きくとったとしても、表面の密度揺らぎではなくバルクでの密度揺らぎが重要
になるだろう。なので、液体では粒子数の揺らぎは ∆N2 ∼ Rd であることが予想される。よっ
て、結晶のように粒子配置に秩序が存在すれば、部分系における密度揺らぎが抑えられること
がわかる。
ここで一つの疑問が浮かぶ、密度揺らぎが抑えられた構造は粒子配置に秩序が存在しない場

合には、存在し得ないのだろうか? もちろん、∆N2 ∼ Rd−1 となるような粒子配置は、結晶でし
か存在しないかもしれない。では、液体よりも密度揺らぎが抑えられた ∆N2 ∼ Rd−β (β > 0)と
なるような乱れた構造ならば、存在しうるのだろうか？実は、近年の研究によってこのような
構造が存在することが知られている。この構造は Hyperuniformityと呼ばれ、乱れた粒子配置
に隠された秩序として現在注目を浴びている [15, 16, 26]。Hyperuniformityとは、系の長距離
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の密度揺らぎが抑圧される現象である。驚くべきことにこのような構造は、初期宇宙の密度揺
らぎ [28]で報告されて以来、鳥の目の視細胞分布 [25]や、生物集団 [29]、粉体系 [17]などで
報告されてきた。このように、Hyperuniformityは我々の身の回りにありふれて存在している
にもかかわらず、いまだにその起源や物理的性質は十分に明らかにはなっていない。
本章では、本論文の中心的テーマである Hyperuniformity について現在得られている基本

的な理解について説明する。この章の構成は、以下の通りである。まずはじめに 2.2 節で
は、系の密度揺らぎを調べる基本的な物理量である静的構造因子と動径分布関数について説
明する。続く、2.3 節では、Hyperuniformity を特徴づける量である粒子数揺らぎについて説
明する。2.4 節では、Hyperuniformity の基本的な性質を解説し、2.5 節においてこれまでに
Hyperuniformityは報告されてきた系を説明する。2.6節では、熱平衡系ではどのような条件で
あれば Hyperuniformityが生じうるかを考え、長距離斥力を持つ系では Hyperuniformityが生
じうることをみる。最後に、2.7節で、揺動散逸定理が破れた揺らぐ流体方程式の解析を行う
ことで、非平衡流体系では Hyperuniformityが生じうることを示す。

2.2 静的構造因子と動径分布関数
Hyperuniformityについて議論をする前に、系の密度揺らぎについて議論する [15, 16, 30]。
ここで系の中に N 粒子含まれる d 次元系を考える。また、簡単のために系は等方的かつ一様
であるとする。i 番目の粒子の位置を xi と書き、N 粒子による粒子配置を XN = {x1, . . . , xN}
と書く。ある粒子配置 XN が与えられた時に、その配置中の空間点 rにおける粒子数密度の空
間分布 ρ(r)は

ρ(r) =
∑

i

δ(r − xi) (2.1)

と書くことができる。これは、特定の配置 XN に対する密度の空間分布であるので、1粒子密
度 ρ1(r)は、アンサンブル平均をとることで、

ρ1(r) = ⟨ρ(r)⟩ =
〈∑

i

δ(r − xi)
〉

(2.2)

とかける。系が一様な場合には、ρ1(r)は系の平均数密度 ρと一致する。
ここで、2つの粒子が特定の位置にいる確率である 2粒子密度 ρ2(x1, x2)を考える。ρ2(x1, x2)

は、
ρ2(r, r′) =

〈∑
i

∑
j,i

δ(r − xi)δ(r′ − x j)
〉

(2.3)

と書くことができ、空間的に離れた点 rと r′ における密度がどれだけ相関を持つかを図る量
である。
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系が一様であるため、系が並進対称を持つことから ρ2(r, r′)は

ρ2(r, r′) = ρ2g(r − r′) (2.4)

と書くことができる。ここで、g(r) は 2 体分布関数である。さらに、系が等方的なので、
g(r − r′)は粒子間距離 r = |r − r′|にのみ依存する。g(r)は、動径分布関数と呼ばれる。
次に、g(r)の長距離での性質を考える。もし、系が長距離秩序を持たなければ、十分に離れ
た空間点 rと r′ は、互いに独立なはずなので、r → ∞の極限で、ρ2(r, r′) = ρ(r)ρ(r′) = ρ2 と
なる。つまり、r → ∞の極限で、g(r) → 1となる。そのため、g(r)がどれだけ 1から離れて
いるかが、相関の強さの一つの指標となる。そこで、全相関関数 h(r)を

h(r) = g(r) − 1 (2.5)

と定義する。この関数は、r → ∞の極限で空間点が無相関の時に h(r) → 0となるため、有限
値を持つ時に相関が存在する。
ここまでは、実空間における密度相関を考えてきた。密度場の相関を Fourier空間上で考え
る。密度の Fourier変換は、

ρq =

∫
drρ(r)e−iq·r =

∑
j

e−iq·x j (2.6)

である。静的構造因子 S (q)は、ρq の相関関数であり、

S (q) =
1
N

〈
ρqρ−q

〉
(2.7)

と書くことができる。g(r)の場合と同様に、系が一様かつ等方的な場合には、S (q)は q = |q|
にのみ依存する。静的構造因子は、中性子散乱や X線散乱実験から直接得ることのできる情
報であるため、実験結果と比較する上でも重要な情報である。
次に、g(r)と S (q)の関係を調べよう。S (q)に対する単純な計算から*1 S (q)と g(r)の間の関
係は

S (q) = 1 + ρ
∫

drg(r)e−q·r. (2.9)

*1

S (q) =
1
N

〈∑
i

∑
j

e−q·ri eq·r j

〉
= 1 +

1
N

〈∑
i

∑
j,i

e−q·ri eq·r j

〉

= 1 +
1
N

〈∑
i

∑
j,i

∫ ∫
drdr′δ(r − ri)δ(r′ − r j)e−q·(r−r′)

〉

= 1 +
1
N

∫ ∫
drdr′ρ2(r − r′)e−q·(r−r′)

= 1 + ρ
∫ ∫

drg(r)e−q·r.

(2.8)
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と書くことができる。また、ここから、全相関関数の Fourier 変換 h̃(q) と S (q) は S (q) =

1+ (2π)dρδ(q)+ρh̃(q)の関係を持つ。ここで、2項目の δ(q)は、散乱実験における前方散乱、つ
まり物体によって散乱されずに通過してしまうものであり、実験では捉えることができない。
また、この項は q = 0の時にしか、寄与を与えず、我々は有限の qに関して興味があるので、
この項を無視する。このことは、密度揺らぎ δρ(r) = ρ(r) − ρの Fourier変換 δρq = ρq − ρδ(q)

と密度の Fourier変換 ρq を同一視することに対応している。前方散乱を除けば、S (q)は、δρq

の相関関数と同じであるため、以降では S (q)は、密度揺らぎの相関関数であると考える。以
上から、S (q)と h̃(q)の関係は、q , 0を考えれば

S (q) = 1 + ρh̃(q) (2.10)

と書くことができる。
S (q)は、長距離における粒子数揺らぎと関係している。粒子数揺らぎ

〈
δN2

〉
=

〈
N2

〉
− ⟨N⟩2

と S (q)の関係は、〈
δN2

〉
⟨N⟩ =

1
⟨N⟩

∫
drdr′δρ(r)δρ(r′) = lim

q→0

1
⟨N⟩

∫
drdr′δρ(r)δρ(r′)eq·(r−r′) = lim

q→0
S (q). (2.11)

と書くことができる。つまり、系全体の粒子数揺らぎは、q → 0極限における S (q)と結びつ
いている。さらに、熱平衡系においては、

〈
δN2

〉
は、等温圧縮率 χT と〈

δN2
〉

⟨N⟩ = ρkBTχT . (2.12)

という関係を持つことから、熱平衡系では静的構造因子 S (q)と等温圧縮率 χT の間に

lim
q→0

S (q) = ρkBTχT . (2.13)

という関係が成り立つことがわかる。これは、揺動散逸定理の一種である。熱平衡系では、
χT = 0もしくは T = 0でなければ、S (q→ 0)は、有限の値を持つ。
最後に、平衡液体における g(r) と S (q) を考える。平衡液体における粒子配置及び g(r) と

S (q)を示したのが図 2.1である。図 2.1の左の図は、平衡剛体球液体における粒子配置を示し
ており、その粒子配置は明らかに乱れている。そのため、g(r)(図 2.1中央)は、粒子直径程度
でピークを持つものの急速に 1に緩和しており、相関がなくなっている。g(r)における 1つめ
のピークは、第 1近接粒子を表している。一方、静的構造因子 S (q)(図 2.1右図)においては、
q = 2πにおけるピークが近接粒子に対応する。S (q)は、qが小さい領域において有限の値に
収束している。これは、系が有限の温度および圧縮率を持っていることを意味している。
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Fig.2.1 (左) 充填率 ϕ = 0.4 の平衡剛体球液体における粒子配置。(中央)ϕ = 0.4 の平衡剛
体球液体における g(r)。第一近接粒子の位置である r = 1 でピークを持つことがわかる。
(右)ϕ = 0.4の平衡剛体球液体における S (q)。S (q)の第一ピークは g(r)の場合と同様に第一
近接粒子に対応する。S (q)は平衡液体においては q → 0で有限の値に収束している。これ
は、有限の等温圧縮率を持つことに対応している。これらのデータは [15]より引用した。

2.3 粒子数揺らぎ
この節では、Hyperuniformityを調べるのに重要な物理量である粒子数揺らぎを導入する [15,

16]。粒子数揺らぎ
〈
δN2
Ω

〉
は、Hyperuniformityとは何かを理解するのに重要な物理量である。

前節と同様に、一様かつ等方的な、系の中に N 粒子含まれる d 次元系を考える。この系の
中に、ある観測領域 Ωをとる。ここでは、Ωは d 次元球であるとする。まず初めに、この Ω
の中にいる粒子数 NΩ を考える。そのために Ωのなかに粒子がいるかを示す次の指示関数

ω(r − r0; R) =

1 r ∈ Ω
0 r < Ω.

(2.14)

を定義する。r0は、d次元球Ωの中心であり、RはΩの半径である。この指示関数 ω(r− r0; R)

と、数密度 ρ(r)を用いて、Ωの中にいる粒子数 NΩ は、

NΩ = N(r0; R) =
∫
ρ(r)ω(r − r0; R)dr =

∑
i

ωi(ri − r0; R) (2.15)

と書くことができる。ここで、NΩ は、Ωの中心と半径 Rに依存しているので、その依存性を
陽に N(r0; R)とかいた。以降でも、Ωが d 次元球であることから、Ω依存性と r0,R依存性を
同一視して、どちらの表記も用いる。この粒子数 N(r0; R)は、ある特定の粒子配置 XN に対し
て計算されているものなので、この量に対してアンサンブル平均を考えると、

⟨N(R)⟩ =
∫ ∑

i

ω(ri − r0; R)PN(rN)dN r = ρ
∫
ω(r1 − r0; R)dr1 (2.16)
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となる。PN(rN)は、N 体分布関数である。この計算において、今は一様な系を考えているの
で、ρ =

∫
P(rN)dN−1rであることを使った。最後の積分は、Ωの体積を示しており、Ωの体積

を v1(R)と書けば、Ωのなかの平均粒子数は、

⟨N(R)⟩ = ρv1(R) (2.17)

と書くことができる。これは、結局体積 v1(R)にいる平均粒子数を計算している。
今は、Ωの中の平均粒子数を考えたが、次は Ωの中の粒子数の揺らぎ σN(R)

σN(R) =
〈
N2(R)

〉
− ⟨N(R)⟩2 (2.18)

を考えてみよう。そのためにまずは、2次モーメント
〈
N2(R)

〉
を計算する。

〈
N2(R)

〉
=

∫ ∑
i

∑
j

ω(ri − r0; R)ω(r j − r0; R)PN(rN)drN

=

∫ ∑
i

ω(ri − r0; R)PN(rN)drN +

∫ ∑
i

∑
j,i

ω(ri − r0; R)ω(r j − r0; R)PN(rN)drN

= ⟨N(R)⟩ +
∫ ∫

ω(r1 − r0; R)ω(r2 − r0; R)ρ2(r1, r2)dr1dr2

(2.19)

ここで、ρ2(r1, r2)は、Eq. (2.4)と同じものである。この
〈
N2(R)

〉
から、⟨N(R)⟩2 を引くことで、

σN(R)を計算することができ、

σN(R) =
〈
N2(R)

〉
− ⟨N(R)⟩2 = ⟨N(R)⟩ +

∫ ∫ (
ρ2(r1, r2) − ρ2

)
ω(r1 − r0; R)ω(r2 − r0; R)dr1dr2

(2.20)

ここで、ρ2(r1, r2) − ρ2 = ρ2(g(r12) − 1) = ρ2h(r12)であり、尚且つ、

α(r; R) =
1

v1(R)

∫
ω(r0; R)ω(r2 − r0 + r; R)dr0 (2.21)

と書くことによって、最終的に σN(R)は、

σN(R) = ⟨N(R)⟩
(
1 + ρ

∫
drh(r)α(r; R)

)
(2.22)

と書くことができる。Parseval’s theoremと式 (2.10)の関係を用いることで、

σN(R) = ⟨N(R)⟩
(

1
(2π)d

∫
dqS (q)α̃(q; R)

)
(2.23)

ここで、α̃(q; R)は、
α̃(q; R) =

w̃2(q; R)
v1(R)

(2.24)
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という関数であり、form factorと呼ばれている。式 (2.23)は、σN(R)と S (q)の関係を示して
いる。ここで、重要な点は、σN(R)を計算するためには、S (q)に form factorをかけて積分す
る必要がある点である。その結果、S (q) の中間的な長さスケールにべき的な減衰が生じたと
しても、同じ長さスケールの範囲において σN(R) の振る舞いにも特徴的な振る舞いが見える
わけではない [19]。これは、S (q) の高波数領域における揺らぎが低波数領域でのべき的な減
衰に覆い被ってしまうからである。
ここで、今は Ωが d 次元球を考えていたので、σN(R)は、d 次元球のサイズ Rにのみ依存

している。そこで、Ωのサイズを大きく、つまり Rを大きくしていくと、数密度揺らぎ σN(R)

がどのように変化するかを考える。最も単純な場合は。理想気体の場合である。この場合には
粒子分布が Poisson分布であり、Ωの内部にいる粒子の分散 ⟨δNΩ⟩は、⟨δNΩ⟩ = ⟨NΩ⟩となる
ので、σN(R) ∝ ⟨N(R)⟩ ∝ Rd という依存性を持つ。また、式 (2.22)からわかるように、h(r)が
長距離で 0であれば、Poisson分布でなくとも、長距離で σN(R) ∝ Rd という依存性を持つこ
とになる。図 2.1で見たように、平衡液体においては、h(r)は急速に 0になるので、平衡液体
においても長距離では、σN(R) ∝ Rd という依存性になる。このように系が乱れていれば、構
造の中に長距離の相関がないと思われるので、σN(R) ∝ Rd となることが期待される。
では、粒子配置が秩序だっている格子のような場合においては、数密度揺らぎ σN(R)はどの

ように振る舞うのだろうか? 格子の場合は、明かに、長距離では粒子の揺らぎは Ωの表面から
の寄与である。そのため、σN(R) ∝ Rd−1 となる。これは、平衡液体に比べて、格子の数密度揺
らぎ σN(R)は、弱い R依存性を持つことを示している。
平衡液体のような乱れた構造では、Rが大きい場合には σN(R) ∝ Rd であるが、格子系のよ

うな秩序だった構造では、σN(R) ∝ Rd−1 である。では、素朴な疑問として、乱れた構造であっ
ても σN(R) ∝ Rd−β (β > 0)となるような、構造は存在するのだろうか? 実は、このような構造
は存在する。このような性質を Hyperuniformityと呼ぶ*2。

2.4 Hyperuniformityの基本的性質
Hyperuniformity は長距離での密度揺らぎの抑制である。Hyperuniformity は、静的構造因
子 S (q)が q→ 0極限において、0に収束することである [15, 16]。また、Hyperuniformityで
は、S (q)はべき的減衰を示し、そのべき的減衰

lim
k→0

S (q) ∝ qα (α > 0) (2.25)

*2 Hyperuniformityが報告された同時期に宇宙分野でも同様の性質が報告され、その際には、super-homogeneous
と呼ばれていた [28]。
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の指数 α によって Hyperuniformity は特徴付けられる*3。本論文では、α を Hyperuniformity

指数と呼ぶ。これは、αの大きさによって、どれだけ急速に 0に向かって減衰するかを示して
いる。また、結晶のように q , 0においても S (q) = 0となる構造は stealthy hyperuniformと
呼ばれる。
また、Hyperuniformityは、前節で議論したように、数密度揺らぎ

σN(R) ∝ Rd−β (β > 0). (2.27)

の振る舞いで特徴づけられる。こちらも、長距離で密度揺らぎが強く減衰することを示してい
る。静的構造因子 S (q)と数密度揺らぎ σN(R)の間には、

σ(R) ∝


Rd−1 α > 1 (Class I)
Rd−1 ln R α = 1 (Class II)
Rd−α 0 < α < 1 (Class III)

(2.28)

という関係が存在することが知られている [15]。これらは Hyperuniformityクラスと呼ばれて
おり、これらの 3つのクラスに属する様々な系が報告されている。
先ほど示したように格子系は σ(R) ∝ Rd−1 であるので、明かに Hyperuniform な系である。

また、定義から β = 1なので、Class Iの Hyperuniformityであることがわかる。しかし、一般に
乱れた Hyperuniform系は、その構造が Hyperuniformかどうか目で見ただけではわからない。
図 2.2に示したのは、通常の乱れた構造と Hyperuniformな構造である。両者の乱れ方は非常
に類似しており、両者の構造から目では違いを見つけ出すことは難しい。一方で、静的構造因
子を見ると、両者の振る舞いは明らかに異なっている。左の粒子配置では limq→0 S (q)→ const

であるのに対して、右の図は limq→0 S (q)→ 0という振る舞いを示す。つまり、右の粒子配置
は Hyperuniformを示す構造である。このような乱れた系における密度揺らぎの抑制は、秩序
だった構造における振る舞いと類似している。また、S (q)が q→ 0において、q依存性を示す
のは、系に長距離相関が存在していることを示しており、このような点から、Hyperuniformity

は乱れた構造の中に隠れた秩序と呼ばれることがある。

2.5 Hyperuniformityを示す系の例
Hyperuniformityが最初に認知されるようになってから 20年ほどたち、物理や生物など様々

な系で Hyperuniformityが存在することが明かになった。図 2.3に Hyperuniformityを示す系
の一例を示した。Random organization模型は、吸収状態転移と呼ばれる相転移を起こすモデ

*3 limq→0 S (q)→ 0であるとすると、式 (2.10)から、h̃(q)は、

lim
q→0

h̃(q)→ − 1
ρ
, or

∫
h(r)dr = − 1

ρ
(2.26)

という式を満たすことがわかる。Hyperuniformityであれば、h(r)が負の相関を必ず持つことを意味している。
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Fig.2.2 (左上)乱れた粒子配置と (右上)Hyperuniformityが生じている粒子配置。これらの
構造に対応する静的構造因子 S (q)をそれぞれの構造の下に示した。通常の乱れた粒子配置
では、S (q)は低波数で有限の値に収束しているのに対して、Hyperuniformityを示す右下の
S (q)では、S (q)は 0に向かって減衰している。これらのデータは [15]より引用した。

ルとして知られる。吸収状態転移とは、例えば、密度が低い周期剪断系で見られる相転移現
象である [32–34]。系に対して弱い剪断をかけると、粒子は少ししか移動しない。最初の数回
の剪断の間には、粒子間に衝突が生じるが、系に剪断を加えていくうちに、粒子は 1 周期の
間に衝突が起きない位置を見つける。つまり、粒子位置はこれ以上何回周期剪断を加えても
変化しない吸収状態となる。一方、剪断応力が大きい場合には、粒子はどれだけ剪断をかけ
ても吸収状態にたどり着くことができない。このような状態をアクティブ相と呼び、剪断の
強さによってアクティブ相から吸収状態へと転移する相転移を吸収状態転移と呼ぶ。Random

organization模型は、上記の現象を非常に単純化したモデルである。粒子は他の粒子と重なる
と、ランダムな方向へ変位し、粒子の変位幅 ∆r が小さいか、密度が低い場合には、最終的
に全ての粒子が重なっていない吸収状態が得られるが、密度が高い場合には、系の中のいく
つかの粒子は必ず変位するアクティブ相が得られる。この吸収状態転移の相転移点近傍では、
Hyperuniformityが生じることが知られている [13, 14, 35–37]。図 2.3(a)は、Hyperuniformity
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(a) Random organization model

(f) Jammed system

(d) Avian photoreceptor(c) Marine Algae system

(b) Early universe

(e) Chiral Active Matter

Fig.2.3 (a) Random Organization模型における粒子配置と構造因子 S (q) [14]。S (q)は中間
的な波数領域では S (q) ∼ q0.45 のべき的な減衰が見られるが、より低波数領域では S (q) ∼ q
の振る舞いが観測される。(b)初期宇宙における密度揺らぎを再現するモデルから得られた
粒子配置と構造因子 P(q) [26]。低波数領域で構造因子 P(q) ∼ qと振舞う。(c) Marine Algae
系における粒子配置と構造因子 S (q) [29]。低波数領域で S (q) ∼ q0.6 と振舞う。(d)鳥の目
の視細胞の分布とその構造因子 S (q)[25]。S (q)が低波数で 0に向かって減少する振る舞い
が見られる。(e)Chiral Active Matter の粒子配置とその構造因子 S (q) [31]。低波数領域で
S (q) ∼ q2 という振る舞いをしていることが確認できる。(f) Jamming 系における粒子配置
と構造因子 χ(q) [22]. 粒子配置における赤と青はそれぞれ大小粒子を表す。χ(q) が低波数
で 0 に向かって減少する振る舞いが見られる。(a)∼(f) の画像はそれぞれ、[14, 22, 25, 26,
29, 31]より引用した。
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が生じている際の粒子配置と Random Organization模型における Hyperuniformityを示してい
る。Random Organization模型では、中間的なスケールでは、S (q) ∝ q0.45 と振る舞い、より長
距離では S (q) ∝ q1 と振舞うことが報告されている [14, 35]。べき指数 α = 0.45は臨界指数と
関連することが知られているが、α = 1は何に起因する指数かは明らかになっていない。
宇宙背景放射で得られた温度揺らぎは非常に小さいことが知られている [38, 39]。これを再
現するためのモデルでは、長距離の宇宙の構造 (初期宇宙) での質量分布の揺らぎのスペクト
ルとして S (q) ∼ qe−qs といった形を仮定することが多い [39]。事実、このように仮定するこ
とで、実験結果と合うモデルが構築できることが知られている。この場合には、低波数 qで、
S (q) ∼ qとなる。図 2.3(b)は、逆にこのような初期宇宙の密度揺らぎを再現するための理論模
型によって得られた粒子配置とその静的構造因子を示している。この理論模型ではスペクトル
として、低波数で S (q) ∼ qという形を再現していることがわかる。
図 2.3(c)と図 2.3(d)は、生物系における Hyperuniformityの例である。図 2.3(c)は、marine

algaeの一種である E. voratumの配置と S (q)を示している。E. voratumは、回転運動をするこ
とが知られており、その集団運動が Hyperuniformityを生じることが明らかになった [29]。こ
の実験系では、S (q) ∝ q0.6 という指数が観測されており、粒子の自発的な運動だけでなく、粒
子間に存在する流体相互作用が重要であるとされている [29]。図 2.3(d)は、鳥の目の視細胞の
分布を示したものである。各粒子の色は、それぞれの色を受け取る視細胞を示し、黒色は輝度
を受け取る視細胞を表している。隣に示した静的構造因子 S (k)は、視細胞全体の構造から計
算された S (k)である。この場合にも、Hyperuniformityが生じていることがわかる。一方で、
各色を受け取る細胞の分布だけをとっても Hyperuniformityとなることが知られている。これ
は、multi-Hyperuniformityと呼ばれており、鳥の目の視細胞以外には人工的な系をのぞき見つ
かっていない。図 2.3(e) は数値シミュレーションで得られた自己駆動する粒子である Active

Matter系における例であり、Marine Algaeのように自発的な回転運動をする粒子である Chiral

Actie Matter における粒子配置と S (q) を示している。この系においても回転半径が小さい場
合には、Hyperuniformityが生じることが知られているが、その振る舞いは S (q) ∝ q2 となっ
ており [31]、Marine Algaeで見られた S (q) ∝ q0.6 とは異なる。上記以外にも、細胞運動のモ
デル [40, 41] や化学走化性をもつ集団のモデル [42] などでも Hyperuniformity が生じること
が知られており、生物系の様々な場面で観測されている。生物系における Hyperuniformityに
ついては、3.2.3節で議論する。
図 2.3(f)で示したのが、Jamming系での粒子配置と構造因子 χ(q)である。詳しくは、4.2.4

節で議論するが、Jamming transition は、ゴムボールのような粒子を箱に詰めていくと、あ
る密度で箱の中の粒子が接触するようになり、系が弾性的に振舞うようになる現象である。
Jamming転移点近傍では、Hyperuniformityが生じることが知られている [17–20, 22, 43–46]。
図 2.3(f) の構造は、Jamming 転移点における粒子配置を表しており、系が 2 成分系であるた
め、粒子の色は粒子の大小を示している。粒子が 2成分の場合には、粒子の大きさの違いを考



第 2章 Hyperuniformity 16

慮した構造因子である χ(q) を使うことによって Hyperuniformity を捉えることができること
が知られている [18]。Jamming転移点では、Hyperuniformity指数は α = 1と言われている。
この点に関しては、後の章で詳しく議論する。
以上からわかるように、Hyperuniformityはこれまで宇宙から生物といった幅広い分野で生

じることが知られている。また、ここで示した例はほとんどが非平衡系である。

2.6 平衡系における Hyperuniformity

Hyperuniformityは、様々な分野で確認されているものの多くの系では、その発生起源は十
分に明らかになっていない。しかし、いくつかの系では、理論的に Hyperuniformityが生じる
ことを示すことができる。そこで、この節では、平衡系において乱れた Hyperuniformityが生
じうる条件を考える。

Ornstein-Zernike関係式 [30]

h(r) = c(r) + ρ
∫

c(|r − r′|)h(r′)dr′. (2.29)

から議論を始める。ここで、c(r)は直接相関関数である。2項目は畳み込み積分の形になって
いるので、Fourier変換を行うことで、h̃(q)について解くことができ、h̃(q) = c̃(q)

1−ρc̃(q) という関
係式を得る。ここで、式 (2.10)を用いることで、c̃(q)と S (q)の間の関係式

S (q) =
1

1 − ρc̃(q)
(2.30)

を得ることができる。この関係式から、S (q) の形には c(q) の形が重要であることがわかる。
例えば、S (q) ∼ qα という形を得るためには、式 (2.30)から、c(q)は c(q) ∼ q−α という形でな
ければいけないことがわかる。これは直接相関関数がべき的、つまり長距離まで影響を及ぶこ
とを示している。さて、ここで乱雑位相近似 c(q) ≈ −βṽ(q) が成立するとする。ここで、ṽ(q)

は相互作用ポテンシャル v(r)の Fourier変換である。この議論から v(r)が長距離力であれば、
系が Hyperuniformityであることが予想される。
実際に長距離相互作用を持つ系について考えてみよう。ここでは、例として単成分プラズ

マ系を考える [30, 47, 48]。これは、系内部の粒子が全て同じ電荷をもち、Coulomb 相互作
用 v(r) = Z2e2/|r|で相互作用して運動している系である。つまり、全ての粒子はべき的な長距
離斥力で相互作用している系である。このモデルは非常に単純化されたモデルではあるが、イ
オン液体の理解に重要な役割を果たしたモデルである [30]。Coulomb相互作用の Fourier変換
は v(q) = 4πZ2e2/q2 とかけ、q→ 0で発散的な振る舞いをする。これが、長距離の相関をうむ
起源である。
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では、実際に S (q)を乱雑位相近似を用いて、計算してみる。S (q) = 1
1+βρv(q) なので、

S (q) =
q2

q2 + 4πβρZ2e2 ≈
q2

q2
D

(q→ 0) (2.31)

と書くことができる。ここで、qD =
√

4πβρZ2e2 は、Debye波長である。q/qD ≪ 1の時には、
S (q) ∝ q2 という振る舞いをすることがわかる。これは、α = 2の Hyperuniformityであること
を示している。
このように平衡系では、長距離の相互作用が存在するば、Hyperuniformityが生じることが
わかる。一方で、2.5節で挙げた例のように、非平衡系であれば、長距離の相互作用が存在し
なくとも、Hyperuniformは存在しうる。そこで、次は非平衡流体における密度揺らぎについ
て考えてみる。

2.7 非平衡流体における Hyperuniformity

非平衡系では、様々な系で Hyperuniformityが見られていることを 2.5節で見た。Hyperuni-

formityが見られたほとんどの系では、十分な理論的な説明は得られていない。そこで、この
節では、理論的に説明が可能で単純な非平衡系の揺らぐ流体方程式 [49]を考えることで、非平
衡流体において Hyperuniformityが生じうることを示す。この結果から非平衡流体系において
は、Hyperuniformityが生じうる可能性が存在することがわかる。

2.7.1 密度場のみを持つ流体方程式における Hyperuniformity

まずはじめに、最も単純な Hyperuniformityを示す揺らぐ流体方程式を考える [31, 36]。こ
の場合の流体方程式は、  ∂ρ

∂t = −∇ · J
J = −D∇ρ − A∇η

(2.32)

である。ここで、ηは ⟨η(r, t)η(r′, t′)⟩ = δ(t − t′)δ(r − r′)を満たすランダムノイズであり、Aは
ノイズ強度である。今は、非平衡系を考えているので、揺動散逸定理は成立しない。この形の
方程式は、最初に Hexner et al. の Random Organization 模型に関する研究において提案され
た [36]。
式 (2.32)を Fourier変換し、δρ̃について解くことで、

δρ̃ = − q2Aη̃
iω + Dq2 . (2.33)

という式を得る。次に、δρ̃の相関関数 S (q, ω)を計算する。

S (q, ω) =
1

2πN

〈
|δρ̃|2

〉
=

A2

2π
q4

ω2 + D2q4 (2.34)
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この式を ωについて積分することで、S (q)を計算することができる。これは、複素積分∫
dx

1
x2 + a2 =

π

a
(2.35)

を用いれば、計算することができ、最終的に S (q)は

S (q) =
A2q4

2Dq2 ∝ q2. (2.36)

という形になる。これは、α = 2 の Hyperuniformity となっている。このような流体記述
を用いて、Random Orginization 模型 [36] や Chiral Active Matter [31] における流体相での
Hyperuniformityが議論されている。この 2つのモデルは共に吸収状態転移を示す模型である
が、ここで議論した流体相は、転移点から遠い Active相である。
上記の議論では、系に存在するノイズは保存ノイズであった。しかし、この系に非保存ノ
イズが存在する場合には、揺動散逸定理が破れても、Hyperuniformity が生じないことを示
す [31]。非保存ノイズが存在する場合には、流体方程式は ∂ρ

∂t = −∇ · J +
√

2Dth∇ · f
J = −D∇ρ − A∇η

(2.37)

となる。 f は、⟨ f (r, t) f (r′, t′)⟩ = δ(t − t′)δ(r − r′)を満たすノイズであり、ηと f の間に相関が
ないと仮定する。この系における S (q)は

S (q) =
A2q4 + 2Dthq2

2Dq2 =
Dth

D
+

A2q2

2D
(2.38)

となる。2項目は先ほどの保存ノイズからくる寄与であるが、1項目は非保存ノイズからくる
寄与であり、揺動散逸定理が成立する Dth , Dの場合に限らず、この項は有限の値の定数値と
なる。そのため、Dth が小さい場合には、中間的な波数領域で q2 となることが期待されるが、
最終的には limq→0 S (q)→ Dth/Dとなる。limq→0 S (q)→ 0となるのは、Dth = 0の場合のみで
ある。

2.7.2 密度場と速度場を持つ流体方程式における Hyperuniformity

先ほどの議論では、密度場 ρのみが遅い変数であった。次に、密度場 ρと速度場 vが遅い変数
の場合について議論する。この場合にも、揺動散逸定理の破れ方によっては、Hyperuniformity

が生じることが知られている [50]。
以下のような流体方程式を考える。 ∂ρ

∂t = −∇ · (ρv)
∂ρv
∂t + ∇ · (ρvv) = −γ̃ρv − ∇p + ∇ · σ + ∇ · f

(2.39)
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ここで、σは、
σ = η

[
∇v + (∇v)T − 2

d
(∇ · v)I

]
+ ξ(∇ · v)I. (2.40)

の形を持つ。この式では、ρは質量密度である。また、ノイズ項 f は
〈

fi j(r, t) fkl(r′, t′)
〉
= 2kBTδ(t − t′)δ(r − r′)

[
η

(
δikδ jl + δ jkδil −

2
d
δi jδkl

)
+ ξδi jδkl

]
= 2ρ0kBTνδ(t − t′)δ(r − r′).

(2.41)

という相関を持つ。νは kinetic viscosityである。この方程式は、慣性を持つ Random Organi-

zation模型に関する研究において最初に提案された [50]。この方程式において最も重要な項は
−γ̃ρvである。この項は、エネルギー散逸を引き起こす項であり、系に対して過剰な散逸を与
え揺動散逸定理を破る。
ここで、cs を音速として、圧力は p = c2

sρという形であると仮定する。さらに、前節と同様
に式 (2.39)を線形化し、Fourier変換すると、 ωδρ̃ = qρ0ṽ

−iωρ0ṽ = −γ̃ρ0ṽ − ic2
sqδρ̃ − ρ0νq2ṽ + iq f̃

(2.42)

この式を δρ̃について解くことによって、

δρ̃ =
q2 f̃

−ω2 − iω(γ̃ + νq2) + c2
sq2 . (2.43)

を得る。さらに、前節と同様に S (q, ω)を計算すると、

S (q, ω) =
q4

ω2(γ̃ + νq2)2 + (ω2 − c2
sq2)2

νkBT
mπ

(2.44)

となる。
δρ̃を求めたので S (q, ω)を計算することができ、

S (q, ω) =
q4

ω2(γ̃ + νq2)2 + (ω2 − c2
sq2)2

νkBT
mπ

(2.45)

を得る。S (q)を求めるには、ωについて積分を行えばよく、次の複素積分の公式∫
dx

1
(x2 − a2)2 + b2x2 =

π

a2b
(2.46)

を用いることで、S (q)を計算することがでいる。S (q, ω)を ωについて積分することで、S (q)

は
S (q) =

∫
dωS (q, ω) =

q4π

c2
sq2(γ̃ + νq2)

νkBT
mπ

=
νkBTq2

mc2
s(γ̃ + νq2)

∝ q2 (q→ 0) (2.47)
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となる。この式の形は、(2.36)とは異なるものの α = 2のHyperuniformityを示す。平衡系であ
る γ̃ = 0の場合には、S (q)は有限の値になることから揺動散逸定理の破れが Hyperuniformity

を引き起こす原因であることがわかる。
線形化した方程式を実空間表現に書き直すと

∂2δρ

∂t2 = −(γ̃ + νq2)
∂δρ

∂t
− c2

sq2δρ + q2 f (2.48)

となる。この式を見ると、散逸項が −(γ̃ + νq2) ∂δρ
∂t となっている。γ̃ = 0 の場合は平衡系であ

り、散逸項を記述する項は q依存性を持つ。しかし、非平衡系である現在の場合には、−γ̃ ∂δρ
∂t

の項が付け加わっており、どんな波数の場合にも同じ大きさの散逸がかかっていることがわか
る。特に、q→ 0の場合にも、この散逸項は残ってくる点が平衡系での散逸項との大きな違い
であり、非平衡系における強い散逸の効果が系を Hyperuniformにしている。
この節では、2つの非平衡流体について見てきた。2つの流体方程式は特定の形ではあるも
のの、非平衡流体系であれば、Hyperuniformityが生じる可能性があることを示している。
もちろん、非平衡流体の議論をどれだけ拡張しても、全ての非平衡 Hyperuniformityを説明
できるわけではない。なぜならば、多くの Hyperuniformityが生じる系では、系は時間変化し
ないからである。例えば、Jamming系では、最終的に得られる力の釣り合いが満たされた構造
は時間的に構造変化しない。また、多くの系では、ミクロなモデルは存在するもののマクロな
方程式がどのように記述されるかは明らかではなく、非平衡流体系であっても上記の議論がど
の程度成立するかは明らかではない。加えて、αは様々な値が存在することが報告されている
ものの、上記の流体方程式からの議論では、非線形効果を取り入れなければ S (q) ∝ q2 しか示
すことができない。よって、上記の議論は非常に限られた系にしか使えず、Hyperuniformの
理論的な理解は今のところ十分ではない。
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第 3章

Generalized Active
Ornstein-Uhlenbeck Particle系にお
ける Hyperuniformity

3.1 背景
Active Matterは、自発的に運動を行う構成要素によって成り立つ多体系であり、メートルス
ケールの鳥や魚からナノメートルスケールのモータータンパク質まで、幅広い長さスケールに
存在する [2, 3]。このように、Active Matterの構成要素は大きく異なるものの、協同運動には
類似した性質が見られることが知られている。このような Active Matterが示す協同的な運動
を統計力学として理解するのが、Active Matterの統計力学の目的である。非平衡統計力学の視
点から Active Matterについて考えると、各個体が持つその自発的な運動性によって、1粒子レ
ベルで揺動散逸定理が破れている個体で構成された多体系ということもできる。この Active

Matterの非平衡性は系の境界から外場を加え、系全体を非平衡にする設定とは異なっており、
境界条件による非平衡系では、見られなかった様々な非平衡現象が生じうる [2, 3, 51, 52]。そ
のため、Active Matterは、生物の協同運動を理解するという生物に対する興味だけでなく、非
平衡統計力学の基本的な興味に基づいた様々な研究も活発に行われている。

Active Matterの多くの模型において、Giant Number Fluctuationと呼ばれる系の密度揺らぎ
の増大や相分離現象が観測される [4–10]。これは、自己駆動力の効果によって、粒子が周り
の粒子と協同的に運動しようとした結果、集団として集まり、系が非一様になった結果である
と考えることができる。一方で、Giant Number Fluctuationとは対照的な現象である、系の密
度揺らぎの減衰である Hyperuniformityは、Active Matter系ではいくつかの例をのぞいてほと
んど観測されていない。一方で、2.7 節で議論したように、系が揺動散逸定理を破るならば、
系に Hyperunifority は生じうる可能性がある。つまり、Active Matter のような非平衡粒子系
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において、揺動散逸定理の破れ方によって Hyperuniformityは生じうるはずである。実際、共
同研究者の Youは先行研究の Active Matterモデルを一般化した Generalized Active Ornstein-

Uhlenbeck Particle(GAOUP)模型を提案し、その模型の静的構造因子で Hyperuniformityが生
じる示唆的な結果を得た [53]。一方で、その Hyperuniformityのべき指数や、系のパラメータ
に対する依存性等は明らかになっていない。
本研究では、はじめに、Scalar Active Matterの理論モデルである Active Ornstein-Uhlenbeck

Particle(AOUP) 模型の揺動散逸定理の破れ方を詳細に調べることで、これまでの Active

Matter 模型での揺動散逸定理の破れについて考える。その上で、You が提案した揺動散
逸定理の破れ方をより詳細に制御できる模型である Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck

Particle(GAOUP) 模型を説明する [53]。GAOUP 模型は、ノイズが有限の記憶時間 τp を持つ
モデルであった AOUP 模型に対して、さらに、応答関数に対しても有限の記憶時間 τm を与
えたモデルである。本研究では、この GAOUP 模型の数値シミュレーションを行い、広いパ
ラメータ領域における GAOUPの動的相図を作成した。GAOUP模型では、τm < τp の領域で
は、これまで報告されてきた Scalar Active Matter 模型と同様の性質を示し、τm → 0 の極限
では、GAOUP模型は AOUP模型と一致する。一方で、τm > τp の領域は、これまでの Scalar

Active Matter 模型では扱うことができない非平衡領域であり、我々は、この領域において
Hyperuniformity が生じることを確認した。つまり、これまでの Scalar Active Matter 模型に
おいて Hyperuniformity が観測されていなかった理由は、Hyperuniformity が生じる非平衡流
体状態をこれまでの Scalar Active Matter 模型では表現できないことが原因であった。また、
GAOUP模型における静的構造因子の振る舞いは S (k) ∝ k1.5 であった。この指数は、これまで
様々な系で報告されてきた Hyperuniformity指数とは異なる新規の値である。
本章は次のような構成になっている。まずはじめに、3.2節において、これまでに知られてい
る Active Matter の性質や理論模型について説明を行う。3.3 節において Scalar Active Matter

系である AOUP模型の揺動散逸定理の破れについて議論する。続く、3.4節において今回我々
が考案した AOUP 模型を拡張した模型である GAOUP 模型について説明する。3.5 節におい
て、今回我々が行った数値計算の設定を説明する。3.6節では、GAOUP模型の様々なパラメー
タ領域において系の密度揺らぎがどのような振る舞いをするかを議論し、GAOUP系において
Hyperuniformityが生じうることを示す。3.7節では、GAOUP系で生じた Hyperuniformity指
数 α ≈ 1.5という値が系の密度やポテンシャル、システムサイズといった条件に対してどの程
度ロバストなのかを調べる。次に、3.8節において、GAOUP模型が持つ 2つの記憶時間 τp と
τm を変化させて得られた系の相図を示す。また、GAOUP模型における Hyperuniformityがど
のような条件の元で生じるようになるかを議論する。3.9 節では、Hyperunifority が生じるパ
ラメータ領域において、系の密度揺らぎ以外の性質がどのように変化しているかを議論する。
最後に、3.10節で今回 GAOUP模型の数値シミュレーションによって得られた結果について
まとめる。
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3.2 Active Matter

この節では、Active Matter について、これまでに知られている性質やその理論模型につい
て説明を行う。3.2.1 節では、Active Matter とは何かについて説明を行い、どのような系を
Active Matterと呼ぶかについて考える。続く、3.2.2節では、Active Matterの理論模型につい
て説明を行う。Active Matter は、その形状や自己駆動性の入り方によって様々な模型が提案
されており、その違いによって見られる現象が異なることが知られている。この節では、現在
用いられている Active Matterの全ての性質を説明するような一般的な模型から始まり、現在
用いられている種々の模型とその系で見られている現象について説明を行う。最後に、3.2.3

節では、Active Matter系でこれまでに報告されてきた Hyperuniformityについて説明を行う。
本節で説明するそれぞれの Active Matter模型についてのより詳細な内容については、 [2, 3, 7,

51, 52, 54, 55]が詳しい。

3.2.1 Active Matterとは何か
Active Matterは、一つの個体が自身に蓄えた自由エネルギーや、環境の自由エネルギーを用

いて並進移動や力学的な仕事を行うことができる系のことである。Active Matterは、幅広いス
ケールに存在している。それを示したのが、図 3.1である。一番小さいナノメートルスケール

Fig.3.1 ナノメートルスケールからメートルスケールにわたる Active Matterの例。Active
Matterは、広い長さスケールに渡って存在することがわかる。一方で、その集団運動は類似
した運動を示すことが知られている。下の図では、大腸菌の集団運動 [56]、sperm cellsの
速度場 [57]、鳥の群れ [58]を示しており、そのどれもが方向の揃った集団運動をしている。
上の画像はそれぞれ [56–59]より引用した。

においては、例えば、Kinesinのようなモータータンパク質が存在する。また、マイクロメー
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トルスケールにおいては、E. coliのようなバクテリアや、Janus粒子系のような人工粒子系が
存在する。このような系は、Active Matter の実験によくに用いられている。また、さらに大
きいスケールになると、虫や魚、動物、鳥などの我々が日常的に目にする生物が Active Matter

に含まれている。このようなスケールでは、ロボットなどの非生物だが自発的な運動性を持つ
存在も Active Matterとして含み、単純なルールに従うロボットの集団的な運動も研究されて
いる。このように、Active Matterは、必ずしも鳥の群れやバクテリアコロニーなどの生物集団
のことを指すわけではなく、Janus粒子系のような人工粒子系やロボットなども含んでいる。
図 3.1で示したように Active Matterは幅広いスケールに存在しており、また、その形状は、
それぞれに大きく異なっている。一方で、その集団運動には、スケールや形状の違いによら
ず非常に似通った現象が観測されている。例えば、図 3.1の左下の図は、マイクロメートルス
ケールにおける大腸菌の集団的な運動を示している [56]。色のついた矢印が各バクテリアの変
位を示しており、集団的に同じ方向へと移動している振る舞いが見られる。また、下の中央の
図は sperm cellsの速度場を示しており、方向のそろった集団的な運動が生じていることがわ
かる [57]。最後に、右下の図は鳥の群れが方向をそろって集団的に移動している際の写真であ
る [58]。このように、ここで示した全ての集団はそれぞれ個体のスケールが異なるものの、方
向のそろった集団的な運動を示すことが知られている [2, 60]。
では、このような Active Matterが示す多様な協同現象を捉える理論は、どのように構築で

きるのだろうか? Active Matterを理論的に捉えるには、まずこのような協同現象を引き起こす
のに重要な性質が何かを考える必要がある。鳥や魚の群れでは、衝突しないように周りを見て
自分自身の進行方向を調整する性質が重要に思われるし、細胞においては、細胞成長や分裂な
どが重要に思えるし、大腸菌などでは、鞭毛の運動の仕方や、その形状などが重要に思える。
このように、各スケールで類似した協同運動が見える一方で、各生物やスケールごとに形状や
運動の仕方や性質が異なる。そこで、最も単純なモデル化の方法はどのように自発的に動くか
の詳細は議論せず、自発的に動く個体の集団を考えることである。このような系は自己駆動粒
子系と呼ばれる。
自己駆動粒子系の理論モデルを構成する際には、1粒子のダイナミクスをモデル化するエー

ジェント模型と、集団的な性質として、系が持ちうる秩序変数と系が持つ対称性から許される
項を全て入れた流体方程式を用いる場合の 2つがある。我々の研究では、1粒子のダイナミク
スをモデル化したので、この節では、主にエージェント模型についての説明を行う。流体方程
式に関する記述については、[2, 5, 7, 55]等のレビューが詳しい。

3.2.2 Active Matterの理論模型
ここでは、自己駆動粒子系の理論モデル、特に、エージェント模型について説明を行う。自

己駆動粒子系の理論モデルは、どのような粒子がどのように自己駆動するかによって様々なモ
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デルが存在している。そこで、本章では、初めにさまざまなモデルの間の関係の見通しをよく
するために、自己駆動粒子系の研究において、現在用いられているモデルを一般的な形で書き
下す。2次元系の研究が最もよく行われているので 2次元系について考える。2次元系での自
己駆動粒子系の運動方程式の一般形は

ṙi = µ(r)

 f0(r, t)ei +
∑

j

f (int)(r j − ri, ϕi, ϕ j)

 + ξ(t)
ϕ̇i = µϕ(r)

∑
j

g(r j − ri, ϕi, ϕ j) + M(ri, ϕi)

 + ξϕ(t)
(3.1)

である。相互作用等の具体的な形は、より詳細にモデルを調べる時に説明するので、ここで
はこの模型の各項が持つ意味を考える。1 行目の式は、並進に関する運動方程式であり、多
くのモデルでは過減衰型の式が用いられる。右辺第１項目は、自己駆動力を表す項であり、
自己駆動力の強さは f0(r, t) で与えられ、その方向は ei = (cos ϕi, sin ϕi) である。2 項目の
f (int)(r j − ri, ϕi, ϕ j) は粒子間の相互作用を記述し、ξ は並進のランダムノイズである。2 行目
の式は、自己駆動力の方向が従う運動方程式である。1項目は角度方向の相互作用や周りの粒
子と方向を揃えようとする性質などが入る。2項目の M(ri, ϕi)は、粒子が持つトルクである。
ξ, ξϕ はそれぞれ並進及び回転方向のノイズである。Active Matterは平衡から遠い非平衡系の
ため、移動度 µ, µϕ とノイズは揺動散逸定理を満たさない。移動度 µは、モデルの運動性を記
述する上で重要であり、粒子の形状等に依存して行列になる [52, 61]。また、自己駆動力の強
さ f0(r, t) や移動度 µ(r)、トルクの強さ M(ri, ϕi) などは、粒子が化学走化性を持つ場合には、
位置依存性を持つことが知られている [62]。これは、バクテリアの周りの化学物質の分布の仕
方や生物の周りの餌の分布の仕方によって運動の仕方が変化することに対応する。
自己駆動力の方向 ei が、2式目の Langevin方程式から決まることからもわかるように、自
己駆動力は Non-Markovなランダム変数となっている。エージェント模型においては、Active

Matter系の非平衡性を調べることは、Non-Markovノイズ系を持つ非平衡系の性質を調べるこ
とに対応する。この Non-Markov ノイズがどのように揺動散逸定理を破り非平衡性を系に与
えるかは、後の節で議論する。
実際の研究では、式 (3.1)の全ての項を持つようなモデルは用いられない。多くの場合、こ

の中の多くの項を消去して得られるモデルが研究に用いられ、そのようなモデルにそれぞれ名
前がついている。続く節では、式 (3.1)から得られる個別のモデルについて議論する。

Active Rods系
Active Rods系は、図 3.2で示すような、非等方的な形状を持ち、ある特定の方向へと進む
自己駆動力 f0ei を持つモデルである。このような系は、現実系ではバクテリア [64]、アクチン
フィラメント [65, 66]、加振粉体 [67],ロッド状の Janus粒子 [68]などが対応することが知ら
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Fig.3.2 (a)Active Rods粒子の模式図。Active Rodsはある特定の方向への自己駆動力をも
ち、その形状は楕円形や棒状である。(b)B. subtilisの実験のスナップショット (A)及びその
渦度場 (B)、棒状粒子を用いた数値シミュレーションによって得られた渦度場 (C)と Active
Rods系の流体模型の数値計算によって得られた渦度場 (D) [63]。数値シミュレーションと
実験で類似した渦度場が得られており、このような現象は Active Turbulanceと呼ばれてい
る。(b)の図は [63]より引用した。

れている。
Active Rods系の運動方程式は、(3.1)において M = 0,µ0(r)(x, t) = µ, µϕ(r) = µϕ とした系で
あり、

ṙi = µ

 f0ei +
∑

j

f (int)(r j − ri, ϕi, ϕ j)

 + ξ(t)
ϕ̇i = µϕ

∑
j

g(r j − ri, ϕi, ϕ j)

 + ξϕ(t)
(3.2)

というモデルであることが多い [52, 69]。ここで、µ は、粒子の楕円的な形状から行列にな
る。Active Rods 系では、自己駆動力以外の相互作用や拡散運動といった粒子の運動性は、
ϕi → ϕi + πという変換に対して、不変である。これは、粒子形状からは頭と尻尾の区別がつか
ないことからもわかる。一方で、自己駆動力の方向 ei[ϕi]に関しては、ϕi → ϕi + πという変換
に対して、ei[ϕi] = −ei[ϕi]となり、符号を変えることに注意が必要である。このように Active

Rods系は、粒子の形状による Nematic秩序と粒子の自己駆動性による Polar秩序が重要であ
る。Active Rods 系は、一般的なモデル (3.1) の項を多く残しているため、あとで示すような
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Active Nematic系や Scalar Active Matter系の性質を Active Rods系の一種の極限として持つ。
また、Active Nematic系や Scalar Active Matter系に比べて広いパラメータ領域を持つことか
ら、その他の Active Matterモデルでは見られない多彩な相構造や非平衡現象が存在すること
が知られている [70]。
図 3.2 (b)の A,Bは、B. subtilisに対する実験のスナップショット及び、実験から計算された
渦度場である [63]。このような渦度場は、乱流で見られるものと類似していることから Active
Turbulanceと呼ばれている [55, 57, 63, 71–75]。このよう渦度場は、Active Rods系の数値シ
ミュレーション (図 3.2 (b)C) や Active Rods 系に対する流体記述 (図 3.2 (b)D) の結果でも見
られている。Active Turbulenceは、Active Rods系だけでなく、Active Nematic系でも見られ
ることが知られている [55, 74, 75]。Active Turbulenceは、実験的には、B. subtilis [63, 71, 72]

や、swarming sperm [57]、human bronchial epithelial cell [73]で観測されている。
上述したような粒子模型と現象論的に導出された流体記述をつなぐために、ミクロな粒子模
型から Active Rods系に対する流体記述を導出する試みがなされている [76–78]。

Active Nematic系
Active Nematic系は、図 3.3で示すような、非等方的な形状を持ち、頭と尻尾のどちらの方
向にも自己駆動性を持つ粒子である。頭と尻尾の区別がない Active Rods系ということもでき
る。Active Nematic系は、長軸方向への揺らぎが強い一種の液晶粒子であるため、液晶と同様
に Nematic 秩序が存在し、2 次元系では、通常の液晶と同様に Nematic 相では準長距離秩序
が生じることが知られている。現実の生物に頭と尻尾の区別がないのは、不思議なように思わ
れる。しかし、microtublue-kinesin系のようなモータータンパク質系 [79]や human bronchial

epithelial cell [73]、neural progenitor cell cultures [80]などを用いることで、Active Nematicを
実現することができる。

Active Nematic系では、粒子全体の性質が ϕi → ϕi + πに対して、不変でなければいけない
が、Active Rods系での議論からもわかるように、単純な自己駆動力 f0ei の形では、不変には
ならない。そこで、 f0(r, t) = f0h(t) とし、h(t) = {1,−1} という binary 変数を導入し、確率的
に h(t)の符号が変化するようにする。このようにすることで、粒子が頭と尻尾の両方の方向に
偏ることなく進むという設定を実現できる [81]。Active Nematic系は、頭と尻尾の区別をなく
すために Active Rods系に比べて運動方程式が複雑になってしまう一方で、Active Nematic系
を記述するのに用いられている流体方程式は、液晶流体に自己駆動性に起因する項を加えた比
較的単純なものであるため、多くの研究では流体記述を用いて研究が行われている [2, 54, 75,

82]。
Active Nematic 系は、通常の液晶と同様に系の中のトポロジカル欠陥が重要な役割を果た
すことが知られている。図 3.3 (b)は、液晶における最低トポロジカル数のトポロジカル欠陥
を示したものである。液晶では、頭と尻尾の区別がないため ±1/2が、最低トポロジカル数と
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Fig.3.3 (a)Active Nematic 粒子の模式図。Active Rods とは異なり、自己駆動力が長軸の
どちらの方向に対しても働くため、頭と尻尾の区別がが存在しない。(b)Active Nematic系
で観測される ±1/2のトポロジカル欠陥の模式図。+1/2の欠陥は自己駆動力を持つ粒子の
ように振る舞い、一方で、−1/2 の欠陥は自己駆動性のない粒子のように振舞うことが知
られている。(c)microtublue-kinesin 系の実験と数値シミュレーションによって得られた結
果 [54]。どちらの場合にも、±1/2のトポロジカル欠陥が存在していることがわかる。(c)の
図は [54]より引用した。

なる。トポロジカル数 ±1/2は、黒点で表した点の周りで粒子の方向が ±πだけ回転している
ことを示している。トポロジカル数が ±1/2の欠陥が衝突すると対消滅することが知られてい
る。図 3.3 (c)の左が microtublue-kinesin系における実験の結果を示し、右が Active Nematic

流体の数値計算を示している [51, 54, 75, 79]。両者も非常に類似した振る舞いをしており、実
験、数値計算ともに ±1/2のトポロジカル欠陥が存在することが見て取れる。通常の液晶にお
けるトポロジカル欠陥とは異なり、Active Matter系における +1/2のトポロジカル欠陥は自己
駆動性を持った粒子として振舞う [51, 54, 82]。これは、(b)に示しているように +1/2のトポ
ロジカル欠陥は、箒星型の尾の粒子の自己駆動性によって、それと垂直方向を向いている粒子
が押されることから、箒星と同様の方向へ自己駆動力によって進行する。一方で、−1/2の欠
陥は、3回対称であることから自己駆動性を持たず、通常の自己駆動力を持たない粒子として
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振舞う。
microtublue-kinesin系以外にも、様々な生物系においてトポロジカル欠陥が存在することが

確認されている [80, 83–87]。Epithelial cellsでは、+1/2の欠陥において、自己駆動性によっ
て局所的に圧力が高くなり、アポトーシスが誘発されるため、+1/2の欠陥の位置とアポトー
シスが生じる位置が強く相関していることが明らかになった [83]。また、ヒドラの分化におい
ては、トポロジカル欠陥の位置と、卵細胞の分化によって最終的にどの位置がが足や頭に分化
するかといった性質が関係していることが報告されている [85]。このように近年では、生物に
おいてトポロジカル欠陥が重要な役割を果たしていることが明かになってきており、トポロジ
カル欠陥の役割の理解が期待されている。

Polar Active matter系
Polar Active Matterは、排除体積の効果がない、運動するスピンのようなモデルである。粒

子は、排除体積は持たないものの、近傍の粒子と自己駆動力の方向を揃える相互作用を持っ
ているため、図 3.4(a) に示すように、近傍の粒子と方向のそろった運動をする。このような
Polar Active Matterの運動方程式は、(3.1)における並進の相互作用項や回転トルク項を落とす
ことで、記述できる。Polar Active Matterの運動方程式は

ṙi = µ f0ei

ϕ̇i = µϕ
∑

j

g(r j − ri, ϕi, ϕ j) + ξϕ(t) (3.3)

である。この模型は、Active Matter模型の中で最も有名なモデルである Vicsek模型の連続版
に対応している [88]。Polar Active Matter の研究においては Vicsek 模型が主に用いられてい
る*1。

Polar Active Matterの流体記述には、Toner-Tu模型と呼ばれるモデルが用いられる [5, 89]。
Toner-Tu方程式は、密度場と Polarity fieldで記述される流体方程式であり、Galilei対称性を
満たさない流体方程式に対して、対称性から許される項を全て加えた方程式である。流体方

*1 Active Rods、Active Nematic modelも排除体積を持たず方向を揃える効果のみで記述された模型が用いられる
ことがある。それらの模型は、

ṙi = hv0ei

ϕ̇i =
µϕ

ni

∑
j

sin
(
k(θ j − θi)

)
+ ξϕ(t) (3.4)

と記述される。hは、Active Nematicの説明の際に導入した、進行方向を反転させるノイズである。h = 1の場
合には、進行方向は反転せず、頭と尻尾の区別があるモデルとなる。∑

j は i番目の粒子の近傍についての和で
あり、ni は i番目の粒子の近接粒子数である。通常、粒子の近傍は半径 Rの範囲に入っている粒子として定義
する。sin

(
k(θ j − θi)

)
は、周りの粒子と方向を揃える効果を示しており、k = 1は強磁性的であり、k = 2では

nematic的である。
(3.4)を用いると、排除体積のない、Active Polar, Active Nematic, Active Rodsを全て記述することができる。

Active Polar(k = 1, h = 1), Active nematic (k = 2, h , 1), Active Rods (k = 2, h = 1)である。
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Fig.3.4 (a)Polar Active Matter 粒子の模式図。Polar Active Matter は排除体積効果を持た
ず、近接粒子と進行方向を揃える力を持つのが特徴である。(b)Vicsek 模型における無秩
序相 (左)、秩序相 (中央)、Vicsek Band。Vicsek模型では、秩序相と無秩序相の相共存とし
て、Vicsek Bandと呼ばれる状態が生じることが知られている。Vicsek Bandは進行方向に
対して、垂直に秩序が生じる。左と中央の図は [88]より引用し、右の図は [6]より引用し
た。(c)Polar Order Parameter ⟨φ⟩のノイズ強度 η依存性 [6]。システムサイズを上げていく
と、相転移点で不連続に変化する振る舞いに変化していく。これは、相転移に対して有限サ
イズ効果が強く効いていることを意味しており、現在では Vicsek模型の相転移は 1次転移
であることが知られている。この図は [6]より引用した。(d)Vicsek模型における相図 [7]。
密度が高くノイズが小さい領域で秩序相が生じ、ノイズが高い場合には無秩序相が生じる。
両者の共存相として Vicsek Band と呼ばれる状態が生じる。(e)Vicsek 模型における Giant
Number Fluctuation(GNF) [7]。白抜きの線は無秩序相であり、数密度揺らぎ ∆n2/nは増大
しないが、色丸で描かれた秩序相では、∆n2/n ∝ n0.6 となっており、これは理論的な予想と
一致している。(d),(e)の図は [7]より引用した。

程式に対する具体的な理論解析の結果は、本論文では議論しないが、後述する Vicsek模型で
見られる多くの性質を再現することが知られている。また、Vicsek 模型から Bolzmann 方程
式や Fokker-Planck方程式を経由して Polar active matter系を記述する流体方程式を導出しよ
うと様々な試みがなされており、Toner-Tu 模型では出てこない項が現れるものの、その形は
Toner-Tu模型に類似していることが知られている [90–95]。

Polar Active Matterは、方向を揃える効果を持つことから、方向を揃える効果と方向をバラ
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バラにしようとするノイズの強さの比である ηと系の数密度 ρを変化させることで、ランダム
な運動をする無秩序相 (図 3.4(b)(左))から方向の揃った集団運動が実現する秩序相へと転移す
ることが知られている (図 3.4(b)(中央))。平衡系の 2次元 XY模型では、Mermin-Wagner定理
から長距離秩序を持つことができず、準長距離秩序が生じることが知られている [96]。一方、
Vicsek模型は、非平衡系であることからMermin-Wagner定理が成立せず、長距離秩序の存在
する秩序相が生じる。これは、Vicsek模型における顕著な特徴である。
図 3.4 (c)は、ηを変化させた際の Polar秩序変数の変化を示したもので、系のサイズが小さ

い場合には 2 次転移的な連続転移に見えていたものが、系のサイズが大きくなるにつれて不
連続な転移になることが見て取れる。実際、Vicsek 模型における相転移は一次転移であるこ
とが知られており、気液転移のように、秩序相と無秩序相の間には共存相が存在することが知
られている。図 3.4 (d)は、Vicsek模型の相図を示したものである。ノイズ強度が強い場合に
は、無秩序相が生じる。一方で、ノイズが弱く密度が高い場合には、粒子の進行方向が揃った
秩序相が生じる。この秩序相では、粒子の進行方向は揃っているものの、粒子の分布は一様
である。両者の間である共存相では、Vicsek Bandと呼ばれる状態が生じることが知られてい
る [6]。図 3.4 (b)の右図は Vicsek Bandを示したものである。Vicsek Bandは粒子の進行方向
に対して垂直方向に生じることが知られている。

Vicsek 模型には、もう一つ特徴的な現象として、Giant Number Fluctuation(GNF) と呼ば
れる現象が存在する [5–7]。平衡系では、系の中の部分系における粒子数の揺らぎ ∆n2 =〈
N2

〉
− ⟨N⟩2 ∼ ⟨N⟩となる。しかし、Vicsek模型における粒子数揺らぎは Toner-Tu方程式に対

する解析から ∆n2 ∼ ⟨N⟩1.6 となることが知られている [5]。図 3.4 (e)は、Vicsek模型における
GNFを示している。無秩序相 (白抜き四角)では、系の揺らぎはべき的な傾向を持たない。し
かし、秩序相 (色丸)では、明確な GNFが生じており、∆n2 ∼ ⟨N⟩1.6 という理論予測の指数と
一致していることがわかる [6]。
この GNFは、Polar Active Matter特有のものではなく、他の Active Matter模型でも見られ
ることが知られている。また、その指数は Active Nematicや Active Rodsでも ∆n2 ∼ ⟨N⟩1.6 と
なることが数値計算から知られている [8–10]。Active Nematicの理論解析から、線形解析の範
囲でも GNFが生じることが示されているものの、線形解析の結果では ∆n2 ∼ ⟨N⟩2 となってお
り、指数は数値計算の結果とは一致していない [4]。

Chiral Active Matter系
Chiral Active Matterは、これまでの自己駆動粒子系とは異なり、運動の chiral対称性が破れ

た自己駆動粒子系の総称である。そのため、Active Rodsや Polar Active Matterと同じ性質を
もち、その上で自己駆動力の chiral対称性が破れたような系も存在する。粒子の Chiral対称性
を破ることで、自己駆動力による強い非平衡性と chiral対称性の破れによって、通常の Active

Matterモデルでは生じなかった非平衡現象が生じることが知られている。chiral対称性の破り
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方には、大きく分けて 2種類あり、粒子が内部自由度として、スピンを持ち回転している場合
(図 3.5(a)(左))と自己駆動力が chiral対称性を破っている場合 (図 3.5(a)(右))である。つまり、
自転する粒子と公転する粒子の 2 種類である。前者は、粒子そのものの回転であるため、粒
子の運動軌道は必ずしも chiral対称性を破らない。一方で、後者は運動の軌道が chiral対称性
を破っており、自己駆動力は Lorentz力に類似した力である。しかし、回転と並進の自由度を
カップルさせる必要があるため、自転する粒子の数値シミュレーションや実験においては単純
な球形ではなく、形状が十字形や四角などの粒子が用いられる [97, 98]。

(a)

(b)

(c)

Fig.3.5 (a)Chiral Active Matter 粒子の模式図。粒子が自己駆動力によって自転する場合
(左) と進行方向が円を描く場合 (右)。どちらの粒子も運動の chiral 対称性が破れている。
(b)人工粒子の実験で得られた Chiral Active Matterの変位場 [97]。明らかに系の表面に沿っ
てエッジ流が生じていることがわかる。(c)右回りと左回りに自転する粒子で構成された 2
成分系における数値シミュレーション [98]。粒子間相互作用が働かない場合には、粒子は
同じ位置で回転し続けるため、低密度では粒子間接触が存在せず、同じ位置から運動しない
吸収状態が生じる。一方で、密度を上げていくと、回転方向の違いによって系が相分離を起
こす。さらに密度をあげると、相分離した相の中に回転方向のそろった結晶構造が生じるこ
とが報告されている。(b)、(c)はそれぞれ [97, 98]より引用した。

運動の軌道が chiral対称性を破っているような Active Matterモデルは、次のような運動方
程式で記述される。

ṙi = µ

 f0(r, t)ei +
∑

j

f (int)(r j − ri, ϕi, ϕ j)

 + ξ(t)
ϕ̇i = µϕM + ξϕ(t)

(3.5)
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粒子の自己駆動方向に一定のトルク M が存在することで、進行方向が曲がり、Chiral対称性
を破った運動が実現する。この自己駆動力は Lorentz力に類似した力となっている。このよう
な粒子がまっすぐ進むことができないという性質は、生物としてはありふれている。例えば、
E. coliは、鞭毛の回転運動によって壁付近を進む際には、運動が右回りになってしまうことが
知られており [99–101]、sperm cells も直線的な運動ではなく、回転軌道を描きながら運動す
ることが知られている [102–104]。また、人間が目隠しをして歩く実験では、人間が歩行する
軌道も回転軌道を描くことが知られている [105]。生物系以外にも、実験的には Janus粒子を
L字型にすることで、運動の回転軌道を実現できる [106]。
一方で、粒子が自転している場合の粒子の運動方程式は、

ṙi = µ
∑

j

f (int)(r j − ri)

ϕ̇i = µϕM(ri, ϕi) + µϕ
∑

j

g(r j − ri, ϕi, ϕ j) + ξϕ(t)
(3.6)

と記述される。ここでの ϕi は、自己駆動力の強さではなく、粒子自身の回転角であり、並進
運動と回転運動をカップルさせるための粒子間相互作用が必要である。ここで示したモデルに
は、並進の自己駆動力がないため、粒子間相互作用が働かない場合には、粒子は同じ位置に止
まり回転し続けることになる。そのため、この系では、系の密度に依存して、吸収状態転移を
起こすことが知られている [98]。
図 3.5(b)は、自転する粒子を用いた実験であり、円形の系の縁を添うように edge flowが生
じるていることがわかる [97]。このようなエッジ流は、実験だけでなく数値計算でも確認され
ている [107]。chiral 対称性の破れた流体である Chiral Active Fluid は、近年の理論的な解析
によって量子 Hall効果に類似した現象が生じることが知られている [108, 109]。Chiral Active

Fluid における Hall 伝導度に対応した量は odd viscosity と呼ばれている。量子 Hall 効果は
もちろん通常は量子効果によって生じるものであるが、この量子ホール効果に類似した Odd

viscosity は純粋な古典系で生じ、その起源はミクロな chiral 対称性の破れと自己駆動力によ
る強い非平衡性である。量子 Hall 効果は、系のトポロジカルな性質と密接に関連しており、
Chiral Active Fluidにおいても系のトポロジカルな性質との関連が議論されている [51, 108]。

Chiral Active Matterは、自発的な回転運動を持つため、回転運動の方向だけが異なる 2成分
系を考えることができる [98]。図 3.5(c)は、十字形の右と左回りに自転する粒子の 2成分系に
おける相図である。低密度では、粒子は自発的な並進運動をしないために、粒子間衝突が生じ
ない位置に全ての粒子がたどり着くと、系は吸収状態に入る。さらに密度を上げていくと、粒
子間衝突が必ず生じ、系はアクティブ相となる。そのため、密度の変化によって吸収状態転移
が生じる。興味深いことに、アクティブ相では、系は右回転する粒子でできた相と左回りする
粒子でできた相へと相分離する。このような粒子の回転方向の違いによる相分離は、自転する
粒子だけでなく公転する粒子系でも確認されている [31]。さらに系の密度を上げていくと、相
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分離した層の中に粒子が結晶秩序を持った Rotating crystal と呼ばれる相が生じる。Rotating

crystalは、相分離した各相のなかで粒子が結晶化した状態であり、結晶自体が回転する運動が
見られる。

Scalar Active Matter系
Scalar Active Matterは、Active Matterモデルの中で最も単純な Active Matter模型である。

Scalar Active Matterは基本的に進行方向を揃えるような効果は持たない。図 3.6(a)は、Scalar

Active Matterを模式的に示した絵であり、各粒子が自分自身の持つ自己駆動力にしたがってラ
ンダムに運動するモデルである。どのような自己駆動力を持つかによって様々なモデルが提案
されているが、ここでは最もよく用いられているモデルである、Active Brownian Particle(ABP)

と Active Ornstein-Uhlenbeck Particle(AOUP)について議論する。

𝑆(𝑘)

𝑘

𝑓&𝒆(
(a) (b)

(c)

(d)

Fig.3.6 (a)Scalar Active Matter粒子の模式図。粒子の形状は球形であり、特定の方向へと
進みたがる自己駆動力を持つ。(b)Scalar Active Matterの運動を再現するために作られた人
工粒子である Janus粒子 [110]。粒子は 2つの面が異なる物質でコーティングされている。
2 つの表面が異なる化学反応の触媒となることから、局所的に化学ポテンシャル勾配が生
じ、それによって自己駆動性が生じる。(c)Janus粒子を用いた実験 [111]と ABPの数値シ
ミュレーション [112]によるMIPS。両者は非常に類似した振る舞いをしていることがわか
る。(d)ABPにおける静的構造因子 S (k)の振る舞い [112]。密度 ϕ = 0.4より大きい場合に
は MIPSが生じ、長距離の相関が発達する。(b)(c,左図)はそれぞれ [110, 111]より引用し
た。また、(c,右図)、(d)は [112]より引用した。
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Active Brownian Particle (ABP)の運動方程式は次のように書くことができる [112, 113]。

ṙi = µ

 f0(r, t)ei +
∑

j

f (int)(r j − ri)

 + ξ(t)
ϕ̇i = ξϕ(t)

(3.7)

この運動方程式は、明らかにこれまでの Active Matter模型の流れをくみ、自己駆動力を最も
単純な形で表した模型である。自己駆動力は、回転ブラウン運動によって方向を変える。自己
駆動力の持続時間は τp = 1/Dr であるため、自己駆動力は τp の間同じ方向を向いている。こ
れは、自己駆動力が有限の記憶時間を持つ Non-Markov ノイズであることを示している。実
際、簡単に示すことができるように、ABP模型の自己駆動力の相関は、

〈
f act
αi (t) f act

β j (t′)
〉
=

v2
0

2
e−

|t−t′ |
τp δi jδαβ (3.8)

と書くことができる。ここで、i, jは粒子番号に関する添字であり、α, βは空間自由度に関す
る添字である。ABPは、指数型の相関を持つ Non-Markovモデルということもできる。ABP

の自己駆動力は、2時刻相関だけでなく、より多時刻の相関も持つ。
次に、Active Ornstein-Uhlenbeck particle (AOUP)を説明する [114]。AOUP模型は ABP模
型を簡単化したモデルである。AOUPは、ABPの自己駆動力の相関が指数型であることに着
目して、指数型の相関を示す最も単純な確率過程である、Ornstein-Uhlenbeck過程で自己駆動
力を記述したモデルである。そのため、AOUPの自己駆動力が従う運動方程式は、

τp ḟ act
αi = − f act

αi + ηαi (3.9)

と書くことができる。ここで、ηαi は白色ガウスノイズである。τp はノイズの記憶時間であり、
ABPと同様に τp の間ノイズは同じ方向に力が働く。 f act

αi は式 (3.8)と同じ相関を持つ。AOUP

は、バクテリア浴中のコロイド 1粒子の運動をよく記述することが知られている [115, 116]。
このような単純な自己駆動粒子系は球形 Janus粒子のダイナミクスを再現することが知られ

ている。図 3.6 (b)には、実験で作成された Janus粒子を示している。この Janus粒子は、粒子
の両側面をそれぞれ別の触媒でコーティングした粒子であり、粒子の両側面がそれぞれ異なる
化学反応の触媒となることで、粒子の周りに局所的な化学ポテンシャル勾配をうみ、それが自
己駆動性の起源となる。局所的な化学反応を利用する以外にも、様々な方法で、自己駆動性を
生み出す系が提案されており、Scalar Active Matterの単体及び、集団的運動の実験に用いられ
ている [110, 111]。

Scalar Active Matterで生じる現象の中で最も有名な現象がMotility Induced Phase Separation

(MIPS) である [111–114, 117, 118]。MIPS は、粒子間に斥力相互作用しか存在しない場合に
も、平衡系における気液相分離に類似した相分離が生じる現象である [112–114, 119, 120]。
MIPSは Janus粒子を用いた実験 [111, 117]やMyxococcus xanthusを用いた実験 [121]でも観
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測されている。図 3.6 (c)は実験 (左)と数値シミュレーション (右)で実際に観測されたMIPS

である。両者の結果は非常に類似していることがわかる。
MIPSが生じる原因は、直感的には次のように説明されている。自己駆動粒子は、τp の間同
じ方向へと進もうとするため、2つの粒子が衝突してもすぐには離れず、一定時間衝突した状
態を保つ。そのため、τp が長く、比較的密度が高い場合には、衝突している粒子の後ろにさ
らに新しい粒子が衝突することが可能である。このような衝突が複数回起きると、最初に衝突
していた粒子は外に逃げ出すことができなくなり、クラスターへと成長する。クラスターが形
成され表面が広がると、さらに粒子がクラスターに向かって衝突する確率が広がるため、クラ
スター成長が促され、結果として、相分離が生じることになる。このクラスター成長はクラス
ターの外の密度が低下し、ある時間間隔の間にクラスターへと衝突してくる確率とクラスター
から逃げ出す確率が一致するまで続く。

MIPSは、通常の気液相転移と類似した性質を持つことが知られている。実際、臨界点近傍
では、図 3.6(d) に示すように、平衡の気液相分離と同様の Ornstein-Zernike 型の密度揺らぎ
の増大が報告されている [112]。相転移の臨界性は、AOUPモデル [122]や Active latticeモデ
ル [120, 123]では、イジング普遍性クラスであると報告されているが、ABP模型では、イジ
ング普遍性クラスとは異なるという結果が報告されており [124]、Scalar Active Matterの相分
離がイジング普遍性クラスに属するかは完全に決着していない。相分離した後のクラスター表
面の性質も通常の相分離と同様に Porod則に従うことが報告されている [125]。
しかし、MIPSの全ての性質が平衡相分離と一致しているわけではない。MIPSの直感的な

議論からもわかるように、クラスター表面にいる粒子が、一定時間自己駆動力によってクラス
タ中心の方向へと向かおうとする効果によって生じている。そのため、表面では、常にクラス
ターを圧縮しようとする力が働いており、クラスターの表面張力が負になることが予想され
る。実際、数値シミュレーションによってMIPSでは、クラスターの表面張力が負になること
が観測されている [126–128]。一方、平衡系では、表面張力が負というのはあり得ない。なぜ
なら、表面張力が負ならばクラスターを小さくする方が自由エネルギー的に得であり、そもそ
もクラスター形成がおき得ないからである。また、より大規模な数値計算や連続場モデルの解
析では、MIPSの液相の中に気相の泡が生じた状態が安定状態として生じることが報告されて
いる [129–131]。通常の相分離ではこのような相は安定ではないが、負の表面張力を持つなら
ば、このような泡を潰すことがエネルギー的に得ではないため、安定状態として生じても不思
議ではない。このように、比較的小規模の数値計算においては、一見すると平衡相分離と類似
した結果が多く報告されていたが、大規模な数値計算では通常の気液相分離とは異なる振る舞
いも確認されている。
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細胞集団模型としての Scalar Active Matter

Scalar Active Matter 模型は、球形粒子の運動を記述するだけでなく、表皮細胞集団を記述
することもできる。このような細胞集団を記述するために考案された模型が Self Propelled

Voronoi(SPV)模型である [132]。細胞集団における各細胞の形状は、ボロノイ分割によって得
られたパターンに非常に類似していることが知られている [133]。そこで、SPV模型では、各
粒子をボロノイセルの中心と考え、各ボロノイセルの面積 A(ri)と cell表面の長さ P(ri)を特
定の値に保とうとするポテンシャルエネルギー

E =
∑

i

[
KA(A(ri) − A0)2 + KP(P(ri) − P0)2

]
(3.10)

を考える。ここで、KA,KP は、面積と表面の長さを保とうとする力の強さである。この時、粒
子はこのポテンシャルエネルギーで相互作用する運動方程式 (3.7)に従う。ボロノイセルを用
いて計算するため、系は隙間なく敷き詰められており、系の充填率は常に φ = 1 である。こ
の系における重要なパラメータは、自己駆動力の強さ v0 とボロノイセルの形状の性質を表現
する無次元パラメータ p0 = P0/

√
A0 である。この v0 と p0 の相図を示したのが、図 3.7(a)で

ある。p0 が小さい時には、ボロノイセルの面積を表面に比べて大きくしようとするため、セ
ルは細長くなることができず、形状はより正多角形の形に近い形状を取らざるを得なくなるた
め、粒子が移動できない Solid 相が生じる。一方で、p0 が大きい時には、粒子は比較的容易
に形状を変えることができるため流動相が生じている。青線は Solid-Fluid転移が起こるパラ
メータを示している。v0 = 0の時には、粒子は自発的に運動しない。この場合の SPV模型は
Vertex模型と呼ばれており、p ≈ 3.81で相転移が生じることが知られている [136]。このよう
な Solid-Fluid 転移は実際の細胞でも生じることが知られている [137, 138]。図 3.7(a) の右図
は、粒子配置と粒子の軌道を示しており、粒子配置の変化を目でみて明確に捉えることは難し
いが、粒子軌道は明らかにトラップされており、粒子が詰まってしまい運動できなくなってい
ることがわかる。

SPV 模型の動的な性質は、過冷却液体の動的な性質と類似していることが知られている。
SPV模型の流動状態を示したものが図 3.7(b)の右図であるが、これは、過冷却液体で見られ
る動的不均一性に振る舞いが似ている。動的不均一性以外にも、平均二乗変位

〈
∆r2(t)

〉
や中間

散乱関数 Fs(k, t)も通常の過冷却液体に類似した緩和を示すことが知られている。図 3.7(b)の
左図はMadin-Darby Canine Kidney(MDCK) cellsの実験で得られた変位場 [134]であり、数値
計算によって得られた結果 [132]と非常に類似している。粒子の速度の空間相関を計算した結
果が図 3.7(c) である。ここでは SPV 模型だけでなく高密度の ABP 模型や粒子に分裂する性
質を与えたモデルなどの数値計算の結果とMDCKの実験で得られた結果を示しており、それ
らの結果がよく一致していることがわかる [135]。
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(a)

(b) (c)

Fig.3.7 (a)Self Propelled Voronoi 模型における相図 [132]。自己駆動力の強さ v0 とボロ
ノイセルの形状の性質を表現する無次元パラメータ p0 をコントロールすることによって
Solid 相と Fluid 相が生じる。右図は系のセルの配置とボロノイ中心の軌道を示したもの
である。Solid 相では、粒子は移動できず同じ位置に止まり、Fluid 相では大きく移動し
ていることがわかる。(b)Madin-Darby Canine Kidney(MDCK) cellsの実験で得られた変位
場 [134](左) であり、数値計算によって得られた結果 [132](右) である。両者の結果は類似
しており、数値計算が実験を再現していることがわかる。また、この粒子の移動の仕方は過
冷却液体における動的不均一性に類似している。(c)MDCKの実験で得られた速度の空間相
関と ABP模型や SPV模型の結果の比較 [135]。どのモデルでも、速度の空間相関は実験を
よく再現していることがわかる。(a),(b右図)は [132]より引用した。(b左図),(d)はそれぞ
れ [134, 135]より引用した。
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3.2.3 生物系における Hyperuniformity

これまでの節では、様々な Active Matter模型における数値計算や理論研究の結果と実験の
結果について紹介してきた。この節では、Active Matterを含む様々な生物系や生物モデルにお
いて報告されてきた Hyperuniformity について説明する。Hyperuniformity は、Active Matter

模型では、ABP模型における高密度かつ自己駆動力が弱い領域 [113]、Active Vertex模型の転
移点 [40, 139]、公転運動する Chiral Active Matter [31]で報告されてきた。また、生物集団や
生体内システムを記述する模型としては、化学走化性をもつ生物集団の流体模型 [42]や、免疫
システムの理論模型 [140]で報告されてきた。実験的にも、回転運動する Marine Algaeの実
験 [29]や鳥の目の視細胞分布 [25]において観測されている。このように、自己駆動性や性質
の違う様々な生物系において、Hyperuniformityは報告されており、生物系においても重要な
役割を果たしている可能性がある。
ここでは、特に 4つの系における Hyperuniformityについて議論する。ショウジョウバエ等

の複眼は、結晶秩序を持っていることが知られている [141]。一方で、鳥の目の視細胞の分布
は乱雑であることが知られていた。鳥の目には、紫、青、緑,赤そして輝度をとるための 5種
類の視細胞が存在し、そのどれもが乱雑な分布をしている。しかし、近年の研究で、鳥の目
の視細胞分布は Hyperuniformであることが明らかになった [25]。図 3.8(a)は、鳥の目の視細
胞分布における S (k)を示したものである。非常に興味深いのは、それぞれの色をとるための
視細胞の分布も全て Hyperuniformになっており、そのすべての視細胞を合わせて計算した分
布も Hyperuniformになっているのである。この秩序は multi-hyperuniformityとして知られて
いる。現在、実験で観測されている multi-hyperuniformityは鳥の目の視細胞分布だけである。
鳥の目における Hyperuniformな視細胞分布は、複眼における結晶秩序と同様に進化の過程で
光を受け取るのに最適な形へと進化した結果である可能性を示唆している。
図 3.8(b) は、公転する Chiral Active Particle における S (k) を示している [31]。パラメー

タ R は、自己駆動力から計算される公転半径である。公転半径が小さく密度が低い場合に
は、粒子は他の粒子と衝突しない位置を見つけ同じ位置で回転し続けことになる。一方、回
転半径を大きくしていくと、粒子はほとんどまっすぐ進むような自己駆動力を持つことにな
り、通常の ABP のダイナミクスに近づくことになり、MIPS などの通常の ABP で見られて
いる現象を示すようになる。そのため、回転半径が大きい場合には通常の MIPS で見られて
いるような S (k) ∝ k−2 という発散傾向が見られる。この系は回転半径 Rが小さい時には、吸
収状態にあり、R が大きくなると流動状態になることから吸収状態転移を起こす系であるこ
とが知られている。興味深いことに、回転半径が小さい場合には、流動相であっても揺らぎ
が抑えられ Hyperuniformity となることが知られている。類似した現象は同じく吸収状態転
移を示す Random Organization 模型でも見られている [36]。この流動相における S (k) ∝ k2
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Fig.3.8 (a) 実験で得られた鳥の目の視細胞分布の S (k) [25]。(b) 公転運動をする Chiral
Active Matter系における S (k) [31]。公転半径 Rが小さくなるにしたがってHyperuniformity
が生じる。(c)Cell Vertex 模型における S (k) [40]。Fluid 相に入ると Hyperuniformity が生
じる。(d)SPV 模型に進行方向を揃える効果と近傍セルの方向へ移動をしないようにする
効果を入れた Active Matter モデルにおける相図 [41]。Hyperuniformity と Giant Number
Fluctuationを示す。(a)∼(d)はそれぞれ [25, 31, 40, 41]より引用した。

の Hyperuniformity は、2.7 節で説明した非平衡流体で起きる Hyperuniformity と対応してい
ることが知られている [31]。公転ではなく自転する Chiral Active Matter においても同様の
Hyperuniformityが生じることが知られている [50]。
図 3.8(c) は、3.2.2 小節で説明した SPV 模型の v0 = 0 バージョンである Active vertex 模

型の S (k)であり、流動相で Hyperuniformityが生じることが知られている [40, 139]。p0 = 4

の際に、強い Hyperuniformityが生じていることがわかる。Active Vertex模型は pc ≈ 3.81で
Solid-Fluid相転移が起きることが知られている [136]。数密度揺らぎ

〈
δ2N

〉
は、転移点 pc 以

下では、有限の長さスケールまでしか Hyperuniformity は存在しない、その Hyperuniformity
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が存在できる長さスケールは、転移点 pc に向かって発散していることが確認されている。そ
して、Fluid相では系は常に Hyperuniformityが生じていることが報告されている。この系の
Solid-Fluid転移は Jamming転移と似ており、転移点近傍で Hyperuniformityが見られる点も
非常に類似している。しかし、Jamming転移点直上の Hyperuniformityは、転移点直上であっ
ても無限遠まで Hyperuniformityが続くわけではない [19, 20]。
図 3.8(d)は、SPV模型に Polar Active Matterのような進行方向を揃える効果とコンタクト

しているセルの方向に進むのを避ける接触力を追加したモデルの数値計算によって得られた
相図である [41]。相図の軸は接触力の強さと方向を揃える力の強さで表しており、ここでは〈
δ2N

〉
∼ Rβ の指数 βを用いて色付けをしている。β = 0.5が通常の平衡系における揺らぎの性

質である。興味深いことに、接触力の強さと方向を揃える力の強さがちょうどバランスしてい
る時には、GNFが起きるが、接触力もしくは、方向を揃える力が強い場合には、揺らぎが抑
えられて Hyperuniformityを示すことがわかる。そのために、この相図は非常に対称的になっ
ている。この模型では秩序相の深い領域で GNFを示す Vicsek模型とは異なり、この模型では
方向を揃える力が非常に強い場合にも Hyperuniformityが生じる。
以上の例で示したように、生物モデルや Active Matterではいくつかの模型で Hyperunifor-

mity が確認されており、興味深いことにその多くが非平衡流体状態で Hyperuniformity を示
す。これは、2.7節で説明した非平衡流体模型のように、揺動散逸定理の破れによって Hyper-

uniformityが生じている可能性を示唆している。一方で、Scalar Active Matterにおいては、高
密度の場合にしか報告されておらず、自己駆動力の弱い場合にしか観測されていない [113]こ
とから、この Hyperuniformityは非平衡性によって引き起こされているのか、Jamming転移に
類似した性質が引き起こしているのかは明かではない。低密度の Scalar Active Matter系では
様々な研究がなされているが、Hyperuniformityが生じることは報告されたことがなく、非平
衡流体ならば Hyperuniformityが生じうるだろうという予想とはやや異なる。

3.3 AOUP模型における揺動散逸定理の破れ
この節では、AOUP 模型における揺動散逸定理の破れについて議論する。AOUP 模型の運

動方程式は、 ṙi = µFi + f act
i

τp ḟ act
i = − f act

i +
√

2Dξi.
(3.11)

である。ここで、ri は i番目の粒子の位置であり、 µは移動度、、Fi は粒子間相互作用である。
f act
i は自己駆動力であり、2つ目の式から Ornstein-Uhlenbeck過程にしたがっていることがわ
かる。ξi(t′)は白色ガウスノイズであり、Dは自己駆動力におけるノイズの強度である。なの
で、 f act

i は有限の記憶時間 τp を持つ Non-Markovノイズと考えることもできる。実際、自己
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駆動力の相関は、 〈
f act
i (t) f act

j (t′)
〉
=

2D
τp

e−
|t−t′ |
τp (3.12)

という形であり、有限の相関時間を持つノイズであることがわかる。
平衡系であれば Non-Markovノイズの場合には、次の揺動散逸定理に従うことが知られてい

る [142, 143]。
M(t − t′) =

1
kBT
K(t − t′) (3.13)

ここで、M(t − t′)は応答関数であり、K(t − t′)はノイズの相関関数である*2。両者をメモリー
カーネルと呼ぶこともある。例えば、平衡の Underdamped Langevin方程式 ẋ = v

mv̇ = −ζv + F +
√

2ζkBTξ
(3.14)

を考える。mは、粒子の質量、ζ は抵抗係数、T は系の温度である。ここで ξ は、粒子にかか
るランダム力を示し、白色ガウスノイズであるとする。この Underdamped Langevin方程式を
vについて積分し、形式的に vについて解いた形にすると、 ẋ = 1

m

∫ t
−∞ e−

|t−s|
τ F(s) + η(t)

⟨η(t)η(s)⟩ = kBT
m e−

|t−s|
τ .

(3.15)

という式を得る。ここで τ = m/ζ は、速度の緩和時間である。このような式の形を一般化
Langevin方程式と呼ぶ [142]。この平衡の一般化 Langevin方程式では、確かに応答関数とノ
イズの相関関数は両者が指数形の相関を持っており、確かに式 (3.13)を満たしていることがわ
かる。また、Underdamped Langevin方程式におけるノイズの相関が式 (3.12)と同じ指数形で
あることがわかる。
さて、AOUP はその自己駆動力によって揺動散逸定理式 (3.13) を破っているはずである。

AOUP において、どのように揺動散逸定理が破れているか考えるために、AOUP を一般化
Langevin方程式の形に書き直す。AOUPを形式的に一般化 Langevin方程式の形で書いたのが
次の式である。  ṙi = µ

∫
δ(t − t′)Fi(t′)dt′ + f act

i (t)〈
f act
i (t) f act

j (t′)
〉
= 2D
τp

e−
|t−t′ |
τp

(3.16)

この式の形は、平衡の一般化 Langevin方程式に似ている。特に、ノイズの相関関数はK(t−t′) ∝
exp

(
−|t − t′|/τp

)
となっており、これは両者で一致している。一方で、AOUP模型の場合には、

応答関数がM(t − t′) ∝ δ(t − t′)なっており、相関時間を持たない。τp , 0の場合には、ノイズ
の相関関数は有限の記憶時間を持つので、応答関数とノイズの相関関数の違いが揺動散逸定理

*2 Non-Markovノイズにおける揺動散逸定理は、十分条件である。
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の破れを引き起こし、AOUP模型は非平衡模型となる。揺動散逸定理が成立するのは、ノイズ
の相関も記憶時間を持たない τp → 0の場合のみである。以上から、AOUP模型は揺動散逸定
理における、揺動のメモリーカーネルが有限の記憶時間をもつ一方で、散逸のメモリーカーネ
ルが記憶時間を持たないモデルである。

3.4 Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle模型
この節では、Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle(GAOUP) 模型について説明す
る [53]。GAOUP模型は AOUP模型を拡張し、揺動散逸定理の破れをコントロールできるよ
うにしたモデルである。前節で見たように、AOUP模型では応答関数はデルタ関数であり、ノ
イズの相関関数が指数型であるため、揺動散逸定理が破れていた。しかし、揺動散逸定理が破
れるためには、応答関数がデルタ関数である必要はなく、応答関数が記憶時間を持つ場合に
も、両者の記憶時間が一致しなければ良い。

Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle(GAOUP)模型は、AOUP模型の応答関数に
有限の記憶時間 τm を与えたモデルである。GAOUP模型の運動方程式は、 ṙi =

∫ t
−∞

µ
τm

e−
|t−s|
τm Fi(s)ds + f act

i (t)〈
f act
i (t) f act

j (t′)
〉
= 2D
τp

e−
|t−t′ |
τp

(3.17)

となる。GAOUP模型において、自己駆動力は AOUP模型と同じ記憶時間 τp を持つ指数型の
相関を持つノイズである。一方で、GAOUP模型では応答関数も有限の記憶時間 τm を持つ指
数型のメモリーカーネルとなっている。ここで、τp は自己駆動力が同じ方向をむき続ける時間
を示しており、τm は粒子が周りの粒子から受けた相互作用を記憶する時間を示している。

GAOUP模型は、AOUP模型に記憶時間 τm を追加したモデルであり、GAOUPが表現でき
るパラメータ領域は、AOUPに比べて広がっている。図 3.9(a)は、GAOUP模型におけるパラ
メータ空間を示している。このパラメータ空間には、先行研究でよく知られた線が 2つ存在す
る。1つ目が τp = τm の場合である。この場合には、揺動散逸定理が成立し、(3.17)は平衡の
Underdamped Langevin方程式になる。2つ目が τm → 0の場合であり、この場合には GAOUP

模型の応答関数はデルタ関数になるため、GAOUP 模型は AOUP模型となる。一方で、この
2つ以外の領域は全く未知の非平衡領域である。また、GAOUP模型では、τp = τm から出発
し、パラメータを変化させていくことで、Active Matter模型に連続的に変化することが可能で
ある。この意味で、GAOUP 模型は平衡の Underdamped Langevin 方程式と Active Matter 模
型を連続的につなぐ模型である。また、GAOUP模型では、τp と τm のバランスによって揺動
散逸定理の破れ度合いを調整することができるモデルとなっている。本研究では、GAOUP模
型は、2つの指数型のメモリーカーネルを持つ模型として定義した。しかし、2つのメモリー
カーネルの不一致が揺動散逸定理の破れの起源であるため、メモリーカーネルを指数型ではな
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(a) (b)

Fig.3.9 (a)GAOUP 模型におけるパラメータ空間。τm = τp では、GAOUP 模型は平衡の
Underdamped Langevin方程式となり、τm → 0の極限では GAOUP模型は Active Matterで
ある AOUP模型と一致する。それ以外の領域は先行研究で提案されたモデルでは表現でき
ない非平衡領域である。(b)慣性項を持つ ABP模型での相図 [144]。慣性項を持つ ABP模
型では、慣性項の大きさ M が強くなると自己駆動力の強さ Peが大きい領域で MIPSが消
える振る舞いが報告されている。(b)は [144]より引用した。

く、べき関数といった異なる関数系の場合にも拡張することもできる。
次に、先行研究で提案されている模型と GAOUP 模型の関連性について議論する。まず初

めに、速度とノイズ相関に記憶時間の異なる有限のメモリーが存在するモデルが提案されてい
る [145–147]。ここでは、Berthier et al.で提案されたモデル [145]

ẋ +
∫
γ(t − s)ẋ(s)ds = F + f act (3.18)

について考える。 f act は AOUP 模型と同じ自己駆動力である。先行研究では並進の熱ノイズ
を持つが、ここで我々は並進の熱ノイズは無視している。また、記述を簡単にするために、畳
み込み積分を

∫
γ(t − s)ẋ(s)ds = γ ∗ ẋと書くようにし、Γ = δ(t − s) + γ(t − s)と定義する。す

ると上記の運動方程式は、
Γ ∗ ẋ = F + f act (3.19)

と書くことができる。もし、Γ−1(t − s) ∗ Γ(s − t′) = δ(t − s)を満たすような Γ−1 が存在するな
らば、この運動方程式は

ẋ = Γ−1 ∗ F + Γ−1 ∗ f act (3.20)

と書き換えることができる。ここで、自己駆動力の項は Non-Markov のノイズにさらにメモ
リーカーネルがついた形になっている。この形は GAOUP模型とは異なる。また、γが指数型
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であっても、Γはデルタ関数を含むので、その逆関数は単純な指数型にはならないことが予想
され、彼らのメモリーカーネルは GAOUPとメモリーカーネルと一致しない。
また、他の関連するモデルとして、慣性項を持つ Scalar Active Matterモデルがある。これ
までの先行研究の多くは、並進の運動方程式は Overdamped型で慣性項の効果を無視したモデ
ルが用いられてきた。GAOUP模型は、τp = τm で平衡の Underdamped Langevin方程式にな
ることからわかるように、有限の τm を持つことは一種の慣性の寄与を粒子に与えることに対
応する。このように GAOUP模型はある種 AOUP模型に慣性の効果を与えた拡張になってい
る。しかし、非平衡系において慣性項の与え方は一意ではない。一方で、近年の研究で、次の
ような慣性項付きの Active Matter

mv̇i = −ζvi + Fi + f act
i (3.21)

が注目されている [144, 148–150]。先行研究で報告されたこの模型の相図が図 3.9(b)である。
このモデルは、ABPモデルや AOUPモデルに単純に慣性項をつけたモデルであるものの、慣
性の効果が大きく、自己駆動力が大きい場合には MIPS が消える振る舞いが生じることが知
られている [144]。また、平衡相分離では、粒子がどのようなダイナミクスに従っているかに
関係なく、クラスター成長の指数などは決まるが、MIPSでは、通常の ABPと慣性項を取り
込んだ ABPでは、MIPSの成長の指数が異なることが報告されている [144]。この模型も、形
式的に vi について解くことで、上記で説明した模型と同じ形のモデルが得られる。つまり、
Non-Markovの自己駆動力にさらにメモリーカーネルがついた形となる。このように GAOUP

模型と同様に複数のメモリーカーネルを持つモデルは提案されているものの、GAOUP のよ
うに直接的に揺動散逸定理の破れ度合いを制御できるモデルは提案されていなかった。では、
GAOUP模型では、先行研究では見られなかった特有の非平衡現象は生じうるのだろうか?

3.5 数値シミュレーション設定
GAOUP模型においては、どのような非平衡現象が生じるのかを調べるために、我々は数値
シミュレーションを行った。本節では、本研究で用いた数値シミュレーション設定について議
論する。
我々は、2 次元単成分系を用いた。明言しない場合には、粒子数が N = 10000 で、数密度
ρ = N/L2 = 0.5 の系を用いている。数値計算においては、長さのスケールを粒子直径 σ に
とり、時間のスケールを自己駆動力によって 1σ 進む程度の時間スケールである τ = σ2/D

にとった。粒子間相互作用には、Weeks-Chandler-Andersen (WCA) ポテンシャルを主に用い
た [151]。

UWCA(ri j) = 4ε

( σri j

)12

−
(
σ

ri j

)6

+
1
4

θ(21/6σ − ri j

)
(3.22)
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ここで、 ri j は粒子 i と j の間の距離であり、θ(r) は Heviside の階段関数である. WCA ポテ
ンシャルは、Lennard-Jonesポテンシャルの斥力部分のみを切り取ったようなポテンシャルで
あり、粒子間には強い斥力が働くため剛体球的なポテンシャルとして Active Matterの数値シ
ミュレーションでよく用いられている。
この系の無次元化パラメータは、無次元化されたノイズの記憶時間 τ̃p =

τp

τ
と、無次元され

た応答関数の記憶時間 τ̃m =
τm
τ
、そして、ポテンシャルエネルギーと自己駆動力のノイズ強度

の比である ε̃ = µεD がある。我々は、WCAポテンシャルを剛体球的にするために、主に ε̃ = 40

に固定して数値計算を行った。以降では、無次元化パラメータのみを用いるため、あらわに無
次元化を示すチルダは書かない。本研究では、各物理量の計算に際しては、1000個のサンプ
ルを用いてアンサンブル平均を行っている。
積分形式で書かれた GAOUP模型 (式 (3.17))は、次のような形で書き換えることができる。

ṙi = fi + f act
i

ḟi = −τm fi +
1
m Fi

ḟ act
i = −τp f act

i +
√

2Dξ
(3.23)

ここで、ξは白色ガウスノイズである。本件研究では、この式をオイラー法を用いて差分化し、
数値シミュレーションを行った。数値計算に用いた時間刻みは dt = 10−5 と設定し、周期的境
界条件で計算を行った。

3.6 GAOUP系における密度揺らぎ
本節では、GAOUPモデルの各パラメータ領域における非平衡液体の性質を明らかにするた

めに、τm と τp を変化させて、GAOUPモデルにおける密度揺らぎの解析を行う。密度揺らぎ
の解析を行うために各パラメータ領域における静的構造因子 S (k)を調べる。

3.6.1 τp ≥ τm regime

まずはじめに、平衡系 τm = τp から τm を小さくしていくことで、AOUP の線に近づいて
いった場合に系の状態がどのように変化するかを調べる。τp ≥ τm における系の粒子配置を
示したのが、図 3.10である。ここでは、τp = 1000に固定して τm を小さくしていくことで、
系のパラメータを AOUPの線に近づけている。図 3.10の左図は、τm = τp であるため系は熱
平衡系であり、粒子配置は乱れている。一方で、τp , τm の場合には、系は非平衡状態とな
り、τm を小さくしていくに従って、系の粒子配置が非一様になっていくことがわかる。特に
右図では、AOUP模型で見られるようにMotility Induced Phase Separation(MIPS)が生じてい
る [122]。
これらの構造に対して静的構造因子 S (k)を計算したのが図 3.11(a)である。長距離相関が
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(a) (b) (c)

Fig.3.10 τp ≥ τm において、τp = 1000に固定し、τm = 1000(a), 100(b), 10(c)と変化させた
際の粒子配置。τm を小さくし、AOUPの線に近づけるに従って系は非一様になり、τm = 10
では、MIPSが生じる。

存在しない場合には、S (k)は k → 0で一定値に収束する。平衡系では、密度揺らぎに長距離
相関が存在しないため、S (k)は k → 0で一定値に収束する [30]。非平衡度 τp/τm を 1から上
げていくと、非平衡度が上がっていくのに伴って、k → 0の領域で、S (k)が発散していく様子
が見られる。これは、長距離の密度揺らぎが発達している様子を表しており、図 3.10におい
て、系の粒子配置が非一様になっていくことに対応している。特に τm = 10では、系の内部の
相分離が明確に生じており、S (k) ∝ k−3 という発散が見られる。これは平衡相分離でよく知ら
れている Porod則 S (k) ∝ k−d−1 と同様の発散の仕方である [152–154]。ここで dは空間次元で
ある。実際、Active Brownian Particle系の先行研究において、MIPSであっても平衡相分離と
同様に Porod則を示すことが報告されている [125, 129]。
τp ≥ τm において、τm = 0.1に固定し、τp を変化させた結果が図 3.11(b)である。この場合

も、平衡系である τp = 0.1から τp を大きくしていくに従って、相関が発達していく様子が見
られる。τp = 1000では、Porod則が見られた。このような振る舞いは、図 3.11(a)の場合と同
様であり、平衡から離れるに従って系はMIPSを示すことがわかる。つまり、τp ≥ τm の振る
舞いは、基本的には AOUP模型と変わらないことがわかる。

3.6.2 τp ≤ τm Regime

次に、τp < τm の領域について考える。図 3.12は、τm = 0.1に固定し、τp = 0.1, 0.05, 0.01

と変化させた際の粒子配置を表している。τp > τm の場合とは異なり、平衡系 (a)から非平衡
度 τp/τm を増加させていっても、目に見える構造変化は生じていない。
目に見える構造には特徴的な振る舞いは生じていないのもの、S (k)の振る舞いは非常に興味
深い。図 3.13(a)に、図 3.12の各パラメータに対応する S (k)の振る舞いを示した。τp/τm = 1
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(a)

(b)

Fig.3.11 (a)τp = 1000に固定し、τm = 10, 100, 1000と変化させた際の静的構造因子 S (k)。
ここでのパラメータは、図 3.10 のスナップショットに対応している。平衡系の場合では、
揺動散逸定理が成立し、S (k)の k → 0極限は一定値に収束する。一方で、τp/τm が大きく
なるにしたがって, S (k) は熱力学極限で発散していく様子が見られる。特に、τm = 10 で
は、平衡相分離で知られている Porod則 S (k) ∝ k3 が見られている。(b)τm = 0.1に固定し、
τm = 0.1 ∼ 1000 と変化させた際の静的構造因子 S (k)。こちらの場合にも平衡系からパラ
メータをずらしていくに従って、長距離相関が発達する様子がわかる。
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(a) (b) (c)

Fig.3.12 τp ≤ τm において、τm = 0.1に固定し、τp = 0.1(a), 0.05(b), 0.01(c)と変化させた
際の粒子配置。τp の変化によって、系は平衡系から非平衡系へと変化するものの目に見え
る構造変化は生じない。

の場合には、平衡系であり長距離相関は存在しない。興味深いことに、τp = 0.05の場合には、
S (k)に長距離相関は存在しないものの、S (k)の収束値は、平衡での収束値に比べて小さくな
る。さらに、非平衡度を増加させた τp = 0.01の場合には、S (k)の k → 0近傍での振る舞いが
明らかに変化し、S (k) → 0という減衰を示している。この振る舞いは長距離での密度揺らぎ
の減衰を示しており、Hyperuniformityと呼ばれる現象である [15, 16, 26]。
τp < τm において、τp = 0.0001に固定し、τm を変化させた場合の静的構造因子 S (k)を示し
たのが図 3.13(b)である。この場合にも、平衡近傍の τp/τm ≈ O(1)程度の場合には、S (k)は低
波数領域で収束する振る舞いが見られる。一方で、τp/τm ≈ O(10)程度の平衡から遠い場合に
は、S (k)は収束せず limk→0 S (k) → 0の Hyperuniformityの振る舞いが見られる。τp < τm に
おける Hyperuniformityによる長距離の密度揺らぎの減衰は、τp > τm における密度揺らぎの
増大と対照的である。τp < τm の領域は、応答関数の記憶時間がノイズの記憶時間に比べて長
い領域であり、τp > τm では、応答関数の記憶時間がノイズの記憶時間に比べて短い領域であ
る。このように、1粒子レベルの揺動散逸定理がどのように破れるかによって、系全体の密度
揺らぎの性質が大きく変化することがわかる。

3.7 GAOUP模型における Hyperuniformity指数
Hyperuniformityは、S (k)の k → 0でのべき的振る舞い S (k) ∝ kα を示し、そのべき指数 α

によって系の Hyperuniformityは特徴付けられる [15]。GAOUPにおける Hyperuniformityの
指数 αを調べたのが、図 3.14(a)である。ここでは、パラメータを τp = 0.001, τm = 0.025に
固定した時の ρ = 0.4 ∼ 0.6での S (k)の振る舞いを示している。どの密度の場合にも低波数領
域で同じべきに収束していることがわかり、低波数領域での振る舞いは密度によらないことが
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(a)

(b)

Fig.3.13 (a)τm = 0.1に固定し、τp = 0.1, 0.05, 0.01と変化させた際の静的構造因子 S (k)。
ここでのパラメータは、図 3.12のスナップショットに対応している。τp = 0.1の場合には、
長距離相関が生じないものの、τp = 0.01の時には、S (k)は一定値に収束せず、k → 0に向かっ
て減衰していく Hyperuniformityが見られる。(b)τp = 0.0001に固定し、τm = 0.001 ∼ 0.025
と変化させた際の静的構造因子 S (k)。図 (a) の場合と同様に τp/τm ∼ O(10) 程度の領域で
Hyperuniformityが生じ始めていることがわかる。
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(a) (b)

Fig.3.14 (a)τp = 0.001, τm = 0.025 における ρ = 0.4 ∼ 0.6 での構造因子 S (k)。このパ
ラメータにおいては、数密度を ρ = 0.4 ∼ 0.6 の間で変化させても、S (k) は低波数領域の
べき的な振る舞いは変化していない。Hyperuniformity の指数を決定するために、ρ = 0.5
での S (k) の低波数領域を Akα という関数でフィッティングすることで指数 α を決定し
た。フィッティングによって得られた GAOUPモデルの指数は α ≈ 1.5である。(b)平衡系
τp = τm = 0.001の場合と Hyperuniformityを示すパラメータ τp = 0.001, τm = 0.025の場合
における粒子数揺らぎ

〈
∆N2(r)

〉
。平衡系の場合には、

〈
∆N2(r)

〉
∝ r2 という振る舞いを示す

が、Hyperuniformityの場合には、
〈
∆N2(r)

〉
∝ r となっている。これは、理論的に出てくる

指数の予想と一致しており、確かに Class Iの Hyperuniformityになっていることがわかる。

わかる。実際、我々は ρ = 0.3 ∼ 0.9まで変化させた場合にも、低波数での振る舞いが一致す
ることを確認している。ρ = 0.5の場合に、0.02 ⪅ k ⪅ 0.2の範囲を用いて、データを S (k)を
Akα という関数でフィッティングして得られた指数 αは α ≈ 1.49 ± 0.06である。ここで示し
ている誤差はフィッティングの際の標準誤差である。つまり、今回得られた GAOUP模型にお
ける Hyperuniformityの指数は α ≈ 1.5である。この指数の値は、先行研究では報告されてい
ない値である。

GAOUP系における hyperuniformityの特徴的な点として、粒子は常に移動しており、系の
粒子配置は時々刻々と変化しているのにもかかわらず系の密度揺らぎが抑えられている点であ
る。先行研究では主にダイナミクスを持たない静的な配置において Hyperuniformityが報告さ
れていた。このような流動的な状態における Hyperuniformityは、吸収状態転移を起こす理論
モデル [31, 36]でしか報告されておらず、これらのモデルでは 2.7節で議論したような揺らぐ
流体力学の議論によって、Hyperuniformityの指数 αを求めることができる。しかし、そのよ
うな揺らぐ流体力学の議論から導出できる指数は α = 2であり、GAOUPの指数 α = 1.5とは
異なる。

Hyperunifority は S (k) のべき的な振る舞いだけでなく、2.4 節で議論したように粒子数揺
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らぎ
〈
∆N2(r)

〉
によっても特徴付けられる。α > 1 の場合には、Class I の Hyperuniformity

なので、粒子数揺らぎは
〈
∆N2(r)

〉
∝ r と振舞うことが予想される。実際に、GAOUP 系に

おける粒子数揺らぎの振る舞いを調べたのが、図 3.14(b) である。図 3.14(b) では、平衡系
τp = τm = 0.001の場合と Hyperuniformityを示すパラメータ τp = 0.001, τm = 0.025の二つの
場合に対して、粒子数揺らぎを示した。平衡系の場合には、

〈
∆N2(r)

〉
∝ r2 という振る舞いを

示すが、Hyperuniformityの場合には、
〈
∆N2(r)

〉
∝ r となっており、理論的な予想と一致して

いることがわかる。長距離で粒子数揺らぎの振る舞いが変化しているのは、有限サイズ効果に
よるものであり、短距離では粒子間相互作用による排除体積の寄与が重要であり、平衡であっ
ても非平衡であっても同じ振る舞いをする。
次に、α = 1.5 が、相互作用ポテンシャルやシステムサイズの変化に対して、変化しう

るかを調べる。相互作用ポテンシャルを WCA ポテンシャルから Harmonic ポテンシャル
U(ri j) = ε2

(
1 − ri j

)2 に変化させて S (k)の変化を調べたのが、図 3.15(a)である。ここで、パラ

(a) (b)

Fig.3.15 (a)τp = 0.001, τm = 0.025にパラメータを固定し、相互作用ポテンシャルをWCA
ポテンシャルから Harmonicポテンシャルにした場合における S (k)。(b)τp = 0.001に固定
し、τm = 0.02 ∼ 0.1と変化させた場合における N = 10000(薄色)と N = 131072(濃色)にお
ける S (k)の変化。

メータを τp = 0.001, τm = 0.025 に固定した。しかし、Harmonic ポテンシャルを剛体球的に
するために ε̃は変化させている。相互作用ポテンシャルをWCAポテンシャルから Harmonic

ポテンシャルに変化させても、Hyperuniformityが生じることがわかり、その指数も変化せず、
α ≈ 1.5であることがわかる。
次に、系のシステムサイズを変化させることで S (k) の振る舞いがどのように変化する
かを調べた。その結果を示したのが図 3.15(b) である。ここでは、τp = 0.001 に固定し、
τm = 0.02 ∼ 0.1を変化させており、図 3.13(b)に比べ、τm がより大きい領域を示している。薄
色の線が N = 10000の結果であり、濃色の線が N = 131072の場合に得られた結果である。系
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が大きくなっても、 N = 10000の場合に見られていた範囲においては、基本的に S (k)の振る
舞いに大きな変化はない。よって、α ≈ 1.5という指数は系のサイズの変化によって変化しな
い。しかし、τm = 0.02, 0.025の場合には、N = 10000の場合には、S (k)のべき的な領域しか見
えていなかったものの、より低波数領域では、収束する振る舞いが見られており、GAOUPの
Hyperuniformityは中間的な長さスケールにおけるものである可能性を示している。また、さ
らに τm を上げていくと、S (k)の中間領域に平らな領域が生じる。この平らな領域が終わる長
さスケールは τm の値に依存しており、τm が大きくなると Hyperuniformityが生じ始める波数
はより低波数側へシフトしていく。以上の結果から τm を大きくしていくと、Hyperuniformity

が生じ始める領域が低波数領域へシフトしていくものの、Hyperuniformityが生じた際に見ら
れる指数は α ≈ 1.5であることから、α ≈ 1.5は τp/τm ≈ O(10)以上の領域では常に観測され
ることが予想される。また、この結果は我々が得た N = 10000での指数 α ≈ 1.5という値が揺
らぐ流体の解析から得られる α = 2に移っていく途中のべきを捕らえた結果ではないというこ
とを示している。

3.8 GAOUP模型における相図
ここまでに、GAOUPにおける密度揺らぎは、τp と τm に依存して増大及び減衰という対照
的な振る舞いをし、そのそれぞれで S (k)がべき的な振る舞いをすることを観測した。この節
では、各パラメータ τp, τm に依存して、S (k)のべき的振る舞いがどのように変化するかを調べ
る。そこで、各パラメータ τp, τm における、系の長距離の揺らぎの性質を特徴付けるために、
S (k)の低波数領域において S (k) ∝ kα を仮定し、αの記憶時間 τp, τm 依存性を調べた。ここで
フィッテングは 0.02 ⪅ k ⪅ 0.2の範囲で行った。その結果得られた相図が、図 3.16である。黒
線は、τp = τm である平衡系を示しており、平衡系では揺らぎは長距離の相関を持たないため
α = 0となっている。また、平衡近傍の領域においても α ≈ 0になっており、τm , τp の非平
衡系であったとしても、平衡近傍では長距離相関は生じないことがわかる。
まずはじめに、τp > τm の領域の結果について考える。この領域では、相分離に起因した揺
らぎの増大が存在していた。だが、この領域で、α ≈ 0の長距離相関の生じていない領域が生
じている。これは相分離が生じる、もしくはその兆候によって非一様性が系に生じなければ長
距離相関は生じないことに起因している。しかし、τp ≈ 102 程度の大きさになると、MIPSに
よって相分離生じ、Porod則の指数 α = −3が現れている。興味深いことに、この αが増大し
始めるパラメータは、τm にほぼ依存せず、τp のみで決まっている。もちろん、τm ≈ τp の領域
では、τp ≈ 102 であっても、MIPSは生じない。
次に、τp < τm の領域をみる。この領域では、τp/τm ≈ O(10−1)程度の領域から Hyperunifor-

mity が生じている。この領域では、前節で見たように GAOUP の Hyperuniformity の指数で
ある α ≈ 1.5という値が生じている。τp/τm < 10−1 の領域においても、Hyperuniformityが常
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Fig.3.16 ρ = 0.5 における S (k) の低波数領域でのべき指数 α の τm, τp 依存性。データ点
は S (k)のフィッテングによって得られた αの値を示し、背景の色は K−近傍法を用いて色
付けを行っている。ここで近傍数を 5 と設定した。平衡系では、揺動散逸定理から α = 0
である。また、我々の相図では平衡近傍でも α = 0となることがわかる。τp < τm では、あ
る領域から、Hyperuniformityが生じるため α ≈ 1.5という指数が生じる。一方で、τp > τm

の領域では、 τp < τm の領域に比べ α = 0が広い領域で現れる。τp = 102 の程度の領域か
ら揺らぎが発達し始めていることがわかる。この領域では、構造には MIPS のような明確
な相分離は生じていない (図 3.11(b))。より大きな τp でMIPSが生じ始め、Porod則の指数
α ≈ −3という指数が見られる。紫色の点線は、τm/τcol ≈ 1となるパラメータを示している。
ちょうど Hyperuniformity が生じ始める領域に沿っていることがわかり、Hyperuniformity
が生じるには τm/τcol > O(1)であることが重要であることが示唆される。
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に生じている。しかし、Hyperuniformityが生じ始める波数は、τp/τm が減少するに従って、低
波数へとシフトしていく。
さて、Hyperuniformity が生じ始める領域が何によって決まっているかを考える。平衡系
では、長距離の斥力相互作用が Hyperuniformity が生じるのに必要な条件であった。ここで、
GAOUP模型では、粒子が相互作用を記憶効果によって長時間覚えているので、相互作用した
後に、離れた粒子にも相互作用の影響が残っており、それが有効的な長距離斥力相互作用と
なっていると考えることができ、この有効的な長距離相互作用が Hyperuniformityを生じさせ
ていると素朴には予想することができる。そこで、GAOUP系における粒子間衝突と記憶効果
の関係を考える。そのために、平均衝突時間 τcol を次のように定義する。

τcol =
1

ρ
√〈
δv2〉 (3.24)

これは粒子の平均熱速度 vth =
√〈
δv2〉で粒子が進むときに、他の粒子と衝突せずに進むことが

可能な時間スケールである。
ここで、粒子間衝突に関する時間スケール τcol と、粒子が衝突の影響を記憶できる時間ス
ケールである τm との比を考える。τm/τcol は、粒子が一つ前の衝突の影響を記憶している間に
次の衝突がおきうるかを示している。ここで、τm/τcol ≈ 1.0となるパラメータを示したのが、
図 3.16 の相図上に点線である。τm/τcol ≈ 1.0 となる線と Hyperuniformity が生じ始める境界
線は非常に似ていることがわかる。これは、Hyperuniformityが系に生じるには、粒子が次の
粒子と衝突するまでの間、その前の衝突の記憶を覚えている必要があることを示唆している。
また、この領域よりも平衡に近い領域では、τm/τcol < 1.0となっており、次の衝突が生じる前
に、記憶を失うことから、衝突の記憶効果の影響が少ないため、Hyperuniformityが生じてい
ないと考えられる。また、Hyperuniformityが生じる領域では τm/τcol ⪆ 1.0となっている。
これまでは ρ = 0.5の相図を見てきたが、最後にその他の密度でも同様の結果が見られるか
を確認する。ρ = 0.4, 0.6の結果を示したのが図 3.17である。図 3.17(a)は ρ = 0.4の結果を示
しており、図 3.17(b)は ρ = 0.6の場合の結果を示している。どちらの場合の相図も定性的に
は ρ = 0.5の場合の結果と変わらない。相分離が生じ始めるパラメータ領域は、ρ = 0.4, 0.6の
場合においても ρ = 0.5でのパラメータ領域と変化しない。一方で、Hyperuniformityが生じ始
めるパラメータ領域は ρが大きくなるにつれて、平衡線に近づいてくる。この変化は、先ほど
の議論から密度が増加するにつれて τcol が小さくなることに起因する。実際、Hyperuniformity

の生じ始める位置は ρに依存して変化しているものの、τm/τcol ≈ 1となる線は ρ = 0.4, 0.6の
どちらの場合にも、Hyperuniformityが生じ始めるパラメータと一致していることがわかる。
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(a) (b)

Fig.3.17 ρ = 0.4(a) と ρ = 0.6(b) の場合の指数 α の τm, τp 依存性。相図全体の振る舞い
は ρ = 0.5の場合と同じである。MIPSが生じるパラメータ領域は ρ = 0.4, 0.6の場合にも
ρ = 0.5の場合とほぼ変化していない。一方で、Hyperuniformityが生じ始める領域は、ρに
依存していることが見て取れ、ρが上昇するにつれて、平衡の線に Hyperuniformityが生じ
る線が近づいてくることがわかる。また、この線の変化を τm/τcol ≈ 1の線は捕らえている
ことがわかる。このことからは、Hyperuniformity が生じるパラメータ領域の ρ 依存性は、
ρの増加に伴って τcol が小さくなることに起因する。

3.9 τm > τp における系の性質　
これまでは、GAOUP模型における静的な粒子配置に関連する性質について解析を行ってき
た。最後に、GAOUPに特徴的な Hyperuniformityが生じる領域である τp < τm の領域におい
て密度揺らぎ以外の物理量の解析を行う。

3.9.1 速度分布の非ガウス性
まずはじめに、GAOUP模型における各粒子の速度分布の性質について調べる。GAOUPモ

デルは非平衡モデルであるから、その速度分布の形は自明ではなく、定常系であっても速度分
布はガウス分布ではない可能性が存在する。そこで、速度分布の非ガウス性パラメータ

K =

〈
v4

〉
〈
v2〉2 − 3 (3.25)
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Fig.3.18 非ガウス性パラメータ K の τp, τm 依存性。K のピークがパラメータ領域 (10−4 <

τp < 10−2, 5 × 10−3 < τm < 10−1)の中間的な領域において生じる。速度分布の非ガウス性パ
ラメータは τm, τp に対して、局所的なピークを持つことがわかる。これは、τm > τp の比較
的広い領域で見られる Hyperuniformityとは対照的である。

が記憶時間 τp と τm を変化させたときにどのように変化するかを調べる。非ガウス性パラメー
タ K は速度分布がガウス分布である時には、K = 0 になる。GAOUP 系の各パラメータにお
ける非ガウス性パラメータ K をプロットしたのが図 3.18である。非常に興味深いことに、非
ガウス性パラメータ K はパラメータ領域の局所的な領域である 10−4 < τp < 10−2, 5 × 10−3 <

τm < 10−1 程度で値を持つことがわかる。特に、τp ≈ 10−3, τm ≈ 2 × 10−2 の点で非ガウス性パ
ラメータはピークを持っている。非ガウス性パラメータ K はパラメータ領域において局所的
なピークを持ち、この振る舞いは τm > τp の比較的広い領域で見られる Hyperuniformityとは
対照的である。

3.9.2 速度の空間相関
近年の研究で ABP系では、速度が空間相関を持つことが報告された [135, 155–157]。そこ

で、GAOUP系における Hyperuniformityが見える領域においても速度の空間相関が見られる
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か調べる。速度の空間相関は

Zαβ(r) =

〈
vα(r)vβ(0)

〉
〈
v2〉 =

∑
i, j vαivβ jδ(r − ri j)〈

v2〉 (3.26)

と定義される。ここで、1粒子の速度の 2次モーメントで規格化している。平衡系では各粒子
の速度分布は独立な分布なので、速度の空間相関は存在しない。
はじめに、系のパラメータを τp = 0.001, τm = 0.02と固定して速度相関 Zαβ(r)を調べる。そ

の結果を示したのが図 3.19(a)である。驚くべきことに、このパラメータ領域では、Zxx(r)と

(a) (b)

Fig.3.19 (a) τp = 0.001, τm = 0.02における速度の空間相関 Zαβ(r)。Zxx(r)と Zyy(r)では有
限の負の相関が生じるが、Zxy(r)と Zyx(r)には、相関は生じない。(b) τp = 0.001に固定し
τm を平衡から大きくして行った時の、Zxx(r)の非平衡度依存性。平衡系 (τm = 0.001)では
速度は多粒子間で相関を持たないため、Zxx(r)は常に 0になる。τm を平衡から大きくする
と、Zxx(r)のピーク強度が強くなるが、そのピークの大きさは τm ≈ 0.02程度で最大となり、
さらに τm を大きくしていくとピークの高さは小さくなっていく。また、ピークが高い時に
は、相関距離も増大している。

Zyy(r)では有限の負の相関が生じている。これは、ABP模型の先行研究で生じるとされていた
正の速度相関とは真逆の相関である。また、Zxx(r)と Zyy(r)は同じ振る舞いをしている。これ
は、系が等方的であることを示している。一方で、Zxy(r)と Zyx(r)には、相関は生じていない。
Zxx(r)と Zyy(r)の振る舞いは変化しないことがわかったので、これ以降は Zxx(r)を Z(r)と記
述し、Z(r)の τm, τp 依存性を調べる。
次に、τp = 0.001に固定しまま、τm を変化させてこの Z(r)がどのように変化するかを調べ
た。その結果が図 3.19(b)である。平衡系では速度は多粒子間で相関を持たないため、平衡系
である τm = 0.001では Z(r)は 0になる。一方で、わずかにでも系が非平衡系になると粒子直
径の位置で相関を持ち始めることがわかる。これは相互作用が有限の記憶時間を持つことに
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起因し、衝突による速度相関が生じていることを示唆している。τm を上げていくと、この粒
子直径程度の位置のピークの高さは徐々に大きくなっていく。そして、τm ≈ 0.02程度の位置
でピークは最大値を迎え、それより τm を大きくしていくと再びピークの高さは小さくなって
いく。また、ピークが高い、強い負の相関を持つときには、粒子間の相関距離も増大してい
る。このピークの高さの記憶時間 τm, τp 依存性を調べたのが、図 3.20(a)である。この図から、
ちょうど中間的な領域 (10−4 < τp < 10−2, 5 × 10−3 < τm < 10−1)で Z(r)は相関を持っているこ
とがわかる。これは、非ガウス性パラメータ K がピークを持つ位置と一致している。つまり、
１粒子の速度分布の非ガウス性パラメータと速度の空間相関は強く関係を持っていることが予
想される。
さらに、興味深いのが図 3.20(b)である。この図は τp = 0.001の際の、Z(r)の τm 依存性を

log-logプロットにしたものである。ここで、Z(r)が負の相関を持つため、Z(r)の符号を正に
してプロットしている。ここで、平衡近傍の場合には、相関を持つデータが 1σ程度の距離で
しか得られていないので、ここでは Z(r)が比較的長い距離に渡って相関を持つ場合のみをプ
ロットしている。図 3.20(b)を見ると Z(r)の相関はべきになっていることがわかる。また、こ
のべき的振る舞いは相関が十分に発達仕切っていない τm = 0.1の場合をのぞいて、ほぼ同じ
べき指数の線にのっているように見える。その振る舞いは、おおよそ Zxx ∼ −r−2 である。相
関がべき的であるのは ABP系で報告されていた exp型の相関とは異なる形である。また、べ
き的相関の場合には、特徴的な長さスケールを持たないことから、この現象は GAOUP模型に
特徴的な現象である。
本研究の結果は、近年、自己駆動粒子系において報告されてきた速度相関とは次の 2点で大
きく異なる。1点目は、これまで報告されてきた速度相関はMIPS領域もしくは、結晶領域等
の高密度領域でなければ生じないとされていた [135, 155–157]。しかし、本研究の速度相関は
これまで報告されてきた速度相関に比べ非常に低密度領域で生じる。2点目は、これまでの速
度相関は指数的の正の相関として報告されてきた [156, 157]。しかし、GAOUP模型では、速
度相関はべき的な減衰をもち、また負の相関である。

3.10 まとめ
本章では、AOUP模型を拡張し、応答関数とノイズが有限の記憶時間 τm と τp を持つモデル

である、Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle（GAOUP)模型の研究を行った。この
モデルは揺動散逸定理の破れを陽にコントロールすることによって、平衡系の Underdamped

Langevin 方程式と Active Matter である AOUP 模型を連続的につなぐことができるモデルと
なっている。

3.6節では、GAOUPモデルの多体系の数値シミュレーションを行った結果、τp ≫ τm では、
MIPSが生じ、平衡相分離の場合と同様に Porod則が観測された。これは ABP模型等の数値



第 3章 Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle系における Hyperuniformity 61

(a)

(b)

Fig.3.20 (a)Z(r)のピーク高さの τm, τp 依存性。非ガウス性パラメータ K が増加する位置
と Z(r) のピーク高さが増加するパラメータ領域は一致している。(b) τp = 0.001 に固定し
τm を変化させたい際の Z(r) の変化。ここで、log-log プロットにするために、−Z(r) をプ
ロットしている。Z(r)はべき的な減衰をしている。また、その減衰は Z(r) ∼ −r−2 に近い振
る舞いをしている。
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計算で得られている結果と整合しており、平衡系から適切に Active Matterモデルへとつなぐ
ことができていることがわかる。
一方で、τp < τm の領域では、Hyperuniformityが生じることを発見した。Hyperuniformity

は長距離での密度揺らぎの抑制であり、これまで自己駆動粒子系で報告されていた密度揺
らぎの増大である Giant Number Fluctuation とは、対照的な現象である。GAOUP 模型に
おける Hyperuniformity は流体状態で生じるのが特徴である。これまで流体状態における
Hyperuniformity は吸収状態転移を起こす模型でのみ報告されてきたが、GAOUP モデルで
は、このような相転移は伴わず純粋な非平衡性のみで Hyperuniformity が生じる。加えて、
GAOUPモデルにおける Hyperuniformityの指数は S (k) ∝ k1.5 という、非整数の強い減衰を示
し、このような指数は他のモデルでは報告されていない。このように、GAOUP模型における
Hyperuniformityは先行研究で報告されてきた結果とは異なる性質を持つ。また、τp < τm の領
域では、速度分布は非ガウスになっており、速度の空間相関も存在している。Hyperuniformity

は τp < τm における広い領域で生じるが、非ガウス性パラメータと速度の空間相関はパラメー
タ領域の局所的な領域でピークを持つ。
以上のように GAOUPモデルでは、そのパラメータ空間上に相分離と Hyperuniformityとい
う対照的な密度揺らぎを示す 2つの相が存在する。このような相図は、Biased emsembleを用
いた Asymmetric Simple Exclusion Process(ASEP) の研究で報告されていた [158]。また、生
物系においても、運動方向を揃える効果を入れた Self Propelled Voronoi模型 [41]や化学走化
性を持つ生物集団を記述する場の模型である Stochastic Keller-Segal模型 [42]で報告されてい
る。これは生物模型が持つ非平衡性によって相分離及び、Hyperuniformityの両者が生じる可
能性を示唆している。しかし、低密度領域での単純な Scalar Active Matter系では、両者が生
じる模型は報告されていなかった。我々の GAOUP 模型は、現在報告されているモデルの中
で相分離と Hyperuniformityを記述する最も単純な模型の一つである。そのため、生物集団に
おける Hyperuniformity を理解するための基礎的な模型となりうることが期待される。また、
GAOUP 模型は、揺動散逸定理の破れを制御する模型であるため、揺動散逸定理の破れ方に
よって、どのように相分離や Hyperuniformityが生じるかを理解することができる。このよう
な揺動散逸定理の破れと系の密度揺らぎの増大や減衰の関係の理解が進めば、広い非平衡系に
おける Hyperuniformityの起源を理解できることが期待される。
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第 4章

2次元系における Jamming転移点近
傍での Hyperuniformity

4.1 背景
系の中に非熱的な粒子を詰めていくと、系が低密度の時には、外力に対して流動的である
が、高密度になると、外力に対して弾性的に振舞う Jamming 相が生じる。この流動相から
Jamming相への相転移を Jamming転移とよび、この転移点を Jamming転移点 φJ と呼ぶ。こ
の Jamming 転移点直上では、系の密度揺らぎに Hyperuniformity が生じることが知られてい
る [17–22, 45]。Jamming転移点近傍における Hyperuniformityは、q → 0まで続く理想的な
Hyperuniformityではなく、ある中間的な長さスケールにおいてのみ存在する現象であることが
知られている [19, 20, 45]。つまり、ある中間的な波数領域において構造因子 S (q)はべき的な
振る舞いを示すことが知られている。3次元系では、数値計算及び、実験によって、そのべき的
振る舞いが S (q) ∼ qであることが確かめられている [17, 18, 20–22, 45]。また、3次元以外の 2

次元系や、4次元や 5次元の系においても Jamming転移点近傍では Hyperuniformityが生じる
ことが報告されている [19, 159]。これまで、3次元系以外の系においても Hyperuniformityの
べき指数 αは α = 1となると考えられてきたが、3次元系以外の系において、Hyperuniformity

のべき指数の値は報告されていない。そこで本章では、2 次元 Jamming 転移点近傍における
Hyperuniformityのべき的振る舞いについて詳細に調べた。
本章の構成は以下の通りである。まずはじめに、4.2節において、ガラス転移と Jamming転
移に関するレビューを行う。この節で、ガラス転移と Jamming転移の性質及び、Jamming転
移点近傍での Hyperuniformityについて説明を行う。4.3節で、この章で用いる数値計算の設
定について説明する。続いて、4.4節において、多成分系における構造因子について説明する。
2次元系では、結晶化を阻害するために系を 2成分系にしていることから、系の密度揺らぎを
適切に解析するためには、多成分系へと拡張された構造因子を用いる必要がある。4.5節では、
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本章の主結果である 2次元系における Hyperuniformity指数 αについて議論する。我々は、2

次元系では、3次元系の α ≈ 1と異なり、Hyperuniformity指数が α ≈ 0.63となることを確認
した。4.6節において、べき指数 αが空間次元依存性を持つ理由を考察する。最後に、4.7節
で本章で得られた結果をまとめる。

4.2 ガラス転移と Jamming転移
通常、物質は気体、液体、個体の 3つに分類できる。気体と液体は、乱れた粒子構造をして

おり、外力に対して流動的に振舞うのに対して、固体は綺麗な整列した構造を持っており、外
力に対して弾性的な振る舞いをする。しかし、世の中にはアモルファス物質という、外力に対
して弾性的に振舞うのに対して、粒子配置が乱れた物質が存在する。このようなアモルファス
物質は我々の身の回りにありふれている。図 4.1にアモルファス物質の例を示した。図 4.1の

Fig.4.1 アモルファス固体の例。系を構成する粒子のサイズはナノメートルスケールから
センチメートルスケールに渡って存在する。粒子サイズがマイクロメートル程度よりも小
さい場合には、熱揺らぎが重要な寄与を果たすが、それより大きなスケールでは、粒子は非
熱的な粒子として振舞う。図は [160]より引用した。

下軸は、系を構成する粒子の典型的な大きさを示している。アモルファス物質は、その構成要
素がナノメートルスケールの分子であるような金属ガラスから、ミリメートルスケールにおけ
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る泡の集まりや、センチメートルスケールにおける大豆の集まりなど、幅広い長さスケールに
渡って存在している。系を構成する粒子の大きさによって、粒子に対する熱揺らぎの影響が異
なる。ナノメートルやマイクロメートル程度のスケールでは、熱揺らぎが粒子の運動に重要な
役割を果たすのに対して、粒子の直径がマイクロメートルよりも大きくなると、粒子の熱揺ら
ぎは無視できるほど小さくなる。このような熱揺らぎが無視できるほど大きな粒子を非熱的な
粒子と呼び、そのような粒子によって構成されている系を非熱的な系と呼ぶ。
熱的な系では、系の温度を下げていくと、系の粘性が急激に増大するガラス転移が生じ
る [161–164]。系は、ガラス転移によって、流動的な状態から非流動的な状態になる。このガ
ラス転移が本当の熱力学的な相転移であり、ガラス相が真に存在するかはいまだに決着がつい
ておらず、物理学における重要な未解決問題として知られている。
一方で、非熱的な系では、粒子の密度が低い場合には、系は外力に対して流動的に振舞う
が、系の密度を上げていくと、粒子がちょうど接触し始める密度である Jamming転移密度で、
系は剛性を獲得し、外力に対して弾性的に振舞う Jamming相へと転移する [11, 12, 165]。こ
の Jamming転移は、ガラス転移とは異なり臨界現象を伴う相転移であることが知られている。
しかし、系は温度を持たず、散逸の効果のみを受けるので、系は熱平衡系ではなく、Jamming

転移は非平衡相転移である。
このようにガラス転移と Jamming転移は互いに流動相から非流動相への転移であり、両者
の粒子配置は相転移前後でも乱れたままであるなど共通点が多い。実際、Jamming 転移はガ
ラス転移の温度 0の極限であると長い間考えられていた [165]が、近年の研究でこの 2つの転
移は明確に異なる転移であることが明かとなっている [166]。
この節では、ガラス転移と Jamming転移について説明を行う。この節は、次のような構成
になっている。まずはじめに、4.2.4小節では、ガラス転移における動的な性質を説明したの
ち、ガラス転移を説明する最も有力な理論であるガラスの平均場理論を説明する。また、本
研究では主に 2次元系を扱うことから、2次元ガラス特有の性質についても議論する。次に、
4.2.1小節では、Jamming転移の臨界性について説明を行う。続く、4.2.3小節では、Jamming

転移とガラス転移の関係について説明を行う。はじめに、Jamming転移とガラス転移が異なる
転移であることを説明し、ガラスの平均場理論から予測された、熱的アニールによる Jamming

転移点の上昇についても議論する。この節の最後に 4.2.4小節では、Jamming転移点近傍にお
ける Hyperuniformityと過冷却液体の Inherent Structureにおける Hyperuniformityについて議
論する。

4.2.1 ガラス転移
通常、液体を冷やしていくと、結晶化温度 Tm で結晶化する。しかし、液体を急冷もしくは

不純物を入れ、結晶化を阻害することで、Tm 以下であっても系を液体状態にすることができ



第 4章 2次元系における Jamming転移点近傍での Hyperuniformity 67

る。このような液体を過冷却液体と呼ぶ。
まずはじめに、系の温度を低下させた際の液体のエントロピーを考える。系のエントロピー

変化を示したのが図 4.2 (a)である。灰色点線で示したように、通常、系の温度を下げていく

𝑇

𝑆

𝑇#𝑇$ 𝑇%

(b)(a)

Fig.4.2 (a) 過冷却液体における系のエントロピー変化 (黒線) と固体のエントロピー変化
(灰色点線)の模式図。Tm は結晶化温度を示し、結晶化を阻害することで、系をより低温ま
で平衡化することができ、それによりエントロピーの低い系を得ることができる。しかし、
緩和時間が増大し、系の平衡化を待つことができなくなると、系は平衡状態ではなくなる。
実用上、粘性が 1013 Poiseとなった温度を Tg とする。TK は結晶のエントロピーと過冷却
液体のエントロピーが一致する温度である。(b)様々な物質に対する粘性の発散。T が 1桁
変わる間に、粘性 ηは 16桁も増大している。この図は [167]より引用した。

と、系は Tm で結晶へと一次転移し、系のエントロピーは急激に減少する。これは、液体の粒
子配置が乱雑であるため実現されうる配置が結晶に比べて非常に大きいためであるである。結
晶化すると、系のエントロピーの減少の傾きは小さくなる。一方、結晶化し損なった過冷却液
体においても、温度を下げていくに従ってエントロピーが減少していく。系の温度を徐々に減
少させていくと、図 4.2 (b)に示したように、粘性 ηや緩和時間が急激に増大していく。そし
て、どこかで緩和時間が人間が待つことのできる限界を超えてしまい、もはや人間の忍耐力で
は平衡系へと緩和するのを待つことができなくなる。そこで、人間の観測できる限り長い時間
として、粘性が 1013 Poiseとなった温度をガラス転移点 Tg と定義する。Tg の定義からもわか
るように、人間がより忍耐強く待つことができれば、例えば、1014 Poiseになるまで待つこと
ができれば、Tg の値は変化することになる。この場合には、Tg は元々の温度から低温へとシ
フトし、系のエントロピーはより小さくなることが期待される。このような変化を示したの
が、図 4.2 (a)における Tg よりも低温側の濃い青丸である。つまり、Tg は、人間がどれだけ
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ゆっくり辛抱強く温度を下げれるかに依存しているのである。
もし、人類が非常に忍耐強くどこまでもゆっくりと温度を下げることができるとしよう。す

ると、ここまで得られた Tg を外挿することで、過冷却液体のエントロピーがどのように減少
していくか予想することができる。すると、興味深いことに、過冷却液体と結晶のエントロ
ピーのラインと交差する温度が存在することがわかる。もし、過冷却液体がこの温度以下でも
存在できるならば、乱れた配置である液体のエントロピーが秩序だった構造である結晶よりも
下がってしまうことになる。これは Kauzmann パラドックスと呼ばれ、この結晶のエントロ
ピーと過冷却液体のエントロピーが一致する温度を Kauzmann温度 TK もしくは、理想ガラス
転移点と呼ぶ。実際には、過冷却液体は TK で何かが起こり、結晶よりも小さいエントロピー
になることはないと考えられている。
図 4.2 (b)には、過冷却液体の粘性 ηの温度依存性を示した。粘性と緩和時間には、おおよそ
の比例関係にあるので、この図は温度が低くなるに従って、系の緩和時間が増大している図と
しても捉えることができる。驚異的なことに、温度が一桁変化する間に、ηは 16桁も増大して
いる。なお、ここでの Tg は図 4.2(a)での Tg である。興味深いことに Fragile液体においては、
有限の温度で粘性 η が発散しているように見える。この η の発散は、Vogel-Fulcher-Tamman

則 [161, 168]

η = η0 exp
(

DT0

T − T0

)
(4.1)

でうまくフィッティングできることが知られている。ここで出てくるフィッテングパラメータ
T0 はおおよそ図 4.2 (a)において、外挿で求めた TK と近い値になることが知られている。こ
れは、一見すると TK で何らかの相転移が起きている可能性を示唆している。しかし、これだ
けを持って有限温度のガラス転移点が存在するということはできない。なぜならば、Bässler

則 [169]

η = η0 exp

K
(

T ∗

T

)2 (4.2)

のような有限温度では発散しないフィッテング曲線でも、この実験結果をうまくフィッテング
することができてしまうからである。

過冷却液体における静的及び動的相関関数
さて、ここまでは、過冷却液体のマクロな性質が温度の減少に伴って、どのように変化する

かを見てきた。次に、過冷却液体における系の構造や粒子のダイナミクスがどのように変化す
るかをみる。図 4.3 (a)は、数値シミュレーションによって得られた Lennard-Jones液体におけ
る、静的構造因子 S (q)の温度依存性を示している。静的構造因子 S (q)には、T の減少に伴っ
た、大きな変化は見られない [170, 173]。粒子間程度に生じる第一ピークが僅かに高くなる程
度である。一方で、この温度変化の間に拡散係数 Dは 3桁ほど小さくなっており、粒子のダ
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(b)(a)

(c) (d)

Liquid Supercooled Liquid

Fig.4.3 (a)過冷却液体における静的構造因子 S (q) [170]。S (q)は、T が減少しても、わず
かにピークが高くなるだけである。(b)高温液体と過冷却液体における粒子のダイナミクス
の変化。高温の液体の場合には、粒子は粒子の間を通り抜け自由に移動することができる
が、過冷却液体では、周りの粒子に囲まれて自由に移動することができなくなる。周りの
粒子に囚われて同じ位置に長時間止まる振る舞いをケージ効果と呼ぶ。(c)過冷却液体にお
ける中間散乱関数 Fs(q, t) [171].。系の温度が下がっていくに従って、Fs(q, t)の中間的な時
間スケールに特徴的なプラトー領域が生じる。これは粒子がケージに囚われている時間ス
ケールであり、プラトー領域を超えた緩和は、粒子がケージから抜け出すケージジャンプ
を示している。(d)過冷却液体における平均二乗変位

〈
∆r2(t)

〉
[172]。Fs(q, t)と同様に、系

の温度が下がっていくと中間的な時間スケールでプラトーが生じる。(a),(c),(d)はそれぞれ
[170–172]より引用した。

イナミクスは急激に遅くなっている。つまり、静的構造因子では、ダイナミクスの急激な変化
に伴った、構造変化を捉えることはできない。
しかし、構造ではなく粒子のダイナミクスを見ると、事情は一変する。密度の時間相関関数
である中間散乱関数の F(q, t)

F(q, t) =
1
N
⟨δρ(q, t)δρ(−q, 0)⟩ (4.3)
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の self part*1を考える。ここで、δρ(q, t)は時刻 tにおける密度場の Fourier変換である。図 4.3

(c)に、Lennard-Jones液体における Fs(k, t)を示した [170, 171]。高温側では、Fs(q, t)は急速
に 0へと緩和していく様子が見て取れる。温度を下げていくと、Fs(q, t)の振る舞いが変化す
る。低温側の Fs(q, t)は、最初は高温側と同様に緩和が生じる。この緩和を β緩和と呼ぶ。し
かし、β緩和の後、Fs(q, t)はある一定値に長時間留まる振る舞いが見られ、その後、再び緩和
する。このような Fs(q, t)の振る舞いは、二段階緩和と呼ばれ、Fs(q, t)が一定値になる領域の
ことをプラトー領域と呼ぶ。プラトー領域の長さは、温度を低温にするに従って、長くなって
いることがわかる。これは、系の緩和時間が増大していることを示唆している。実際、構造緩
和時間を Fs(q, t) = 1/eとなる時間と定義すれば、温度が一桁変化する間に、緩和時間は 4桁
ほど増大していることがわかる。一方で、プラトーの高さは温度にほぼ依存していない。
二段階緩和の起源は、ミクロな粒子が周りの粒子に囚われてしまうことに起因する。高温と
低温での粒子の運動を模式的に描いたが図 4.3(b)である。高温では、粒子は周りの粒子の間を
すり抜けることで、周りの粒子に捕らえられことなく移動できる。一方で、過冷却液体におい
ては、粒子は周りの粒子に囲まれて抜け出そうにも抜け出せなくなる。粒子が抜け出すには、
偶然 1 粒子分の空間が開くしかない。そのため、粒子は 1 粒子分の距離スケールを移動する
のに非常に時間がかかることになる。この現象は、周りの粒子という檻に粒子が閉じ込められ
て抜け出せないという状況からケージ効果と呼ばれる。Fs(q, t)の高さはどれだけ粒子が元の
位置から変位しているかに依存しており、プラトーの高さが温度によって変化しないことは、
ケージのサイズが、温度に依存していないことを示している。プラトー以降の時間スケールに
おける緩和は、粒子がケージを抜け出して移動する時間スケールであり、粒子はケージを抜け
出し次のケージに移動することからケージジャンプと呼ばれ、ケージジャンプによる緩和を α
緩和と呼ぶ。また、粒子がケージから抜け出すので、構造の変化が生じる。そのため、この α
緩和を構造緩和と呼ぶこともある。

Fs(q, t)と同様の振る舞いは、粒子の平均二乗変位
〈
∆r2(t)

〉
〈
∆r2(t)

〉
=

〈
1
N

N∑
i=1

|ri(t) − ri(0)|2
〉

(4.4)

でも観測される。同じ系で平均二乗変位を調べたのが図 4.3 (d)である。高温では平均二乗変
位は、弾道領域における

〈
∆r2(t)

〉
∝ t2 という振る舞いから、拡散領域における

〈
∆r2(t)

〉
∝ tと

いう振る舞いに、t ≈ O(1)でクロスオーバーしている。一方で、低温領域では、粒子はケージ
に囚われてしまうために、粒子の拡散が進まない領域が生じる。
以上のように、過冷却液体においては、温度を下げていくと、系の静的な構造には大きな変
化が生じないのに対して、ダイナミクスには 2段階緩和という特徴的な緩和現象が生じる。

*1 粒子の添字をつけて密度場の Fourier 変換を定義すると δρi(q, t) = e−q·ri(t) とかける。この時、F(q, t) の self
partは、Fs(q, t) = 1

N ⟨δρi(q, t)δρi(−q, 0)⟩と書くことができる。
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動的不均一性
過冷却液体のダイナミクスは系が低温にいくに従って、急激に遅くなっていき、緩和時間が

ある温度で発散するような振る舞いが見られることをみた。しかし、ガラス転移が本当に相転
移であるならば、相転移に近づくにつれて系の揺らぎが発達し、相関長が伸びていくはずであ
る。気液相転移では、密度揺らぎの発散が S (k)を通して捉えることができるが、図 4.3(a)の
ように、過冷却液体においては、一切、相関長が伸びているような振る舞いは見られない。
では、ガラス転移では、相関長は存在しないのだろうか? 実は、これは粒子の配置を見てい

るだけだから相関長が見つからなかったのである。しかし、ガラス転移で特徴的なのは急激な
粒子のダイナミクスの変化であり、実際、ダイナミクスの中に相関長が隠れていることが知ら
れている [174–178]。そこで、粒子のダイナミクスを見てみよう。構造緩和時間程度の間に粒
子がどの程度動いたかを矢印の大きさで表したのが図 4.4(a)である。粒子が止まっている領域
と動いている領域がまばらに存在するのではなく、動いている粒子がある固まって動いている
ように見える。そこで、このような状況を定量化するために、４点相関関数と呼ばれる量を導
入する [177]。まずはじめに、自己オーバーラップ関数 Qi(t) = θ(a − |ri(t) − ri(0)|)を用いて、
オーバーラップ関数 Q(t) = N−1 ∑

i Qi(t)導入する。ここで、θ(t)はヘヴィサイドの階段関数で
ある。これらの量を用いて、4点相関関数 χ4(t)は、

χ4(t) = N
[〈

Q(t)2
〉
− ⟨Q(t)⟩2

]
(4.5)

と書くことができる。実際に、Lennard-Jones液体での数値シミュレーションで得られた 4点
相関関数 χ4(t)が図 4.4 (b)である。χ4(t)はちょうど、構造緩和時間 τα 程度の時間でピークを
持つことが知られており、確かに、低温にいくに従って、ピーク位置は長時間側へシフトして
いく振る舞いが見られる。また、χ4 のピークの高さは、おおよそ揺らぎが相関している体積に
対応しており、ピークの高さの増大は、系を支配する動的な揺らぎが増大していることを示唆
している。
この動的相関における相関長を計算するために、Fourier 変換されたオーバーラップ関数

Q(q, t) =
∑

i Qie−q·ri(0) を用いた、4点相関関数に対応する構造因子

S 4(q, t) =
1
N
⟨Q(q, t)Q(−q, t)⟩ (4.6)

がよく用いられる。S 4(q, t)は、Lennard-Jones液体では、Ornstein-Zernike型の関数

S 4(q, t) =
χ(t)

1 + (qξ)2 (4.7)

でフィッテングできることが知られている*2。実際、Lennard-Jones 系の結果を Ornstein-

Zernike型の関数でフィッテングした結果が、図 4.4 (c)であり、確かによく一致していること

*2 Ornstein-Zernike型の関数に乗るかどうかはモデルに依存していることが知られている [181]。
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(b)(a)

(d)(c)

Fig.4.4 (a)過冷却液体における動的不均一性。矢印は、緩和時間程度の間の 1粒子変位を
表し、その長さは変位の大きさを表す。粒子の変位が大きい領域と小さい領域が存在するこ
とがわかる [163]。この図は、[163]より引用した。(b)動的相関長 χ4(t)の温度依存性 [179]。
χ4(t)のピークの高さは、揺らぎが相関している長さを表し、低温にいくに従ってピークが増
大することから相関長が増大しすることがわかる。この図は、[179]より引用した。(c)4点
相関関数に対応する構造因子 S 4(q, t)の温度依存性 [180]。S 4(q, t)は Ornstein-Zernike型の
関数でフィッテングできることがわかる。ここで S B(q, t)はボンド破断によって定義される
構造因子である。(d)(c)に対応する S 4(q, t)から得られた動的相関長の温度依存性。 [180]。
低温にいくに従って動的相関長が伸びていることがわかる。ここで (b) の図と (c),(d) のシ
ミュレーションでは、系の数密度が異なるため、緩和時間の温度依存性が異なることに注
意。(c),(d)の図は、[180]より引用した。
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がわかる。また、このフィッテングから得られた動的相関長を示したのが図 4.4 (d)である。動
的相関長は、低温にいくに従い増大するもののその増大の仕方は緩やかであり、緩和時間がか
なり大きくなっていても 5σ程度の大きさであることがわかる。図 4.4(c)(d)に現れる S B(q, t)

や ξB は、詳しくは議論しないがボンド破断によって定義される相関関数とその相関長である。
ボンド破断は、粒子が周りの粒子と協同的に動いているかを調べる量であり、協同的に移動し
ているかを見分ける。
動的相関から相関長が確認されたからといって、ガラス転移がダイナミクスのみに支配され
ていると結論づけることはできない。それは、静的構造の中に我々が見つけることのできてい
ない構造特徴が存在する可能性があり、そのような特徴を捉えるのに適切な秩序変数を我々が
知らないだけかもしれないからである。

ガラス転移の平均場描像
この節では、ガラスの平均場描像の概要について説明する。ガラスの平均場描像の歴史は、

分子運動論の直系の子孫であるモード結合理論から始まった [182–185]。その後、スピングラ
ス模型の一つである p-spin模型の平均場理論における相関関数のダイナミクスが、モード結合
理論と等価であることが指摘され [186–189]、この p-spin模型を用いて、ガラス転移の熱力学
理論が構築された。p-spin模型はスピン系であり、この p-spin模型の熱力学理論を液体論と結
びつけたレプリカ液体論が作られ、液体のガラス転移における熱力学的な側面を平均場のレベ
ルで理論的に計算できるようになった [190]。この章では、p-spin模型を元にしながらガラス
の平均場描像を説明する。より詳細な説明については [190–192]等に解説がある。

p-spin模型のハミルトニアン [191]は

H = −
∑
i jk

Ji jkS iS jS k (4.8)

である。ここでは p-spin模型の中でも、用いられることの多い p = 3のハミルトニアンを示
している。一般の pの場合にも系の基本的な性質は変化しない [191]。Ji jk のそれぞれの値は
ランダムであり、それぞれの値はガウス分布に従う。また、理論的な計算の利便のために、∑

i S 2
i = N という拘束条件をかけて、S i を離散スピンではなく連続変数とみなした理論が用い

られる。また、スピンのダイナミクスは次の Langevin方程式に従う。

∂S i

∂t
= −γS i −

∂H
∂S i
+ ηi = −γS i +

∑
jk

Ji jkS jS k + ηi (4.9)

なお、γに依存する項は拘束条件から来る。平均場理論であるので、以下で説明する描像は全
て d → ∞の場合の解析によって得られた描像である。
さて、まずは平均場描像におけるガラス転移の熱力学的な側面について説明しよう。図 4.5(a)

に示すようなたくさんの山と谷があるようなエネルギーランドスケープを考える。実際に系で
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Fig.4.5 (a)系のエネルギーランドスケープの模式図。エネルギーランドスケープは複雑な
多谷構造をしている。(b) 構造エントロピー S c(T ) の温度依存性の模式図。T = Td におい
て初めて構造エントロピー S c(T )が生じ、温度の減少に伴って単調に S c(T )は減少してい
く。そして、T = TK で S c(T )は 0になる。この TK は Kauzmann温度に対応している。

実現される様々な粒子配置は、このランドスケープ上の 1点として記述され、液体状態ではこ
の山と谷の間を運動している。系の温度が高く熱揺らぎが十分にある場合には、系の状態は簡
単にこの山を乗り越え隣の谷へと遷移していく。高温状態では、ここで見えているような多谷
構造を乗りこえるのに十分な熱揺らぎが存在するので、谷の構造を感じず、一つの大きな谷の
中を運動しているのと同じ状態になっている。さて、系の温度を下げていくと、温度 Td 程度
で、図 4.5(a)で見えている谷を系は感じるようになってくる。さらに、温度を下げていくと、
ある温度 TK で、谷を乗り越えるのに十分な熱揺らぎが系に与えられなくなり、系は一つの谷
の中にはまったまま抜け出せなくなってしまう。このような谷にはまって抜け出せなくなって
いる状態をガラス状態とする。そして、自由に谷の間を移動していた状態から、谷から抜け出
せなくなった状態への転移が平均場理論におけるガラス転移である。この時、各谷の状態は、
元々の液体状態でも通るようなありふれた状態であるため、この谷の中にある状態の粒子配置
はランダムなままである。ここで、無数の谷に落ち込んでしまうと隣の谷に移ることができな
いので、各谷は一種の熱力学的状態を表すことになる。そこで各谷の状態を添字 αを用いて区
別する。系を構成する粒子数を N として、各状態 αにおける 1粒子あたりの自由エネルギー
を fα とかく。すると、この時、この状態 αでは、分配関数が Zα = e−βN fα とかける。系全体で
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の分配関数はこのような状態 αについて全て足し上げてものであるので*3、

Z =
∑
α

e−βN fα =

∫
d f eβN f

∑
α

δ( f − fα) (4.11)

と書くことができる。ここで β = 1/T は逆温度である。さて、ここでの総和では自由エ
ネルギーが f となるような粒子配置を全て足しあげており、これは状態数を表すので、
N( f ) =

∑
α δ( f − fα)とかき、構造エントロピー S c( f )を次のように定義する。

S c( f ) =
1
N

logN( f ) (4.12)

この構造エントロピーを用いることで、分配関数は

Z =
∫

d f eβN(TS c( f )− f ) (4.13)

となる。ここでこの積分を鞍点法で評価することで、

Z ≈ eN(S c( f ∗;T )− f ∗) (4.14)

とかける。ここで、 f ∗ は、TS c( f ) − f の最大値を与える f である。これは、

∂S c

∂ f

∣∣∣∣∣
f= f ∗
=

1
T

(4.15)

から計算できる。つまり、構造エントロピーを f の関数で書いたときの傾きが 1/T であ
る。ランドスケープには、最小値が存在するため、 f の最小値 fK では、構造エントロピーは
S c( fK) = 0である。一方で、高温の液体の場合には、ランドスケープの構造は単純で多谷構造
が存在しないため、S c( f )は存在しない。つまり、ランドスケープが初めて生じる自由エネル
ギー fd が存在する。さて、S c( f )は fK , fd の範囲では、T > 0であるから、 f に対して単調な
増加関数であるので、S c( f )を逆に T の関数として、書くこともできる。ここで、構造エント
ロピー S c を温度 T の関数として、模式的に書いたものが図 4.5(b)である。S c( f )が存在する
f の最小値 fK と f の最大値 fd に対応して、TK と Td が存在する。温度 Td で構造エントロ
ピー S c(T )が生じる。つまり、この Td は先ほど説明したランドスケープの谷を感じ始める温
度 Td と同じものである。Td から、さらに温度を下げていくと、徐々に S c(T ) は減少してい
き、最終的に TK で S c(T ) は 0 になっている。これは、固体と液体のエントロピー差が 0 に
なってしまう振る舞いと非常によく似ている。この点こそが図 4.2(a) で説明した Kauzmann

温度 TK である。

*3

Z =
∫

DSe−βH(S) =
∑
α

∫
S∈α

DSe−βH(S) =
∑
α

Zα (4.10)

ここで、状態 αがそれぞれ独立な熱力学状態として振舞うということを使っている。
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さて、この Td と TK で一体何が起きているのか考えよう。まずは、Td について考えてみよ
う。この点は、エネルギーランドスケープの多谷構造をちょうど感じ始める点である。Td で
何が起きるかを見るために、スピンの時間相関関数 C(t) = 1

N ⟨
∑

i S i(t)S i(0)⟩を考える。ここで
· · ·は、ランダムな相互作用行列 Ji jk に対する平均である。例えば、ある物理量 Aについての
平均は、A =

∫
dJA(J)P(J)である。スピン相関関数 C(t)の発展方程式はいくつかの近似のも

とで
∂

∂t
C(t) = −TC(t) − 3

2T

∫
dsC2(t − s)

∂C(s)
∂s

(4.16)

という方程式に従うことが知られている。この相関関数の時間発展方程式は、モード結合理論
から導出される F(k, t)の発展方程式

∂

∂t
F(k, t) = − Dk2

S (k)
F(k, t) −

∫
M(k, t − s)

∂F(k, s)
∂s

(4.17)

と同じ構造をしている。ここで、記憶関数 M(k, t)は

M(k, t) =
ρDS (k)

2

∫
dqV(q, k − q)F(q, t)F(k − q, t) (4.18)

であり、粒子の多体効果を表す。モード結合理論では、ダイナミクスがちょうど凍結する転移
の存在が予言される。つまり、高温では必ず C(t)は長時間で 0に緩和するのに対して、ある温
度 Td 以下になると C(t)が長時間でも有限の値を持つようになる。その時、転移点近傍では、
緩和時間

τ ∼ 1
|T − Td |γ

(4.19)

という発散を示すことが知られている。ここで現れる転移点 Td が先ほどの構造エントロピー
S c(T )が生じ始める点である。モード結合理論が予測する転移は、通常の相転移と同じべき的
な転移であり、実験で見られている VFT則とは異なるため、理論的にガラス転移を説明して
いないように思うかもしれない。しかし、モード結合理論は平均場理論であり、相転移に重要
な揺らぎの寄与が入っておらず、一度谷に嵌まり込んでしまうとでてこれない。そのため、現
実系では、熱揺らぎによる活性化過程が存在するため、Td では運動は凍結せず、べき的な転
移は実際には見られないのである。だが、現実系でもべき的な振る舞いは確認されており、Td

では転移でなく、クロスオーバが生じると考えられている。
さて、次は TK で何が起きているか考えてみよう。TK で起きているのは熱力学的な転移で
ある。この転移は、通常の磁化などを秩序変数をとることでは捉えられない。そこで秩序変数
としてオーバーラップ関数 Qを

Q =
1
N

∑
i

⟨S i⟩2 =
1
N

∑
i

S αi S βi (4.20)
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と定義する。ここで、Sα と Sβ は異なるスピン配置であり、Qは 2つのスピン配置がどれだけ
似ているかを示す量である。系が高温であれば、2つの配置は全くのランダムであり、Q = 0

となる。しかし、TK では、Q = 0 の相から Q , 0 の相への転移が起きるのである。これは、
レプリカ対称性の破れと言われている。以上のように、Td はダイナミクスの変化が生じる温
度であり、TK は系の静的な性質が変化する温度である。
この章では、ガラス転移の平均場描像として、p-spin模型とレプリカ液体論によってなされ
た描像について説明した。しかし、ガラス転移を説明する理論にはこれ以外にも様々なものが
存在する。そのような理論については [163, 193]に解説がある。

2次元化冷却液体におけるガラス転移と Mermin-Wagner揺らぎ
前章では、ガラス転移の平均場理論について説明を行った。これは、無限次元における理論

である。次に、無限次元とは対照的に低次元におけるガラス転移の特徴的な振る舞いについて
説明する。

ガラスの振動物性
まずはじめに、振動物性について考えてみる。結晶の振動物性を記述するのに Debye模型が

用いられる。Debye 模型の振動状態密度 (vibrational density of state, vDOS) は gD(ω) ∝ ωd−1

という空間次元依存性を持つことが知られている。ここで、d は空間次元を表す。ガラスの振
動物性においては、結晶における振動状態密度との違いを調べることで、ガラスの特徴的な振
動物性を調べることができる。ガラスにおける振動状態密度の結果が図 4.6である。ここで、
結晶との違いをより際立たせるために、振動状態密度を Debye模型から得られる ωd−1 で割っ
ている。2 次元および 3 次元ともに低波数領域では、ガラスの振動状態密度が Debye 模型の
振動状態密度に漸近する振る舞いが見られる。3次元の結果に示されているように、低周波の
モードはボゾンモードだけでなく、ω4 というモードが存在することが知られている [194]。図
に示した Pk はモード kへの粒子の参加率を示しており、Pk が小さいほどそのモードに寄与し
ている粒子が少ないことを示している。そのため、Pk が小さいモードは局在化した振動を示
しており、図 4.6(a)における黄色のデータは低波数では ω4 の局在モードが存在することを示
している。一方で、より高周波では Debye模型の振動状態密度に比べて、モードが過剰に存在
するし、ある周波数 ωBP でピークが存在することがわかる。このピークはボゾンピークと呼
ばれている。この振動状態密度のボゾンピークに対応して、比熱でもピークが存在することが
知られている [195]。
局在モードが存在するものの、全体としては低周波におけるガラスの振動状態密度の振る舞
いは漸近している。つまり、低周波では結晶において知られている物理がガラスにも存在する
可能性がある。実際に、2次元結晶に存在するMermin-Wagner揺らぎ [96]が、2次元のガラ
ス系においても存在することが知られている [180, 196–198]。
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(a)

(b)

(c)

Fig.4.6 3 次元 (a) 及び 2 次元 (b) の振動状態密度 [194]。低周波では、両者は Debye 模
型の振動状態 gD(ω) ∝ ωd−1 に漸近している。Pk はモード k への粒子の参加率であり、Pk

の小さい局在モードが Debye とは異なる ω4 という振る舞いをしている。(c)2 次元過冷却
液体における通常の平均二乗変位

〈
∆r2

〉
(MSD) とケージ相対平均二乗変位

〈
(∆rCR)2

〉
(CR-

MSD) [180]。MSDは系の大きさ Lが大きくなるに従って、プラトーの高さが上昇し、プラ
トーが見える領域が小さくなっている。一方で、CR-MSDはシステムサイズ Lに依存せず、
同じ振る舞いを捉えている。図 (a),(b)は [194]より引用し、(c)は、[180]より引用した。

熱振動による変位強度を考えてみる [180]。ガラスにおいて、熱振動の効果が顕著に現れる
のは、粒子がケージにとらわれている時間スケールである。変位場は u(R, t) = r(t) − Rと書く
ことができる。ここで、r(t)は、時刻 t における粒子の位置であり、Rは粒子の平衡位置であ
る。変位場 uは、異なる波数 kのモードの重ねわせとして、

u(t) =
( L
2π

)d ∫
dkuk(t)eik·R (4.21)

と書くことができる。等分配則により、各モードのエネルギーが ω2
k |uk |2 = kBT/mとかけるこ

とを用いて、熱振動による変位強度は、〈
|u|2

〉
=

dkBT
m

∫
g(ω)
ω2 dω (4.22)

とかける。ここで、先ほど見たように、低周波ではガラスの振動状態密度が Debye模型の振
動状態密度 gD(ω) となることを仮定する。ω についての積分領域は、有限のシステムにおい
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ては、最小の周波数 ωmin = 2πL/c が存在する。ここで、c は音速である。また、積分の上限
は、図 4.6にあるように、ω0 とする。ω0 には、システムサイズ依存性は存在しない。すると、
d = 2では、 〈

|u|2
〉
∝

∫ ω0

ωmin

1
ω

dω = log
ω0

ωmin
∝ log L (4.23)

となる。
〈
|u|2

〉
は MSDの高さに対応する。つまり、

〈
|u|2

〉
はシステムサイズを持ち、尚且つ

L→ ∞の極限で発散する。
先ほども述べたように、

〈
|u|2

〉
は、ケージ振動が生じる時間スケールにおいて、顕著になる。

2 次元における MSD のシステムサイズ依存性を示したのが、図 4.6 (c) である。これをみる
と、明らかにシステムサイズに依存して、MSDのプラトーの領域が高くなっていき、プラトー
が見える時間スケールが狭くなっていくことがわかる。

Mermin-Wagner 揺らぎは、解析からもわかるように低周波における長波長の音波である。
この揺らぎによって粒子が動くため、ガラス特有のプラトーが消えていくように見えるのであ
る。しかし、これだけでは、巨大な 2 次元系ではガラス転移特有の遅いダイナミクスが存在
しないとは言い切れない。なぜならば、ガラスの構造緩和に本質的なのは、ケージ間のジャン
プであり、Mermin-Wagner揺らぎによる粒子の変位は必ずしも、構造を緩和させているわけ
ではないからである。Mermin-Wagner揺らぎでは、着目している粒子とケージの粒子は同じ
揺らぎに晒されるため、協同的に運動する。そこで、ケージジャンプによる変位のみを抜き出
すために、粒子の周りのケージ粒子との共同運動を抜いた量であるケージ相対変位 ∆rCR

i [180,

196–198]

∆rCR
i = ∆ri −

1
Nnn

∑
j∈Nnn

∆r j. (4.24)

を定義する。ここで、最初の項は i番目の粒子の変位であり、2項目は i番目のケージを構成
する第一近接粒子全体の重心移動を示している。つまり、i番目の粒子の変位のうち、ケージ
と一緒に移動している部分を抜いているのである。この量を用いて次のケージ相対平均二乗変
位を計算する。 〈(

∆rCR(t)
)2
〉
=

1
N

∑
i

〈(
∆rCR

i (t)
)2
〉
. (4.25)

その結果が、図 4.6 (c)の
〈(
∆rCR(t)

)2
〉
である。この結果をみると、システムサイズ依存性が完

全に消えることがわかる。そして、
〈(
∆rCR(t)

)2
〉
にはプラトーが存在しており、ガラス特有の

ダイナミクスは、Mermin-Wagner揺らぎの裏に隠れていたことがわかる。
上記の結果から、2次元ガラスには結晶と同様に Mermin-Wagner揺らぎが存在するが、適
切な変数を選択し、Mermin-Wagner揺らぎの効果を取り除くことで、3次元のガラスと同様の
ガラスの遅いダイナミクスが見えることがわかる。
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4.2.2 Jamming転移
4.2節の最初に説明したように、粒子の大きさが大きくなると、粒子に働く熱揺らぎが無視
できるようになる。このように熱揺らぎが無視できる非熱的な系で生じるガラス転移に類似し
た相転移現象として、Jamming 転移と呼ばれる現象が知られている [11, 12, 165]。この節で
は、Jamming転移について説明する。
箱の中に柔らかい粒子を詰めることを考えよう。図 4.7は、箱の中の粒子を増やしていった
様子を模式的に書いたものである。箱の中の粒子が少ない時、つまり、系が低密度の場合に

𝜑"

Fig.4.7 柔らかい粒子を系に詰めて行った際の模式図。系の充填率 φが低い場合には、粒
子間に接触は存在しない。そのため、系は外力に対して流動的に振舞う。しかし、粒子を詰
めていくと、ちょうど全ての粒子が接触をもつ充填率 φJ が存在する。この φJ において、平
均粒子間接触数はちょうど isostatic条件である Zc = 2d となる。ここで d は空間次元であ
る。φJ より高い密度では、系は外力に対して弾性的に振舞う。この流動的な相から弾性的
な相への転移を Jamming転移と呼ぶ。この図は [11]より引用した。

は、粒子の間に接触はなく、系は外力に対して流動的に振舞う。さらに系に粒子を詰めていく
と、粒子はある充填率で急に接触を持つようになる。粒子をさらに詰めていくと、系は外力に
対して弾性的に振舞う Jamming 相となる。この流動相から Jamming 相への転移を Jamming

転移と呼び、転移点を Jamming転移点 φJ と呼ぶ。
Jamming転移点では、粒子がちょうど接触するようになることが重要である。そこで、粒子

の平均接触数 Z を考えると、先ほどの粒子を詰めていく時にも説明したように、低密度では粒
子は接触をもたないが、Jamming転移点で全ての粒子が接触を持つようになる。そのため、Z

は Jamming転移点で不連続な変化を示す。Jamming転移点 φJ よりも高い密度では、Z は充填
率が上がるに従って、連続的に増大する。Jamming転移点直上では、粒子間接触数が Zc = 2d

となることが知られている。ここで dは空間次元である。
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Jamming転移点直上で接触数が Zc = 2dになるのは、次のように理解できる。系の中の粒子
の数を N とすると、接触数を一種の自由度だと思うと、この自由度は、ZN/2ある。一方で、
力の釣り合い条件から拘束条件は dN 個である。よって、系が剛性を得るためには、拘束条件
が自由度よりも多くなければいけないので、

Z ≥ 2d (4.26)

となる。一方で、Jamming転移点直上では、全ての粒子がちょうど接触している。この時、粒
子の重心が持つ自由度 dN が、粒子の接触点の数 2ZN/2で抑えられているので、

Z ≤ 2d (4.27)

となる。以上から、Jamming 転移点では、Z = 2d とならなければいけない。この Z = 2d は
isostatic条件と呼ばれる。

φJ の分布
Jamming転移点 φJ は、サンプルごとに揺らぐ。ここでは、サンプルごとにどのように揺ら

ぐかを考える。O’Hern et al.は、Jamming転移点の分布 P(φJ)は、粒子数 N を増やしていく
と、ある密度で鋭いピークになることを示した [199]。この振る舞いは、熱力学極限 N → ∞
で、Jamming 転移点はある充填率に収束することを示唆している。このピーク位置での充填
率は、十分大きな系の数値計算から、2次元ではおおよそ 84%、3次元ではおおよそ 64%と
なる。また、この P(φJ)の形はポテンシャルの形には依存しない。この研究では、ランダムに
粒子を配置した後で、クエンチした粒子配置を使って求められた Jamming転移点であること
を注意しておく。後の節でより詳細に述べるが、近年の研究で φJ は常に一定値にいくのでは
なく、系の初期配置をどのように用意したかに依存して φJ が系統的に変化することが明らか
となった [200–203]。

Jamming転移の臨界性
Jamming転移とガラス転移の最も大きな違いは、Jamming転移は明確な転移点 φJ を持ち、
そこで、物理量が臨界的な振る舞いをすることである。この節では、Jamming転移における臨
界性について議論する。図 4.7で議論したように、Jamming転移点を境に粒子間に有限のコン
タクトが生じる。そのため、Jamming転移点 φJ 以下では、接触数 Z は 0だが、φJ より高密度
では Z は有限になる。前述したように、Jamming転移点直上では、接触数は isostatic条件か
ら Zc = 2d となる。φ > φJ における、余剰接触数は ∆Z ∝ (φ − φJ)1/2 となることが知られて
いる [199]。それを示したのが、図 4.8(a)である。興味深いことに、空間次元が 2次元と 3次
元で同じ指数である。また、ここで接触数を計算する際には、粒子間の接触数が少ない、また
は 0の粒子であるラトラー粒子は抜いている。ラトラー粒子は、粒子間接触が存在せず、系の
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig.4.8 (a)粒子間の余剰接触数 ∆Z = Z−Zc = Z−2dの Jamming点からの距離 ∆φ = φ−φJ

依存性 [199]。粒子間の余剰接触数 ∆Z は 2 次元と 3 次元で ∆Z = ∆φ1/2 と振舞う。(b) 動
径分布関数 g(r) のピークからの緩和 [204]。g(r) はちょうど粒子と接触する r = 1 でデ
ルタ関数型のピークをもち、そこからべき的に緩和することが知られている。ここで、
g(r) = (r − 1)−1/2 と振舞う。(c)Jamming 転移点近傍の振動状態密度 D(ω) [205]。Jamming
転移点に近づくにつれて低周波領域にプラトー領域が伸びていくことがわかる。このプラ
トー領域が終わる周波数 ω∗ は ω∗ ∝ ∆φとなることが知られている [205]。(d)圧力 Pの ∆φ
依存性 [199]。ここで、相互作用ポテンシャルは U(ri j) ∝

(
1 − ri j/σi j

)α とかける。この指数
αに依存して、圧力の ∆φ依存性は変化し、P ∝ ∆φα−1 と振舞う。(e)体積弾性率 K とシア
弾性率 Gの圧力 P依存性 [206]。Herzianポテンシャル系では、K ∼ P1/3、G ∼ P2/3 という
依存性を持つ。圧力依存性から ∆φ依存性に読み替えることができて、K は K ∝ ∆φ1/2 と振
舞い、G は G ∝ ∆φと振舞うことがわかる。K と G はその ∆φ依存性がちょうど ∆Z 分だ
けずれている。(a),(d)は [199]より引用した。(b)は [204]、(c)は [205]、(e)は [206]から
引用した。

構造を支えるのに寄与していない。そのため、以降の多くの臨界性を求める際に抜いて計算さ
れる。

Jamming転移点では、粒子がちょうど接触するため動径分布関数 g(r)は、粒子径程度の距離
スケールで鋭いピークを持つ。そのピークからの減衰の仕方がべき的であり、g(r) ∝ 1/

√
1 − r

の形を持つ (図 4.8(b)) [199]。この g(r)の振る舞いは、∆Z ∝ (φ− φJ)1/2 から理解することがで
きる [11, 207]。Jamming転移点直上を考えると、全ての粒子は他の粒子とちょうど触れてい
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るだけであり、Jamming転移点直上では、余剰コンタクトは存在しない。しかし、わずかに系
を圧縮すると、系はすぐさま余剰な接触を持つことになる。このコンタクトは、Jamming 転
移点直上でギリギリ触れていなかった粒子から生じることは明らかである。よって、Jamming

転移点直上における g(r)をちょうど 1粒子の距離からわずかな距離 δだけ積分した時にいる
粒子数がおおよそ余剰コンタクトとなる。よって、余剰接触数は、

∆Z =
∫ 1+δ

1
g(r′)dr′ (4.28)

となる。微小な距離 δ 離れた粒子が実際に接触するためには、系を微小に圧縮する必要があ
る。そのため、微小な距離の変化 δが生じるように、Jamming転移点から系を ∆φ = φ − φJ だ
け圧縮することができる。よって、δ ∼ ∆φである。このことから、g(r)は (4.28)の結果とし
て、∆Z = (φ − φJ)1/2 =

√
δの形にならないといけないため、g(r) ∝ 1/

√
1 − r となることがわ

かる。以上から、g(r)の形は、∆Z ∝ ∆φ1/2 から理解できることがわかる。
図 4.8 (c)は、Jamming転移点近傍における振動状態密度 D(ω)を示している [199, 205, 207,

208]。Jamming転移点近傍に近づくにつれて、D(ω)の平らな領域が広がることが知られてい
る。一方で、低波数では、Debye則 D(ω) ∝ ωd−1 を満たすことが知られている。この Debye

則から ω に依存しないプラトー領域へ遷移する周波数は ω∗ と呼ばれる。また、この ω∗ は
ω∗ ∝ ∆φ1/2 となることが知られている。この ω∗ の依存性はちょうど ∆Z の依存性と等しい。
実際、ω∗ ∝ ∆Z であることが理論的に示されている [207]。
図 4.8 (d) は、圧力の臨界性を示している [199]。ここで α とは、相互作用ポテンシャル

U(ri j) ∝ (1− ri j/σi j)αの指数を示しており、α = 2の場合には Harmonicポテンシャル、α = 2.5

の場合には Herzianポテンシャルである [11]。それぞれ、泡や粉体のモデルとなっていること
が知られている。Jamming転移点では、ちょうど粒子が触れ始め、∆φによって、粒子間距離
がコントロールされていることから、圧力は粒子間相互作用の形を反映し、P = ∆φα−1 であ
る。同様に、系のエネルギーも E ∝ ∆φα となる。
図 4.8 (e)はそれぞれ体積弾性率 K 及び、シア弾性率 G の ∆φ依存性である [199, 206]。こ

こでは Herzian ポテンシャル系の結果を示しており、K ∼ P1/3、G ∼ P2/3 という依存性を持
つ。圧力依存性から ∆φ 依存性に読み替えることができて、K は K ∝ ∆φ1/2 と振舞い、G は
G ∝ ∆φ と振舞うことがわかる。この 2 つの依存性は K/G =

√
∆φ だけずれており、これは

ちょうど ∆Z 分の寄与だけずれていることを示唆している。また、ポテンシャル指数が αの一
般的な場合には、体積弾性率 K ∝ ∆φα−2 であり、シア弾性率は G ∝ φα−3/2 という ∆φ依存性
を持つ [199]。
これまでの多くの数値計算から、多くの物理量の臨界性が 2 次元と 3 次元で変化せず、

Jamming転移の上部臨界次元は 2であると考えられている。しかし、シア粘性率では、2次元
と 3次元では臨界指数が異なることが示唆されており、正確な上部臨界次元が何かは決着して
いない [209]。ここまでに示したような Jamming転移の臨界性は純粋な理論的な議論から説明
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することができる [207]。

4.2.3 Jamming転移とガラス転移の関係
Jamming 転移とガラス転移はどちらも、流動的な相から非流動的な相への転移という非常

に類似した性質を持っている。事実、Jamming転移は、温度が 0の極限でのガラス転移である
と考えられていた [165]。一方で、ガラス転移は緩和時間が発散するまでは、平衡状態である
ものの、Jamming転移は、非熱的な系で起こる転移であり、常に非平衡状態であるという顕著
な違いが存在する。では、Jamming転移とガラス転移は同じ現象の別の側面なのだろうか?

近年、ガラスの平均場理論から、Jamming転移とガラス転移は異なる転移であることが示さ
れた [190, 192]。図 4.9(a)は、ガラスの平均場理論から得られた剛体球液体の相図である。グ

(b)(a)

Fig.4.9 (a)レプリカ液体論より得られた d → ∞での剛体球の相図 [192]。グレーの線はガ
ラスの状態方程式を表し、φ̂d が動的転移点である。剛体球系において 1/p→ 0は Jamming
転移点に対応し、赤三角は Jamming転移点を表す。系を φ̂d よりも低温で平衡化したのち圧
縮すると、より高い Jamming転移点が得られることがわかる。ここからわかるように、ガ
ラス転移と Jamming転移は異なる転移である。(b)ガラス系と Jamming系における粘性発
散の振る舞いの違い [166]。ηT と η0 は異なる密度で発散しており、ηT はガラス転移点 φG

で発散しており、η0 は Jamming転移点で発散している。レオロジーの観点からも Jamming
転移とガラス転移は異なる転移であることを示している。(a)、(b)はそれぞれ [166, 192]よ
り引用した。

レーの曲線は、d → ∞における平衡液体の状態方程式を表している。φ̂d が、動的転移点であ
り、φ > φ̂d がガラス状態に対応する。ガラス状態から圧縮し圧力を上げていくと、点線で示す
状態を通る。圧縮していくと系は最終的に、1/p = 0となる点、つまり剛体球において圧力が
発散する点である Jamming転移点にたどり着く。つまり、Jamming転移点は、ガラス相の非
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常に深いところに存在し、ガラス転移と Jamming転移は異なる転移であることがわかる。
Jamming転移とガラス転移の違いは、数値計算によっても示された [166, 210]。Ikeda et al.

は、有限温度でガラス転移を示し、T = 0で Jamming転移を起こす Harmonicポテンシャルで
相互作用する系のレオロジーを調べた。この系には、温度 T と抵抗係数 ζ で決まる時間スケー
ル τD = ζa2/(kBT )と剪断流速 γ̇で決まる重要な無次元パラメータ γ̇τD が存在する。γ̇τD ≪ 1

の時には、粒子は剪断流よりも早くブラウン運動しており、γ̇τD ≫ 1 では、剪断流がブラウ
ン運動に比べ速いことを示している。剪断流が遅く、剪断流に比べ熱揺らぎが速いような通常
の液体の場合には、γ̇τD ≪ 1であり、熱揺らぎのない Jamming転移を起こすような非熱的な
系では、γ̇τD ≫ 1 である。これは、γ̇τD パラメータの大小によって、熱的で液体的に振舞う
系と非熱的な Jamming系をつなぐことができることを意味している。実際、温度が十分に小
さい系におけるストレス σの振る舞いは、γ̇τD ≪ 1と γ̇τD ≫ 1の 2つの領域で newton流体
(σ = ηγ̇)としての振る舞いが生じることが示された。ここから、γ̇τD ≪ 1の際の粘性率を ηT

とし、γ̇τD ≫ 1の際の粘性率を η0 と定義することができる。
ηT と η0 の充填率 φ依存性を示したのが図 4.9 (b)である。ηT と η0 は密度が増大するに伴っ

て明らかに違う密度で発散する振る舞いが見られる。ここで ηT はガラス転移点 φG ≈ 0.59に
向かって発散しており、η0 は Jamming転移点 φJ ≈ 0.64に向かって発散する振る舞いが見ら
れている。つまり、系が熱的であればガラス転移点で、系が非熱的であれば Jamming転移点
で粘性は発散する。以上のレオロジーの研究からも Jamming転移とガラス転移は異なる転移
であることがわかる。
上記で議論したように図 4.9(a)の点線は、系をクエンチ、つまり、非平衡状態にした際に系
が通る状態を示している。ここで Jamming転移点は、系を動的転移点より高密度で平衡化さ
せてからクエンチすると、通常の平衡液体をクエンチするのに比べてより大きくなることがわ
かる。つまり、Jamming転移点は、ある特定の値になるわけではなく、クエンチする前の系が
どのような平衡状態であったのかに依存して変わることを示している。
この平均場理論による理論的な予想は、有限次元の数値計算によって確認された [201]。
図 4.10 (a) は、3 次元単成分系を φeq で平衡化させ、それに伴って φJ がどのように変化する
かを示している。確かにある密度で Jamming 転移点 φJ が上昇し始めることがわかる。この
Jamming転移点の上昇を始める密度は、モード結合理論が予測する動的転移点 φd と一致して
おり、平均場理論の結果と整合していることが確認されている。また、この結果は 2次元にお
ける数値計算でも確かめられている [201]。さらに、系をより低温までアニールすることがで
きる手法である SWAP Monte Carlo法を用いた研究では、Jamming転移点は φJ ≈ 0.69程度ま
で上昇することが示されている [202]。
熱的アニールと同様の効果は、系に力学的変形を加える力学的アニールを用いても得られる
ことが知られており [211]、力学的アニールを系に施すことでも Jamming転移点が上昇するこ
とが示されている [203, 212]。図 4.10 (b)は、系を膨張圧縮変形することで、Jamming転移点
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(b)(a)

Fig.4.10 (a) 系に熱的アニールを施した際の Jamming 転移点の変化 [201]。剛体球的な系
を φeq で平衡化させ、その後圧縮することで Jamming転移点 φJ を得ている。この時、系を
高密度で平衡化させると、Jamming転移点が上昇する。この Jamming転移点が上昇する点
はモード結合理論が予想するエネルギーランドスケープの構造が変化する密度 φMCT と一致
していることが知られている。(b)系に対して、膨張圧縮サイクルを加えた際の Jamming転
移点の変化 [203]。横軸 M は系に対して、何回膨張圧縮サイクルを繰り返すかを示してお
り、各線は最大圧縮密度 φMAX を変化させている。系の最大圧縮密度をあげると、Jamming
転移点が最大圧縮密度が小さい場合に比べて、より大きく上昇することがわかる。また、系
に繰り返し膨張圧縮サイクルを加えることでも Jamming転移点は上昇する。(a)、(b)はそ
れぞれ [201, 203]より引用した。

がどのように変化するかを示している。各線は系をどの密度まで圧縮するかを示しており、図
の横軸は、圧縮膨張回数 M を示している。赤い線は、圧縮を加えなかった場合の Jamming転
移点の値を示している。系を膨張圧縮し、アニールを加えると、明らかに圧縮を加えなかった
場合に比べて上昇しており、その圧縮度合いによって Jamming転移点の上昇も大きくなって
いることがわかる。また、系を繰り返し膨張圧縮することによって、その最大圧縮密度 ϕmax

に依存した値に収束することがわかる。このように系の Jamming転移点は熱的アニールや力
学的アニールを系に施すことで系統的に変化させることができる。

4.2.4 ガラス転移と Jamming転移における Hyperuniformity

ここまでで、Jamming転移近傍では物理量が通常の臨界現象と同様に、Jamming転移点から
の距離に依存して臨界的な振る舞いを示すことを見た。また、Jamming転移点そのものは、ガ
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ラスの平均場理論が予測した、アニール依存性を持つことがわかっている。しかし、Jamming

転移には、臨界性やガラスの平均場理論からでは説明することができない特徴的な現象が存在
する。その一つが、Jamming 転移点直上における Hyperuniformity である [17–22, 45]。この
節では、Jamming転移点直上における Hyperuniformityの性質を議論する。また、近年報告さ
れた過冷却液体の Inherent Structureに存在する Hyperuniformityに関しても議論する。

Jamming 転移における Hyperuniformity は、Donev et al. によって、単成分 3 次元系の
Jamming 転移点直上において発見された [17]。その後、2 成分系や 2 次元系などにおいても
Hyperuniformityが存在することが確認された [18, 19]。図 4.11(a)は、3次元単成分系におけ
る S (k)の充填率 φ依存性を示している。系が Jamming転移点から遠い、高密度の φ ≈ 0.8で

(a) (b)

Fig.4.11 (a) Jamming転移点直上における Hyperuniformity [20]。充填率が Jamming転移
点 φJ ≈ 0.64に近づいていくと、系の中間的な波数領域にべき的な振る舞い S (k) ∼ kが生じ
る。このべき的な振る舞いは、k → 0まで続くわけではなく、有限の波数で消えることが知
られている。(b) 過冷却液体の Inherent Structure における Hyperuniformity [213]。液体の
構造因子 (白抜き)はべき的な振る舞いを生じないのに対して、Inherent Structureにおける
構造因子は中間領域でべき的な振る舞いが生じる。べきが生じる範囲は Jamming転移点に
おいて Hyperuniformityが生じる領域とほぼ一致しているものの、その指数の値は α ≈ 0.4
であり、Jamming転移点で見られた α = 1とは異なる。(a)、(b)はそれぞれ [20, 213]より
引用した。

は、S (k)は通常の液体と類似した振る舞いをする。系の密度を下げていき、3次元の Jamming

転移点 φJ ≈ 0.64近傍の密度を調べると、S (k)の中間的な波数領域にべき的な振る舞いが生じ
る。また、この 3次元の Jamming転移点近傍で見られる Hyperuniformityの指数は、α = 1で
あり、この指数は、さまざまな文献で報告されている [17, 18, 20, 45]。図 4.11(a)からわかる
ように、Jamming転移の Hyperuniformityは、真に長距離まで続くのではなく、中間的な長さ
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スケールまでしか続いていない [19, 20, 45]。この Hyperuniformityが生じ始める高波数領域の
値は、2,3粒子が結晶構造を組む際の長さスケールに対応しており、系に局所的には秩序だっ
た構造が部分的に存在することを示している。一方で、Hyperuniformityが終わる距離スケー
ルの起源は明らかになっていない。本論文では、この Hyperuniformityが終わる距離スケール
を Hyperuniformity波数 kHU と呼ぶことにする。kHU は、2次元と 3次元でほとんど変化しな
いことが報告されている [19, 20]。
ここまでは、Jamming 転移における Hyperuniformity について議論してきた。しかし、近
年の研究で過冷却液体の Inherent Structure における密度揺らぎは Hyperuniformity を示すこ
とが報告された。Inherent structure とは、系に対する熱揺らぎの影響をなくし、エネルギー
ランドスケープの底へと落とした状態であり、平衡化された粒子配置のポテンシャルエネル
ギーを最小化することで得られる。図 4.11(b)は、3次元の数密度 ρ = 1.2の Kob-Andersen液
体における液体状態での構造因子 χ(k)と Inherent Structureでの χ(k)を示している [213]。液
体状態の構造因子 χ(k)では、もちろん Hyperuniformityは存在していない。一方で、Inherent

Structureでの構造因子 χ(k)には、中間的な波数領域にベキ的な振る舞いが存在していること
が見て取れる。興味深いことに、このべき的な振る舞いが観測された波数領域は Jamming転
移点において構造因子にべき的な振る舞いが見える波数領域と一致している。べき的振る舞い
が見られる波数領域は Jamming転移の場合と一致している一方で、Inherent Structureにおけ
る Hyperuniformity指数は α = 0.4となっており、Jamming転移での指数の値 α = 1.0とは異
なる。このように Inherent Structure において Hyperuniformity が生じることは明らかになっ
たものの、この Inherent Structureにおける Hyperuniformityの性質は十分に明らかになってい
ない。

4.3 モデルと手法
本節では、この章で用いたモデルと手法について説明する。我々は、粒子数が N = 3000の
摩擦のない直径が σL と σS の 2種類の粒子が同数含まれる 2次元 2成分系を用いた。系が 2

成分系であるのは、結晶化を阻害するためである。粒子直径の比は、σL/σS = 1.4である。粒
子間の相互作用には、Harmonicポテンシャル

U
(
ri j

)
=
ε

2

(
1 −

ri j

σi j

)2

(4.29)

を用いた。ここで ri j は粒子 iと jの間の距離であり、σi j = (σi +σ j)/2である。ri j < σi j のと
きには、粒子は接触しており、粒子間相互作用が働くが、それ以外の場合には、粒子間相互作
用は働かない。数値計算においては、 σS、εと ε/kB をそれぞれ長さ、エネルギー、温度の単
位として用いた。系の境界条件には周期的境界条件を用いた。
本研究では、先行研究と同様の方法で Jamming 配置を用意した [200, 212]。最初に、充
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填率 φ = 0.835 で系に粒子をランダムに配置させる。その後、準静的に系を圧縮していき、
φMAX = 0.845まで系を圧縮したのち、系を再び膨張させ、系を膨張していく際に、1粒子あた
りのエネルギー eが e = 10−16 となった点を Jamming転移点 φJ とした [200, 212]。圧縮及び
膨張の際には、密度を ∆φ = 10−5 ずつ変化させた。圧縮及び膨張操作を準静的にするために、
∆φ密度を変化させるごとに、FIRE法を用いたエネルギー最小化を行った [214]*4。本論文で
は、この手法によって生成された系を十分弱くアニールが施された系と呼ぶ。Jamming 転移
点は、サンプルごとに揺らぎ、本研究での生成手法を用いて得られた Jamming転移点の平均
値は φJ = 0.842である。

4.4 多成分系の構造因子
本章の研究目的は、2 次元系における密度揺らぎを定量化し、Hyperuniformity について
調べることである。通常 Hyperuniformity の性質を調べるためには、静的構造因子 S (q) を用
いる。しかし、S (q) は粒子を点粒子であると考えることから、粒径の異なる多成分系では
Hyperuniformity が捉えられない。多成分系において Hyperuniformity を捉えるためには、粒
子の大きさの違いを考慮した構造因子を用いる必要がある [18]。多成分系の構造因子には、ど
のように粒子の大きさの違いを考慮するかによって、3つの定義の仕方が存在する [18, 19, 46,

215]。ここでは、先行研究 [19]に従って定義 I,II,IIIとし、それぞれについて説明する。

4.4.1 定義 I

静的構造因子 S (q)では、数密度揺らぎを計算していた。しかし、多成分系になると、1つの
粒子が占める体積はそれぞれの大きさによって異なる。そこで、数密度揺らぎではなく、粒子

*4 FIRE法は、慣性の効果を用いることで最急勾配法に比べ、短時間でエネルギーを最小化する手法である。FIRE
法のような勾配を降るダイナミクスの際に慣性の効果を取り入れた手法は、通常、最近傍の局所最小値よりも
低いミニマへ遷移する可能性がある。しかし、Jamming転移のエネルギー最小化では、最近傍の局所最小状態
を見つける必要があるため、このような過剰なエネルギー最小化を防ぐ必要がある。そこで、FIRE法では、系
が勾配を登り始めているかどうかを調べ、それを防ぐように最小化時のパラメータを変化させる機構が存在す
る。この機構によって、多くの場合、FIRE法で得られる結果は最急勾配法の結果と一致する。しかし、エネル
ギーランドスケープが広い平坦な地形を持っている場合には、勾配を上り始めることがないため、系の状態が
エネルギーランドスケープのどの位置で止まるかは、慣性の効果に依存する。そのため、エネルギーランドス
ケープが広い平坦な地形を持つ場合には、FIRE 方と最急勾配法の結果と一致しない。しかし、これは、通常
unjam領域における緩和と関係し、Jamming転移点よりも高い密度であれば、このような問題は引き起こさな
い。本研究では、FIRE法の基本的なパラメータは先行研究 [214]に従った。FIRE法では、慣性の効果を取り
入れるために、計算途中で分子動力学法を行うことになるが、この際には、速度 Verlet法を用いて差分化し、計
算行った。また、力の釣り合いは、maxi f 2

i < 10−22 となった時とした。本研究では、この閾値を 4 × 10−28 ま
で小さくしても S (q)の結果は変化しないことを確認している。
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の大きさが考慮できる充填率揺らぎを考えることにする。そこで、系の局所的な充填率を

φ(r) =
∑

i

∆i(r − ri) (4.30)

のように定義する [21]。∆i(r − ri)は、rが粒子の中であれば 1、それ以外は 0となる関数であ
る。これは、粒子の中の座標であれば均一に重みをつける方法である。構造因子を計算するに
は局所充填率の Fourier変換

φq =
∑

i

∆iqeiq·ri (4.31)

を用いる。ここで、2次元であれば、∆iq は次のように書くことができる [19]。

∆iq = vi f
(
|q|σi

2

)
, f (r) =

2
r2

∫ r

0
dr′r′J0(r′) (4.32)

ここで、J0(r′)は第一種の Bessel関数である。定義した φq を用いることで、多成分系におけ
る構造因子は

χ(q) =
1
V

〈
φqφ−q

〉
(4.33)

と書くことができる。

4.4.2 定義 II

定義 Iでは、ある空間点が粒子と重なっているかどうかで、充填率を計算していた。しかし、
より単純には粒子は点粒子だと思い、その粒子の重心座標を含む際に粒子の体積だけ重みをか
ける方法がある。この場合の局所充填率は

φ(r) =
∑

i

viδi(r − ri) (4.34)

と定義される。この局所充填率の Fourier変換は、

φq =
∑

i

vieiq·ri (4.35)

と書くことができ、式 (4.33)を用いて χ(q)を定義する [46]。
粒子数揺らぎを計算する際に、ある領域 Ωを切り取りその中に入っている粒子数をカウン

トするが、Ωの内部の充填率を計算する際に、局所充填率の定義によって結果が異なる。定義
Iと IIの違いについて視覚的に示したのが、図 4.12である。定義 Iの場合には、粒子と Ωが
重なっている領域が全て計算されるが、定義 IIの場合には、粒子の重心が Ωに含まれなけれ
ば Ωの内部の充填率には寄与しない。特に、定義 IIでは、重心さえ含まれれば Ωに含まれな
い領域も加算されるため、充填率が 1を超える場合もありうる。このように Ωの内部の充填
率は、定義によって大きく異なることになる。
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(a) 定義I (b) 定義II

Fig.4.12 (a)半径 Rの円の中に含まれる粒子の面積を定義 Iを用いて計算した場合。半径
Rの円に入っている粒子の面積は全て足し上げられる。(b)半径 Rの円の中に含まれる粒子
の面積を定義 IIを用いて計算した場合。定義 Iとは異なり、重心が入っていれば半径 Rの
中に入っていない部分も足し上げるため、充填率が 1以上になることもありうる。

4.4.3 定義 III

3 つ目の定義は、定義 I,II とは異なり、局所的な充填率のような実空間表現は定義しない。
定義 IIIは多成分系に対する圧縮率と各成分の S µν(0)の関係を有限波数へと拡張したものであ
る [18]。定義 IIIにおける構造因子 χ(q)は

(χ(q))−1 = xT S−1(q)x (4.36)

と書くことができる。ここで x = (x1, x2, . . . , xn)であり、各 xi は成分 iの粒子数比を表す。ま
た、S(q) は成分が S νµ(q) =

〈
δρν(q)δρ∗µ(q)

〉
/N となる各成分の間の静的構造因子行列である。

多成分系における全静的構造因子は S (q) =
∑
νµ=S ,L S νµ(q)である。2成分系の場合には、χ(q)

を簡単に陽に書くことができて、

χ(q) =
S S S (q)S LL(q) − S 2

LS (q)

x2
S S LL(q) + x2

LS S S (q) − 2xS xLS LS (q)
, (4.37)

となる [18]。
上記にあげた 3つの χ(q)の定義は、平衡系において低波数極限で等温圧縮率 χT と関係し、

q→ 0で、χ(q→ 0) = ρkBTχT となる。もちろん、Jamming系は非熱的な系であり、熱平衡系
ではないため limq→0 χ(q → 0)は等温圧縮率 χT と直接的な関係は持たない。また、Jamming

転移点近傍の Hyperuniformityにおいては、χ(q)の低波数領域の振る舞いは χ(q)の定義に依
存しない。一方で、高波数領域は定義に依存して振る舞いが大きく変化することが知られてい
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る。そのため、高波数で Hyperuniformity のベキ的な振る舞いが生じる波数の位置が変化し、
Hyperuniformityが見える範囲が定義によって変化する [19]。
χ(q)のアンサンブル平均をとる際に、各粒子配置における系の大きさは等しい必要がある。
しかし、先に述べたように φJ はサンプルごとに揺らぐため、Jamming転移点直上の系のサイ
ズもサンプルごとに揺らぐ。我々は、アンサンブル平均のために、わずかに各系のサイズを調
整し、系のサイズが等しくなるようにしているが、この操作の影響は無視できるほど小さいこ
とを確認している。また、ここで示す結果については 300サンプル用いてアンサンブル平均を
とっている。

4.5 2次元における Jamming転移点直上の Hyperuniformityと
その指数

この節では、2 次元における Jamming 転移点直上の Hyperuniformity について調べる。
先行研究においても、3 次元 [17, 18, 20, 45, 202] 及び、2 次元においても Jamming 転移
点直上で Hyperuniformity [19, 46] が生じることは報告されている。しかし、2 次元系の
Hyperuniformityの性質については十分に理解されているわけではない。特に、2次元系にお
ける Hyperuniformity の指数が 3 次元と等しいのか、異なるのかは理解されていない。そこ
で、本研究では、2次元系における Hyperuniformityのべき指数に着目する。

2 次元における φJ 直上の構造因子 χ(q) を示したのが図 4.13 である。ここで、χ(q) は定義
IIIを用いている。図 4.13では、0.3 ⪅ q ⪅ 1.3の中間的な波数領域においてべき的な密度揺ら
ぎの減衰が生じていることがわかる。この波数領域は 3次元系でべき的な減衰が見られている
領域と一致している [17, 18, 20, 45, 202]。このべき的な振る舞いは、q→ 0まで続くのではな
く、ある波数 qHU までつづきそれ以降は揺らぎが増大し始めることがわかる。このような振る
舞いは Jamming 転移点直上の Hyperuniformity は有限の長さスケールまでしか存在せず、あ
る特定の長さスケール q−1

HU まで系に空間相関が生じていることを意味する。ここで、我々は
ξHU = q−1

HU のことを Hyperuniformity長と呼ぶことにする。
χ(q) において、べき的な振る舞いが生じる領域 0.3 ⪅ q ⪅ 1.3 で χ(q) を qα という関数で

フィッティングし、指数 αを求めた。その結果、得られた指数 αは α = 0.626 ± 0.012であっ
た。この指数は、明らかに 3次元系で報告されている指数 α ≈ 1よりも小さい。この結果は、
Hyperuniformityの指数が空間次元に依存していることを示唆している。しかし、実はこの結
果は完全に新規の結果ではない。2次元系を用いた先行研究 [19, 44, 46]においても、先行研
究の著者らは指数の値は報告　しなかったものの、先行研究のデータは確かに、我々の指数と
同じ指数になっていることを確認している。
次に、この αの値が χ(q)の定義の仕方に依存しないことを確認する。3つの χ(q)の定義を
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Fig.4.13 2次元 Jamming転移点直上での χ(q)。赤丸が数値シミュレーションによって得
られた結果を表しており、誤差は標準誤差である。青線はべき関数 χ(q) ∼ qα でフィッテ
ングして得られた線であり、ここでの指数は α = 0.626 ± 0.012であった。フィッテングは
0.3 ≲ q ≲ 1.3の範囲のデータを用いて行った。ここで得られた α ≈ 0.63という値は 3次元
の Jamming転移直上で報告されていた α ≈ 1よりも小さい。

計算したのが図 4.14である。低波数領域では、全ての定義の χ(q)の振る舞いが一致しており、
全ての定義において同じべきが見えている。しかし、高波数領域では、定義によってその振る
舞いが変わることから、ベキ的な振る舞いが見える範囲は定義によって異なる。χ(q)のこのよ
うな振る舞いは、Hyperuniformityは χ(q)の定義の仕方に依存しないことを示している。低波
数領域で定義に依存性せず同じ振る舞いをすることは先行研究でも報告されている [19]。
ここで、実空間での数密度揺らぎに関して述べておく。実空間の数密度揺らぎと構造因子の
関係は、式 (2.23)であり、数密度揺らぎ σN(R)には、構造因子全体の影響が現れる。そのた
め、χ(q)の中間的な波数で生じる Hyperuniformityは、主に高波数領域に大きな揺らぎに覆い
かぶされてしまい、α に対応するようなべき的な振る舞いは現れない。また、χ(q) の低波数
領域では全てのべき的な振る舞いは一致するものの、σN(R) で見ると、高波数領域の振る舞
いの違いを拾ってしまい、σN(R)は、局所密度に依存した結果を示す [19]。以上の理由から、
Jamming 系における Hyperuniformity を調べるには、数密度揺らぎよりも構造因子が適して
いる。
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Fig.4.14 4.4節で定義した 3つの定義に従って計算した χ(q)。定義 IIIの結果は、図 4.13
で示した結果と同じものである。高波数領域ではそれぞれの定義に依存して振る舞いが変
化するものの、低波数領域では全てが同じ線に収束していることがわかる。ここでは、参考
のために q0.63 の線を引いた。

4.6 指数 αの次元依存性に関する議論
この節では、Hyperuniformity指数が空間次元依存性を持ちうる理由について考える。ここ
では、無限遠まで Hyperuniformity が続くような理想的な Jamming 系を仮定し、そこでの実
空間の密度揺らぎ σ2

ϕ(R) ≡
〈
δϕ2

〉
を考える。ϕは数密度や充填率などを表す。Jamming転移の

平均場理論から、σ2
ϕ(R)は空間次元に対する依存性を持たないので、N が大きい領域では Rで

はなく N でスケールされ、σ2
ϕ(R) ∼ N−ω となる [216, 217]。ここで、ωは空間次元に依存しな

い指数である。これから、σ2
ϕ(R) ∼ R−dω であることがわかる。また、σ2

ϕ(R)の長距離での振る
舞いは、対応する構造因子 χϕ(q) の低波数領域での振る舞いに対応している。Fourier 変換を
行うことで、χϕ(q) ∼ qdω−d であることがわかる。以上から、α = dω − dがわかり、α ∝ dとな
ることがわかる。また、すでに様々な数値計算から d = 3では、α = 1ということが知られて
いるので、2次元では、α = 2/3 ≈ 0.6となることがわかる。
もちろん、この議論は N が大きい極限で成立するため、系は長距離でも Hyperuniformityを
示す理想的な系でなければいけない。しかし、実際の Jamming系では、Hyperuniformityの振
る舞い χϕ(q) ∼ qα は qHU の波数までしか存在しない。また、前節で述べたように有限系にお
ける実空間での揺らぎ σ2

ϕ(R)も部分系における表面項等の所為で、綺麗な Scalingの振る舞い
にならないことが先行研究で明らかになっている [45]。そのため、実空間系でこの αに対応す
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る指数を見るのは難しい。だが、波数空間での構造因子 χ(q)の方が、有限サイズ効果に対し
て実空間揺らぎよりは鈍感であったため、χϕ(q) ∼ qα が、q > qHU の波数領域では存在するの
で、今回は指数が捉えられた。
最後に、d > 3での密度揺らぎの振る舞いについて述べておく。ここまでの議論で得られた
密度揺らぎ σ2

ϕ(R) ∼ R−dω はバルクにおける密度揺らぎである。一方で、表面の密度揺らぎの
寄与は、

〈
δφ2(R)

〉
s
∝ R−d−1 である。表面とバルクでの揺らぎと比較すると、両者が等しくな

るのは、空間次元 dc が dc + 1 = ωdc となったときである。つまり、dc =
1
ω−1 のとき、バルク

の揺らぎと表面の揺らぎが等しくなる。先ほど得た ω = 4/3を用いると、dc = 3であることが
わかる。よって、3次元以上では、表面の揺らぎがバルクの揺らぎよりも大きく、S (q)の指数
は、α = 1となる [218]。これは、Jamming系では、その臨界性によりバルクの揺らぎが強く
抑えられていることに依存している。

4.7 まとめ
この章では、2 次元 2 成分系における Jamming 転移点直上の Hyperuniformity の性質を調

べた。その結果、2 次元においては構造因子 χ(q) ∼ qα のべき指数 α は α ≈ 0.63 となること
を示した。これは、3 次元において報告されていた α ≈ 1 とは異なる。2 次元系における先
行研究では、この α の値は報告していなかったものの確かに、データがその値になっている
ことを確認している [19]。また、我々は、α ≈ 0.63という値は構造因子 χ(q)の定義に依存せ
ず、べき的減衰が見えるスケールのみが定義に依存していることを示した。また、本章では理
想的な Hyperuniformityを示す Jamming系を仮定した上で、Jamming転移の平均場描像から、
Hyperuniformity指数が空間次元依存性が生じうることを示した。
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第 5章

力学的トレーニングによる系の構造
変化と Hyperuniformity

5.1 背景
系に対して、力学的操作を加えると系の性質が変化することが知られている。例えば、
系に対して膨張圧縮サイクルを加えると、系の Jamming 転移点が上昇することが知られて
いる [203]。また、系に対して周期剪断を加えると、その周期剪断の強度に依存して、可逆
不可逆転移が起きることが知られている [219]。前章では、2 次元 Jamming 転移点近傍の
Hyperuniformityの性質について調べた。この章では、系に対する膨張圧縮サイクルと系に対
する周期剪断の 2つの力学的操作を系に加えることで、この Hyperuniformityの性質がどのよ
うに変化するかを調べる。
この章は次のような構成になっている。5.2節では、系に対して膨張圧縮サイクルを加えた
際に、Jamming転移点の変化に伴って、Jamming転移点直上の系の構造がどのように変化す
るかを調べた。この節では、膨張圧縮サイクルの強度に依存し、Jamming 転移点のラトラー
粒子数と Hyperuniformity のべき指数がどのように変化するかについて調べた。5.3 節では、
Jamming 転移よりわずかに低い密度の系に対して周期剪断を加え、系の密度揺らぎがどのよ
うに変化するかを調べた。我々が周期剪断を加えた密度では、可逆相には、粒子間衝突が生じ
ない point-reversible相と粒子間衝突が生じる loop-reversibleの 2つの相が存在することが知
られている。我々は、主にこの 2つの可逆相において粒子軌道の性質が変化するのに伴って、
どのような構造変化が生じるかを調べた。最後に、5.4節において、本研究で得られた内容を
まとめる。
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5.2 膨張圧縮トレーニング
系に対して外力を加える力学的アニール [203] や熱揺らぎに晒す熱的アニール [200–202]

を用いることで、Jamming 転移点を系統的に変化させることができることが知られている。
Kumar et al.が示したように、系を unjamしている配置からスタートし、圧縮していくと φJ0

で Jamming転移を起こす。φJ0 からさらに φMAX まで圧縮し、その後、膨張させていくと、φJ

で unjamする。この φJ は φJ0 よりもわずかに大きくなる [203]。もし、系に対して一度の膨張
圧縮を施すのではなく、複数回施すと、φJ はさらに大きな値になる。また、熱的アニールによ
る Jamming転移点のシフトは、モード結合理論が予想する動的転移点近傍で系をアニールす
ることで生じることが知られており [201]、Jamming転移点の変化は系がエネルギーランドス
ケープのより深いミニマへと遷移することに起因していると理解できる。この熱的アニールの
場合を施した系では、粒子構造に対して 2つの変化が生じることが知られている [202]。1つ目
は、系の内部に粒子間接触を持たない粒子であるラトラー粒子のが増える点である。2つ目は、
Jamming転移点近傍における Hyperuniformityが消えていくという振る舞いである。素朴な直
感では、アニールによって安定化された構造では、粒子は粒子間接触を持たない粒子を減らす
ように思われる。また、理論的な解析から理想ガラス転移点においては、系は Hyperuniformity

になりうるという示唆がされており [220]、系を低温でアニールすると Hyperuniformityが消
えていくのは、理論的な予想とは異なる振る舞いである。このようなアニールによる系の構造
変化に関する理解は十分に得られておらず、上記のような変化が力学的アニールの場合にも生
じるかは知られていない。以上の理由から、本研究では、系に対するアニールによって系の
Hyperuniformityの性質及び、ラトラー数の変化がどのように変化するかを最初に調べる。本
研究では、熱的アニールに比べて、Jamming転移点をより容易に変化させることができる膨張
圧縮サイクルを用いる。また、本研究では、システムサイズとサンプル数を十分大きくするた
めに、2次元系を用いて解析を行った。

5.2.1 数値シミュレーション設定
この章では、基本的には前章で用いた設定と同じ設定で数値シミュレーションを行う。我々

は、粒子数が N = 1000及び、N = 3000の摩擦のない大小の 2種類の粒子が同じ数だけ含ま
れる 2次元 2成分系を用いた。粒子の大きさのサイズ比は、σL/σS = 1.4である。粒子間の相
互作用には、Harmonicポテンシャルを用い、系の境界条件には周期的境界条件を用いた。数
値計算においては、 σS、εと ε/kB をそれぞれ長さ、エネルギー、温度の単位として用いた。
本研究では、最初に充填率 φini = 0.835で系に粒子をランダムに配置させる。その後、準静
的に系を φMAX まで圧縮していき、系を再び膨張させ、Jamming転移点 φJ を見つける。圧縮
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及び膨張の際の、密度変化のさせ方や Jamming転移点の定義等は、前章と同じ方法で行った。
本研究では、主に系を一度だけ膨張圧縮させる。系に加えるトレーニング強度は最大圧縮密度
φMAX を変化することで制御する。本研究では、φMAX を 0.845 ∼ 1.3の範囲で変化させた。
図 5.1は、典型的な 1粒子あたりのエネルギーの変化の振る舞いを示している。unjamな粒
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Fig.5.1 膨張圧縮サイクル 1 周期における 1 粒子あたりのエネルギー e の変化。ここで、
unjam領域では e = 0なので、eを 10−20 だけ上げている。系を unjam領域から圧縮してい
くと、ある点で eが急上昇することがわかる。ここでこの密度を φJ0 と定義する。一方で、
系を φMAX まで圧縮し、その後膨張すると、ある点で、急激にエネルギーが 0になる。こ
の系が再び unjamになる点を φJ と定義する。φJ の位置は、φJ0 とは明らかに異なる。

子配置から系を圧縮していくと、ある充填率 φJ0 で、系は有限のエネルギーを持つようになる。
これは、Jamming転移が生じたことを示している。系を φMAX まで圧縮した後、系を膨張させ
ていくと、φJ で系が再び unjamになることがわかる。φJ0 と φJ は明らかに異なる値を持って
おり、圧縮の効果によって系がトレーニングされ Jamming転移点が大きい方へと移動してい
ることがわかる。本論文では、アニールと同義でトレーニングという言葉を用いる。
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5.2.2 力学的アニールとラトラー数の関係
Hyperuniformityについて議論する前に、力学的トレーニングによってラトラー数がどれだ

け変化するかを調べる。熱的アニールが施された Jamming 配置は、熱的アニールを施さな
かった Jamming配置に比べて、系のラトラー数が上昇していることが報告されている [202]。
熱的アニールを施すことで、φJ は上昇する。φJ の上昇は、系がより効率的な充填方法を見つ
け出すことを意味するが、ラトラー数の上昇は粒子間接触の無いうまく詰まることのできてい
ない無駄な粒子が増えているように素朴には考えられ、ラトラー数の上昇は直感とは対照的で
ある。そこで、実際にこのようなラトラー数の上昇が力学的アニールを施した系でも生じるか
を調べる。この章では、N = 1000の系を用い、アンサンブル平均には各点について 600サン
プルとった。
まず初めに、先行研究 [203, 212]で示されたように、φJ が φMAX の大きさに依存し、上昇す
ることを確かめる。その結果を示したのが、図 5.2(a)である。φJ は、φMAX = 1程度の圧縮ま

(a) (b)

Fig.5.2 (a) Jamming転移点 φJ(青丸)と有効的な Jamming転移点 φeff
J (赤四角)の φMAX 依

存性。φeff
J は、系の構造を支えるのに必要な粒子をのみで計算される充填率である。φJ と

φeff
J は φMAX を上昇させると、φMAX ≈ 1程度までは上昇し、その後 φMAX を上げても変化
は生じない。一方で、両者の上昇率は大きく異なり、φeff

J の上昇率は φJ の上昇率に比べて
小さい。(b)系の内部の全ラトラー粒子による充填率 φRtot(緑丸)、小ラトラー粒子による充
填率 φRS(黄三角)、大ラトラー粒子による充填率 φRL(紫四角)の最大圧縮率 φMAX 依存性。
φMAX に対する φRL の上昇率は、φRS に比べて大きい。よって、φRtot の上昇は φRL による
ものであることがわかる。

で上がり続け、φJ ≈ 0.847程度まで上昇することがわかる (青丸)。アニールが最も弱い系から
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は Jamming転移点は約 0.61%上昇しており、この上昇率は 3次元で報告されている上昇率と
同程度である [203]。
ここで、Jamming転移点におけるラトラー粒子の数を調べる。ここでは、粒子間の接触数 Z

が 0 の粒子をラトラー粒子と定義した。図 5.2(b) の緑線は、系の中のラトラー粒子が占める
充填率 φRtot が φMAX に依存してどのように変化するかを示したものである。φRtot は確かに、
φMAX が大きくなるに従って、上昇していることがわかる。これは、熱的アニールで得られて
いた結果と一致している。ここで、ラトラー粒子ではない系を支えるのに重要な役割を果たし
ている粒子の影響を定量化するために、系を支える働きをしている粒子のみで計算される有効
的な Jamming転移点 φeff

J = φJ − φRtot を定義する。φeff
J の力学的トレーニング依存性を示した

のが、図 5.2(a) の赤線である。φeff
J の φMAX に伴った変化は、φJ の変化に比べて小さい。実

際、φJ の上昇率 0.61%に比べ、φeff
J の上昇率 0.22%に比べ 1/3程度になっており、φJ の上昇

のほとんどの寄与をラトラー粒子が占めていることがわかる。
先行研究では、ラトラー粒子の定義として Z < d + 1を用いているものもある [202]。この

定義を用いた場合にも、φeff
J の値が、全体に 0.002上に上がるものの φMAX 依存性は変化しな

い。よって、Z = 0のラトラー粒子の上昇が Jamming転移点の上昇の主要な寄与である。
この結果は次の点で興味深い。Jamming転移点の上昇は、ガラスの平均場理論から、アニー
ルの効果によって系の状態がエントロピーランドスケープのより低いミニマへと遷移していく
ことに起因して、より密度の高いガラス配置ができると説明される [190, 192]。一方で、ラト
ラー粒子は平均場描像には含まれていない。Jamming 転移点の増加が生じ始める点は、有限
次元の数値計算の場合にも、平均場理論の予測と一致しているのに対して、Jamming転移点の
増大の仕方の主要因が平均場描像に含まれていないラトラーであることは興味深い。これは、
エントロピーランドスケープのより低いミニマへと遷移した結果、有限次元では、粒子間接触
を持たないつまり、系のポテンシャルエネルギーに寄与しないラトラーを生じさせることが得
であることを示唆している。
さらに、興味深い結果として、このラトラー粒子数の増大は、主に粒径の大きい粒子がラト

ラーになることで生じているという点である。図 5.2(b)に、全ラトラー粒子の充填率 φRtot と
大小のラトラー粒子の充填率 φRL, φRS の φMAX 依存性を示した。小粒子のラトラー粒子の充
填率 φRS の方が大粒子のラトラー粒子の充填率 φRL に比べて多いものの、小粒子のラトラー
粒子の充填率 φRS は力学的トレーニングを加えてもほとんど変化しないのに対して、大粒子の
ラトラー粒子の充填率 φRL は力学的トレーニングによって明らかに増大していき、その振る舞
いは φJ の増大の仕方と一致している。このことから、大粒子のラトラー粒子の増大が φJ の増
大の主要な寄与であることがわかる。
力学的トレーニングによる粒子配置の変化を示したのが、図 5.3 である。左図が φMAX =

0.845のほとんどトレーニングが施されていない系であり、右図が φMAX = 0.98のトレーニン
グされた系のスナップショットである。ここで、水色及びオレンジ色の粒子はそれぞれ粒子間
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Fig.5.3 φMAX = 0.845 のほとんどトレーニングが施されていない系のスナップショット
(a) と φMAX = 0.98 のトレーニングされた系のスナップショット (b)。φMAX = 0.845 のサ
ンプルの Jamming転移点は φJ = 0.840であり、φMAX = 0.98のサンプルの Jamming転移
点は φJ = 0.846である。水色及びオレンジ色の粒子はそれぞれ粒子間接触を持つ大小の粒
子であり、赤色及び青色の粒子はそれぞれ大小のラトラー粒子である。スナップショットに
おけるトレーニング強度の違いによる粒子配置の変化は目にはほとんど見えない。

接触を持つ大小の粒子であり、赤色及び青色の粒子はそれぞれ大小のラトラー粒子である。ラ
トラー粒子は増えているものの目に見えて特徴的な配置は生じていない。また、ラトラー粒子
の変化の仕方はサンプルごとに大きく揺らぐため、サンプルによってはラトラー粒子が増大し
ないこともあるなど、ラトラー数の増大はアンサンブル平均によってしか見えない。よって、
1つの粒子配置から特徴的な構造を取り出すことは難しいと考えられる。
図 5.3において、トレーニングが施された系では、粒子がより密に詰まっており、粒子に囲
まれてできる余剰スペース (スナップショットにおける粒子の間に存在する白い領域) が小さ
くなっていることがわかる。そこで、この粒子に囲まれてできる領域のサイズ分布を定量化す
る。この粒子に囲まれてできる領域を測定するために、系を 3000 × 3000個の小さいボックス
に区切り、そのボックスの中心に粒子の内部にいるかどうかを調べることで、粒子のいない位
置を調べる。その後、小さいボックスの上下左右のボックスに粒子がいるかを調べ、粒子がい
ないボックスの連結サイズを測定する。この最終的に得られた連結ボックスの大きさを粒子に
囲まれてできる空間のサイズとする。その結果を示したのが、図 5.4 である。ここで、S space
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Fig.5.4 φ = 0.845と φ = 1.0で系をトレーニングした際に生じる粒子間の空間 S space が系
の中に生じる確率分布 P(S space)。S space が小さい場合には、両者の振る舞いは基本的に変化
しない。最初にピーク位置は、3つの粒子が近接することで形作られる三角形に対応してい
る。一方で、大きい S space が生じる確率はトレーニングをすることによって減少している。
これはトレーニングによって系の無駄な隙間が消えたことを意味している。

は粒子間の空間を表し、P(S space)は S space が系に生じる確率を表している。S space の小さい領
域では、φ = 0.845と φ = 1.0の振る舞いは同じになっており、P(S space)は同じ値でピークを
持っていることがわかる。このピークは 3つの粒子が密に三角形を作っている場合に生じてい
る隙間の大きさに対応している。P(S space)は S space の大きい領域でべき的な振る舞いが生じて
いる。だが、その傾きは、φ = 1.0 の場合の方が φ = 0.845 に比べて、急であり、φ = 1.0 で
は、大きな粒子間の空間 S space が生じる確率が φ = 0.845に比べて小さくなっていることがわ
かる。これは力学的トレーニングの効果によって、系に存在した粒子間の無駄な隙間が消えた
ことを意味している。

5.2.3 力学的アニールと Hyperuniformity

次に、力学的アニールによって Jamming 転移点 φJ が変化したときに、Jamming 転移点直
上での Hyperuniformityの性質がどのように変化するかを調べる。まずはじめに、1回の膨張
圧縮サイクルを考え、φMAX を変化させることで力学的アニールの強さを制御した。この節で
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は、4.4節の定義 IIIの χ(q)を用い、各 φMAX に対して 300のサンプルを用いてアンサンブル
平均をとった。力学的アニールの強さ φMAX を変化させて、Jamming転移点直上の χ(q)を計
算したのが図 5.5(a)である。全ての φMAX において、中間的な波数 0.3 ≲ q ≲ 1.3で χ(q)のべ
き的な振る舞い χ(q) ∼ qα が存在することがわかる。φMAX=0.845は第 4章で示した結果と同
じものであり、べき指数は α ≈ 0.63であった。φMAX を大きくしていくと、わずかではあるも
の αが変化していることが見て取れる。この χ(q)のべき αの φMAX による変化を示したのが
図 5.5(b)の緑線である。ここで指数 αはべき的な領域が見える範囲でフィッティングして求
めた。フィッティング範囲は φMAX が 0.845 ≲ φMAX ≲ 0.9の場合には、0.3 ≲ q ≲ 1.3であり、
φMAX が 0.9 < φMAX の場合には、0.1 ≲ q ≲ 1.0である。図 5.5(b)の赤線は φJ の φMAX 依存性
を示したものである。φMAX ≈ 0.95における αのわずかな減少をのぞいて、φJ と同様に φMAX

に依存して増大していく振る舞いが見られる。φMAX ≈ 0.95において、有効的な Jamming転
移点 φeff

J も減少している (図 5.2)。このことから、ラトラー数と Hyperuniformityのスケーリ
ングの間には相関が存在する可能性があるが、α のエラーバーが大きいため、この関係を決
着づけるためには、より詳細な議論が必要である。図 5.5(b)から φMAX = 1.3における得られ
た αの最大値は α ≈ 0.739 ± 0.012であった。αの上昇は、密度揺らぎ

〈
δρ2(R)

〉
がより抑圧さ

れることを意味しており、4.6 節の議論から、システムサイズに依存した Jamming 転移密度
の分布の幅が力学的トレーニングに依存してより強くなることがわかる。Jamming 転移点に
おける αの増大は、熱的アニールによって見えるはずである。実際、近年の研究で Chieco et

al. [46]は、2次元の Jamming系を低温でアニールした場合の χ(q)の変化を報告している。彼
らは指数については議論していないものの、彼らの結果からは、熱的アニールを施した系の指
数は、高温からクエンチした系に比べて指数が増大しているように見える。また、一度の圧縮
膨張サイクルでは φMAX をどれだけ上げても、α ≈ 0.74程度までしか αを増大できないこと
は、力学的アニールの効果に上限が存在することを意味している。この結果は周期剪断を加え
た非線形レオロジーの研究で知られている結果と一致している [211, 221, 222]。これらの研究
から周期剪断は、熱的アニールと同様に、系をエネルギーランドスケープにおけるより安定な
構造へと遷移させることができることが知られているが、周期剪断には系のエネルギーを下げ
ることのできる最大剪断強度が存在し、それより強い剪断強度では系のエネルギーを下げるこ
とはできない。この結果は我々の圧縮膨張サイクルによるトレーニングによって得られた最大
の αが存在することと一致している。

2 つめの図 5.5(a) における重要な変化は、Hyperuniformity が見える中間領域が力学的ト
レーニングの強度 φMAX をあげるに従って、広がっているように見える点である。つまり、
Hyperuniformityが終わる長さスケールである Hyperuniformity長 qHU がより低波数へと移動
している。これは、Jamming配置が力学的アニールによって安定化されると考えると、近年の
理論的な Godfrey et al.の議論と一致している [220]。Godfrey et al.は、limq→0 χ(q)と系の構
造エントロピーを結びつけた。彼らの議論では、q→ 0において理想的な Hyperuniformityで
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(a)

(b)

Fig.5.5 (a)いくつかの φMAX に対する χ(q)の振る舞い。ここで、qを σS でスケールして
いる。χ(q)で見られるべき的な振る舞いが、力学的トレーニングの強度 φMAX に依存して
強くなっている。また、このべき的な振る舞いは中間的な長さスケールにおいてのみ見ら
れるが、φMAX を強くすることによってより小さい波数 q へと、べき的な振る舞いが見え
る領域が広がっている。(b) αと φJ の φMAX 依存性。ここで αは χ(q)のべき的振る舞いを
χ(q) ∼ qα でフィッテングして得られた指数である。αは φMAX を上げるのに従って、増大
し φMAX ≈ 1.3では、α ≈ 0.74となる。この αの φMAX 依存性は、φJ の φMAX 依存性に類
似している。
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ある χ(q) → 0が実現するのは、構造エントロピーが示量的でなくなる場合のみであり、これ
は理想ガラス転移点においてのみ系が理想的な Hyperuniformityとなることを示唆している。
一方で、系をアニールしていくことで系の構造エントロピーは減少するため、limq→0 χ(q)の振
る舞いは、有限値に収束するものの、アニールによってより理想的な Hyperuniformの振る舞
いに近い振る舞いになっていくことが予想される。しかし、本節の研究からは、系をより深く
アニールしていくことによって qHU がより低波数側へと移動していくかという議論に対して
完全に決着をつけることはできない。この問題に対して完全に決着をつけるためには、より巨
大なシステムサイズの計算を行う必要がある。
ここまでは、系に対して一度の膨張圧縮サイクルをかけることによって、系に生じる

Hyperuniformityの指数 αが増大する振る舞いを見てきた。次に、系に対して、複数回の膨張
圧縮サイクルをかけた場合にどのような変化が生じるかを考える。先行研究では、φMAX を固
定し、複数回の膨張圧縮を加えた場合、一度しか膨張圧縮を加えない場合に比べ、φJ が上昇す
ることが報告されている [203]。実際に、その結果を調べたのが図 5.6(a) である。ここでは、
Jamming 転移点 φJ が膨張圧縮サイクルの回数 M に対して、どれだけ増大するかを示してい
る。φMAX = 0.845の場合には、M = 5程度までは φJ は上昇するもののすぐに収束する。一方
で、φMAX = 1.0の場合には、M = 20程度の膨張圧縮を繰り返したのちに、φJ は最大値に収束
している。φMAX = 1.0の場合には、M = 50の時、φJ ≈ 0.848が得られた。φMAX = 0.845, 1.0

のどちらの場合にも、φJ が収束した後に、どれだけ同じ φMAX で膨張圧縮を加えても φJ は上
昇しない。また、φJ の上昇率は φMAX = 0.845の場合に比べて、φMAX = 1.0の方が大きいこと
がわかる。Jamming 転移点の上昇は系がエネルギーランドスケープを降っていくことで理解
できる。φMAX = 0.845の場合には、系に加えられるエネルギーは小さいため、最初の数回の
トレーニングをのぞいて、すぐに、系がトラップされているエネルギーミニマを乗り越えるた
めに必要なエネルギーを系に加えることができなくなる。そのため、M を数回加えると φJ は
上昇しなくなる。一方で、φMAX = 1.0の場合には、系により大きなエネルギーを加えること
ができるので、φMAX = 0.845の場合に比べて、より大きなエネルギー障壁を乗り越えること
ができる。これにより、系はより深いエネルギーミニマへと遷移することができるので、φJ は
より大きな値になる。また、系はより多くのエネルギー障壁を乗り越えることができることか
ら、φJ が収束するのに必要な M の回数は φMAX = 0.845の場合よりも多くなる。この結果は、
3次元系の膨張圧縮サイクルによる先行研究の結果と一致している [203]。
次に、膨張圧縮サイクルの回数 M を増やしていくと、Hyperuniformity指数 αがどのように
変化するかを調べたのが図 5.6(b)である。この図では、φMAX = 1.0の時の、αの膨張圧縮回
数 M 依存性 (青丸)を示している。αは膨張圧縮回数 M が増大するに従って、上昇しているこ
とがわかる。また、この αの M 依存性は、系に 1度だけ膨張圧縮をかける場合と同様に、φJ

の M 依存性と一致している。今回の結果から φMAX = 1.0の場合には、α = 0.72 ± 0.02から
α = 0.79 ± 0.02まで増大することが確認された。以上より、膨張圧縮サイクルを複数回繰り返
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(a)

(b)

Fig.5.6 (a) φMAX = 0.845, 1.0の圧縮膨張サイクル回数を M回系に加えた際の Jamming転
移点 φJ の変化。φMAX = 0.845, 1.0の両方の場合において、φJ は最初は急激に上昇するが、
最終的にある一定の値に収束することがわかる。また、収束するまでに必要な M は φMAX

の大きさに依存している。(b) φMAX = 1.0 の膨張圧縮サイクルを系に加えた際の α(青丸)
と φJ(赤三角)の膨張圧縮回数 M 依存性。αは M が増加するにしたがって上昇し、αの M
依存性は φJ の M 依存性とよく対応している。
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すことで φJ の増大に伴って、Hyperuniformity指数 αも増大していくことがわかった。

5.3 周期剪断と Jamming転移点以下における Hyperuniformity

この章では、Jamming転移点以下の密度で系を用意した時に、周期剪断を系に加えることで
系の粒子配置がどのように変化するかを調べる。
近年、Jamming 転移点から遠い低密度の非熱的な粒子系に対して周期的な剪断を加えた系
は、非平衡相転移の文脈で興味をもたれている [13, 24, 33, 35]。系に周期剪断を加えた時に、
ランダムに配置した粒子は剪断流に流されて、周囲の粒子と衝突する。しかし、周期剪断強度
γが小さい場合には、粒子は複数回の周期剪断の末に、1周期の間に周りの粒子と一切衝突を
しない最適な場所を見つけることができる。つまり、粒子は 1 周期して再びまた同じ位置に
戻ってくる。これは粒子の運動が周期剪断に対して可逆であることを意味している。一方で、
γ が可逆な配置を得ることができる最大の周期剪断強度 γc に比べて大きい場合には、粒子は
決して元の位置に戻ってくることはできない。つまりこの場合には、系は周期剪断に対して不
可逆である。この周期剪断強度 γに依存した、可逆相から不可逆相への転移を可逆不可逆転移
と呼ぶ。この非平衡相転移は現在では、Directed Percolation(DP)クラス、もしくは conserved

Directed Percolation (Manna)クラスに属すると考えられている [223]。さらに、可逆不可逆転
移の相転移点近傍では、系の長距離の密度揺らぎが抑圧され、Hyperuniforityが生じることが
知られている [13, 23, 24, 35]。この転移点直上では、構造因子は低波数領域でべき的な振る舞
い χ(q) ∼ qα を示し、その Hyperuniformity指数が 2次元では α ≈ 0.45 [13, 24, 35]、3次元で
は α ≈ 0.25 [23] であることが報告されている。この Hyperuniformity 指数は臨界指数と関連
する普遍的な値であると考えられている。しかし、Tjhung et al.は 2次元系では、α ≈ 0.45の
振る舞いが見られた波数領域よりも、さらに低波数領域で α ≈ 1へとクロスオーバーすること
を報告しており、指数の値は完全には決着していない。
では、この低密度における可逆不可逆転移は、Jamming転移点近傍の領域ではどうなるのだ
ろうか? 近年の研究で、Jamming 転移点近傍の構造に対して準静的な周期剪断を加えること
で可逆不可逆転移がどのように変化するかが、2次元 [219, 224]及び、3次元系 [225–227]に
おいて調べられた。次節で議論するが、これらの研究において、すでに Jamming転移点近傍
の可逆不可逆転移の相構造についてはかなり理解されている。Jamming 点よりわずかの低い
密度では、可逆相が 2種類存在することが知られている。1つは、粒子間衝突が生じず元の位
置に戻ってくる point-reversible 相であり、もう一つは粒子間衝突が生じるものの元の位置に
戻ってくる loop-reversible相である。本節では、この Jamming転移点よりわずかに低密度の
構造に対して、周期剪断を加えた際に、粒子軌道の変化に伴って、粒子配置がどのように変化
するかを調べた。
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5.3.1 Jamming転移点近傍の系に対する周期剪断と相図
まずはじめに、この節では、先行研究で知られている Jamming転移点近傍での可逆不可逆

転移の性質について説明する。Jamming転移点近傍の可逆不可逆相図を示したのが図 5.7であ
る。∆r∞ は、1周期した後に粒子がどれだけ元の位置から移動したかを示しており、青色の領
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Fig.5.7 Jamming 転移点近傍における可逆不可逆転移に関する (φ, γ) 相図 [219]。ヒート
マップは定常状態における 1周期あたりの粒子変位 ∆r∞ を用いて色付けしており、相図上
の点はシミュレーションデータから得られた値をプロットしたものであり、背景の色は線形
補完で書いている。ここで青色が可逆相を示し、それ以外の色は有限の粒子変位を持つ不
可逆相である。γp 線は point-reversible相と準不可逆相を分けており、γℓ 線は準不可逆相と
loop-reversible相を分けている。γc 線は可逆不可逆転移を示す線である。ここで、白い波線
は相を見やすくするために書いたガイド線である。

域は粒子が元の位置に戻っていることを表している。つまり、青色の領域は可逆相を示してい
る。一方で、青色以外の領域は、粒子が 1周期の間に有限距離移動することを示しており、不
可逆相である。

Jamming転移点より高密度の構造では、γc はぼ降伏転移点 γY と一致する [228]。ミクロな
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粒子軌道が可逆な領域はマクロには弾性領域に対応しており、ミクロな粒子軌道が不可逆で拡
散的に振る舞う領域はマクロには流動相に対応している。一方で、Jamming 転移点に非常に
近い場合だけは例外であり、弾性領域が狭くなり非線形応答が生じるようになる [229, 230]。
一方で、Jamming転移点より低密度での可逆不可逆転移は、Jamming転移点より高密度の
場合と比べ複雑である。γc 線は φJ よりも高密度では、一定値であったが、φJ よりも低密度領
域にいくと、γc 線は φJ を境にして急激に上昇し始める。
次に、φ = 0.8のような比較的 Jamming転移点 φJ から遠い系を考える [219, 224]。γが小さ

い場合には、系は可逆相にある。この可逆相では、1周期あたりの粒子軌道は真っ直ぐな線と
して描くことができる。これは、粒子は周りの粒子と衝突せず、剪断流による移動のみが生じ
ていることを表している。我々はこの相のことを point-reversible 相と呼ぶことにする。これ
は、粒子軌道に対して自明な Affine変位を抜くと、軌道が点になるからである。
γを上げていくと、γp に近づくにつれて、系が可逆相を見つけるまでの時間は伸びていく。

実際、系が可逆な粒子配置を見つけるのにかかる周期剪断回数を用いて定義される緩和「時間」
τc は、γ を γp に近づけていくに従って急激に増大していくことが知られている [219, 224]。
そのため、γp より γ が大きくなると、シミュレーション時間の範囲では、系は可逆相を見つ
けられず、粒子軌道は不可逆なままになる。また、不可逆粒子の割合や 1周期における粒子の
平均変位 ∆r∞ といった秩序変数は γp において連続的に上昇する。これは、γc での可逆不可逆
転移では ∆r∞ が 0から有限の値へと不連続に変化するのとは対照的である。
γp から上の不可逆領域は、γに対して有限の範囲にしか存在しない [219]。実際、γを γp か
らさらに上げていくと、γ = γℓ で粒子軌道は再び可逆となる。しかし、この可逆相での粒子軌
道は point-reversible相での粒子軌道とは大きく異なる。粒子は 1周期の間に複数回の衝突を
経験するものの、1周期すると粒子は元の位置に戻ってくるのである。このような可逆相での
粒子軌道は Affine変位を抜くと閉じたループの形になることから、γℓ より上に存在する可逆
相のことを loop-reversible 相と呼ぶことにする。この loop-reversible 相は、γc まで存在して
いる。この γℓ 線は密度 φを上げていくと、φJ に向かって 0に近づいていく。γp から γℓ の範
囲に存在する不可逆相では、粒子軌道は完全に閉じてはいないものの ∆r∞ は小さく、軌道は
わずかに緩和に向かうような振る舞いも見られており、この不可逆相が真の不可逆相であるか
は明らかではない。しかし、粒子軌道の緩和時間が非常に長いことから、実際に、この領域が
可逆か不可逆なのかを決定づけることは非常に難しい。そこで、我々はこの γp と γℓ によって
囲まれる不可逆相のことを準不可逆相と呼ぶ。粒子軌道の緩和時間が非常に長いことから、γp

と γℓ の位置についても正確に決定することは技術的に難しい。



第 5章 力学的トレーニングによる系の構造変化と Hyperuniformity 110

5.3.2 数値シミュレーション設定
膨張圧縮トレーニングを行う際に用いた系と同じ設定で、系のサイズを L = 42とした 2次

元 2成分系の数値シミュレーションを行った。系の充填率は Jamming転移点 φJ ≈ 0.842より
低い φ = 0.82に固定し、定常状態として可逆相及び不可逆相を得るために、剪断強度 γの準静
的な周期剪断を系に加えた。準静的な周期剪断を実現するために、γを |∆γ| = 10−3 ずつ変化さ
せ、|∆γ|変化するごとに、FIRE法 [214]を用いて系のエネルギーを最小化した。FIRE法は、
粒子に有限の質量を与え、慣性の効果を用いて高速にエネルギー最小を行う手法である。この
手法を用いることで、従来から用いられている最急降下法よりも高速にエネルギー最小化を行
うことができる。だが、粒子が慣性の効果を持つために、Jamming転移点以下では周期剪断 1

周期した後、粒子の位置がわずかに元の位置よりも行き過ぎてしまい、最急降下法ならば可逆
相が得られるパラメータであっても可逆相が得られない。しかし、本研究では、FIRE法と通
常の最急降下法で得られた結果を比較し、両者の結果が構造因子を見る上では、変化ないこと
を確かめているため、計算が速い FIRE法を用いてエネルギー最小化を行った。本研究では、
系にかける γ の大きさは γ = 0 ∼ 0.08の間で変化させた。φ = 0.82では、point-reversible相
と loop-reversible相の間の不可逆相は非常に狭く、今回のパラメータ変化の精度では γp ≈ γℓ
である。今回用いた密度では γp ≈ 0.04である。構造因子の計算においては、γの値に依存し
て、300から 900サンプル平均をとった。

5.3.3 周期剪断系における Hyperuniformityの指数の変化
図 5.8(a)が、実際に系に対して周期剪断を加えて得られた定常系での構造因子である。γ = 0

は、系に対して周期剪断を加えず、ランダムな粒子配置からクエンチして得られた構造であ
る。この時には、Hyperuniformityの兆候は見られず、χ(q)は低波数の領域で急激に増大して
いる。これは、粒子配置がランダムであることを反映し、Poisson分布である χ(q→ 0) = 1に
向かっていることを示している。一方で、周期剪断をわずかにでも系に加えると、この密度揺
らぎの急激な上昇は抑えられる。γ が小さい γ = 0.02 程度の場合には、低波数で密度揺らぎ
が増大し始める兆候は見えているものの、γを大きくしていくに従って、増大の兆候が抑えら
れることがわかる。また、γを上げていくに従って、χ(q)がべき的な振る舞いをする領域が広
がっていき、またべき指数もより大きくなっている。そして、γp に近い γ ≈ 0.05付近で、こ
の傾きが収束していることがわかる。この収束している γ = 0.05の場合の χ(q) ∼ qα の指数は
α ≈ 0.642 ± 0.014であった。驚くべきことに、この値は 4.5節で見た、トレーニングを施して
いない 2次元の Jamming転移点直上での Hyperuniformity指数に非常に近い。
実際に。Hyperunifority 指数 α の γ 依存性をプロットしたのが図 5.8(b) である。各 γ にお
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(a) (b)

Fig.5.8 (a) φ = 0.82の系に対して、剪断強度 γ を変化した際の構造因子 χ(q)の変化。こ
の密度においては、準不可逆領域はほぼ見えず、point-reversible 相から loop-reversible 相
への転移が γp ≈ 0.04で生じる。γ = 0の系に周期剪断を加えていない場合には、密度揺ら
ぎは低波数で急激に上昇するのに対して、系にわずかでも周期剪断を加えると、系の密度
揺らぎがおさえられ、χ(q)の中間的な波数領域にべき的な振る舞いが生じることがわかる。
また、γ を大きくしていくに従って、べき的な振る舞いが強くなっていく傾向が見られる。
(b) α の γ 依存性。α は γ = 0.05 程度まで単調に増加する。しかし、γ > 0.05 の大きさの
周期剪断を加えても、αは大きくならない。興味深いことに、γ = 0.05は、point-reversible
相から loop-reversible相への転移点 γp ≈ 0.04に近い。また、最終的に収束する αの値は、
γ = 0.05 で α ≈ 0.64 であり、2 次元の Jamming 転移点直上での Hyperuniformity 指数に
近い。

ける αの値は、べき的な振る舞いが見えている領域において、χ(q) ∼ qα の関数でフィティン
グすることで計算した。γ が小さい領域では、べきが見える領域が小さいため、値の信頼性
が低いことに注意が必要である。αは γが γp より大きい領域では一定の値になっている点で
ある。これは、密度の低い領域で見られる可逆不可逆転移での Hyperuniformityの性質とは異
なっている。低密度での可逆不可逆転移では、Hyperuniformityは臨界点 γc の近傍でしか観測
されない。また、今回我々の結果で得られた Hyperuniformityは、3次元系の不連続な可逆不
可逆転移が起こる点である γc(≫ γp)で見られた Hyperuniformityとも異なる [226]。彼らは、
強い周期剪断下では Hyperuniformityの指数は α ≈ 0.45となることを報告している。一方で、
我々の今回の結果は、系に対して弱い周期剪断をかけると、系の密度揺らぎが 2次元の周期剪
断をかけていない Jamming転移点での密度揺らぎと同じ性質が生じることを示している。ま
た、φ > φJ で膨張圧縮トレーニングを行った 5.2.3小節の場合とは異なり、指数 αは γを大き
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くしても α ≈ 0.64程度より大きくなることはない。

5.4 まとめ
この章では、2次元 2成分系に対して力学的な外力を加えた時に、系の構造がどのように変

化するかを調べた。我々は、主に構造因子 χ(q) のべき的な減衰である Hyperuniformity に着
目し、解析を行った。
はじめに、φ = φini から φ = φMAX まで系の充填率を変化させる圧縮膨張サイクルを系に

加えた。系の Jamming転移点 φJ は、φMAX を大きくするに従って、増加する。我々は、この
Jamming点直上の構造を解析することで、φJ の増加に伴って、ラトラー粒子の数が増加するこ
とを確認した。これは、Jamming構造を支えるのに必要な粒子の充填率は、φJ の増加によっ
て増えていないことを示唆している。さらに、我々はラトラー粒子の中でも特に、大きい粒子
のラトラーの数が増加していることを見つけた。これは、小粒子の方が粒子の間に存在する空
いた空間に入りやすく、小粒子の方がラトラーになりやすいという我々の直感に反した結果で
ある。この点に関しては、ラトラーの空間相関等のより詳細な解析が必要である。
また、我々は Jamming転移点が増加に伴う、Jamming転移点直上での Hyperuniformityの

変化を調べた。Hyperuniformity指数 αは、最大圧縮密度 φMAX を変化させることで、α ≈ 0.63

から α ≈ 0.74まで変化することを示した。この αの値は、1度の膨張圧縮サイクルではこれ
以上 φMAX を大きくしても上昇しなかった。一方で、系に対して、φMAX = 1.0の圧縮強度で
複数回の膨張圧縮サイクルをかけることで、べき指数は α ≈ 0.79程度まで増加することがわ
かった。しかし、この場合にも系にこれ以上の膨張圧縮を加えても α ≈ 0.79より大きくなる
ことはなかった。これは、α には力学的アニールであげることのできる最大値が存在してい
ることを示唆している。また、力学的トレーニングは熱的アニールと同様の役割を果たすこ
とから、系に対して熱的アニールを加えても、Jamming 転移点直上での Hyperuniformity が
抑圧される振る舞いが観測されることが予想される。さらに、我々は Jamming転移点直上の
Hyperuniformityが終わり、揺らぎが増大し始める波数である qHU が低波数へと移動している
傾向を確認した。図 5.5(a)におけるこの傾向は、現在の我々のシミュレーション結果では系の
サイズが十分ではないため、結論づけることはできないが、Hyperuniformityが存在する長さ
スケールが増大するということは、系がより広い長さスケールでより安定な構造へと変化した
ことを示唆している。この結果は Godfrey et al. の理論的な示唆とも一致している [220]。近
年、 Das et al. [227]は、φJ が弱い剪断強度で周期剪断をかけることによって増加することを
報告した。よって、Hyperuniformity 指数や qHU に関して同様の結果は φJ より高い密度で周
期剪断をかけた系に対しても得られることが期待される。
この章では、さらに Jamming 転移点 φJ = 0.842 以下の充填率である φ = 0.82 で、系に準

静的な周期剪断をかける数値シミュレーションも行った。この系は、系に周期剪断をかけな
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い γ = 0の場合には、Hyperuniformityに特徴的なべき的な振る舞いは生じないが、系にわず
かにでも周期剪断を加えると、長距離の揺らぎが抑圧され、べき的な振る舞いが生じる。さ
らに、徐々に γを大きくしていくと、Hyperuniformity指数 αは増加していく。興味深いこと
に、point-reversible相と loop-reversible相の境目である γp ≈ γℓ で、Hyperuniformity指数は
α ≈ 0.64となる。これは、系に対して外場を加えない時の 2次元 Jamming転移点直上の指数
と非常に近い値である。ここで確認された Hyperuniformityは可逆相から不可逆相への転移が
生じる γc で確認されたものとは異なる [225, 226]。
今回は φ = 0.82の一つの密度における Hyperuniformityしか示さなかったが、この計算をよ
り低密度側にシフトさせて計算を行うことで、αが低密度の DPクラスで生じる指数 α ≈ 0.45

に向かってどのように変化していくのかを調べるのは興味深い重要な問題である。
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第 6章

過冷却液体の Inherent Structureの
Hyperuniformに対する熱的アニール
の影響

6.1 背景
過冷却液体では、系の温度を下げていくと粘性が急激に増大する。これは、高温では自由に
動き回れた粒子が、系が低温になると、粒子が周りの粒子に囲まれて動きづらくなり、同じ位
置に囚われてしまうことに起因する。このようなダイナミクスの変化によって、過冷却液体で
は 2段階緩和といった特徴的なダイナミクスが生じることが知られている。ダイナミクスには
大幅な変化が起きる一方で、系の静的な構造には大きな変化が生じないことが知られている。
系の静的構造因子 S (q)は、粘性が急激に増大し始めてもなお、ピークがわずかに上昇する程
度である。
近年、過冷却液体の Inherent Structureにおいて、中間的な長さスケールで Hyperuniformity

が生じることが報告された [213]。これは、過冷却液体には特徴的な構造が存在するものの、
それが熱によって隠されていた可能性を示唆している。さらに、興味深いことに、系をより低
温でアニールしていくと、Inherent Structureにおける Hyperuniformityのべき的振る舞いが変
化することが報告された [231]。この変化が生じ始める温度は、系の Inherent Structureエネル
ギーが減少し始める位置、つまり、系がエネルギーランドスケープを降り始める温度と一致し
ていることが知られている。また、別の先行研究では、Jamming 転移点近傍において、系を
熱的アニールすると系の密度揺らぎが抑えられる長さスケールが増大することが報告されてい
る [46]。これは熱的アニールの効果によって、Hyperuniformityがより長距離に渡って存在す
ることを示唆している。さらに、彼らは、系の密度が高く Jamming転移点から遠い場合には、
熱的アニールによる長さスケールの増大は生じないことを報告している。これは、Jamming転
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移と熱的アニールの間に何らかの関係が存在することを示している。しかし、この先行研究で
は、系に対する熱的アニールが十分適切に行われているわけではない。この先行研究では、系
の初期温度 Tini と最終温度 Tfin を固定し、温度を下げていく速度 rを変化することで、系に対
するアニールの度合いを変化させている。彼らは、r → 0の極限と φ → φJ の極限を取れば、
系は真の Hyperuniformityとなるとしている。r → 0の極限とは、温度を下げるごとに全ての
温度で平衡化できている状態をさす。しかし、彼らは、最終温度 Tfin が、VFTから見積もられ
るガラス転移点 TK 以下に来るようにしているため、どの温度まで系がアニールできているか
は明らかではない。また、TK は高密度であるほど上昇するが、彼らは Tini と Tfin を固定して
いるため、高密度の場合においては、平衡化が実際に実現できた温度は高く、十分低温まで平
衡化できたとは考えづらい。そのため、彼らの結論であった、φ → φJ の極限が真に重要なの
か、それとも、低温までアニールできれば φJ 近傍でなくとも Hyperuniformity長の増大が見ら
れるかははっきりしない。
近年の理論的研究によって、系が理想ガラス転移点に近づくと系が Hyperuniformityになり

うるという示唆がされている [220]。もしこの予想が正しければ、Chieco et al.の結論とは異な
り、Jamming転移点から遠い場合であっても、Hyperuniformityが存在する長さスケールが増
大する可能性がある。これは、過冷却液体における Inherent Structureでは、系を低温でアニー
ルすると、Hyperuniformityが存在する長さスケールが増大する可能性を示唆している。実際、
Shukawaは、2次元の巨大な系を用い、系を低温でアニールするに従って、構造因子において揺
らぎが抑えられる距離が伸びる振る舞いを確認している [232]。しかし、この Hyperuniformity

長自体は明確に定量化されておらず、Mitraらが示した中間波数領域におけるべき的振る舞い
がどのように変化するかも示してはいない。そこで、本研究では、巨大な系を用いて、適切に
平衡化することで、過冷却液体の Inherent Structureに存在する Hyperuniformityの性質がどの
ように変化するかを詳細に調べる。
この章は次のような構成になっている。まずはじめに、6.2節では、本研究で用いた数値シ

ミュレーションの設定について説明する。続いて、6.3節において、系のエネルギーランドス
ケープの変化を調べるために、系の動的な性質の変化を調べ、この系における動的転移点を調
べた。6.4 節において、本研究の主結果である過冷却液体の Inherent Structure における χ(q)

の熱的アニールによる変化を議論する。最後に、6.5節において、今回の研究で得られた結果
について議論する。

6.2 数値シミュレーションの設定
本章では、結晶化を阻害するために、大小粒子のサイズ比が σS : σL = 1 : 1.4の 2次元 2成
分系を用いた。粒子間相互作用には、Harmonicポテンシャル U(ri j) = ϵ2 (1 − ri j/σi j)2 [233]を
用いた。ここで、ri j = |ri − r j|は粒子 iと粒子 jの距離であり、σi j =

1
2

(
σi + σ j

)
は粒子 iと粒



第 6章 過冷却液体の Inherent Structureの Hyperuniformに対する熱的アニールの影響 116

子 jの平均粒径である。
我々は、系を低温で平衡化するためにブラウン動力学法を用いた。粒子のダイナミクスは次

の Underdamped Langevin方程式

mv̇i = −ζvi −
∑

j

∇U(ri j) +
√

2kBTζ fR(r). (6.1)

に従う。ここで、 fR(r) は白色ガウスノイズであり、ζ は抵抗係数、T は系の温度である。私
たちは σ = σS を数値計算における長さスケールとし、時間の単位には τ =

√
mσ2/ϵ を用い

た。数値計算における無次元化パラメータは、無次元化抵抗係数 ζ∗ = ζ
m

√
mσ2

ϵ
と無次元化温

度 T ∗ = kBT/ϵ である。本研究では、充填率 φ = 1
L2

∑
i
σ2

i
4 = 0.9で数値シミュレーションを行

い、ζ∗ = 1と固定し、T ∗ をコントロールすることで、平衡化温度を制御した。ある温度 T ∗ に
おける緩和時間等の動的な性質を調べる場合には、粒子数 N = 1024の系を用い、系の密度揺
らぎ等の静的な性質を調べる場合には、粒子数 N = 262144の系を用いた。N = 1024の系は
CPUを用いて数値計算を行い、大規模な計算を高速に行うために N = 262144の系は GPUを
用いて行った。本研究は、オイラー法を用いて Langevin方程式の差分化を行い、時間刻みを
dt = 10−2 と設定し、周期的境界条件を用いて数値計算を行った。
ブラウン動力学法を用いて得られた平衡系での構造に対して、FIRE法 [214]を用いて系の
エネルギーを最小化することで、系の Inherent Structureを得た。本研究では、4.3節と同様の
設定で FIRE法を行った。系の Inherent Structureは、平衡化させた系がいたポテンシャルエネ
ルギーランドスケープの底の構造に対応する。

6.3 2次元系における Mermin-Wagner揺らぎと系の緩和時間
まずはじめに、この章では、φ = 0.9における 2次元 2成分過冷却液体の動的性質を調べる。

4.2.1小節で議論したように、2次元過冷却液体では、Mermin-Wagner揺らぎが存在する。こ
の揺らぎによって、粒子が動かされてしまうために、粒子変位が生じてしまい、通常の中間散
乱関数 Fs(k, t)等の物理量を用いると系は緩和しているように見え、ガラス特有の遅いダイナ
ミクスが見えない。Mermin-Wagner揺らぎは長いスケールでの揺らぎであるため、注目して
いる粒子の周りの粒子も同じ揺らぎによってうごかされている。これは、着目している粒子が
ケージの中に留まったまま、変位が生じていることを意味しており、ガラスの構造緩和におけ
るケージ間のジャンプというダイナミクスを捉えているわけではない。そこで、ケージ間の
ジャンプを捉えるために周りの粒子との協同的な移動を抜いた変位であるケージ相対変位を用
いる [180, 196–198]。ケージ相対変位 ∆rCR

i は、

rCR
i = ∆ri −

1
Nnn

∑
j∈Nnn

∆r j. (6.2)
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と書くことができる。1項目は i番目の粒子の変位を表しており、2項目は i番目の第一近接
粒子全体の重心移動を示している。つまり、i番目の粒子の変位のうち、周りの粒子と一緒に
移動している部分を抜いているのである。本研究では、i 番目の第一近接粒子は、i 番目との
粒子の距離が ri j < 1.25σi j である粒子とした [180]。ケージ相対変位はケージに所属する粒子
の協同的な運動を抜いているので、大きな変位が生じるのはケージから抜け出て別のケージへ
と遷移する場合だけであり、このケージ相対変位を用いることで、Mermin-Wagner揺らぎに
隠されたガラスの遅いダイナミクスを捉えることができる。また、ケージ相対変位を用いた物
理量は系の有限サイズ効果を受けないため [180]、N = 1024で得られた緩和時間等の結果は、
N = 262144の系でも成立する。
本研究では、ケージ相対変位を用いた量として、ケージ相対平均二乗変位

〈(
∆rCR(t)

)2
〉

〈(
∆rCR(t)

)2
〉
=

1
N

∑
i

〈(
∆rCR

i (t)
)2
〉
. (6.3)

とケージ相対中間散乱関数 FCR
s (q, t)

FCR
s (q, t) =

1
N

∑
i

〈
eiq·rCR

i (t)
〉

(6.4)

を用いた。両者の関数はそれぞれ平均二乗変位 ⟨∆r(t)⟩ と中間散乱関数 Fs(q, t) で用いる粒子
変位を、通常の粒子変位からケージ相対変位に変えて計算を行った量である。
まずはじめに、通常の平均二乗変位

〈
∆r2(t)

〉
とケージ相対平均二乗変位

〈(
∆rCR(t)

)2
〉
につ

いて計算を行った。両者の結果を示したのが図 6.1 である。図 6.1(a) は通常の平均二乗変
位

〈
∆r2(t)

〉
であり、図 6.1(b) はケージ相対平均二乗変位

〈(
∆rCR(t)

)2
〉
である。短時間領域で

は、両者の振る舞いは一致しており、
〈
∆r2(t)

〉
∝ t2 という弾道的な振る舞いが観測される。し

かし、t ≥ 1の弾道的な領域を超えたプラトーが見える時間スケールでは、両者の振る舞いは
やや異なっている。高温側では、ガラス特有のプラトーはほとんど見えないため、

〈
∆r2(t)

〉
と〈(

∆rCR(t)
)2
〉
の間には、変化は見られないが、プラトーが観測されるような、十分低温である

T = 0.0012では、プラトー領域の振る舞いが異なる。通常の平均二乗変位
〈
∆r2(t)

〉
はケージ

相対平均二乗変位
〈(
∆rCR(t)

)2
〉
に比べ、緩和が速くなっている。これは Mermin-Wagnerゆら

ぎによる粒子の協同的な運動を
〈
∆r2(t)

〉
が拾ってしまうことに起因している。一方で、ケー

ジジャンプの効果のみを拾う
〈(
∆rCR(t)

)2
〉
では、ガラスのスローダイナミクスを捉えられてい

る。ここで、ケージ相対平均二乗変位
〈(
∆rCR(t)

)2
〉
のプラトー領域も 4.2.1小節で見た、平均

二乗変位に比べて完全な一定値になっているわけではない。これは、相互作用ポテンシャルに
Lennard-Jonesポテンシャルに比べて柔らかく短距離の相互作用である Harmonicポテンシャ
ルを用いているからである。Harmonicポテンシャルの場合には、注目している粒子がケージ
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Fig.6.1 平均二乗変位
〈
∆r2(t)

〉
(a) とケージ相対平均二乗変位

〈(
∆rCR(t)

)2
〉

(b)。ここで
T = 0.0012 ∼ 0.1までの結果を示している。t ≤ 1の弾道的な領域では、両者の振る舞いは
類似しており、

〈
∆r2(t)

〉
∝ t2 の振る舞いが見られている。一方で、プラトーが見える時間ス

ケールでは、
〈
∆r2(t)

〉
の傾きは

〈(
∆rCR(t)

)2
〉
に比べて大きくなっている。さらに長時間の領

域では、両者の振る舞いは一致し、粒子は拡散的な振る舞いを示す。この時間スケールで
は、

〈
∆r2(t)

〉
∝ tとなっている。

を構成する粒子の間を抜けることが、Lennard-Jonesポテンシャルの場合に比べて、容易だか
らであり、Harmonicポテンシャル系ではケージが Lennard-Jones系に比べて弱いということ
ができる。プラトー領域を超えた長時間領域では、平均二乗変位

〈
∆r2(t)

〉
とケージ相対平均二

乗変位
〈(
∆rCR(t)

)2
〉
の両者の振る舞いは一致している。この時間領域では、粒子は拡散的に振

る舞い、
〈
∆r2(t)

〉
∝ tとなる。

次に、系の構造緩和時間 τα を調べるために中間散乱関数を調べた。中間散乱関数も先に述
べたように、通常の変位を用いた中間散乱関数 Fs(q, t)とケージ相対変位を用いたケージ相対
中間散乱関数 FCR

s (q, t)を計算した。図 6.2に、中間散乱関数 Fs(q, t)(a)とケージ相対中間散乱
関数 FCR

s (q, t)(b)の結果を示した。ここでは、粒子径程度のスケールでの緩和を捉えるために
q = 2π/σS と選んでいる。Fs(q, t)と FCR

s (q, t)の両者とも高温側では、t ≈ 1 ∼ 10程度の時間
で緩和しており、両者の振る舞いにほとんど変化は見られない。一方で、系の温度を下げてい
くと、Fs(q, t)と FCR

s (q, t)の振る舞いは異なる。Fs(q, t)では、温度を下げていってもはっきり
としたプラトーが見られず、緩和が緩やかになっていくのみである。Fs(q, t)のこのような緩
やかな緩和の振る舞いは、今回の数値計算で用いた最も低温の場合である T = 0.0012の場合
でも見られており、このような低温の場合もはっきりとしたプラトー領域は観測されない。こ
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Fig.6.2 (a) 中間散乱関数 Fs(q, t) と (b) ケージ相対中間散乱関数 FCR
s (q, t)。ここで T =

0.0012 ∼ 0.1 までの結果を示している。高温側では、両者の振る舞いは一致しており、短
時間で急速に緩和している。一方で、低温側での振る舞いは大きく異なる。中間散乱関
数 Fs(q, t)では、プラトーが見られず相関は緩やかに落ちていく。一方で、ケージ相対中間
散乱関数 FCR

s (q, t)では、プラトーが生じており、ガラス特有の 2段階緩和が見えている。

れは、粒子がMermin-Wagner揺らぎによって動かされているために、ケージジャンプによる
構造緩和を起こさなくとも、変位できるため、ケージジャンプが見える特徴的な時間スケール
が隠されてしまうためである。一方で、ケージ相対中間散乱関数 FCR

s (q, t)では、T ≈ 0.01程度
で 2段階緩和の兆候が見え始め、温度をさらに下げていくことで、このプラトー領域は広がっ
ていくことがわかる。このプラトー領域が完全な一定値にならないのは、平均二乗変位の場合
で議論したように相互作用ポテンシャルに Harmonicポテンシャルを用いているためである。

FCR
s (q, t) では、プラトー領域が伸びていくため、Fs(q, t) に比べて相関が緩和するのにか

かる時間が明らかに長くなっていることがわかる。これは、FCR
s (q, t) では、ケージを構成す

る粒子との協同的な運動を抜いていることに起因している。では、次に、実際に FCR
s (q, t)と

Fs(q, t)の場合でどれだけ構造緩和時間が異なるかを調べる。本研究では、Fs(q, t) = 1/eとな
る時間を構造緩和時間 τα と定義した。Fs(q, t) と FCR

s (q, t) から求めた構造緩和時間を区別し
て書く必要がある場合には、それぞれ τα, τCR

α と書く。Fs(q, t) と FCR
s (q, t) から求めた構造緩

和時間を示したのが、図 6.3である。高温領域では τα と τCR
α はほとんど変化しない。一方で、

低温領域では、τCR
α は τα に比べて大きくなっている。今回得られた結果では、最も低温側の

T = 0.0012の場合には、τCR
α は τα に比べて 1桁近く大きい。これは、図 6.2で示したように

Mermin-Wagner揺らぎによる変位が含まれる Fs(q, t)は、ケージジャンプのみの効果を捉える
FCR

s (q, t)に比べて、早く緩和するように見えるからである。しかし、Mermin-Wagner揺らぎ
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Fig.6.3 Fs(q, t) から得られた τα(青三角) と FCR
s (q, t) から得られた τCR

α (赤丸) の温度 T 依
存性。高温側では、τα と τCR

α は一致している。それに対して、ケージジャンプが構造緩和
に重要な役割をはたす低温側では、ケージジャンプのみによる構造緩和を捉える τCR

α が、
Mermin-Wagner揺らぎの効果も含む τα に比べて大きな値になっている。

による変位は、ケージを構成する粒子との協同的な運動なので、実際には構造は緩和しておら
ず、正確な構造緩和時間は τCR

α であることに注意が必要である。以上から、2次元系の低温領
域においては、通常の Fs(q, t)で捉えられる緩和時間 τα は Mermin-Wagner揺らぎによって、
ケージジャンプによる構造緩和時間 τCR

α と大きく異なることがわかった。また、T = 10−2 以
下の温度領域に注目すると、τCR

α は温度がおおよそ一桁変化する間に、緩和時間が 4桁近く増
大していることがわかる。
本研究では、系を平衡化させる時の温度の違いによって系の構造の違いにどのような変化が
生じるかを調べるのが目的である。そのために、ここで系のエネルギーランドスケープの構
造変化が起きる動的転移点 Td がどこに存在するかを調べる。ここで、ケージ相対中間散乱関
数 FCR

s (q, t)によってもとまった構造緩和時間 τCR
α を用いて動的転移点の位置を調べる。以降

では、τCR
α のことを簡単に τα と書くことにする。動的転移点はモード結合理論が予測するダ

イナミクスが凍結する点であり、モード結合理論から動的転移点での緩和時間の発散は

τα ∝ |T − Td |γ (6.5)

という関数形であることが知られている [171, 173, 184, 185]。そこで、実際に数値計算で得ら
れた緩和時間を式 (6.5)でフィッテングすることで動的転移点を求める。ここで、FCR

s (q, t)に
遅いダイナミクスが見え始める T−2 以下のデータを用いて、フィッテングを行った。実際に、
フィッテングで得られた結果が図 6.4(a)である。確かに、低温側において、ベキ的な発散傾向
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(a) (b)

Fig.6.4 (a)緩和時間 τα とモード結合理論が予想する τ ∝ |T − Td |γ の関数でフィッテング
して得られた結果をプロットしている。ここで、フィッテングには T < 10−2 のデータを用
いた。フィッテングで得られた動的転移点は Td ≈ 0.0011 であり、指数は γ ≈ 2.4 であっ
た。プロットでは、横軸を動的転移点 Td を用いてスケールしている。(b)緩和時間 τα の逆
温度 1/T 依存性。緑色の波線はモード結合理論が予想する τ ∝ |T − Td |γ を示し、黒色の波
線は Vogel-Fulcher-Tamman(VFT)則 τα ∝ exp

(
A

T−TK

)
を示す。今回得られた温度範囲では、

2つの発散の振る舞いは同程度データをよく説明していることがわかる。紫の波線はモード
結合理論のべき則に対するフィッテングから得られた動的転移点 Td を示している。

が見られ、よくフィッテングにあっていることが確認できる。このフィッテングによって得ら
れた動的転移点は TCR

d ≈ 0.0011であり、指数 γ ≈ 2.4であった。この指数は、Lennard-Jones

液体で知られている指数の値 2.5 ∼ 2.7 [171, 173]に近い。また、通常の Fs(q, t)から得られる
構造緩和時間を用いて、同様のフィッテングを行うと、動的転移点は Td ≈ 0.0011となり、指
数は γ ≈ 1.9となった。このことからどちらの構造緩和時間を用いても、予測される動的転移
点の温度は変化しないことがわかる。一方で、指数 γ の値は、大きく異なっている。これは、
高温領域では Fs(q, t)と FCR

s (q, t)の構造緩和時間はほとんど変化しないのに対して、低温領域
において Fs(q, t)の構造緩和時間は FCR

s (q, t)の構造緩和時間よりも小さくなるからである。
また、FCR

s (q, t)によってもとまった構造緩和時間を用いて、ガラス転移点 TK を求める。ガ
ラス転移点 TK は、Vogel-Fulcher-Tamman(VFT)則 τα ∝ exp

(
A

T−TK

)
のフィッティングから求

める。我々のデータに対してフィッテングし、もとまった VFT則を示したのが図 6.4(b)の黒
点線である。ここで、モード結合理論が予測するべき則も図 6.4(b)に緑点線としてプロットし
た。今回、計算した範囲では、VFT則もモード結合理論が予測するべき則も得られたデータを
うまく説明することがわかる。今回、VFT則のフィッテングによって得られたガラス転移温
度は TK ≈ 0.00035であった。
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6.4 過冷却液体の Inherent Structureにおける Hyperuniformity

本研究の中心的テーマである熱的アニールによる系の密度揺らぎの変化を調べる。ここで、
長距離における系の密度揺らぎの相関を捉えるために、N = 262144の系を用いて解析を行っ
た。また、密度揺らぎを特徴付けるための物理量として、4.4 節で定義した定義 III の構造因
子 χ(q)を用いる。定義 IIIの構造因子 χ(q)は

χ(q) =
S S S (q)S LL(q) − S 2

LS (q)

x2
S S LL(q) + x2

LS S S (q) − 2xS xLS LS (q)
, (6.6)

である [18]。ここで、S νµ(q)は S νµ(q) =
〈
δρν(q)δρ∗µ(q)

〉
/N である各成分の間の静的構造因子

である。過冷却液体の Inherent Structureでは、Hyperuniformityが観測されることが知られて
いる [213]。そこで、この章では、系の Inherent Structureにおける密度揺らぎが熱的アニール
によってどのように変化するかを調べる。本研究では、各温度に対して 300個の独立なサンプ
ルに対してアンサンブル平均を行った。
実際に、我々の数値シミュレーションによって得られた構造因子 χ(q) を示したのが図 6.5

である。図 6.5(a)からわかるように、高波数 q ⪆ 2程度の領域では、アニール温度による変化
は生じていない。これは、熱的アニールによって短距離の構造はほとんど変化していないこと
を示している。一方で、系を低温でアニールすると中間的な波数領域 (0.3 ⪅ q ⪅ 2) で、χ(q)

の振る舞いが変化している。特に、0.3 ⪅ q ⪅ 1.3の領域では、Jamming転移点近傍と同様に
べき的な振る舞いが観測されているが、このべき的な振る舞いが熱的アニールの強度に依存し
て、弱くなっていることが確認できる。実際に、0.3 ⪅ q ⪅ 1.3の領域で χ(q)を χ(q) ∼ qα と
してフィッテングし、べき指数 α の温度依存性をプロットしたのが図 6.6 の赤線である。べ
き指数 αは確かに、系を平衡化させる温度 T を低くするに従って、下がっていくことが確認
できる。ここで、αは T = 0.01の場合には、α ≈ 0.55だったのに対して、T = 0.0015で平衡
化させた場合には、α ≈ 0.43 程度まで減少している。この結果と同様の振る舞いは、3 次元
の Lennard-Jones液体においても確認されている [231]。一方で、彼らの αは α ≈ 0.4 ∼ 0.15

の範囲で変化しており、指数の値自体は我々の結果とは異なる。Mitraは、このべき指数 αの
減少は系の Inherent Structureエネルギーの減少と対応していることを報告している。そこで、
我々の系の Inherent Structureエネルギーを図 6.6に緑線としてプロットした。確かに、αの減
少は、系の Inherent Structureエネルギーの減少と対応していることがわかる。これは、系が熱
的アニールによってエネルギーランドスケープを降っていくことによって、Inherent Structure

におけるべき的な振る舞いが弱くなっていくことを意味している。この熱的アニールによる α
の減少は、第 5章で見た力学的アニールによる Jamming転移点近傍における αの増大と逆の
振る舞いである。もちろん、今回我々は φ = 0.9という Jamming転移点から離れた充填率に
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(a)

(b)

Fig.6.5 (a) 系を平衡化させる温度 T を変化させた際の構造因子 χ(q) と (b) その構造因子
の低波数領域での振る舞い。ここで T = ∞は、系を平衡化させずにランダムな粒子配置か
らクエンチした際に得られた結果であり、高温側でアニールした場合と振る舞いはほとんど
変化しない。一方で、T = 0.002のように低温で系をアニールすると、その振る舞いは χ(q)
の振る舞いは高温側での振る舞いとは異なったものになる。構造因子は平衡化する温度を
低くしていくと中間領域で生じるべき的振る舞いが弱くなることが観測された。また、低波
数領域に着目すると、平衡化する温度を低くしていくと χ(q)の最小値が小さくなり、揺ら
ぎが増大し始める波数 qHU が低波数へとシフトしていく。
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Fig.6.6 αと Inherent Structureエネルギー EIS の温度依存性。T ＞ 0.05の温度領域では、
α は一定だが、T < 0.05 で系をアニールすることと、α は温度が減少するに従って小さく
なっていく。この αの T 依存性は、EIS の T 依存性と一致している。これは、系がエネル
ギーランドスケープを降っていくに従って、αが小さくなっていくことを示唆している。

おける密度揺らぎを調べているため、Jamming 転移点近傍の振る舞いと一致する理由はない
が、系に対するアニールの効果が Jamming転移点近傍と離れた密度領域で真逆の振る舞いを
するのは興味深い。
図 6.5 で示した構造因子 χ(q) は、系を平衡化する温度の違いによって低波数領域の振る舞
いが大きく変化することがわかる。構造因子 χ(q)の低波数領域を示したのが図 6.5(b)である。
この低波数領域での振る舞いには、主に 2つの変化が生じている。1つは、系を低温で平衡化
するとわずかではあるものの χ(q)の最小値が減少している点である。2つ目は、系を低温で平
衡化すると密度揺らぎが増大し始める点がより低波数領域へとシフトしていく [232]。ここで
我々は、この密度揺らぎが増大し始める波数を qHU と呼ぶことにする。
まずはじめに、平衡化温度 T に依存して χ(q)の最小値がどのように変化していくかを調べ

る。ここで、χ(q) の最小値を H = minq χ(q) と書くことにする。我々の系では、χ(q) の最大
値はほとんど変化していないことから、この量は先行研究で用いられている Hyperuniformity

index に類似した量である [234]。H は最も密度揺らぎが抑えられる長さスケールにおける、
密度揺らぎの大きさを示しており、H が小さい場合には密度揺らぎが小さくなっていることを
意味している。我々の構造因子から計算された H を示したのが図 6.7である。この最小値 H

も、T ≈ 0.017付近でわずかな上昇が見られるものの、T を下げていくに従って、減少してい
くことが確認できる。また、H の振る舞いも、αの場合と同様に Inherent Structureエネルギー
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Fig.6.7 χ(q) の最小値 H と Inherent Structure エネルギー EIS の温度依存性。H は最も密
度揺らぎが抑えられる長さスケールにおける、密度揺らぎの大きさを示している。H は、
T = 0.017においてわずかに上昇しているものの、基本的な振る舞いは EIS の振る舞いと類
似している。これは、系がエネルギーランドスケープを降っていくに従って、系の密度揺ら
ぎが小さくなることを意味している。

EIS と同じ振る舞いをしていることが確認できる。系のエネルギーランドスケープを下がって
いくに連れて、H が小さくなっていくことは、系の密度揺らぎがより抑えられた構造が熱的ア
ニールによって得られるということを示唆している。
次に、2つ目の点である系の熱的アニールに伴って、qHU が低波数領域へとシフトしていく
ことについて調べる。ここで、我々が得た低波数領域での χ(q)は、低波数ではデータ点が少
なく、シミュレーションデータから直接 qHU を推定するのは難しい。そこで、我々は先行研究
で用いられた最小値を持つような関数 [235]

χ(q) = Aqa + Bq +C (6.7)

を用いて、シミュレーションデータをフィッテングし、得られたフィッテング関数における最
小値を与える波数を qHU と定義した。ここで、フィッテングにおいては、0.01 ≲ q ≲ 0.4まで
のデータを用いて、フィッテングを行った。実際に、フィッテングによって得られた関数とシ
ミュレーションデータを示したのが図 6.8(a)である。確かに、フィッテング関数によって得ら
れた関数がシミュレーションデータをよく再現していることが確認できる。このフィッテング
関数の最小値を与える波数 qHU をプロットしたのが図 6.8(b)である。qHU も αや H と同様に
EIS の減少に伴って、小さくなっていることがわかる。これは、揺らぎが抑えられている長さ
スケールがより長距離になっていることを示唆している。今回数値シミュレーションで得られ
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(a)

(b)

Fig.6.8 (a)数値シミュレーションによって得られたデータ (点)と式 (6.7)でフィッテング
した関数 (線)。式 (6.7)によるフィッテングは、よく数値シミュレーションによって得られ
たデータと一致していることがわかる。(b)qHU と Inherent Structureエネルギー EIS の温度
依存性。ここで、qHU は、式 (6.7)のフィッテングによって得られた関数の最小値を与える
波数として定義してる。qHU は T > 0.05の温度で系をアニールした場合には変化しないが、
より低温で系をアニールすると小さくなっていく。これは、密度揺らぎの増大に関連する長
さスケールがより長くなっていくことを示しており、T = 0.0015では、ξHU = q−1

HU ≈ 200σ
程度まで長くなっている。また、qHU の T 依存性も、EIS の T 依存性と酷似していること
から、この長さスケールの増大は系がエネルギーランドスケープを降っていくことに起因し
ている。
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た長さスケール ξHU = q−1
HU は、高温でアニールした場合には ξHU ≈ 60程度であったのに対し

て、低温でアニールした場合には ξHU ≈ 200程度まで増大していることがわかる。
先行研究では、このような Hyperuniformity長の増大は、Jamming転移点近傍でのみ生じる

現象であると考えられていた [46]。6.1節で議論したように、先行研究は適切に系を平衡化で
きていなかったことが予想される。一方で、我々の研究では、各温度に対して系が平衡化を正
確に確認しており、動的転移点近傍で平衡化することで、高密度でも Hyperuniformity長が増
大するという振る舞いが生じることを示した。
以上の密度揺らぎ χ(q)の解析の結果から、系に対して熱的アニールを施すことによってそ

の振る舞いが長距離の長さスケールに大きな影響を与えることがわかった。また、今回調べた
χ(q)の中間的な長さスケールにおけるべき的振る舞い、χ(q)の最小値、χ(q)において揺らぎが
増大し始める波数 qHU が全て Inherent Structureエネルギー EIS と関連していることがわかっ
た。つまり、系が熱的アニールによってエネルギーランドスケープを降っていくのに従って、
Inherent Structureにおける密度揺らぎが変化することがわかった。

6.5 まとめ
この章では、2次元 2成分系の充填率 φ = 0.9の Harmonicポテンシャルで相互作用する過

冷却液体系を低温で平衡化させた時の Inherent Structureにおける密度揺らぎについて解析を
行った。まずはじめに、粒子数が N = 1000でこの系のダイナミクスについて解析を行った。
2次元系では、Mermin-Wagner揺らぎによって系の緩和時間 τα が、見かけ上小さく見えてし
まう。そこで、Mermin-Wagner揺らぎの効果を取り除くことのできる物理量であるケージ相
対変位を用いたケージ相対中間散乱関数 FCR

s (q, t) を用いて、系の構造緩和時間を定義した。
ケージ相対変位を用いた物理量はシステムサイズ依存性を示さない [180]。これを用いて、系
の動的転移点 Td を求めた。この系では、動的転移点は Td ≈ 0.0011であった。興味深いこと
に、動的緩和時間の値自体はMermin-Wagner揺らぎの影響を強く受ける中間散乱関数 Fs(q, t)

から計算しても同じ値が得られる。両者を用いた時の違いは、動的転移点における発散のべき
の値であり、中間散乱関数 Fs(q, t)を用いると発散のべきは弱くなる。
次に、我々は粒子数が N = 262144の系を用いて、系の Inherent Structureにおける密度揺ら
ぎの性質を調べた。図 6.5に示したように、構造因子 χ(q)は 3つの点で変化が生じる。1つ目
は、χ(q)の中間的な波数領域に生じるべき的な振る舞いの変化である。このべき指数 αは、低
温で系を平衡化させるに従って、αは小さくなる。この時、αは、T = 0.01の時には α ≈ 0.55

であったのに対して、T = 0.0015では α ≈ 0.43まで減少した。ここで、べきは温度を下げる
に従って、小さくなるものの、低温での χ(q)の値自体は、高温での χ(q)に比べて短い長さス
ケールで小さくなっている。2つ目は、χ(q)の最小値 H が、系の平衡化温度を下げるに従っ
て、減少する点である。最後に、χ(q)の低波数領域において、揺らぎが増大し始める波数 qHU
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が低波数領域へとシフトしていく振る舞いが観測された。このような揺らぎが増大し始める長
さスケール ξHU = q−1

HU は、Jamming転移点直上でのみ増大するとされていた [46]が、我々の
結果は系を十分低温でアニールできれば、Jamming転移点から離れた高密度でも ξHU が増大
することを示している。今回の結果で最も興味深いのは、α,H, qHU の全ての振る舞いが系の
Inherent Structure エネルギーの変化と対応して変化している点である。これは、系がエネル
ギーランドスケープを降っていくに従って、系の揺らぎが長距離に渡って抑えられている構造
が実現することを示唆している。
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第 7章

結論

この章では、本論文で得られた主要な結果についてまとめる。
本論文では、Active Matter 系、Jamming 系、過冷却液体系の 3 つの非平衡系における

Hyperuniformityについて考えた。その結果、それぞれの系では、各系個別のパラメータ等に
強く依存して Hyperuniformityの性質が変化することがわかった。これは、非平衡系における
共通した Hyperuniformityの性質はないことを示唆している。以下では、それぞれの系におい
て得られた結果についてまとめる。

7.1 Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle模型にお
ける Hyperuniformity

第 3章において、我々は Scalar Active Matter模型の一つである Active Ornstein-Uhlenbeck

Particle(AOUP) 模型を一般化した、Generalized Active Ornstein-Uhlenbeck Particle(GAOUP)

模型の研究を行った。GAOUP 模型は、応答関数とノイズの相関関数がそれぞれ異なる記憶
時間 τm, τp を持つ非平衡模型である。GAOUP 模型は、τm = τp では平衡の Underdamped

Langevin方程式に一致し、τm → 0の極限では、AOUP模型になる。
GAOUP模型のパラメータが τm < τp の場合には、AOUPに漸近する領域であることから予
想されるように、このパラメータ領域では、系は AOUP模型と類似した振る舞いをする。系
は、Motility Induced Phase Separationと呼ばれる非平衡相分離を起こし、系の密度揺らぎ S (k)

は、低波数領域で増大する振る舞いを示す。一方で、我々は GAOUP模型に特徴的な τm > τp

の領域において、系に Hyperuniformityが生じることを確認し、その Hyperuniformity指数が
α ≈ 1.5 という非自明な値を示すことを発見した。この値は先行研究では報告されていない
値である。我々は、この値がどの程度普遍的に見られるか調べるために、系の密度や相互作
用ポテンシャル、システムサイズを変化させた数値シミュレーションを行い。これらの変化
に対して、α ≈ 1.5 という値は変化しないことを示した。また、この GAOUP 模型における
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Hyperuniformity は流動相において生じることが特徴的である。この Hyperuniformity は、粒
子間の平均自由時間 τcol と相互作用に対する記憶時間 τm が τcol > τm となる領域において生
じることがわかった。これは、粒子が一つ前の衝突の記憶を保持した状態で、次の粒子に衝突
することで Hyperuniformityが生じることを示している。この結果は、相互作用の記憶時間が
長いことによって、粒子間相互作用が有効的に長距離になることを示唆しており、長距離斥力
が平衡系における Hyperuniformityにおいて重要な要素であったことと一致している。
また、我々は、τm > τp の領域で各粒子の速度分布の非ガウス性パラメータと速度の空間相
関を調べた。これらは、パラメータ空間の局所的な領域においてピークを持つことがわかっ
た。この振る舞いは、τm > τp の広い領域で存在する Hyperuniformityとは異なる振る舞いで
ある。また、速度の空間相関は先行研究 [156, 157]で見られていた指数型の相関ではなく、べ
き的な相関であることがわかった。

7.2 アモルファス系における Hyperuniformity

7.2.1 2次元 Jamming転移点直上での Hyperuniformityの性質
第 4章において、我々は 2次元 2成分系の Jamming転移直上の Hyperuniformityにおける
構造因子 χ(q)の振る舞いを解析した。その結果、2次元系における Jamming転移点近傍の指
数は α ≈ 0.63であることがわかった。これは、3次元系の Jamming点近傍で報告されてきた
指数である α = 1に比べて小さい値である。また、我々はこの指数の次元依存性が、Jamming

転移の平均場の議論から正当化できることを示した。

7.2.2 力学的アニールによる Jamming転移点直上での Hyperuniformityの性
質の変化

第 5章において、我々は系に対して力学的操作を加え、それに伴う系の密度揺らぎの変化を
調べた。まずはじめに、我々は 2次元 2成分系に対して、膨張圧縮サイクルを加え、Jamming

転移点の増加に伴って Jamming転移点直上の構造がどのように変化するかを調べた。最初に、
Jamming 転移点の増大に伴って、系の中の粒子間接触を持たない粒子であるラトラー粒子の
数がどのように変化するかを調べた。我々は、Jamming転移点の増大に伴って、粒径の大きい
ラトラー粒子の数が増加することを確認した。さらに、構造を支えるのに必要な粒子だけで計
算される有効的な Jamming 転移点 φeff

J を計算したところ、Jamming 転移点の増大に比べて、
その増加は小さいことがわかった。これは、Jamming転移点の増加は主に、ラトラー粒子の増
加がになっていることがわかる。この結果は、平均場描像で説明される Jamming転移点の増
加の主要な役割を果たしているのが、平均場描像には含まれないラトラー粒子によっているこ
とは、いささか不思議であり、平均場描像とラトラーの関係を理解するためには、ラトラー粒
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子に関するより詳細な解析が必要である。
さらに、我々は Jamming 転移点の増加に伴って、Jamming 転移点直上の Hyperuniformity

がどのように変化するかを調べた。前章の結果から、Jamming転移点直上の Hyperuniformity

のべき指数は α ≈ 0.63であったが、系に対して最大充填率 φMAX = 1.3まで圧縮するサイクル
を加えると、α ≈ 0.74となることがわかった。また、このべき指数 αは、系の Jamming転移
点 φJ の増大に伴って、増加していることを明らかにした。これは、系に力学的アニールを加
えることで、系が安定化していると考えると、理想ガラス転移点では系が Hyperuniformityを
示すという近年の理論的な予想と一致する [220]。φMAX を制御するだけでなく、系に対する
膨張圧縮サイクル回数 M を制御した場合にも、同様の αの増大を観測した。
次に、系に対して膨張圧縮サイクルではなく、周期剪断を加えた場合の研究を行った。我々
は、系の密度が Jamming 転移点よりわずかに低い φ = 0.82 という 2 次元 2 成分系に対し
て、周期的剪断を系に加えた。Jamming 転移点以下の密度では、系は point-reversible 相と
loop-reversible 相という異なる粒子軌道を持つ 2 つの可逆相を持つ。この 2 つの中間領域で
は、準不可逆領域が存在するものの、φ = 0.82 ではこの準不可逆領域は非常に狭く、この 2

つの可逆相の間の転移が剪断強度 γ ≈ γp 程度で生じる。我々は、この 2つの可逆領域に渡っ
て、γ を変化させ、粒子軌道の変化に伴って、系の密度揺らぎの変化を調べた。周期剪断を
系に加えない場合には、構造因子 χ(q) は低波数で急激に増大する振る舞いを示す。一方で、
わずかに系に対して周期剪断を加えると、低波数領域での揺らぎの増大はおさえられ、χ(q)

の中間的な波数領域にべき的な振る舞いが生じることを明らかにした。中間領域でのべきの
指数 α は、point-reversible 相では γ を上げていくと、徐々に増大していく。興味深いこと
に、point-reversible相と loop-reversible相から転移する γ ≈ γp 付近で、Hyperuniformityのべ
き指数 α は α ≈ 0.64 という、系に対して力学的アニールを一切加えていない場合の 2 次元
Jamming転移点直上での指数と等しくなることがわかった。また、loop-reversible相では、γp

よりも強い剪断を加えても、αは変化せず、α ≈ 0.64に止まることがわかった。
本章の研究は、全ての力学的操作を準静的に行うため、数値計算コストが高く、密度揺らぎ
の計算は、十分な精度を得るには非常に多くのサンプルが必要であったため、解析全体の数値
計算コストが高く、比較的小さい系を用いてしか研究を行うことができなかった。今回得られ
た結果をより大きい系で検証することは、Jammig転移点近傍の構造の変化の全貌を捉える上
で非常に重要である。

7.2.3 熱的アニールによる過冷却液体の Inherent Structureでの Hyperunifor-
mityの性質の変化

第 6章において、我々は φ = 0.9の 2次元 2成分過冷却液体の Inherent Structureの平衡化温
度依存性を調べた。近年の研究で、3次元 Lennard-Jones液体の Inherent Structureの構造因子
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χ(q)では、Jamming転移点直上の Hyperuniformityに類似したべき的振る舞いを示すことが報
告された [213]。我々は 2次元の巨大な系を用いることで、過冷却液体の Inherent Structureに
おける密度揺らぎの性質を調べた。その結果、我々の 2次元系においても χ(q)にべき的な振
る舞いが生じることを示した。また、この際のべき指数 αは、系の Inherent Structureエネル
ギー EIS に伴って現象していくことがわかった。この αのアニール温度依存性は 3次元系の
Lennard-Jones 系の場合でも報告されており [231]、その振る舞いは先行研究の結果と我々の
結果は類似している。一方で、先行研究では、α ≈ 0.4 ∼ 0.15の範囲で変化しているが、今回
の我々の結果は α ≈ 0.55 ∼ 0.43の範囲で変化しており、2次元と 3次元で値自体は大きく異
なる。Inherent Structureにおける指数の値は系の空間次元や密度にも依存しうるため、さらな
る解析が必要である。
αの変化に加えて、χ(q)において揺らぎが増大し始める波数である qHU = ξ

−1
HU も EIS の減少

に伴って、より低波数側へとシフトしていくことを確認した。このような Hyperuniformity長
ξ−1

HU の増大は先行研究でも議論されたが、Jamming転移点直上でのみ起きる現象であるとされ
ていた [46]。しかし、先行研究では系に対して適切な平衡化が行えていないことが予想され、
我々は系に対して適切に平衡化を行うことで、高密度の Jamming転移点よりも遠い場合にお
いても、熱的アニールによって ξHU が増大することを確認することができた。また、この長さ
スケールはアニールによって、ξHU ≈ 60σ ∼ 200σ程度まで増大する。つまり、系のサイズと
同程度まで増大する長さスケールが存在する可能性を示唆している。今回得られた結果は、全
て系の Inherent Structure エネルギーの減少に伴って生じている。これは、系がエネルギーラ
ンドスケープを降っていくについれて、系の密度揺らぎが広いスケールに渡って小さく抑えら
れることを示唆している。
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[91] E. Bertin, M. Droz, and G. Grégoire, “Hydrodynamic equations for self-propelled parti-

cles: microscopic derivation and stability analysis”, J. Phys. A Math. Theor. 42, 445001

(2009).

[92] T. Ihle, “Kinetic theory of flocking: derivation of hydrodynamic equations”, Phys. Rev. E

83, 030901 (2011).

[93] T. Ihle, “Chapman–Enskog expansion for the vicsek model of self-propelled particles”, J.

Stat. Mech. Theory Exp. 2016, 083205 (2016).

[94] F. D. C. Farrell, M. C. Marchetti, D Marenduzzo, and J Tailleur, “Pattern formation in

self-propelled particles with density-dependent motility”, Phys. Rev. Lett. 108, 248101

(2012).
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