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4 目次

本論文の要旨

近年、物質科学に数学のトポロジーの考えが導入されるようになった。トポロジーでは切ったり、貼ったりすること

なく連続変形で移り変わることのできるモノ同士を同相と見なす。例を挙げると、湯飲みは球と同相である。また、マ

グカップはトーラスと同相である。このようにトポロジーにおいて形の詳細は重要では無い。ここで重要になるのが、

連続変形をしても変化しない量“トポロジカル不変量”である。このようなトポロジカル不変量の例としては穴の数や

面の数が挙げられる。先の湯飲みとマグカップの例では湯飲みが穴の数が 0個の相、マグカップが穴の数が 1個の相

としてトポロジカル不変量で分類される。物質系のハミルトニアンを一種の形を持つものと見なすことで、このトポロ

ジーの考えが物質科学の分野に導入された。その結果として、物質内部は絶縁体であるにもかかわらず、表面は金属的

なトポロジカル絶縁体と呼ばれるトポロジカルに非自明な絶縁体の発見に至った。近年では、絶縁体におけるトポロ

ジーの議論が拡張されトポロジカル半金属やトポロジカル超伝導体などの新たなトポロジカル物質の発見に繋がって

いる。

本論文は近年注目されているトポロジカルに非自明な物質・系及びそれに関連する系の輸送現象に関する自身の研究

成果 [自身の論文 [1],[2],[3],[4]]をまとめたものである。本論文の構成は以下の通りである。なお、自身の論文の番号に

ついては論文リストの番号を参照のこと。

第 1章では、研究全体の背景としてトポロジカル物質に関する基礎事項を紹介する。まず、最初に一般的な超伝導に

ついての基礎事項を紹介する。次に相対論的な方程式であるディラック方程式とそこから導かれるスピン軌道相互作用

について紹介する。最後にトポロジカル物質について紹介する。

第 2章ではラシュバ型スピン軌道相互作用 (RSOC)とゼーマン磁場の共存する二次元電子系の電子状態と電気伝導

の関係について研究成果をまとめる [自身の論文 [1],[2]]。近年、人工的にトポロジカル超伝導を実現しようとする試み

がある。その一つとして、Sauらによってトポロジカル超伝導を実現する系として RSOCとゼーマン磁場の共存する

系に超伝導体を接合した系が提案された [99]。これ以降スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系がトポロジカ

ル超伝導を実現するプラットフォームとして注目されるようになった。これらの系はトポロジカル超伝導を実現するプ

ラットフォームとしてだけでなく、それ単独で興味深い系である。スピン軌道相互作用を持つ系ではスピン軌道相互

作用に起因してバンド分裂や、電子のスピンが運動量に依存するスピン-運動量ロッキングが生じる。その結果、フェ

ルミ準位に依存して波数空間中のスピン構造や状態密度のエネルギー依存性の異なる複数の電子状態が生じる。また、

ゼーマン磁場によってエネルギーギャップが開くことでスピンの自由度が半分になった特殊な電子状態が現れる。これ

らの電子状態の違いが電気伝導にどのような影響を及ぼすかは自明ではない。そこで接合系においてゲート電圧を用い

て電子状態を変えることでコンダクタンスがどのように変化するかを計算した。その際、RSOCとゼーマン磁場の共

存する系の波動関数がゼーマン磁場により生じるギャップ内で変化することを発見した。この変化を踏まえないと正し

くコンダクタンスを計算することが出来ない。この波動関数の変化はエネルギーと波数の二乗の分散関係を考慮するこ

とで理解できることを明らかにした。また、コンダクタンスに RSOCとゼーマン磁場の共存する系の状態密度のエネ

ルギー依存性とエネルギーに対するフェルミ面の非単調な変化が反映されていることを明らかにした。

第 3章ではトポロジカルディラック半金属 (TDSM)におけるスピンホール効果に関する研究成果をまとめる [自身

の論文 [3]]。一般に自由電子系ではエネルギーは波数の二乗に比例することがよく知られている。一方、トポロジカル

絶縁体表面やグラフェンでは、エネルギーが波数に比例した分散関係を持つことが知られている。この線形分散はディ

ラックコーンと呼ばれ、粒子はシュレディンガー方程式ではなく、相対論的な方程式であるディラック方程式に従うと

期待されている。従来ディラックコーンはトポロジカル絶縁体表面やグラフェンといった二次元系でのみ見られたが、

近年バルクにディラックコーンが対になって現れる三次元物質として TDSM が発見され、注目されている。TDSM

ついて様々な電磁気学的応答が調べられてきており、その一つして Burkovと Kimによってスピンホール効果が調べ

られた [25]。スピンホール効果とは非磁性物質に外部電場を印加すると電場に対し垂直方向にスピンの流れであるスピ
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ン流が生成される現象である。この現象の強さを表す量としてスピンホールコンダクタンス (SHC)を定義することが

できる。Burkovと Kimは TDSMのモデルをフェルミ準位上のディラック点近傍で線形近似したモデルを用いて低温

極限で SHCを計算した。その結果として SHCがディラック点間の距離に比例することを示した [25]。このような計

算が行われた背景には低温極限ではフェルミ準位近傍のみが物理量に寄与するという暗黙の期待がある。しかし、量

子ホール効果に見られるように、物理量にフェルミ準位近傍以外からの寄与がある場合が存在する [124]。そのため、

Burkovと Kimの線形近似が正しいかは明らかでない。本研究では TDSMのフェルミ準位近傍以外からの寄与も考慮

するために、格子モデルから SHCの計算を行った。その結果として、先行研究と定性的に同じパラメータ依存性を示

すパラメータ領域が存在する一方、先行研究とは異なるパラメータ依存性を示す領域があることを明らかにした。ま

た、異なるパラメータ依存性を示す場合ではエネルギーギャップの開いたディラックコーンが生じており、このディ

ラックコーンがパラメータ依存性を変化させることを明らかにした。このギャップの開いたディラックコーンが現れ

ることは、TDSMの持つトポロジカル不変量であるミラーチャーン数の変化と対応しており、TDSMの SHCのパラ

メータ依存性の変化はミラーチャーン数の値の変化に対応したものであることを明らかにした。

第 4章では三次元トポロジカルジョセフソン接合におけるフラットバンドゼロエネルギー状態についての研究成果を

まとめる [自身の論文 [4]]。トポロジカルに非自明な絶縁体と同様にトポロジカル超伝導体も表面に状態 (エッジ状態)

を持つ。このエッジ状態にもいくつかの種類があることが分かっている。それらのエッジ状態の中でもスピン三重項

px 波超伝導体などで見られるフラットバンドゼロエネルギー状態はフェルミ準位に高い縮退度を持つ。そのため、フ

ラットバンドゼロエネルギー状態を持つ超伝導体においては低エネルギーの電磁気学的応答が劇的になることが期待さ

れる。しかし、現在 px 波超伝導体の確固たる候補物質はない。この候補物質の不足に対し、人工的な px 波超伝導体

を作り出す提案が複数行われている [5, 134]。しかし、これらの人工的な px 波超伝導体は (I)トポロジカル超伝導を実

現するためにペアポテンシャルに比べ強いゼーマン磁場が必要である、(II)面直方向の対称性の破れに起因して生じる

RSOCがフラットバンドゼロエネルギー状態を壊す [134]という二つの問題点を持つ。しかし、(II)の問題点について

は近年、解決策として二次元のトポロジカルジョセフソン接合が提案された。この系では、位相差に依存した束縛状態

に着目することで、弱いゼーマン磁場でトポロジカル超伝導が実現する [89]。本研究では (I),(II)の問題を解消すべく、

二次元のトポロジカルジョセフソン接合のアイデアを拡張し、三次元のトポロジカルジョセフソン接合を提案した。こ

の系ではトポロジカルジョセフソン接合の性質として弱いゼーマン磁場でトポロジカル超伝導が実現するだけでなく、

トポロジカル超伝導の実現する領域の近傍では面直方向の対称性が保たれているため、フラットバンドゼロエネルギー

状態を壊す RSOCも十分小さくなると期待される。そこで本研究では三次元のトポロジカルジョセフソン接合におい

てフラットバンドゼロエネルギー状態が現れるかを明らかにするため、局所状態密度を数値的に計算した。その結果と

して、確かに弱いゼーマン磁場を印加することでエッジ状態としてフラットバンドゼロエネルギー状態が現れることが

明らかになった。

第 5章は論文全体のまとめを行う。
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第 1章

研究の背景

研究全体の背景としてトポロジカル物質に関する基礎事項を紹介する。まず、最初に一般的な超伝導についての基礎

事項を紹介する。次に相対論的な方程式であるディラック方程式とそこから導かれるスピン軌道相互作用について紹介

し、最後にトポロジカル物質について紹介する。

1.1 超伝導

1911年に Kamerling・Onnesによって、水銀において電気抵抗値が 4.2K以下でゼロになる現象が発見された。ま

た、1933年にはMeissnerと Ochsenfeldによって超伝導体は外部磁場を印加すると、その磁場を排斥する完全反磁性

を示すこと (マイスナー効果)が発見された。この抵抗値がゼロになる現象とマイスナー効果の二つの現象は、今日超伝

導体と呼ばれる物質の示す重要な性質として知られている。この超伝導体の発現機構は 1957年に Bardeen, Cooper,

Schriefferによって作られた BCS理論によって初めて示された [17]。その後、1987年に BCS理論の想定を超える転

移温度を持つ銅酸化物超伝導体が、2008年には鉄系超伝導体が発見された。これらの超伝導体の発現機構は BCS理論

では説明することが出来ず、現在も研究が行われている。この節では超伝導体を特徴づける量である超伝導ペアポテン

シャルの導入と超伝導体との接合で見られる現象の紹介を行う。

1.1.1 BCSハミルトニアン

超伝導状態は二つの電子がクーパー対と呼ばれる電子対を形成し、クーパー対がボーズ凝縮することにより引き起こ

される。Bardeen, Cooper, Schriefferはこのクーパー対の形成がフォノンを介した電子格子相互作用によって電子間

に引力相互作用が生じることで起こると説明した [17]。ここでは特に電子格子相互作用によってどのように引力相互作

用が生じるかという点には立ち入らず、引力相互作用が存在するという仮定の下で超伝導ペアポテンシャルの導入を行

う。また、超伝導ペアポテンシャルによってクーパー対が形成される際に準粒子励起バンドに超伝導ギャップが開くこ

とを示す。

二電子間の相互作用を表すハミルトニアンは

Ȟ =
∑
k,σ

ξkc†
k,σ

ck,σ +
1

2

∑
k,k′,q,σ,σ′

Vk,k′,q,σ,σ′c†
k+q,σ

c†
k′−q,σ′ck′,σ′ck,σ (1.1)

のように書き表される。ここで k, k ′ は電子の波数、q はフォノン波数、c(†)
k,σ
は波数 k、スピン σ の電子の消滅 (生

成)演算子、ξk = ϵk − µは準粒子のエネルギー、ϵk は電子の運動エネルギー、µは化学ポテンシャル、Vk,k′,q,σ,σ′ は二

電子間の相互作用である。BCS 理論ではこの電子間相互作用 Vk,k′,q,σ,σ′ は電子格子相互作用に起因する引力であり、

Vk,k′,q,σ,σ′ = −g (g > 0)のように波数 q に依存せず、また波数とスピンの向きが互いに逆の電子間に働くものと仮定す



1.1 超伝導 7

る。この仮定の下で式 (1.1)は

Ȟ =
∑
k,σ

ξkc†
k,σ

ck,σ − g
∑
k

c†
k,↑c†−k,↓c−k,↓ck,↑ (1.2)

となる。式 (1.2) の第二項は四体相互作用であるので一般に解くことは出来ない。そこで式 (1.2) の第二項の中の

c†
k,↑c†−k,↓ と c−k,↓ck,↑ を

c†
k,↑c†−k,↓ = ⟨c†

k,↑c†−k,↓⟩ + δ(c
†
k,↑c†−k,↓), (1.3)

c−k,↓ck,↑ = ⟨c−k,↓ck↑⟩ + δ(c−k,↓ck,↑) (1.4)

のように平均場 ⟨c†
k,↑c†−k,↓⟩, ⟨c−k,↓ck,↑⟩ と平均場まわりでの揺らぎ

δ(c†
k,↑c†−k,↓) = c†

k,↑c†−k,↓ − ⟨c†
k,↑c†−k,↓⟩, (1.5)

δ(c−k,↓ck,↑) = c−k,↓ck,↑ − ⟨c−k,↓ck,↑⟩ (1.6)

を用いて書き直すと式 (1.2)は

Ȟ =
∑
k,σ

ξkc†
k,σ

ck,σ − g
∑
k

[⟨c†
k,↑c†−k,↓⟩ + δ(c

†
k,↑c†−k,↓)][⟨c−k,↓ck,↑⟩ + δ(c−k,↓ck,↑)] (1.7)

となる。ここで平均場まわりの揺らぎの項同士の積は十分小さいとして無視すると式 (1.7)は

Ȟ ∼
∑
k,σ

ξkc†
k,σ

ck,σ − g
∑
k

[⟨c†
k,↑c†−k,↓⟩⟨c−k,↓ck↑⟩ + ⟨c†

k,↑c†−k,↓⟩δ(c−k,↓ck,↑) + δ(c†k,↑c†−k,↓)⟨c−k,↓ck,↑⟩] (1.8)

=
∑
k,σ

ξkc†
k,σ

ck,σ + g
∑
k

[⟨c†
k,↑c†−k,↓⟩⟨c−k,↓ck,↑⟩ − ⟨c†

k,↑c†−k,↓⟩c−k,↓ck,↑ − c†
k,↑c†−k,↓⟨c−k,↓ck,↑⟩] (1.9)

と近似される [146, 148]。ここで超伝導ペアポテンシャル ∆を

∆ ≡ −g
∑
k

⟨ck′,↑c−k′,↓⟩ (1.10)

のように導入すると式 (1.9)は

ȞMF =
∑
k,σ

ξkc†
k,σ

ck,σ + ∆
∑
k

c†
k,↑c†−k,↓ + ∆

∗
∑
k

c−k,↓ck,↑ +
|∆|2

g
(1.11)

となる。式 (1.11)は行列の形で書くと

ȞMF =
∑
k

(
c†
k,↑ c−k,↓

) (
ξk ∆

∆∗ −ξk

) (
ck,↑
c†−k,↓

)
+ const. (1.12)

となる。このハミルトニアンを対角化するために以下の式 (1.13)のようにボゴリューボフ変換を行い、電子の演算子

c(†)
k,σ
からボゴリューボフ準粒子の演算子 α

(†)
k,σ
に基底を変換する。(

ck,↑
c†−k,↓

)
=

(
uk −vke−iθ

vkeiθ uk

) (
αk,↑
α†
−k,↓

)
. (1.13)

θ は ∆ = ∆0eiθ を満たす。また、uk と vk は

uk =

√
1

2

(
1 +

ξk
Ek

)
, vk =

√
1

2

(
1 − ξk

Ek

)
(1.14)
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で与えられ、u2
k
+ v2

k
= 1を満たす。Ek =

√
ξ2
k
+ ∆20 である。このように基底を変換することで

ȞMF =
∑
k

(
α†
k,↑ α−k,↓

) (
Ek 0
0 −Ek

) (
αk,↑
α†
−k,↓

)
+ const. (1.15)

のように対角化され、準粒子のエネルギー固有値として ±Ek を得る。ここで準粒子のエネルギー固有値の分散は超伝

導ペアポテンシャルによって 2∆0 の大きさのエネルギーギャップを持つ [146]。

1.1.2 超伝導ペアポテンシャル

BCS理論では相互作用 Vk,k′,q,σ,σ′ が波数 q に依存せず、波数とスピンの向きが互いに逆の電子間に働くものと仮定

した。その結果として式 (1.10)のような波数とスピンに依存しない超伝導ペアポテンシャルを得た。しかし、実際に

は波数とスピンに依存した超伝導ペアポテンシャルも考えることが出来る。式 (1.10)に波数とスピンの自由度を取り

入れて一般化をすると

∆σ,σ′(k) ≡
∑
k′

V(k − k ′)⟨ck′,σc−k′,σ′⟩ (1.16)

となる。式 (1.12)も同様に一般化すると

ȞMF =
∑
k

(
c†
k,↑ c†

k,↓ c−k,↑ c−k,↓
) (

ξk σ̂0 ∆̂(k)
−∆∗(−k) −ξk σ̂0

) ©«
ck,↑
ck,↓
c†−k,↑
c†−k,↓

ª®®®®¬
+ const. (1.17)

となる。ここで行列 ∆̂(k)は

∆̂(k) =
[
∆↑↑(k) ∆↑↓(k)
∆↓↑(k) ∆↓↓(k)

]
(1.18)

で与えられる。ここでフェルミ粒子の反交換関係 ⟨ck′,σc−k′,σ′⟩ = −⟨c−k′,σ′ck′,σ⟩ を満たす必要があるので、行列 ∆̂(k)
について式 (1.19)が成り立つ。 [

∆↑↑(k) ∆↑↓(k)
∆↓↑(k) ∆↓↓(k)

]
=

[
−∆↑↑(−k) −∆↓↑(−k)
−∆↑↓(−k) −∆↓↓(−k)

]
. (1.19)

この関係式からペアポテンシャルが波数 k について偶関数即ち ∆̂(k) = ∆̂(−k)であれば

∆↑↑(k) = ∆↓↓(k) = 0, (1.20)

∆↑↓(k) = −∆↓↑(k) (1.21)

が成り立つ。式 (1.21) より、ペアポテンシャルの符号がスピンの入れ替えに対して反転するため、クーパー対のス

ピンに対する対称性はスピン一重項であることが分かる。一方、ペアポテンシャルが波数 k について奇関数即ち

∆̂(k) = −∆̂(−k)の場合は

∆↑↓(k) = ∆↓↑(k) (1.22)

が成り立つ。式 (1.22)より、ペアポテンシャルはスピンの入れ替えに対して符号を変えないため、クーパー対のスピン

に対する対称性はスピン三重項であることが分かる [143]。このようにクーパー対はスピン一重項とスピン三重項に分

けられるが、これらはクーパー対の軌道角運動量 l によって更にスピン一重項 s波 (l = 0)、スピン三重項 p波 (l = 1)、

スピン一重項 d 波 (l = 2)、スピン三重項 f 波 (l = 3)のように分類される [図 1.1]。BCSハミルトニアンの節で取り

扱ったペアポテンシャルはスピン一重項 s波である。
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図 1.1 ペアポテンシャルの例。図中の赤と青で色を塗ってある領域はそれぞれペアポテンシャルの符号が正、負の

領域。スピン一重項 s 波はペアポテンシャルが波数に依らず一定。スピン三重項 px(y) 波はペアポテンシャルが波
数 kx(y) に比例する。スピン一重項 dxy 波はペアポテンシャルが kx ky に、dx2−y2 波は k2x − k2y に比例する [104]。

px 波や py 波、dxy 波、dx2−y2 波はペアポテンシャルの符号が変わる ”ノード” を点で持つ。

以上の結果を改めて書き直すとペアポテンシャルが波数 k について偶関数の場合は

∆̂(k) =
[

0 ψ(k)
−ψ(k) 0

]
, (1.23)

奇関数の場合は d というベクトルを導入して

∆̂(k) = id(k) · σ̂σ̂y =

[
−dx + idy dz

dz dx + idy

]
, (1.24)

のように表される [104]。それぞれの場合についてこれまでと同様に式 (1.17)を対角化するとエネルギー固有値として

±Ek± を得る。Ek± は波数 k について偶関数の場合

Ek+ = Ek− =
√
ξ2
k
+ |ψ(k)|2, (1.25)

奇関数の場合は

Ek± =
√
ξ2
k
+ |d(k)|2 ± |q(k)| (1.26)

となる。ただし、q(k) = id(k) × d∗(k)である [104, 148]。先に導入した s 波の超伝導ペアポテンシャルの場合はペア

ポテンシャルが波数に依存せず定数であったため完全にギャップが開くが、スピン三重項 px 波やスピン一重項 dxy 波

などノード点 (ペアポテンシャルの符号が変わる点、ノード点でペアポテンシャルがゼロになる)を持つ超伝導ペアポ

テンシャルを持つ場合、式 (1.25), (1.26)よりノード点でギャップが閉じ得る。
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1.1.3 超伝導接合での物理

Bogoliubov-de Gennes方程式

ここまでは均一な超伝導体に注目してきた。一方、不均一な超伝導体を記述する方程式として Bogoliubov-de

Gennes (BdG)方程式がある。これはシュレディンガー方程式を超伝導体について拡張したようなもので、超伝導接合

の解析にもよく用いられる方程式である。ここではスピン一重項 s波の場合を例に取り上げる。

場の演算子Ψσ(r)を用いて、相互作用のある電子系のハミルトニアンを書くと

Ȟ =
∑
σ

∫
drΨ †

σ(r, t)ȟ0Ψσ(r, t) +
1

2

∑
σ,σ′

∫
dr

∫
dr ′Ψ †

σ(r, t)Ψ †
σ′(r ′, t)g(r, r ′)Ψσ′(r ′, t)Ψσ(r, t) (1.27)

となる。ȟ0 は一体のハミルトニアン、g(r, r ′)は位置 r と r ′ にある二つの電子間に働く相互作用である。ここで相互

作用 g(r, r ′)が同じ位置 r のスピンの向きが互いに逆の電子間に働くと仮定すると式 (1.27)は

Ȟ =
∑
σ

∫
drΨ †

σ(r, t)ȟ0Ψσ(r, t) +
∫

drΨ †
↑ (r, t)Ψ

†
↓ (r, t)g(r)Ψ↓(r, t)Ψ↑(r, t) (1.28)

となる。ここで超伝導ペアポテンシャルを

∆(r) = −g(r)⟨Ψ↑(r, t)Ψ↓(r, t)⟩ (1.29)

と導入して、BCSハミルトニアンの節と同様に平均場で近似すると

Ȟ =
∑
σ

∫
drΨ †

σ(r, t)ȟ0Ψσ(r, t) −
∫

dr
[
∆(r)Ψ †

↑ (r, t)Ψ
†
↓ (r, t) + ∆

∗(r)Ψ↓(r, t)Ψ↑(r, t)
]
+ const. (1.30)

となる。ここで場の演算子Ψ
(†)
σ はボゴリューボフ粒子の生成消滅演算子 α

(†)
n,σ を用いて

Ψ↑(r, t) =
∑
n

[αn,↑un(r)e−iEn t/ℏ − α†
n,↓v

∗
n(r)eiEn t/ℏ] (1.31)

Ψ †
↓ (r, t) =

∑
n

[αn,↑vn(r)e−iEn t/ℏ + α†
n,↓u

∗
n(r)eiEn t/ℏ] (1.32)

と表される [148]。nは量子状態を表す。ここで、ハイゼンベルグ方程式は

iℏ
∂

∂t
Ψ↑(r, t) = [Ψ↑(r, t), Ȟ] = ȟ0Ψ↑(r, t) + ∆(r)Ψ †

↓ (r, t),

iℏ
∂

∂t
Ψ †
↓ (r, t) = [Ψ †

↓ (r, t), Ȟ] = −ȟ0Ψ
†
↓ (r, t) + ∆

∗(r)Ψ↑(r, t) (1.33)

と与えられる。式 (1.33)に式 (1.31), (1.32)を代入して整理をすると最終的に以下の二つの式を得る。

Enun(r) = ȟ0un(r) + ∆(r)vn(r),
Env

∗
n(r) = −ȟ0v∗n(r) + ∆(r)u∗n(r). (1.34)

これらの方程式を整理して行列の形で書くと

E
(
un
vn

)
=

(
ȟ0 ∆(r)

∆∗(r)　 −ȟ∗0

) (
un
vn

)
(1.35)

となる。これが BdG 方程式である。この BdG 方程式は電子のシュレディンガー方程式を超伝導に拡張したもので、

un が電子的準粒子の波動関数、vn がホール的準粒子の波動関数と見なせる。
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アンドレーエフ反射

BdG方程式を導出したので実際に BdG方程式を用いて超伝導接合における波動関数を解析してみる。ここでは例

として普通の常伝導体とスピン一重項 s波の超伝導体の一次元の接合を考える。この系の BdG方程式を(
ℏ2

2m
∂2

∂x2 − µ ∆(x)
∆∗(x) − ℏ22m

∂2

∂x2 + µ

)
ψ(x) = Eψ(x) (1.36)

のように与える [146, 148]。ただし、∆(x) = ∆0eiθθ(x)で、∆0 は実数、θ(x)は階段関数である。
この方程式の解として、常伝導体 (x < 0)の波動関数として以下の四つが与えられる。

1⃝.

(
1
0

)
eik

N
+ x, 2⃝.

(
0
1

)
e−ik

N
− x, 3⃝.

(
1
0

)
e−ik

N
+ x, 4⃝.

(
0
1

)
eik

N
− x . (1.37)

ただし、kN
± =

√
2m(µ ± E)/ℏ2 である。 1⃝が群速度が正の電子、 2⃝が群速度が正のホール、 3⃝が群速度が負の電子、

4⃝が群速度が負のホールの波動関数である。一方、超伝導体 (x > 0)の波動関数としては以下の四つが与えられる。

1⃝′.

(
u0

v0

)
eik

S
+ x, 2⃝′.

(
v0
u0

)
e−ik

S
− x, 3⃝′.

(
u0

v0

)
e−ik

S
+ x, 4⃝′.

(
v0
u0

)
eik

S
− x . (1.38)

ここで kS
± =

√
2m(µ ±Ω)/ℏ2, u0 =

√
1
2 (1 +Ω/E), v0 =

√
1
2 (1 −Ω/E)である。ただし、Ωは

Ω =



√
E2 − ∆20 (E > ∆0)

i
√
∆2 − E2

0 (−∆0 < E < ∆0)

−
√

E2 − ∆20 (E < −∆0)

(1.39)

である。 1⃝′が群速度が正の電子的準粒子、2⃝′が群速度が正のホール的準粒子、3⃝′が群速度が負の電子的準粒子、4⃝′

が群速度が負のホール的準粒子の波動関数である [148]。ここで常伝導体から電子が入射する場合の散乱過程を考える

と、先ほど得た波動関数を用いて

ψ(x) =


(
1
0

)
eik

N
+ x + a

(
1
0

)
e−ik

N
+ x + b

(
0
1

)
eik

N
− x　 (x < 0)

c
(
u0

v0

)
eik

S
+ x + d

(
v0
u0

)
e−ik

S
− x (x > 0)

(1.40)

と書き表される。a, bは反射係数、c, d は透過係数である。各係数を求めるためには接合界面 (x = 0)における接続

条件

ψ(x)|x=+0x=−0 = 0

dψ(x)
dx

����x=+0
x=−0

= 0 (1.41)

を解く必要があるが、各係数は一般にゼロである必要はない。式 (1.40)と式 (1.41)を見てみると、超伝導体側の波動

関数が必ず電子的成分とホール的成分を持つことの帰結として、常伝導体から電子を入射すると一般にホールの反射波

が必要になることが直ちに分かる。

このように常伝導体から超伝導体に電子 (ホール)を入射した場合、ホール (電子)が反射波として戻る過程が存在す

る。これをアンドレーエフ反射と呼ぶ [7]。物理的な意味としては、常伝導体側から超伝導体へ電子が入射する際、超

伝導体中ではクーパー対を形成した方がエネルギー的に安定になるため界面で電子を一つ奪いクーパー対を形成する　

[図 1.2(a)]。この電子を奪う際ににホールが生成され、常伝導体側に反射されると理解することが出来る。
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図 1.2 (a) アンドレーエフ反射の様子。超伝導体側でクーパー対を作るために、界面で電子を一つ奪う。その際生

じるホールが反射波として戻ってくる。 (b) 有限の幅を持つ常伝導体と超伝導体を接合した場合のアンドレーエフ

反射の様子。常伝導体の端で更に反射が起こり、アンドレーエフ反射を繰り返す。結果として常伝導体中に定在波

(アンドレーエフ束縛状態)が形成される。

アンドレーエフ束縛状態

アンドレーエフ反射の節の例では常伝導体も超伝導体も半無限な系を考えた。では有限の幅を持つ常伝導体では何が

起こるだろうか。常伝導体/超伝導体接合で先ほどと同様に常伝導体から超伝導体側に電子が入射する場合を考える。

このとき、アンドレーエフ反射により常伝導体にはホールが戻ってくる。このホールは常伝導体の端で更に反射され、

超伝導体側に入射する。その際、今度はアンドレーエフ反射によって常伝導体には電子が戻ってくる。これらの反射波

が干渉することで定在波が生じる場合がある [図 1.2(b)]。この束縛状態は超伝導ギャップ内に存在し、アンドレーエフ

束縛状態と呼ばれる [148]。
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近接効果

常伝導体/超伝導体接合において見られる現象として近接効果も挙げることが出来る。これは超伝導体から常伝導

体にクーパー対が染み込む現象である。これによって常伝導体中にも超伝導ペアポテンシャルがあるかのように見え

る。このような現象を近接効果と呼ぶ。この現象は後の人工的なトポロジカル超伝導体の設計の際にも利用されている

[32]。

1.2 相対論的な効果

グラフェンや後述のトポロジカル絶縁体ではエネルギーが波数の一次に比例する分散が見られる。この分散はディ

ラックコーンと呼ばれ、そこでの粒子は相対論的な方程式であるディラック方程式に従うとされている。このような相

対論的な物理はディラックコーン以外にも見ることが出来る。半導体分野ではスピン軌道相互作用と呼ばれる波数とス

ピン間の相互作用が長年注目されてきた。これはスピン軌道相互作用を介すことで電子のスピンを電場で制御できるた

めである。このスピン軌道相互作用も相対論から導かれる効果で、ディラック方程式から自然と導かれる。この節では

ディラック方程式とスピン軌道相互作用について紹介する。

1.2.1 ディラック方程式

一般に自由電子モデルでは電子のエネルギー E と波数 k の間に E ∝ k2 となる分散関係があることがよく知られて

いる。これはシュレディンガー方程式が

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) = − ℏ

2

2m
∇2ψ(r, t) (1.42)

のように書き表されるためである。ここで mは質量である。一方、グラフェンやトポロジカル絶縁体の表面 [135]ある

いはディラック半金属などいくつかの系では E ∝ k となる分散関係を見ることが出来る。この線形分散はその形から

ディラックコーンと呼ばれる。この分散関係に従う粒子はディラック粒子と呼ばれ、相対論的な方程式であるディラッ

ク方程式に従う。

粒子の速度が光速に近い相対論的な領域では、粒子は非相対論的な関係式 E = p2/2m (p は運動量)ではなく

E2 = c2 p2 + m2c4 (1.43)

に従う [145, 147, 149]。ただし、c は光速である。式 (1.42) のシュレディンガー方程式が非相対論的な関係式

E = p2/2mに対し、

E → iℏ
∂

∂t
, p → −iℏ∇ (1.44)

と置き換えることで得られたことを踏まえると、式 (1.43)からは[
1

c2
∂2

∂t2
− ∇2 +

(mc
ℏ

)2]
ϕ(r, t) = 0 (1.45)

となる方程式が得られる。式 (1.45)の方程式は提案者の名を取ってクライン-ゴルドン方程式と呼ばれ、非相対論的な

シュレディンガー方程式を相対論的な方程式に拡張したものとして期待された [42, 66]。しかし、クライン-ゴルドン方

程式の解 ϕ(r, t)を波動関数と見なして、シュレディンガー方程式の場合と同様に確率密度 P = |ϕ(r, t)|2 を定義すると
Pは連続方程式

∂P
∂t
+ ∇ · j = 0 (1.46)
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を満たさない。また、式 (1.46)を満たすような P を定義すると P の値は負の値を取るという問題が発生する。このク

ライン-ゴルドン方程式における問題に対しディラックは

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) = Ȟψ(r, t) (1.47)

と式 (1.43)を満たすハミルトニアン Ȟ として

Ȟ = α · pc + βmc2 (1.48)

を提案した。ただし、α = (αx, αy, αz)で αi と βは行列である。この α及び βは式 (1.43)を満たすために β2 = 1と以

下の反交換関係を満たす [33, 149]。

{αi, αj} = 2δi j, {αi, β} = 0. (1.49)

このような反交換関係を満たすために αと βは 4× 4の行列である必要があることが分かっており、様々な取り方をす

ることが出来る。例えば
α = (α1, α2.α3),

α1 =

[
0 σ̂x

σ̂x 0

]
, α2 =

[
0 σ̂y

σ̂y 0

]
, α3 =

[
0 σ̂z

σ̂z 0

]
, β =

[
σ̂0 0
0 σ̂0

]
のように置くと上の関係式を満たす。σ̂i はパウリ行列

σ̂0 =

(
1 0
0 1

)
, σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
(1.50)

である。以上からディラック方程式として

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) = (−iℏcα · ∇ + mc2β)ψ(r, t) (1.51)

を得る。この方程式は 4 × 4の行列方程式である。この方程式では式 (1.43)を満たすだけでなく、その解 ψ(r, t)を波
動関数と見なしてもクライン-ゴルドン方程式のような問題は起こらない。

このようなディラックハミルトニアンと類似した有効ハミルトニアンは物質中でも見出すことが出来る。スピンに加

え、軌道あるいは副格子の自由度を持つ系ではハミルトニアンは一般に以下のように 4 × 4の行列の形で与えられる。

Ȟ(k) = ϵ(k)I + σiRi(k)αi + M(k)β (1.52)

Ri(k)は波数 k についての関数である。このハミルトニアンの固有値は

E±(k) = ϵ(k) ±
√∑

i

R2
i (k) + M2(k) (1.53)

で与えられる。仮に低エネルギー近傍で Ri(k) ∼ vFℏki, M(k) ∼ mv2F βのように近似的に見なすことができるとすると

式 (1.52)は以下のようにディラックハミルトニアンと同形になる [149]。

Ȟ(k) = vFℏk · α + mv2F β. (1.54)

このハミルトニアンに対し線形のバンド分散が現れる。この線形のバンド分散をディラックコーンと呼ぶ。特に mv2F β

は質量項と呼ばれる項でこの項がノンゼロの場合、ディラックコーンの間にエネルギーギャップが生じる。一方、質量

項がない場合、k = 0 の一点で固有値 E+ と E− のディラックコーンが接し、ギャップレスになる [図 1.6]。このディ

ラックコーンが接する点をディラック点と呼ぶ。
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1.2.2 スピン軌道相互作用

半導体中や重い原子を持つ系では

ȞSOC = − eℏ
4m2c2

σ̂ · (∇ϕ × p) (1.55)

のように書き表されるスピン軌道相互作用と呼ばれる力が強く働くことが知られている。ただし、ϕはスカラーポテン

シャルである。この力は式 (1.55)より、運動量 p に依存した有効磁場

BSOC ≡ − eℏ
4m2c2

(∇ϕ × p) (1.56)

と見なすことができる。これは電場 −∇ϕを電子が磁場としても感じていると見なすことが出来る。このスピン軌道相
互作用の起源は相対論にあり、ディラック方程式から自然と導き出される。

電磁場中でのディラックハミルトニアンはベクトルポテンシャル Aとスカラーポテンシャル ϕを用いて式 (1.57)の

ように書き表される。

Ȟ = α · (p + eA)c + βmc2 − eϕ (1.57)

ここでは以後の式の展開を簡単にするため、電場のみがかかっている状況を仮定する (即ち A = 0)。式 (1.57)の固有

値方程式を 2 × 2の行列の形で書くと式 (1.58)を得る。(
(mc2 − eϕ)I2 cσ̂ · p

cσ̂ · p (−mc2 − eϕ)I2

)
ψ(r) = Eψ(r), (1.58)

ここで式 (1.58)の各成分はそれぞれ 2 × 2の行列である。ここで固有値 ψ を二成分のベクトル φ(r)と ζ (r)を用いて
ψ = [φ, ζ ]T と書くと、式 (1.58)は

cσ̂ · pζ = (E ′ + eϕ)φ (1.59)

cσ̂ · pφ = (E ′ + 2mc2 + eϕ)ζ (1.60)

の連立方程式に書き換えられる。ここで E ′ = E −mc2 は全エネルギー E から静止エネルギー mc2 を除いたエネルギー

である。E ′ , −2mc2 − eϕなら、式 (1.60)は

ζ =
cσ · p

E ′ + 2mc2 + eϕ
φ (1.61)

として良い。式 (1.61)を式 (1.59)に代入すると

(E ′ + eϕ)φ = c2(σ · p)2

E ′ + 2mc2 + eϕ
φ (1.62)

となる。ここで非相対論極限として E ′ と eϕ が静止エネルギー mc2 に比べ十分小さい場合を考え、

(E ′ + 2mc2 + eϕ)−1 ∼ 1
2mc2

(
1 − E′+eϕ

2mc2

)
と近似すると、式 (1.62)は次のように展開される。

E ′φ =

[(
1 − E ′ + eϕ

2mc2

)
p2

2m
− eϕ +

ieℏ
4m2c2

(∇ϕ) · p − eℏ
4m2c2

σ · (∇ϕ× p)
]
φ

∼
[
p2

2m
− p4

8m3c2
− eϕ +

ieℏ
4m2c2

(∇ϕ) · p − eℏ
4m2c2

σ · (∇ϕ× p)
]
φ. (1.63)
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一行目から二行目への式展開では、非相対論極限なので E ′ + eϕ ∼ p2

2m とした。この式 (1.63)の第五項がスピン軌道相

互作用を表す項である [145]。第五項を以下のように変形すると、先に紹介した式 (1.55)を得る。特にスカラーポテン

シャル ϕが球面対称であると仮定すると

∇ϕ = 1

r
dϕ
dr

r (1.64)

が成り立つので式 (1.55)は

ȞSOC = − eℏ
4m2c2

1

r
dϕ
dr

σ̂ · (r × p)

= − eℏ
4m2c2

1

r
dϕ
dr

σ̂ · L, (1.65)

のようにスピン σ̂ と軌道角運動量 L = r × p が結合した形で書くことが出来る [145, 147]。今回は簡単のため A = 0

としたが, A , 0の場合でもいくつかの手順を踏むことで同様にスピン軌道相互作用の項を導くことができる [147]。

式 (1.55)から分かる通り、ȞSOC の詳細な関数形は対象とする物質内の電場 ∇ϕに依存しており、その関数形に応じ
て複数の種類に分類される。以降ではそれらのスピン軌道相互作用の中でもドレッセルハウス型スピン軌道相互作用、

ラシュバ型スピン軌道相互作用及びそれらを組み合わせることで実現する永久スピン旋回状態について紹介する。

ドレッセルハウス型スピン軌道相互作用

ドレッセルハウス型スピン軌道相互作用は GaAsなどの III-V族半導体内で見られるスピン軌道相互作用である。こ

れは III-V族半導体では空間反転対称性が破れ、結晶が電場を作るために生じる [144, 35]。x, y, z軸をそれぞれ [100],

[010], [001]方向にとるとドレッセルハウス型スピン軌道相互作用のハミルトニアンは以下のように表される。

ȞDSOC = γ[kx(k2
y − k2

z )σ̂x + ky(k2
z − k2

x)σ̂y + kz(k2
x − k2

y )σ̂z]. (1.66)

特に今 [001]方向に成長した系を考え、kz について平均をとると式 (1.66)は

ȞDSOC = γ[kx(k2
y − ⟨k2

z ⟩)σ̂x + ky(⟨k2
z ⟩ − k2

x)σ̂y]
= β(−kxσ̂x + kyσ̂y) +O(k3) (1.67)

となる [69]。ここで ⟨kz⟩ = 0, β = γ⟨k2
z ⟩ とした。一般にフェルミ準位が低ければ波数について三次の項は十分小さい

として無視することが出来る。βはドレッセルハウス型スピン軌道相互作用の強さを表し、系やその形状から決まる固

有の値である。

ラシュバ型スピン軌道相互作用

ラシュバ型スピン軌道相互作用は量子井戸や金属の表面などで見られるスピン軌道相互作用である。これは電子の運

動面に対し垂直方向に対称性が破れ、垂直方向の電場が作られるために生じる [144, 92]。電子の運動面を x − y 面とす

るとラシュバ型スピン軌道相互作用のハミルトニアンは式 (1.68)で書き表される。

ȞRSOC = α(kxσ̂y − kyσ̂x), (1.68)

αはラシュバ型スピン軌道相互作用の強さを示し、面直方向の電場の強さに比例する。この電場は系そのものが作り出

す電場である必要は無く、系の表面にゲートを接合し、ゲートに電圧を印加することで生じる電場でもよい。このため

ゲート電圧によってラシュバ型スピン軌道相互作用は強さを制御することが出来る。この事は実験的に確認されている

[86, 112]。

この強さをゲート電圧で電気的に制御できる性質はラシュバ型スピン軌道相互作用を介することで、電気的にスピン

を制御できることを示している。この性質を利用したものが 1990年に Dattaと Dasによって提案されたスピン電界
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トランジスタである [31]。このスピン電界トランジスタの提案をきっかけにスピントロニクス分野 (従来のエレクトロ

ニクス分野と磁気工学分野が結びついて生まれた分野) において、ラシュバ型スピン軌道相互作用は電気的にスピンを

制御することを可能にする重要な概念として長く注目されることとなった。

αの典型的なオーダーは InGaAs/InAlAsのヘテロ接合系 [86]や Ag[90, 27], Au[27]、 Biの表面 [72]において 0.01

～0.1eVÅ程度であったが、 近年では Biなどをドープした系で 1eVÅ程度の従来より 1桁,2桁も強いラシュバ型スピ

ン軌道相互作用が観測されている [13, 81, 60]。

永久スピン旋回状態

DattaとDasはラシュバ型スピン軌道相互作用の性質を利用たスピン電界トランジスタを提案した。このときDatta

と Dasは不純物散乱の無いバリスティック伝導を仮定していた。この提案はスピン軌道相互作用を介して電場を用い

たスピンの制御が可能であるというメリットを示したが、話を不純物散乱のある場合に拡張するとデメリットも生じ

る。ラシュバ型スピン軌道相互作用や [001] 方向のドレッセルハウス型スピン軌道相互作用がある場合、電子はそれ

ぞれ

BRSOC = (−αky, αkx, 0), (1.69)

BDSOC[001] = (−βkx, βky, 0) (1.70)

の有効磁場を受ける [図 1.3(a), (b)]。不純物散乱がある場合、電子は不純物散乱によって波数 k を変化させながら

運動する。このときスピン軌道相互作用から受ける有効磁場の方向も変化する。このため電子のスピンは異なる散

乱過程を経ると経路に依存して異なる有効磁場を受けてバラバラの方向を向いてしまう。このスピンの緩和機構は

D’Yakonov-Perel’機構として知られている [36]。このようにスピン軌道相互作用は電場によるスピンの制御を可能に

する一方、スピンを緩和させる原因となる。

このスピン軌道相互作用に起因するスピン緩和の問題に対して、2003年に Schliemannは同じ強さのラシュバ型ス

ピン軌道相互作用と [001]方向のドレッセルハウス型スピン軌道相互作用が共存する系を提案した [100]。この系のハ

ミルトニアンは

Ȟ =
ℏ2

2m
(k2

x + k2
y ) + λ(kxσ̂y − kyσ̂x) + λ(−kxσ̂x + kyσ̂y)

=
ℏ2

2m
(k2

x + k2
y ) − λ(kx + ky)(σ̂x − σ̂y) (1.71)

と書き表される。ここで (ky ± kx)/
√

2 → k±, (σ̂x − σ̂y)/
√

2 → σ̂z と波数とスピン空間の軸をそれぞれ取り直すと式

(1.71)は

Ȟ =
ℏ2

2m
(k2
+ + k2

−) − 2λk+σ̂z (1.72)

となる。式 (1.72)はこの状態はラシュバ型スピン軌道相互作用や [001]方向のドレッセルハウス型スピン軌道相互作用

とは異なり、波数 k+ のみに依存した一軸的なスピン軌道相互作用を持つことを示している [図 1.3(c)]。このスピン軌

道によって生じる一軸的な有効磁場によって電子は +x 方向の変異にのみ依存して歳差運動を行い、+x 方向に一定の

距離移動するとスピンは元に戻る [22, 77]。このようにして D’Yakonov-Perel’ 機構によるスピン緩和が抑制される。

このような一軸的なスピン軌道相互作用によって生じる状態を永久スピン旋回状態と呼び、実験的にも実現している

[71, 130, 68]。

永久スピン旋回状態はラシュバ型スピン軌道相互作用や [001]方向のドレッセルハウス型スピン軌道相互作用がなく

とも作り出すことが出来る。2006年の Bernevigの論文に示されている通り、[110]方向に成長した系はドレッセルハ

ウス型スピン軌道相互作用により

Ȟ =
ℏ2

2m
(k2

x + k2
y ) − 2βkxσ̂z (1.73)
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図 1.3 波数空間中における (a) ラシュバ型スピン軌道相互作用、 (b) [001]方向の場合のドレッセルハウス型ス

ピン軌道相互作用、 (c) 永久スピン旋回状態。赤い矢印は有効磁場を表す。永久スピン旋回状態では [110]方向と

[-1-10]方向で有効磁場が最も強く働き、[-110]方向と [1-10]方向では有効磁場はゼロになる。

と式 (1.72)と同形のハミルトニアンを持つ [22, 77]。このような [110]方向に成長した系が永久スピン旋回状態となる

ことも実験的に確認されている [87, 34, 73, 29]。また、近年では IV族のモノカルコゲナイドの薄膜 [37, 19]などの二

次元の強誘電体でも永久スピン旋回状態が実現することが理論的に示された [123, 1, 2, 15, 3, 74, 107, 18]。二次元の

誘電体薄膜中では電子の運動量と系の作る電場が面内にあるため、式 (1.55)から式 (1.72)と同形のハミルトニアンが

得られる [1, 74]。

1.3 物質科学とトポロジー

トポロジーとは、形や図形に連続変形 (切る・貼るといった操作は除く)を加えても変化しない性質に注目した学問

分野である。例えば、湯飲みは連続変形を加えることで球に帰着させることができる。このため湯飲みと球はトポロジ

カルに同相と見なされる。一方、マグカップの場合は取っ手の穴を連続変形で埋めることが出来ないため、球とは別の

相に分類される。これらの相は連続変形で変化しない穴の数で区別されている。仮に穴の数を変化させるのであれば切

る・貼るといった操作が必要になる。この穴の数のような連続変形の前後で不変な数をトポロジカル数あるいはトポロ

ジカル不変量と呼ぶ。トポロジーではこれらのトポロジカル不変量に注目する。電子の波動関数もヒルベルト空間上で

一種の形を持っており、この形に対してトポロジーの考え方を応用するようになった。その結果としてこれまで考えら

れなかった非自明な電子状態を実現する系が発見されている。この節ではそのような例としてトポロジカル物質とトポ

ロジカル超伝導体の紹介を行う。

1.3.1 トポロジカル物質

歴史的に最初のトポロジカルな系はホール効果の実験から見つかった。ホール効果とは電場 E に対し垂直方向に磁

場を印加すると、電場と磁場両方に垂直な方向にホール電流 jc が生じる現象である。このとき電場 E とホール効果に

よって生じる電流 jc を用いて、ホールコンダクタンス σxy を

σxy = jc/E (1.74)

と定義することが出来る。

面直方向に強い磁場を印加した二次元電子系は離散的なエネルギー準位 (ランダウ準位)を持つ系である。フェルミ

準位がこのランダウ準位の間にあればエネルギーギャップが開いているため、電場と同方向に電流は流れない。一方で
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ホール電流は生じ、ある有限の磁場の範囲かつ低温でホールコンダクタンス σxy を測定すると σxy が

σxy =
e2

h
N (1.75)

のように整数 N で量子化される [129]。eは電子の電荷、hはプランク定数である。この系の特徴的な点は他にもある。

この系の内部 (バルク) ではランダウ準位によってエネルギーギャップが開いているため絶縁体であるにも関わらず、

系の端 (エッジ)に電子が一方向に運動する金属的なエッジ状態 (カイラルエッジ状態)が存在しているのである。この

カイラルエッジ状態はバルクで電子がサイクロトロン運動をする一方、エッジでは電子がサイクロトロン運動をしつつ

もエッジで反射されることで、エッジに沿って運動をしていると直感的に解釈されている [149]。また、このカイラル

エッジ状態の数は式 (1.75)の整数 N に一致する。これが最初のトポロジカルな系で量子ホール絶縁体と呼ばれる。

図 1.4 量子ホール絶縁体の直感的な理解。磁場によりバルクでは電子がサイクロトロン運動をする一方、エッジ

では電子がサイクロトロン運動をしつつもエッジで反射されることで、エッジに沿って運動をする [149]。

さて、ここで +z 軸方向に磁場が印加されており、アップスピンの電子のみがエッジで運動している図 1.4のような

量子ホール絶縁体があるとする。このアップスピンのみの量子ホール絶縁体に時間反転操作を行うと、−z 軸方向に磁

場が印加され、ダウンスピンの電子が元の量子スピンホール絶縁体とは逆方向に運動している量子ホール絶縁体にな

る。逆にダウンスピンのみの量子ホール絶縁体に時間反転操作を行うとアップスピンのみの量子ホール絶縁体になる。

仮にこれらを重ね合わせた系があるとするとエッジでアップスピンの電子とダウンスピンの電子が互いに逆方向に運動

をする金属的なエッジ状態 (ヘリカルエッジ状態)を持った絶縁体が実現する [図 1.5]。実際はこのようにスピンに応じ

て異なる向きの磁場をかけることはできないが、スピン軌道相互作用が磁場の代わりを果たすことでこの系が実現する

[63, 64, 21]。このような系は実験的にも実現している [70]。この系でスピンホール効果 (非磁性材料に電場 E を印加

すると垂直方向にスピン流 js が生じる現象)の観測を行うと、スピンホールコンダクタンス σz
xy = js/E が量子化され

るので、この系を量子スピンホール絶縁体あるいは二次元のトポロジカル絶縁体と呼ぶ。

この量子スピンホール絶縁体が三次元でも実現することが指摘され、実験的にも発見されている。この物質をトポロ

ジカル絶縁体と呼ぶ。このトポロジカル絶縁体では表面にヘリカルエッジ状態が実現し、そのバンド分散はディラック

コーンと見なせる [図 1.6]。

これらの非自明な絶縁体の背後にはトポロジーの存在があり、これらを通常の絶縁体と区別するトポロジカル不変量

が存在する。例えば量子ホール絶縁体の場合、

n =
∑
m

∫
BZ

d2k

2π

(
∂am,y

∂kx
− ∂am,x

∂ky

)
, (1.76)

am(k) = −i
⟨
um,k

�� ∂
∂k

��un,k ⟩ (1.77)

で定義されるチャーン数 nがトポロジカル不変量となっており、n , 0でトポロジカルに非自明な絶縁体状態が実現し

ている [124, 149]。また、このチャーン数 nは式 (1.75)の整数 N に一致する。ここで mはフェルミ準位以下のバンド

のインデックス、am(k)はベリー接続、
��un,k ⟩ は波動関数である。式 (1.77)はブリルアンゾーンで積分を行っている。
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図 1.5 アップスピンの電子のみが存在する量子スピンホール絶縁体とダウンスピンのみが存在する量子スピンホー

ル絶縁体とそれらを重ね合わせることで実現する量子スピンホール絶縁体の図 (実際にはスピン毎に異なる磁場を

かけることは出来ない。実際にはスピン軌道が磁場の代わりを果たしている。)。アップスピンの電子のみの量子ス

ピンホール絶縁体とダウンスピンの電子のみの量子スピンホール絶縁体は時間反転操作で互いに移り変わる。両者

を量子スピンホール絶縁体は時間反転操作に対して不変になる。

図 1.6 トポロジカル絶縁体の図。内部では絶縁体だが、表面はヘリカルエッジ状態を持つ金属になっている。表面

のバンド分散は二次元のディラックコーンになっている。

量子スピンホール絶縁体の場合、トポロジカルに非自明な状態ではトポロジカル不変量としてノンゼロな二整数値 (Z2

不変量)を持つ。このようにトポロジカルに非自明な物質はそれに対応するようにゼロでないトポロジカル不変量を持

つ。また、トポロジカル不変量はバルクの波動関数から計算することが出来る。トポロジカルに非自明な状態に対応す

るトポロジカル不変量は系の持つ対称性に依るが、どの対称性を有する場合にどのトポロジカル不変量が非自明な状態

に対応するかも調べられている。

トポロジカル不変量の重要な特徴はバンドギャップが閉じなければ値を変えることがない点である。このバンドが閉

じるということは最初に述べた切ったり、貼ったりする操作に対応する。この特徴はトポロジカル絶縁体の非常に重要

な性質を導く。ここで二つのトポロジカル不変量の異なる絶縁体同士を繋ぐことを考える。二つの絶縁体の界面ではト
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ポロジカル不変量を変化させるために、バンドギャップを閉じなくてはいけない。そのため、トポロジカル不変量の異

なる絶縁体の間には必ずギャップレスなエッジ状態が生じる。このようにトポロジカル絶縁体ではバルクの非自明なト

ポロジーに対応してギャップレスなエッジ状態が生じる。この対応関係をバルク・エッジ対応と呼ぶ。

このようなトポロジーの考えは絶縁体以外にも広がっている。ここまでの議論はエネルギーギャップを持つ絶縁体で

行われてきた。これはトポロジカル不変量がバンドギャップを閉じないと変わらないという性質と結びついており、ト

ポロジーを議論するうえで絶縁体であることは非常に重要であった。しかし、絶縁体でないバンド構造を持つ物質で

も、ある波数に固定して見ると絶縁体と見なすことが出来るため、同様にトポロジカルな観点から議論を行うことが出

来る。このような考え方から、第 3章で取り扱うトポロジカルディラック半金属をはじめとするトポロジカル半金属と

呼ばれる物質群にも注目が集まっている。また、絶縁体と同様にバンドギャップを持つことから、超伝導体にもトポロ

ジーの考え方が応用されるようになっている。

1.3.2 トポロジカル超伝導

トポロジーを議論する際、絶縁体のバンドギャップが重要な役割を果たした。超伝導体も絶縁体と同様にギャップを

持つため、超伝導体に対してもトポロジーについて議論されるようになった。その結果として超伝導体でもトポロジカ

ルに非自明な状態、それに対応するトポロジカル不変量が現れることが明らかになった [101]。実際にトポロジカル絶

縁体である Bi2Se3 に銅をドープした CuxBi2Se3 ではトポロジカル超伝導が実現していることが明らかになった [53]。

また、スピン一重項 d 波やスピン三重項 p波の超伝導体などでトポロジカルに非自明な状態が実現することが明らか

になった (dxy 波や px 波などの場合は先述の通りノードを持つため、ギャップが閉じることがあるが波数を固定して

見ることでトポロジーの議論が可能である)。

しかし、現実にスピン三重項超伝導状態を示す物質は極めて数が少なく、現状スピン三重項超伝導体と確定している

物質は UPt3のみである[110, 125]。このため既存の物質を組み合わせることで、トポロジカルに非自明なスピン三重項

超伝導体を作る試みがされている。その最初の例として、2008年に Fuと Kaneによってトポロジカル絶縁体表面に

s 波超伝導体を接合した系が提案された [38]。これはトポロジカル絶縁体表面のヘリカルエッジ状態に近接効果で超伝

導ペアポテンシャルを誘起することでトポロジカル超伝導体を実現しようとした例である。また Fuらの提案を受け、

2010年には Sauらによって強いラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系に s 波超伝導体を接合し

た系が提案された [99]。これ以降、強いスピン軌道相互作用、ゼーマン磁場、超伝導体を組み合わせることでトポロジ

カル超伝導体を実現する提案が多数行われている [80, 88] [図 1.7]。

図 1.7 人工的な p 波超伝導体のセットアップ。s 波超伝導体の上にラシュバ型スピン軌道相互作用を持つ半導体
ナノワイヤーを載せ、ゼーマン磁場を印加している。トポロジカルに非自明な超伝導状態ではナノワイヤーの端に

エッジ状態が現れる [80, 88]。
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第 2章

ラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場
の共存する系の電子状態と電気伝導の関係

2.1 本研究の背景

近年ではトポロジカル超伝導体を人工的に作りだす理論提案が複数行われている。その中でも初期のものとして

2008年に Fuと Kaneによってトポロジカル絶縁体表面に s 波超伝導体を接合した系が提案された [38]。トポロジカ

ル絶縁体の表面ではヘリカルエッジ状態を示すディラックコーンが現れ [47]、ここに s波の超伝導ペアポテンシャルを

近接効果によって誘起することでトポロジカル超伝導状態が実現する。しかし、この系が提案された当初はトポロジカ

ル絶縁体と超伝導体のヘテロ接合は実験的に困難であった (なお現在ではトポロジカル絶縁体と超伝導体のヘテロ接合

は実験的に実現している [28, 30, 41, 82, 97, 133, 108, 137, 138])。これに対し、2010年に Sauらは強いラシュバ型ス

ピン軌道相互作用 (RSOC)を持つ半導体とゼーマン磁場を用いてトポロジカル絶縁体表面と類似した状態を作り出し、

そこに超伝導ペアポテンシャルを誘起することでトポロジカル超伝導体を実現する方法を提案した [99]。この提案を皮

切りに RSOCとゼーマン磁場の共存する系が、トポロジカル超伝導を実現するためのプラットフォームとして注目さ

れるようになった [80, 88]。

図 2.1 ラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系で実現する三つの電子状態：正常ラシュバ金属

状態 (NRM), 異常ラシュバ金属状態 (ARM), ラシュバリング金属状態 (RRM)での波数空間中におけるスピン構

造。灰色に塗られた領域はフェルミ準位における占有状態を表している。自身の論文 [2]より転載。

トポロジカル絶縁体表面の電子状態はフェルミ準位に依存しない一方、RSOCを持つ二次元系、RSOCとゼーマン

磁場の共存する二次元系ではフェルミ準位に依存して複数の電子状態が現れる [39]。また、RSOCによって電子のス

ピンが運動量に依存するスピン-運動量ロッキングが生じることにより、これらの電子状態は図 2.1のように異なるス

ピン構造を波数空間中で持つ。一つ目の電子状態では二枚のフェルミ面を持ち、フェルミ面上でのスピン構造に注目す
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るとスピンの旋回方向は二枚のフェルミ面で逆である [図 2.1の NRM]。二つ目の電子状態では二枚のフェルミ面を持

ち、二枚のフェルミ面でスピンの旋回方向は同じである [図 2.1の RRM]。三つ目の電子状態は有限のゼーマン磁場が

ある際に生じ、一枚のフェルミ面を持つ [図 2.1の ARM]。また、これらの電子状態では状態密度のエネルギー依存性

も全く異なる。これらの波数空間におけるスピン構造の違い、状態密度のエネルギー依存性の違いは輸送現象にも現れ

ると期待される。このように RSOCとゼーマン磁場の共存する系は単にトポロジカル超伝導を実現するためのプラッ

トフォームとしてだけでなく、それ単独でも興味深い系である。しかし、RSOCとゼーマン磁場の共存する系の電子

状態の変化が輸送現象にどのように影響を及ぼすかは、これまで注目されていなかった。

2.2 本研究の目的

本研究の目的は RSOCとゼーマン磁場の共存する系の電子状態を変化させることで、輸送現象にどのような影響を

及ぼすかを明らかにすることである。そのために図 2.2の二体の二次元接合において、RSOCとゼーマン磁場の共存

する系のフェルミ準位をゲート電圧により変化させながら系のコンダクタンスを計算する。これにより RSOCとゼー

マン磁場の共存する系の電子状態の変化が電気伝導にどのような変化をもたらすかを明らかにする。

図 2.2 (a)　接合系の図。左側は通常の常磁性体で、右側はラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場が共存

している。L は接合系の y 軸方向の幅である。磁場は +z 方向を向いている。左側の電極に電流を生じさせるため
のバイアス電圧を、右側にはフェルミ準位を変化させるためにゲート電圧を印加する。x = 0 にデルタ関数型のポ

テンシャル障壁があると仮定した。 (b) フェルミ準位とゲート電圧の関係。 ゲート電圧が増加すると右側のフェル

ミ準位はバンドの下端に近づく。
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この章の構成は次の通りである。まず、最初に RSOCとゼーマン磁場の共存する系のバンド分散と三つの電子状態

の紹介を行う。次に接合系のコンダクタンスの計算方法を紹介する。最後にコンダクタンスの計算結果を示す。

2.3 バンド構造と各電子状態

ここでは本章で研究対象とする RSOC とゼーマン磁場の共存する系のバンド構造と各電子状態について説明する。

この系のハミルトニアンは以下の式 (2.1)の様に書ける [26, 39, 92, 111]。

Ȟ =
ℏ2k2

2m
+ α(kxσ̂y − kyσ̂x) − Mσ̂z . (2.1)

mは電子の有効質量、αは RSOCの強さ (結合定数)、M はゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ、 k2 = k2
x + k2

y

である。以降ではゼーマン磁場は面直方向 (+z 軸方向) に働いているとする。これはゼーマン磁場が面内成分を持つ

と kx − ky 面について異方性が生じるためである。式 (2.1)よりこの系のエネルギー固有値 E± は以下のように与えら

れる。

E± =
ℏ2k2

2m
±
√
α2k2 + M2. (2.2)

このときエネルギー固有値 E+ と E− は波数空間中でのスピン構造を見るとスピンの旋回方向が異なる。式 (2.2)のバ

ンド分散はラシュバエネルギー Eα = mα2/(2ℏ2)とゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ M との大小関係に依存

して図 2.3の (a)-(c)のいずれかになる。

図 2.3 ラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系のバンド構造。(a)M = 0, (b)0 < M <

2Eα, (c)M ≥ 2Eα の場合である。M はゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ、Eα はラシュバエネルギー

[13, 14, 26, 60, 61, 81, 96, 109]、Ec = M2/(4Eα)である。 NRM, ARM, RRMはそれぞれ正常ラシュバ金属状

態、 異常ラシュバ金属状態、ラシュバリング金属状態を表している。自身の論文 [2]より転載。

まず、ゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ M がゼロの場合はバンド分散は図 2.3の (a)の構造をとる。この

ときフェルミ準位が固有エネルギー E± をどのように横切るかで電子状態を二つに分けることが出来る。エネルギー

E > 0 の領域ではフェルミ準位が E+ と E− のバンドを横切る。このためフェルミ面上でのスピン構造に注目すると

スピンの旋回方向は二枚のフェルミ面で逆になる [図 2.1 の M = 0, NRM]。一方、−Eα < E < 0 の領域ではフェル

ミ準位が E− のバンドを二回横切る。このためスピンの旋回方向の同じ二枚のフェルミ面が現れる [図 2.1 の M = 0,

RRM]。また、この領域ではフェルミ面はリング状になる [109]。

次にゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ M がノンゼロの場合を考える。この場合は M とラシュバエネルギー

Eα = mα2/(2ℏ2)の大小でバンド分散が図 2.3の (b)または (c)の構造をとる。このため、M がノンゼロの場合は、固

有エネルギー E± のバンドをフェルミ準位がどのように横切るかで電子状態を二つもしくは三つに分けることが出来
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る。エネルギー E > M の領域ではフェルミ準位が E+ と E− のバンドを横切る。このためフェルミ面上でのスピン構

造に注目するとスピンの旋回方向は二枚のフェルミ面で逆になる [図 2.1の M , 0, NRM]。次に −M < E < M の領

域では、ゼーマン磁場よりギャップが生じているため、フェルミ準位は E− のバンドを位置一回だけ横切る。このため

スピンが旋回した構造を持つフェルミ面が一枚だけ現れる [図 2.1の M , 0, ARM]。最後に E < −M の領域ではフェ

ルミ準位が E− のバンドを二回横切る。このためスピンの旋回方向の同じ二枚のフェルミ面が現れる [図 2.1の M , 0,

RRM]。この領域ではフェルミ面がリング状になる。ただし、この E < −M の領域は 0 < M < 2Eα を満たす場合にの

み現れる。また、M , 0の場合はゼーマン磁場によりスピンが面直方向の成分を持つ。

このように RSOCとゼーマン磁場の共存する系ではフェルミ準位が固有エネルギー E± をどのように横切るかで電

子状態を二つないしは三つに分類することができ、各電子状態で波数空間中に異なるスピン構造が現れる。以後、フェ

ルミ準位が E+ と E− のバンドを横切る場合を正常ラシュバ金属状態 (NRM)、E+ のバンドを一回横切る場合を異常ラ

シュバ金属状態 (ARM)[39]、E+ のバンドを二回横切る場合をラシュバリング金属状態 (RRM)と呼ぶ。

正常ラシュバ金属状態、異常ラシュバ金属状態、ラシュバリング金属状態ではスピン構造だけでなく状態密度のエネ

ルギー依存性も異なる。各状態における状態密度のエネルギー依存性は以下の表 2.1の通りである。正常ラシュバ金属

状態では状態密度は定数になる。これは二次元電子ガスの場合と同じである。一方、ラシュバリング金属状態では状態

密度は 1/
√

E + Eα + Ec に比例する [Ec = M2/(4Eα)はゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ M とラシュバエネ

ルギー Eα で決まる量である] [61]。これは一次元電子ガスの状態密度のエネルギー依存性と同じである。異常ラシュ

バ金属状態の状態密度はこれらの一次元電子ガス的なエネルギー依存性を示す項と二次元電子ガス的なエネルギー依存

性を示す項の二つに分けられ、あたかも通常ラシュバ金属状態とラシュバリング金属状態が混ざり合った状態と見なす

ことが出来る。

表 2.1 正常ラシュバ金属状態、異常ラシュバ金属状態、ラシュバリング金属状態における状態密度のエネル

ギー依存性。(a)M = 0, (b)0 < M < 2Eα, (c)M ≥ 2Eα の場合である。2νe は二次元電子ガスの状態密度、

Ec = M2/(4Eα)である。

状態 正常ラシュバ金属 異常ラシュバ金属 ラシュバリング金属

(a) M = 0 2νe - 2νe

√
Eα

E+Eα+Ec

(b)0 < M < 2Eα 2νe νe

[
1 +

√
Eα

E+Eα+Ec

]
2νe

√
Eα

E+Eα+Ec

(c) M ≥ 2Eα 2νe νe

[
1 +

√
Eα

E+Eα+Ec

]
-

2.4 コンダクタンスの計算方法

ここでは図 2.2(a)の接合系におけるコンダクタンスの計算方法を紹介する。系のセットアップとしては系の左側が

常磁性体、右側には RSOCと面直方向のゼーマン磁場が共存しており、x = 0にデルタ関数型のポテンシャルバリアを

考える。系の左側には電流を生じさせるためにバイアス電圧 V が印加されている。右側にはゲートからゲート電圧 Vg

が印加されており、ゲート電圧が増加すると接合右部のフェルミ準位はバンドの下端に近づく [図 2.2(b)]。y 軸方向の

長さ L は十分長く、y 軸方向の波数 ky は連続量をとるとする。また、波数 ky は保存量であると仮定する。

この接合系のハミルトニアンは式 (2.3)のように書き表される.

H = HLθ(−x) + Zδ(x) + (HR + eVg)θ(x), (2.3)

HL =
ℏ2k2

2mL
, (2.4)

HR =
ℏ2k2

2mR
+ α(kxσ̂y − kyσ̂x) − Mσ̂z . (2.5)
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mL(R) は接合系左部 (右部)の電子の有効質量、M は面直方向に働くゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさの大き

さ、Z はポテンシャルバリアの強さ, e(> 0)は素電荷である。式 (2.3)の第一項は接合左部、第二項は x = 0のデルタ

関数型のポテンシャルバリア、 第三項は接合右部、第四項 eVg(≥ 0)はゲート電圧 Vg によって生じるポテンシャルを

表す。θ(x)は階段関数である。
以降では以下の計算の通り、式 (2.3)のハミルトニアンの波数 ky を固定して各部の波動関数を求め、各 ky に対する

透過率を求める。式 (2.3)より接合左部の常磁性体中の波動関数 ψ(x < 0)は入射波の波動関数 ψs
in と反射波の波動関

数 ψs
ref
を用いて、以下の式 (2.6)のように書き表される。ただし、右上の添え字 s =↑, ↓は入射する電子のスピンを表

す添え字である。

ψ(x < 0) = ψs
in + ψ

s
ref, (2.6)

ψ
↑
in = χ↑ei(kL,x x+kyy),

ψ
↓
in = χ↓ei(kL,x x+kyy),

ψs
ref = (rs↑ χ↑ + rs↓ χ↓)e

i(−kL,x x+kyy).

χ↑ =
(
1 0

)T
, χ↓ =

(
0 1

)T
, kL,x =

√
2mLE/ℏ2 − k2

y , rs↑(↓) はアップスピン (ダウンスピン)の電子の反射係数である。

図 2.4 ラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系におけるバンド構造と波数 k1,x と k2,x の関
係。 (a)ky = 0での E± の kx に対するプロット、(b)E± の k2 についてのプロット、(c) E±(k2)と各エネルギー量
の関係。 x 方向の群速度が正になるように k1(2),x [白丸 (黒丸)]を定めるため、 ラシュバリング金属状態 (RRM)

では k1,x ≤ 0 である [図 (a)]。 異常ラシュバ金属状態 (ARM) では k21 < 0 が成り立つため、 k1,x は必ず純虚数
[(a)の破線白丸]になる。 図 (b)より k2 < 0の領域で ∆ ≡ E − eVg + Ec = 0で E+ と E− のバンドが接しているこ
とが分かる。図 (c)より Ec がエネルギー E − eVg = 0の点から E± が接する点までのエネルギー幅に対応している
ことが分かる。

透過波の波動関数 ψ(x > 0) ≡ ψs
tra は式 (2.7)のように関数形がフェルミ準位に依存する。このように透過波の波動

関数の関数形が変化する理由は波数 k とエネルギー E に対する分散関係からは自明ではない。しかし、図 2.4(b), (c)

の k2 と E に対する分散関係を見ると明らかである。

ψs
tra = ts1 χ1eik1 ·r + ts2 χ2eik2 ·r, (2.7)

χ1 ≡ θ(E − eVg + Ec)χ+(k1) + θ(−E + eVg − Ec)χ−(k1),
χ2 ≡ χ−(k2)

χ+(k) =
( −αi(kx−iky )
M+

√
α2k2+M2

1

)
, (2.8)

χ−(k) =
(

1
−αi(kx+iky )

M+
√
α2k2+M2

)
.
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k1 = (k1,x, ky)及び k2 = (k2,x, ky)は接合右部中の波数で、それぞれ内側と外側のフェルミ面に対応する。χ1(2) は波数

k1(2) を持つ透過波の波動関数である。χ+(−) はエネルギー固有値 E+(−) の固有関数、 ts
1(2) は透過係数である。固有値

E± より k2
1(2) は

k2
1(2) =

2mR

ℏ2

[
(E − eVg) + 2Eα − (+)

√
4Eα(E − eVg) + 4E2

α + M2

]
, (2.9)

と与えられる。透過した電子は +x 方向に進行するので, k1(2),x の符号は群速度の x 成分, ∂E/(ℏ∂kx), が正となるよう
に選ぶ。また, k1(2),x が純虚数になる場合は x → ∞において ψs

tra が発散しないように符号を選ぶ。

表 2.2 各電子状態について k1, k2 の透過波が固有値 E± のどちらに属するかを示す表

電子状態 E+ E−

正常ラシュバ金属 k1 k2

異常ラシュバ金属 (E − eVg > −Ec) k1 k2

異常ラシュバ金属 (E − eVg < −Ec) - k1, k2

ラシュバリング金属 - k1, k2

次に反射係数、透過係数を求めるために接続条件を与える。式 (2.3) のハミルトニアンより速度演算子 v̂x ≡
∂H/(ℏ∂kx) は次のように与えられる [20, 109, 111, 142]。

v̂x ≡ 1

ℏ

∂H
∂kx
=

−iℏ
m(x)

∂

∂x
+
α

ℏ
θ(x)σ̂y, (2.10)

m(x) ≡ mLθ(−x) + mRθ(x).

この速度演算子 v̂x を用いて、接合面 (x = 0)における接続条件は以下の式 (2.11)のように与えられる [39, 61, 83, 95,

109, 142]。 
ψs(+0, y) − ψs(−0, y) = 0,

v̂x [ψs(+0, y) − ψs(−0, y)] = 2Z
iℏ
ψs(0, y).

(2.11)

式 (2.11)をより具体的に書き下すと以下の方程式 (2.12)になる。

(
χ1 χ2 −χ↑ −χ↓(

v1,x − 2Z
iℏ

)
χ1

(
v2,x − 2Z

iℏ

)
χ2 −v↑,x χ↑ −v↓,x χ↓

) ©«
ts1
ts2
rs↑
rs↓

ª®®®¬ =
(

χs
vs,x χs

)
. (2.12)

ここで v1(2,↑,↓),x は波動関数に作用させた後の速度演算子で v1(2),x =
−iℏ
mR

k1(2),x + α
ℏσy, v↑,x = v↓,x =

−iℏ
mL

kL,x である。こ

の方程式 (2.12)を解くことで y 軸方向の波数が ky の電子が入射した際の反射係数、透過係数を求めることが出来る。

以上を用いて透過率 T s(ky)として式 (2.13)を得る [61, 109, 142]。

T s(E, ky) ≡ Re

�����ψs†
trav̂xψ

s
tra

ψs†
in v̂xψ

s
in

�����
= 1 − Rs(E, ky)

= 1 − Re

�����ψs†
ref

v̂xψ
s
ref

ψs†
in v̂xψ

s
in

�����
= 1 − (|rs↑ |

2 + |rs↓ |
2). (2.13)
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一行目から二行目の式変形には確率の保存則 Rs(E, ky) + T s(E, ky) = 1 を用いた [Rs(E, ky) は反射率である]。この

T s(E, ky)を用いて、 ky について平均した透過率 T s(E)を以下の式 (2.14)のように定義する。T s(E)は y 軸方向の単

位長に対して定義している。ここで y 軸方向の幅 L についての仮定より
∑

ky ≈ L
2π

∫
dky とした。

T s(E) ≡ 1

L

∑
ky

T s(E, ky) ≈
1

2π

∫ kF

−kF
dkyT s(E, ky). (2.14)

kF =
√

2mLEF/ℏ は接合左部のフェルミ波数である。ランダウアーの理論より電極間を流れる電流 I は透過率 T s(E)
を用いて以下の式 (2.15)のように書き表される [61, 96, 109, 144]。

I =
eL
2πℏ

∫ ∞

−∞
dE[T ↑(E) + T ↓(E)][ f (E − EF − eV) − f (E − EF )]

≈ e2V L
2πℏ

[T ↑(EF ) + T ↓(EF )], (2.15)

EF はフェルミ準位、 f (E − EF ) = 1/(eβ(E−EF ) + 1)はフェルミ分布関数である。一行目から二行目への変形では低温極
限を仮定し、 f (E − EF − eV) − f (E − EF ) ≈ eVδ(E − EF )とした。式 (2.15)より、低温極限における y 軸方向の単位

長あたりのコンダクタンス G はフェルミ準位での透過率 T s(EF )を用いて式 (2.16)のように定義される。

G ≡ e2

2πℏ
[T ↑(EF ) + T ↓(EF )]. (2.16)

また、同様にして ky 毎のコンダクタンス G(ky)を次の式 (2.17)のように定義する。

G(ky) ≡
e2

2πℏ
[T ↑(EF, ky) + T ↓(EF, ky)]. (2.17)

以降では簡単のため α > 0, M > 0, mL = mR とする。

2.5 電子状態とコンダクタンスの関係

まず初めにゼーマン磁場がない場合 M = 0 での結果を示す。図 2.5 はラシュバエネルギー Eα = 0.02EF , 0.3EF ,

0.5EF での (a) コンダクタンス G と (b)∂G/∂(eVg) のゲート電圧 Vg に対する依存性を表す。なお、 図 2.5 及び以

降の図 2.6 については 0 ≤ eVg/EF ≤ 1 の範囲で G の Vg 依存性に変化は見られないので、見やすくするために

0.5 ≤ eVg/EF の範囲でプロットした。同様に ∂G/∂(eVg)は −1から 0.5の範囲でプロットした。図 2.5(a)より、正常

ラシュバ金属状態 (NRM)では Eα の大きさによらず G は Vg に対し単調減少する (即ち ∂G/∂(eVg) < 0)。その後、正

常ラシュバ金属状態 (NRM)からラシュバリング金属状態 (RRM)に変化するのに伴い eVg/EF = 1で ∂G/∂(eVg)は
不連続に増加する。RSOCが弱い場合 (Eα/EF = 0.02)、ラシュバリング金属状態 (RRM)に変化する際 ∂G/∂(eVg)が
不連続に増加しても、∂G/∂(eVg)は負の値をとり、G はラシュバリング金属状態でも Vg に対し単調減少する。この G
の単調減少は先行研究でも示されている [61, 109]。一方、強いラシュバエネルギー (Eα/EF = 0.3, 0.5)の場合は正常

ラシュバ金属状態 (NRM)からラシュバリング金属状態 (RRM)に変化する際、∂G/∂(eVg)の不連続な増加によって
∂G/∂(eVg)の符号は負から正に変化する。これに伴い、ラシュバリング金属状態に変化すると G は単調減少から増加
に転じる。更に Vg が増加すると、再び ∂G/∂(eVg)の符号が負になり、G は Vg に対し単調減少するようになる。なお、

図 2.5(a)でラシュバリング金属状態 (RRM)において G の値がある Vg でゼロになる。この値でフェルミ準位はバン

ド下端に到達しており、この値より Vg を増加させても状態が存在しないのでコンダクタンス G はゼロとなる。
次にコンダクタンス G のゲート電圧 Vg に対する依存性がポテンシャルバリアの強さ Z の大きさに対してどのよう

に変化するかを調べる。図 2.6は強い RSOC(Eα/EF = 0.3)の下での、ZkF/EF = 0, 1.0, 3.0に対する (a)コンダク

タンス G の Vg 依存性、(b)∂G/∂(eVg)の Vg 依存性を表す。図 2.6(b)より、eVg/EF = 1における ∂G/∂(eVg)の増加
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図 2.5 Eα/EF = 0.02, 0.3, 0.5 かつゼーマン磁場なし (M = 0) での (a) コンダクタンス G の Vg 依存性。
(b)∂G/∂(eVg)の Vg 依存性。ポテンシャルバリアに関するパラメータは ZkF/EF = 1.0である。 0 ≤ eVg/EF ≤ 1

の範囲において、G の Vg 依存性は変化しないので見やすくするために 0.5 ≤ eVg/EF の範囲でプロットした。同

様の理由から (b)は −1 ≤ [∂G/∂(eVg)]/[e2EF/2πℏ] ≤ 0.5の範囲でプロットした。 自身の論文 [2]より転載。

図 2.6 ZkF/EF = 0, 1.0, 3.0, 磁化なし (M = 0)での (a)コンダクタンス G の Vg 依存性、(b)∂G/∂(eVg)の Vg
依存性。ラシュバエネルギー Eα = 0.3EF である。(b)は −1 ≤ [∂G/∂(eVg)]/[e2EF/2πℏ] ≤ 0.5の範囲でプロット

した。自身の論文 [2]より転載。
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がポテンシャルバリアの強さ Z の増加に伴い抑制されていることが分かる。その結果として、 弱いポテンシャルバ

リア (ZkF/EF = 0, 1.0)の下では図 2.5の Eα/EF = 0.3, 0.55の場合と同様に ∂G/∂(eVg)が eVg/EF = 1で符号変化

し、ラシュバリング状態 (RRM)において G が増加するのに対し、強いポテンシャルバリア (ZkF/EF = 3.0)の下で

は ∂G/∂(eVg)の符号変化がなくなり、G は電子状態に依らず Vg に対し単調減少になる。

以上のようにゼーマン磁場がないとき、正常ラシュバ金属状態ではコンダクタンスがゲート電圧 Vg に対し単調減少

するのに対し、強い RSOCの下ではラシュバリング金属状態において Vg の増加に対し、コンダクタンスも増加するこ

とが明らかになった。このように電子状態の違いがコンダクタンスの Vg 依存性に反映されている。この電子状態に対

するコンダクタンスの Vg 依存性の違いは RSOCが強く、ポテンシャルバリアが弱い場合により顕著になる。

図 2.7 ゼーマン磁場 (M/EF = 0.5) がある場合の Eα/EF = 0.02, 0.3, 0.55 に対する (a)G の Vg 依存性、
(b)∂G/∂(eVg) の Vg 依存性。ポテンシャルバリアに関するパラメータは ZkF/EF = 1.0 である。 Eα/EF = 0.02

のときのバンド構造は図 2.3(c)、Eα/EF = 0.3, 0.5のときは図 2.3(b)である。自身の論文 [2]より転載。

次にゼーマン磁場がある場合の結果を示す。図 2.7はゼーマン磁場がある場合 (M/EF = 0.5)での (a)コンダクタン

ス G のゲート電圧 Vg に対する依存性、(b)∂G/∂(eVg)のゲート電圧 Vg に対する依存性を表す。なお、Eα/EF = 0.02

のときバンド構造は図 2.3(c) の形となり、電子状態としては正常ラシュバ金属状態、異常ラシュバ金属状態のみが

存在する。Eα/EF = 0.3, 0.55 のときは図 2.3(b) の形になり、正常ラシュバ金属状態、異常ラシュバ金属状態、ラ

シュバリング金属状態が存在する。ゼーマン磁場がない場合と同様に正常ラシュバ金属状態から異常ラシュバ金属

状態に、異常ラシュバ金属状態からラシュバリング金属状態に変化する際に ∂G/∂(eVg) は不連続に変化する。弱い
RSOC(Eα/EF = 0.02, 0.3)の下では、G は Vg に対し単調減少する。一方、強い RSOC(Eα/EF = 0.55)の下では、異

常ラシュバ金属状態とラシュバリング金属状態において Vg の増加に対し、僅かではあるが G の増加が見られた。
次にゼーマン磁場がある場合についてもコンダクタンス G のゲート電圧 Vg に対する依存性がポテンシャルバリアの

強さ Z の大きさに対しどのように変化するかを調べた。図 2.8は、図 2.7においてコンダクタンスの増加の見られた

Eα/EF = 0.55の下で Z を変化させたときの (a)コンダクタンス G の Vg 依存性と (b)∂G/∂(eVg)の Vg 依存性を表し

ている。ここから、ゼーマン磁場がない場合と同様に ∂G/∂(eVg)の不連続な増加が Z の増加に伴い抑制され、強いポ
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図 2.8 ゼーマン磁場 (M/EF = 0.5)と強いラシュバ型スピン軌道相互作用 (Eα/EF = 0.55)の下での、ZkF/EF =

0, 1.0, 3.0に対する (a)コンダクタンスの G の Vg 依存性、(b)∂G/∂(eVg)の Vg 依存性。自身の論文 [2]より転載。

テンシャルバリアの下ではコンダクタンス G がゲート電圧 Vg に対し単調減少することが分かる。

以上のようにゼーマン磁場がある場合も、正常ラシュバ金属状態ではゲート電圧 Vg の増加に対し、コンダクタンス

が単調減少するのに対し、強い RSOCの下では異常ラシュバ金属状態とラシュバリング金属状態において Vg が増加す

るとともに僅かではあるがコンダクタンスも増加することが明らかになった。このように RSOCとゼーマン磁場が共

存する場合においても、電子状態の違いがコンダクタンスの Vg 依存性に反映される。この電子状態に対するコンダク

タンスの Vg 依存性の違いも RSOCが強く、ポテンシャルバリアが弱い場合により顕著になる。

なお、 ポテンシャルバリアが強い場合のコンダクタンス G の Vg 依存性については、 −∂G/∂(eVg)と RSOCとゼー

マン磁場の共存する系の状態密度との間に数値的に良い対応関係が見られた。この対応関係は、透過率の定義式 (2.13)

からも期待される。−∂G/∂(eVg)と状態密度との間に数値的に良い対応関係が見られたことから、今回の接合系におい
て強いポテンシャルバリアの下ではコンダクタンスが状態密度を通じて理解することが出来ると期待される [図 2.9、

図 2.10]。
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図 2.9 ゼーマン磁場なし (M = 0), ZkF/EF = 10.0における (a)コンダクタンス Gの Vg 依存性、(b)−∂G/∂(eVg)
の Vg 依存性、(c) ラシュバ型スピン軌道相互作用を有する二次元系の状態密度 (DOS) の Vg 依存性。パラメータ
は Eα/EF = 0.3である。(b)は 0 ≤ −[∂G/∂(eVg)]/[e2EF/2πℏ] ≤ 0.5の範囲でプロットした。

図 2.10 ゼーマン磁場あり (M/EF = 0.5)、ZkF/EF = 10.0 における (a) コンダクタンス G の Vg 依存性、
(b)−∂G/∂(eVg)の Vg 依存性、(c)ラシュバ型スピン軌道相互作用を有する二次元系の状態密度 (DOS)の Vg 依存
性。 (b)は 0 ≤ −[∂G/∂(eVg)]/[e2EF/2πℏ] ≤ 0.05の範囲でプロットした。
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2.6 考察: コンダクタンスの増加について

RSOCがない場合、 接合系の左右の接続が良い状態即ち透過率の高い状態からゲート電圧 Vg を増加させるとコン

ダクタンス G が減少する。透過率の定義式 (2.13)より、このコンダクタンス G の減少は電子の群速度の減少によって
生じているものと理解することが出来る。一方、これまでの結果で示した通り、強い RSOCがある場合にはラシュバ

リング金属状態において Vg の増加にともない G が増加することが明らかとなった。ポテンシャルバリアが強い場合は
コンダクタンスは状態密度から理解できると期待されるが、強いポテンシャルバリアの下ではラシュバリング金属状態

における G の増加は見られず、このゲート電圧 Vg 依存性を状態密度から理解することは現段階で難しい。そのため、

ここでは式 (2.17)の波数 ky 毎のコンダクタンス G(ky)について調べることでその原因について考察する。

図 2.11 ゼーマン磁場なし (M = 0), Eα/EF = 0.3における, いくつかの Vg の値に対する波数 ky 毎のコンダクタ
ンス G(ky)。 (a)-(b)ZkF/EF = 1.0、(c)3.0である。 (a)は正常ラシュバ金属状態 (NRM)、 (b)-(c)はラシュバ

リング金属状態 (RRM) での結果である。内挿図はバンド構造と各 Vg でのフェルミ準位の位置を示している。灰
色の領域は対応する電子状態を表している。自身の論文 [2]より転載。

まず初めにゼーマン磁場がない場合 (M = 0)について考える。図 2.11はゼーマン磁場がない場合にいくつかの Vg

の値に対し、波数 ky 毎のコンダクタンス G(ky)をプロットしたものである。図 2.11(a)と (b)はラシュバリング金属

状態においてコンダクタンス G の増加が見られた ZkF/EF = 1.0での (a)正常ラシュバ金属状態 (NRM)、(b)ラシュ

バリング金属状態における結果である。図 2.11(c)はラシュバリング金属状態においてコンダクタンス G の増加が見
られなかった ZkF/EF = 3.0でのラシュバリング金属状態における結果である。どの結果についてもプロットの中央部

に突出した部分あるいは窪んでいる箇所が見られる。この箇所の幅は丁度 2k1 で、この箇所が接合右部の二枚のフェル

ミ面のうち内側のフェルミ面に対応していることが分かる [図 2.4,図 2.12]。正常ラシュバ金属状態ではゲート電圧 Vg

の増加に対し内側のフェルミ面が縮小するため、Vg の増加に対しこの箇所の幅も減少する。また、Vg の増加とともに

群速度も低下するので G(ky)の値も低下する [図 2.11(a)]。更に Vg をラシュバリング金属状態に変化する点ギリギリ

の値にすると ky = 0に非常に細いピークが残る。一方、ラシュバリング金属状態に変化すると Vg の増加に対し内側の
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フェルミ面が拡大するため、残っていたピークの幅が拡がり G を増加させる。しかし、Vg の増加に対し群速度は低下

するので、同じ ky について G(ky)を見ると Vg の増加に伴い G(ky)の値は低下する [図 2.11(b)]。

このようにラシュバリング金属状態ではゲート電圧 Vg の増加に伴う内側のフェルミ面の拡大がコンダクタンス G の
増加に、群速度の減少が G の減少に寄与している状態で、フェルミ面の拡大の寄与が群速度の減少からの寄与を上回る
と G が増加する。しかし、ポテンシャルバリアが強い状況では内側のフェルミ面からの G への寄与が抑制され、フェ
ルミ面の拡大の寄与が群速度の減少の寄与を下回るため、Vg の増加に対し G が低下する [図 2.11(c)]。

図 2.12 波数とフェルミ面の関係図。(a)は正常ラシュバ金属状態 (NRM)、(b)は異常ラシュバ金属状態 (ARM)、

(c)はラシュバリング金属状態 (RRM)である。コンダクタンス G は灰色の領域の面積に比例する。(a),(c)は自身

の論文 [2]より転載。

次にゼーマン磁場がある場合の結果を見る。図 2.13はいくつかの Vg の値に対し、波数 ky 毎のコンダクタンス G(ky)
をプロットしたものである。図 2.11(a)は正常ラシュバ金属状態 (NRM)、(b)は異常ラシュバ金属状態 (ARM)、(c)

はラシュバリング金属状態 (RRM)における結果である。これらの結果でもゼーマン磁場がない場合と同様に、内側の

フェルミ面に対応してプロットの中央部に突出した部分あるいは窪んでいる箇所が見られる。また、ゼーマン磁場がな

い場合と同様に正常ラシュバ金属状態ではゲート電圧 Vg の増加に対し内側のフェルミ面が縮小するため、Vg の増加に

伴いこの箇所の幅が減少する。また、Vg の増加とともに群速度も低下するので G(ky)の値も低下する [図 2.13(a)]。し
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図 2.13 ゼーマン磁場あり (M/EF = 0.5), Eα/EF = 0.55, ZkF/EF = 1.0における、いくつかの Vg の値に対する
波数 ky 毎のコンダクタンス G(ky)。(a)は正常ラシュバ金属状態 (NRM)、(b)は異常ラシュバ金属状態 (ARM)、

(c)はラシュバリング金属状態 (RRM)での結果ある. 内挿図はバンド構造と各 Vg でのフェルミ準位の位置を示し
ている。灰色の領域は対応する電子状態を表している。自身の論文 [2]より転載。

かし、ゼーマン磁場がない場合とは異なる点がある。ゼーマン磁場がない場合は内側のフェルミ面に対応する箇所は正

常ラシュバ金属状態からラシュバリング金属状態に変化する際細いピークとして残る。一方、ゼーマン磁場がある場合

は異常ラシュバ金属状態で内側のフェルミ面が消失することに対応して、この箇所が完全に消失する [図 2.13(b)]。し

かし、Vg を増加して異常ラシュバ金属状態からラシュバリング金属状態に変化させると内側のフェルミ面が復活する

のでこの箇所も復活する。それに伴いラシュバリング金属状態でコンダクタンス G が増加する。さらに Vg を増加させ

ると、ゼーマン磁場がない場合と同様に内側のフェルミ面の拡大によるコンダクタンス G への寄与と群速度の減少に
よるコンダクタンスへの寄与の大小関係でコンダクタンス G が決まる。
以上のようにゼーマン磁場がない場合、ある場合どちらも内側のフェルミ面からの寄与によってラシュバリング金属

状態においてゲート電圧 Vg の増加に対しコンダクタンス G が増加することが明らかになった。しかし、ゼーマン磁場
がない場合は内側のフェルミ面が Vg の増加に伴い ky 方向に拡大することが G の増加の原因であるのに対し、磁場が
ある場合は異常ラシュバ金属状態で消失した内側のフェルミ面が復活することが原因となっており、両者の場合で G
が増加する理由は本質的には異なる。ゼーマン磁場がない場合は二次元系であるためにコンダクタンスが増加するのに

対し、ゼーマン磁場がある場合は二次元系である必要はないのである。実際、G(ky = 0)即ち一次元でのコンダクタン
スのゲート電圧 Vg に対する依存性を調べると図 2.14のように、ゼーマン磁場がない場合ではラシュバリング金属状態

(RRM)においてコンダクタンスの増加が見られず、ゼーマン磁場がある場合にはラシュバリング金属状態においてコ

ンダクタンスの増加が見られる。この結果はこの結論を裏付けるものである。
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図 2.14 ZkF/EF = 1.0における G(ky = 0)と ∂G(ky = 0)/∂(eVg)。(a)ゼーマン磁場なしの場合、(b)ゼーマン磁

場あり (M/EF = 0.5)の場合。パラメータは (a)Eα/EF = 0.3, (b)Eα/EF = 0.55である。

2.7 第 2章まとめ

ラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系ではフェルミ準位に依存して波数空間中でのスピン構造

や状態密度のエネルギー依存性の異なる三つの電子状態 (正常ラシュバ金属状態、異常ラシュバ金属状態、ラシュバリ

ング金属状態)が現れる。本研究では図 2.2の接合系において、ゲート電圧によりフェルミ準位を変化させて電子状態

を変化させながらコンダクタンスを計算することで、これらの電子状態の違いが電気伝導にどのような違いを与えるか

を調べた。その結果として正常ラシュバ金属状態ではコンダクタンスがゲート電圧 Vg の増加に対し単調するのに対し、

強いラシュバ型スピン軌道相互作用の下では異常ラシュバ金属状態、ラシュバリング金属状態においてコンダクタンス

が増加することが明らかになった。このラシュバリング金属状態におけるコンダクタンスの増加は、ラシュバ型スピン

軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する系の持つ二枚のフェルミ面のうち、内側のフェルミ面に起因していると考えら

れる。
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第 3章

トポロジカルディラック半金属におけるスピン
ホール効果

3.1 本研究の背景

一般にシュレディンガー方程式から自由電子系ではエネルギー E と波数 k の間には E ∝ k2 の関係が成り立ち、バン

ド分散は放物線になる。一方、グラフェンや三次元のトポロジカル絶縁体の表面 [145]などでは E ∝ k の関係を満たす

線形分散が見られる。この線形分散に従う粒子はシュレディンガー方程式ではなく、相対論的な方程式であるディラッ

ク方程式に従うと考えられており注目を集めている。この線形分散をその形からディラックコーンと呼ぶ。これまで

ディラックコーンはグラフェンや三次元のトポロジカル絶縁体の表面のような二次元の系で発見されていたのに対し、

近年では三次元の系でも発見されている [131, 132, 140]。

それが本研究で取り扱うトポロジカルディラック半金属 (TDSM)である。TDSMのバルクのバンド分散はフェルミ

準位近傍で一対のディラックコーンと見なすことが出来る。これらのディラックコーンはある波数”ディラック点”で

接している。また、以降で説明する通り、TDSMはノンゼロのトポロジカル不変量を持つ [136]。このようにノンゼロ

のトポロジカル不変量とフェルミ準位近傍に対のディラックコーンを持つ三次元物質が TDSMである。実際に TDSM

の実現している系としては、三回回転対称性を持つ Na3Bi[79, 131]や四回回転対称性を持つ Cd3As2[4, 78, 132]が発

見されている [図 3.1]。

図 3.1 (a) Cd3As2[85], (b) Na3Bi[78]
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TDSMはディラックコーンを対で持つ物質としてその電磁気学的応答にも注目が集まっており様々な研究が行われ

ている [8, 25, 49, 76, 126]。その内の一つとして 2016年に Burkovと Kimによって TDSMにおけるスピンホール効

果が調べられた [25]。スピンホール効果は非磁性材料に電場 (電流)を印加すると電場 (電流)に対し垂直方向にスピン

流が生成される現象である [106]。この現象はスピン軌道相互作用によりアップスピンの電子とダウンスピンの電子が

それぞれ反対方向の力を感じることで生じる。このスピンホール効果の強さを表す量としてスピンホールコンダクタン

ス σz
xy が印加した電場 Eex とスピンホール効果によって生成されるスピン流 jS を用いて、σz

xy = jS/Eex のように定義

される。スピンホール効果を引き起こすスピン軌道相互作用には二つの起源が考えられている。一つ目は固体のバンド

分散に起因するものであり、内因性と呼ばれる [84, 105]。二つ目は不純物散乱や不純物そのもののスピン軌道相互作

用に起因するもので外因性と呼ばれる [52, 141]。Burkovと Kimは特に TDSMのバンド分散が低エネルギー近傍で

対のディラックコーンを持つという点に注目して、TDSMの内因性スピンホール効果について調べた。その結果とし

て低温で内因性のスピンホールコンダクタンスが二つのディラックコーンのディラック点間の距離に比例することを明

らかにした [25]。

3.2 本研究の目的

Burkovと Kimはトポロジカルディラック半金属 (TDSM)の実現する格子モデルのハミルトニアン Ȟ(k) [格子モデ

ルのハミルトニアンの詳細については後述]

Ȟ(k) =a1(k)σxsz + a2(k)s0σy + a3(k)s0σz + a4(k)σxsx + a5(k)σxsy,

a1(k) = η sin kx,

a2(k) = −η sin ky,

a3(k) = M − txy(cos kx + cos ky) − tz cos kz,

a4(k) = (β + γ) sin kz(cos ky − cos kx),
a5(k) = −(β − γ) sin kz sin ky sin kx .

をフェルミ準位 E = 0上の (kx, ky) = (0, 0)の線上に現れる二つのディラック点の近傍で線形近似してハミルトニアン
Ȟ± を得た。

H± = ℏv(kxszσx − kys0σy) ± ℏṽ(kz ∓ k0)s0σz (3.1)

この Ȟ± から内因性スピンホールコンダクタンスを計算した [25]。その結果として低温極限で内因性スピンホールコン

ダクタンスが二つのディラックコーンのディラック点間の距離に比例することを明らかにした [25]。ここで注目すべき

点は、この線形近似したハミルトニアンではフェルミ準位近傍以外の情報が完全に無視されている点である。このよう

な近似を用いることの背景には、低温での物理量にはフェルミ準位近傍しか寄与しないという暗黙の期待がある。しか

し、この期待に反する物理量が見つかっている。一例として、量子ホール絶縁体における低温でのホールコンダクタン

スを挙げることができる。このホールコンダクタンスは式 (1.77)で定義されるチャーン数で量子化されている [124]。

このチャーン数は式 (1.77)の定義の通り、フェルミ準位以下のバンドでブリルアンゾーン全体で積分する量であるた

め、このホールコンダクタンスは低温での物理量であるにも関わらずフェルミ準位近傍のみで決まらない。

この量子ホール絶縁体におけるホールコンダクタンスのように低温での物理量にフェルミ準位近傍以外が寄与する場

合があることを踏まえると、フェルミ準位上のディラック点近傍で線形近似をして得たハミルトニアンから得られた結

果が実際の TDSMにおけるスピンホール効果を記述しているかは疑問である。実際、TDSMと類似したバンド分散

を持つワイル半金属におけるカイラル磁気効果 [127]や異常ネルンスト効果の研究 [43]では線形近似から得たハミルト

ニアンを用いた計算では現象をうまく記述できていないことが指摘されている。そこで本研究ではディラック点近傍で
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線形近似をすることなく、格子モデルのハミルトニアンを用いてフェルミ準位近傍以外の寄与も考慮して内因性スピン

ホールコンダクタンスの計算を行う。

この章の構成は以下の通りである。まず最初に今回の計算で取り扱う格子モデルのハミルトニアンの紹介とその性質

の確認を行う。次にスピンホールコンダクタンスの計算方法の導出を行う。次に本研究では Burkovと Kimの先行研

究とは異なる方法で計算を行うので、実際に線形近似をしたモデルから我々の計算方法でも同様の結果が得られること

を示す。次に格子モデルのハミルトニアンからスピンホールコンダクタンスを計算する。

3.3 格子モデルとその特徴

まず初めに、今回の計算で取り扱う格子モデルの紹介とその特徴の確認を行う。今回の計算で取り扱う系は正方晶即

ち四回回転対称性持つモデルを取り扱う。現実の物質としては Cd3As2 をこのモデルで表すことができる。本系を記述

する最小のハミルトニアンは以下の通りである [136]。

Ȟ(r) =η
2

∑
r

(−ic†rσ
xszcr+x + ic†rσ

ys0cr+y +H.c.)

+ M
∑
r

c†rσ
zs0cr −

txy
2

∑
r

(c†rσzs0cr+x + c†rσ
zs0cr+y +H.c.) − tz

2

∑
r

(c†rσzs0cr+z +H.c.)

+
(β + γ)

4

∑
r

(−ic†rσ
xsxcr+y+z − ic†rσ

xsxcr−y+z + ic†rσ
xsxcr+x+z + ic†rσ

xsxcr−x+z +H.c.)

− (β − γ)
8

∑
r

(ic†rσxsycr+x+y+z + ic†rσ
xsycr−x−y+z + ic†rσ

xsycr+x−y−z + ic†rσ
xsycr−x+y−z +H.c.). (3.2)

ただし、c†r = [c†
s,↑,r, c

†
px+ipy,↑,r, c

†
s,↓,r, c

†
px−ipy,↓,r ]である。ここで ηは x − y 平面内の最近接ホッピング、β + γ は y − z,

z − x 面での次近接のホッピング、β − γ は体対角方向へのホッピング、 M は軌道間のオンサイトポテンシャルの差、

tz は z軸方向のホッピング、 txy は異軌道間での x, y 方向のホッピングの差である。σi=x,y,z , si=x,y,z はそれぞれ軌道

とスピンを表すパウリ行列である。式 (3.2)を波数空間のハミルトニアンに書きなおすと

Ȟ(k) =a1(k)σxsz + a2(k)s0σy + a3(k)s0σz + a4(k)σxsx + a5(k)σxsy (3.3)

となる。基底は |s, ↑, Jz = 1/2⟩, |px + ipy, ↑, Jz = 3/2⟩, |s, ↓, Jz = −1/2⟩, |px − ipy, ↓, Jz = −3/2⟩ である [48, 67, 136]。

Jz は全角運動量、 ↑, ↓は電子のスピンを表す。ai=1,2,3,4,5 は以下の実関数である。

a1(k) = η sin kx, (3.4)

a2(k) = −η sin ky, (3.5)

a3(k) = M − txy(cos kx + cos ky) − tz cos kz, (3.6)

a4(k) = (β + γ) sin kz(cos ky − cos kx), (3.7)

a5(k) = −(β − γ) sin kz sin ky sin kx . (3.8)

ここで a4, a5 はスピンを混成する項である。このハミルトニアンのエネルギー固有値は

En(m)(k) = +(−)
√

a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4 + a2
5 (3.9)

であり、それぞれ二重に縮退している。

ここでこの系の持つトポロジカル不変量にも注目する。この格子モデルのハミルトニアンは以下のように時間反転対
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称性、空間反転対称性、四回回転対称性を持つ [48]。

TH(k)T † = H(−k), (3.10)

T = iσ0syK, (3.11)

PH(k)P† = H(−k), (3.12)

P = σzs0, (3.13)

C4H(kx, ky, kz)C†
4 = H(ky,−kx, kz), (3.14)

C4 = ei(2σ
0+σz )szπ/4 (3.15)

また、反転対称性と四回回転対称性を持つため、x − y 面に対するミラー対称性を持つことも分かる。

MxyH(kx, ky, kz)M†
xy = H(kx, ky,−kz),

Mxy = PC2
4 = iσ0sz .

(3.16)

式 (3.16)より、この系は kz = 0, π で交換関係 [Ȟ,Mxy] = 0を満たす。そのため kz = 0, π ではハミルトニアン Ȟ をミ

ラー演算子Mxy の固有値が +i と −i のセクターにブロック対角化することが出来る。このミラー演算子の固有値が ±i

のセクターに対し、チャーン数を計算しその差分をとることで、この系を特徴づけるトポロジカル不変量であるミラー

チャーン数 nM(kz)を得る。

nM(kz) ≡
1

2
[n+i(kz) − n−i(kz)] (3.17)

n±i はミラー演算子の固有値が ±i のセクターに対するチャーン数である。この系のミラーチャーン数を kz = 0, π につ

いてそれぞれ計算したものが以下の図 3.2である。ここで kz = 0, π のどちらでもミラーチャーン数が 0のパラメータ

領域はトポロジカルに自明、kz = 0, π のいずれかで ±1を持つパラメータ領域はトポロジカルに非自明な状態である。

このように、この系はミラーチャーン数 nM = ±１の二値すなわち Z2 で特徴づけられている。三回回転対称性を有す
る格子モデルの場合はミラー対称性を持たないが、同様に Z2 トポロジカル不変量を持つ [136]。

図 3.2 (a)kz = 0 面、(b)kz = π 面におけるミラーチャーン数 nM のパラメータ依存性。緑色、赤色、紫色のパ

ラメータ領域はそれぞれミラーチャーン数が 0, +1, -1 の領域である。kz = 0, π のいずれかでノンゼロのミラー

チャーン数を持てばトポロジカルに非自明な状態である。自身の論文 [3]より転載。
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これらの kz = 0面と kz = π 面におけるミラーチャーン数で相を分類し、各相におけるディラック点の現れる位置を

記載したものが図 3.3 である [136]。具体的に各相の説明を行うと M/tz + 2txy/tz − 1 < 0 のパラメータ領域ではディ

ラック半金属相 (DSM)を示す [図 3.3(c)]。この相では Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0)の線上]並びに M − A線上 [即

ち (kx, ky) = (±π,±π)の線上]にディラック点とディラックコーンが対で現れる。また、ミラーチャーン数は kz = 0, π

のいずれも 0 である。M/tz ± 2txy/tz ∓ 1 > 0, M/tz − 2txy/tz − 1 < 0 の領域ではトポロジカルディラック半金属相

(TDSM) を示す [図 3.3(b),(e)]。この相では Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0) の線上] にディラック点とディラック

コーンが対で現れる。また、kz = 0でノンゼロのミラーチャーン数を持つ。M/tz − 2txy/tz − 1 < 0の領域は弱いトポロ

ジカル絶縁体もしくはトポロジカル結晶絶縁体 (WTI/TCI)に分類される [図 3.3(a),(d)]。このときバルクではギャッ

プがあいている。また、kz = 0, π のどちらでもノンゼロのミラーチャーン数を持っている [136]。ここで気を付けたい

点は kz = 0 でのミラーチャーン数の符号が M/tz = 1 を境に変化している点である。これは M/tz = 1 で X 点 [即ち

(kx, ky, kz) = (±π, 0, 0), (0,±π, 0)]においてバンドが接することに対応している。ミラーチャーン数が M/tz = 1で変化

するため、 TDSM相は TDSM (I)と TDSM (II)の二つの相に分けることができる。ただし、Γ − Z 線上にディラッ

ク点とディラックコーンが対で現れる点はどちらも同じである。また、WTI/TCI相も M/tz = 1を境に二つの相に分

けることができる。特に M/tz > 1では kz に依らず同じミラーチャーン数を持つため、実質二次元の TCIと見なすこ

とが出来るので 2D TCI、M/tz < 1ではミラーチャーン数が kz に依存するため 3D TCIと書くことにする。

ここまでの各相の様子は β, γ , 0即ちハミルトニアンの a4, a5 の項が有限の場合を想定している。この場合、X 点

[即ち (kx, ky, kz) = (±π, 0, 0), (0,±π, 0)]では M/tz = 1直上でのみバンドの接触が起こる。一方、β = γ = 0即ち a4, a5

の項がゼロの場合は M/tz < 1の領域で X点近傍 (kx, ky) = (±π, 0), (0,±π)の線上に対のディラックコーンとディラッ
ク点が安定に存在する。β, γ , 0の場合はこのディラックコーンにギャップが開き、ディラック点が消失する。

以上のように格子モデルではパラメータ M/tz , txy/tz に応じて複数の相が現れる。特に M/tz ± 2txy/tz ∓ 1 > 0,

M/tz − 2txy/tz − 1 < 0 の領域で、今回の研究で注目するトポロジカルディラック半金属相が現われる。この相は

M/tz = 1を境にミラーチャーン数の違いで二つに分けることができるが、どちらも Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0)
の線上]にディラック点とディラックコーンが対で現れる点は同じである。

3.4 スピンホールコンダクタンスの計算方法

ここではケルディッシュグリーン関数の方法を用いて、スピンホールコンダクタンスを導出する。スピン流の流れの

密度は以下のように定義される [106]。

jαs,i = ⟨ψ†vαs,iψ⟩, (3.18)

ここで vαs,i = {vi, ℏ2 sασ0}/2はスピンに対する速度演算子で、電子の速度演算子 vi = ∂H/(ℏ∂ki)を用いて定義される。
ψ† = (ψ†

s,↑, ψ
†
px+ipy,↑, ψ

†
s,↓, ψ

†
px−ipy,↓)は生成演算子を表す。ここでスピン流 jαs,i=x,y,z の添え字 i = x, y, z は偏極方向, α

はスピン流の流れる方向を表す。ここで外部電場 Eex,y に対し、スピン流 jzx が生じるとすると、線形応答の範囲内では

以下のようにスピンホールコンダクタンス σz
xy を定義できる。

σz
xy ≡ jzx/Eex,y . (3.19)

スピンホールコンダクタンスはハミルトニアン Ȟ(k)のグリーン関数 G(k, ω)を用いて以下のように書くことができる
[106, 115]。

σz
xy =

eℏ
Ω

∑
k,ω

Tr
[
vzs,xG(k, ω)vyG(k, ω +Ω)

]<
Ω→0

, (3.20)
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図 3.3 格子モデルの相図。ここで M は軌道間のオンサイトポテンシャルの差、tz は z軸方向のホッピング、 txy
は異軌道間での x, y 方向のホッピングの差である [136]。各相は kz = 0 面、kz = π 面におけるミラーチャーン

数及びディラック点の位置で特徴づけられる。(a)-(f) は各相におけるディラックコーンとディラック点 (図中の

赤と青のコーン) の現れる位置を表している。これらのディラックコーンはバンドの交差で生じる。緑のコーンは

バンドの接触により生じるディラックコーンである。図中の赤 (青) の面はミラーチャーン数が nM = +1(−1) の
面を示している。ここで X 点 [即ち (kx, ky, kz ) = (±π, 0, 0), (0,±π, 0)] におけるディラック点についてコメントを
すると β, γ , 0 の場合は M/tz = 1 でのみ X 点にディラック点が生じるが、β = γ = 0 では M/tz < 1 の領域で

(kx, ky) = (±π, 0), (0,±π)の線上にペアのディラックコーンとディラック点が安定に存在する。自身の論文 [3]より

転載。

ここで e < 0は素電荷、Ω(→ 0)は印可電場 Eex,y の振動数である。添え字の”<”はグリーン関数のレッサーの部分を

表す。この式を展開すると以下の式を得る。

σz
xy = eℏ

∑
k,ω

∂ f (ω)
∂ω

Tr
[
vzs,xGr(k, ω)vyGa(k, ω)

]
+

eℏ
2

∑
k,ω

f (ω)Tr

[
vzs,x

(
∂Ga(k, ω)

∂ω
vyGa(k, ω) − Ga(k, ω)vy

∂Ga(k, ω)
∂ω

)
− h.c.

]
, (3.21)

f はフェルミ分布関数、Gr(k, ω) = [ℏω − H + iδ]−1 は遅延グリーン関数 、 Ga(k, ω) = [Gr(k, ω)]† である。δ は微小
な正の値である。式 (3.21)から最終的に σz

xy として以下を得る。

σz
xy = eℏ

∑
k

[ f (E) − f (−E)]Ωz
xy, (3.22)

f (E) = [1 + exp (E − µ)/(kBT)]−1 はフェルミ分布関数、 Ωz
xy はスピンベリー曲率である。E、µ、kB、T はそれぞれエ

ネルギー、化学ポテンシャル、ボルツマン定数、温度である。スピンベリー曲率 Ωz
xy は次のように定義される [44, 45]。

Ω
z
xy ≡

∑
En>Em,n

i
⟨n|vzs,x |m⟩⟨m|vy |n⟩ − (x ↔ y)

[En(k) − Em(k)]2
. (3.23)
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|n⟩ は En の固有状態、|m⟩ は Em の固有状態である。以上よりスピンホールコンダクタンスはフェルミ分布関数とスピ

ンベリー曲率の積を積分した形で式 (3.22)のように書けることが分かる。特に低温極限 T → 0でスピンホールコンダ

クタンスは

σz
xy ∼ −eℏ

∑
k

Ω
z
xy, (3.24)

のようにスピンベリー曲率の積分の形で表される。以降では低温極限を仮定し、式 (3.24)に基づいて計算を行う。

3.5 線形近似モデルで計算したスピンホールコンダクタンス

まず初めに本研究の計算方法で、先行研究でも用いられた線形近似をしたモデルに対しスピンホールコンダクタンス

の計算を行い、先行研究の結果に一致することを確認する。TDSM相が実現するパラメータ領域で、式 (3.3)の格子モ

デルのハミルトニアンをディラック点 k± = (0, 0, k0), (0, 0,−k0)周りで展開すると以下のハミルトニアン Ȟ± を得る。

Ȟ± = ℏv(kxszσx − kys0σy) ± ℏṽ(kz ∓ k0)s0σz . (3.25)

ただし、v = ηa/ℏ、ṽ = tzk0/ℏ、k0 = arccos [(M − 2txy)/tz]である。ここで格子定数は 1とした。

ここから系全体のスピンホールコンダクタンス σz
xy は以下のように表される。

σz
xy = σ

z
xy,+ + σ

z
xy,−, (3.26)

σz
xy,± は H± から求められるスピンホールコンダクタンスである。ここで Ȟ± のバンド間には相互作用はないとし、

σz
xy,± は独立して計算する。スピンホールコンダクタンス σz

xy,± は先の式 (3.22)-(3.23) と同様に以下のように与えら

れる。

σz
xy,± = eℏ

∑
k

[ f (E±) − f (−E±)]Ωz
xy,±, (3.27)

ここで E± はエネルギー固有値、Ω
z
xy,± は H± のスピンベリー曲率である。

E± = ℏ
√
v2(k2

x + k2
y ) + ṽ2(kz ∓ k0)2, (3.28)

Ω
z
xy,± = ±ℏv

2ṽ(kz ∓ k0)
2E3

±
. (3.29)

低温極限でのスピンホールコンダクタンスは上記の Ωz
xy,± を波数 k について積分することで得られる。

σz
xy = −eℏ

∫
d3k
(2π)3

(
Ω

z
xy,+ +Ω

z
xy,−

)
= − eℏ

4π2

∫ ∞

−∞
dkz

∫ ∞

0

dk ∥k ∥
(
Ω

z
xy,+ +Ω

z
xy,−

)
= − e

8π2

∫ ∞

−∞
dkz

[
sgn[ṽ(kz − k0)] − sgn[ṽ(kz + k0)]

]
= sgn(m1)

(
ℏ

e

)
e2

h
k0
π

(3.30)

ただし、k ∥ =
√

k2
x + k2

y である。式 (3.30)より本研究の計算方法でも、先行研究と同様に線形近似したモデルからスピ

ンホールコンダクタンスがディラック点間の距離 2k0 に比例する結果を得た [25]。
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3.6 格子モデルで計算したスピンホールコンダクタンス

次に式 (3.22)の格子モデルからスピンホールコンダクタンスを計算する。スピンベリー曲率は以下のように与えら

れる。

Ω
z
xy =

η2

2ℏE3

[
(M − tz cos kz) cos kx cos ky − txy(cos kx + cos ky)

]
, (3.31)

このスピンベリー曲率からスピンホールコンダクタンスを数値的に計算した結果が図 3.4 である。先の相図に対応す

るようにスピンホールコンダクタンスの txy/tz , M/tz 依存性は相によって異なる。具体的には、絶縁体, DSM相では

スピンホールコンダクタンスはほぼゼロである。一方、WTI/TCI, TDSM相ではスピンホールコンダクタンスはノン

ゼロの値を持っており、M/tz = 1を境にパラメータ依存性が大きく変化する。図 3.4(b) は TDSM相内でいくつかの

(M + 2txy)/tz の場合について、スピンホールコンダクタンスを Γ − Z 線上 [(kx, ky) = (0, 0)の線上]のディラック点間

の距離 2k0[= arccos [(M − 2txy)/tz]]に対してプロットしたものである。k0 の値は M/tz − 2txy/tz − 1 = 0の直線上で

ゼロで M/tz − 2txy/tz + 1 = 0の直線に近づくにつれて大きな値になる。この結果を見ると、すべての点が TDSM(II)

相 (M/tz > 1)内のみを通る (M + 2txy)/tz = 3の場合は、スピンホールコンダクタンスが k0 に比例していることが分

かる。TDSM(I)相と TDSM(II)相を跨ぐ (M + 2txy)/tz = 2の場合は k0 < 0.5π 即ち TDSM(II)相ではスピンホール

コンダクタンスが k0 に比例しているが、TDSM(I)相では k0 に比例しなくなる。TDSM(I)相 (M/tz > 1)のみを通

る (M + 2txy)/tz = 1の場合はスピンホールコンダクタンスは全く k0 に比例しない。また、図 3.4(c)ではパラメータ

M/tz について変化させてスピンホールコンダクタンスについてプロットしたものであるが、この結果からも M/tz = 1

を境にスピンホールコンダクタンスのパラメータ依存性が大きく変化していることが分かる。

以上のように格子モデルでは相図に対応したスピンホールコンダクタンスの txy/tz , M/tz 依存性を得た。特に

M/tz > 1 のトポロジカルディラック半金属相では先の 2 つのモデルの場合と同様にスピンホールコンダクタンスは

Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0) の線上] のディラック点間の距離 2k0 に比例した。その一方、M/tz < 1 ではスピン

ホールコンダクタンスは 2k0 に比例しない。これは先の線形近似したモデルから計算した結果とは異なる。
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図 3.4 (a) 格子モデルから計算したスピンホールコンダクタンスの txy/tz と M/tz に対する依存性。(b) いく

つかの (M + 2txy)/tz の場合に対するスピンホールコンダクタンスの k0 依存性。k0[= arccos (M − 2txy)] の値は
M/tz − 2txy/tz − 1 = 0の直線上でゼロで M/tz − 2txy/tz + 1 = 0の直線に近づくにつれて大きな値になる。点が色

塗りになっているものは TDSM(I)相 (M/tz < 1)、白抜きの点は TDSM(II)相 (M/tz > 1)のデータである。(c)

txy/tz = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5の場合でもスピンホールコンダクタンスの M/tz 依存性。今各パラメータは η = 0.89 eV,

tz/η = −3.4, β/tz = 2γ/tz = 0.67, µ = T = 0である。自身の論文 [3]より転載。
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3.7 考察: M/tz = 1を境にスピンホールコンダクタンスのパラメータ依存性が変

化する理由

M/tz = 1 を境にトポロジカルディラック半金属相とトポロジカル絶縁体相でのスピンホールコンダクタンスのパ

ラメータ依存性が変化する原因はスピンベリー曲率並びに
∑

kx,ky Ω
z
xy(k) の結果から理解することができる。まず

初めに、β = γ = 0 すなわち a4 = a5 = 0 の場合を考える。スピンベリー曲率 Ωz
xy は E−3 (エネルギーギャップは

2E) に比例するため、 TDSM(II) 相 (M/tz > 1 の TDSM 相) では Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0) の線上] のディ

ラック点 k = (0, 0,±k0) で Ωz
xy が発散し [図 3.5(a1)-(a3)]、

∑
kx,ky Ω

z
xy(k) は図 3.5(e) の黒の破線のようになる。一

方、TDSM(I) 相 (M/tz < 1 の TDSM 相) では β = γ = 0 のとき、Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0) の線上] だけ

でなく X 点近傍の (kx, ky) = (±π, 0), (0,±π) の線上にもディラック点が生じる。そのため Γ 点近傍のディラック点
k = (0, 0,±k0)だけでなく X 点近傍のディラック点 k = (0,±π,±k1), (±π, 0,±k1)で Ωz

xy は発散する [図 3.5(b1)-(b3)]。

ただし、k1 = arccos M/tz である。結果として
∑

kx,ky Ω
z
xy(k)は

∑
kx,ky Ω

z
xy(k) = 1

2π [sgn(d1 − |kz |) − 2sgn(d2 − |kz |)]
のようになる [図 3.5(f) の黒の破線]。そのため M/tz < 1 のトポロジカルディラック半金属相のスピンホールコンダ

クタンスは Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0)の線上]のディラック点間の距離 d1 と X 点近傍のディラック点間の距離

d2 = 2 arccos M/tz で特徴づけられる。WTI/CTI相でも β = γ = 0では d1 = 2π [図 3.5(d1)-(d3), (h)の黒の破線],

M/tz > 1で d2 = 2π とすることで同様に理解することができる。

ここまでは β = γ = 0 の場合を考えた。次に先のスピンホールコンダクタンスの計算のときのように有限の小さな

β, γ のある場合を考える。このとき X 点近傍のディラックコーンにギャップが生じることで、 M/tz < 1での X 点近

傍のディラック点が消失する。しかし、このノンゼロの β, γ によって開くギャップは微小である。スピンベリー曲率

Ωz
xy は E−3 (エネルギーギャップは 2E)に比例するので消失したディラック点の近傍では依然として大きな値を持つ。

このため有限の小さな β, γ がある場合、
∑

kx,ky Ω
z
xy(k)は β = γ = 0の場合 (黒色の破線)から大きく変更をは受けな

い [図 3.5(e)-(h)]。なお、β, γ の値が十分大きくなると
∑

kx,ky Ω
z
xy(k)は β = γ = 0の場合から大きく変更を受けてし

まうので、このようにディラック点間の距離で理解することはできない。ただし、kz = 0での
∑

kx,ky Ω
z
xy(k)はミラー

チャーン数に対応しているので、β, γ の値が十分大きくなってもミラーチャーン数から決まる値をとる。また、β, γ の

値を変化させても消失したディラック点の位置で
∑

kx,ky Ω
z
xy(k) = 0になることを数値的に確認した。ここで重要な点

はギャップが開いていても X 点近傍のディラック点の寄与により、M/tz < 1でのスピンホールコンダクタンスのパラ

メータ依存性が変化しているという点である。

以上のように M/tz < 1では X 点近傍にディラックコーンが現れることにより、スピンホールコンダクタンスのパ

ラメータ依存性が変化することが明らかになった。このディラックコーンは元々 M/tz = 1でバンドが接触する際に生

じたディラックコーンが分裂したものであった。また、このバンドの接触は kz = 0面でのミラーチャーン数の変化に

対応したものである。このことから、スピンホールコンダクタンスのパラメータ依存性の変化は kz = 0面でのミラー

チャーン数の変化に対応したものということも出来る。
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図 3.5 格子モデルから計算したスピンベリー曲率 Ωzxy(k) の β = γ = 0 の場合での kz 依存性。(a1)-(a3) は

TDSM(II)相 (M/tz ≥ 1のTDSM相)、(b1)-(b3)はTDSM(I)相 (M/tz ≤ 1のTDSM相)、(c1)-(c3) DSM相、

(d1)-(d3) 3DTCI (M/tz ≤ 1のWTI相)を表す。図中の d1, d2, d3はそれぞれ Γ−Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0)の
線上]、M−A線上 [即ち (kx, ky) = (±π,±π)の線上]、(kx, ky) = (±π, 0), (0,±π)線上に現れるディラックコーンのディ
ラック点間の距離に等しい。既に述べているが、β = γ = 0の場合は M/tz < 1の領域で (kx, ky) = (±π, 0), (0,±π)
の線上にペアのディラックコーンとディラック点が安定に存在する。(e)-(h)は σxy,2Dz (kz )の kz 依存性。黒の破
線が β = γ = 0の場合の結果、 青の実線が β = 2γ = 0.67tz での計算結果である。自身の論文 [3]より転載。
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3.8 第 3章まとめ

本研究では、線形近似をしたモデルではトポロジカルディラック半金属におけるスピンホール効果を正確に記述でき

ていないのではないかという疑問から、線形近似に頼らず格子モデルから出発してグリーン関数を用いてスピンホール

コンダクタンスを計算した。その結果として M/tz > 1の領域では線形近似をしたモデルから計算した場合とよく一致

しており、スピンホールコンダクタンスは Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0)の線上]に現れる対のディラックコーンの

ディラック点間の距離 2k0 に比例するという結果を得た。一方、M/tz < 1では線形近似をしたモデルは良い近似では

なくなり、スピンホールコンダクタンスは 2k0 に比例しなくなった。

Burkovと Kimの先行研究では Γ − Z 線上 [即ち (kx, ky) = (0, 0)の線上]のディラック点のみに着目してスピンホー

ルコンダクタンスの計算を行っていた。しかし、実際には M/tz < 1では X点近傍の (kx, ky) = (±π, 0), (0,±π)の線上
にギャップの開いたディラックコーンがあり、 このディラックコーンがスピンホールコンダクタンスに寄与するため、

M/tz < 1 では線形近似したモデルが良い近似とならないことが明らかになった。このギャップの開いたディラック

コーンはトポロジカルディラック半金属の M/tz = 1上におけるミラーチャーン数の変化に対応して現れるものである

ので、ミラーチャーン数の変化を反映してスピンホールコンダクタンスのパラメータ依存性が変化していると理解する

こともできる。また、ミラーチャーン数も一種のチャーン数であり、フェルミ準位近傍だけでなく系全体から決まる量

である [124]。その変化を反映しているという点で、このような計算結果のズレは先行研究において系全体でなくフェ

ルミ準位近傍のみに注目したことが原因であると言える。
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第 4章

三次元トポロジカルジョセフソン接合における
フラットバンドゼロエネルギー状態

4.1 本研究の背景

これまで物質科学においてトポロジーの考え方は絶縁体に対して利用されてきた。このトポロジーの考え方が同じく

ギャップを持つ超伝導体にも応用されるようになった。その結果として超伝導体においてもトポロジカルに非自明な絶

縁体と同様にエッジ状態が現れることが明らかになった [120]。このエッジ状態は母体となるトポロジカル超伝導体の

図 4.1 各超伝導体のエッジ状態。(a) カイラル p 波の場合。トポロジカル不変量として整数値 Z を持つ。エッジ
状態として粒子が一方向のみに運動するカイラルマヨラナエッジ状態を持つ。(b) ヘリカル p波の場合。トポロジ
カル不変量として二整数値 Z2 を持つ。エッジ状態として粒子が互いに逆方向に運動するヘリカルエッジ状態を持

つ。(c) px 波の場合。トポロジカル不変量として巻き付き数 w を持つ。エッジ状態としてフラットバンドゼロエネ

ルギー状態を持つ [120]。

ペアの対称性に依存している。例としては、時間反転対称性の破れたカイラル p波超伝導体では粒子が一方向のみに運

動するカイラルエッジ状態を [40, 93, 128]、時間反転対称性を保ったヘリカル p波超伝導体では粒子のペアがお互いに

逆方向に運動するヘリカルエッジ状態を [91, 101, 103, 121]、ノードを有する px 波超伝導体や dxy 波、 f 波超伝導体
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ではフラットバンドゼロエネルギー状態 [24, 46, 62, 98, 102, 122]をエッジ状態として有する [図 4.1]。

この中でも特にフラットバンドゼロエネルギー状態はフェルミ準位に非常に高い縮退度を有するため、低エネルギー

での電磁気学的応答が劇的になると期待される。例を挙げると、常伝導体/超伝導体接合中でのゼロバイアスコンダク

タンスピーク [9, 10, 23, 54, 56, 59, 65, 116, 118, 119] が非常に強く現れることが期待される。また、フラットバン

ドゼロエネルギー状態により電磁気学的応答が異常になることも指摘されている。例えばジョセフソン接合において

ジョセフソン電流と超伝導体間の位相差の関係が異常になる [11, 12, 16, 117]、また、通常は超伝導体はマイスナー効

果により磁場を排斥するが、磁場を排斥しない常磁性マイスナー効果が起こるとされている [51, 113, 114]。このよう

なフラットバンドゼロエネルギー状態が現れる超伝導体としては px 波、dxy 波、 f 波超伝導体が挙げられるが、先行

研究から px 波超伝導状態のフラットバンドゼロエネルギー状態は不純物に対して比較的頑強であると指摘されている

[56]。このためフラットバンドゼロエネルギー状態の研究は px 波超伝導状態をプラットフォームとして進めることが

有望である。しかし、現状では px 波超伝導状態を有する確たる候補物質は見つかっておらず、擬一次元系の有機超伝

導体 [62, 102, 122]において px 波超伝導状態の可能性が議論されるに留まる。

図 4.2 人工的な px 波超伝導体のセットアップ。(a) 半導体と s 波超伝導体のヘテロ接合にゼーマン磁場を印加し
た系 [5]。半導体には永久スピン旋回状態を実現するような一軸的なスピン軌道相互作用が働いている。(b) ヘリカ

ル p波超伝導体にゼーマン磁場を印加した系 [134]。

この px 波超伝導体の欠如という問題に対し、既存物質を組み合わせることで有効的な px 波超伝導状態を実現する

理論提案が行われている。例としては半導体が永久スピン旋回状態を実現する一軸的なスピン軌道相互作用を持つ半導

体と超伝導体とのヘテロ構造 [5, 57, 58, 139]やゼーマン磁場を印加したヘリカル p超伝導状態 [55, 57, 134]が挙げら

れる [図 4.2]。しかし、これらの系は実験にあたり次の二つの問題点を抱えている。

• フラットバンドゼロエネルギー状態を実現するために超伝導ペアポテンシャルよりも強いゼーマン磁場が必要に
なり、超伝導状態が不安定になる。

• 面直方向に反転対称性が破れているためラシュバ型スピン軌道相互作用 (RSOC) が生じ、RSOC によってフ

ラットバンドゼロエネルギー状態が壊される [56, 134]。

特にこのような超伝導ペアポテンシャルよりも強いゼーマン磁場が必要であるという点は、Oregや Lutchynらによっ

て提案された s 波超伝導体の上に半導体ナノワイヤーを載せてゼーマン磁場をかけることで実現する人工的な p波超

伝導体 [80, 88] [図 1.7] をはじめ多くの人工的なトポロジカル超伝導体で見られる。

一般に強い磁場は超伝導状態を不安定にするにもかかわらずこのような提案が問題とされなかった背景には超伝導体

と半導体の g因子の違いがある。g因子は磁場よって生じるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさの違いを表す量

である。一般に半導体は超伝導体に比べ大きな g因子を持っており、超伝導体に比べ小さな磁場で大きなポテンシャル

を得ることが出来る。このため、人工的な超伝導体の系において超伝導体が不安定にならない程度の大きさの磁場で半

導体中にはトポロジカル超伝導を実現するだけのポテンシャルが生じていると考えられていた。しかし、このような状

況が実現しない可能性が理論的に指摘された。それによると超伝導体と半導体がよく接合されればされるほど、半導体

は超伝導体の影響を受け、実効的な g因子の値やスピン軌道相互作用の強さが低下するというのである [94]。
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この超伝導ペアポテンシャルよりも強いゼーマン磁場が必要であるという問題を解消し得るのが近年理論的に提案さ

れたトポロジカルジョセフソン接合である [50, 89] [図 4.3]。これは Oregや Lutchynらの提案した一次元の人工的な

トポロジカル超伝導体を拡張したものとみることができる。この系の擬一次元的な接合界面でトポロジカル超伝導状態

が実現する。従来の人工的なトポロジカル超伝導体の多くはバルクに注目していたのに対し、トポロジカルジョセフソ

ン接合では接合界面の擬一次元的な領域に形成されるアンドレーエフ束縛状態に注目した。アンドレーエフ束縛状態の

バンド分散は波数だけでなく位相差 φ にも依存しており、位相差 φ を変化させることでバンドギャップをゼロにする

ことも可能である。そのような状態では理論的には限りなく小さいゼーマン磁場でトポロジカル超伝導状態を実現させ

ることができる。このようにトポロジカルジョセフソン接合では従来の波数空間中でのバンドのトポロジーから、波

数 +位相差の空間中でのバンドのトポロジーに注目することで、小さなゼーマン磁場でもトポロジカル超伝導体の実

現を可能にする。

図 4.3 (a) 二次元トポロジカルジョセフソン接合の図。接合界面の擬一次元的な領域がトポロジカル超伝導体に

なっている。ここで半導体にはラシュバ型スピン軌道相互作用が働いている。また、超伝導体から近接効果によっ

て超伝導ペアポテンシャルが誘起されており、二つの半導体の位相差は φ である。ゼーマン磁場は接合界面の擬

一次元的な領域にかけられている。(b) 接合界面のアンドレーエフ束縛状態のエネルギーと位相差 φ の分散関係。

ゼーマン磁場のない場合 (灰線)からゼーマン磁場のある場合 (赤線, 青線)になるとある φ の領域でトポロジカル

に非自明な超伝導体が実現する。(c) トポロジカルに非自明な超伝導状態が実現しているパラメータ領域の図。破

線は接合系の透過率が低下した場合 [89]。図 (b),(c)は参考文献 [89]からの転載。

4.2 本研究の目的

本研究では、人工的な px 波超伝導体である図 4.2(a)の系を三次元のトポロジカルジョセフソン接合 [図 4.4]に拡張

することで、フラットバンドゼロエネルギー状態を実現する際に問題となる (I) ペアポテンシャルよりも強いゼーマン

磁場が必要、(II) 系の反転対称性の破れに起因して RSOCが生じる、という二つの問題の解消を図る。この系は半導

体薄膜を s波超伝導体で挟んだ接合系になっており、半導体薄膜は永久スピン旋回状態が実現する一軸的なスピン軌道

相互作用 Ȟλ ∝ kx を有している (このようなスピン軌道相互作用によって px 波的な有効的なペアポテンシャルが実現

することを期待している)。この半導体薄膜近傍とその端でトポロジカル超伝導状態とフラットバンドゼロエネルギー

状態が実現すると期待される。

この系ではトポロジカルジョセフソン接合の特徴から超伝導ペアポテンシャルに比べ十分小さなゼーマン磁場でトポ

ロジカル超伝導状態が現れるだけでなく、半導体薄膜近傍では面直方向の反転対称性が保たれているため、薄膜近傍で

の RSOCは無視できるほど小さくなると期待される。そのため本研究ではこの系の薄膜近傍とその端で px 波超伝導

状態並びにフラットバンドゼロエネルギー状態が実現しているかを解析的・数値的に確認する。
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thin-film semiconsuctor
hosting a PSH state

s-wave SC

s-wave SC

図 4.4 三次元トポロジカルジョセフソン接合の図。二つの s 波超伝導体で半導体薄膜を挟んだ構造をしている。
この半導体薄膜は永久スピン旋回状態を実現する一軸的なスピン軌道相互作用 Ȟλ ∝ kx を有している。二つの超伝
導体の位相差は φである。また、系全体に x 軸方向を向いたゼーマン磁場 B が印加されている。自身の論文 [4]か

らの転載。

4.3 半導体薄膜近傍を記述する有効ハミルトニアンの導出

まず、初めに半導体薄膜近傍が実効的に px 波超伝導体と見なせることを解析的に示す。ここでは摂動論を利用して、

半導体薄膜近傍を記述する有効ハミルトニアンの導出を行う。以下では簡単のために式 (4.1)の連続体モデルに基づい

て計算を行う。

Ȟ(r) = Ȟ0(r) + Ȟλ(r),

Ȟ0(r) =
[
ξ(r) + V σ̂x ∆(z)(iσ̂y)
−∆∗(z)(iσ̂y) −ξ(r)σ̂0 − V σ̂x

]
,

Ȟλ(r) =
[
−iλδ(z)∂xσ̂z 0

0 −iλδ(z)∂xσ̂z

]
,

ξ(r) = − ℏ
2

2m
(∂2x + ∂2y + ∂2z ) − µ,

∆(z) =
{
∆eiφ/2 for z ≤ 0
∆e−iφ/2 for z > 0

,

(4.1)

ここで Ȟ0 は二つの s 波超伝導体を表しており、mは電子の有効質量、 µは化学ポテンシャル、 V は x 方向への印可

したゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさの大きさ、 ∆は超伝導ペアポテンシャルの大きさ、 φは s波超伝導体

間の位相差を表す。σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z)はスピン空間中でのパウリ行列である。また、x(y)軸方向には周期境界条件を適
用する。Ȟλ は半導体薄膜の有する一軸的なスピン軌道相互作用を表しており、λ はその強さを表す。この計算では半

導体薄膜をあらわには記述しておらず、スピン軌道相互作用が z = 0面内のみに働いていると仮定する。また、Ȟλ を

摂動項と見なし、接合界面 z = 0での有効ハミルトニアンを求める。0次の摂動の範囲では∫
drǓ†

SG(r)Ȟ0(r)ǓSG(r) = Ě0,

Ě0 = diag[ε − V, ε + V,−ε + V,−ε − V],

ε = ∆

√
1 − D sin2(φ/2),

D =
∆2 sin2(φ/2) − µ2z + µz

√
2∆2 sin2(φ/2) + µ2z

2∆2 sin2(φ/2)
,

ǓSG(r) = ǓSG(z)
eikx xeikyy√

LxLy

,

(4.2)
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0 ≤ ε < ∆, ǓSG(z = ±∞) = 0, (4.3)

が成立する。ε は二次元接合界面に形成されるアンドレーエフ束縛状態における準粒子の運動エネルギーと見なすこと

が出来る。Lx(y) は x(y)軸方向の長さである。ここで ǓSG(r)は無摂動状態での固有状態から生成される行列である。

ǓSG(r) = Q̌ Ǔ ′
SG(r) W̌, (4.4)

Ǔ ′
SG(r) =


u+(r) 0 0 −v∗+(r)

0 u−(r) −v∗−(r) 0
0 v−(r) u∗−(r) 0

v+(r) 0 0 u∗+(r)

 , (4.5)

Q̌ =
[

Q̂ 0

0 Q̂

]
, Q̂ =

1
√

2

[
1 1
−1 1

]
, W̌ =

[
ŵ 0
0 ŵ∗

]
, ŵ =

[
ie−iη/2eiφ/4 0

0 −ie−iη/2eiφ/4

]
, (4.6)

Ǔ ′
SG(r)の成分 u±(r), v±(r)は以下の Bogoliubov-de Gennes (BdG)方程式を満たす (詳細な関数形は付録を参照)。[

ξ(r) s∆(z)
s∆∗(z) −ξ(r)

] [
us(r)
vs(r)

]
= ε

[
us(r)
vs(r)

]
, (4.7)

1次の摂動まで考慮すると半導体薄膜近傍を記述する有効ハミルトニアンとして以下の式 (4.8)を得る。

Ȟeff =

∫
drǓ†

SG(r)Ȟ(r)ǓSG(r)

=


ε − V λ̃kx ∆̃kx 0

λ̃kx ε + V 0 −∆̃kx
∆̃kx 0 −ε + V λ̃kx

0 −∆̃kx λ̃kx −ε − V

 ,
(4.8)

λ̃ = λ
√

D(1 − D)F, (4.9)

∆̃ = λ cot(φ/2)F, (4.10)

F =

√
2m
ℏ2

√
µ2z +Ω2

√
1 − D

D(3 − 2D)

√
D sin2(φ/2)√

1 − D sin2(φ/2)
, (4.11)

µz = µ −
ℏ2

2m
(k2

x + k2
y ). (4.12)

ここで λ̃ は界面における有効的なスピン軌道相互作用の強さ、 ∆̃は界面における有効的なギャップの大きさを表して

いる。また、関数 D = D(kx, ky, φ), F = F(kx, ky, φ)は波数 kx , ky に対して偶関数である。ここで式 (4.8)のハミルト

ニアンの基底は元のハミルトニアン式 (4.1)の基底と異なることに注意したい。式 (4.12)の対角のブロック即ち電子と

ホールに対応するセクターについて見てみると、一軸的なスピン軌道相互作用とゼーマン磁場が存在しているように見

える。また、超伝導ペアポテンシャルに対応する非対角のブロックに注目すると kx に比例した成分のみを持っている。

これは px 波超伝導体のペアポテンシャルと等価である。この px 波超伝導体のペアポテンシャルと等価な項によって

バンドにギャップが開き、そこにフラットバンドゼロエネルギー状態が生じると期待される。
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4.4 対称性とトポロジカル不変量

ここまでの結果より半導体薄膜近傍を記述する有効ハミルトニアンはスピン軌道相互作用とゼーマン磁場を有する

二次元の px 波超伝導体と等価であることが分かった。ここでこの系の持つトポロジカル不変量について確認する。式

(4.1)の系全体のハミルトニアンは以下のように時間反転対称性、電子正孔対称性を持つ [149]。

Ť Ȟ(r)Ť−1 = Ȟ(r), (4.13)

ČȞ(r)Č−1 = −Ȟ(r). (4.14)

ここで Ť = M̌xyŤ−、Č = τ̌xK、M̌xy = −iσ̂z τ̌zRz は x − y 面に対するミラー演算子、Ť− = iσ̂yK は Ť2
− = −1を満たす一

般的な時間反転演算子、Rz は z 軸についての反転演算子である (即ち z → −z)。また、時間反転対称性と電子正孔対

称性を持つのでこの系は式 (4.15)のようにカイラル対称性を持つ。

ŠȞ(r)Š−1 = −Ȟ(r). (4.15)

ただし、Š = ŤČ である。また、これらの対称性から式 (4.12)のハミルトニアン Ȟeff も以下のように時間反転対称性、

電子正孔対称性、カイラル対称性を持つ。

Ťeff Ȟeff (k)Ť−1
eff = Ȟeff (−k) (4.16)

Ťeff = −iσ̂z τ̌zK,
Čeff Ȟeff (k)Č−1

eff = −Ȟeff (−k) (4.17)

Čeff = τ̌xK,
Šeff Ȟeff (k)Š−1

eff = −Ȟeff (k) (4.18)

Šeff = ŤeffČeff .

ここで τ̌ = (τ̌x, τ̌y, τ̌z)は南部空間でのパウリ行列、K は複素共役演算子である。ここで Ť2 = +1, Č2 = +1であるので

この接合系はトポロジカルな分類上 BDIクラスに属する [101]。そのため、一次元巻き付き数 w(ky)がトポロジカル不
変量となる。

一次元巻き付き数 w(ky)を Ȟeff から計算することにすると、巻き付き数 w(ky)は以下の通り定義される [98]。

w(ky) =
i

4π

∫
dkxTr[Šeff

{
Ȟeff (k ∥)

}−1
∂kx Ȟeff (k ∥)],

Šeff =


0 0 −i 0
0 0 0 i
i 0 0 0
0 −i 0 0

 . (4.19)

実際に巻き付き数を計算すると (計算方法は付録を参照)、ノードの現れる領域において巻き付き数は

w(ky) =
{
+(−)1 for |ky | < kF

√
1 + ζ

0 otherwise
, (4.20)

となる。ここで

ζ =
1

µ

[
V2 − ∆

2

2

{
1 + cos2(φ/2)

}] √
1

V2 − ∆2 cos2(φ/2), (4.21)

である。ky に依らず w(ky) = 0の場合はフルギャップの自明な超伝導状態である。w(ky) , 0の場合はトポロジカルに

非自明な超伝導状態で、バルクエッジ対応よりエッジ状態としてフラットバンドゼロエネルギー状態が得られる。この
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フラットバンドゼロエネルギー状態はギャップ ∆̃が閉じるか、対称性が破られない限りトポロジカルに保護される。系

全体の元のハミルトニアン Ȟ(r)も上述の通りカイラル対称性を満たすため、λ について 2次以上の摂動の効果を考慮

してもフラットバンドゼロエネルギー状態はトポロジカルに保護されると期待される。

ノンゼロの巻き付き数が現れる領域即ちノードの現れる領域はエネルギー固有値から与えられる。Ȟeff を対角化する

ことでエネルギー固有値として

Es(=±) = ±

√(
ε + s

√
V2 + λ̃2k2

x

)2
+ ∆̃2k2

x, (4.22)

を得る。ここから {
ε2 = V2 + λ̃2k2

x,

∆̃kx = 0,
(4.23)

すなわち

X < V2 < ∆2, (4.24)

X =
µ2 + ∆2

{
1 + cos2(φ/2)

}
− µ

√
µ2 + 2∆2 sin2(φ/2)

2
, (4.25)

の条件下で k ∥ = (0,±k̃F )にノードが現れる。ここで

k̃F = kF
√

1 + ζ, (4.26)

である。また、関数 X は ∆/µ→ 0の極限において

lim
∆/µ→0

X = ∆2 cos2(φ/2) (4.27)

となる。以上の結果より、図 4.5の相図を得る。ここで ∆̃ ∝ cot(φ/2)なので φ = π 上でギャップが閉じる。このため

φ = π を境に巻き付き数が変化する。

図 4.5 半導体薄膜近傍における状態の相図。I相と II相は φ = π を境に巻き付き数 +1, −1で区別される領域であ
る。I相と II相においてトポロジカルに非自明なエッジ状態としてフラットバンドが表れると期待される。自身の

論文 [4]からの転載。
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4.5 局所状態密度の数値計算方法

ここまでの結果から解析的に半導体薄膜近傍では有効的に px 波超伝導体と等価であり、トポロジカルに非自明な超

伝導状態も期待されることが明らかになった。次に、タイトバインディング模型から半導体薄膜の端の局所状態密度

(LDOS)を計算することで、フラットバンドゼロエネルギー状態が現れることを数値的にも確認する。以後の計算では

格子定数 a0 の立方格子を考え、格子点を r = ixx + iy y + iz z のように書くこととする (|x | = |y | = |z | = a0)。また、接

合上部の s波超伝導体は 1 ≤ iz ≤ LS、 下部の超伝導体は −LS ≤ iz ≤ LS、 半導体薄膜は iz = 0の範囲に存在するとす

る。また、以降の数値計算では x 軸方向は半無限系 0 ≤ ix ≤ ∞、 z軸方向は有限系 −LS ≤ iz ≤ −1を考え、 y軸方向に

は周期境界条件を適用する。ここで y 軸方向には周期境界条件を適用するのは計算コストを削減するためである。加

えて、位置 r、スピン σの消滅演算子 cr,σ を cr̃,ky,σ に置き換える。ここで cr,σ =
∑

ky eikya0iy cr̃,ky,σ/
√

Ly の関係が成

り立つ。ここで r̃ = ixx + iz z である。タイトバインディング模型での本系の BdGハミルトニアン Ȟ =
∑

ky Ȟ(ky)は

Ȟ(ky) = − t
∑̃
r

∑
σ=↑,↓

(
c†
r̃+x,σ

cr̃,σ + c†
r̃,σ

cr̃+x,σ
)
− t

∑̃
r,σ

(
c†
r̃+z,σ

cr̃,σ + c†
r̃,σ

cr̃+z,σ
)

+
∑̃
r,σ

ξiz c†
r̃,σ

cr̃,σ +
∑

r̃,σ,σ′
V(σ̂y)σ,σ′c†

r̃,σ
cr̃,σ′

+
∑
ix

LS∑
iz=1

∆eiφ/2(c†
r̃,ky,↑c†

r̃,−ky,↑ +H.c.) +
∑
ix

−1∑
iz=−LS

∆e−iφ/2(c†
r̃,ky,↑c†

r̃,−ky,↑ +H.c.)

+
∑

r̃,σ,σ′

iλ
2
δiz,0(σ̂z)σ,σ′

(
c†
r̃+x,σ

cr̃,σ′ − c†
r̃,σ

cr̃+x,σ′

)
, (4.28)

ξiz =

{
4t − µN − 2t cos(kya0) for iz = 0

6t − µS − 2t cos(kya0) otherwise
, (4.29)

と書ける。t は最近接のホッピング、µS(N ) は超伝導体 (半導体薄膜)の化学ポテンシャルである。最初は解析計算の場

合と同様に簡単化した状況を考え、すべての層におけるホッピングを t としている。この BdGハミルトニアンから再

帰グリーン関数法を用いて各 ky についてのグリーン関数 Gky (r̃, r̃ ′; E)を導出する [6, 75]。また、ここから r̃ における

ky 毎の LDOSは

ρky (r̃ ; E) = − 1

π

{
Tr

[
Gky (r̃, r̃ ; E + iδ)

]}
, (4.30)

と与えられる。δ は正の微小量である。半導体薄膜の端 (すなわち ix = iz = 0)にフラットバンドゼロエネルギー状態

が現れると期待するので

ρedge(ky; E) = ρky (ix = 0, iz = 0; E), (4.31)

ρ̄edge(E = 0) =
∑
ky

ρedge(ky; E = 0). (4.32)

に注目する。フラットバンドゼロエネルギー状態では E = 0 で高い縮退度を持つため、フラットバンドゼロエネル

ギー状態が存在する場合は ρ̄edge(E = 0)の値も大きくなると期待される。以後の数値計算ではパラメータの値として
t = 10∆, µS = 30∆, µN = 10∆, λ = 10∆, δ = 10−4∆, LS = 30を選ぶ。
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4.6 局所状態密度の数値計算結果

図 4.6(a)は ρ̄edge(E = 0)のゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ V と位相差 φに対する依存性を表している。

ρ̄edge(E = 0)は先の図 4.5の相図の I, II相に対応する領域で非常に大きな値を持っている。これはフラットバンドゼ

ロエネルギー状態の存在を示している。図 4.6(b) において E = 0 で有限の幅の ky に対し ρedge(ky; E) が大きな値を
持つことからも、これらの領域でフラットバンドが生じていることが分かる。一方、φ = π 上などその他の領域では

ρ̄edge(E = 0)はほぼゼロである。この領域内で ρedge(ky; E)を見てみるとフルギャップ構造になっておりフラットバン
ドゼロエネルギー状態が現れないことが分かる [図 4.6(c)]。これらの結果は有効ハミルトニアンから得た図 4.5 の相

図とよく対応している。以上のように、系全体で一様なホッピング t を持つ場合、界面における有効ハミルトニアン

Ȟeff とその解析結果から予想された通り、I相, II相でフラットバンドゼロエネルギー状態が表れることが数値的に示

された。

図 4.6 (a)ゼロエネルギー局所状態密度 ρ̄edge(E = 0)の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ
V と超伝導体の位相差 φに対する依存性。(b) トポロジカルに非自明な状態、(c) トポロジカルに自明な状態におけ

る ky 毎のゼロエネルギー局所状態密度 ρedge(ky ; E)。(b)は (V, φ) = (0.7∆, 0.65π)、(c)は (V, φ) = (0.25∆, 0.25π)
である。ρedge(ky ; E)は log10 ρedge(ky ; E)のように logスケールでプロットした。自身の論文 [4]からの転載。

次に式 (4.28)のハミルトニアンに次の二つの摂動 Hδt と HR を加えた場合にフラットバンドゼロエネルギー状態が

現れるかを考える。一つ目は超伝導体層と半導体層間のホッピングを変化させる摂動 Hδt である。これは物理的には

超伝導体層と半導体薄膜間のバリアを考えること、それによって透過率を低下させることに相当する。

Hδt = −
∑̃
r,σ

(t1δiz,1 + t2δiz,−1)
(
c†
r̃+z,σ

cr̃,σ + c†
r̃,σ

cr̃+z,σ
)
, (4.33)

t1 = t2 の場合はカイラル対称性を保つが、t1 , t2 の場合はカイラル対称性を破る。二つ目は半導体薄膜直近の超伝導

体層 (すなわち iz = LS − 1, LS + 1)に RSOCを付け加える摂動 HR である。これは系の構造から無視していた半導体

層薄膜近傍の RSOCを考慮するものである。

HR =
∑

r̃,σ,σ′

{
λ′1 sin(kya0)δiz,1 + λ′2 sin(kya0)δiz,−1

}
(σ̂x)σ,σ′c†

r̃,σ
cr̃,σ′

−
∑

r̃,σ,σ′

{
iλ′1
2
δiz,1 +

iλ′2
2
δiz,−1

}
(σ̂y)σ,σ′

(
c†
r̃+x,σ

cr̃,σ′ − c†
r̃,σ

cr̃+x,σ′

)
, (4.34)
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ここで RSOCはポテンシャルの勾配に比例するため、界面近傍での RSOCの強さ λ′1, λ′2 は逆符号であると仮定する。

λ′1 = −λ′2 の場合はカイラル対称性を保つが、λ′1 , −λ′2 の場合はカイラル対称性を破る。以上の摂動を加えた際にフ
ラットバンドゼロエネルギー状態が残るかを数値的に確認する。

まず初めに t1 = t2 の Hδt を加えた場合を考える。このときカイラル対称性は保たれている。図 4.7(a)は t1 = t2 =

−2∆における ρ̄edge(E = 0)の V , φ 依存性を示している。カイラル対称性が保たれており巻き付き数が定義できるの

で、フラットバンドゼロエネルギー状態が現れる。そのため、図 4.6(a) と同様に ρ̄edge(E = 0) が大きな値を持って
いる。実際に ρedge(ky; E)を確認すると図 4.6(b)とは異なり、複数分割されたフラットバンドを確認することができ

る。また、図 4.6(a)と比べ図 4.7(a)では (V, φ) = (0, π)近傍で ρ̄edge(E = 0)が大きな値を持つ領域が縮小しているこ
と、図 4.6(b)と図 4.6(d)を比べると誘起されるギャップのサイズが小さくなっていることが分かる。これらはトポロ

ジカルジョセフソン接合の先行研究でも確認されている [89]。t1 = t2 の値を更に増加させるとこれらの傾向はより顕

著になる。図 4.8(a) は t1 = t2 = −5∆ における ρ̄edge(E = 0) の V , φ 依存性を示している。図 4.7(a) と比較すると、

ρ̄edge(E = 0)の値が抑制されていることが分かる (図 4.7(a)ではグラフの最大値が 1であるが図 4.8(a)では最大値が

0.4であることに注意したい)。また、図 4.8(b)では誘起されるギャップのサイズがより顕著に抑制されていることが

分かる。

次に λ′1 = −λ′2の HRを加えた場合を考える。このときカイラル対称性は保たれている。図 4.9(a)は λ′1 = −λ′2 = 2.5∆

における ρ̄edge(E = 0)を表している。図 4.9(b), (c)はそれぞれ (b) (V, φ) = (0.7∆, 0.7π), (c) (V, φ) = (0.7∆, 1.3π)で
の ρedge(ky; E)を表している。これまでと同様にフラットバンドが存在することが見て取れる。しかし、図 4.9(a)よ

り、これまでの結果と異なり φ = π を境に ρ̄edge(E = 0)が非対称になっている。実際に図 4.9(b), (c)を見ても φ < π

での誘起されるギャップが φ > π でのギャップに比べ僅かに小さい様子が見て取れる。これらの傾向は RSOCが大き

くなるとより顕著になる。図 4.10(a)は λ′1 = −λ′2 = 5∆における ρ̄edge(E = 0)を表している。また、図 4.10(b), (c)は

それぞれ (a)のパラメータでの (b) (V, φ) = (0.7∆, 0.7π), (c) (V, φ) = (0.7∆, 1.3π)における ρedge(ky; E)を表している。
ここでは φ = π に対して対称な点として (b)(V, φ) = (0.7∆, 0.7π)と (c)(V, φ) = (0.7∆, 1.3π)を選んだ。図 4.10(a)に示

される通り、φ < π での ρ̄edge(E = 0)は φ > π での ρ̄edge(E = 0)に比べ著しく小さくなっている。この場合でも依然
どちらの領域でもフラットバンドは得られるが φ < π での誘起ギャップは φ > π の場合に比べ著しく小さくなってい

る。なお、ギャップサイズが小さくなるとエッジ状態の局在長が増加するため、接合系内部に浸透する状態が増加す

る。これによりエッジ近傍での状態密度が低下する。なお、ここでは I相, II相の境目を φ = π のように記述している

が、図 4.9(a), 4.10(a)では厳密には相境界は φ = π から外れており、図中の白の破線が境界となっている (この破線は

付近の LDOSの値の最小値の点を繋いだものである)。実際、 図 4.9(d)より、φ = π 上でもフラットバンドが現れる

ことを確認した。

次に t1 , t2 の Hδt を加えた場合を考える。このときカイラル対称性は破られる。図 4.11(a) は t1 = 2∆, t2 = −2∆

における ρ̄edge(E = 0) を示している。図 4.11(b), (c) はこのパラメータでの (b) (V, φ) = (0.7∆, 0.85π), (c) (V, φ) =
(0.7∆, π)における ρedge(ky; E)を表している。この時カイラル対称性が壊れており巻き付き数が定義できないにも関わ
らず、図 4.11(a) 中の ρ̄edge(E = 0) は大きな値を持っておりフラットバンドが現れている。また、これまで相境界で
あった φ = π 上でもフラットバンドが確認できる。この理由については後で考察を行う。

最後に λ′1 , −λ′2 の HR を加えた場合を考える。このときカイラル対称性は破られる。図 4.12(a) は λ′1 = 3.5∆,

λ′2 = −1.5∆における ρ̄edge(E = 0)を示している。図 4.12(b)は (V, φ) = (0.5∆, 0.8π)における ρedge(ky; E)を示してい
る。このとき ρ̄edge(E = 0)は全パラメータ領域に強く抑制されている。このときの ρedge(ky; E)を見ると図 4.12(b)の

ように RSOCによってフラットバンドが壊されていることが分かる。ただし、本研究で提案した系では対称的な構造

を前提としているため、λ′1 , −λ′2 となることはありえない。
以上のように摂動 Hδt , HR を加えた場合、カイラル対称性が保たれる場合は依然としてフラットバンドゼロエネル

ギー状態が現れることが示された。また、HR でカイラル対称性を破った場合、フラットバンドゼロエネルギー状態が

壊されることが示された。一方、Hδt でカイラル対称性を破った場合にはトポロジカル不変量として巻き付き数を定義
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できないにも関わらず、フラットバンドゼロエネルギー状態が現れることが明らかになった。また、このとき、その他

の場合での結果と異なり φ = π の相境界が無く、φ = π 上でもフラットバンドゼロエネルギー状態が現れた。

(a)

(b)

(c)

(b) (c) (d)

図 4.7 t1 = t2 = −2∆ における結果。このときカイラル対称性は保たれている。(a) ゼロエネルギー局所状態

密度 ρ̄edge(E = 0) の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ V と超伝導体の位相差 φ に対

する依存性。(b) (V, φ) = (0.25∆, 0.9π)、(c) (V, φ) = (0.7∆, 0.65π) における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密
度 ρedge(ky ; E)。(d) は t1 = t2 = 0 での (V, φ) = (0.7∆, 0.65π) における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密度
ρedge(ky ; E)。ρedge(ky ; E) は log10 ρedge(ky ; E) のように log スケールでプロットした。自身の論文 [4] からの

転載。

(a)

(b)

(b)

図 4.8 t1 = t2 = −5∆ における結果。このときカイラル対称性は保たれている。(a) ゼロエネルギー局所状態

密度 ρ̄edge(E = 0) の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ V と超伝導体の位相差 φ に対す

る依存性。(b) (V, φ) = (0.8∆, 0.7π) における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密度 ρedge(ky ; E)。ρedge(ky ; E) は
log10 ρedge(ky ; E)のように logスケールでプロットした。自身の論文 [4]からの転載。
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(b) (c) (d)

図 4.9 薄膜近傍に λ′1 = −λ′2 = 2.5∆ の RSOC を考慮した場合の結果。このときカイラル対称性は保たれてい

る。(a) ゼロエネルギー局所状態密度 ρ̄edge(E = 0)の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ V
と超伝導体の位相差 φ に対する依存性。破線は ρ̄edge(E = 0) が局所的に最小値をとる (V, φ) を表している。(b)

(V, φ) = (0.7∆, 0.7π)、(c) (V, φ) = (0.7∆, 1.3π)、(d) (V, φ) = (0.9∆, π)における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密
度 ρedge(ky ; E)。ρedge(ky ; E)は log10 ρedge(ky ; E)のように logスケールでプロットした。自身の論文 [4]からの

転載。

(a)

(b)

(c)

(b) (c)

図 4.10 薄膜近傍に λ′1 = −λ′2 = 5∆ の RSOC を考慮した場合の結果。このときカイラル対称性は保たれている。

(a) ゼロエネルギー局所状態密度 ρ̄edge(E = 0) の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ V
と超伝導体の位相差 φ に対する依存性。破線は ρ̄edge(E = 0) が局所的に最小値をとる (V, φ) を表している。(b)

(V, φ) = (0.65∆, 0.7π)、 (c) (V, φ) = (0.75∆, 1.25π) における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密度 ρedge(ky ; E)。
ρedge(ky ; E)は log10 ρedge(ky ; E)のように logスケールでプロットした。自身の論文 [4]からの転載。
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(a)

(b)

(c)

(b) (c)

図 4.11 t1 = 2∆、t2 = −2∆における結果。このときカイラル対称性は破れている。(a) ゼロエネルギー局所状態密

度 ρ̄edge(E = 0)の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャルの大きさ V と超伝導体の位相差 φに対する依存

性。(b) (V, φ) = (0.7∆, 0.85π)、(c) (V, φ) = (0.7∆, π)における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密度 ρedge(ky ; E)。
ρedge(ky ; E)は log10 ρedge(ky ; E)のように logスケールでプロットした。自身の論文 [4]からの転載。

(a)

(b)

(b)

図 4.12 薄膜近傍に λ′1 = 3.5∆、λ′2 = −1.5∆ の RSOC を考慮した場合の結果。このときカイラル対称性は破

れている。(a) ゼロエネルギー局所状態密度 ρ̄edge(E = 0) の印加磁場によるゼーマン磁場の作るポテンシャル
の大きさ V と超伝導体の位相差 φ に対する依存性。破線は ρ̄edge(E = 0) が局所的に最小値をとる (V, φ) を表
している。(b) (V, φ) = (0.5∆, 0.8π) における ky 毎のゼロエネルギー局所状態密度 ρedge(ky ; E)。ρedge(ky ; E) は
log10 ρedge(ky ; E)のように logスケールでプロットした。自身の論文 [4]からの転載。
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4.7 考察: Hδt でカイラル対称性を破った場合に生じるフラットバンドの由来

これまでの結果として、Hδt によってカイラル対称性が破れ一次元巻き付き数が定義できなくなった場合においても

フラットバンドが現れることが確認された。この原因について考察する。今回の接合界面ではノードのある二次元系が

実現している。ここでトポロジーについて議論するためには、y 軸方向の波数を ky に固定して一次元系と見なしその

一次元系でトポロジカル不変量を定義する必要があった。そのため以下のようなカイラル対称性が必要であった。

Šeff Ȟeff (kx, ky)Š−1
eff = −Ȟeff (kx, ky)

本系では先述の時間反転対称性、電子正孔対称性、カイラル対称性だけでなく、以下のように y 軸についての反転対

称性が存在する。

Řky Ȟeff (k)Ř−1
ky
= Ȟeff (kx,−ky) = Ȟeff (k), (4.35)

Řy Ȟ(r)Ř−1
y = Ȟ(x,−y, z) = Ȟ(r), (4.36)

Řky (Řy)は ky → −ky (y → −y)とする演算子である。これらの対称性を組み合わせると以下の式 (4.37)及び式 (4.38)

ような時間反転対称性、電子正孔対称性を定義することができる。

Ťeff Ȟeff (k)Ť
−1
eff = Ȟeff (−kx, ky),

Ťeff = Řky Ťeff,
(4.37)

Čeff Ȟeff (k)Č
−1
eff = −Ȟeff (−kx, ky),

Čeff = Řky Čeff .
(4.38)

また、これらの対称性は元の系全体のハミルトニアンに対しても同様に定義することができる。

Ť Ȟ(r)Ť−1
= Ȟ(r), Ť = ŘyŤ, (4.39)

ČȞ(r)Č−1
= −Ȟ(r), Č = ŘyČ. (4.40)

また、これらを組み合わせて定義されるカイラル対称性は元々のカイラル対称性と一致する。

Šeff = ŤeffČeff = Šeff, (4.41)

Š = Ť Č = Š. (4.42)

ここで注目すべき点はカイラル対称性だけでなくこれらの対称操作では波数 ky の符号は反転しない点である。これら

の対称操作の下で Ȟeff (kx, ky) はパラメータ ky を持つ一次元のハミルトニアンと見なすことが出来る [98]。この一次

元のハミルトニアン Ȟeff (kx, ky) はカイラル対称性だけでなく式 (4.37), (4.38) の対称性を有する。また、Ť2

eff = +1,

Č2

eff = +1が成り立つので、一次元のハミルトニアン Ȟeff (kx, ky)は BDIクラスに分類される [101]。このとき、ハミル

トニアンは一次元巻き付き数 ω で特徴づけられる。また、このとき同時に波数 ky 毎に Z2 を定義することができ、そ

の値は (−1)ω(ky ) で与えられる [89]。摂動を加え対称性が破れてもカイラル対称性が保たれているとき、この系は BDI

クラスから AIIIクラスになる [表 4.1]。この場合、依然として系はトポロジカル不変量 Zすなわち巻き付き数 ω で特

徴づけられる。一方、カイラル対称性が破られても式 (4.38)の対称性が保たれれば系は Dクラスになる。このとき巻

き付き数は定義できないが、Z2 のトポロジカル不変量が残り、系を特徴づける。

このように本系はカイラル対称性から定義される巻き付き数に対応してフラットバンドゼロエネルギー状態が現れる

が、カイラル対称性が破れても式 (4.38)のような電子正孔対称性が保たれる場合は Z2 に対応してフラットバンドゼロ



62 第 4章 三次元トポロジカルジョセフソン接合におけるフラットバンドゼロエネルギー状態

エネルギー状態が現れる。このとき巻き付き数 ±1で区別されていた二つの相は同じ Z2 = −1を持つ。また、相境界の

φ = π で t1 , t2 ではギャップが開き相境界が消失するため図 4.11(a)のような結果が得られたと考えられる。

表 4.1 トポロジカルなクラスと対称性・トポロジカル不変量との関係

クラス 時間反転対称性 電子正孔対称性 カイラル対称性 トポロジカル不変量

BDI ⃝ ⃝ ⃝ Z(巻きつき数)

AIII × × ⃝ Z

D × ⃝ × Z2

4.8 第 4章まとめ

本研究では永久スピン旋回状態を実現するような一軸的なスピン軌道相互作用を持つ二次元半導体薄膜を s波超伝導

体で挟んだ三次元のトポロジカルジョセフソン接合について研究を行った。その結果として、半導体薄膜近傍が実効的

に px 波超伝導体となっていること、弱いゼーマン磁場を印加するだけでフラットバンドゼロエネルギー状態が半導体

薄膜の端に現れることを解析的・数値的に示した。この系の利点としては (i)既存の物質を組み合わせて作成可能であ

る, (ii)ペアポテンシャルに比べ小さい磁場でフラットバンドが表れる, (iii)対称的な構造から RSOCの存在が無視で

きるという三点があげられる。
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第 5章

全体のまとめ

本論文では第 2章から第 4章にかけて、近年注目されているトポロジカルに非自明な物質・系及びそれに関連する系

の輸送現象に関する研究を行った。

第 2章ではラシュバ型スピン (RSOC)とゼーマン磁場の共存する系の持つ、スピン構造や状態密度のエネルギー依

存性の異なる複数の電子状態が電気伝導にどのような変化を与えるかを調べた。その結果として

• RSOC とゼーマン磁場の共存する系の波動関数はゼーマン磁場により生じるギャップ内で関数形が変化する。

この変化は波数の二乗とエネルギーの分散関係から理解できる。また、その変化を踏まえないと正常にコンダク

タンスの計算が行えない。

• コンダクタンスは RSOCとゼーマン磁場の共存する系の各電子状態における状態密度のエネルギー依存性とエ

ネルギーに対するフェルミ面の非単調な変化を反映している。

ことが明らかになった。

第 3章ではトポロジカルディラック半金属 (TDSM)のスピンホールコンダクタンス (SHC)を格子モデルから計算

した。その結果として

• TDSMには SHCのパラメータ依存性の異なる二つの領域が存在する。

• SHCのパラメータ依存性の違いはミラーチャーン数の違いを反映している。

ことが明らかになった。

第 4章では三次元のトポロジカルジョセフソン接合においてフラットバンドゼロエネルギー状態が現れることを数値

的に示した。その結果として

• 超伝導ペアポテンシャルに比べ弱いゼーマン磁場でフラットバンドゼロエネルギー状態が現れる。
• 半導体薄膜近傍で生じる実効的な px 波のペアポテンシャルによりフラットバンドゼロエネルギー状態が現れる。

• カイラル対称性が破れなければフラットバンドゼロエネルギー状態が現れる。

ことが明らかになった。これらの計算及び結果はバンド構造からは自明でなく、系の数学的構造に起因するもので

あった。
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付録 1-1:グリーン関数を用いた 2次元 FRMの状態密度の導出

ここではグリーン関数を用いてラシュバ型スピン軌道相互作用とゼーマン磁場の共存する二次元系の状態密度

(DOS)を計算する。波数 k に対する遅延グリーン関数 GR
k
と状態密度に対応する行列 ρは以下の関係にある。

ρ(E) = − 1

π
Im

∑
k

GR
k (E). (1)

ここで GR
k
を以下のように固有値 E+ と E− に対応するグリーン関数 GR+

k
と GR−

k
に分解する。

GR
k = GR+

k + GR−
k , (2)

GR±
k =

Ω±
E − E± + iδ

, (3)

Ω± =
1

2
(1 ± n · σ̂), (4)

n ≡ −α(k × ẑ) + M ẑ
√
α2k2 + M2

. (5)

ẑ は z軸方向の単位ベクトルである。これに合わせて, ρを以下のように ρ± に分解する。

ρ(E) = ρ+(E) + ρ−(E), (6)

ρ±(E) ≡ − 1

π
Im

∑
k

GR±
k (E ). (7)

まず初めに ρ−(E)を計算する。

ρ−(E) = − 1

2π
Im

∑
k

1 − n · σ̂
E − E− + iδ

= − 1

4π2
Im

∫ ∞

0

kdk
1 − nz σ̂z

E − E− + iδ

=
νe
2π

Im

∫ ∞

0

dϵ0
1 − nz(ϵ0)σ̂z

ϵ0 − 2
√

Eα

√
ϵ0 + Ec − (E + iδ)

,

(8)

ϵ0 = ℏ
2k2/(2m) は運動エネルギー、 2νe = m/(πℏ2) は 2 次元電子ガスの DOS、 nz は式 (5) の n の z 成分である。

ξ =
√
ϵ0 + Ec と置換すると、 ρ− は以下のようになる。

ρ−(E) = νe
π

Im

∫ ∞

√
Ec

dξ
[1 − nz(ξ)σ̂z]ξ

ξ2 − 2
√

Eαξ − (E + Ec) − iδ

=
νe
π

Im

∫ ∞

√
Ec

dξ
ξ +

√
Ecσ̂z

F−(ξ) − iδ

=
νe
2iπ

∫ ∞

√
Ec

dξ
[
ξ +

√
Ecσ̂z

F−(ξ) − iδ
− ξ +

√
Ecσ̂z

F−(ξ) + iδ

]
= νe

∫ ∞

√
Ec

dξ
(
ξ +

√
Ecσ̂z

)
δ[F−(ξ)]. (9)

ここで非対角項は積分後に 0になるので無視した。また、式 (9)の 1行目から 2行目の変形では nz が次のように書け

ることを用いた。

nz = − M
√
α2k2 + M2

= −
√

Ec

ϵ0 + Ec
= −

√
Ec

ξ
. (10)
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また、F−(ξ)は以下の関数である。

F−(ξ) = ξ2 − 2
√

Eαξ − (E + Ec) = (ξ − ξ1)(ξ − ξ2). (11)

ξ1(2) =
√

Eα + (−)
√
ϵ , ϵ = E + Eα + Ec である。ここから式 (9)中の δ[F−(ξ)]は以下のように変形される。

δ[F−(ξ)] =
1

|∂ξF−(ξ1)|
δ(ξ − ξ1) +

1

|∂ξF−(ξ2)|
δ(ξ − ξ2)

=
1

2
√
ϵ
[δ(ξ − ξ1) + δ(ξ − ξ2)]. (12)

以上の結果より最終的に以下のように ρ− を得る。

ρ−(E) = νe

2
√
ϵ

∫ ∞

√
Ec

dξ
(
ξ +

√
Ecσ̂z

)
[δ(ξ − ξ1) + δ(ξ − ξ2)]

=
νe
2

[(
1 +

2Eα + Mσ̂z

2
√

Eαϵ

)
θ(
√
ϵ +

√
Eα −

√
Ec)

+

(
−1 +

2Eα + Mσ̂z

2
√

Eαϵ

)
θ(−

√
ϵ +

√
Eα −

√
Ec)

]
. (13)

式 (4)より αを −αに置き換えることで (即ち
√

Eα → −
√

Eα) ρ+ を以下のように得る。

ρ+(E) = νe
2

(
1 − 2Eα + Mσ̂z

2
√

Eαϵ

)
θ(
√
ϵ −

√
Eα −

√
Ec). (14)

式 (13)及び (14)より行列 ρ(E)は以下のようになる。

ρ(E) = νe
2

[(
1 − 2Eα + Mσ̂z

2
√

Eαϵ

)
θ(
√
ϵ −

√
Eα −

√
Ec)

+

(
1 +

2Eα + Mσ̂z

2
√

Eαϵ

)
θ(
√
ϵ +

√
Eα −

√
Ec)

+

(
−1 +

2Eα + Mσ̂z

2
√

Eαϵ

)
θ(−

√
ϵ +

√
Eα −

√
Ec)

]
. (15)

ここで, ρの (1, 1)成分を ρ↑↑, (2, 2)成分を ρ↓↓ と置くと ρ↑↑ はアップスピン電子の DOS、 ρ↓↓ はダウンスピン電子の

DOSに対応している。ここから電子の DOSは ρのトレース Tr[ρ] = ρ↑↑ + ρ↓↓ である。
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付録 2-1:スピンホールコンダクタンスの導出

ここではグリーン関数を用いたトポロジカルディ半金属のスピンホールコンダクタンスの計算から、式 (3.20)の導

出を行う。グリーン関数は以下の式 (16)の形で書くことが出来る。

Ga(k, ω) = P+(k)
ℏω − iδ − E(k) +

P−(k)
ℏω − iδ + E(k) (16)

ここで P±(k) = [1 ± Ȟ/E(k)]/2、δ は正の微小量である。式 (16)の第一項と第二項はそれぞれ E(k)の分散と −E(k)
の分散からの寄与である。式 (3.21)に式 (16)を代入すると

σz
xy = eℏ

∑
k,ω

{
∂ fω
∂ω

tr
[
vzs,xGr

k,ωvyGa
k,ω

]
+

1

2
tr

[
vzs,x

(
∂Ga

∂ω
vyGa − Gavy

∂Ga

∂ω

)
− h.c.

]}
= eℏ2

∑
k,ω

{
∂ fω
∂(ℏω) tr

[
vzs,xP+vyP+
|h − E |2 +

vzs,xP−vyP−

|h + E |2 +
vzs,xP+vyP−

(h∗ − E)(h + E) +
vzs,xP−vyP+

(h − E)(h∗ + E)

]
+ tr

[
vzs,x

(
P+vyP− − P−vyP+

) ]
　　　　　

[
fωE

[h2 − E2]2 − h.c.

]}
,

となる。ここで h ≡ ℏω − iδである。ここで以下の式 (19)の関係式が成り立つ。

tr
[
vzs,xvy

]
= 0, (17)

tr
[
vzs,xHvyH

]
= 0, (18)

tr
[
H(vzs,xvy + vyvzs,x)

]
= 0. (19)

よって式 (17)の tr
[
vzs,xP±vyP±

]
と tr

[
vzs,xP±vyP∓

]
は

tr
[
vzs,xP±vyP±

]
=

1

4
tr

[
vzs,xvy + v

z
s,xHvyH ± 1

E
H(vzs,xvy + vyvzs,x)

]
= 0 (20)

tr
[
vzs,xP±vyP∓

]
=

1

4
tr

[
vzs,xvy − vzs,xHvyH ± 1

E
H(vzs,xvy − vyv

z
s,x)

]
= ± 1

4E
tr

[
H(vzs,xvy − vyv

z
s,x)

]
= ± iη

Eℏ
[
azη cos kx cos ky − axtxy sin kx cos ky + aytxy sin ky cos kx

]
(21)

となる。ここでスピンベリー曲率 Ωz
xy(k)は

Ω
z
xy(k) ≡ i

∑
m,n,En>Em

⟨n, k |vzs,x |m, k⟩⟨m, k |vy |n, k⟩ − (x ↔ y)
[En(k) − Em(k)]2

=
η2

2ℏE3

[
cos kx cos ky(M − tz cos kz) − txy(cos kx + cos ky)

]
. (22)

と書ける。ここで |m, k⟩ は固有値 Em の波動関数である。式 (22)のスピンベリー曲率 Ωz
xy(k)を用いると式 (21)は

tr
[
vzs,xP±vyP∓

]
= ±2iΩz

xy(k)E2(k) (23)

と書くことが出来る。よって式 (17)は

σz
xy = eℏ2

∑
k,ω

[
2iE2
Ω

z
xy(k)

] {
∂ fω
∂(ℏω)

[
1

(h∗ − E)(h + E) −
1

(h − E)(h∗ + E)

]
+ 2

[
fωE

[h2 − E2]2 − h.c.

]}
. (24)
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ここで式 (24)の ωについての和の部分を取り出すと∑
ω

{
∂ fω
∂(ℏω)

[
1

(h∗ − E)(h + E) −
1

(h − E)(h∗ + E)

]
+ 2

[
fωE

[(ℏω − iδ)2 − E2]2 − h.c.

]}
(25)

=
1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dℏω

[
∂ fω
∂(ℏω)

[
1

(ℏω + iδ − E)(ℏω − iδ + E) −
1

(ℏω − iδ − E)(ℏω + iδ + E)

]
+ 2

[
fωE

[(ℏω − iδ) − E]2[(ℏω − iδ) + E]2 − fωE
[(ℏω + iδ) − E]2[(ℏω + iδ) + E]2

]}
=

1

2πℏ

∮
upper half circule

dz
{

f ′z

[
1

[z − (E − iδ)][z − (−E + iδ)] −
1

[z − (E + iδ)][z − (−E − iδ)]

]
+ 2

[
fzE

[z − (E + iδ)]2[z − (−E + iδ)]2 − fzE
[z − (E − iδ)]2[z − (−E − iδ)]2

]}
=

i
2ℏ

[
f ′z (−E + iδ)
−E + iδ

−
f ′z (E + iδ)

E + iδ

]
+ 2 × i

4ℏ

[
f ′(E) + f ′(−E)

E
− f (E) − f (−E)

E2

]
(26)

=δ→0 − i
2ℏ

f ′z (E) + f ′z (−E)
E

+ 2 × i
4ℏ

[
f ′(E) + f ′(−E)

E
− f (E) − f (−E)

E2

]
(27)

= − i
2ℏ

f (E) − f (−E)
E2

(28)

となる。ここで f (E) はフェルミ分布関数である。よって最終的にスピンホールコンダクタンスの表式として以下を
得る。

σz
xy = eℏ

∑
k

[ f (E) − f (−E)]Ωz
xy(k) (29)

付録 2-2:トポロジカルディラック半金属のエッジ状態

トポロジカルディラック半金属相とトポロジカル絶縁体相はノンゼロのミラーチャーン数を持つ。これに対応して

エッジ状態を持つ。図 1は y − z面に平行な表面における kz = 0, kz = π でのバンド分散である。M/tz < 1、M/tz > 1

でのトポロジカルディラック半金属相のエッジ状態 [図 1(a)と (b)]を比較すると、kz = 0面でのミラーチャーン数の

違いを反映してエッジ状態のバンド (青色の破線と緑色の破線)の交差する位置が異なる。また、トポロジカル絶縁体

相でも同様に M/tz < 1、M/tz > 1での kz = 0面でのミラーチャーン数の違いを反映してエッジ状態のバンドの交差

する位置が異なる [図 1(c)と (d)]。

図 1 y − z 面に平行な表面における kz = 0, kz = π でのバンド分散。(a) は M/tz < 1 のトポロジカル絶縁体相、

(b)は M/tz > 1のトポロジカル絶縁体相、(c)は M/tz < 1のトポロジカルディラック半金属相、(d)は M/tz > 1

のトポロジカルディラック半金属相、(e) はディラック半金属相である。青色 (緑色) の破線はハミルトニアンの

アップスピン (ダウンスピン)の部分から生じるエッジ状態である。
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付録 3-1:束縛状態の波動関数の導出

ここでは半導体薄膜近傍を記述する有効ハミルトニアンを構築する際に使用した、薄膜近傍の束縛状態の波動関数

の導出過程を紹介する。式 (4.1)の Ȟ0 を満たす束縛状態を求めるには以下の BdG方程式を解けばよい。今、ここで

ゼーマン磁場の作るポテンシャル V はエネルギーをシフトさせるだけなので無視している。[
ξ(r) s∆(z)

s∆∗(z) −ξ(r)

] [
us(r)
vs(r)

]
= ε

[
us(r)
vs(r)

]
, (30)

ここから z < 0と x > 0の超伝導体中の波動関数として以下の ψb,s と ψt,s を得る。

ψb,s(r) =
[

ub,s(r)
vb,s(r)

]
=

(
Ab,s√

2

[
eiη

se−iφ/2

]
e−ik+z +

Bb,s√
2

[
seiφ/2

eiη

]
eik−z

)
eikx x
√

Lx

eikyy√
Ly

, (31)

ψt,s(r) =
[

ut,s(r)
vt,s(r)

]
=

(
At,s√

2

[
eiη

seiφ/2

]
eik+z +

Bt,s√
2

[
se−iφ/2

eiη

]
e−ik−z

)
eikx x
√

Lx

eikyy√
Ly

, (32)

ここで

k± =

√
2m
ℏ2

√
µ2z +Ω2e±iQ, 2Q = arctan

Ω

µz
, µz = µ −

ℏ2

2m
(k2

x + k2
y ), (33)

η = arctan
Ω

ε
, Ω =

√
∆2 − ε2, (34)

である。

ここで接続条件として以下の条件を課す。

lim
z→0

ψb,s(r) = lim
z→0

ψt,s(r), (35)

∂zψb,s(r)|z=0 = ∂zψt,s(r)|z=0, (36)

また、規格化条件として以下を課す。∫
dx

∫
dy

{∫ 0

−∞
dz ψ†

b,s
(r)ψb,s(r) +

∫ ∞

0

dz ψ†
t,s(r)ψt,s(r)

}
= 1, (37)

ここから ε, Dと各係数について以下を得る。

ε = ∆

√
1 − D sin2(φ/2), (38)

D =
∆2 sin2(φ/2) − µ2z + µz

√
2∆2 sin2(φ/2) + µ2z

2∆2 sin2(φ/2)
, (39)

Ab,s =
−sie−iQ/2 f−√

N
, Bb,s =

e−iφ/2eiQ/2 f+√
N

, At,s =
se−iφ/2e−iQ/2 f+√

N
, Bt,s =

ieiQ/2 f−√
N

. (40)

(41)

ここで

f± =

√√√
1

2

(
1 ±

√
D sin2(φ/2)√

1 − D sin2(φ/2)
cot(φ/2)

)
, N =

1

κ
D(3 − 2D), κ =

√
2m
ℏ2

√
µ2z +Ω2

√
1 − D, (42)

である。また、[us, vs]T が BdGの解であるとき
[
−v∗s, u∗s

]T
も解となる:[

ξ(r) s∆(z)
s∆∗(z) −ξ(r)

] [
−v∗s (r)
u∗s(r)

]
= −ε

[
−v∗s (r)
u∗s(r)

]
. (43)
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付録 3-2:巻きつき数の計算方法

トポロジカル不変量はエネルギーギャップを閉じない限り変化しないので、式 (4.8)の有効ハミルトニアンをギャッ

プが閉じないように加減すると、有効ハミルトニアンは以下の Ĥ+ と Ĥ− の項に簡単化される。

Ĥs =

[
ε + sV −s∆̃kx
−s∆̃kx −ε − sV

]
(44)

ここで Ĥ+ と Ĥ− のどちらも以下のようにカイラル対称性を持つ。

ŜsĤs(k ∥)Ŝ−1
s = −Ĥs(k ∥), Ŝs = s

[
0 i
−i 0

]
. (45)

ここで Ĥ+ の項は完全にギャップが開いている。フラットバンドゼロエネルギー状態に関係あるのは Ĥ− のみであるの

で、Ĥ− から巻き付き数を計算すればよい。結果として巻き付き数は以下のように計算できる。

w(ky) =
i

4π

∫
dkxTr[Ŝ−

{
Ĥ−(k ∥)

}−1
∂kx Ĥ−(k ∥)]. (46)

ここで連続体モデルにおけるトポロジカル不変量の厳密な定義に従えば、式 (46)の積分区間は −∞ ≤ kx ≤ ∞である。
また、Ĥ−(kx = ∞) = Ĥ−(kx = −∞)を満たすように、kx = ±∞で ∆̃→ 0とする必要がある [98]。しかし、今回の場合

には特にこれらの取り扱いをすることなく巻き付き数を計算すること出来る。結果、巻き付き数として

w(ky) =
1

2

∑
ε(k∥ )=V

sgn[∆̃kx]sgn[∂kx ε(k ∥)], (47)

を得る。ここで
∑

ε(k∥ )=V は y 軸方向の波数が ky のときに ε(k ∥) = V を満たすような kx についての和である。最終的

に I相については

w(ky) =
{
+1 for |ky | < k̃F
0 otherwise

, (48)

II相については

w(ky) =
{
−1 for |ky | < k̃F
0 otherwise

, (49)

となる。
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Giant spin splitting through surface alloying. Phys. Rev. Lett., 98(18):186807, 2007.
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