
博士論文
漸近 AdS時空における自己重力多体系の構成と

その重力熱的不安定性

名古屋大学大学院理学研究科

浅見 拓紀

2023年 3月



2

要旨

重力は我々にとって最も馴染み深い力の一つである. しかしその性質には未解明な部分が
多く残されており, 基礎方程式の非線形性に伴う複雑な現象に注目した研究が盛んに行われ
ている.
重力系の非線形性を強く反映する例として知られているのが, 漸近 Anti-de Sitter (AdS) 時
空の重力乱流現象である. 漸近 AdS時空は, 超弦理論の分野で近年注目されている時空で, 内
部の物質が遠方におけるポテンシャル壁により閉じ込められるという特徴を持つ. この閉じ
込め機構は重力乱流現象の原因の一つであると同時に, 実効的に閉じた重力系を実現できる
ことも示唆している. 本論文の目的は, この閉じ込め機構を用いて漸近 AdS自己重力多体系
を構成し, 漸近平坦な系で用いられる安定性の解析手法を適用することで, 重力乱流現象を含
む自己重力系特有の現象への示唆を得ることである.
本論文ではまず, 空間 d (d > 2)次元 Newton重力理論を考え, 断熱壁に閉じ込められた球
対称自己重力多体系を解析した. このとき熱平衡状態は 1パラメータ系列で与えられ, 二次元
相空間内の曲線として表現される. 系のエントロピーの凸性を調べることで熱的安定性を解
析した結果, 2 < d < 10においては平衡解系列の渦状構造に伴う不安定平衡解が現れるが,
d ≥ 10では渦状構造が消失することを示した. さらにこの臨界点と相空間における転回点と
の対応関係を示した.
次にこの手法を漸近 AdS時空に閉じ込められた自己重力多体系に適用した. ただしここで
は断熱壁を仮定していない. 初めに熱平衡状態がMaxwell–Jüttner 分布で与えられることを
示し, それに対する Einstein方程式を解くことで漸近 AdS自己重力多体系の熱平衡状態を構
成した. さらに Newton重力理論と同様の手法を用いて安定性解析を行なった. その結果, 熱
平衡状態はNewton重力理論の不安定性に対応する渦構造に加え, 相対論的な系に特有の渦状
構造を持ち, 各々に対応する二種類の不安定性を持つことを示した. 特に相対論に特有の不安
定性は重力崩壊に伴う不安定性であると結論づけた. なお, 二つの渦状構造がともに d ≥ 10
で消失することも示した.
最後に d = 4 の場合について, 特殊な対称性を持つ, 角運動量を伴う漸近 AdS 非球対称

Einstein–Vlasov系の解を構成した. 一粒子分布関数として球対称系でMaxwell–Jüttner 分布
に帰着する指数関数型の関数系を仮定し, Einstein方程式を数値的に解くことでエネルギーや
角運動量の分布を解析した. 以上の解析より, 本研究で得た主な結果は以下のとおりである:
1) d+ 1次元における静的球対称な相対論的自己重力多体系は二種類の不安定性を持つこと
を示した. 2) これらの不安定性の存在が次元に依存し, d ≥ 10では消失することを示した.
3) 有限の角運動量を持つ五次元漸近 AdS自己重力多体系の解を構成した.
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第 1章 導入

1.1 歴史的経緯と動機

1.1.1 一般相対性理論と漸近 AdS時空
一般相対性理論とは時空の歪みと物質のエネルギーとを紐づける重力理論であり, 等価原
理と一般共変性原理に基づいて Einsteinにより提案された. 近年, 重力波の初観測 [1, 2]やブ
ラックホールシャドウの撮像 [3]などの観測的な成果により, より広範で詳細な重力理論の検
証が進んでおり, そのどれもが一般相対性理論の正しさを後押しする結果となっている.
一方, 理論の持つ複雑な構造により未だ未解明な部分も多く残されているのが現状である.
その大きな原因の一つが基礎方程式である Einstein方程式の非線形性であり, これを強く反
映する現象として知られているのが Anti-de Sitter (AdS) 時空の重力乱流不安定性である.
AdS時空とは近年 AdS/CFT対応 [4–6]などの観点から注目されている負の宇宙項を持つ
Einstein方程式の真空解のうち極大対称なものであり, 負の宇宙項に由来する特殊な漸近構造
を持つ. それは無限遠が時間的超曲面となっているために内部の場が閉じ込められることで
ある. すると, 時空に摂動を与えたとき場が閉じ込められることで, 非線形な干渉を通して乱
流が生じる. これが AdS時空の重力乱流不安定性のメカニズムである. AdS時空のこの不安
定性は, 文献 [7]で Einstein方程式を数値的に解くことで初めて報告され, [8, 9]などで摂動論
的な理解がなされている. また他にも同様の性質を持つ系として平坦時空中の有限領域にス
カラー場を閉じ込めた場合 [10, 11]や, 有限領域中での非線形 Schrödinger方程式を考えた場
合 [12]においても同様の不安定性が確認されている. これらの共通点から, AdS時空の重力
乱流不安定性は AdS時空の閉じ込め機構と Einstein方程式の非線形性が主な原因であると考
えられている.
このように AdS時空は一般には不安定なため, 時空中の摂動が成長した結果, 最終的にど
のような時空が実現されるかが問題となっている. 初めて不安定性を報告した [7]では, 具体
的な摂動として球対称な無質量スカラー場を初期摂動として与えた結果, 球対称なブラック
ホール時空である Schwarzschild–AdS時空が実現されることを示した. ところが実は, 一般の
場合には最終的にどのような状態に落ち着くかは, いまだに完全には理解されていない. なぜ
ならば多くの研究 [13–29]で指摘されているように, その最終状態は時空の対称性や時空次
元, 初期条件の与え方など様々な要因によって異なる結果を与えるためである. 実際, 最も単
純な球対称系でさえ, [30, 31]のように崩壊を起こさずブラックホールが形成されない場合が
あることが知られている. また例えば, 時空が角運動量を持つ場合, 回転するブラックホー
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6 第 1 章 導入

ル解である Kerr-AdS解が最終状態の候補としてまず考えられる. ところが Kerr-AdS解は,
角運動量が大きい場合に増幅反射不安定性と呼ばれる別の不安定性を持つことが指摘され
て [32–37]おり, 一般に不安定である. このような観点から漸近 AdS時空の最終状態はいまだ
に多くの不明な点が残されている.
しかしながら, 一般の漸近 AdS時空の最終状態を調べるために直接 Einstein方程式を解く
などしてその動的な解を得ることは極めて困難である. なぜならば, 重力乱流現象によりエネ
ルギーカスケードが起きた時空と物質場は短波長高周波数モードに支配されており, 数値的
な解析が難しくなるためである. そこで我々は, 重力乱流現象により生じた複雑な物質の配位
を巨視的に扱うことでモデル化する方法を提案する. より具体的には, エネルギーカスケード
により高エネルギーとなった場が小さなスケールの曲率の影響を受けず粒子的な振る舞いを
するとみなすことで, 系が多体系のように振る舞うことを仮定する. 自己重力多体系はその系
を記述する分布関数の振る舞いによって統計物理学的に記述される系であり, この統計的安
定性を議論することで漸近 AdS時空の最終状態に対する示唆を得ることを目指す.

1.1.2 自己重力多体系の統計力学
本研究でモデルとして導入する自己重力多体系は, Newton重力の範疇では重力熱的不安
定性と呼ばれる熱的不安定性を持つことが古くから知られている. Antonovによって初めて
示されたこの不安定性 [38]は重力の持つ負の比熱に由来しており, 重力熱的カタストロフィ
(gravothermal catastrophe)とも呼ばれる. より具体的な Antonovの主張は, 開いた系におい
てはエントロピーが最大となるような熱平衡状態は存在せず, 従って系のエントロピーは (相
対論のブラックホールなどを考えなければ)際限なく増加するというものである. 特に, 断
熱壁により閉じ込めた自己重力系を考えると, その解は中心と端点の質量密度の比で指定さ
れ, その値が 709を超えると安定な熱平衡状態は存在しない. この結果は Lynden–Bell [39]に
よって一般化され, Poincàreの安定性解析 [40–44]を用いて確かに系のエントロピーの二次変
分が正定値でなくなる点と質量密度比が 709を超える点とが一致することが確かめられた.
これは断熱壁の半径がエネルギーや全粒子数によって決まるある値より大きい場合, 系は粒
子系を閉じ込めておくことができずに不安定化すると言い換えることもできる. また断熱壁
に閉じ込められただけでなく, 他の過程における同様の不安定性についても [39, 45–47]など
で議論されており, どのアンサンブルを採用するかによって安定性の基準が異なることも知
られている. このアンサンブルの非等価性と呼ばれる現象も自己重力多体系の統計力学が注
目される理由の一つである.
重力熱的不安定性は球状星団の崩壊現象 [48]などの研究とともに発展し, 関連分野も含め
極めて幅広く豊富な研究が存在する [49–52]. 相対論的な系については, 有限質量粒子につい
ては [53–58], 無質量粒子については [59–62] などで類似の計算がなされている. 相対論的
な系で特徴的な点は, 断熱壁の半径が大きいときだけでなく小さなときにも不安定性が生
じていることである. 半径が十分小さいときには多体系が断熱壁によって強く閉じ込めら
れることで重力崩壊を起こすために不安定になると考えられている. また文献 [61, 62] は

目次へ
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Hawking–Page相転移に動機づけられており, 漸近 AdS時空において断熱壁に閉じ込められ
た系の安定性について議論している.
このように自己重力多体系の重力熱的不安定性については幅広い研究がなされている一方
で, 漸近 AdS時空の閉じ込め機構に注目した系の安定性解析はなく, 断熱壁やエネルギーの
カットオフなどの方法で人工的に閉じ込めた系のみを扱っている場合がほとんどである. こ
れは実際に宇宙などに存在する系では様々な要因により実効的に閉じ込められた系で議論す
ることが可能なためであるが, 我々は上述した動機から, そのような系ではなく負の宇宙項に
由来する AdS障壁にで閉じ込められた系を考える必要がある. さらに AdS障壁の大きさを特
徴付ける AdS半径を系の大きさとみなすことで, 自動的に閉じ込められた系の安定性解析を
重力熱的安定性の観点から解析することも目的とする.

1.1.3 Einstein–Vlasov系と時空の対称性
上述した相対論的自己重力多体系のうち, 粒子間の衝突がないものを Einstein–Vlasov系と
呼ぶ. 我々の想定する漸近 AdS時空の最終状態の巨視的モデルである自己重力多体系は, 時
空の平均的な曲率のみを感じるという意味で理想的には無衝突粒子系にあることが期待でき
る. そこで上で述べたような熱的安定性解析だけでなく, Einstein–Vlasov系の解とその性質
について解析を行うことも重要である.
無衝突粒子系は元々, プラズマの振る舞いを記述する目的で Vlasovにより提唱された系
である [63]. 自己重力系以外のものを含めてこれを Vlasov 系と呼び, Newton 重力に支配
される場合は Poisson–Vlasov 系, 一般相対論的な場合は Einstein–Vlasov 系などと区別す
る. これらは対称性が高い場合に解が構築されており, Vlasov-Poisson 系では [64] などで,
Einstein-Vlasov 系では [65, 66] で具体的な構成方法が与えられ, その解の存在性について
も [67–69]などで議論されている. またその動的な安定性についても [29, 70–74]などでも詳
細に議論されている. これらに関してはレビュー論文 [75]にもまとめられている.
一方で回転を伴う Einstein–Vlasov系について解析している先行研究は数少なく [76–80],
いまだ不明な点も多い. そこで我々は技術的な困難を解決して回転を伴う Einstein–Vlasov
系を解析するため, 五次元時空に注目し, 有限の角運動量を持ちながらも高い対称性を持つ
解を構成することを考えた. 五次元時空には二つの独立な回転軸が存在し, それぞれに対応
した二つの角運動量が存在する. この二つの角運動量の値を等しくすることで時空の対称性
が高くなることがブラックホール時空についてはよく知られている [81–85]. このような高
い対称性により, 重力摂動の解析や先述した増幅反射不安定性などの回転する時空に特有の
現象を解析する際によく用いられる. 我々はこの高い対称性を利用することで回転を伴う
Einstein–Vlasov系の解を構成することを目指す.

目次へ
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1.2 本研究の目標

本研究の最終目標はすでに述べたとおり, 漸近 AdS時空における物質場の巨視的モデルと
しての自己重力多体系の妥当性を議論することである. その初期段階として, 本論文では以下
のような目標を設定する:

1. 漸近 AdS時空における熱平衡状態の構成.
2. 熱平衡状態の熱的な安定性解析.
3. 回転を伴う Einstein–Vlasov系の解の構成.

1.3 本論文の構成

本論文は三部構成になっている. まず第 I 部では準備として, Newton重力で記述される
自己重力多体系の取り扱い方と Newton的な重力熱的不安定性の概略を見る. その過程で一
般的な多体系の取り扱い方を見るとともに, 自己重力系の基本的な性質と以降で用いる安
定性解析の基本を概観する. 次に第 II 部で相対論的な自己重力多体系を扱う. 一般相対論
の導入から始め, 漸近 AdS時空の構造と重力乱流不安定性の簡単なレビューを行なった後,
漸近 AdS 時空における自己重力多体系の熱平衡状態を構成する. さらにその後, Poincàre
の安定性解析を用いてその熱的安定性について議論する. 最後に第 III 部で回転を伴う
Einstein–Vlasov系の解を構成する. まずはその前提となる時空の対称性などの概念を紹介し,
その後実際に数値解を構成してその性質について考察する.
なお, 可能な限り各部ごと独立に読むことができるように, 各部の初めにはその部の簡単
な概略を記載し, また終わりにはまとめを記載した. さらにその後に全体の結論などを記載
した.

目次へ
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第 I 部 概略

第 I 部では, 相対論的な自己重力多体系の安定性を議論するための準備として Newton重
力における自己重力多体系の重力熱的安定性について議論する.
第 I 部の構成は以下の通りである. まず第 2 章で多体系の統計的な取り扱いについて, 文
献 [86–90]を参考に簡単に紹介する. 一般に多体系は極めて大きな自由度を持つので, その統
計的な性質を表す量として多粒子分布関数が用いられる. 第 2 章では系を粗視化することで
Boltzmann方程式を求め, さらに粗視化による効果として現れる H定理を紹介する.
次に第 3 章で自己重力多体系の安定性解析を行う. ただし後のために一般次元空間におけ
る系を取り扱う. 基本的には文献 [91]の流れに沿い, まず熱平衡状態が満たす方程式を導出し
た後に安定性解析を行うことで [38, 39]の結果について考察する. それに加え, 最後に安定性
が空間次元によってどのように変化するかを確認した上で, 第 II 部で安定性解析に用いる転
回点法についても簡単に述べる.

目次へ



第 2 章 多体系の記述と Boltzmann方程式 11

第 2章 多体系の記述と Boltzmann方程式

本章では, 空間 d 次元における Newton 力学の枠組みにおいて, 互いに重力を及ぼし合
う N 個の粒子からなる自己重力多体系を統計物理学的にどのように扱うのかについて, 文
献 [86–90]を参考に簡単にまとめる. 多体系の時間発展は, その粒子の存在確率として定義さ
れるN 粒子分布関数によって記述される. ここではN 粒子分布関数を粗視化することで一粒
子分布関数の時間発展方程式を導出し, さらに適当な仮定を課すことでエントロピー増大則
が導かれることについて述べる. エントロピー増大則により熱平衡状態を定義し, 次章以降で
自己重力多体系の熱平衡状態を構成することの動機づけを行う.

2.1 分布関数による多体系の記述

2.1.1 Liouville方程式
次のようなN 粒子 Hamiltonianで記述される多体系を考える:

HN =
N∑
i=1

(
pi

2

2m
+ V (qi)

)
+

∑
i<j≤N

U(qi − qj). (2.1)

ここで, V (qi)は全ての粒子に等しく働く外場1）で, U(qi − qj)は i番目の粒子と j 番目の粒
子の間に働く二体間相互作用である. N 粒子 Hamiltonian (2.1)を用いて, 各粒子の運動方程
式（Hamilton方程式）は以下のように表せる:

dqi
dt

= ∂HN

∂pi
,

dpi
dt

= −∂HN

∂qi
. (2.2)

このとき, 相空間における粒子の存在確率として N 粒子分布関数 fN (t; qi,pi)が定義できる.
ただし fN (t; q1,p1, · · · , qN ,pN )は以下のように規格化されているものとする:

∫ N∏
i=1

ddqi ddpi fN (t; q1,p1, · · · , qN ,pN ) = 1. (2.3)

相空間における確率保存は, 密度 fN , 速度場 (q̇ifN , ṗifN )とした連続の式として表せる:

∂fN
∂t

+
N∑
i=1

[
∂

∂qi
· (q̇ifN ) + ∂

∂pi
· (ṗifN )

]
= 0. (2.4)

1） 本論では基本的に, 粒子系を閉じ込める “箱”の役割を担わせる.

目次へ
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Hamilton方程式 (2.2)を用いることで, Liouville方程式

∂fN
∂t

+
N∑
i=1

[
∂fN
∂qi

· ∂HN

∂pi
− ∂fN
∂pi

· ∂HN

∂qi

]
= 0 (2.5)

が得られる. Liouville方程式 (2.5)は, 全微分を用いて
dfN
dt

= 0 (2.6)

とも表すことができ, 相空間上で N 粒子分布関数が保存することが直ちにわかる. すなわち,
時間発展によって相空間上での粒子の存在確率は不変である（Liouvilleの定理）. ここで
Poisson 括弧:

{A,B}P :=
N∑
i=1

[
∂HN

∂qi
· ∂fN
∂pi

− ∂HN

∂pi
· ∂fN
∂qi

]
(2.7)

を導入すると, Liouville方程式 (2.5)は次のようにも書き直せる:

∂fN
∂t

= {HN , fN}P . (2.8)

2.1.2 BBGKY階層方程式
通常, 粒子数N は極めて大きい2）. N 粒子分布関数は d×N 次元関数なので, そのままでは
自由度が極めて大きくなり, Liouville方程式を直接解くのは困難である. そこで i = n+ 1番
目の粒子から i = N 番目の粒子を積分した n粒子分布関数 fn(t; q1,p1, · · · , qn,pn)を定義
する:

fn(t; qi,pi) := N !
(N − n)!

∫ N∏
i=n+1

ddqi ddpi fN (t; qi,pi). (2.9)

このとき, n粒子分布関数の時間発展は Liouville方程式より

∂fn
∂t

= N !
(N − n)!

∫ N∏
i=n+1

ddqi ddpi {HN , fN}P (2.10)

で与えられる. n粒子 Hamiltonianを

Hn =
n∑
i=1

(
pi

2

2m
+ V (qi)

)
+
∑
i<j≤n

U(qi − qj) (2.11)

で定義すると,

∂fn
∂t

= {Hn, fn}P + N !
(N − n)!

∫ N∏
i=n+1

ddqi ddpi {HN −Hn, fN}P (2.12)

2） 例えば, 身の回りの物体であれば Avogadro 数程度: N ∼ O(1023). 自己重力系をよく用いる銀河では
N ∼ O(1011)程度, 球状星団では N ∼ O(106)とされている. 実はこの粒子数の差が緩和時間などと関連して
おり, それぞれがどのような構造をなすかと関係している.

目次へ
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となるが,

HN −Hn = Hout +
∑
i≤n<j

U(qi − qj),

Hout :=
N∑

i=n+1

(
pi

2

2m
+ V (qi)

)
+

N∑
i,j=n+1

U(qi − qj)
(2.13)

と書けるので, 結局

{HN −Hn, fN}P = {Hout, fN}P +
N∑
j=1

∑
k≤n<l

∂U(qk − ql)
∂qj

· ∂fN
∂pj

(2.14)

となる. 領域の境界で fN = 0とすれば, 部分積分により式 (2.12)第二項の中の Hout に関す
る項は消える. 残りの寄与についても j に関する和の内 j ≥ n + 1の項は部分積分で 0にで
き, lに関する和に関しては系が同種粒子であることから因子N − nが出てくるので,

N !
(N − n)!

∫ N∏
i=n+1

ddqi ddpi
N∑
j=1

∑
k≤n<l

∂U(qk − ql)
∂qj

· ∂fN
∂pj

=
n∑
j=1

∫
ddqn+1 ddpn+1

∂U(qj − qn+1)
∂qj

· ∂fn+1

∂pj

(2.15)

となり, 次式を得る:

∂fn
∂t

= {Hn, fn}P +
n∑
i=1

∫
ddqn+1 ddpn+1

∂U(qi − qn+1)
∂qi

· ∂fn+1

∂pi
. (2.16)

式 (2.16)は, n粒子分布関数の時間発展が (n+ 1)粒子分布関数を含む積分によって決定され
る方程式となっている. このような階層構造に由来し, 式 (2.16)は BBGKY階層方程式3）と
呼ばれる. 階層構造の平均場近似の仕組みを理解するために, 表 2.1に和の取り方を図示した.
表 2.1から分かる通り, 1 ≤ i ≤ n番目の粒子と n + 1 ≤ i ≤ N 番目の粒子のグループに分
け, 各グループ内での相互作用とグループを跨ぐ相互作用に分離したわけである. このとき,
n+ 1 ≤ i ≤ N に属する粒子間の相互作用は n粒子分布関数の時間発展に寄与を与えない.

2.2 Boltzmann方程式と平衡状態

式 (2.16)で n = 1とすることで一粒子分布関数の時間発展方程式が得られる:

∂f1

∂t
= {H1, f1}P +

∫
ddq2 ddp2

∂U(q1 − q2)
∂q1

· ∂f2

∂p1
. (2.17)

前節でも述べた通り, n粒子分布関数の時間発展は n+ 1粒子分布関数によって決定されるた
め, 一般には上式から一粒子分布関数を求めることはできない. そこでまず, 二粒子分布関

3） Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood, Yvonの頭文字をとったものである.

目次へ
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@
@
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1 · · · n n+ 1 · · · N

1
@
@
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n
@
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@@

n+ 1
@
@

@@
...

@
@
@@

N
@

@
@@

表 2.1 粒子のラベルと平均化操作の概要. n+ 1番目からN 番目の粒子に関し
て平均化を行うので, まず n+ 1番目から N 番目の粒子同士の相互作用は n粒
子分布関数の時間発展に影響しない. 一方 1番目から n番目の粒子に関しては
平均化の操作を受けず, そのまま相互作用項として寄与する. 重要なのはこれ
らを跨ぐ相互作用で, n+ 1番目から N 番目の粒子と 1番目から n番目の粒子
の間の相互作用は外部からの平均的な相互作用として時間発展に寄与する.

目次へ
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数を

f2(t; q1,p1, q2,p2) = f1(t; q1,p1)f1(t; q2,p2) + f̄2(t; q1,p1, q2,p2) (2.18)

と表すと, (2.17)は

∂f1

∂t
− {H1, f1}P −

∫
ddq2 ddp2

∂U(q1 − q2)
∂q1

· ∂f1

∂p1
f1(t; q2,p2) = C2

[
f̄2
]

(2.19)

となる. ただし, C2
[
f̄2
]は以下で定義される衝突項:

C2
[
f̄2
]

:=
∫

ddq2 ddp2
∂U(q1 − q2)

∂q1
· ∂f̄2

∂p1
(2.20)

である. 式 (2.19)の左辺は, 一つの粒子が受ける力は外力と他の粒子から受ける相互作用を平
均化したものの合力であることを示している. そこで, 一粒子が平均的に受ける力 F1 を

F1 := − ∂V

∂q1
−
∫

ddq2 ddp2
∂U(q1 − q2)

∂q1
f1(t; q2,p2) (2.21)

で定義すれば, 一粒子分布関数の時間発展方程式:

∂f1

∂t
+ p1

m
· ∂f1

∂q1
+ F1 · ∂f1

∂p1
= C2

[
f̄2
]

(2.22)

が得られる. ところが, (2.22)のままではやはり, 衝突項が二粒子分布関数に依存するので一
粒子分布関数を求めることはできない. そこで用いられるのが N → ∞の極限をとることで
粒子の衝突を無視する近似である. 粒子数が十分大きいとき, 1/N の次数で展開すると

f2(t; q1,p1, q2,p2) = f1(t; q1,p1)f1(t; q2,p2) + O(1/N) (2.23)

が示せる [88–90]. つまり N → ∞の極限では f̄2 の項が無視できるので, 式 (2.22)は, 衝突の
寄与を無視した Vlasov方程式

∂f

∂t
+ p

m
· ∂f
∂q

+ F · ∂f
∂p

= 0 (2.24)

に帰着する. ただし記法の簡略化のため添字 1は省略した.
ここで多体系における力学平衡の概念を導入しておく. Vlasov方程式は全微分を用いて

df / dt = 0と書くこともできるので, 粒子数が無限の極限においては一粒子分布関数が保存
するといえる. このとき, 分布関数が定常的な場合, つまり ∂f/∂t = 0を満たす分布関数に
よって記述される状態を力学平衡と呼ぶ. 一般には分布関数を決定するのは困難であるが, 力
学平衡の場合には分布関数の関数系を決定する強力な定理がある. これは Jeansの定理 [92]
と呼ばれており, その主張は「任意の Vlasov方程式の定常解は運動の積分を通してのみ相空
間の変数に依存し, 逆に運動の積分で与えられる分布関数は定常解を与える」というものであ
る. ここで運動の積分とは, 相空間上の関数で I(q,p)であり dI/dt = 0を満たすものである.
例えば系が球対称な場合には, 粒子のエネルギーと角運動量の各成分が運動の積分となる. 以

目次へ
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上より, 粒子数が無限の極限においては多体系は力学平衡に落ち着いていくことが期待され
るわけであるが, 実際には粒子数が有限であることにより効果により一粒子分布関数は時間
発展する. その発展の仕方を記述するのが粒子の衝突を考慮した Boltzmann方程式というこ
とになる.
いま衝突項は, 1/N の次数に応じた有限粒子数による補正項とみなせる. 補正として

O(1/N)までの寄与を考慮すると, 分布関数の時間発展方程式 (Boltzmann方程式)は

∂f

∂t
+ p

m
· ∂f
∂q

+ F · ∂f
∂p

= C[f ] (2.25)

と表される. ただし衝突項は一粒子分布関数の汎関数で, 次の形をとるものとする:

C[f ] =
∫

ddq ddp1 ddp2 ddp′
1 ddp′

2 M(p′
1,p

′
2|p,p2)[f(q,p′

1)f(q,p′
2) − f(q,p)f(q,p2)].

(2.26)

ただし M(p′
1,p

′
2|p1,p2) は二粒子が同じ位置 r で衝突し, その運動量は p1 → p1

′ および
p2 → p2

′ のように変更を受けるものとしたときの衝突断面積で

M(p′
1,p

′
2|p1,p2) = M(p1,p2|p′

1,p
′
2) (2.27)

を満たすものとする4）. この過程は二体緩和と呼ばれ, 多体系の時間発展の原因である.

2.3 H定理と熱平衡状態

式 (2.26)で衝突項を与えたとき, 以下で定義される H関数5）が時間発展に対して必ず減少
することを示すことができる:

H(t) :=
∫

ddq ddp f(t; q,p)[ln f(t; q,p) − 1]. (2.28)

するとエントロピーを S = −H とすることで (粗視化された)エントロピーの増大則を導くこ
とができ, エントロピーが極値となる状態として熱平衡状態を定義することができるように
なる. そこでここでは H定理の証明の概略を見る.
まず H関数の時間微分は

dH
dt

=
∫

ddq ddp ∂f
∂t

ln f (2.29)

となる. ここに Boltzmann方程式を適用すれば

dH
dt

=
∫

ddq ddp ln f
(

C[f ] − p

m
· ∂f
∂q

− F · ∂f
∂p

)
(2.30)

4） 正確にこの近似を行うには, 粒子の平均自由行程や緩和時間を比較する必要があるが, ここでは割愛する. 詳
細は [88–90]などを参照.

5） Hamiltonianとは異なることに注意.

目次へ
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となるが, 定義より F = −∇V の形で表すことができるので第一項及び第二項の寄与は表面
積分となって消える. 従って結局,

dH
dt

=
∫

ddq ddp ln fC[f ] (2.31)

を得る. ここで表式 (2.26)を適用すれば,

dH
dt

=
∫

ddq ddp1 ddp2 ddp′
1 ddp′

2 M(p′
1,p

′
2|p1,p2)[f(p′

1)f(p′
2) − f(p1)f(p2)] ln f(p1)

(2.32)

と表せることがわかる. ただし記法の簡略化のため, 分布関数の引数 t, qi については省略し
た. 粒子のラベルを取り替えた式と辺々を足し, さらに式 (2.27)を適用すれば

dH
dt

= −1
4

∫
ddq ddp1 ddp2 ddp′

1 ddp′
2 M(p′

1,p
′
2|p1,p2)f(p1)f(p2)(A− 1) lnA (2.33)

ここで

A := f(p′
1)f(p′

2)
f(p1)f(p2)

(2.34)

とした. 関数 (A− 1) lnAは任意の A > 0に対して (A− 1) lnA ≥ 0であり, 等号が成立する
のは A = 1の場合のみである. 以上より H定理

dH
dt

≥ 0 (2.35)

が示された.
以上の導出では H関数として式 (2.28)を仮定して H定理を導出した. 式 (2.28)から定義
されるエントロピーは Boltzmann–Gibbsエントロピーと呼ばれる6）. 本論文では基本的に,
エントロピーといえば Boltzmann–Gibbsエントロピーを指すものとする. H定理からエント
ロピーは時間発展によって減少しないため, エントロピーが極値をとる状態を熱平衡状態と
して定義できる. ところが変化しない, つまり極値であるという条件だけを課して状態を指定
すると, 二階微分を指定することができないために極大でない分布が選ばれてしまうことが
ある. 次章では Newton重力系において実際にそのような現象が起きることを見る.

6） 一般には, 異なる関数系のエントロピーでも増大則を示すことができることが知られており, 例えば Tsallisエ
ントロピーなどが有名である.
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第 3章 重力熱的不安定性

文献 [91]に沿って自己重力多体系の熱平衡状態について議論する. ただしここでは空間次
元を d > 2へと一般化したものを取り扱い, 重力熱的不安定性の次元依存性についても議論す
る. 本章は以下のように進める. まず, 3.1 節で孤立系における自己重力多体系の熱平衡状態
を定義し, その分布関数が満たすべき条件を導出する. さらに熱平衡条件を満たす Poisson方
程式を求める. 次に, 3.2 節で系の持つエントロピーの凸性を調べることで系がある条件にお
いてのみ安定たり得ることを示す. このとき安定性が切り替わる点（臨界点）を直接計算に
よって示したのち, 転回点法（後述）との対応関係を議論する. 最後に 3.3 節において, 常微
分方程式の固定点の観点から臨界点の存在性が空間次元によってどう変化するかを見る. ま
た, 第 II 部で用いる転回点法の概観を見る.

3.1 自己重力多体系の熱平衡状態

3.1.1 状況設定
球殻状の断熱壁に囲まれた同種粒子1）の自己重力多体系を考える. すなわち, 外場 V (qi)を

V (qi) =

∞ if |qi| ≥ R,

0 if |qi| < R
(3.1)

とし, 粒子間相互作用 U(qi − qj)を

U(qi − qj) = − GNm
2

|qi − qj |d−2 (3.2)

とする. ここでmは各粒子の質量であり, 以下ではm = 1とする2）. また GN は重力定数で
ある. 一粒子分布関数を f(t; q,p)と書くことにすると, 一般には相互作用も時間依存し, 従っ
て相互作用の因果率を考慮する必要がある. すなわち重力場の波動方程式から Green関数を
求める3）必要があるわけだが, ここでは時間的に定常な多体系 f(q,p)に話を限ることにする.
すると重力場も定常的になり, 位置 qにおける平均化された重力場は

ϕ(q) = −GN
∫

ddq′ ddp′ f(q′,p′)
|q − q′|d−2 (3.3)

1） ここでは単に同じ質量を持つ粒子系とする. 電荷などといった他のチャージを持つ場合などはここでは考えな
い.

2） Newton重力の枠組みでは, 基本的には有質量粒子のみを扱うのでm = 1としても一般性を失わない. 相対論
的な系では無質量粒子を扱う場合も考えられるので注意が必要である.

3） 重力波の方程式を弱場近似で考えることになるので, 結局相対論の知識が必要になる.
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で与えられる. ただし Newtonの重力定数 GN は, D = d+ 1次元時空における Einsteinの重
力定数 Gd+1 と以下の関係を満たす:

GN = 8π(d− 2)
Sd(d− 1)

Gd+1. (3.4)

ここで Sd は d次元単位球面の面積で, Gamma関数 Γ(z)を用いて以下のように定義される:

Sd = 2π d+1
2

Γ
(
d+1

2
) . (3.5)

式 (3.4)から三次元空間のときのみ両者は等しくなり, 特に d = 2のときには Newton極限を
とることができないことがわかる. この関係式 (3.4)は相対論的な場合における球対称時空の
静水圧平衡の式 (TOV方程式)と Poisson方程式を比較することで導出できるが, 付録 Aで議
論する.
定常分布に対する Boltzmann方程式:

p · ∂f
∂q

− ∇ϕ · ∂f
∂p

= Coll[f ] (3.6)

を満たす分布関数 f(q,p)に対し, Poisson方程式

∇2ϕ(q) = Sd(d− 2)GNρ(q), ρ(t; q) :=
∫

ddp f(t; q,p) (3.7)

を同時に解くことで自己重力系の解が得られる. 解は以下で定義される巨視的変数

M [f ] :=
∫

ddq ddp f(q,p) =
∫

ddq ρ(q),

K[f ] :=
∫

ddq ddp |p|2

2
f(q,p),

U [f ] := 1
2

∫
ddq ddp f(q,p)ϕ(q) = −GN

2

∫
ddq ddq′ ρ(q)ρ(q′)

|q − q′|d−2 ,

S[f ] := −
∫

ddq ddp f(q,p)(ln f(q,p) − 1)

(3.8)

を持つ. ここでM [f ], K[f ], U [f ], S[f ]はそれぞれ系の全質量4）, 運動エネルギー, 束縛エネル
ギー, Boltzmann–Gibbsエントロピーを表す. 束縛エネルギー以外については系が定常でな
い場合にも同様に定義できる一方で, 束縛エネルギーは上で述べたように相互作用の伝搬速
度を考慮する必要があることに注意しておく. 今, 系は断熱壁に閉じ込められた孤立系である
としているので, 全質量と全エネルギー E := K +U は保存しなければならない. 従って系は,
(M,E,N)によって指定される状態とみなすことができ, 特に系が熱平衡状態にあるときこれ
らは熱力学変数に対応する.
以下では粒子分布は空間的に球対称であることを仮定する. このとき, 方程式系を通じて重
力場も球対称になるので, 動径座標 r := |q|を導入し, ρ(r)や ϕ(r)などと書くことにする.

4） 粒子の質量をm = 1としているので全粒子数と等価である.
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3.1.2 分布関数による変分と熱平衡条件
孤立系における熱平衡状態は,「全粒子数と全エネルギーが一定という拘束条件の下エント
ロピーを極値化する状態」として定義できる. つまり任意の変位 δf に対し, エントロピーの
変分 δS が全粒子数と全エネルギーの変分の線型結合として表せることが熱平衡条件である.
ただしこのとき分布関数は中心と端点では固定されており, 変位を受けないものとする. すな
わち, 境界条件

δf(0,p) = δf(R,p) = 0 (3.9)

を満たすような変位に関して物理量, 具体的には式 (3.8)がどう変分されるかを求め, その振
る舞いを解析する.
初めから相空間での任意の変位に対する変分を計算することで熱平衡分布を導出しても良
いが, 以降の安定性解析のためにここでは変位を (i) δρ(r) = 0 を満たす δf(r,p) に対する変
分と (ii) それ以外の変分の二種類に分解し, 順に考える. このように分解することで, (i)のよ
うな変分については系は不安定にならないことがわかるので, 質量密度に関する変分問題を
考えれば良いことを示す.

(i) δρ(r) = 0 を満たす δf(r,p) に対する変分
このとき質量密度が変化しないため重力場も不変であり, 従って束縛エネルギーに対する
変分も δU = 0を満たす. 一方で全エネルギーはそれ自身定数であるから, δρ(r) = 0を満たす
変位 δf(r,p)に対する変分問題は, 質量密度 ρ(r)と運動エネルギーK 一定下における変分問
題に帰着される. そこで Lagrangeの未定乗数として α(r)と βを導入し, 分布関数を熱平衡状
態 fTE の近傍で展開することで熱平衡状態が満たすべき条件が得られる:∫

ddq ddp
(

− ln fTE − α− β
β

2
|p|2

)
δf = 0. (3.10)

任意の δf(r)について成り立つためには

fTE(r,p) = exp
(

−α(r) − β

2
|p|2

)
(3.11)

でなければならない. このときには分布関数に関するエントロピーの二次変分が容易に計算
でき,

δ2S

δf(r,p) δf(r′,p′)
= − 1

2fTE(r,p)
δ(r − r′)δ(p − p′) (3.12)

となる. 明らかに全ての固有値が負であることから, 平衡状態の近傍でエントロピーは極大値
を取る. すなわち δρ(r) = 0 を満たす δf(r,p) に対しては系は熱力学的に安定である.
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(ii) (i)で表すことができない変分
質量密度を変化させないような変位に対しては常に安定であることが示されたので, 質量
密度に対する変分問題を考えれば十分である. そこで, (i)で得た熱平衡条件から巨視的変数
を分布関数の代わりに質量密度と未定乗数 β を用いて書き直す. まず, 熱平衡条件 (3.11)を
運動量に関して Gauss積分することで

fTE(r,p) =
(
β

2π

) d
2

e− β
2 |p|2

ρ(r) (3.13)

を得る. また, 運動エネルギーについても分布関数 (3.11)の下で積分を実行すると, 運動エネ
ルギーと全質量が以下の関係を満たすことが確かめられる:

K[fTE] = dM

2β
. (3.14)

上式は d次元空間における理想気体の状態方程式と対応するので, ここで温度 T := 1/β を導
入する. すると, エントロピーが

S[fTE] = −
∫

ddq ddp fTE(ln fTE − 1),

= −
∫

ddq ddp fTE

(
−β

2
|p|2 + d

2
ln β

2π
+ ln ρ− 1

)
,

= d

2
(1 + ln 2π)M + dM

2
lnT −

∫
ddq ρ(ln ρ− 1)

(3.15)

と表せることがわかる.
以上に対し, 質量密度を ρTE の近傍で展開して変分問題を考える. ただし, 分布関数の変位
に対する境界条件 (3.9)より密度変位 δρとして

δρ(0) = δρ(R) = 0 (3.16)

を満たすものを考える. このとき (i)で運動エネルギーの Lagrange未定乗数として導入し
た β は ρTE の変分の下では定数でないことに注意する. その変分は, 以下に示すように温
度の変分を通して束縛エネルギーの変分で表すことができる. 全エネルギーは一定なので
δK + δU = 0が成立し, また δK = dM/2 δT より,

δT = − 2
dM

δU . (3.17)

平衡状態の重力場を ϕTE として束縛エネルギーの変分を変位の二次まで展開すると,

δU = 1
2

∫
ddq (ρTE δϕ+ ϕTE δρ+ δρ δϕ),

=
∫

ddq
(
ϕTE δρ+ 1

2
δρ δϕ

) (3.18)

目次へ



22 第 3 章 重力熱的不安定性

と計算できる5）ので, 温度の変分は次のようになる:

δT = − 2
dM

∫
ddq ϕTE δρ− 1

dM

∫
ddq δρ δϕ . (3.19)

エントロピーの二次変分を計算すると,

δS = d

2
(1 + ln 2πT ) δM + dM

2
δ(lnT ) −

∫
ddq

(
ln ρTE δρ+ 1

2ρTE
δρ2
)

(3.20)

となるので, 式 (3.19)を使えば

δS + µ̄ δM =
∫

ddq (β(µ− ϕTE) − ln ρTE) δρ+ δ(2)S (3.21)

と表せる. ここで µ̄は全粒子数の Lagrange未定乗数であり, 式 (3.20)の第一項の寄与を含め
て µを再定義した. また, 二次変分 δ(2)S を以下で定義した:

δ(2)S := −1
2

∫
ddq

(
β δρ δϕ+ δρ2

ρTE

)
− β2

dM

[∫
ddq ϕTE δρ

]2

. (3.22)

エントロピーが定常であることから, 熱平衡状態に対する質量密度分布が

ρTE(r) = e−β(ϕTE−µ) = ρce−β(ϕTE(r)−ϕTE(0)) (3.23)

で表されることが示された. ここで ρc := ρTE(0)とした. 式 (3.13)に代入することで, 分布関
数が

fTE(r,p) = exp
[
−β
(

p2

2
+ ϕTE

)]
(3.24)

となることが確認できる. 表式を見ればわかるように, 理想気体での熱平衡分布関数
（Boltzmann分布）において粒子のエネルギーを重力場の寄与を含めたものに置き換えたも
のが自己重力系の熱平衡状態となっている. 以上で質量密度が形式的には求まったが, 重力場
に質量密度が含まれており解としては定まっていない. 次節において, 熱平衡状態の質量分
布に対する Poisson方程式を解くことで完全に解を決定する. 以降では記号の簡略化のため,
ρTE と ϕTE を単に ρおよび ϕと書くことにする.

3.1.3 重力場の方程式と熱平衡状態
熱平衡状態に対する Poisson方程式 (3.7)は, 球対称性より次のように書ける:

1
rd−1

d
dr

(
rd−1 dϕ

dr

)
= (d− 2)SdGNρce−β(ϕ−ϕc). (3.25)

ただし ϕc := ϕ(0)である. ここで系の特徴的な長さスケールとして

ℓ := (SdGNρcβ)− 1
2 (3.26)

5） ここで, Poisson方程式から重力場が質量密度に関して線形であることを暗に仮定していることに注意. 従っ
て相対論的な系では重力の非線形性が寄与するため遥かに複雑になる.
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を定義し, 変数を次のように無次元化する:

x := r

ℓ
, y(x) := β(ϕ− ϕc), z := R

ℓ
. (3.27)

すると Poisson方程式 (3.25)は以下のように書き直せる:

1
xd−1

d
dx

(
xd−1 dy

dx

)
= (d− 2)e−y. (3.28)

断熱壁により閉じ込められた熱平衡状態は, 中心 x = 0から端点 x = zまで解くことで得られ
る. ただし中心の境界条件は, 関数 y(x)の定義から y(0) = y′(0) = 0で与える. 後のために
変数

n(x) := e−y, m(x) :=
∫ x

0
ds sd−1n(s) (3.29)

を定義しておく. このとき, Poisson方程式からこれらが関係式:

m′ = nxd−1, n′ = −y′n, y′ = (d− 2)m(x)
xd−1 (3.30)

を満たすことが示される.
式 (3.28)は適当な定数 aによる変換

x → ax, y → y + a2 (3.31)

に対して不変であることが容易に確認できる. この対称性を利用することで, 熱平衡状態は二
次元平面内の 1パラメータ曲線として表すことができる. これを見るために, 変換 (3.31)の下
で不変な変数6）:

u(x) := n

m
xd, v(x) := m

xd−2 (3.32)

を定義する. 式 (3.30)を用いることで, これらが微分方程式

x

u

du
dx

= d− u− (d− 2)v, (3.33a)

x

v

dv
dx

= u− (d− 2) (3.33b)

を満たすことが確認できる. これは以下のように一階常微分方程式として表すこともできる:

u

v

dv
du

+ u− (d− 2)
u+ (d− 2)v − d

= 0. (3.34)

方程式 (3.33)を中心 x = 0から数値的に解くことで, 熱平衡解を構成することができる. 数値
解を構成する前に, 中心での境界条件と遠方での振る舞いについて調べる.

6） Milne 変数と呼ばれる.
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中心近傍の振る舞い
中心近傍で関数 y(x)は次のように展開できる:

y(x) =
∞∑
k=1

y2kx
2k. (3.35)

すると, Poisson方程式 (3.28)は
∞∑
k=1

2k(2k + d− 2)y2kx
2k−2 = (d− 2) exp

[
−

∞∑
k=1

y2kx
2k

]
(3.36)

と表せる. 各次数について解くことで,

y2 = d− 2
2d

, y4 = − (d− 2)2

8d(d+ 2)
, · · · (3.37)

のように逐次的に係数を決定でき, 変数 (u, v)は

u = d− d− 2
d+ 2

x2 + O
(
x4), v = x2

d
+ O

(
x4) (3.38)

のように展開できる. 従って中心近傍で,

(u, v)
∣∣∣∣
x=0

= (d, 0), dv
du

∣∣∣∣
x=0

= − (d− 2)(d+ 2)
d

(3.39)

となるので, (u, v)平面内で解が描く 1パラメータ曲線は, (d, 0)から傾き −(d− 2)(d+ 2)/d
で始まる曲線になる.

遠方の振る舞い
式 (3.28)は, 境界条件を満たす解とは別に, 特異解

ys(x) := ln x
2

2
(3.40)

を持つ. 特異解 ys は境界条件を満たさないが, y(0) = y′(0) = 0を満たす解は無限遠方で特異
解に漸近的に近づく. これについては後の安定性解析と次元依存性が大きく寄与するので,
3.3 節で詳細に議論する.
以上より, Poisson方程式 (3.33)の解は, 中心から遠方まで解くことにより (u, v)平面内の

1パラメータ曲線として構成できる. このとき x = z の点が, 断熱壁の半径が z で指定された
一つの熱平衡状態に対応する. 従って熱平衡状態は半径 z によって指定される 1パラメータ
系列となる.
安定性解析に移る前に, 変換 (3.31)の物理的意味について触れておく. 変換 (3.31)におけ
る x → axは動径座標の再規格化を意味し, これが変換 y → y + a2 によって不変であること
は全質量の定数倍でその変化を吸収できるということである. 通常熱平衡状態は, 熱力学量
(M,E,R)を変数とする状態の族であるから, そのうち一つ, 例えば全粒子数（全質量と等価
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であることに注意）を規格化に用いたとすれば, 状態は (E,R)の 2-パラメータで指定される
ことになる. 一方で動径座標の再規格化は全質量の再規格化でいつでも消去できるので, 粒子
数で規格化された Rに物理的意味はなくなる. 従って, 熱平衡状態は 1パラメータ系列で表
されるということになる.

3.1.4 熱平衡状態の数値解
実際に d = 3, d = 4, d = 6の場合について, 式 (3.33)の数値解を (u, v)平面上に図示した
ものが図 3.1である. ただし図を見やすくするために (u, v)ともに次元 dで規格化している.
図 3.1より, いずれの次元の場合でも, 曲線は (1, 0)から始まり直線 u+ v = d上のある点に

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u/d

v
/d

u+
v =

d

d = 3
d = 4

d = 6

図 3.1 d = 3, d = 4, d = 6での熱平衡解が描く曲線. 縦軸, 横軸共に空間次元
dで規格化しているため, 中心, つまり曲線の始点は次元によらず (1, 0)となっ
ている. また各曲線が特異解に無限に近づくことも見てとれ, 任意の次元で直
線 u+ v = d上に特異解に対応する点に収束する.

収束していくことが分かる. この収束する点は各次元での特異解に対応しており, パラメータ
zが大きくなるにつれて確かに解は特異解に近づくことを示唆している. このとき特徴的なこ
ととして, 曲線が特異解の近傍で渦状の構造を持つことが確認できる. 実はこの渦構造は次元
に依存しており, また今注目している系の安定性と大きく関係している. 3.2 節において安定
性解析を, 3.3 節においてその次元依存性を詳細に議論する.

3.2 重力熱的不安定性
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3.2.1 エントロピーの二次変分
熱平衡状態の安定性を, 式 (3.22)に対する固有値問題を考えることで調べる. 便宜上の理
由で, 密度変位の代わりに質量変位 q(r)を

q(r) := Sd

∫ r

0
ds sd−1 δρ ⇔ δρ = 1

Sdrd−1
dq
dr

(3.41)

で定義する7）. ただし q(r)は境界条件

q(0) = q(R) = 0 (3.42)

を満たすものとする. すると, エントロピーの二次変分は次のような二次形式で書き表せる:

δ(2)S = −
∫

dr1

∫
dr2 q(r1)K(r1, r2)q(r2). (3.43)

ただしその核を

K(r1, r2) := β2

dM

dϕ(r1)
dr1

dϕ(r2)
dr2

− 1
2
δ(r1 − r2)

[
(d− 2)GNβ

r2d−1 + d
dr2

(
1

Sdr2d−1ρ

d
dr2

)]
(3.44)

で定義した. この表式を得るために, 無次元化する前の Poisson方程式 (3.25)を一回積分す
ると,

dϕ
dr

= (d− 2)GN
M(r)
rd−1 , M(r) :=

∫ r

0
ds sd−1ρ(s) (3.45)

が導ける. これより質量変位と重力場の変位の間の関係

q(r) = rd−1

(d− 2)GN
d
dr

δϕ (3.46)

を得る. これらを用いてエントロピーの二次変分を書き換えることで,

−δ(2)S = β2

dM

[∫
ddq ϕ δρ

]2

+ 1
2

∫
ddq

(
β δρ+ δρ2

ρ

)
,

= β2

dM

[∫
dr ϕdq

dr

]2

+ 1
2

∫
dr

[
β δϕ

dq
dr

+ 1
Sdrd−1ρ

(
dq
dr

)2
]
,

= β2

dM

[∫
dr qdϕ

dr

]2

− 1
2

∫
dr
[
(d− 2)GNβ

q2

rd−1 + q
d
dr

(
1

Sdrd−1ρ

d
dr

)
q

]
,

=
∫

dr1

∫
dr2 q(r1)K(r1, r2)q(r2)

(3.47)

となり, 確かにエントロピーの二次変分が式 (3.43)のような二次形式で表せることが確認で
きた.

7） 3.1 節で定義した正準変数 qとは異なるものであることに注意.
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熱平衡状態の熱的な安定性は, 核 (3.44) の固有値の符号によって決定される8）. つまり
K(r1, r2)の固有値が全て正ならばエントロピーは極大であり, 系が熱的に安定であると結論
づけることができる. 一般には, その固有値は系を特徴付ける熱力学変数 (M,E,R)の関数と
なっているが, 既に述べたように Poisson方程式の持つ特殊な対称性により, 熱平衡状態は
断熱壁の大きさ z によって完全に決定される. 従って熱平衡状態の安定性もパラメータ z に
よって完全に決定される. 特に重要となるのは臨界点と呼ばれる安定性が切り替わる状態で,
このとき核は零固有値を持つ. なぜならば, もし固有値が z に関する連続関数であるならば,
系が安定から不安定 (もしくはその逆)に変わるとき必ず零点を通るからである. そこで以降
では, この臨界点が満たすべき条件を求め, 熱平衡がどのような場合に臨界点となるのかを考
える.
既に述べた通り, 熱平衡状態の安定性に関する臨界点とは, 熱平衡状態であり, かつエント
ロピーの二次変分が零固有値を持つ状態である. 従って固有値方程式∫

dr′ K(r, r′)F (r′) = 0 (3.48)

と Poisson方程式を同時に満たす状態が臨界点である. 熱平衡状態は (u, v)平面内の 1パラ
メータ曲線として与えられるので, 同様に式 (3.48)を変数 (u, v)に対する条件として書き直
すことで安定性解析を行う. まず無次元化された核を

k(x1, x2) := ℓ2M0K(r1, r2), M0 := Sdρcℓ
d (3.49)

で定義すると, これは次のように表すことができる:

k(x1, x2) = y′(x1)y′(x2)
dM

− 1
2
δ(x1 − x2)

[
d− 2
x2d−1 + d

dx2

(
1

x2d−1n

d
dx2

)]
. (3.50)

従って, 臨界点が満たすべき条件は以下の積分を含む固有値方程式:[
d− 2
xd−1 + d

dx

(
1

xd−1n

d
dx

)]
F (x) = 2y′(x)

dM

∫ z

0
ds y′(s)F (s) (3.51)

の解により得られる. 式 (3.30)を用いて右辺を変形し, 演算子 L̂と定数 Λを

L̂ := d− 2
xd−1 + d

dx

(
1

xd−1n

d
dx

)
, Λ := −

∫ z

0
ds y′(s)F (s) (3.52)

で導入することで, 条件式 (3.51)は

L̂F (x) + (d− 2)Λm(x)
xd−1 = 0 (3.53)

と表すことができる. ただし, F (x)は式 (3.42)と同様の境界条件:

F (0) = F (z) = 0 (3.54)

8） 対称行列なので固有値が実数であることは保証されている.
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を満たす. この固有値方程式は Liouville–Sturm型微分方程式と同様に, 可算無限個の固有値
を持ち, かつ最小の固有値が存在することが示せる. ここで式 (3.53)を満たす関数 F (x)の意
味を確認しておく. 関数 F (x)はもともと, 式 (3.41)で定義された質量変分のうち臨界点にお
ける零固有値に対応する固有関数である. 従って, 式 (3.53)を解くことで得られる解は系が
安定から不安定に切り替わるときの不安定性を引き起こすような質量変位のモードを意味す
るわけである.
それでは実際に零固有関数 F (x)を求めるが, 式 (3.53)は定数 Λが未知関数 F (x)の積分と
なっており, 一見解くのが難しい. そこでまずは, Λを単に定数と見なした形式的な解 F (x; Λ)
を構成する. その後 Λの定義と無矛盾になる条件から, 臨界点が満たすべき条件を導出する.
天下り的ではあるが, 形式解の一つとして F1(x)を

F1(x) = C1
xdn

d− 2
+ C2m (3.55)

と仮定する. ここで C1 および C2 は（Λを定数とみなせば）定数である. 式 (3.30)を適用す
れば,

L̂

(
xdn

d− 2

)
= xn+ 1

d− 2
d

dx

(
n′

n
x

)
,

= xn− d
dx

( m

xd−2

)
,

= (d− 2) m

xd−1

(3.56)

および

L̂(m) = (d− 2) m

xd−1 (3.57)

が得られるので, 式 (3.53)に代入すると関係式

C2 = −(C1 + Λ) (3.58)

を満たしていれば F1(x)は式 (3.53)の解の一つになっている. 定数 C1は, 端点での境界条件:

F1(z) = C1
zdn(z)
d− 2

− (C1 + Λ)m(z) = 0 (3.59)

から決定され,

C1 = Λm(z)
zdn(z)
d−2 −m(z)

= (d− 2)Λ
u(z) − (d− 2)

(3.60)

となる. もう一つの独立な解 F2(x)はWronskianにより構成することができるが, そのよう
な解は境界条件 (3.54)を満たさないことが容易に確認できるので, 形式的な解が

F (x; Λ) = Λ
u(z) − (d− 2)

[
xdn(x) − u(z)m(x)

]
(3.61)
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と求まった.
最後に Λの定義に立ちかえることで臨界点が満たすべき条件を求める. ここでも式 (3.30)
を用いることにより, ∫ z

0
dx y′(x)xdn(x) = −

∫ z

0
dxxdn′(x),

= zdn(z) + d

∫ z

0
dxxd−1n(x),

= m(z)(d− u(z))

(3.62)

および ∫ z

0
dx y′(x)m(x) = (d− 2)

∫ z

0
dxm(x)2

x−d+1,

= −m(z)
zd−2 + 2

∫ z

0
dx m(x)m′(x)

xd−2 ,

= −m(z)v(z) − 2
d− 2

∫ z

0
dxxdn′(x),

= −m(z)v(z) + m(z)
d− 2

(d− u(z)),

= m(z)
d− 2

(2d− 2u(z) − (d− 2)v(z))

(3.63)

が得られるので,

u(z) − (d− 2)
Λm(z)

∫ z

0
dxF (x; Λ) = d− u(z) − u(z)(2d− 2u(z) − (d− 2)v(z))

d− 2
,

= 2u(z)2 + (d− 2)u(z)v(z) + (2 − 3d)u(z) + d(d− 2)
d− 2

(3.64)

となる. 元々の定義 (3.52)を代入して整理すると,

4u(z)2 + 2(d− 2)u(z)v(z) +
(
d2 − 8d+ 4

)
u(z) − d(d− 2)(d− 4) = 0 (3.65)

が条件として得られた. 当然ながら臨界条件は端点の座標 z の関数となっており, (u, v)平面
において zをパラメータとする曲線を描く.

3.2.2 d = 3の場合における臨界点の数値的な構成
条件式 (3.65)を実際に熱平衡解と同時に図示することで, 臨界点を調べる. ただしここで
は d = 3の場合に限ることとし, 次元依存性などについては 3.3 節で詳細に議論する. 実際に,
条件式 (3.65)と熱平衡解が描く曲線を図 3.2に同時にプロットした. 図 3.2から熱平衡解が
描く曲線と臨界条件の描く曲線が共有点を持つことが確認できる. また, 確かに臨界条件は特
異解に対応する点を通っており, 従って z → ∞で特異解に漸近するまでの間に熱平衡状態は
無限個の臨界点を通る. これは z → ∞の極限で系が無限個の不安定モードを持つことを示唆
している.
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d 熱平衡状態

臨界点の条件

図 3.2 d = 3での熱平衡状態が描く曲線と系が臨界点であるための条件. 二つ
の曲線が共有点を持つことが分かる. 特に臨界条件は特異解に対応する点を通
るので, その近傍で両者は無限の共有点を持つ. 従って系は, z → ∞までに無
限個の臨界点を通る. これは無限個の不安定モードが存在することを示唆して
いる.

3.3 安定性の臨界次元と転回点法

3.3.1 固定点の安定性と臨界次元
以上の議論を微分方程式の固定点の観点から調べてみる. 新たな変数として,

ξ := ln x, ū(ξ) = u

d− 2
, v̄(ξ) = (d− 2)v

2
(3.66)

を定義すると, (3.33)より
dū
dξ

= [d− (d− 2)ū− 2v̄]ū, (3.67a)

dv̄
dξ

= (d− 2)(ū− 1)v̄ (3.67b)

が得られる. 式 (3.67)は三個の固定点

(ū0, v̄0) = (0, 0), (ūc, v̄c) =
(

d

d− 2
, 0
)
, (ūs, v̄s) = (1, 1) (3.68)

を持つ. (ū0, v̄0)は (ū, v̄)平面内の原点に対応し, (ūc, v̄c)は系の中心, (ūs, v̄s)は特異解に対応
する. まず, 解の中心近傍での振る舞いとの対応を見るために (ūc, v̄c)の近傍で ū, v̄を展開す
ると,

d
dξ

δū
δv̄

 = Ac

δū
δv̄

, Ac :=

−d − 2d
d−2

0 2

 (3.69)
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を得る. 行列 Ac の固有値を求めると λc = 2,−dとなるので, (ūc, v̄c)は鞍点であることが分
かる. 正の固有値（ここでは λ = 2）に対応する固有ベクトルの方向が, 中心近傍での熱平衡
状態の曲線の傾きになる. 一方, 特異解に対応する固定点 (ūs, v̄s)の近傍で展開すると,

d
dξ

δū
δv̄

 = As

δū
δv̄

, As :=

−d+ 2 −2
d− 2 0

 (3.70)

となる. 行列 As の特性方程式は(
λ+ d− 2

2

)2

= (d− 2)(d− 10)
4

(3.71)

となり, 固有値は空間次元 dに応じて

λ± =


−d−2

2 ± i

√
(d−2)(d−10)

2 , for 2 < d < 10,

−d−2
2 ±

√
(d−2)(10−d)

2 , for d ≥ 10
(3.72)

であることが分かる. いずれの場合も Reλ± < 0のため, 2 < d < 10のとき固定点は安定渦状
点であり, d ≥ 10のときは安定結節点となる (図 3.3).

3.3.2 転回点法
無次元化された全エネルギーを

ϵ := Rd−2E

M2 = Rd−2K

M2 + Rd−2U

M2 (3.73)

で定義すると, 式 (3.14)より

Rd−2K

M2 = dxd−2

2m
= d

2v(z)
(3.74)

は容易に計算できる. 一方, 束縛エネルギーについては,

U = 1
2

∫ R

0
dr Sdrd−1ρϕ = 1

2

∫ R

0
dr dM

dr
ϕ,

= 1
2

[
M(R)ϕ(R) −

∫ R

0
drM(r)dϕ

dr

]
,

= 1
2

[
−GNM

2

Rd−2 −GN (d− 2)
∫ R

0
dr M(r)2

rd−1

]
,

= −GN
∫ R

0
dr M(r)

rd−2
dM
dr

(3.75)
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(a) d = 3: (渦状点)

0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

1.5

(b) d = 7: (渦状点)
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(c) d = 12: (渦状点)
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(d) d = 50: (結節点)
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図 3.3 固定点の次元依存性. 2 < d < 10のとき固定点は安定渦状点であるの
に対し, d ≥ 10のときは安定結節点となっていることがわかる.

なので,

Rd−2U

M2 = − zd−2

m(z)2

∫ z

0
dx m(x)m′(x)

xd−2 ,

= zd−2

(d− 2)m(z)2

∫ z

0
dxxdn′(x),

= u(z) − d

(d− 2)v(z)

(3.76)

と表せるので, 全エネルギーは

ϵ = d

2v(z)
+ u(z) − d

(d− 2)v(z)
= 2u(z) + d(d− 4)

2(d− 2)v(z)
(3.77)

となる. すると, Poisson方程式を用いれば

dϵ
dz

= −
4u(z)2 + 2(d− 2)u(z)v(z) +

(
d2 − 8d+ 4

)
u(z) − d(d− 2)(d− 4)

2(d− 2)zv(z)
(3.78)
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となり, 臨界条件 (3.65)と
dϵ
dz

= 0 (3.79)

が平衡解の曲線上では等価であることが示された. 従って, 熱平衡状態の安定性は系の全エネ
ルギー ϵが系の半径 zに対して定常になる点で臨界点となる. これより, 式 (3.77)で ϵをある
定数として得られる直線と熱平衡状態を (u, v)平面上に描いたとき, それらが接する点が臨界
点となる. 変数を (ū, v̄)に取り直すと, 式 (3.77)は

v̄ = d− 2
4ϵ

[
ū+ d(d− 4)

2(d− 2)

]
(3.80)

と書き直せる. 次元が d = 3の場合について, 実際に熱平衡状態と臨界条件および直線 (3.80)
を同時に図示したものが図 3.4である. 直線 (3.80)が熱平衡状態の曲線と接するとき, 臨界条

 0
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 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u/d

v
/d

ϵ = −0.335
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図 3.4 熱平衡条件と臨界条件に加え, エネルギー一定の直線を図示したもの.
d = 3のときには, 直線はどの ϵの値の場合にも点 (1/2, 0)を通り傾きが 1/2ϵ
の直線である. ちょうど系が臨界点 (ϵ = −0.335)のとき, 直線は熱平衡状態と
接しており、かつその接点は臨界条件の曲線との交点とも一致していることが
見てとれる.

件の曲線と熱平衡状態との交点と接点が一致していることが確認できる. つまり, 熱平衡状態
が与えられたとき, 固定されるべき量 (保存量)が状態を指定するパラメータに対して定常で
あるときに系の安定性は臨界点となる. このような手法は転回点法と呼ばれており, 一般に系
が物理的なパラメータを一つ持つとき, 系の安定性をそのパラメータの依存性として調べる
手法である. 一般的な場合での転回点の手法については付録に記述した.
このような見方をすれば, 固定点の振る舞いによって系の安定性が変化することも容易に
理解できる. 固定点 (us, vs)が安定な渦状点, つまり 2 < d < 10のとき, 固定点近傍で熱平衡
状態は無限に巻きつく. 従って直線 (3.80)と熱平衡状態との接点は必ず（無限に）存在し,
よって臨界点も（無限に）存在する. 一方, (us, vs)が安定な結節点, つまり d ≥ 10のとき, 熱
平衡状態との接点は必ずしも存在しない.
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第 I 部 まとめ

第 I 部では, Newton重力で相互作用する多体系の熱平衡状態を構成し, 重力熱的不安定性
が生じることを確認した.
まず第 2 章では, N 個の粒子を記述する N 粒子分布関数が満たす Liouville方程式を導入
し, これを平均的に取り扱うことで一粒子分布関数の時間発展方程式である Boltzmann方程
式を導出した. 平均操作により生じた粒子間衝突の寄与により, 粗視化されたエントロピーは
時間発展に対して増大することが示される. このエントロピー増大則を適用することで, 熱平
衡状態を系のエントロピーを極値にする状態として定義できることを確認した.
次に, 第 3 章では実際に熱平衡状態を記述する一粒子分布関数を導出し, d次元 Poisson方
程式と同時に解くことで d次元自己重力多体系の熱平衡状態を構成した. ただしこのとき,
自己重力多体系は断熱的な壁により有限領域に閉じ込めることで孤立系を実現しており, そ
れにより系の全粒子数と全エネルギーを固定した極値問題として定式化している. 3.1 節で
は, その結果として多体系は Boltzmann分布に従い, その熱平衡解は二次元相空間内の 1パ
ラメータ曲線として記述されることを示した. 相空間内の 1パラメータ曲線の各点に対応す
る状態ごとにエントロピーの二次変分の固有値が定まる. 3.2 節ではその固有値が零になる条
件を直接的に導出し, d = 3の場合で熱平衡状態と同時に図示することで安定性が臨界点を迎
える状態を求めた. 最後に 3.3 節で, 相空間における熱平衡解が描く曲線の振る舞いを微分方
程式の固定点の観点から調べることで d ≥ 11では不安定性が消失することを示した. さらに
転回点法を用いた安定性解析についても直接計算することで上述の安定性の結果と一致する
ことを示した.
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第 II 部 概要

第 II 部では副論文 [93, 94]に基づいて, 相対論的な自己重力多体系の重力熱力学的な安定
性について論ずる.
第 II 部の構成は以下の通りである. まずは導入として, 第 4 章で一般相対性理論の基本事
項を述べ, さらに漸近 AdS時空の重力乱流不安定性について簡単に紹介する. 一般相対論の
基本事項については, 文献 [95]を参考に時空多様体の定義から始めて時空の対称性と極大対
称空間, Einstein方程式, 測地線方程式, 大域的時空構造などの概念を導入する. また, その中
で漸近 AdS時空の閉じ込め機構についても説明する. 漸近 AdS時空の重力乱流不安定性につ
いては, 文献 [7–9]などのレビューを通して状況設定と結果の概略および乱流現象の摂動論的
な理解とエネルギーカスケード現象を見る.
次に第 5 章で, 相対論的な自己重力多体系の取り扱い方を見る. 相対論的な系においても多
体系は一粒子分布関数で記述されるわけであるが, この場合には分布関数は時空多様体上の
点とその点の接ベクトルの関数となる. ここではそのような分布関数に対して系の物理量が
どのように定義されるかを見た後, 相対論的な熱平衡状態を記述する分布関数を導出する.
最後に第 6 章で実際に熱平衡状態を構成し, さらに転回点法を用いて熱的安定性解析を行
う. 相対論的な場合, 熱平衡状態は 2パラメータ系列を形成する. そこで一つの物理的なパラ
メータを固定して考えることで各一定面において転回点法を適用し, その安定性を調べる. ま
た Newton重力の場合と同様に, 安定性が時空次元に応じて変化するか否かを確認する.
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第 4章 一般相対性理論と漸近 AdS時空

一般相対性理論において扱う時空は, Lorentz計量を持つ微分多様体としてモデル化され
る. ここでは微分多様体は既知のものとしてその上のテンソル場を定義し, その定義を用い
て多様体上の無限小距離を与える計量テンソル場を導入する. 計量テンソル場が与えられた
多様体では, その上のベクトルの平行移動という概念を通じて曲率テンソルという幾何学量
を定義することができる. 曲率テンソルを用いることで時空が満たすべき運動方程式である
Einstein方程式を求める. その後, Einstein方程式の解としての時空が持つ性質と関連して時
空の対称性の概念を導入し, さらに本研究で主要な対象となる (漸近)AdS時空を定義する. さ
らに漸近 AdS時空が持つ重力乱流安定性について簡単に紹介する.

4.1 一般相対性理論の基礎事項

4.1.1 時空多様体
物理量は通常, 時空座標の滑らかな関数1）として表現され, その法則は座標に対する微分方
程式として現れる. これを取り扱うために, 一般相対論では時空を微分可能多様体Mでモデ
ル化し, その上で定義される物理量を考える. 多様体M上の点 pを考え, 点 pを含む近傍 U
において定義される局所座標系 xµ を考える. すると U 上で定義されるスカラー関数 f は, そ
の局所座標の関数 f(xµ)と表すことができる.
時空の構造とその上の物理法則を表現するために必要な最も基本的な概念がベクトル場と
テンソル場である. ここでは, まず各点におけるベクトルを導入し, その後ベクトル場及びテ
ンソル場へと拡張していく. 多様体M上の各点 pにおいて, その近傍で定義される関数 f , g
に対して

vp(fg) = f(p)vp(g) + g(p)vp(f) (4.1)

を満たす実線型汎函数 vp を考える. このとき vp(f)は点 pの近傍の振る舞いのみによって決
まることが式 (4.1)から示せる. そこで点 pが原点になるように局所座標系をとり, 関数 f を
その関数と見做せば, 点 pの周りで関数 f を Taylor展開することで

vp(f) = ∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

vp(xµ) (4.2)

を得るので, vp(xµ)がわかれば任意の f に対する作用が分かる. そこで, D := dim M個の独

1） ここでは C∞ 級を滑らかと呼ぶことにする.
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立な線型汎函数 ∂µ
∣∣
p
を

(∂µ)|p(xν) = δµ
ν (4.3)

で定義する. 汎関数 ∂µ
∣∣
p
は局所座標系 xµ によって定められる座標基底と呼ばれる. 座標基

底を用いれば, ベクトルの成分を vp
µ := vp(xµ)と定義することで

vp = vp
µ(∂µ)|p (4.4)

と表せる. このようなベクトル vp 全体が作るD次元線型空間を Tp(M)と書く.
点 pを通る滑らかな 1パラメータ曲線 c(s)を考え, その局所座標系を xµ(s)と書くことに
する. 曲線 c(s)は s = 0で点 pを通るものとし, 点 pでの曲線の接ベクトルを vµ = dxµ/ds |p
と書く. このとき vp ∈ Tp(M)と vµ とを対応づけると, 点 pで定義される任意の関数 f に対
して

d
ds
f(xµ(s))

∣∣∣∣
p

= vp(f) (4.5)

が成立する. これは明らかに局所座標系に独立なので, ベクトル vp は曲線のみで決まること
が分かる. 従って線型空間 Tp(M)の各元は曲線の接ベクトルと一対一に対応づけられるの
で, Tp(M)を多様体Mの点 pにおける接ベクトル空間と呼ぶ. このような対応関係を用いる
ことで多様体の各点 pにその点の接ベクトルを対応づけたものをベクトル場と呼ぶ. 構成方
法からベクトル場 vはその局所座標系に依存しない一方, 座標基底に対する成分 vµ は座標系
に依存する. ある局所座標 xµ から別の局所座標 x′µ に変更したとき, ベクトル場の成分は

v′µ = ∂x′µ

∂xν
vν (4.6)

のように変更を受ける.
二個のベクトル場X, Y が与えられたとき, 括弧積

[X,Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)) (4.7)

が定義でき, それ自身ベクトル場となる. 括弧積は定義より, 以下を満たす:

[X,Y ] = −[Y ,X], (4.8a)

[X, [Y ,Z]] + [Y , [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0. (4.8b)

式 (4.8b)は Jacobi恒等式と呼ばれる.
以上でベクトル場が定義できたので, 次に双対ベクトル場を定義する. 接ベクトル空間

Tp(M)上の実線型関数 ωp を双対ベクトル、それがなす空間 T ∗
p (M)を双対ベクトル空間と

呼ぶ. 双対ベクトル空間ももちろんD次元線型空間である. ベクトル場と同様に多様体 (もし
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くはその開集合)上の各点に ωp を対応づけたものを双対ベクトル場, もしくは 1形式と呼ぶ.
ベクトル場の基底を ea と書く2）ことにし, ωa = ω(ea)とすれば, v = vaea に対して

ω(v) = vaωa (4.9)

なので, θa を θa(eb) = δab で定義すれば,

ω = ωaθ
a (4.10)

と書ける. よって θa は双対ベクトルの基底になっており, 双対基底と呼ばれる.
関数 f に対する微分を, ベクトル vに対する線型演算 df(v) = v(f)で定義する. このとき
局所座標系 xµ に対して dxµ(∂ν) = δµν なので dxµ は双対基底になる. すると, 双対ベクトル
はその成分を ωµ として ω = ωµ dxµ と書け, 局所座標の変換による成分の変換は

ω′
µ = ∂xν

∂x′µων (4.11)

となる.
ベクトルと双対ベクトルを用いてテンソル場を定義する. r個の接ベクトル空間 Tp(M)と

s個の双対ベクトル空間 T ∗
p (M)のテンソル積により得られる Dr+s 次元線型空間を (r, s)型

のテンソル空間と呼ぶ. また, 多様体上の各点ごとにテンソルを対応づけたものを, ベクトル
場などと同様にテンソル場と呼ぶ. 特に (0, 0)型のテンソル場はスカラー場と呼ばれ, 通常の
関数を意味する. ベクトル場は (1, 0)型, 双対ベクトル場は (0, 1)型のテンソル場である. テ
ンソル場 T は,

T = T a1···ar
b1···bs

ea1 ⊗ · · · ⊗ ear
⊗ θb1 ⊗ · · · ⊗ θbs (4.12)

と書け, T a1···ar
b1···bs

は基底 ea, θbにおけるテンソル場 T の成分と呼ばれる. 局所座標系の変
換による成分の変換は,

T ′µ1···µr
ν1···νs

= ∂x′µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µr

∂xρr
T ′ρ1···ρr

σ1···σs

∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σs

∂x′νs
(4.13)

となる.
多様体上の対称 (0, 2) テンソル場 g で, その成分が正則なものを計量テンソル場, ま
たは単に計量と呼び, 組 (M, g) を擬 Riemann 多様体と呼ぶ. 特に, その固有値の符号が
(−,+, · · · ,+) のとき Lorentz 多様体3）と呼ばれ, 時空多様体は時間方向が − 符号を持つ
Lorentz多様体でモデル化される. 計量 gが与えられると, 各点 pで接ベクトル uと vの内積
が gp(u,v)で定義される. このとき, ベクトル場 vに対して v∗(u) = g(u,v)により定義され,
成分表示では

va := (v∗)a = gabv
b (4.14)

2） ここでは座標基底に限らないので添字を aで書いている.
3） 符号は局所座標系の取り方に依存しない.
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と表せる. 同様に, 双対ベクトル場に対してもそれに双対なベクトル場が ω(u) = g(ω∗,u)で
定義され, gab の逆行列 gab を用いれば

ωa := (ω∗)a = gabωb (4.15)

と書ける. このような観点から, 計量 g は多様体上の無限小距離を表すので, 座標基底 xµ を
定めたときにはしばしば

ds2 = gµν dxµ dxν (4.16)

とも表現される. 本論文でもこの表記を用いる. この対応は一般のテンソル場に拡張でき, 成
分の添字を上げ下げすることでテンソルの型を写すことができる. また, 内積と同様に, 計量
を用いて添字の和をとる (縮約をとる)ことで (r, s)型のテンソルから (r − 1, s− 1)型のテン
ソルに写すこともできる.
ここで今後のために, ベクトルに定義される内積を用いて時間的ベクトル, 空間的ベクトル,

nullベクトルの概念を簡単に導入しておく. 擬 Riemann多様体 (M, g)上のベクトル場 v が
時空上の点 pで g(v,v) < 0を満たすとき, ベクトル v は点 pにおいて時間的であるという.
同様に g(v,v) > 0のときに空間的, g(v,v) = 0のときに nullであるという. また多様体M
上の D − 1次元部分多様体 Σを考えたとき、Σに垂直なベクトル場が常に時間的な場合, Σ
を空間的超曲面と呼ぶ. 面 Σに垂直なベクトル場が空間的な場合には Σを時間的超曲面, ベ
クトル場が nullの場合には null超曲面 (または単に null面)と呼ぶ. 以降, 考えている多様体
が明らかな場合には, その計量 gに関する内積 g(u,v)を単に u · vなどと書くことにする.
一般相対論においては, 計量 gが擬 Riemann多様体の情報の全てを担っている. すなわち,
計量が決定されればその多様体における各点の局所的な性質は全て決まるので, 一般相対論
における基本的な物理変数は計量 gである.

4.1.2 曲率と Einstein方程式
既に述べたように, 一般相対論の枠組みにおいては, 時空多様体 (M, g)の基本変数は計量

gであるから, 時空の動力学を解析するにはそれを決定する運動方程式が必要になる. そこで
中心的な役割を果たすのが時空の曲率である. 時空の曲率を定義するために, まずは共変微分
と呼ばれるテンソル場に対する微分作用素を定義する. 多様体上のベクトル場X に対し,

∇Xf = X(f) = Xµ∂µf, (4.17a)

∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z, (4.17b)

∇fXY = fX(f) = f∇XY , (4.17c)

を満たす微分作用素をベクトル場X に沿った共変微分と呼ぶ. このとき共変微分は局所座標
表示で任意の (r, s)型テンソル場に対して ∇XT = Xµ∇µT と書けるので, ∇T は (r, s + 1)
型テンソル場となり, その成分は ∇µT

µ1···µr
ν1···νs

と書くことができる. さらに, 線型接続
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Γλµν を

Γλµν∂λ := ∇µ∂ν (4.18)

で定義する. このときベクトル場及び双対ベクトル場に対する共変微分の成分が

∇µv
ν := (∇µv)ν = ∂µv

ν + Γνµλvλ,

∇µων := ∂µων − Γλµνωλ
(4.19)

と書け, テンソル場に対する共変微分もその定義から同様に定義できる. 具体的には,

∇µT
µ1···µr

ν1···νs = ∂αT
µ1···µr

ν1···νs

+
r∑
i=1

Γνi
αλT

µ1···µi−1λµi+1···µr
ν1···νs

−
s∑
i=1

Γλανi
Tµ1···µr

ν1···νi−1λνi+1···νs

(4.20)

となる. ここで共変微分を用いて, 曲線に沿ったベクトル場の平行移動という概念を導入す
る. 曲線の接ベクトルを v としたとき, ベクトル場X が曲線に沿って並行とは, ベクトル場
が ∇vX = 0を満たすことである. するとテンソルがある経路に沿ってどう変化するかを定
量的に評価することが可能になる. このようにして定義されるのが, 捩率テンソル及び曲率テ
ンソル

Θ(X,Y ) := ∇XY − ∇Y X − [X,Y ], (4.21a)

R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z − ∇Y ∇XZ − ∇[X,Y ]Z (4.21b)

である. これらは局所座標表示で,

Θλ
µν = Γλµν − Γλνµ,

Rαµβν = ∂βΓαµν − ∂νΓαµβ + ΓαβλΓλµν − ΓανλΓλµβ
(4.22)

と書ける.
一般相対論においては

Θ = 0, (4.23a)

∇Xg = 0 (4.23b)

を満たす Levi–Civita接続, または Riemann接続と呼ばれる接続が重要になる. このとき, 線
型接続は

Γλµν = 1
2
gλσ(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν) (4.24)

と表せ, このような接続の座標表示を Christoffel記号と呼ぶ. 以降も本論文では, 線型接続は
Christoffel記号で表されるものとする.

目次へ



42 第 4 章 一般相対性理論と漸近 AdS時空

計量で Riemannテンソルの添字を上げ下げしたり縮約を取ったりすることで, さまざまな
曲率テンソルを作ることができる. 特に, 座標表示において次のように定義される曲率テン
ソル

Rαµβν := gαγR
γ
µβν ,

Rµν := gαβRαµβν ,

R := gµνRµν ,

R := RαµβνR
αµβν

(4.25)

はそれぞれ, 四階共変曲率テンソル, Ricciテンソル, Ricciスカラー, Kretchmannスカラーと
呼ばれる.
以上を用いて時空多様体を決定づける作用の表式を与え, 時空の運動方程式 (Einstein方程
式)を求める. 一般相対論における作用は, 以下で与えられる重力場の作用 SEH と物質場の作
用 Smatter の和で表される:

S = SEH + Smatter, (4.26)

SEH = 1
16πGD

∫
dDx

√
− det g(R− 2Λ), (4.27)

Smatter =
∫

dDx
√

− det gLmatter. (4.28)

ここで GD, Λはそれぞれ D次元の重力定数および宇宙定数であり, Lmatter は物質場のラグ
ランジアンである. この作用に対して, 計量 gµν に関して変分をとると, Einstein方程式:

Rµν − 1
2
Rgµν + Λgµν = 8πGDTµν (4.29)

を得る. ここで物質場の作用の計量に関する変分を, エネルギー運動量テンソル:

Tµν = −2√
− det g

δ
(√

− det gLmatter
)

δgµν
(4.30)

として定義した. 物質場を含む時空を構成する場合には, 適切な条件を課すことで構成したエ
ネルギー運動量テンソルに対して Einstein方程式を解き, 計量を得る. 第 5 節以降で, エネル
ギー運動量テンソルが多体系の平均的な振る舞いによって決定される場合について議論する.
その前に準備として, 以降では本研究の動機づけや系の物理的解釈を助けるための一般相対
論における事柄について議論しておく.

4.1.3 時空の対称性と Killingベクトル
以降で重要となる時空の対称性について簡単に紹介しておく. そのためにまずは, Lie微分
と呼ばれる, 共変微分とは異なる微分作用素を定義する. ベクトル場X に対する Lie微分 LX

目次へ



第 4 章 一般相対性理論と漸近 AdS時空 43

を

LXf = X(f) = Xµ∂µf, (4.31a)

LXv = [X,v] (4.31b)

を満たす微分作用素として定義すると, 双対ベクトル場 ω に対する Lie微分の作用が座標表
示で (LXω)µ = Xν∂νωµ + ων∂µX

ν が直ちに示せる. これより一般の (r, s)型テンソル場 T

に対して

(LXT )µ1···µr

ν1···νs
= Xα(∂αTµ1···µr

ν1···νs
) (4.32)

+ (∂ν1X
α)Tµ1···µr

αν2···νs + · · · + (∂νsX
α)Tµ1···µr

ν1···α (4.33)

− (∂αXµ1)Tαµ2···µr
αν2···νs

− · · · − (∂αXµr )Tµ1···α
ν1···α (4.34)

という局所座標表示を得る.
計量 gが変換群の生成子 ξに対して

Lξg = ∇µξν + ∇νξµ = 0 (4.35)

を満たすとき, 時空がその変換に対して対称であるといい, その変換群を等長変換群と呼ぶ.
Killingベクトル ξi が Lie群の生成子を成すとき, これらは交換関係

[ξi, ξj ] = Cij
kξk (4.36)

を満たす. ただし Cij
k はその Lie代数の構造定数である.

一般に, D次元時空の独立な Killingベクトルの数は, 高々 D(D + 1)/2個である. 特に, 最
大の Killingベクトルを持つ時空を極大対称時空と呼び, このとき四階共変曲率テンソルが定
数K を用いて次の形に書けることが知られている:

Rαµβν = K(gαβgµν − gανgµβ). (4.37)

この時空は定曲率時空と呼ばれ, 曲率の符号により時空を分類することができる. 平坦な時空
はよく知られているMinkowski時空である. (n,m)型の擬 Euclid空間を Cartesian座標にお
いて計量が

η(n,m)
µν =

−In O

O Im

, In := diag(1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n 個

) (4.38)

で書ける擬 Riemann空間とすると, Minkowski時空は (1, D − 1)型の擬 Euclid空間とも言え
る. 有限の値を持つ場合の D次元の定曲率空間は, 一つ高い次元の擬 Euclid空間内の超曲面
として定義される. 特に正の定曲率空間は, D + 1次元Minkowski時空内の二次曲面

η
(1,D)
AB yAyB = L2 (4.39)
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で定義され, de–Sitter (dS) 時空と呼ばれる. ここで yA はD + 1次元Minkowski時空の座標
で, Lは曲率半径で de–Sitter半径と呼ばれる. 次元が重要な場合には dSD 時空などと書く.
同様にして負の定曲率空間は, (2, D − 1)型の擬 Euclid空間内の二次曲面

η
(2,D−1)
AB yAyB = −L2 (4.40)

で定義され, Anti de–Sitter (AdS)時空と呼ばれる. ここでは yA は (2, D − 1)型の擬 Euclid
空間の座標で, Lは曲率半径で (AdS)半径と呼ばれる. この場合にも次元が重要な場合には
AdSD 時空などと書く. 以降, D 次元Minkowski時空の計量を特別に η と書くことにし, 局
所座標表示では ηµν と書く. つまり ηµν と書いたとしてもそれはあくまでも局所的な表現で
あって, Minkowski時空とは限らない4）ものとする.
これらの定義を用いて, 極大対称時空は以下のように分類される:

•K = 0: Minkowski時空
•K = 1/L2 > 0: dS 時空
•K = −1/L2 < 0: AdS 時空.

実はこれらの時空は, 宇宙項の符号に応じた Einstein方程式の真空解になっている. 実際,
式 (4.37)より Rµν = (D − 1)Kgµν および R = D(D − 1)K なので,

Rµν − 1
2
Rgµν = − (D − 1)(D − 2)

2
Kgµν (4.41)

を満たす. これは Λ = (D − 1)(D − 2)K/2の宇宙項を持つ真空の Einstein方程式に他ならな
い5）. 極大対称時空を表現するにはさまざまな座標系を用いたものがあるが, ここでは本論文
において都合の良い静的チャートと呼ばれる座標系を導入しておく. 静的チャートは曲率の
符号によらずに, 変数 (t, r, θ1, · · · , θD−2)で表すことができる. ここで θi は単位球面上の角度
座標である. dS時空と AdS時空が満たす曲面の方程式は, 座標 yA = (y−1, y0, yi)を用いて

±(y−1)2 − (y0)2 + δijy
iyj = ±L2 (4.42)

と統一的に表すことができる. そこで dS時空では

y−1 =
√
L2 − r2 cosh

(
t

L

)
, y0 =

√
L2 − r2 sinh

(
t

L

)
, r :=

√
δijyiyj (4.43)

とし, AdS時空では

y−1 =
√
L2 + r2 cos

(
t

L

)
, y0 =

√
L2 + r2 sin

(
t

L

)
, r :=

√
δijyiyj (4.44)

4） 要するに局所慣性系をとっているにすぎないということ.
5） ただし, D = 2では Einstein方程式が自明になるので, D ≥ 3の場合に話を限る必要がある. 本論文では

D ≥ 4を扱うので気にする必要はない.
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とおけば, 時空の計量を

ds2 = −
(

1 ∓ r2

L2

)
dt2 +

(
1 ∓ r2

L2

)−1

dr2 + r2 dΩ2 (4.45)

と統一的に表すことができる. すると, 定義より dS 時空については t ∈ (−∞,∞) および
r ∈ (0, L) の範囲しかとれないことがわかる. ところが r = L の特異性は単なる座標特異
点でしかないので外側に拡張することができる. 一方 AdS時空では, 動径座標については
r ∈ (0,∞)をとることができるが, 時間座標 tが周期的になっていることがわかる. つまり,
t/L ∈ (−π, π)として周期的にすることができるが, これは明らかに因果律を破る. そこで
t/L ∈ (−∞,∞)とすることでその普遍被覆空間を考える. 以降, 被覆空間を AdS時空と呼ぶ
ことにする.
式 (4.45)から分かるように, L → ∞の極限で dS時空と AdS時空はMinkowski時空に近
づく. これは式 (4.41)の関係を見れば明らかで, Λ = 0でMinkowski時空となる. また静的
チャートを用いると, dS/AdS時空が静的球対称の特別な場合になっていることが分かる. 本
論文では主に, r → ∞で AdS時空に漸近する, 漸近 AdS時空と呼ばれる時空を取り扱う. こ
の意味でも遠方の振る舞いを解析しやすい静的チャートは本研究内容においては便利である.

4.2 測地線方程式と粒子の軌道

4.2.1 測地線方程式
時空の構造を調べるのに便利なものとして, 時空中のテスト粒子の運動を調べるというも
のがある. 時空中の有限質量を持つ粒子が描く曲線は局所座標表示で xµ(τ)と表すことがで
きる. ただしその軌道は時間的, つまり軌道の接ベクトル同士の内積が負であるとする. する
と, 曲線のパラメータ τ は粒子にとっての時間を意味し, 固有時と呼ばれる. 粒子の運動を決
めるラグランジアンとして

L = 1
2
gµν

dxµ

dτ
dxν

dτ
(4.46)

を考えると, 変分原理より運動方程式
d2xµ

dτ2 + Γµαβ
dxα

dτ
dxβ

dτ
= 0 (4.47)

を得る. 式 (4.47)は, 無限小距離 ds2 を用いて定義される粒子軌道の長さ

I :=
∫

ds =
∫

dτ
√

2L (4.48)

に対する変分原理から導かれる方程式と完全に一致する. つまり, 時空多様体上の “直線”で
ある測地線が満たすべき方程式と一致6）するので, 式 (4.47)は測地線方程式と呼ばれる. 測地

6） ではなぜ初めから長さに対する変分問題として定式化しないのかというと, 粒子が nullの場合も考えたいか
らである.
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線方程式 (4.47)の性質から一般相対論の特徴を少し考えてみる. 局所座標変換 xµ → x′µ の
もとで, Levi–Civita接続 (4.24)は

Γ′λ
µν = ∂x′λ

∂xγ
Γγαβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν + ∂x′λ

∂xγ
∂2xγ

∂x′µ∂x′ν (4.49)

と変換されることがわかる. 右辺第二項の存在は接続がテンソルとして変換されないことを
意味していると同時に, 適当な座標を選べばいつでも Γ′λ

µν = 0にとれることを示唆してい
る. これは, どのような時空でも局所的には重力が働かない局所慣性系と呼ばれる座標系がと
れることを意味しており, 等価原理と呼ばれる一般相対論における重要な原理を保証する7）.
ここで曲線 xµ(τ)の接ベクトル uµ = dxµ / dτ を導入すると, 測地線方程式 (4.47)は以下
のように書き直せる:

duµ

dτ
+ Γµαβuαuβ = uν∇νu

µ = 0. (4.50)

つまり, 接ベクトル u = uµ∂µ は測地線に沿って並行である. また, 式 (4.23b) を用いれば
uµ∇µ(u · u) = 0も示せるのでその大きさも不変となる. そこで u · u = −1となるように規
格化したものを粒子の四元速度と呼ぶ. 四元速度 uを用いて p := muで定義されるベクトル
場を四元運動量と呼ぶ. 粒子の質量は (崩壊などを考えなければ)一定なので, 四元運動量も
測地線の接ベクトルでありその内積も p · p = −m2 で一定である. このことは相対論的多体
系の記述において重要である.
ここまで有限質量を持つ粒子の運動を考えてきたが, 時空構造を考える上で無質量粒子の
軌道も重要である. 無質量粒子はその軌道が時間的でなく nullなので, 曲線のパラメータを λ

で置き換えた xµ(λ)で表す. このとき測地線方程式は式 (4.47)の固有時 τ を単に λで置き換
えた

d2xµ

dλ2 + Γµαβ
dxα

dλ
dxβ

dλ
= 0 (4.51)

となる. ただしこの場合には接ベクトルが nullなので, 四元運動量として pµ := dxµ / dλを定
義し,

dpµ

dλ
+ Γµαβpαpβ = pν∇νp

µ = 0 (4.52)

と書いておく. このようにすれば, m ≥ 0の場合で四元運動量に対する方程式として統一的な
測地線方程式を得ることができる. なお, 一般に四元運動量の規格化条件 p · p +m2 = 0は質
量殻 (on–shell)条件とも呼ばれる. 以降では記法の簡略化のため, 同じベクトルに対する内積
については混乱のない限り p · p = p2 などとも書くこととする.

4.2.2 測地線に沿った保存量と有効ポテンシャル
測地線方程式は D個の二階常微分方程式の組で記述されるが, 一般に解析解が得られると
は限らない. ところが時空が対称性を持つとき, それに付随する Killingベクトルを使って測

7） 実は, 式 (4.23a)が一般相対論の等価原理を保証している. なぜならば一般の接続 Γλ
µν の反対称部分は必ず

しも座標変換で打ち消せないからである.
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地線に沿った保存量を定義できるので, それを用いることで測地線方程式が可積分となる場
合がある. 保存量の構成は簡単で, 時空が Killingベクトル ξを持つとき, 粒子の四元運動量 p

との内積 p · ξは測地線に沿って保存する. 実際, Killing方程式を用いれば,

∇p(p · ξ) = pαpβ∇αξβ = 0 (4.53)

となる. ここでは最も単純な四次元静的球対称時空8）を考え, その粒子の持つ保存量を構成す
る方法とそれを用いた有効ポテンシャルの概念を導入する. 測地線とはある固定された時空
中のテスト粒子の軌道であるから, 本論文の主題である自己重力多体系を構成する粒子とは
異なることには注意が必要だが, この考え方は時空の性質を解析するのに有用である.
静的球対称な四次元時空の計量は一般に, 空間座標を極座標に選べば以下のように表すこ
とができる:

ds2 = −e2µ dt2 + e2ν dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2). (4.54)

このとき時空は時間並進に関する Killingベクトル

η = ∂t (4.55)

と三次元回転に関する Killingベクトルを持つ:

ξ1 = − sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ,

ξ2 = − cosϕ∂θ + cot θ sinϕ∂ϕ,

ξ3 = ∂ϕ.

(4.56)

これらを用いて測地線に沿った保存量が以下のように定義できる:

ε := −p · η, ji := p · ξi. (4.57)

物理的には εは粒子のエネルギー, ji は粒子の角運動量の i方向の成分を意味する.
ここで測地線方程式を考えるわけだが, Newton力学で実際の運動方程式を考えるより力
学的エネルギー保存則を考えた方が都合がいいように, 相対論でも何らかの保存則から始め
ると良い. 相対論において力学的エネルギー保存則に対応するのは, 運動量の規格化条件
p2 +m2 = 0である. 式 (4.54)の座標系においてm2 + gµνp

µpν = 0なので, 保存量 (4.57)を
用いれば

e2(µ+ν)(pr)2 + e2µ
(
m2 + J2

r2

)
= ε2 (4.58)

と書ける. ただし J2 :=
∑
i(ji)2 は, 粒子の全角運動量を意味する. この方程式は動径方向の

運動量 pr に対する二次方程式なので, 一次元ポテンシャル問題とみなすことができる. そ

8） 多体系を扱う際には一般次元を扱うが, ここでは簡単のためD = 4とする.
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こで

Veff := e2µ
(
m2 + J2

r2

)
(4.59)

とおけば, 見慣れた一次元ポテンシャル問題の式

e2(µ+ν)(pr)2 + Veff = ε2 (4.60)

を得る.

4.2.3 Schwarzschild時空での具体例
以上を踏まえて時空中における測地線方程式の構造を, 具体的な時空を考えることで調べ
てみる. 単純な例として, 極座標表示において次の計量で定義される Schwarzschild時空を考
える:

e2µ = e−2ν = 1 − rH
r
. (4.61)

ここで rH は事象の地平面9）の半径で, ブラックホール質量をM とすると rH = 2G4M であ
る. Schwarzschild時空は静的球対称かつ漸近平坦な時空で電気的に中性な Einstein方程式の
真空解である. このとき有効ポテンシャルは

Veff =
(

1 − rH
r

)(
m2 + J2

r2

)
(4.62)

となる.
まずは有限質量粒子の軌道を考える. このとき粒子の質量はいつでもm = 1になるように
とれて, さらに動径座標を rH で規格化して再定義すれば,

Veff =
(

1 − 1
r

)(
1 + a

r2

)
(4.63)

と書ける. ここで a := J2/rH
2 ≥ 0とした. 有効ポテンシャルの極値を求めてみると,

Veff
′ = 0 ⇔ (r − a)2 = a(a− 3) (4.64)

より, a > 3では

r± = a±
√
a(a− 3) (4.65)

の二つの極値が存在し, a = 3のときにはこれらが一点に縮退する. このときの半径を最内安
定円軌道 (Inner–most Stable Circular Orbit, ISCO)と呼び, rISCO := 3rH = 6M などと書く.
a > 3での極値をとる半径は, r− が不安定円軌道, r+ が安定円軌道になることが有効ポテン
シャルの二階微分を計算することで確認できる. 実際に a = 2, 3, 4として有効ポテンシャル
を図示したものが図である. 確かにパラメータ aを変化させていくと安定円軌道と不安定円

9） この辺りの議論は次節の大域的な時空構造で少しみる.
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図 4.1 有限質量粒子に対する有効ポテンシャル. パラメータ aの対によって
極値の数が異なり, a = 3のときが臨界値である.

軌道が a = 3で一致10）し, a < 3では極値のない単調関数になっていることがわかる11）. 一
方, 有効ポテンシャルは r → ∞の極限でm2 = 1に漸近する. これは無限遠で静止している
粒子を考えることに対応する.
次に無質量粒子の軌道を考える. このとき有限質量の場合と同様に rH で変数を規格化す
れば,

Veff = a

r2

(
1 − 1

r

)
(4.66)

となり, 極値となる半径は a によらずに rPS = 3rH/2 = 3M となる. この位置は光子球
(Photon Sphere)と呼ばれ, 常に不安定な円軌道である. 実際に有効ポテンシャルをプロット
してみると図 4.2のようになる.
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a = 3

図 4.2 無質量粒子に対する有効ポテンシャル. パラメータ aは単に有効ポテ
ンシャルを定数倍するのみで, 極値の位置は r = 3M(= 1.5)で一定である.

10） もちろん a = 0の場合にも縮退するが, この場合は角運動量を持たない粒子を考えていることになるので,
単に粒子がブラックホールに落ちるだけである.

11） このようなポテンシャル関数のパラメータ依存性はこの後安定性の議論でも関係してくるので, 単純な系で
イメージしておくと後で都合が良い.
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次に, 負の宇宙項を持つ場合に有効ポテンシャルがどのように変更されるかを考察してみ
る. AdS半径を L, 質量をM とすれば, Schwarzschild–AdS時空は

e2µ = e−2ν = 1 − 2M
r

+ r2

L2 . (4.67)

で表され, 最も単純な漸近 AdS時空の一つである. 有限質量粒子に対する有効ポテンシャル
は, 粒子の質量を 1に選んで L = 1になるように変数を適当に規格化すれば

Veff =
(

1 − 2c
r

+ r2
)(

1 + b

r2

)
(4.68)

と書ける. まず明らかなのは, r ≫ 1で Veff ≃ r2 となることである. これは,有限質量粒子に
とって負の宇宙項がポテンシャル障壁のように働くことを意味している. つまり, 漸近 AdS
時空はその内部に物質を閉じ込めることができるわけである. 次に極値について調べてみ
ると,

Veff
′ = 0 ⇔ b(3 − r) + r2(1 + c2r3) = 0 (4.69)

となるので, cが十分小さい場合にはどんな粒子も束縛状態を作ることができないことがわか
る. パラメータ cはブラックホール質量が AdS半径に比べてどれほど大きいかを表している
ので, 障壁が十分小さく粒子が強く閉じ込められている場合には全ての粒子がブラックホー
ルに吸い込まれてしまうと解釈できる.
一方, 無質量粒子に関しては

Veff = b

r2

(
1 − 2c

r
+ r2

)
(4.70)

なので, 遠方でも AdSポテンシャルは単に定数の寄与を及ぼすだけである. そのため, 無質量
粒子については閉じ込め機構が働かないように見えるが, 実は AdS時空においては無質量粒
子は有限の時間で無限遠に到達する. ここでは簡単のため, AdS時空:

e2µ = 1 + r2

L2 (4.71)

において, 時刻 t = 0で r = r0 からでた無質量粒子を考える. 軌道のアフィンパラメータに関
する微分を ˙で表すことにすれば, 測地線方程式より(

dt
dr

)2

= ṫ2

ṙ2 = e−4µε2

ε2 − Veff
(4.72)

なので, この粒子が位置 rに到達するまでの時間は,

t =
∫ r

r0

dr
ε

1 + r2/L2

[
ε2 − J2

r2

(
1 + r2

L2

)]− 1
2

= L

∫ x

x0

dx sin x
(

sin2 x− J2

L2ε2

)− 1
2

(4.73)
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となる. ここで tan x := r/Lとした. この積分は簡単に実行できて,

t

L
= − arcsin

[(
1 + r2

L2

)(
1 − J2

L2ε2

)]− 1
2
∣∣∣∣∣
r

r=r0

(4.74)

となる. このとき, J/ε < Lを満たさなければならないことに注意する. 従って, 無質量粒子
が無限遠に到達するまでの時間は

t∞
L

= arcsin
[(

1 + r2
0
L2

)(
1 − J2

L2ε2

)]− 1
2

(4.75)

となり, 有限の時間で無限遠に到達することができることが示された. 実は (漸近)AdSにおけ
る無限遠は時間的曲面で, AdS境界と呼ばれる. 無限遠が時間的曲面であることにより, 無限
遠に到達した無質量粒子は境界で (適切な境界条件を与えれば)反射されて戻ってくることが
可能になる12）. この意味で漸近 AdS時空は, 質量によらずに粒子を内部に閉じ込める構造を
持っている. これは次節で時空の大域的な構造を調べることでも理解できる.

4.3 大域的な時空構造

4.3.1 準備
以下の計量で表される四次元時空の時空構造を考える:

ds2 = −e2µ dt2 + e−2µ dr2 + r2 dΩ2 ,

e2µ = 1 − rH
r

− 1
3

Λr2. (4.76)

共系図式を用いてこれらの大域的な時空構造を調べてみる. 共系図式とは, 時空計量を共形変
換（Weyl変換）して非物理的な計量に移ることで無限遠を時空図に取り込み, その漸近構造
や因果構造を見る表現方法である.
まず準備として, tortoise座標 r∗ を

dr∗ := e−2µ dr (4.77)

で定義し, 球対称性を用いて角度一定面を考えることにする. すると, null座標 u, vを

u := t− r∗, v := t+ r∗ (4.78)

で定義すれば, 角度一定超曲面の二次元計量 ds2
2 は

ds2
2 = −e2µ du dv (4.79)

12） ただし無質量粒子が無質量スカラー場の幾何光学極限であるという見方をすると, そもそも遠方では粒子近
似が破綻することが知られている. これについては付録Dで簡単に議論する.
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と書くことができる. ただし, r∗ の積分定数は必要に応じて適当に選ぶことにする.

4.3.2 Minkowski時空
まず最も基本的なMinkowski時空 e2µ = 1について考え, 時空構造と共系図式を概観する.
このとき r∗ = rとでき, 計量は ds2

2 = − dudvであるから,

tanU := u, tanV := v (4.80)

により新たな null座標 (U, V )を定義すると,

ds2
2 = − dU dV

cos2 U cos2 V
(4.81)

が得られる. ここで U, V ∈
(
−π

2 ,
π
2
)である. 新たな時間座標 T と動径座標 Rを

T := U + V, R := U − V (4.82)

で導入すれば,

ds2
2 = − dT 2 + dR2

4 cos2 T+R
2 cos2 T−R

2
(4.83)

となり,

Ω(r)2 := 4 cos2 T +R

2
cos2 T −R

2
(4.84)

による共形変換 ds2
2 → ds̄2

2 = Ω2 ds2
2 を施せば結局, Minkowski時空計量

ds̄2
2 = − dT 2 + dR2 (4.85)

に写されることが分かる. ただし, 変数のその領域は

|T ±R| < π かつ R ≥ 0 (4.86)

であり, 確かに有限領域に写すことができた. さらに, 領域の境界として |T +R| = π および
|T −R| = π を追加することで, コンパクト化された時空を考えることができる. 図 4.3が
Minkowski時空のコンパクト化された時空図であり, このようなコンパクト化された時空図
を共系図式（Penrose図式）と呼ぶ. ここで, 共形図式に関する用語をいくつか定義してお
く. 共系図式から, Minkowski時空の無限遠は次の三種類に分類できることが分かる:

•空間的無限遠 i0: r → ∞かつ t有限.
•Null無限遠 J ±: t± r∗ → ∞かつ t∓ r∗ 有限.
•時間的無限遠 i±: ±t → ∞かつ r有限.

null無限遠と時間的無限については, ±の符号に応じて+の場合を未来無限遠, −の場合を過
去無限遠と区別する. また, 実はMinkowski時空の共形図式は左側 (R < 0の領域)に拡張す
ることができ, 実際に図示すると図 4.4のようになる.
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R

T

r = 0 r = +∞: 空間的無限遠 (i0)

t = −∞: 過去時間的無限遠 (i−)

t = +∞: 未来時間的無限遠 (i+)

v = +∞: 未来 null無限遠 (I +)

u = −∞: 過去 null無限遠 (I −)

t一定
r一定

+π
2

−π
2

+π
2

図 4.3 Minkowski時空の共系図式. Tikz.net [96]のコードを参考に作成.

4.3.3 Schwarzschild時空
Schwarzschild時空は, 式 (4.76)で Λ = 0とした計量, つまり式 (4.61)で与えられるから,

e−2µ = r

r − rH
(4.87)

と表せ, これは一次の零点 r = rH を持つ. すると, tortoise座標 r∗ は積分定数を適当に選ぶ
ことで

r∗ = r + rH ln |r − rH | (4.88)

と表すことができる. ここで null座標 (U, V )を

U := ± exp
(

− u

2rH

)
, V := exp

(
v

2rH

)
(4.89)
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R

T

i0 i0

i−

i+

I +

I −

I +

I −

−π
2 +π

2

−π
2

+π
2

図 4.4 拡張されたMinkowski時空の共系図式. Tikz.net [96]のコードを参考
に作成.

で定義する. ただし符号 ±は r < rH のとき +を, r > rH のとき −をとるものとする. この
とき,

UV = ± exp
[

−u+ v

2rH

]
,

= ± exp
[
r∗

rH

]
,

= ± exp
[
r

rH
+ ln |r − rH |

]
,

= −(r − rH) exp
[
r

rH

]
(4.90)

なので, 計量は以下のように書き直せる:

ds2
2 = −e2µ

(
−2rH

±U
dU
)(

2rH
V

dV
)

= −4rH2

r
e−r/rH dU dV . (4.91)

さらに

tan ū := U, tan v̄ := V (4.92)

として共形変換を

Ω(r)2 := r

4rH2 er/rH cos2 ū cos2 v̄ (4.93)
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により施せば ds̄2
2 = − dūdv̄が得られ, Minkowski時空の一部に写されることが確認できる.

地平面 r = rH を境に座標 (t, r)の役割が入れ替わるので, 地平面が共形図式によってどう
写されるのかを調べてみる. 式 (4.90)より U = 0または V = 0に写されることが直ちにわか
る. 共形変換は null面を null面に写すので, 共形図式において地平面は null面になる. また
中心について, Kretchmann曲率を計算してみると

R = 48M2

r6 (4.94)

となり, 曲率が発散する曲率特異点になっていることがわかる. 曲率特異点は本来時空多様体
上の点ではないが, 共系図式では境界として取り入れることができる. 共系図式においては通
常, 曲率特異点は他の領域と区別するために波線などで表す. また Schwarzschild時空につい
てもMinkowski時空と同様に領域を解析的に拡張することができる. 以上を考慮して構成し
た共形図式が図 4.5である. 習慣的に, 元々の地平面の外側にある領域を I, 内側の領域を II

曲率特異点: r = 0

曲率特異点: r = 0

地平面:
r =

2M

地平面:
r =

2M

地平
面: r

=
2M

地平
面: r

=
2M

III I

II

IV

i0 i0

i−

i+

i−

i+

I −

I + I +

I −

図 4.5 拡張された Schwarzschild時空の共系図式. Tikz.net [96]のコードを参
考に作成.

と呼び, 拡張された領域の Iに対応する領域を III, IIに対応する領域を IVと呼ぶ. IIの領域
をブラックホール領域, IVの領域をホワイトホール領域と呼ぶ.

4.3.4 AdS時空
AdS時空は以下の計量関数で与えられる:

e−2µ =
(

1 + r2

L2

)−1

(4.95)
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ので, r = 0で r∗ = 0となるように選べば,

r∗

L
= arctan

( r
L

)
, 0 ≤ r∗

L
<
π

2
(4.96)

となる. 新たな null座標を

tanU := u

L
, tanV := v

L
(4.97)

と定義し, Minkowski時空の場合と同様に T := U + V , R := U − V と定義すれば,

ds2
2 = − dT 2 + dR2

4 cos2
(
r∗
L

)
cos2 T+R

2 cos2 T−R
2

(4.98)

となる. 従って, 共形変換を

Ω(r)2 := 4 cos2
(r∗

L

)
cos2 T +R

2
cos2 T −R

2
(4.99)

で施せば

ds̄2
2 = − dT 2 + dR2 (4.100)

となる. Minkowski時空と異なるのは tortoise座標が r∗/L ∈ [0, π/2)となっていることであ
る. これにより動径座標 Rはある時刻 tにおいて非自明な最大値を持つ. 特に t = 0のとき,

R ≤ 2 arctan π
2

=: R0 (4.101)

である. 以上より共形図式は図 4.6のようになる13）. AdS時空の特徴的な点は, 無限遠が時
間的曲面になっていることである. そのため内部の物質の運動を記述するには遠方で境界条
件を課さなければその時間発展を完全に決定することはできない.

4.4 AdS時空における重力乱流現象

ここでは, 本研究の元々の動機である AdS時空の不安定性について簡単に説明する. [7]で
は漸近 AdS時空中の球対称無質量スカラー場に対しその反作用も取り入れた Einstein方程式
を数値的に解くことによりどのような小さな摂動に対してもブラックホールが形成すること
を示した. この意味で AdS時空は不安定であると言われるが, この不安定性の原因は AdS時
空特有の漸近構造と Einstein方程式の非線形性であると現在は考えられている. これを見る
ために, どのような手法によって AdS時空の不安定性が示され, それがどのような物理的意
味を持つのかについて, AdS時空の簡単な説明とともに [7]の簡単なレビューを行う.

4.4.1 AdS時空の漸近構造
この節では文献 [7]の内容を簡単にレビューする. 文献に記法を合わせるため, ここでは例
外的に 8πGD = D − 2の単位系を用いることにするので注意してほしい.

13） 時間座標については有限にせず tを用いた図もよく用いられる.
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R

T

i0 i0

i−

i+π

−π

R0−R0

図 4.6 AdS時空の共系図式. Tikz.net [96]のコードを参考に作成.

4.4.2 AdS時空の非線形な不安定性
AdS 時空の摂動に対する動的な性質を見るため, 球対称な無質量スカラー場に対する

Einstein方程式を考える. 無質量スカラー場 ϕ(t, x)のエネルギー運動量テンソルと運動方程
式は以下で与えられる:

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− 1
2
gµν(∂ϕ)2, gµν∇µ∇νϕ = 0. (4.102)

これに対する Einstein方程式を, 次のように計量を仮定して数値的に解く:

ds2 = L2

cos2 x
(−Ae−2δ dt2 +A−1dx2 + sin2 xdΩ2). (4.103)

ここで, 座標 tと xはいずれも無次元で, その範囲は −∞ < t < ∞および 0 < x < π/2であ
る. 補助場として Φ := ϕ′ および Π := A−1eδϕ̇を導入する. ここで, ˙は t微分を, ′ は x微分
をそれぞれ表す. (4.103)を式 (4.102)および式 (4.29)に代入すると, 次のように書き直せる：

Φ̇ = (Ae−δΠ), Π̇ = 1
tan2 x

(tan2 xAe−δΦ)′,

A′ = 1 + 2 sin2 x

sin x cosx
(1 −A) − sin x cosxA(Φ2 + Π2),

δ′ = − sin x cosx(Φ2 + Π2).

(4.104)

ただし, ここで既に述べたように, [7]に倣って 4πG = 1の単位系をとった. さらに L = 1と
した.
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中心近傍と遠方での境界条件について先に見ておく. まず中心近傍で計量関数を

A(t, x) = A0(t) +A1(t)x+A2(t)x2 +A3(t)x3 + · · ·

δ(t, x) = δ1(t)x+ δ2(t)x2 + δ3(t)x3 + · · ·

ϕ(t, x) = ϕ0(t) + ϕ1(t)x+ ϕ2(t)x2 + ϕ3(t)x3 + · · ·

(4.105)

のように展開14）して, 式 (4.104)に代入することで次の条件を得る:

A0 = 1, A1 = δ1 = ϕ1 = 0. (4.106)

同様に x̄ := π/2 − xと定義して AdS境界 x = π/2近傍で漸近展開すると,

A(t, x) = 1 − 2Mx̃3 + O(x̃6),

δ(t, x) = δ∞(t) + +O(x̃6),

ϕ(t, x) = ϕ∞(t)x̃3 + O(x̃5)

(4.107)

とできる. ここでM は系の全質量である.
初期値として以下のような Gaussian型の摂動を加えたときの時空の時間発展を考える:

Φ(t = 0, x) = 0, Π(0, x) = ϵ

2π
exp

(
−4 tan2 x

π2σ2

)
. (4.108)

ここで ϵは摂動の振幅を表し, σ は摂動の空間的な幅を指定するパラメータである. すると,
時間発展と共にスカラー場は自己重力によって収縮し, やがて重力崩壊を起こすことが期待
される. 実際に漸近平坦な場合については古くからそのような現象は知られていた [97]が, 漸
近平坦な場合に重要なことは, その摂動パラメータが十分大きくない場合にはスカラー場は
遠方に散逸してしまい, 重力崩壊を起こさないことである. より具体的には, 地平面が形成さ
れる場合にそのときの地平面の半径を rH で表すことにすると, rH → 0となるような ϵ = ϵ∗

が存在し, ϵ < ϵ∗ では地平面は形成されない. そのような性質と対照的に, 漸近 AdS時空では
任意の ϵで地平面が形成されることを示したのが [7]である. 図 4.7は [7]から引用した図で,
形成されるブラックホールの地平面の半径 rH と初期摂動の振幅 ϵとの関係を表している. 十
分大きな摂動を加えた場合 (図 4.7で最も右の曲線に対応)にはスカラー場が重力崩壊を起こ
すが, 徐々に ϵを小さくしていくと xH が小さくなっていくことがわかり, ϵ = ϵ0(≃ 42.5)程
度で xH → 0に漸近する. 漸近平坦な場合にはこれより小さな ϵではブラックホールは形成
されないが, 図 4.7では ϵが ϵ0 より僅かに小さくなると, また有限の地平面の半径を持つブ
ラックホールの形成が起きていることがわかる. 地平面の半径は ϵが小さくなるにつれてま
た小さくなり, 再び xH → 0となる値 ϵ1 に到達する. 実はこの ϵ1 < ϵ < ϵ0 に対応する系列は,
スカラー場が一度遠方に拡散したのちに中心まで伝搬し, 重力崩壊を起こしたブラックホー
ルによる系列である. ϵ < ϵ1 の摂動に対しても, その値に対応した回数だけ反射されることで

14） ここで計量関数は中心で滑らかと仮定している. また時間座標について, tが中心における固有時間に一致す
るように選んだ.
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図 4.7 形成されるブラックホールの地平面の半径 xH と初期摂動の振幅 ϵとの
関係. ただし摂動の空間的な広がりについては σ = 1/16に固定してある. 複数
の系列が存在し, ある ϵで xH → 0を迎えると次の系列に遷移していく様子が
見てとれる. これは AdS境界で反射されたスカラー場が相互作用したのちにブ
ラックホールを形成したことを示している. 文献 [7]より引用.

いつでもブラックホールを形成することを図 4.7は示しているわけである. 従って漸近 AdS
時空では, 以上の状況設定の下では任意の大きさの摂動に対して重力崩壊を起こす.
この現象の理解を深めるために, 運動方程式を摂動展開して非線形摂動までその効果を解
析してみる. 初期値として, 微小量 ϵを用いて

ϕ(0, x) = ϵf(x), ϕ̇(0, x) = ϵg(x) (4.109)

と表される場合を考え, 計量の関数およびスカラー場を次のように展開する:

A(t, x) = 1 +
∞∑
j=1

A2jϵ
2j , δ(t, x) =

∞∑
j=1

δ2jϵ
2j , ϕ(t, x) =

∞∑
j=0

ϕ2j+1ϵ
2j+1. (4.110)

一般次元で考えると, いま単位系を 8πGD = D − 2にとっているので, 式 (4.104)は以下のよ
うになる:

Φ̇ = (Ae−δΠ), Π̇ = 1
tan2 x

(tan2 xAe−δΦ)′,

A′ = ν′

ν
(A− 1) − µνA(Φ2 + Π2),

δ′ = −µν(Φ2 + Π2).

(4.111)

ここで，

µ(x) := (tan x)D−2, ν(x) := sin x cosx
(tan x)D−2 (4.112)
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と定義した15）. 式 (4.110)を式 (4.111)に代入し, ϵの各次数に対して方程式を解けば良い.

A−1 =

1 +
∞∑
j=1

A2jϵ
2j

−1

= 1 −A2ϵ
2 + (A2

2 −A4)ϵ4 + (−A2
3 + 2A2A4 −A6)ϵ6 + · · ·

(4.113)

となることを用いれば，ϵに関する一次の式は次のような波動方程式となる：

ϕ̈1 + Lϕ1 = 0, L := − 1
µ

d
dx

(
µ

d
dx

)
. (4.114)

式 (4.114)は, AdS時空の線形摂動に対する時間発展を記述する波動方程式であり, [98]など
でより詳細に調べられている. 線形摂動に対する安定性は，演算子 Lの固有値方程式を調べ
ることによって理解できる. 演算子 Lの固有関数を ej(x)として線形解 ϕ1 を

ϕ1(t, x) =
∞∑
j=0

aj cos(ωjt+ β)ej(x) (4.115)

のように展開すれば, 固有値方程式は[
ω2
j + 1

µ

d
dx

(
µ

d
dx

)]
ej(x) = 0 (4.116)

となる. ここで ωj は演算子 Lの固有値である. 固有関数は以下のようにして求めることがで
きる. 記法の都合上, ここで空間次元を d = D − 1で表すことにして ej = (cosx)duj で新た
な関数 uj を定義すると, 演算子 Lは

L(cosx)d = −d2(cosx)d (4.117)

を満たすので，式 (4.116)は次のように書き直せる.[
(ω2
j − d2) + 1

µ

d
dx

(
µ

d
dx

)]
uj(x) = 0 (4.118)

さらに z := cos(2x)に変数変換すると，

L = 4
[
(1 − z2) d2

dz2 + (1 − d− z) d
dz

]
(4.119)

なので，式 4.118は[
(1 − z2) d2

dz2 + (1 − d− z) d
dz

+ 1
4

(ω2
j − d2)

]
uj(z) = 0 (4.120)

となり, その解は Jacobi多項式 P
(a,b)
n (z)を用いて

ej(x) = kj(cosx)dP (d/2−1,d/2)
j (cos(2x)), ωj = (d+ 2j)2 (4.121)

15） 球対称時空において計量関数として用いていた µ, ν とは異なるものであることに注意. ここでは文献 [8]の
記法をそのまま用いる.
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と表せる. ここで kj := 2
√
j!(j + d− 1)!/Γ(j + d/2)は規格化定数である. 従って, 任意の j

に対して ωj = (d+ 2j)2 > 0であるから AdS時空は線形摂動に対して安定である.
微小量 ϵの三次の方程式を考える16）:

ϕ̈3 + Lϕ3 = S(ϕ1, A2, δ2). (4.122)

ここで S(ϕ1, A2, δ2) := 2(A2 − δ2)ϕ̈1 + (Ȧ2 − δ̇2)ϕ̇1 + (A′
2 − δ′

2)ϕ′
1とした. この方程式に対し,

ϕ3 にも同様に式 (4.121)の基底をとると係数 cj(t)に関する方程式

c̈l + ωlcl = Sl (4.123)

を得る17）. ここで Sj は S(ϕ1, A2, δ2)の展開係数であり, ϕ1 の展開を具体的に実行すれば以
下のように表せる:

Sl = 1
2
∑

i,j,k,i ̸=j

aiajakωj(Hijkl − 2Xijklω
2
k)
[

cos(θi − θj − θk) + cos(θi − θj + θk)
ωi − ωj

− cos(θi + θj − θk) + cos(θi + θj + θk)
ωi + ωj

]
− 1

4
∑
i,k

aka
2
i (Hiikl − 2ω2

kXiikl)(cos(2θi − θk) + cos(2θi + θk))

− 1
2
∑
i,k

aka
2
i (Hiikl + 2ω2

iMkli − 2ω2
kXiikl − 4ω2

kω
2
iWkli) cos θk

− 1
2
∑
i,j,k

Xijklaiajakωjωk[cos(θk − θj − θi) + cos(θk − θj + θi)

− cos(θk + θj − θi) − cos(θk + θj + θi)]

+ 1
4

∑
i,j,k,k ̸=l

aiajakωk
ω2
l − ω2

k

[
Z+
ijkl(2ωk + ωj − ωi) cos(θi − θj − θk)

+ Z+
ijkl(2ωk − ωj + ωi) cos(θi − θj + θk)

− Z+
ijkl(2ωk − ωj − ωi) cos(θi + θj − θk)

− Z+
ijkl(2ωk + ωj + ωi) cos(θi + θj + θk) ]

− 1
4
∑
i,j

aiajalωl [ (ωiωjPijl+Bijl
)(2ωl + ωj − ωi) cos(θi − θj − θl)

+ (ωiωjPijl+Bijl
)(2ωl − ωj − ωi) cos(θi − θj + θl)

− (ωiωjPijl+Bijl
)(2ωl − ωj + ωi) cos(θi + θj − θl)

− (ωiωjPijl+Bijl
)(2ωl + ωj + ωi) cos(θi + θj + θl) ] .

(4.124)

16） 実は ϵの二次の方程式は安定性に寄与しないことがわかるので, 重要なのは三次の方程式である.
17） ここで Jacobi多項式の直交性を用いた.
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ここで θi := ωjt+ βj とし, 係数を次のように定義した:

Hijkl :=
∫ π/2

0
dx µ2ν′e′

ieje
′
kel, Xijkl :=

∫ π/2

0
dx µ2νe′

iejekel,

Yijkl :=
∫ π/2

0
dx µ2νe′

ieje
′
ke

′
l, Z±

ijkl := ωiωj(Xklij −Xlkij) ± (Yklij − Ylkij),

Mijk :=
∫ π/2

0
dx µν′e′

iej

∫ x

0
dy µe2

ke
′
l, Bijk :=

∫ π/2

0
dx µνe′

ie
′
j

(
1 −

∫ x

0
dy µe2

ke
′
l

)
,

Pijk :=
∫ π/2

0
dx µνe′

iej

(
1 −

∫ x

0
dy µe2

ke
′
l

)
, Wijk :=

∫ π/2

0
dx µνe′

iej

∫ x

0
dy µe2

ke
′
l.

(4.125)

式 (4.124)において重要な項は, モード関数の固有振動と一致する ±ωl = ±ωi ± ωj ± ωk とな
るような項である. なぜならばこのような項は共鳴現象を起こすため, 三次の解は次のように
振る舞うからである:

cj(t) = A
2ωl

t sin(ωlt+ B). (4.126)

なお Aおよび B は適当な定数である. 従って三次の解は時間発展と共に振幅が増大する18）

式 (4.124)からわかるように, スカラー場の摂動が共鳴現象によって増大する理由は複数の
モードが非線形に干渉することにあるわけである.
この効果とブラックホール形成のより詳細な関係性を考察するために, 摂動の時間発展に
対するエネルギースペクトルについて解析する. 系の全質量を次のように定義する:

M : = 1
2

∫ π/2

0
dx tan2 x T tt

= 1
2

∫ π/2

0
dx tan2 x(AΦ2 +AΠ2).

(4.127)

ここで Φj 及び Πj をそれぞれ Φと Πのモード関数に関する展開係数で定義すれば, 各モード
が担っているエネルギー Ej が

Ej := Π2
j + ω−2

l Φ2 (4.128)

と定義できる. すると, 基底エネルギー (j = 0)モードから kモードまでのエネルギーの総和
Σk が

Σk := 1
M

k∑
j=0

Ej (4.129)

と表せることがわかる. 実際に数値計算によって Σk の時間発展を求めると, [7]から引用した
図 4.8となる. ただし ϵ = 0.088としてあり, 初期条件は ϕ(0, x) ∝ ϵ(e0 + e1)のように選んだ.
図 4.8より, 初期には j = 0モードと j = 1モードの二つのモードしか含まれていなかったに

18） ただしモード関数の性質から, 実は ωl = ωi + ωj − ωk の形で書かれる項のみが共鳴に寄与することが知ら
れている.

目次へ



第 4 章 一般相対性理論と漸近 AdS時空 63

図 4.8 j = 0から j = kまでのモードが持つエネルギーの割合の時間発展. た
だし ϵ = 0.088で, 初期条件は ϕ(0, x) ∝ ϵ(e0 + e1)としてある. 文献 [7]より引
用.

もかかわらず, 時間発展と共により高エネルギーのモードが生成されていることが読みとれ
る. これは既に見たように, より高エネルギーのモードは ϵの高次の運動方程式を通して共鳴
現象により生成されるためである. このような非線形現象を通してより高エネルギーのモー
ドが生成されていく現象はエネルギーカスケードと呼ばれており, 通常の流体でも見られる
現象である. エネルギーカスケードにより生じた高エネルギーモードは, 摂動として与えられ
た場がより小さなスケールに遷移していくことを意味しており, そのように局所化されたこ
とでブラックホールが形成されるというメカニズムになっているわけである.
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第 5章 相対論的自己重力多体系

ここでは, 一般相対論的な自己重力多体系を記述する手法について述べる. まずは一粒子分
布関数から系の物理量であるエネルギー運動量テンソルと流れを定義する. その後, 静的球対
称時空における測地線方程式と有効ポテンシャルについて議論する. 最後に相対論的な熱平
衡状態を与える分布関数を導出する.

5.1 基本事項と物理量の定義

5.1.1 相対論的な自己重力多体系の記述
Newton重力の枠組みと同様に, 相対論的自己重力多体系も一粒子分布関数 f(xµ, pµ)で記
述される. ただし Newton重力の場合と異なるのは, xµ は多様体M上の点 pにおける局所座
標系であり, 四元運動量 pµはその点の接空間 Tp(M)の元であることである. このとき粒子の
四元運動量が質量殻条件を満たすことから, 常にそのうちの一成分を消去することができる.
通常は粒子のエネルギーである時間方向の成分を消去するので, 空間成分のみという意味で
f(xµ, pi)と書くことが多い. 本論文でもこの表記を用いる.

Newton重力系の場合には, 与えられた一粒子分布関数を運動量空間について積分し, 得ら
れた粒子の質量密度から Poisson方程式を解くことで多体系の解を構成した. 相対論的な場
合でも基本的な考え方は同様で, 与えられた一粒子分布関数に対するエネルギー運動量テン
ソルを

Tµν :=
∫
dVppµpνf(xµ, pi) (5.1)

で与え, それに対する Einstein方程式 (4.29)を解くことで解を構成する. ここで運動量空間
の積分測度は次のように与えられる:

dVp = 2
√

− det g δ(p2 +m2) dDp . (5.2)

このときデルタ関数は粒子の運動量が質量殻条件を満たす超曲面上で議論することを意味
している. また, 運動量空間上の積分は質量殻上の未来向きの運動量に関して実行する. 未
来向きの運動量とは, 多様体上のいたるところで未来向きな時間的ベクトル nとの内積が
p · n < 0を満たすようにとるということである. 物理的には粒子のエネルギーが正定値で
あることを保証する条件となっており, この後具体的な系を考えるときにあらわな表式を与
える.
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ある分布関数に対して Einstein方程式を解くことで解を得たとき, その解を特徴付ける物
理量がどのようなものかを考える必要がある. 特に, 熱平衡状態を考えるにはエントロピーな
どの巨視的物理量を与える必要があるので, まずは一般に, 一粒子分布関数が与えられたとき
のスカラー量の流れとチャージを定義する. 適当なスカラー関数 F(f)で密度関数が与えられ
たとき, 一般にその四次元的な流れは

Fµ[f ] =
∫

dVp pµF(f) (5.3)

で定義され, そのチャージは時間一定面積分:

F [F(f)] :=
∫

Σ
dΣµ Fµ (5.4)

で表される. 例えば, F(f) = f のときにはそのチャージ N [f ]は全粒子数を表し, 流れは当
然粒子数の流れになる. また, F(f) = −f(ln f − 1)とすれば (5.3)はエントロピーの流れを,
(5.4)は系の全エントロピーを表す.

5.1.2 Boltzmann方程式と熱平衡状態
このようにして巨視的な物理量を定義したわけだが, これらは一般に保存するとは限らな
い. というのも, 粒子系に衝突がある場合には一粒子分布関数は保存しないために, その積分
も保存するとは限らないからである. ここでは一粒子分布関数の時間発展1）は, Newton重力
の Boltzmann方程式を相対論的系に拡張した相対論的 Boltzmann方程式で記述されると考
える. 相対論的な系での Boltzmann方程式を得るには, 各粒子の固有時 τ に関する微分2）に
置き換えれば良い:

df
dτ

= dxµ

dτ
df
dxµ

+ dpi

dτ
df
dpi

= C[f ]. (5.5)

ここで衝突項 C[f ] は, Newton 重力系の場合と同様に有限粒子数による補正項とみなす.
C[f ] = 0とした場合の系, つまり無衝突粒子による系を Einstein–Vlasov系と呼ぶ. このとき
Newton重力の場合と同様に, 相対論的な H関数を

H :=
∫

Σ
dΣµ Hµ, Hµ :=

∫
dVp pµf(ln f − 1) (5.6)

と定義することができ, これはNewton重力の場合と同様に時間変化に対して減少するか変化
しない. 従って相対論的な場合にも Boltzmann-Gibbsエントロピーに関する増大則が成り立
つので, Newton重力の場合と同様に熱平衡状態が定義できる. 熱平衡状態が満たすべき条件
については具体的な系で考えることにして, まずは無衝突系の一般論について簡単にまとめ
ておく.

1） 相対論的な系における時間発展というのは, 時空を時間一定面の和集合としてその時間一定面の時間発展を追
うということになる.

2） 無質量粒子の場合にはアフィンパラメータで書くべきだが, ここでは一貫して τ を用いる.
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5.2 静的球対称 Einstein–Vlasov系

5.2.1 静的球対称時空と力学的平衡状態
静的球対称時空とは, 等長変換群 Rt × SO(D − 1)を持つ時空である. 従って, 時間並進を
生成する時間的 Killingベクトル:

η := ∂t (5.7)

と (D − 1)次元回転群を生成する空間的 Killingベクトルの組み:

{ξi}, i = 1, 2, · · · , (D − 1)(D − 2)
2

(5.8)

を持ち, これらは so(D − 1)代数

[ξi, ξj ] = Cij
kξk (5.9)

を成す. ただし Cij
k は so(D − 1)代数の構造定数である. 一般に, (D − 1)次元回転群を生成

する Killingベクトルは (D − 1)次元実行列の反対称成分の数に等しい. 例えば D = 4, つま
り二次元球面 S2 の場合には, 具体的な角度座標 (θ, ϕ)を用いて

ξ1 = − sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ,

ξ2 = − cosϕ∂θ + cot θ sinϕ∂ϕ,

ξ3 = ∂ϕ

(5.10)

と表すことができ, この場合の構造定数は完全反対称テンソル Cij
k = ϵij

k となる. 既に述
べたように, 時空に Killing ベクトルが存在するとき, 時空中の粒子の運動量を用いて測
地線に沿った保存量を構成することができる. 静的球対称時空の場合, 以下のような合計
1 + d(d− 1)/2個の独立な保存量が存在する:

ε := −p · η, ji := p · ξi. (5.11)

四次元時空の場合と同様に, 物理的には εは粒子のエネルギー, ji は粒子の角運動量の i方向
の成分を意味する. 定義よりこれらは各粒子に沿って保存するので, 一粒子分布関数が

f = f(ε, ji) (5.12)

の形で仮定すると相対論的 Boltzmann方程式を自動的に満たす3）. ところが実際には, 分布
関数が ji に対して独立に依存してしまうと時空の球対称性を破ってしまう. なぜならばこの

3） これは Newton重力では Jeansの定理により必要十分性が保証されるが, 相対論的な場合にはその反例が知
られている [99].
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とき, 添字 iの方向という特別な方向が生まれてしまうからである. そこでここでは角運動量
の大きさ J ≥ 0を

J2 :=
∑
i

ji
2 (5.13)

で定義し, 分布関数として

f = f(ε, J) (5.14)

を仮定する.
次節より, 式 (5.14)の形で表される一般の分布関数に対してその物理量を計算し, Einstein
方程式の構造の外観を見る. その前に準備として, 具体的な座標を導入して一般次元での静的
球対称時空の計量関数を定義しておく. 一般に, 静的球対称時空の計量は以下のように表すこ
とができる:

gµν dxµ dxν = −e2µ(r) dt2 + e2ν(r) dr2 + r2dΩ2
D−2. (5.15)

ここで, dΩ2
D−2 はD − 1次元球面の計量で, この第 II 部では次の超曲面座標を用いる:

dΩ2
D−2 = dθ2

1 + sin2 θ1dθ2
2 + · · · + sin2 θ1 sin2 θ2 · · · sin2 θD−3dθ2

D−2. (5.16)

すると, 式 (5.11)で定義した保存量は具体的に,

ε = −pt, J2 = r4
[
(pθ1)2 + · · · + sin2 θ1 · · · sin2 θD−2(pθD−2)2] (5.17)

と表せる.

5.2.2 Einstein–Vlasov系の物理量
一粒子分布関数を一つ決めたとき, その多体系が作るエネルギー運動量テンソルは分布関
数の運動量空間積分 (5.1)で与えられる. 従って実際にその解を構成するには, 運動量空間
積分を実行することで時空点の関数としてエネルギー運動量テンソルを与え, それに対する
Einstein方程式を解くことになる. いま, 分布関数は式 (5.14)で表されていると仮定している
ので, 運動量空間の積分測度をこれらの変数として与えておくと都合が良い. また, エネル
ギー積分と角運動量積分は質量殻条件を通して関連づいており, その積分は一般には分離し
ない. ところが分布関数がある条件を満たすときには積分が分離する座標系が存在し, 解析が
行いやすくなる. ここではそのような座標系による運動量空間の積分測度の表式を導出し, さ
らにエネルギー運動量テンソルと次章で用いる多体系の粒子数等の形式的な表現を与える.
計量が式 (5.15)で与えられる座標系において, 粒子の質量殻条件は具体的に

−e2µ(pt)2 + e2ν(pr)2 + r2
[
(pθ1)2 + · · · + sin2 θ1 · · · sin2 θD−2(pθD−2)2] = −m2 (5.18)
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と表すことができる. 時空が静的な場合, 粒子のエネルギーを保存量として定義できているの
で運動量が未来向きであるという条件は粒子のエネルギーに関する階段関数で表現できる.
するとこのとき, エネルギーの正定値性も含めた運動量空間の積分測度は次のように与えら
れる:

dVp = 2
√

− det g δ(p2 +m2)θ(ε) dDp . (5.19)

ここでデルタ関数は既に述べた通り, 粒子の運動量が質量殻条件を満たす超曲面上で議論す
ることを意味している.
エネルギーと角運動量の具体的な表式 (5.17)を用いれば, 階段関数も考慮して

ε = eµ
[
m2 + e2ν(pr)2 + J2

r2

] 1
2

(5.20)

となる. これを用いれば pt 積分についての積分を実行することができ, 積分された (D − 1)
次元の積分測度をあらためて dVp と書くことにすれば,

dVp =
√

−g
ε

dpr ∧ dpθ1 ∧ · · · ∧ dpθD−2 ,

= eµ+ν

ε
dpr ∧ dpθ1 ∧ d

(
sin θ1p

θ2
)
,

∧ · · · ∧ d
(
sin θ1 sin θ2 · · · sin θD−3p

θD−2
) (5.21)

と表すことができる. 上式は動径成分と角度成分に分解できるので, それぞれ変数変換するこ
とで保存量の積分としての表式を以下より導出する.
まず角度成分について, 角運動量 J と新たな角度座標 (ψ1, ψ2, · · · , ψD−3)を用いて

pθ1 = J

r2 cosψ1,

sin θ1p
θ2 = J

r2 sinψ1 cosψ2,

...

sin θ1 sin θ2 · · · sin θD−4p
θD−3 = J

r2 sinψ1 sinψ2 · · · sinψD−4 cosψD−3,

sin θ1 sin θ2 · · · sin θD−3p
θD−2 = J

r2 sinψ1 sinψ2 · · · sinψD−4 sinψD−3

(5.22)

と定義する. すると, (pθ1 , pθ2 , · · · , pθD−2)に関する積分は半径 J/r2 の球面積分と等しいこと
がわかるので,

dpθ1 ∧ d
(
sin θ1p

θ2
)

∧ · · · ∧ d
(
sin θ1 sin θ2 · · · sin θD−3p

θD−2
)

= JD−3

r2(D−2) dJ ∧ dΩD−3 (5.23)

と書ける. ここで dΩD−3 は (D − 3)次元球面の面積要素である. 一方動径方向については,
式 (5.20)が pr について偶関数であることに注意すると, 質量殻条件 (5.20)をそのまま用い
れば,

dpr = 2e−µ−ν
[
ε2 − e2µ

(
m2 + J2

r2

)]− 1
2

ε dε+ angular term (5.24)

目次へ



第 5 章 相対論的自己重力多体系 69

となることがわかる. 以上より, 体積要素は保存量 (ε, J)と角度座標 (ψ1, ψ2, · · · , ψD−3)を用
いて

dVp = 2JD−3

r2(D−2)

[
ε2 − e2µ

(
m2 + J2

r2

)]− 1
2

dε ∧ dJ ∧ dΩD−3 (5.25)

と表せる.
最後に, 変数分離型の分布関数を用いる際に便利な座標系を定義し、それによる表式を求め
る. そのために, 変数 (ε, J)がとり得る領域を簡潔に述べる. いま, ε > 0 かつ J > 0であり,
質量殻条件を満たすので εを固定したとき J は上限値を持つ. その値を Jmax と書くことにす
ると, Jmax は式 (5.20)で pr = 0としたときの解で

Jmax = r2
(
ε2

e2µ −m2
)

(5.26)

である. 当然ながらこの最大値は, 粒子があるエネルギーを持つときに静止質量以外を全て角
運動量が担っている場合に対応している. 反対に, ある角運動量を持つ粒子は動径方向の運動
量を持っていなかったとしても可能なエネルギーの最小値を持つわけである4）.
さて, この最大値 Jmax を用いて新たな変数 s ∈ [0, 1]を

s :=
(

J

Jmax

)2

(5.27)

で定義すると,

ε2 − e2µ
(
m2 + J2

r2

)
= (1 − s)

(
ε2 −m2e2µ) (5.28)

なので,

dVp = e−(D−2)µs
D−4

2
√

1 − s
(ε2 −m2e2µ)

D−3
2 dε ∧ ds ∧ dΩD−3 (5.29)

である. 最後に, ε̂ = e−µεとすれば,

dVp = s
D−4

2
√

1 − s
(ε̂2 −m2)

D−3
2 dε̂ ∧ ds ∧ dΩD−3 (5.30)

が得られる. もちろん ε̂は局所慣性系における粒子のエネルギーであり, 静止質量の値を最小
値に持つことと対応する. 従って変数 (ε̂, s, ψi)の積分領域は

ε̂ ∈ [m,∞) , s ∈ [0, 1], ψi ∈ [0, π] if 1 ≤ i ≤ D − 4, ψD−3 ∈ [0, 2π) (5.31)

となる. この表式で（技術的に）重要なことは, ε̂積分と s積分の積分領域が独立で, かつ測度
以外の部分がそれぞれの関数の積で書けていることである. 従って残りの被積分関数, 具体的
には分布関数と運動量の成分の積が変数 (ε̂, s, ψi)に関して分離していれば積分を独立に実行

4） これは既に述べた粒子の有効ポテンシャルに含まれるパラメータの関係性と対応している.
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できる. 静的球対称の仮定の下では分布関数は ψi には依存しないため, (ε̂, s)に関して分離す
れば良い. これは数値計算を実行する際には大きな利点となる. ところが前提として, 分布関
数は f(ε, J)の形を仮定しているので, 一般にこれが f(ε, J) = fε(ε)fs(s)の形に書けるとは限
らない. そこでよく用いられるのが, 角運動量 J に関して冪的な依存性を持つ分布関数であ
る. この仮定により, 式 (5.27)からわかるように分布関数が分離するので解析が容易になる.
ここでは単に, 適切な仮定により分布関数が次のような形

f(ε, J) = fε̂(ε̂)fs(s) (5.32)

に帰着したとして話を進めることにする. またこのとき, エネルギーや角運動量にカットオフ
を入れることがしばしばある5）が, ここでは関数 fε̂(ε̂)および fs(s)に全て取り込まれている
とする.
それではこの仮定の下で多体系の物理量がどのように与えられるかを計算していく. 静的
球対称時空においては, エネルギー運動量テンソルについて意味があるのは

ρ(r) := −Ttt, p(r) := Tr
r, pT (r) := Tθi

θi (5.33)

である. ここで ρ(r)はエネルギー密度, p(r)は動径方向の圧力, pT (r)は接方向の圧力をそれ
ぞれ表す. 圧力が動径方向と接方向で異なるのは, 多体系においては運動量空間において運動
量の分散が非等方的になることが可能なためである. 実際, 例えば完全流体では p = pT であ
りこのような解は構成できないことが容易に理解できる. なお, 球対称性により全ての θi に
ついて pT は等しくなる. また非対角成分については Einstein方程式により零になるので, 独
立成分は上記の三個となる.
まずエネルギー密度について, −ptpt = e−2µε2 = ε̂2 なので

ρ(r) =
∫ 1

0
ds s

D−4
2

√
1 − s

fs(s)
∫ ∞

m

dε̂
(
ε̂2 −m2)D−3

2 ε̂2fε̂(ε̂)
∫

dΩD−3 (5.34)

を得る. 次に, 動径方向の圧力について, prpr = (1 − s)(ε̂2 −m2)より

p(r) =
∫ 1

0
ds s

D−4
2

√
1 − sfs(s)

∫ ∞

m

dε̂
(
ε̂2 −m2)D−1

2 fε̂(ε̂)
∫

dΩD−3 (5.35)

である. 最後に, 接方向の圧力は pθi
pθi = s(ε̂2 −m2) cos2 ψ1 より

pT (r) =
∫ 1

0
ds s

D−2
2

√
1 − s

fs(s)
∫ ∞

m

dε̂
(
ε̂2 −m2)D−1

2 fε̂(ε̂)
∫

dΩD−3 cos2 ψ1 (5.36)

角度積分について, ∫
dΩD−3 = SD−2

2
= (D − 2)

∫
dΩD−3 cos2 ψ1 (5.37)

5） エネルギーのカットオフは空間的にコンパクトな解を構成することが目的のことが多い. また, 角運動量に下
限を設けることで中心が空洞な球殻状の解を構成できる. こちらは中心ブラックホールを伴う系に注目している
場合に便利である. 当然であるが, いずれの場合も実際にはモデル化したい系に合わせて分布関数を選ぶわけで
ある.
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が成立することを用いれば結局,

ρ(r) = SD−2
2

∫ 1

0
ds s

D−4
2

√
1 − s

fs(s)
∫ ∞

m

dε̂
(
ε̂2 −m2)D−3

2 ε̂2fε̂(ε̂), (5.38a)

p(r) = SD−2
2

∫ 1

0
ds s

D−4
2

√
1 − sfs(s)

∫ ∞

m

dε̂
(
ε̂2 −m2)D−1

2 fε̂(ε̂), (5.38b)

pT (r) =
SD−2

2

D − 2

∫ 1

0
ds s

D−2
2

√
1 − s

fs(s)
∫ ∞

m

dε̂
(
ε̂2 −m2)D−1

2 fε̂(ε̂) (5.38c)

となる. ここで分布関数が運動量分散について等方的な場合を考えると fs(s) = 1であるが,
このとき beta関数の性質より p = pT になることが容易に確認できる. すなわち, 分布関数が
角運動量に依存しない関数の場合にはそのエネルギー運動量テンソルは等方的となる.
次に粒子数密度 n(r)の表式を導出する. 第二種変形 Bessel関数について, 部分積分するこ
とで∫ ∞

1
dε̂
(
ε̂2 − 1

)n− 1
2 ε̂e−zε̂ = 1

2n+ 1

∫ ∞

1
dε̂ d

dε̂

((
ε̂2 − 1

)n+ 1
2
)

e−zε̂,

= 1
2n+ 1

[(
ε̂2 − 1

)n+ 1
2 e−zε̂

]∞

1
+ z

2n+ 1

∫ ∞

1
dε̂
(
ε̂2 − 1

)n+ 1
2 e−zε̂,

=
Γ(n+ 1

2 )
√
π
(
z
2
)n Kn+1(z)

(5.39)

を得る. 従って,

n(r) :=e−µ+ν
∫

dVp εeα−βε,

=eα+ν 2πD−1
2

Γ(D−1
2 )

∫ ∞

1
dε̂ (ε̂2 − 1)

D−3
2 ε̂e−zε̂,

=2eα+ν
(

2π
z

)D−2
2

KD
2

(z)

(5.40)

となる.

5.2.3 Einstein–Vlasov系の重力場
三次元回転群の軌道が二次元球面を成すように, 一般に d次元回転群は (d− 1)次元球面を
なすので, その軌道の次元は (d− 1)となる. 静的球対称時空においてはそれに加えて時間的
Killingベクトル ηを持つので静的球対称時空の方程式系はその時空次元によらず余等質 1と
なる. すなわち, Einstein方程式が動径座標 rに関する常微分方程式で表される.

(5.15)の座標系において, 静的球対称時空における Einstein方程式は, 以下の二本の一階常
微分方程式で表される:

−16πr2ρ(r)e2ν = (D − 3)(D − 2) + e2ν(−(D − 3)(D − 2) + 2Λr2)− 2(D − 2)rν′, (5.41a)

16πr2p(r)e2ν = (D − 3)(D − 2) + e2ν(−(D − 3)(D − 2) + 2Λr2)+ 2(D − 2)rµ′. (5.41b)
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このうち式 (5.41a)については形式的には積分を実行することができる. 特にここで中心で
の正則条件を課すと, 円錐特異点が存在しないためには ν(0) = 0である必要がある. 従って,

e−2ν = 1 − kM(r)
rD−3 − 2Λ

(D − 1)(D − 2)
r2, k := 16π

(D − 2)SD−1
(5.42)

となる. ここでM(r)はMisner–Sharp質量 (準局所的な質量)で,

M(r) := SD−1

∫ r

0
duuD−2ρ(u) (5.43)

と定義される. 式 (5.42)を式 (5.41b)に代入することで

µ′ = e2ν

r

[
k(D − 3)M(r)

2rD−3 + 8πr2p(r)
D − 2

− 2Λ
(D − 1)(D − 2)

r2
]

(5.44)

を得る.

5.2.4 相対論的熱平衡状態の導出
相対論的な熱平衡条件

δS + α δN − β δM = 0 (5.45)

から熱平衡状態における一粒子分布関数の関数形を求める. ただし, ここではより一般的な場
合としてエントロピー密度が S(f)で与えられる場合を考え,

S[S(f)] :=
∫

Σ
dΣµ Sµ, Sµ[S(f)] =

∫
dVp pµS(f) (5.46)

として S(f)に対する条件として求める.
相対論的な系において厄介になるのが, 粒子の質量殻条件が時空点に依存しており, 分布
関数を変化させたことによる時空の変化が複雑になることである. そこで煩雑さを避けるた
めに, まずは粒子の局所慣性系を導入する. 局所 Lorentz変換 eµµ̂ により局所慣性系の計量
ηµ̂ν̂ = diag(−1, 1, · · · , 1)を

ηµ̂ν̂ = eµ µ̂e
ν
ν̂gµν (5.47)

で導入すると, 具体的には,(
eµµ̂

)
= diag

(
e−µ, e−ν ,

1
r
, · · · , 1

r sin θ1 sin θ2 · · · sin θD−3

)
(5.48)

と表せる. すると定義から明らかに, 運動量空間の不変体積要素は以下のように書き直せる:

dVp = 2δ(p2 + 1)θ(ε̂) dDp

= 1
ε̂

dpr̂ ∧ dpθ̂1 ∧ · · · ∧ dpθ̂D−2 . (5.49)

目次へ



第 5 章 相対論的自己重力多体系 73

ここで ε̂ := −pt̂ は局所慣性系での粒子のエネルギーを表す. 以降の議論では, 分布関数の変
分は局所慣性系で表示された運動量を固定して考えることに注意する.
熱平衡状態の分布関数を fTE と書くこととし, 計量関数についても µTE や νTE と表すこと
にする. その近傍の分布関数 f = fTE + δf によって得られる静的球対称な自己重力系を考え
たとき, その Einstein方程式の解は関数 µTE + δµと νTE + δν で表される. このとき, エネル
ギー密度の変分を

δρ :=
∫

dVp ε̂2δf (5.50)

で定義すると, Einstein方程式の (r, r)成分から

d
dr
(
rD−3e−2νTE δν

)
= 8π
D − 2

rD−2 δρ (5.51)

が導かれる. 従って δf と δν は独立な変分ではないが, しばらくはこれらが独立であると思っ
て計算を進め, 必要なところでこの関係式を用いることとする. これはもちろん, 非相対論的
な場合には δϕと δρが Poisson方程式を通して関係していることと同様の関係式である.
一般に物理量 (5.4)の変分は

δF := = F [f + δf ] − F [f ],

=
∫

dΓ ε̂δ(eνF),

=
∫

dΓ eν ε̂
[(

Fδν + ∂F
∂f

δf

)
+ O

(
δf2)]

(5.52)

と書けることから, 式 (5.45)は∫
dr rD−2

∫
dVp

{
eν ε̂
(

S δν + ∂S
∂f

δf

)
+ αeν ε̂(f δν + δf) − βε̂2 δf

}
= 0 (5.53)

と表すことができる. ここで β̂ := eµβ と定義し, s∗ を

s∗ := ∂S
∂f

+ α− βε = ∂S
∂f

+ α− β̂ε̂ (5.54)

で導入すると, 式 (5.53)はさらに以下のように書き直せる:∫
dr rD−2

∫
dVp (S δν + s∗ δf + αf δν)eν ε̂+

∫
dr rD−2β

(
eµ+ν − 1

) ∫
dVp ε̂2 δf = 0.

(5.55)

計量関数とエネルギー密度及び圧力に関して, Einstein方程式から

µ′ + ν′ = 8π
D − 2

re2ν(ρ+ p) (5.56)
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が成り立つことを用いると, 第二項は∫
dr rD−2β

(
eµ+ν − 1

) ∫
dVp ε̂2 δf ,

=
∫

dr β
(
eµ+ν − 1

) (D − 2)
8π

d
dr
(
rD−3e−2ν δν

)
,

= − (D − 2)β
8π

∫
dr (µ′ + ν′)eµ−νrD−3 δν ,

= − β

∫
dr rD−2eµ+ν(ρ+ p) δν

(5.57)

となることが確認できる. 従って, 式 (5.55)は結局∫
dr rD−2

∫
dVp (H δν + s∗ δf)eν ε̂− β

∫
dr rD−2eµ+ν(ρ+ p) δν = 0 (5.58)

となる. ただしH = S + αf とした.
ここで, G = G(ε, J)の形で表される関数に対して成り立つ恒等式:∫

dVp
∂G

∂ε

∣∣∣∣
J

(pt)i(pr)j = −i
∫

dVpG(pt)i−1(pr)j − (j − 1)e−2µ+2ν
∫

dVpG(pt)i+1(pr)j−2

(5.59)

を用いる. その証明は付録 Eに記しておく. 式 (5.59)で (i, j) = (1, 2)とすると

ρ+ p = −
∫

dVp ptptf +
∫

dVp prprf,

=e−2ν
{∫

dVp (pr)2
f + e−2µ+2ν

∫
dVp (pt)2

f

}
,

= − e−2ν
∫

dVp (pt)(pr)2 ∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

,

=eµ
∫

dVp ε̂ prpr
∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

(5.60)

が得られるので,

β(ρ+ p) =βeµ
∫

dVp ε̂ prpr
∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

,

=
∫

dVp prprβε
∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

(5.61)

であることが分かる. ここで明らかに
∂S
∂ε

∣∣∣∣
m,J

= ∂S
∂f

∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

= (s∗ − α+ βε)∂f
∂ε

∣∣∣∣
J

(5.62)

が成立するので,

β(ρ+ p) =
∫

dVp prpr
(
∂S
∂ε

∣∣∣∣
J

+ α
∂f

∂ε

∣∣∣∣
m,J

− s∗ ∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

)
,

=e−2ν
∫

dVp (pr)2 ∂H

∂ε

∣∣∣∣
J

−
∫

dVp prprs∗ ∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

(5.63)
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である. 次に, 式 (5.59)で (i, j) = (0, 2)とすると

β(ρ+ p) =e−µ
∫

dVp ε̂H −
∫

dVp prprs∗ ∂f

∂ε

∣∣∣∣
J

(5.64)

であるから, 式 (5.58)は

0 =
∫

dr rD−2
[∫

dVp (H δν + s∗ δf)eν ε̂− βeµ+ν(ρ+ p) δν
]
,

=
∫

dr rD−2
∫

dVp
(
ε̂ δf + prp

reµ ∂f
∂ε

∣∣∣∣
J

δν

)
eνs∗

(5.65)

と書き直せる. 分布関数の変分 δf と 計量関数の変分 δν は従属な変分であることを思い出す
と, 上式が任意の変分について成り立つためは s∗ = 0が必要十分条件である. 従って, 一般の
エントロピー密度 S(f)についての熱平衡条件は

∂S
∂f

+ α− βε = 0 (5.66)

となる. 特に Boltzmann–Gibbs エントロピーの場合には, − log f + α − βε = 0 より,
Maxwell–Jüttner分布関数

fMJ = exp(α− βε) (5.67)

が導かれる.
ここで重要なことは, 熱平衡状態では分布関数が角運動量 J に依存していないことである.
従って熱平衡状態は運動量空間について等方的であり, 分散を持たない. これは式 (5.32)に
おいて fs(s) = 1となることを意味し, 既に述べたようにこのとき p = pT となる.
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第 6章 相対論的重力熱的不安定性

前節までで相対論的熱平衡状態が満たすべき条件が求まり, 分布関数が Maxwell–Jüttner
分布関数で与えられることが確認できた. この第 6 章では Maxwell–Jüttner 分布に対する
Einstein方程式を解くことで相対論的な熱平衡状態を構成し, さらにその安定性解析を行う.

6.1 相対論的熱平衡状態の記述

6.1.1 漸近 AdS時空の閉じ込め機構と熱平衡状態
物質の配位や重力場の方程式を導出する前に, 元々の動機に立ち返って以降で我々がどの
ような解を構成すべきかを簡単に整理しておく. またそれに伴い, 我々が扱う系と第 I 部で述
べた系との決定的な違いについても確認する.
まず, 第 I 部で扱った非相対論的な自己重力多体系において, 多体系は断熱壁によって閉じ
込められた系を考えていた. これは, 自己重力系の熱平衡状態は断熱壁によって人工的に閉じ
込めなければ有限の質量を持つ解を構成できないからである. 一方で, 既に述べたように, 漸
近 AdS時空においては AdS障壁による閉じ込め機構が働く. 従って, 負の宇宙項を導入すれ
ば, 人工的な断熱壁を導入することなく有限の質量を持つ熱平衡解を構成できることが期待
されるわけである. そこで我々は, Einstein方程式を中心から無限遠まで解くことで, 人工的
な壁やカットオフのない相対論的な熱平衡状態を構成した上で, 負の宇宙項によって定めら
れる長さスケールである AdS半径 Lを自己重力系の典型的な大きさであるとみなす. すると
熱平衡状態は Newton重力の場合と同様に, 全粒子数N , 全質量M , そして系のサイズ Lによ
り指定される状態となることが期待できる. 以降, 第 6 章では熱平衡状態を構成してそのパラ
メータ依存性を見ることで確かに AdS半径が系のサイズを特徴付けることを確認した上でそ
の安定性解析を行う.

6.1.2 熱平衡状態の局所的な物理量
熱平衡状態における物理量の具体的な表式を導出する. ここまでの解析では, 多体系を構
成する粒子の質量が有限であるかどうかに関わらず適用可能な記述をおこなってきた. とこ
ろが既に述べたように, 粒子の質量が零の場合にはその測地線は無限遠, つまり AdS境界に
有限の時間で到達する. 従って無質量粒子による熱平衡状態を作ることはできないと考え
られる. そこで以降では粒子の質量を正定値とし, 簡単のため m = 1 とする. 既に求めた
Maxwell–Jüttner 分布関数を, 前章で求めたエネルギー運動量テンソルの一般的表式に適用
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して積分を実行する. まず, Maxwell–Jüttner 分布関数を変数 (ε̂, s)で書き直すと,

fMJ = exp(α− βε) = exp(α− zε̂) (6.1)

となる. ここで z := eµβ とした. すると fs(s) = 1で, s積分については∫ 1

0
ds s

D−4
2

√
1 − s

=
√
πΓ(D−2

2 )
Γ(D−1

2 )
,

∫ 1

0
ds s

D−4
2

√
1 − s =

√
πΓ(D−2

2 )
2Γ(D+1

2 )
, (6.2)

と計算できる. するとエネルギー密度と圧力は, 式 (5.38)より

ρ(r) = eαSD−1

∫
dε̂ (ε̂2 − 1)

D−3
2 ε̂2e−zε̂, (6.3a)

p(r) = eαSD−1

D − 1

∫
dε̂ (ε̂2 − 1)

D−1
2 e−βε̂ (6.3b)

となる. 既に述べたように, 熱平衡状態では fs(s) = 1なので p = pT となっている. さらにエ
ネルギー積分は第二種変形 Bessel関数Kν(z)を使えば解析的に表現できて,

ρ(r) = 2eα
(

2π
z

)D−2
2
(
D − 1
z

KD
2

(z) +KD−2
2

(z)
)
, (6.4a)

p(r) = eα

π

(
2π
z

)D
2

KD
2

(z) (6.4b)

となる. 同様にして, 粒子数密度は

n(r) = 2eα+µ
(

2π
z

)D
2 −1

KD
2

(z) (6.5)

と書ける.

6.2 重力場の方程式と解の性質

6.2.1 Einstein方程式の表式と境界条件
今我々が興味あるのは負の宇宙項によって閉じ込められた自己重力多体系であるから, 以
降では Λ < 0とする. このとき一般次元における AdS半径は, 式 (4.37)を思い出すと

L :=
[
− (D − 1)(D − 2)

2Λ

] 1
2

(6.6)

と定義できる. AdS半径 Lを用いれば, Einstein方程式 (5.44)は

µ′ =
k(D−3)M(r)

2rD−3 + r2

L2 + 8πr2p(r)
D−2

r
(

1 − kM(r)
rD−3 + r2

L2

) (6.7)
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と書き直せる. ここでは中心で正則な解に注目する. 後は式 (6.7)をエネルギー運動量テンソ
ルの下で数値的に解けば良いわけであるが, 具体的に解を構成する前に, 数値計算を実行しや
すい無次元化を行う.
いま時空は中心で正則であり, 物質の配位は式 (6.3b)で与えられるので, エネルギー密度は
中心で有限の値を持つ. その値を ρc と書くことにすると, 典型的な長さ ℓを

ℓ := (SD−1ρc)− 1
2 (6.8)

で定義できる. そこで無次元の動径座標 x = r/ℓを導入し, さらに, 各物理量も ρc を用いて以
下のように無次元化できる:

ρ̃(x) =
(D − 1)KD

2
(z)e−y + zcKD

2 −1(z)
(D − 1)KD

2
(zc) + zcKD

2 −1(zc)
e−( D

2 −1)y, (6.9a)

p̃(x) =
KD

2
(z)

KD
2

(zc)
e− D

2 y, (6.9b)

ñ(x) =
KD

2
(z)

KD
2

(zc)

(
1 − kM̃(r)

xD−3 + x2

λ2

)− 1
2

e−( D
2 −1)y. (6.9c)

ここで zc := z(0)であり,

wc =
KD

2
(zc)

(D − 1)KD
2

(zc) + zcKD
2 −1(zc)

(6.10)

とした. また, 準局所的量についても

M̃(x) =
∫ x

0
dz zD−2ρ̃(z), Ñ(x) = zcwc

∫ x

0
dz zD−2ñ(z) (6.11)

と定義した. すると新たな計量関数 y(x)を

y := µ− µc, µc := µ(0) (6.12)

が定義でき, y(x)に対する Einstein方程式は,

y′ =
k(D−3)M̃(x)

2xD−3 + x2

λ2 + 8πwcx
2p̃(x)

(D−2)SD−1

x
(

1 − kM̃(x)
xD−3 + x2

λ2

) (6.13)

となる. ここで λ = L/ℓは無次元化された AdS半径である. 中心における境界条件は y(x)の
定義より y(0) = 0である. Einstein方程式 (6.13)は二つの定数 (zc, λ)をパラメータとして持
つ. そのうち zc は粒子の質量で無次元化された逆温度で, 重力的な赤方偏移因子の中心での
値を決めるものとなっている1）. 一方 λは無次元化された AdS半径で, この系においてはそ
の大きさを決定づけるパラメータとなり, 特に λ → ∞の極限では Λ → 0, すなわち漸近平坦
極限に対応する. 解の配位に対する (zc, λ)の具体的な依存性については, 次節で数値計算の
結果を見ながら考察する.

1） ただし通常赤方偏移因子として使われる zとは異なる定義であることには注意してほしい.
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6.2.2 解の配位とパラメータ依存性
ここでは数値計算によって得られた解について, そのパラメータ依存性をエネルギー密度 ρ̃

とコンパクトネス

C(x) := M̃(x)/xD−3 (6.14)

の空間依存性から見ていく. まず初めに, 漸近平坦な極限において熱平衡解がどのような振る
舞いになるかを確認する. 図 6.1はD = 4の場合について, λ → ∞ として zcをいくつかの値
に変化させた場合の配位を図示した. 図 6.1aは半径 xの関数としてのエネルギー密度 ρ̃(x)
の値, 図 6.1bはコンパクトネス C(x)の値をそれぞれ示している.

(a) エネルギー密度
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(b) コンパクトネス

-3 -2 -1  0  1  2  3  4  5  6

-6

-5

-4

-3

-2

-1

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

半径: x

コ
ン
パ
ク
ト
ネ
ス

:
C

中
心
の
逆
温
度

:
ln
z

c

図 6.1 D = 4での λ → ∞極限における解の振る舞い.

図 6.1a から分かるように, 熱平衡状態では物質のエネルギー密度は中心にピークを持
ち, 遠方に行くに従って単調に減少していく. 実際 Einstein方程式とエネルギー保存則から
dρ̃ / dx < 0が容易に示せる. 一方図 6.1bは, コンパクトネスが振動しながら一定値に漸近す
ることを表している. 従って, 相対論的な状況においても, 漸近平坦な場合は有限の質量を持
つ熱平衡状態は実現できない2）. この極限において, 解の系列は zcの 1パラメータ系列として
表されるが, 図 6.1から読み取れるように zcが小さいほど大きなエネルギー密度を持ち, コン
パクトネスが大きくなる. これは中心が高温であるほど重力的な寄与が大きくなり, 相対論効
果が強まることを示している. 一方, 中心近傍の振る舞いについては M̃/x ∝ x2 程度で増加し
ていることが分かる. これは, エネルギー保存から中心近傍で ρ̃ ≃ 1 + O

(
x2)より M̃ ∝ x3 程

度になることからすぐに理解できる. なお, ρ̃の一階微分が中心で零になることも図 6.1aから
確認できる.
次に, 同様にD = 4の場合について, zc = 1に固定して λの値を変化させた図を図 6.2に示
した. 図 6.1と同様に, 図 6.2にはエネルギー密度を, 図 6.2aにはコンパクトネスを図示して
ある.

2） Boltzmann–Gibbsエントロピーの場合には質量は発散するが, 異なるエントロピーに対してはその限りでは
ない.
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(a) エネルギー密度
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(b) コンパクトネス
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図 6.2 D = 4における解の空間依存性の中心の逆温度 zc 依存性.

まず図 6.2aから明らかなのは, λを小さくするほど系の空間的な広がりが小さくなってい
ることである. 既に述べたように, AdS障壁は粒子を閉じ込める働きをしており, その大きさ
を決めているのが AdS半径であるから, 多体系の配位の空間的な広がりを AdS半径が決めて
いるわけである. これは図 6.2bからも見てとれる. いずれの場合も x ≳ λ付近からコンパク
トネスが単調に減少し始め, 十分遠方では 1/xのべきで単調減少する. これは同時に, 質量が
十分遠方で一定値に収束した解であることを意味し, 有限質量を持った熱平衡状態が実現さ
れていることがわかる. 一方, 中心近傍の振る舞いは遠方の構造に影響されないので漸近平坦
な場合と全く変わらず, M̃/x ∝ x2 程度となっている.
これらの結果の次元依存性について, D = 5とD = 10の場合で解の配位をプロットするこ
とで確認する. まず, 図 6.3には D = 5の場合での各 (zc, λ)でのエネルギー密度の配位を図
示した. 図 6.3aより, D = 4の場合と同様に, λが増えるにつれて系がコンパクトになること

(a) λ依存性 (zc = 1は固定)
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(b) zc 依存性 (λ = 1は固定)
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図 6.3 D = 5でのエネルギー密度の空間依存性とパラメータ依存性.

が分かり, もちろんこの場合も λ → ∞の極限で漸近平坦に近づく. 図 6.3bからは zc につい
ても D = 4の場合と同様に, 中心温度が大きくなるほど相対論的効果が強まることが示唆さ
れる.
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次に, 図 6.4に D = 5の場合, 図 6.5に D = 10の場合について, それぞれのコンパクトネ
スの値をそれぞれ図示した.

(a) λ依存性 (zc = 1は固定)
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(b) zc 依存性 (λ = 1は固定)
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図 6.4 D = 5におけるコンパクトネス C(x)のパラメータ依存性. 中心近傍で
は M̃(x)/x2 ∼ x2のように振る舞い, 十分遠方では M̃(x)/x2 ∼ x−2のように振
る舞うことが見てとれる.

(a) λ依存性 (zc = 1は固定)
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(b) zc 依存性 (λ = 1は固定)
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図 6.5 D = 10におけるコンパクトネス C(x)のパラメータ依存性. この場合
も中心近傍では C(x) ∝ x2 と振る舞う一方, 十分遠方では C(x) ∼ x−7 のように
振る舞う.

まず, 中心近傍の場合については次元によらず C(x) ∝ x2 で増加する. これは中心近傍の質
量が空間の体積に比例するためであり, 任意次元で C(x) ∝ x2 のように振る舞う. 一方遠方の
漸近系は, C(x) ∼ xD−3 となるから, いずれの次元でも質量が一定値に漸近することを示して
いる.

6.3 重力熱的不安定性
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6.3.1 熱力学変数の定義と解の系列の転回点
前節までで漸近 AdS条件を満たす熱平衡状態が構成でき, 確かにその空間的な広がりが

AdS半径で特徴付けられることが確認できた. そこでこの解の系列に対し, 転回点法を用いて
安定性解析を行う. 転回点法とは, 系が物理的なパラメータを一つ持つときに系の安定性をそ
のパラメータの依存性として調べる手法である. 相対論的な場合, 解の系列は 2パラメータで
記述されているためパラメータ空間は二次元となり, 解は三次元空間内の二次元曲面を描く.
ここではまず適切な物理量を二通り定義し, 解の系列を指定することを考える. その後その系
列に対し転回点法を適用し, 安定性解析を行う.
いま, 系を特徴付ける物理量は (M,N,L)である. このうち全粒子数 N で規格化すること
で,

Ẽ := E

N
=

∫
dxxD−2ρ̃

zcwc
∫
dxxD−2ñ

− 1, (6.15a)

L̃D−3 := LD−3

N
= λD−3

zcwc
∫
dxxD−2ñ

, (6.15b)

r̃D−3 := rD−3

N
= xD−3

zcwc
∫
dxxD−2ñ

(6.15c)

を定義できる. ただし E := M −N は全質量から粒子の静止質量を除いたもので, 重力熱的
エネルギー (gravothermal energy)と呼ばれる. このとき, 系の大きさに対応する量 L̃を固定
して考えれば,

(Ē, β̄) =

(
λD−3Ẽ(x)
Ñ(x)2 ,

βÑ(x)
λD−3

)∣∣∣∣∣
x→∞

(6.16)

はエントロピーに関して互いに共役な物理量となり, 熱平衡状態は L̃一定面において 1パラ
メータ曲線を描く. この曲線のパラメータとして σ := − log ρ̃(λ)を導入する. σはエネルギー
密度の中心での値と x = λでの値との比になっており, この値が大きいほど解の配位がより
尖った配位になっているといえるので, このパラメータ σ をシャープネスパラメータと呼ぶ
ことにする. さらに, 系列を指定するパラメータとして L̃の代わりに γ := log L̃を採用するこ
とにすれば, γで指定される平面内において (Ē(σ), β̄(σ))の挙動を見ることで安定性解析が行
えるというわけである.

6.3.2 二重渦構造
典型的な熱平衡状態が描く曲線として, D = 4の場合でパラメータを γ = 2.8とした場合の

(Ē, L̄)平面内の解の系列を示したものが図 6.6である. 典型的には, 熱平衡解の系列は図 6.6a
のような二重渦構造を描く. このような振る舞いは, 実は人工的な断熱壁で相対論的な自己重
力系を閉じ込めた系でもみられるものである [57, 58]. そこで [57, 58]に倣って, 右側 (高エネ
ルギー領域)の渦を “hot spiral”, 左側 (低エネルギー領域)の渦を “cold spiral”と呼ぶことと
する. 二つの渦構造は, それぞれがその中心に向かって反時計回りに回転しているので, エネ
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(a) 逆温度: β̄ = β̄(Ē)
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(b) シャープネス: σ = σ(Ē)
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図 6.6 D = 4, γ = 2.8における解の系列図 aとシャープネス図 b. 図 aから,
解の系列は二重渦構造を持つことがわかり, 従って熱平衡解は二個の不安定性
を持つことが読み取れる. 図 bを見ると, シャープネス σ は図の中央から両端
に向かって上昇する. これは図 aのそれぞれの渦の中心に向かって σが大きく
なることを意味しており, いずれの場合にもエネルギー密度がより中心に集中
した配位になっているといえる.

ルギーの転回点を無限個持ち, その点を通るたびに系は不安定になる. いずれの渦において
も, その不安定性は重力が持つ負の比熱に由来する. これは, 図 6.6bからエネルギー密度の配
位がそれぞれの渦の中心に向かって “尖った”配位になっていることからも確認できる.
これらの二つの渦は, AdS半径で定義されたコンパクトネスM/Lで特徴付けられる. なぜ
ならば, M/L = N/L

(
NĒ/L+ 1

)
= e−γ(1 + e−γĒ

)の関係があるため, γ が一定の場合には,
(Ē, β̄)平面において右側にいくほどM/Lが大きくなるためである. 従って, AdS半径で定義
されたコンパクトネスの意味で, hot spiralは cold spiralに比べてコンパクトであると結論づ
けられる. 以上の考察から, cold spiralは第 I 部で詳細に議論した, Newton重力における重力
熱的不安定性に対応する. 最初の転回点を超えた解の系列において, 粒子が重力から逃れるこ
とによってエネルギーを持ち去り, 負の比熱により中心部分の温度が上昇し続ける. このよう
な現象により系は不安定になり, コアハロー構造に類似した構造に発展することが期待され
る. 一方 hot spiralでは, 系がコンパクトになって不安定性が生じるので, 重力崩壊を起こし
てブラックホールを形成することが期待される. そのような振る舞いは Schwarzschild–AdS
時空における有効ポテンシャルの振る舞いから容易に想像できる. 既に見たように, ブラック
ホール質量が AdS半径に比べて十分大きいとき, 有効ポテンシャルは極小値を持たない. こ
れは重力による引力が大きく安定円軌道が存在しないことを表しており, いまの場合にも同
様の現象が起きることで自己重力系が不安定になると思われる. ただし, 時間発展によりどの
ような時空が実現されるかを知るためには, 実際に動的な Einstein方程式を解く必要がある
ことには注意したい.
図 6.7には D = 5の場合でパラメータを γ = 2.65とした場合の (Ē, L̄)平面内の解の系列
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を示した. この場合にも D = 4の場合と同様に二重渦構造を持っていることが確認できる.

(a) 逆温度: β̄ = β̄(Ē)
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図 6.7 D = 5, γ = 2.65における解の系列とシャープネス. D = 4の場合と同
様に二重渦構造を持っており, またシャープネスについてもそれぞれの渦の中
心に向かって大きくなっていることが分かる.

実は, 4 ≤ D ≤ 10では典型的には二重渦構造を持つ一方で D > 10では大きく構造が変化す
る. これは第 I 部で Newton重力の場合と同様であるが, 系列の次元依存性については最後の
節で議論することにして, 次節では, 先にパラメータ γ 依存性を見てみる.

6.3.3 系列の変化点
解の系列に対するパラメータ γ の依存性について確認する. パラメータ γ の定義を思い出
すと, γ = ln L̃D−3 で, 物理的には粒子数で規格化された AdS半径であった. いまの場合粒子
数は系の静止質量に等しいので, γ が小さいほど相対論的になることが期待できる. これを見
るためにD = 4, γ = 4の場合の解の系列を図 6.8に図示した. 図 6.8のように, γ の値を大き
くしていくと hot spiralが図の右側, (つまり, より高エネルギー側)に移動していく. 第 I 部
で見たように, 非相対論的な系ではもともと hot spiralは存在しないので, その意味で γ が十
分大きいとき系は非相対論的な系に漸近していくと考えられる.
一方, γ を小さくしていくと系の相対論的な効果が強まり, hot spiral が低エネルギー側
に移動していくことが予想される. また同時に, 図 6.9 に示した概念図のように二個の渦
が互いに近づいていく. その結果, ある臨界点 γ のとき, 二個の渦は衝突する. 図 6.10 は
D = 5, γ = 2.2525 の場合の解の系列とシャープネスのプロットである. この点を衝突点
(merge point)と呼ぶこととし, γm と書く. この値は次元に依存し, 例えばD = 4の場合には
γm ≃ 2.5300, D = 5では γm ≃ 2.2525であることが数値計算によって確認できる. 図 6.11に
は衝突点において解の系列がどのように振る舞うかを概念的に図示した. 図 6.11に記したよ
うに, γ = γm のとき, それぞれの渦に属するエネルギーに関する転回点と逆温度に関する転
回点の合計四点が一点に収束する. この値からさらに γ の値を小さくすると, この一点で繋ぎ
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図 6.8 D = 4, γ = 4.00の場合の解の系列. 高エネルギー領域の hot spiralが
より右側に移動し, Newton的な配位になっていることが分かる. なお, このと
きも hot spiralは存在しないわけではないことに注意する.

替えが起こり, 転回点が一つずつ消失し, 系列が二つに分裂する. ただしこのとき, 一点に収
束する転回点は必ず二個目の転回点なので, 渦が衝突した後にできる系列は不安定なままで
あることに注意する. 図 6.12には系列が二つに分裂した後の配位を, シャープネスと逆温度
及びシャープネスと重力熱的エネルギーの関係として図示した. 図 6.12からも γ > γm では
系列が二つに分裂していることが確認できるだろう.
さらに γ を小さくしていくと, 衝突点で形成された系列が消失し, 一つのループ状の系列の
みからなる曲線となる. このときの γ の値を γℓ と書き, その状態をループ点 (loop point)と
呼ぶことにする. 図 6.13は D = 5, γ = 2.2300の場合の系列とシャープネスである. 確かに
図 6.12では存在した系列の内, ループ状でない (二重渦構造を持つ)系列が消失していること
が分かる. この振る舞いを概念的に示したものが図 6.14である. ループ点となる γ の値も時
空の次元に依存し, 例えば D = 4の場合には γℓ ≃ 2.4468, D = 5の場合には γℓ ≃ 2.2300で
ある.
さらに γを小さくすると, 解の系列は収縮し始める. その結果, ある値 γvで系列はある一点
に収縮し, その値を超えると熱平衡状態が完全に消失する. この値を消失点 (vanishing point)
と呼ぶことにすると, もちろんこの値も時空次元に依存し, D = 4では γv ≃ 2.2286, D = 5で
は γv ≃ 2.1369となる. なおこのとき, 熱平衡状態が取れる熱力学量は一点のみであり, 例え
ばD = 5のそのときのエネルギーの値は Ē∗ ≃ 18.17であることが確かめられる.
ここまで時空の次元をD = 5に固定して γ 依存性を見てきたが, 4 ≤ D ≤ 10であればその
定性的な振る舞いは全て同様である. つまり, 解の系列は典型的には二重渦構造を持ち, その
形状はパラメータ γ に依存する. いずれの次元においても, パラメータ γ は系の相対論的効果
の強さを表すものと見做せ, γ が小さいほど相対論的効果が強まる. パラメータ γ には (Ē, β̄)
平面内で解の配位が変形する点 γm, γℓ, γv が三種類存在する. 特に, γ < γv の場合には熱平衡
状態は存在しない.
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(a) γ が比較的大きな場合
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(b) γ が比較的小さな場合
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図 6.9 解の系列の変遷を表した概念図. パラメータ γ を小さくしていくと, 低
エネルギー側の cold spiralが移動していき, hot spiralと近づく. その結果, γ
がある程度小さくなると系列の中央部分と交わる. ところがシャープネス σ の
空間で見れば, 実際に系列が分裂するなどといったことはなく, 単に一本の曲線
が (Ē, β̄)空間では重なっているように見えているだけであることが分かる.

6.3.4 安定性の臨界次元
最後に, 解の系列の時空次元依存性について考える. 第 I 部で述べたように, Newton重力
の場合の熱平衡状態は, D = 11を境に振る舞いが大きく変わる. 具体的には, (u, v)平面内に
おいて特異解の近傍での変数の固有値がD ≥ 11では実数値をとるため, 固定点周りで解の渦
構造が消失する. これは (Ē, β̄)平面内では Ē が転回点を持たないことと対応するため, 系が
不安定化しないことを意味する. 実はいま考えている漸近 AdS時空中の相対論的な系でも同
様の変化が起こる. 図 6.15は D = 11における解の系列を γ = 2.6でプロットしたものであ
る. 図 6.15bを見ると, 確かに σが振動していないことがわかる. これは図 6.15aで両端に渦
状の構造が存在しないことを示し, 従って系の安定性に関する臨界点が存在しないことを示
唆している. なお, 二つの渦構造はいずれもD = 11を境に消失することに注意しておく.
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(a) 逆温度: β̄ = β̄(Ē).
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(b) シャープネス: σ = σ(Ē).
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図 6.10 衝突点近傍 γ = 2.2525での解の系列とシャープネスの配位. 図 6.7で
は二個の渦は離れた位置にあったが, このときそれぞれが互いに衝突し, 繋ぎ変
わることが分かる. さらにこの場合には, 単に曲線同士が重なっているわけで
はなく実際に系列がつなぎ変わっていることが図 6.10bから確認できる.
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図 6.11 衝突点での解の系列の概念図. 衝突点において, 解の系列はそれぞれ
の渦の転回点が一致し, 特に四点が一点に収縮する. その結果安定性の臨界点
である転回点が一点になるため, cold spiralと hot spiralが繋がってできた共通
の点で不安定化するという現象が起きていることが分かる.
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(a) 逆温度: β̄ = β̄(σ).
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(b) シャープネス: σ = σ(Ē).
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図 6.12 D = 5, γ ≃ 2.25の場合の解の系列. 衝突点を超えてなお γ を小さく
すると, 系列の繋ぎかえにより二個の互いに連結でない系列により記述される.
このパラメータ領域においては, 解の系列は一個のループ状の系列と一個の二
重渦構造を持つ系列の二種類に大別される.

(a) 逆温度: β̄ = β̄(Ē).
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図 6.13 D = 5, γ ≃ 2.2300における解の系列とシャープネスの配位. 解の系
列は一個のループ状の曲線で記述される.
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(a) 分裂した系列
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(b) ループ状の系列
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Ē

β̄ β̄

σ

σ

Stationary points of Ē
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図 6.14 ループ点近傍の解の系列の概念図. 二個の系列の内二重渦構造を持つ
系列は収縮し, γ = γℓ で消失する. その結果解を構成する系列はループ構造を
持つ系列のみとなる. なお, この系列も γ が小さくなるに従って収縮し, 最終的
には γ = γv で完全に消失し, 熱平衡状態は存在できなくなる.

(a) 逆温度: β̄ = β̄(Ē).
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図 6.15 D = 11, γ = 2.6における解の系列とシャープネスの配位. 重力熱的エ
ネルギーは D = 11の場合でも有限の範囲しかとることができず系列には端点
が存在するものの, 端点の周りで渦状の構造は持たない. これは図 bでシャー
プネスが振動していないことからも読み取ることができる.
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第 II 部 まとめ

第 II 部では, D次元漸近 AdS時空における自己重力多体系の熱平衡状態を構成し, その安
定性解析を行なった.
その準備として第 4 章で相対論の導入を行い, その上でまずは時空中の粒子の運動につい
て議論した. 特に静的球対称な場合, 粒子の軌道に沿った保存量を定義することで有効ポテン
シャル中の粒子の運動に帰着させ, 重力の束縛や負の宇宙項がポテンシャル障壁として働く
ことなどを確認した. 次に共系図式を用いることで時空の大域的な構造を調べた. 具体例とし
て Schwarzschild時空と AdS時空を考えることでブラックホールの因果構造や AdS時空の閉
じ込め構造を確認した. さらに AdS時空の持つ閉じ込め機構により生じる重力乱流不安定性
に関するレビューを行なった. AdS時空では内部の物質が閉じ込められることで Einstein方
程式の非線形性を通して乱流現象を起こし, 境界条件次第では時間発展により地平面が形成
される. この現象の数値計算による結果と摂動論的理解を同時に考察することでエネルギー
カスケードの概略を見た.
次に漸近 AdS時空内の物質場の巨視的モデルとして自己重力多体系を提案し, 第 5 章に
おいて多体系の記述の仕方について議論した. 相対論的な系の場合も多体系は一粒子分布
関数により記述されるが, 運動量の質量殻条件などの観点から Newton 重力の場合に比べ
て系は複雑化する. 第 5 章ではそのような複雑な系を扱うために静的球対称時空における
Einstein–Vlasov系を考え, エネルギー運動量テンソルや Einstein方程式に関する基本事項を
まとめた. さらに分布関数の任意の変分に対する物理量の変分から熱平衡状態の分布関数が
Maxwell–Jüttner 分布で記述されることを示した.
最後に第 6 章では, 第 5 章で導出した熱平衡分布関数に対して実際に Einstein方程式を解
くことで熱平衡解を数値的に構成し, さらにその安定性を転回点法により調べた. D次元時空
において熱平衡解は Einstein方程式に含まれる二つのパラメータによってただ一つに指定さ
れる. 従って系は (γ, Ē, β̄)の三次元空間内において二次元曲面を描く. 特に γ を一定にした
とき熱平衡状態が描く系列は (Ē, β̄)内に一次元曲線を描く. 第 6 章ではこの系列に対して転
回点法を適用することで安定性解析を行なった. その結果, 熱平衡解は 4 ≤ D ≤ 10では二重
渦構造を持つ一方D ≥ 11では渦構造を持たないという結果を得た. 系はそれぞれの渦に対応
して二つの不安定性を持つ. 低エネルギー領域に対応する cold spiral は系の分裂を伴う重力
熱的不安定性であると考えられる. 一方, 高エネルギー領域に対応する hot spiral は重力崩壊
を伴う不安定性であることが期待される. また, パラメータ γ を変化させることで熱平衡解の
描く曲線の形状が変化することも示した.
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第 III 部 概略

第 III部では副論文 [100]に基づいて,回転を伴う五次元漸近AdS非球対称Einstein–Vlasov
系の解を構成する.
第 III部の構成は以下の通りである. まずは第 7章で,回転を伴う系としてR×SU(2)×U(1)
対称性を持つ時空の構成とその性質の概略を見る. そのために先に, 前提知識となる三次元球
面の対称性を確認する. 三次元球面は特殊な対称性を持ち, それを利用することで回転を伴い
ながらも対称性の高い時空を構成することができるので, まずはその対称性の構造を見る. そ
の後, 実際に R × SU(2) × U(1)対称性を持つ時空を構成し, その時空上のテスト粒子の測地
線方程式について議論する. さらに具体的な時空として等角運動量Myers–Perry–AdS5 時空
を用意し, その測地線を数値的に解くことで回転が粒子にどのような影響を及ぼすかを見る
とともに, R× SU(2) × U(1)対称性の物理的意味も確認する.
次に第 8 章で R × SU(2) × U(1) 対称性を持つ Einstein–Vlasov 系を構成する. ここで
は第 II 部で詳細に考察した熱平衡状態分布関数を拡張した分布関数を仮定し, その下で
Einstein–Vlasov系が持つ物理量が系のパラメータに対してどのような依存性を持つかを考え
る. 時空が角運動量を持つ場合, 粒子の質量殻条件が非自明になり、その結果エネルギー運動
量テンソルの導出が煩雑になるとともに, 球対称な場合と比べて自由度が増え, 計量の非自明
な関数が増加する. そこで第 8 章では, それらの具体的な表式の導出に関しても述べる. その
上で Einstein方程式を数値的に解くことで, 角運動量などの物理量を見るとともに遠方での
漸近構造についても考察する.
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第 7章 R × SU(2) × U(1)対称性を持つ時空

Einstein–Vlasov系を構成する前に, まずは R × SU(2) × U(1)対称性を持つ時空の性質に
ついて先に調べておく. ここではまず三次元球面 S3の対称性を調べ, その上のKillingベクト
ルの具体的な表式を求める. その後, それを利用して R × SU(2) × U(1)対称性を持つ時空の
計量を構成し, 対称性から導かれる性質について簡単に議論する. さらに, 対応するブラッ
クホール解として知られる五次元等角運度量Myers–Perry時空の具体的な表式を与え, 後の
Einstein–Vlasov系に向けた “等角運動量”の意味について議論しておく.

7.1 三次元球面の対称性

7.1.1 三次元球面の構成と計量の座標表示
三次元球面 S3 は, 四次元 Euclid空間中の超曲面として定義できる:

S3 =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4
∣∣∣∣x1

2 + x2
2 + x3

2 + x4
2 = 1

}
. (7.1)

ここで Hopf座標 (ϑ, φ, χ)

x1 = sinϑ cosφ, x2 = sinϑ sinφ, x3 = cosϑ cosχ, x4 = cosϑ sinχ (7.2)

を導入すると, 球面の三次元計量 γ は

γ = dϑ2 + sin2 ϑdφ2 + cos2 ϑdχ2 (7.3)

と表すことができる. ただし, 各座標の範囲は ϑ ∈ [0, π/2]および φ, χ ∈ [0, 2π)である. いま,
新たな角度座標 θ, ϕ, ψを

θ := 2ϑ, ϕ := −φ+ χ, ψ := φ+ χ (7.4)

で定義すれば,

γ = dϑ2 + sin2 ϑ dφ2 + cos2 ϑ dχ2

= dϑ2 + 1 − cos 2ϑ
2

dφ2 + 1 + cos 2ϑ
2

dχ2

= dϑ2 + 1
2
(
dφ2 + dχ2)+ cos 2ϑ

2
(
− dφ2 + dχ2)

= dϑ2 + 1
4

[
(− dφ+ dχ)2 + (dφ+ dχ)2

]
+ cos 2ϑ

2
(− dφ+ dχ)(dφ+ dχ)

(7.5)
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より, 結局

γ = 1
4
(
dθ2 + dϕ2 + dψ2 + 2 cos θ dϕ dψ

)
(7.6)

を得る. ただし各座標の範囲は, その定義より

θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π], ψ ∈ [0, 4π] (7.7)

である.

7.1.2 Killingベクトルと対称性
三次元球面 (S3,γ)は (7.6)の座標系において, 六個の独立な Killingベクトル場

σ1 := − sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ + csc θ cosϕ∂ψ, (7.8a)

σ2 := − cosϕ∂θ + cot θ sinϕ∂ϕ − csc θ sinϕ∂ψ, (7.8b)

σ3 := ∂ϕ (7.8c)

および

ξ1 := − sinψ∂θ + csc θ cosψ∂ϕ − cot θ cosψ∂ψ, (7.9a)

ξ2 := − cosψ∂θ − csc θ sinψ∂ϕ + cot θ sinψ∂ψ, (7.9b)

ξ3 := ∂ψ (7.9c)

を持つ. これらの交換子を計算してみると,

[σi,σj ] = ϵij
kσk, [ξi, ξj ] = ϵij

kξk, [ξi,σj ] = [σi, ξj ] = 0 (7.10)

を満たすことが容易に確認できる. 従って, 三次元球面 (S3,γ)は SU(2) × SU(2)対称性を持
つことがわかる1）.
ここで 1形式の組 {σi

}
i=1,2,3 を

σ1 := − sinϕdθ + sin θ cosϕ dψ , (7.11a)

σ2 := − cosϕ dθ − sin θ sinϕdψ , (7.11b)

σ3 := dϕ+ cos θ dψ (7.11c)

とすれば, 三次元球面の計量 (7.6)が

γ := 1
4

[(
σ1)2 +

(
σ2)2 +

(
σ3)2

]
(7.12)

1） S3 はその定義から SO(4) 対称性を持つ. その Killing ベクトルが式 (7.10) を満たすことは, その代数が
so(4) = su(2) ⊕ su(2)のように直和分解できることを反映している.
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と書き直せる. また, 以降のために 1形式 {
σi
}
i=1,2,3 に対する Lie微分を計算しておくと,

(σi, ξi)が Killingベクトルであることから

Lξiξ
j = ϵi

j
kξk, Lσiσ

j = ϵi
j
kσk, Lξiσ

j = 0 (7.13)

であることがわかる.

7.2 R × SU(2) × U(1)対称性を持つ時空の構成と測地線

7.2.1 時空の対称性
三次元球面の計量とKillingベクトルを用いて, R× SU(2) ×U(1)対称性を持つ時空の計量
の表式を与える. 具体的には, {ξi}は時空の Killingベクトルになっているが {σi}について
は σ3 のみが Killingベクトルになっているような時空を構成する. そこで時空の計量を以下
で仮定する:

g := −e2µ(r) dt2 + e2ν(r) dr2 + r2

4

[(
σ1)2 +

(
σ2)2 +

(
σ3)2

]
+ h(r)

(
dt− a(r)

2
σ3
)2

(7.14)

すると, 式 (7.13)を使えば Lξi
g及び Lσi

gが簡単に計算できて

Lξi
g = Lσ3g = 0 (7.15)

となる. 一方 i = 1, 2の場合では, いたるところで a = 0でない限り Lσi
g ̸= 0である. 明ら

かに計量 (7.14)は時間並進に対して不変なので, それぞれの等長変換群を示す添字をつけて
表すことにすれば, 全体の等長変換群は Rt × SU(2)ξ × U(1)σ となる. またこのとき, a = 0
の場合には時空が球対称になっていることが容易に確認できる. 球対称系での等長変換群は
Rt × SU(2)ξ × SU(2)σ なので, 式 (7.14)の最後の項によって SU(2)σ 対称性が U(1)σ に破
れたとみなすこともできる. ここで重要なことは, 非球対称な時空にもかかわらずその余等質
が 1であることである. つまり, 計量関数の非自明な時空依存性は動径座標 rについてのみで
ある. 通常, 時空が五次元の場合には独立な回転面が二つ存在するので定常軸対称な系を作る
とその対称性は Rt × U(1) × U(1)となる. ところが今構成した時空ではそのうち一つ (ここ
では ξに対応する)が SU(2)対称性に “格上げ”されたことで全体の対称性が高くなり, 非球
対称ながら余等質が 1になっている. この物理的な意味についてはのちにブラックホール時
空を用いて議論することにする.

7.2.2 測地線に沿った保存量と計量関数に対する条件
Einstein–Vlasov系を構成する際に質量殻条件の構造を測地線方程式と結びつけておくと都
合が良いので, 球対称系で行なったように有効ポテンシャルを導入してその性質を簡単に見
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ておく. まずは Killingベクトルから粒子の保存量を定義する:

ε = −p · η = −pt, (7.16a)

Jξ1 = p · ξ1 = −pθ sinψ + pϕ csc θ cosψ − pψ cot θ cosψ, (7.16b)

Jξ2 = p · ξ2 = −pθ cosψ − pϕ csc θ sinψ + pψ cot θ sinψ, (7.16c)

Jξ3 = p · ξ3 = pψ, (7.16d)

jσ = p · σ3 = pϕ (7.16e)

さらに SU(2)ξ 部分の全角運動量 Jξ ≥ 0を

Jξ
2 :=

3∑
i=1

Jξi

2 = 1
4
γµνpµpν (7.17)

で導入すれば, 粒子の運動量に対する質量殻条件は以下のように表される:

e−2νG

F

(
ε− 2ah

G
jσ

)2

− e−2ν
[
m2 + 4

r2

(
Jξ

2 − a2h

G
jσ

2
)]

= (pr)2
. (7.18)

ここで記法の簡略化のために, 関数 G(r) := r2 + a2hおよび F (r) := e2µG− hr2 を導入した.
このとき球対称の場合と同様に有効ポテンシャルを

Veff := e−2ν
[
m2 + 4

r2

(
Jξ

2 − a2h

G
jσ

2
)]

− e−2νG

F

(
ε− 2ah

G
jσ

)2

(7.19)

で定義できる2）. 従って有効ポテンシャルはエネルギー εと SU(2)ξ 部分の全角運動量, そし
て U(1)σ 部分の角運動量 jσ の三つのパラメータを持つ. 有効ポテンシャル (7.19)は一見複
雑に見えるが,

ε̃ := ε− 2ah
G

jσ, (7.20a)

J̃2 := Jξ
2 − a2h

G
jσ

2 (7.20b)

を定義すれば簡潔に

Veff := e−2ν
(
m2 + 4J̃ξ

r2

)
− e−2νG

F
ε̃2 (7.21)

と書け, 位置に依存した有効的なパラメータに依存した球対称系の有効ポテンシャルともみ
なせる. ところがこのままでは関数自由度が残っているので, 次節以降で具体例としてブラッ
クホール時空を用意し, 実際に有効ポテンシャルを視覚的に確認する.

7.3 等角運動量Myers–Perry時空

2） 通常定常時空では粒子の軌道を赤道面などに限る必要があるが, ここでは余等質が 1なので一般的な形のまま
で有効ポテンシャルを定義することができている.
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7.3.1 計量と対称性
五次元時空における負の宇宙項を持つ回転ブラックホール時空は Myers–Perry-AdS5

(MPAdS5)時空と呼ばれ, その計量は以下で与えられる:

gMPAdS5 = ∆
ϱ2

(
dt− a sin2 ϑ

Ξa
dφ− b cos2 ϑ

Ξb
dχ
)2

+ ∆ϑ sin2 ϑ

ϱ2

(
a dt− r2 + a2

Ξa
dφ
)2

+ ∆ϑ cos2 ϑ

ϱ2

(
bdt− r2 + b2

Ξb
dχ
)2

+ ϱ2

∆
dr2 + ϱ2

∆ϑ
dϑ2

+ 1 + r2/L2

r2ϱ2

(
abdt− b(r2 + a2) sin2 ϑ

Ξa
dφ− a(r2 + b2) cos2 ϑ

Ξb
dχ
)2

.

(7.22)

ここで

∆ := (r2 + a2)(r2 + b2)
r2

(
1 + r2

L2

)
− 2M, (7.23a)

∆ϑ := 1 − a2

L2 cos2 ϑ− b2

L2 sin2 ϑ, (7.23b)

ϱ2 := r2 + a2 cos2 ϑ+ b2 sin2 ϑ, (7.23c)

Ξa := 1 − a2

L2 , Ξb := 1 − b2

L2 (7.23d)

で, M はブラックホールの質量でパラメータ a, b (a2, b2 < L2)3）はブラックホールのスピン
を表す. MPAdS5 時空の事象の地平面 rH は

∆(rH) = (rH2 + a2)(rH2 + b2)
rH2

(
1 + rH

2

L2

)
− 2M = 0 (7.24)

の実根の内, 最も大きなものである.
計量 (7.22)は時間並進対称性と二つの独立な U(1)対称性を持ち, 時空全体の等長変換群と
しては Rt × U(1) × U(1)を持つ. MPAdS5 時空にはそれぞれの U(1)対称性に付随する角運
動量を持ち, その値はパラメータ aと bに対応しているが, a = bの場合には二つの角運動量
は等しくなり, 対称性が高くなることが知られている. このような特殊な場合を等角運動量
Myers–Perry–AdS5 時空と呼ぶ. 以降では等角運動量MPAdS5 時空が式 (7.14)の形で書ける
ことを示し, 計量関数の具体的表式を与える. まず, a = bとすると式 (7.23)が

∆ = (r2 + a2)2

r2

(
1 + r2

L2

)
− 2M, (7.25a)

ϱ2 = r2 + a2, (7.25b)

∆ϑ = Ξa = Ξb = 1 − a2

L2 =: Ξ (7.25c)

3） この条件を満たさない場合には面積が負になりうる.
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のように単純化されることがわかる. これを用いて計量 (7.22)を整理すると

gMPAdS5 = ∆
ϱ2

[
dt− a

Ξ
(
sin2 ϑdφ+ cos2 ϑdχ

)]2

+ Ξ
ϱ2

[(
a dt− ϱ2

Ξ
dφ
)2

sin2 ϑ+
(
adt− ϱ2

Ξ
dχ
)2

cos2 ϑ

]

+ ϱ4

∆(ϱ2 − a2)
dϱ2 + ϱ2

Ξ
dϑ2

+ Ξ + ϱ2/L2

ϱ2(ϱ2 − a2)

[
a2 dt− aϱ2

Ξ
(
sin2 ϑdφ+ cos2 ϑdχ

)]2

(7.26)

と書き直せる. ここで r の代わりに ϱを動径座標として採用した. 動径方向の成分に注目す
ると,

gϱϱ = ∆(ϱ2 − a2)
ϱ4

= Ξ + ϱ2

L2 − 2M
ϱ2 + 2Ma2

ϱ4

(7.27)

と書ける. ここで

r̃2 := ϱ2

Ξ
, M̃ = M

Ξ3 (7.28)

を定義して r̄を新たな動径座標に選べば,

e−2ν̃ := gr̃r̃ = 1 + r̃2

L2 − 2M̃
r̃2

(
1 − a2

L2

)
+ 2M̃a2

r̃4 (7.29)

=
(

1 + r̃2

L2

)(
1 + 2M̃a2

r̃4

)
− 2M̃

r̃2 (7.30)

となる. これは a = 0 で Schwarzschild–AdS 時空の計量関数を再現する. 他の成分につい
ても書き直すと, このように導入された動径座標 r̃ と角度座標 (7.4)を用いれば等角運動量
MPAdS5 時空が式 (7.14)の形で書けることが示せる. 実際, 直接計算によって

gMPAdS5 = −
(

1 + r̃2

L2

)
dt2 + e2ν̃ dr̃2 + r̃2

4

[(
σ1)2 +

(
σ2)2 +

(
σ3)2

]
+ 2M̃

r̃2

(
dt− a

2
σ3
)2

(7.31)

となるので, e2µ = 1 + r2/L2, e2ν = e2ν̃ , h(r) = 2M/r2 として aを定数に取れば良い. 従っ
て, a = bとすることで時空の対称性が上がり, 等角運動量MPAdS5時空がR×SU(2) ×U(1)
対称性を持つことが確認できた. また, a = 0の場合には計量 (7.31)に帰着することも容易に
確認できる. 計量 (7.31)において具体的な関数系を見ると, 独立な関数が三つに減少してい
ることがわかる. これは Schwarzschild時空において µ+ ν = 0になっているのと同様で, 時
空が真空であることによるものである. 物質場がある場合, 例えば Einstein–Vlasov系などで
はその限りではない.
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7.3.2 粒子の軌道と有効ポテンシャル
それでは等角運動量MPAdS5 時空の有効ポテンシャルについて調べる. まずは簡単な場合
として a = 0, つまり球対称な場合について考える. 当然ながら第 II 部で議論した球対称系の
有効ポテンシャルと類似した結果ではあるが, 時空次元が異なることで生じる相違点もある
ので確認しておく. a =0とすると, 計量関数が

e2µ − h = e−2ν = 1 − 2M̃
r̃2 + r̃2

L2 (7.32)

となり, 有効ポテンシャルが

Veff =
(

1 − 2M̃
r̃2 + r̃2

L2

)(
m2 + 4Jξ

r2

)
− ε̃2 (7.33)

と表せる. 以降この章では有限質量粒子のみ考えるものとし, さらにm = 1とする. 図 7.1に
幾つかのパラメータについて有効ポテンシャルを図示した. ただし変数はブラックホール質
量を用いて規格化してあり, さらに粒子のエネルギーだけシフトした. 四次元時空との大き

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

V
eff

r

(Jξ
2, L) = (1, 2)

(Jξ
2, L) = (6, 5)

(Jξ
2, L) = (6,∞)

図 7.1 球対称な場合の有効ポテンシャル. 四次元の場合と異なるのは, 漸近平
坦な場合に安定円軌道が存在しないことである.

な違いは, 漸近平坦な場合には極値が一つしかなく不安定円軌道しかないことである. 実は
D ≥ 5の場合, 漸近平坦な Schwarzschild時空には安定円軌道は存在しない. それ以外に関
しては四次元の場合と同様で, AdS半径にはある臨界値 L∗ が存在し, L > 0では安定円軌道
と不安定円軌道が存在し, L = L∗ でそれらが一致したのち L < L∗ では単調増加となる. す
なわちブラックホールの質量が十分大きければ粒子は円軌道を作ることができず, ブラック
ホールに落下するのみとなる.
次に a ̸= 0の場合について考える. ここでも変数及びパラメータは全てブラックホール質
量で規格化されているものとする. 簡単のため L → ∞の極限を考えることとし, (a, Jξ, ε)を
適当な値に固定したときに jσ の符号だけを変更することで有効ポテンシャルがどのような影
響を与えるかのみに注目する. 図 7.2は, (a, Jξ2, ε) = (0.4, 4, 2)と固定した上で jσ を jσ = ±2
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-2
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V
eff

r

e−2ν̃(r)

jσ = +2

jσ = −2

図 7.2 有限の角運動量を持つ場合の有効ポテンシャル.

の二つの値にした場合の有効ポテンシャルと関数 e−2ν̃ を同時に図示したものである. 図 7.2
からわかるように, jσ = −2の場合は jσ = 2の場合に比べて架空運動量によるポテンシャル
障壁が低くなっている. いまブラックホールのスピンを a = 0.4に固定して考えているので,
jσ の符号はブラックホールの回転との相対的な符号を表している. つまり, jσ < 0の場合に
はブラックホールの回転に対して逆らって運動することになるので, その分有効ポテンシャ
ルが低くなり, ブラックホールに落下しやすくなっていると考えることができる.
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第 8章 漸 近 AdS 等 角 運 動 量 Einstein–
Vlasov系

8.1 Einstein–Vlasov系の運動量空間積分

まずは球対称系の場合と同様に, 粒子の運動量空間積分がどのように与えられるかを考え
る. いまの座標系において, 運動量空間の積分測度は以下のように書ける:

dVp := −
16δ
(
p2 +m2)θ(ε̃)

r2
√
F eν sin θ

dpt ∧ dpr ∧ dpθ ∧ dpϕ ∧ dpψ . (8.1)

これをまずは, 測地線の保存量で書き直すことを考える. このとき, 全角運動量の定義から

(Jξ2 − jσ
2) sin2 θ = (pθ sin θ)2 + (pψ − pϕ cos θ)2 (8.2)

なので, 変数 (Jξ, jσ)のとりうる範囲は独立でなく, Jξ2 ≥ jσ
2 を満たすことに注意する. 角度

変数 χ ∈ (0, 2π]を,

R cosχ = pθ sin θ, R sinχ = pψ − pϕ cos θ (8.3)

で導入する. ここで動径変数として R2 := (Jξ2 − jσ
2) sin2 θ とした. これは単なる半径 Rの

円の方程式なので, 積分測度の角度方向の運動量部分について

dpθ ∧ dpϕ ∧ dpψ = R csc θ dR ∧ djσ ∧ dχ

= Jξ sin θ dJξ ∧ djσ ∧ dχ (8.4)

と書き直せることがわかる. 次に時間方向と動径方向部分について, デルタ関数を用いて時間
方向の積分を実行する. 式 (7.18)を q := eνpr について解くと, 正の根は

q(ε, Jξ, jσ) =

[
G

F

(
ε− 2ah

G
jσ

)2

−
(
m2 + 4

r2

(
Jξ

2 − a2h

G
jσ

2
))] 1

2

(8.5)

となる. 分布関数は qについて偶関数なので, 負の根からの寄与は単に二倍の因子をつければ
良い. 従って,

−2δ
(
p2 +m2) dpt ∧ dpr = 2eν dε

q(ε, Jξ, jσ)
(8.6)

となる. 最終的に, 保存量と補助的な角度変数 (ε, Jξ, jσ, χ)による表現での積分測度は,

dVp = 16θ(ε̃)Jξ
r2q(ε, Jξ, jσ)

√
F

dε ∧ dJξ ∧ djσ ∧ dχ (8.7)

目次へ



102 第 8 章 漸近 AdS等角運動量 Einstein–Vlasov系

となる. 変数 (ε̃, J̃)を用いれば, その定義から

dVp = 16θ(ε̃)J̃
r2

√
F

[
G

F
ε̃2 −

(
m2 + 4J̃2

r2

)]− 1
2

dε̃ ∧ dJ̃ ∧ djσ ∧ dχ (8.8)

とも書き直せる.
球対称系では, 適当な変数変換を施すことで積分を分離させることができた. 今の場合に
も、少し条件は厳しくなるものの, 分布関数がある条件を満たす場合には同様に積分が分離で
きる. これを実現するために, 積分変数 (ε̃, J̃ , jσ, χ)の取りうる範囲を考える. 既に述べたよう
に, jσ は jσ

2 ≤ Jξ
2 = J̃2 + a2h

G jσ
2 を満たすので,

−
√
G

r
J̃ ≤ jσ ≤

√
G

r
J̃ (8.9)

が jσ の取りうる範囲となる. 一方, Jξ については球対称系と同様に,

J̃2 = r2

4

[
G

F
ε̃2 − (m2 + q2)

]
≤ r2

4

[
G

F
ε̃2 −m2

]
=: Jmax

2 (8.10)

のように最大値を持ち, 0 ≤ J̃ ≤ Jmax の範囲を動く. 最後に, ε̃は jσ = J̃ = 0のとき最小値
m
√
F/Gをとるので,

m

√
F

G
≤ ε̃ < ∞ (8.11)

の範囲を動く. ここで, 以降では粒子の質量は有限の値をとるものとする.
以上を踏まえ, 新たな変数として

ε̄ :=
√
G

F

ε̃

m
, J̄ := J̃

Jmax
, ȷ̄ := r√

G

jσ
Jmax

(8.12)

を導入すると, 定義よりこれらの取りうる範囲は

ε̄ ∈ [1,∞) , J̄ ∈ [0, 1], and ȷ̄ ∈
[
−J̄ , J̄

]
(8.13)

で, 積分測度の表式として

dVp = 2θ(ε̄)k2J̄√
1 − J̄2

dε̄ ∧ dJ̄ ∧ dȷ̄ ∧ dχ (8.14)

を得る.

8.2 回転を伴う Einstein–Vlasov系

8.2.1 拡張された分布関数
第 II 部で取り扱った相対論的な熱平衡状態の拡張として,

f(ε, jσ) = exp [α− β(ε− Ωjσ)] (8.15)
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の形の分布関数を考える. これは Ω = 0 のときに式 第 II 部で導出した熱平衡分布関数
(Maxwell–Jüttner 分布関数)に帰着するという意味で, 熱平衡状態を拡張した分布関数と見
做せる. 当然ながらその場合には系は静的球対称時空を記述する. 拡張された分布関数 (8.15)
は, 以下のように書き直せる:

f(ε, jσ) = exp
[
α− β̄(ε̄− Ω̄kȷ̄)

]
= exp

(
α− β̄ε̄+ ukȷ̄

)
. (8.16)

ただし, 新たな変数を

β̄(r) := β

√
F

G
, Ω̄(r) := G

2
√
F

(
Ω − 2ah

G

)
, u(r) := β̄Ω̄ (8.17)

で定義した.

8.2.2 系の物理量
いま考えている系における, Einstein方程式を解く際に必要なエネルギー運動量テンソルの
成分に対応する運動量の値は以下の通りである:

(pt)2 = F

G

(
ε̄2 + 2ah√

F
ε̄kȷ̄+ a2h2

F
k2ȷ̄2

)
, (8.18a)

ptpϕ = −εjσ = −
√
F

2

(
ε̄kȷ̄+ ah√

F
k2ȷ̄2

)
, (8.18b)

(pϕ)2 = jσ
2 = G

4
k2ȷ̄2, (8.18c)

(pr)2 = e2νk2(1 − J̄2), (8.18d)

γµνpµpν = 4Jξ = r2
(
k2J̄2 + a2h

r2 k2ȷ̄2
)
, (8.18e)

gµνpµpν = −m2. (8.18f)

拡張された分布関数 (8.15)に対し, 実際に積分を実行することでエネルギー運動量テンソル
や粒子数密度などの物理量を具体的に与える.
式 (8.18)に含まれる積分は, まとめて

2
∫ ∞

1
dε̄
∫ 1

0
dJ̄
∫ J̄

−J̄
dȷ̄ ε̄ikje−β̄ε̄ · J̄m+1(1 − J̄2)± 1

2 · ȷ̄neωȷ̄ (8.19)

と表すことができる. これを実行するために, まずは角運動量積分について考える. 関数
J ±
m,n(ω)を以下で定義する:

J ±
m,n(ω) = 2

∫ 1

0
dJ̄ J̄m+1(1 − J̄2)± 1

2

∫ J̄

−J̄
dȷ̄ ȷ̄neωȷ̄. (8.20)

ここで ω = ukとすれば式 (8.19)の角運動量積分を再現できる. ただし, mは偶数で nは非負
整数の場合を考えれば十分であることに注意する. すると, 被積分関数は J̄ に関して偶関数に
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なるので,

Kn(ω, J̄) =
∫ J̄

−J̄
dȷ̄ ȷ̄neωȷ̄ (8.21)

を定義すれば

J ±
m,n(ω) =

∫ 1

−1
dJ̄ J̄m+1(1 − J̄2)± 1

2 Kn(ω, J̄) (8.22)

と表すことができる. 関数 Kn(ω, J̄)は解析的に積分を実行することができ, nが非負整数で
あれば

Kn(ω, J̄) =
Γ
(
1 + n, ωJ̄

)
− Γ

(
1 + n,−ωJ̄

)
(−ω)1+n (8.23)

と書ける. 実用上は, 具体的な nの場合の関数系を書いておくと便利なので, n = 0, 1, 2の場
合の表式を書いておく:

K0(ω, J̄) = eωJ̄ − e−ωJ̄

ω
, (8.24a)

K1(ω, J̄) = −eωJ̄ − e−ωJ̄

ω2 + J̄(eωJ̄ + e−ωJ̄)
ω

, (8.24b)

K2(ω, J̄) = (2 + ω2J̄2)(eωJ̄ − e−ωJ̄)
ω3 − 2J̄(eωJ̄ + e−ωJ̄)

ω2 . (8.24c)

これらの具体的な表式を用いれば, j̄ 積分も直接的に計算できる. 第一種変形 Bessel 関数
Iν(z)を導入すれば, いま必要な具体的な表式として

J −
0,0(ω) = 2πI1(ω)

ω
, (8.25a)

J −
0,1(ω) = 2πI2(ω)

ω
, (8.25b)

J −
0,2(ω) = 2π(I2(ω) + ωI3(ω))

ω2 , (8.25c)

J −
2,0(ω) = 2π(3I2(ω) + ωI3(ω))

ω2 , (8.25d)

J +
0,0(ω) = 2πI2(ω)

ω2 (8.25e)

を得る. 以上で角運動量積分が導出できた.
最後にエネルギー積分を求める. ω = uk であることを思い出すと, 必要な積分は全て次の
形で表せる:

Ii,j,ν(u) =
∫ ∞

1
dε̄ ε̄ikjIν(uk) exp

(
−β̄ε̄

)
. (8.26)

ところがこの積分は解析的に実行することが一般にはできないので, Einstein方程式の各段
階で数値積分を実行する必要がある. そこで数値積分を行いやすくするために, 積分変数を
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s := arctan ε̄に変換する. このとき積分は

Ii,j,ν(u) =
∫ π

2

π
4

ds
cos2 s

tani s(tan2 s− 1)
j
2 Iν exp

(
−β̄ tan s

)
(8.27)

と表せる.
以上の結果を用いて式 (8.18)に対応するエネルギー運動量テンソルの表式を求めると,

Ttt = 4π2eαF
G

[
I2,1,1

u
+ 2ah√

F

I1,2,2

u
+ a2h2

F

(
I0,2,2

u2 + I0,3,3

u

)]
, (8.28a)

Ttϕ = −2π2eα
√
F

[
I1,2,2

u
+ ah√

F

(
I0,2,2

u2 + I0,3,3

u

)]
, (8.28b)

Tϕϕ = π2eαG
(

I0,2,2

u2 + I0,3,3

u

)
, (8.28c)

Trr = 4π2eαe2ν I0,2,2

u2 , (8.28d)

γµνTµν = 4π2eαr2
[(

3 + a2h

r2

)
I0,2,2

u2 +
(

1 + a2h

r2

)
I0,3,3

u

]
, (8.28e)

gµνTµν = −4π2eα I0,1,1

u
(8.28f)

となることがわかる. 同様にして, 粒子数密度を求めると,

N t =
∫

dVp ptf = 4π2eα
√
G

F

I1,1,1

u
, (8.29)

となる.

8.2.3 大域的な物理量
時空が対称性を持つとき, それを生成する Killingベクトルを用いて保存量を構成すること
ができる. 孤立系において, 保存量は系を特徴づける物理量とみなすことができる. これら
は静的球対称な場合には熱力学量と呼んでいたものに対応する. まず, 系の全質量は時間的
Killingベクトルに関する Komar積分:

MK :=
∫

dΣnµT
µ
νη
ν (8.30)

で定義される. ここで dΣは時間一定面の面積要素であり, いまの系では dΣ = 2π2r2eν
√
G dr

と表せる. Komar質量の具体的な表式は

MK = 2π2
∫

dr r
2eν√
F

(GTtt + 2ahTtϕ) (8.31)

と書ける. ここで重要なことは, 宇宙定数が Λ < 0にしていることである. これまでにも述べ
ているように, 負の宇宙項が存在することで系は有限の質量を持つことができる. 同様に, ϕ
方向の角運動量は σ3 に関する Komar積分:

Jϕ := −
∫

dΣnµT
µ
νσ3

ν (8.32)
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として定義でき, その具体的な表式は

Jϕ = −2π2
∫

dr r
2eν√
F

(GTtϕ + 2ahTϕϕ) (8.33)

で表せる. 一方, ψ方向の角運動量は ξ3 に関する Komar積分で記述されるがこれは対称性か
ら自明に零になる. 従って, いま考えている系では一つの角運動量パラメータを持つ. 全質量
MK と全角運動量 Jϕ に加え, Einstein–Vlasov系では全粒子数

N := −
∫

dΣnµN
µ = 2π2

∫
dr r2eν

√
FN t (8.34)

も保存する. これは Vlasov方程式が満たされていることの帰結である.
結局, 計量 (7.14)で記述される Einstein–Vlasov系は保存量として全質量MK , 全角運動量

Jϕ, そして全粒子数N を持つ. これらは系を特徴付ける物理量となる.

8.3 Einstein方程式

8.3.1 Einstein方程式の具体的な表式の導出
時空次元がD = 5のとき, 一般に Einstein方程式は,

Rµν = 8π
(
T̃µν − T̃

3
gµν

)
, T̃µν := Tµν − Λ

8π
gµν (8.35)

と書き直せる. ここで T̃ := gµν T̃µν とした.
球対称系と同様に, 系を特徴付ける長さスケール ℓで方程式系を無次元化しておく. ここで
は T ctt := Ttt(0)を用いて

ℓ := (8πT ctt)−1/2 (8.36)

とすると, rµν := ℓ2Rµν および τµν := T̃µν/T
c
tt を定義すれば,

rµν = τµν − τ

3
gµν =: sµν (8.37)

とできる. さらに, 計算の都合上の理由で新たな計量関数を

y1(x) := ah

ℓ
, y2(x) := a2h

ℓ2 , y3(x) := e2µ − h, y4(x) := e2ν (8.38)

で定義する. これらは全て無次元量である. それに伴って無次元関数 f1(x) := G/ℓ2 = x2 + y2

および f2(x) := F/ℓ2 = y1
2 + f1y3も定義しておく. このとき、互いに独立な Einstein方程式
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は以下の四本の連立常微分方程式に帰着する:

d2y1

dx2 = 2x(v1y3 − v3y1)
f2

+ f1v1v3 + v1
2y1 + v1v2y3 − v2v3y1

f2

+ 4stϕy4 + v1(f3y4 − 2)
2x

+ 2v1y2y4

x3 + 4f1y1y4

x4 , (8.39a)

d2y2

dx2 = 4x(v1y1 + v2y3)
f2

+ v2
2y3 − f1v1

2 + 2v1v2y1 − 4(y1
2 + y2y3)

f2

+ f4y4 + v2(f3y4 − 2)
2x

+ 2y2y4

x2

(
6 + v2

x
+ 2y2

x2

)
, (8.39b)

d2y3

dx2 = f1v3
2 − v1

2y3 + 2v1v3y1

f2

+ 2stty4 + v3(f3y4 − 2)
2x

+ 2v3y2y4

x3 − 4y1
2y4

x4 , (8.39c)

dy4

dx
= y4

[
2xy3

f2
+ f1v3 + 2v1y1 + v2y3

f2
+ f3y4 + 2

x
+ 4y2y4

x3

]
. (8.39d)

ただし記法の簡略化のために, 補助的な関数として f3 = −4(1 + sϕϕ) + γµνsµν および
f4 = −12sϕϕ + γµνsµν を定義した. なお, Einstein 方程式の他の成分は式 (8.39) とエネル
ギー運動量保存則から導ける.

8.3.2 境界条件と漸近解
Einstein方程式 (8.39)は三本の二階微分方程式と一本の一階微分方程式の四本からなる.
従って, 合計七個の境界条件を与えることで解を求めることができる. 実際の数値計算では,
中心での適切な境界条件を設定することで漸近的に AdS時空となるような時空を構成するこ
とになる. これを見るために, 中心における解の振る舞いを調べる. 求めるべき関数は中心近
傍において以下のように展開できる:

y1(x) ≃ x2
[
z1

(0) + z1
(1)x+ z1

(2)

2
x2 + O

(
x3)], (8.40a)

y2(x) ≃ x2
[
z2

(0) + z2
(1)x+ z2

(2)

2
x2 + O

(
x3)], (8.40b)

y3(x) ≃ y3
(0) + y3

(1)x+ y3
(2)

2
x2 + O

(
x3), (8.40c)

y4(x) ≃ y4
(0) + y4

(1)x+ y4
(2)

2
x2 + O

(
x3). (8.40d)

ここで z1
(i), z2

(i), y3
(i) および y4

(i) は展開係数である.
球対称系の場合と同様に, ここでは時空が中心近傍で正則であることを要請する. すなわ
ち, 式 (7.2)で用いた Cartesian座標 (t, xi)によって, gtt = −y(0)

3 , gxixi
= 1 + O

(
r2)を満た

し, かつ他の成分についてはO
(
r2)であるとする. このときRicci曲率はRµν = const.+ O(r)

で, 条件

z1
(0) = z1

(1) = z2
(0) = z2

(1) = y3
(1) = 0, y4

(0) = 1 (8.41)
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が導かれる. このとき y
(0)
3 は決定されず, 系のパラメータとして扱われる.

以上の下で多体系の効果まで考慮して中心での漸近解がどのように表されるかを考える.
式 (8.17)の中心近傍での振る舞いは,

β̄(x) ≃ βc

[
1 + u(2)

4
x2 + u(3)

12
x3 + O

(
x4)], (8.42a)

Ω̄(x) ≃ 1
2

Ωcx
[
1 − u(2) + w(2)

4
x2
]

+ O
(
x4), (8.42b)

u(x) ≃ 1
2
βcΩcx

[
1 − w(2)

4
x2
]

+ O
(
x4) (8.42c)

と表される. ここで記法を簡便にするため, βc := β
√
y3(0) および Ωc := Ω/

√
y3(0) を導入し,

さらに

u(i) := y3
(i)

y3(0) and w(i) := 4z1
(i)

Ωc
√
y3(0)

− z2
(i) (8.43)

とした. すると,

ζ2 := βc
2Ωc2

4(1 + ν)
k2 − βcu

(2)ε̄− νw(2), ζ3 := −βcu(3)ε̄− νw(3) (8.44)

として,

Iν(uk) exp
(
−β̄ε̄

)
≃ e−βcε̄

Γ(1 + ν)

(
βcΩc

4
kx

)ν[
1 + ζ2

4
x2 + ζ3

12
x3 + O

(
x4)] (8.45)

と展開できるので,

Ii,j,ν ≃ 1
Γ(1 + ν)

[
βcΩc

4
x

]ν ∫ ∞

1
dε̄ ε̄ikj+νe−βcε̄

[
1 + ζ2

4
x2 + ζ3

12
x3 + O

(
x4)] (8.46)

となる. また, 中心の Ttt の値は

T ctt = 4π2eα(2 + βc)(6 + 3βc + βc
2)

βc
5 y3

(0)e−βc (8.47)

と書けることもわかる. 従って, Einstein方程式 (8.37)の右辺を

sµν =
∞∑
n=0

s
(n)
µν

n!
xn, γµνsµν =

∞∑
n=0

s
(n)
γ

n!
xn, gµνsµν =

∞∑
n=0

s(n)

n!
xn (8.48)

と展開すれば, 最低次の係数は

s
(0)
tt =

[
2(18 + βc(18 + βc(7 + βc)))

3(2 + βc)(6 + βc(3 + βc))y3(0) + 4
λ2

]
y3

(0), (8.49a)

s(0)
rr = 9 + βc(9 + βc(4 + βc))

3(2 + βc)(6 + βc(3 + βc))y3(0) − 4
λ2 , (8.49b)

s(0) = 2βc2(1 + βc)
3(2 + βc)(6 + βc(3 + βc))y3(0) − 20

λ2 , (8.49c)

s
(2)
tϕ = − 15 + βc(15 + 6βc + βc

2)
2(2 + βc)(6 + 3βc + βc

2)
√
y3(0)

Ωc (8.49d)
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と求めることができる. また, s(2)
γ = 12s(2)

ϕϕ = 3s(0)
rr である. これらを式 (8.39)に代入して x

の次数ごとに解くことで,

z1
(2) = − 15 + βc(15 + 6βc + βc

2)
6(2 + βc)(6 + 3βc + βc

2)
√
y3(0)

Ωc, (8.50)

y3
(2) = 18 + βc(18 + βc(7 + βc))

3(2 + βc)(6 + βc(3 + βc))
+ 2
λ2 y3

(0), (8.51)

y4
(2) = z2

(2) + 1
3y3(0) − 2

λ2 (8.52)

を得る. ところが, z2
(2) は方程式から決定することはできず, 系のパラメータとなる. 一方,

それ以外の係数は全て逐次的に求めることができ, 従って, 系は (y3
(0), z2

(2), β̄(0),Ω, λ)を決
めれば一意に解を求めることができる.
パラメータ z2

(2) の役割を見るために, 計量を

ḡ = −f2

f1
dt2 + y4 dx2 + x2

4

[(
σ1)2 +

(
σ2)2 + f1

x2

(
σ3 − 2y1

f1
dt
)2
]

(8.53)

と書き直す. ここで, 真空の場合における遠方での漸近解を構成する. 多体系のエネルギー運
動量テンソルを Tµν = 0として, x̄ := 1/xとすると, x̄ ≃ 0近傍における漸近解は

f2

f1
= 1
x̄2λ2 + 1 − s+ O(x̄),

1
y4

= 1
x̄2λ2 + 1 − 5

3
s+ O(x̄),

f1

x
= 1 + s− 2s(1 + s)x̄2λ2 + O

(
x̄3),

2y1

f1
= ω + O

(
x̄3)

(8.54)

となることが確認できるので, 遠方の漸近解は二つのパラメータ (s, ω)を持った系列になる.
適当な境界条件を中心で与えて数値的に解を構成すると, 一般には (s, ω)は有限の値を持つ.
このとき遠方で, ϕ̂ := ϕ− ωtを定義することで ω の効果は打ち消すことができる. ϕ̂による
座標系を共動 (co-rotating)座標系と呼び, ω は遠方における角度座標の引きずりを表す. そ
こでここでは関数 Dr(x) := 2y1/x引き摺り関数 (dragging function)と呼ぶことにする. 一
方パラメータ sは遠方での三次元球面 S3 の歪みを表し, 回転の無い場合において [101]など
でも生じることが知られている. そこで Sq(x) := f1/x

2 を歪み関数 (Squashing function)と
呼ぶと, s = Sq(∞)とかける. 漸近 AdS時空を構成するためには, 遠方での歪みパラメータ
が s = 0にならなければならない. 実は sが零になるように調整するパラメータが中心のパ
ラメータ z2

(2) であり, 適切に z2
(2) を選ぶことで遠方で歪みのない三次元球面を持つ解を構

成できる. これについても [101]と同様であり, 次節で数値解を構成する. なお, 当然ながら
(s, ω) = (0, 0)の場合には球対称系になる.

8.4 数値計算による解の配位
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8.4.1 Ω = 0の場合
Ω = 0の場合には, 系は角運動量を持たない. さらに z2

(2) = 0に設定すれば s = 0となり,
静的球対称な Einstein–Vlasov系を構成することができる. この場合には当然, 第 II 部で構
成した球対称系の D = 5の場合と同じ解が構成できる. 実際に数値解を構成し, そのエネル
ギー密度の配位を図示したものが図 8.1である. この場合のパラメータ依存性は第 II 部で構

(a) λ依存性 (β(0) = 1は固定)
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(b) β(0)依存性 (λ = 1は固定)
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図 8.1 静的球対称な場合におけるエネルギー密度の (β(0), λ)依存性. この場
合は第 II 部で示した場合と等しい結果を与える. 実際, 逆温度に関しては, 小
さな β(0)ほど系が相対論的になる. AdS半径 λに関しては大きな λの解ほど
系のサイズが大きくなる.

成した解の配位と全く同様である. つまり, 中心の逆温度に対応するパラメータ β(0)が小さ
いほど, すなわち中心が高温であるほど系は相対論的になる. また AdS半径 λが大きいほど
多体系が作る系のサイズは大きくなる. ここでも AdS障壁により多体系が閉じ込められた結
果得られた解であることを反映している.
ここでは系の全質量として Komar質量を採用している. 静的球対称な場合には, 時空全域
におけるその値は第 II 部で採用していた Misner–Sharpと等しくなる. これを見るために,
Komar質量の空間依存性を図 8.2に図示した. まず, AdS半径程度を超えると質量の増加率
が減少し始め, x ≫ λで Komar質量が一定値に近づいていく様子が見て取れる. これは AdS
半径が大きくなるほど系のサイズも大きくなることを示している. 逆温度依存性については,
第 II 部と同様に AdS半径を用いたコンパクトネス関数:

C(x) := MK(r)/r2, (8.55)

を考えると理解しやすい. ある xの値においてはMK の値の比較がそのままコンパクトネス
の比較になるので, 小さな β(0), つまり中心温度が高いほどコンパクトネス関数が大きな値に
なることができ, 系が相対論的になることを示している. 以上より, 確かにMisner–Sharp質
量を用いた場合と同様の性質を示していることが確認できる.
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(a) λ依存性 (β(0) = 1は固定)
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(b) β(0)依存性 (λ = 1は固定)
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図 8.2 球対称な場合での Komar質量の空間依存性. Misner–Sharp質量を用
いた場合と同様に, AdS半径を超えると質量が有限の値に近づいていくことが
わかる. 従って AdS半径が大きいほど系のサイズが大きくなることも, この図
からも確認できる. また, パラメータ依存性についても高温ではコンパクトネ
スの最大値が大きな値をとっており, 相対論的であると言える.

8.4.2 Ω ̸= 0の場合
次に Ω ̸= 0の場合について考える. パラメータ (β(0), λ)依存性については Ω = 0の場合と
同様なので, ここでは (Ω, z2

(2))依存性に注目する. まずは z2
(2) = 0とした場合について, 角

運動量密度 jϕ := T tϕ と Komar積分による全角運動量の値を図 8.3に図示した. 角運動量密

(a) 角運動量密度: jϕ
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(b) 全角運動量: Jϕ
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図 8.3 (β(0), λ) = (0.02, 10)における角運動量密度と全角運動量の x依存性.
角運動量密度が中心から外側にいくにしたがって増加し, ある位置で最大値を
迎えた後に減少していくことが読み取れる. その空間積分である全角運動量に
ついては中心から単調に増加していき, 遠方である有限の値に近づく.

度に関しては, 境界条件より中心で jϕ = 0で, 外側に向かって増加していき, ある位置で最大
値を迎えた後に減少する. これは AdS障壁により閉じ込められているために粒子自体の密度
が薄くなることで, 角運動量についても遠方で値が小さくなることを示している. 全角運動量
はその空間積分なので, 中心から単調増加していき, 遠方で適当な有限の値に近づく.
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Komar積分としての全角運動量の値から確かに有限の角運動量を持つ解を構成できたこと
が確かめられたので, 次に計量関数の振る舞いを調べると共に漸近構造についても調べてみ
る. 図 8.4には (β(0), λ, z2

(2)) = (0.001, 10, 0)における歪み関数と引き摺り関数を図示した.
まず図 8.4bから, 引き摺り関数が遠方で有限の値を持つことがわかる. これは, 回転する粒子

(a) 歪み関数: Sq(x)
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(b) 引き摺り関数: Dr(x)
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図 8.4 パラメータ (β(0), λ, z2
(2)) = (0.001, 10, 0)における歪み関数図 aと引

き摺り関数図 b. 引き摺り関数が遠方で有限の値になることから, 回転する粒子
系により時空が引きずられ, 遠方においてその効果が一定値になっていること
がわかる. また, 遠方で歪み関数が 1でない定数に漸近していることから, この
場合には遠方で S3 が歪んでいることがわかる.

系が時空を引きずることで, 遠方において角度座標 ϕが定数シフトを受けることを意味する.
次に図 8.4aから, 歪み関数が 1でない定数に漸近していることがわかる. この結果は Ω = 0
の場合では z2

(2) = 0とすれば自動的に Sq → 1となっていたことと対照的である. 従って,
回転する粒子系は引き摺りだけでなく球面を歪める作用も持っており, その結果遠方で三次
元球面が歪められていると結論づけられる. そのため, 漸近 AdS時空を構成するためには中
心のパラメータを調整することにより粒子系の歪み関数に対する効果を打ち消し, 遠方で球
面になるようにすれば良いと期待できる. そこでパラメータ (β(0), λ,Ω) = (0.001, 10, 0.1)に
おいて z2

(2) を変化させたときの歪み関数と引きずり関数の振る舞いを図 8.5 に図示した.
図 8.5aより, 確かに z2

(2)を調整して歪み関数に粒子系の寄与と逆向き寄与を中心で与えるこ
とで, 遠方で零に漸近するように選べることが確認できる. また, 図 8.5bからそのような調整
を行なっても引き摺り関数は遠方で有限の値をとっており, 漸近 AdSながらも回転を伴って
いることがわかる.
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(a) 歪み関数: Sq(x)
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(b) 引き摺り関数: Dr(x)
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図 8.5 パラメータ (β(0), λ,Ω) = (0.001, 10, 0.1)で z2
(2) を変化させたときの

歪み関数 (図 a)と引き摺り関数 (図 b). 中心でのパラメータ z2
(2)を調整するこ

とで回転する粒子系が及ぼす歪みを打ち消すことができることがわかる. また,
そのような調整を行なったとしても引き摺り関数は有限の値っを保つことがで
きており, 回転を伴った漸近 AdS時空を構成できていることが確認できる.
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第 III 部 まとめ

第 III 部では, 等長変換群 Rt × SU(2)ξ × U(1)σ を持つ回転を伴う五次元漸近 AdS非球対
称 Einstein–Vlasov系の解を構成した.
その準備として, 第 7 章ではまず三次元球面の対称性について議論した. 三次元球面は四次
元 Euclid空間の埋め込みとして定義でき, 自然な角度座標であるHopf座標を導入することで
具体的な計量を求めることができる. Hopf座標の代わりに新たな角度座標を導入することで,
三次元球面の持つ等長変換群 SO(4)の代数は, 二個の可換な SU(2)に分離することができる.
第 7 章ではその具体的な表式を与え, さらに Killingベクトル {ξi,σi}についても具体的な表
式を導出した. 次に三次元球面で定義した Killingベクトルを用いて Rt × SU(2)ξ × U(1)σ を
持つ時空の計量を与えた. Rt × SU(2)ξ × U(1)σ は高い対称性を持ち, 非球対称ながら余等質
が 1となる時空の一つである. 従ってその上の粒子を考えると, 軌道に沿った保存量を用いて
一般性を失わずに有効ポテンシャルを導入することができる. 第 7 章ではさらに, その具体的
な例として等角運動量Myers–Perry–AdS5 を考え, その有効ポテンシャルの具体系を見た. そ
の結果, ブラックホールの回転方向に逆らって動く粒子については実行的にポテンシャル障
壁が低くなり, ブラックホールに落下し易くなることを確認した.
次に第 8 章では, 熱平衡分布を一般化した分布関数を導入することでRt ×SU(2)ξ ×U(1)σ

対称性を持つ Einstein–Vlasov系の定常解を構成した. ただしここでは, 分布関数として回転
軸方向の粒子の角運動量 jσ に関して指数関数的な分布関数を仮定した. このような仮定の下
では, エネルギー分布に関して AdS障壁によって分布関数が減少するので自動的に質量と角
運動量が有限の解を構成できる. またこのような仮定の下では, 時空には質量と角運動量の他
に遠方で球面を歪ませる自由度がある. この自由度は中心における自由なパラメータを選ぶ
することで調整することができ, 特に回転を伴う場合には微調整しなければ漸近 AdS時空を
構成することができないことを数値計算により示した.
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第 9章 結論と今後の展望

9.1 結論及び本研究に関する考察

本研究では漸近 AdS 時空における自己重力多体系の解の構成とその安定性解析を行
なった.
漸近 AdS時空はその特殊な漸近構造により, 内部の物質が拡散できずに閉じ込められると
いう性質を持つ. まず我々は, この性質を用いることで静的球対称時空において熱平衡状態を
構成し, AdS半径程度の大きさを持つ熱平衡状態を確かに構成できることを示した. このよ
うにして構成した熱平衡状態は二つのパラメータを持ち, 熱力学によって作られる三次元空
間内で二次元曲面を描く. 我々はこの解が描く曲面に対して転回点法を適用することで熱力
学的な安定性解析を行なった. 具体的には, 系の静止質量と AdS半径の比によって定義され
るパラメータ γ を固定することで, 解の系列をエネルギーと温度による二次元面 (Ē, β̄)での
一次元曲線に帰着させ, その配位を見ることで状態が安定性の臨界点となる条件を見出した.
その結果として, 4 ≤ D ≤ 10のとき熱平衡状態は典型的には二重渦構造を持ち, 各渦に対応
した二つの重力熱的不安定性を持つことを示した. ここでは低エネルギー領域のものを cold
spiral と呼び, 高エネルギー領域のものを hot spiral と呼んでいるが, これらは AdS半径によ
り定義される系のコンパクトネスによって分類されている. 先行研究などとの整合性から,
cold spiralに対応する不安定性は Newton重力でよく知られる系の分裂を引き起こす重力熱
的不安定性であり, hot spiralに対応する不安定性は一般相対論特有の重力崩壊を引き起こす
重力熱的不安定性であると結論づけた. これらの二つの不安定性は, エネルギー密度の配位で
特徴付けられるシャープネスパラメータ σの観点ではいずれも σが大きな値で生じる不安定
性であることも確認した. この事実からいずれの渦構造に対応する不安定性も重力系の負の
比熱によって引き起こされていると結論づけられる. なお, 転回点の存在は不安定平衡状態の
存在だけでなく系のエネルギー Ē の値に制限がつくことも意味している. 相対論的な系では
二つの渦構造が存在し, エネルギー Ē は上限と下限を持ちその値は有限の領域しか取ること
もできない. つまりそれ以外の領域のエネルギーを持つような熱平衡状態は不安定なものも
含め存在しないということになる. このような不安定性を強い不安定性と呼び, 上で述べた不
安定平衡解の形成を弱い不安定性と表現することもある.
次に γ を変化させることで解の系列がどのように変化するかを見た. パラメータ γ は系の
相対論的効果の大きさを担っており, γ が小さくなるほどその効果は強まる. 十分大きな γ で
は系は Newton的になり, hot spiral がより高エネルギー領域に移動する. γ を小さくすると
二つの渦は互いに近づき, やがて衝突する. その結果解の系列は分裂し, 二つの不連続な系列
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を形成する. これは上述した二種類の不安定性の区別がつかなくなっていると解釈すること
もできる. さらに γ を小さくすると, 熱平衡状態は存在できなくなる. つまりそのような領域
では, 熱平衡状態は強い不安定性のみを持つ. これは, AdS半径に比べて大きな静止質量が存
在する場合には自己重力が強すぎるあまりに多体系がある位置に留まることができないため
に起こる不安定性であるといえる. なおこのような振る舞いについては Schwarzschild–AdS
時空においても質量と AdS半径の関係性によって有効ポテンシャルの形状が変化し, 十分質
量が大きい場合には極値を持てなくなることと対応していると考えられる.
また, 時空次元 Dに対して系の安定性がどう変化するかについても解析を行なった. その
結果, 4 ≤ D ≤ 10では熱平衡状態が二重渦構造を持つのに対して D ≥ 11では渦を持たない
ことが判明した. 従ってD ≥ 11では熱平衡状態は弱い不安定性を持たない. 一方で系のエネ
ルギー Ē は依然有限領域のみを取ることができ, 強い不安定性は持つ. また十分小さな γ で
熱平衡状態が完全に消失することも同様である.
以上の結果は全て, 多体系を断熱壁に閉じ込めた系で解析した文献 [57, 58]と定性的には同
様の結果を与えている. すなわち自己重力多体系の安定性について, その中で漸近 AdS時空
の閉じ込め機構についても説明する依存しない普遍的な結果を得たと結論づけた.
最後に我々は, 等長変換群 Rt × SU(2)ξ × U(1)σ を持つ回転を伴う五次元漸近 AdS非球対
称 Einstein–Vlasov系の解を構成した. 一般には時空が球対称性を破ると保存量の数が減るた
めその方程式系は遥かに複雑になる. そこで三次元球面の特殊性を利用することで非球対称
ながら高い対称性を保つ時空を, 分布関数として回転軸方向の粒子の角運動量 jσ に関して指
数関数的な分布関数を仮定することで構成した. 結果として, 確かに有限の角運動量を持つ
Einstein–Vlasov系の定常解を構成できることを示した. ただしこのとき, 多体系が非自明に
寄与するために, 中心で適切な境界条件を与えなければ遠方の球面が歪んでしまい, 漸近 AdS
時空を構成できない. そこで歪み関数と引き摺り関数の中心の自由なパラメータに対する依
存性を見ることで遠方での漸近 AdS条件を満たしながらも有限の角運動量を持つ定常解を構
成できることを示した.
以上をまとめると, 本研究の主な結果は以下の通りである:

1. D次元における静的球対称な相対論的自己重力多体系は二種類の不安定性を持つことを
示した.

2. これらの不安定性の存在が次元に依存し, D ≥ 11では消失することを示した.
3. 有限の角運動量を持つ五次元漸近 AdS自己重力多体系の解を構成した.

9.2 今後の展望

本研究では中心で正則な自己重力多体系の解を取り扱った. ところが我々の目的は, 漸近
AdS時空において乱流現象が生じることで高エネルギーモードが顕著になった物質場をモデ
ル化することにある. そのため一般には, ブラックホールが存在する場合のような非自明な因
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果構造を持つ時空を考える必要があると思われる. 漸近 AdS条件を満たすブラックホールを
伴う解を構成し, その安定性を議論することでこれまでにないような最終状態の候補を探索
することが可能になる. ここで問題になるのはどのような拘束条件を課すのか, である. 本研
究で取り扱った系においては, 通常の孤立系と同様に全粒子数と全エネルギーを固定したエ
ントロピーの変分問題として考えたが, ブラックホールを伴う場合には粒子がブラックホー
ルに落ちることができる上にブラックホールのエントロピーについても考慮しなければなら
ない. そのためブラックホールを含む系の変分問題としての新たな定式化が必要となること
が考えられる.
また, ここでは回転系に対する熱的安定性の議論は行なっていない. これは静的でなく定常
となっていることで変分問題としての取り扱いが非自明になっているからである. これに関
しては, 系の角運動量がその定義より保存量となることから, 本研究で取り扱った安定性解析
と類似した手法を適用可能な可能性がある. また上記の場合と同様にブラックホールを伴う
解を構成することで回転するブラックホールと物質の相互作用といった物理現象の効果を取
り入れることが可能になる. これに関しても今後の展望としたい.
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付録 A 一般次元の Newton極限

空間 d次元 Poisson方程式は式 (3.7)で与えられ, その係数に含まれる重力定数 GN は重力
ポテンシャルが式 (3.2)の形で書かれるように選んでいる. そしてそれは,

∇2G(q, q′) = −δ(q − q′) (A.1)

により定義される d次元 Green関数 G(q, q′)が以下のように表されることによる:

G(q, q′) = 1
(d− 2)Sd|q − q′|d−2 . (A.2)

一方 Einstein方程式では, その結合定数は式 (4.29)のようになる. ここではこの状況設定の
下で Newtonの重力定数 GN と Einsteinの重力定数 GD がどのような関係を満たすかを, そ
れぞれの静水圧平衡の式を考えることで議論する.
まず Newton重力における静水圧平衡の式は, 圧力 p(r)に対して以下のように表現できる:

dp
dr

= −GN
ρM

rd−1 . (A.3)

次に相対論的な系を考える. 重力定数GD と光速 cを復活させて式 (5.42)と式 (5.44), および
エネルギー運動量保存則より

dp
dr

= −
(
ρ+ p

c2

) k(D−3)GDM(r)
2rD−3 + 8πr2p(r)

(D−2)c2

r
(

1 − kGDM(r)
c2rD−3

) (A.4)

を得る. ただし簡単のため Λ = 0とした. 式 (A.4)は相対論的な静水圧平衡状態を記述する方
程式で, D = 4の場合には Tolman–Oppenheimer–Volkoff (TOV)方程式と呼ばれる. この方
程式で c → ∞により非相対論的極限をとると,

dp
dr

= −8π(D − 3)GD
SD−1(D − 2)

ρM

rD−2 (A.5)

となる. 式 (A.3)と式 (A.5)を見比べれば,

GN = 8π(D − 3)
SD−1(D − 2)

GD = 8π(d− 2)
Sd(d− 1)

Gd+1 (A.6)

となり, 一般次元における重力定数の関係式が求まった.
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付録 B 小さな熱平衡状態の安定性

この付録では, Newton重力において十分小さな壁に閉じ込められた熱平衡状態が安定であ
ることを示す. そのためには, エントロピーの二次変分の無次元化された核を見れば,∫ x1

0
dx

[
1

xd−1

(
dq
dx

)2

− d− 2
xd−1 q

2

]
> 0 (B.1)

となるような x1 が存在することを示せれば良い. これは汎関数

Q[q] :=

∫ x1
0 dx 1

xd−1

(
dq
dx

)2

∫ x1
0 dx d−2

xd−1 q2
(B.2)

に関する最小化問題と解釈でき, この汎関数の最小値が 1以上となるような x1 の存在性を示
すことがこの付録の目的である.
まず関数 F0(x)を

F0(x) := xdn(x) −m(x) = m(x)(u(x) − d+ 2) (B.3)

で定義すると, 実はこの関数は式 (3.52)で定義した演算子 L̂の零固有関数になっている:

L̂F0(x) = 0 ⇔ d
dx

(
1

xd−1n

d
dx

)
F0(x) = −d− 2

xd−1 F0(x). (B.4)

中心近傍の振る舞いを調べてみると, 式 (3.38)より F0(x) ≃ 2mと振る舞う. また定義より明
らかに u = d− 2となる xにおいて F(x) = 0なので, 必ず F(x1) = 0となるような x1 > 0が
存在する. するとこれは, 固有値方程式:

d
dx

(
1

xd−1n

d
dx

)
F0(x) = −ζ d− 2

xd−1 F0(x) (B.5)

の ζ = 1の場合になっており, かつ定義より ζ = 1は最小固有値になっている. ところでこの
方程式は汎関数 (B.2)の最小値を与える式となっているから, ζ = 1が最小固有値であること
は Q[q]の最小値が 1であることを示している. 従って x < x1 とすればエントロピーは常に
極大であり, 系が安定であることが示された.
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付録 C 転回点法による安定性解析

Poincàreの安定性解析 [40]について, [41, 43]などに沿って簡単に説明する.

C.1 転回点法

系は適当な関数 f(x)で記述されており1）, さらにその平衡状態はポテンシャル関数と呼ば
れる汎関数 S[f ]が

grad S = δS

δf(x)
= 0 (C.1)

満たす状態として定義されるものとする. このとき, 安定な熱平衡状態は任意の変分 δf(x)に
対して

δ2S

δf(x) δf(y)
< 0 (C.2)

を満たす平衡状態として定義される. ここで汎関数 S[f ]が一つのパラメータ E を持つとする
と, 式 (C.1)の解は一般に

f(x) = Fa(x;E) (C.3)

と表すことができる. ここで aは解の系列を指定するパラメータで, 一般にはパラメータ E

を一つ指定したとしても解が一意的に決まるとは限らないことを表している. ある E に対し
て解が n個あるとするとき重複度が nであると言い, aは a = 1, 2, · · · , nを動く. 以降ではポ
テンシャル関数 S[f ]は f(x)及び E に関して二階微分可能であり, かつ平衡解 Fa(x;E)は E

に関して連続であるとする. このとき平衡解 Fa(x;E)は, f(x)に (S,E)を加えたより広い空
間の中に N 本の曲線を描き, 場合によってはそれらは互いに共有点を持ちうる. つまりその
共有点において状態はある系列から他の系列に分岐する. この点が安定性解析においては重
要となる.
各系列に対して, ポテンシャル関数の二階変分は離散的な縮退のない固有値を持ち, かつそ
の値には最大値が存在すると仮定する. すなわちKa(x, x′) := (−δ2S/ δf(x) δf(y))aの固有値
を χa としたとき, それらは各 aについて

χ1
a < χ2

a < · · · (C.4)

1） [41, 43]などでは有限次元の空間で記述されるとしているが, 本論文で扱う系に合わせて, 無限次元空間で記
述されているとしている.
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を満たすものとする2）. この仮定の下では, ポテンシャル関数の二階変分の固有値がパラメー
タEにより決定されると思うとあるEを固定したとき固有値が零になることができるのはた
だ一つである. 系の安定性が変わる点 (臨界点)とは, ある E = E0 で固有値が χha = 0となる
ときその近傍で χha の符号が変化する点である. これを調べるために, 平衡解 Fa(x;E)によっ
て (S,E)平面に射影されたポテンシャル関数を

Sa(E) := S[Fa(x;E), E] (C.5)

で定義する. すると, その全微分は E ̸= E0 以外で
dSa
dE

=
∫

dx ∂Fa
∂E

δS

δf(x)

∣∣∣∣
f=Fa

+ ∂S

∂E

∣∣∣∣
f=Fa

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
f=Fa

(C.6)

と書ける. そこで E の共役量として

βa := dSa
dE

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
f=Fa

(C.7)

を定義する. もう一度 E に関して微分すれば,

dβa
dE

=
∫

dx ∂Fa
∂E

∂

∂E

δS

δf(x)

∣∣∣∣
f=Fa

+ ∂2S

∂E2

∣∣∣∣
f=Fa

(C.8)

となる. ここで式 (C.1)を射影して E で微分すると,

∂

∂E

(
δS

δf(x)

∣∣∣∣
f=Fa

)
=
∫

dx′ δS

δf(x) δf(x′)

∣∣∣∣
f=Fa

∂Fa
∂E

+ ∂

∂E

δS

δf(x)

∣∣∣∣
f=Fa

= 0 (C.9)

となる. 核Ka は E ̸= E0 であれば逆を持つので,

∂Fa
∂E

=
∫

dx′ K−1
a (x, x′) ∂

∂E

δS

δf(x′)

∣∣∣∣
f=Fa

(C.10)

と書ける. これを式 (C.8)に代入すれば,

dβa
dE

=
∫

dx dx′ ∂

∂E

δS

δf(x)

∣∣∣∣
f=Fa

K−1
a (x, x′) ∂

∂E

δS

δf(x)

∣∣∣∣
f=Fa

+ ∂2S

∂E2

∣∣∣∣
f=Fa

(C.11)

となる. 臨界点近傍における振る舞いを調べる. 核 Ka の固有関数で展開すると, 仮定より
S[f ]は二階微分可能なので, 臨界点近傍では零固有値に対応する固有関数 uha の寄与が主要に
なる. 従って, 展開係数を cha と書くことにすれば, 臨界点近傍で

dβa
dE

≃ 1
χha

[∫
dx chauha

]2

(C.12)

のように振る舞うことがわかる. つまり, (E, β)平面内で平衡状態の描く曲線の傾きが不連続
になるとき, 核 Ka は零固有値を持ち, 臨界点となる. 特に, 式 (C.12)の形を見ればわかるよ

2） ここで系が無限次元空間であることにより固有値が上に有界でなくなっているが, 下に有界であれば議論に変
更はない. このような性質は Liouville-Sturum型微分方程式などに見られる性質である.
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うに, 傾きの符号が変化するときにその固有値の符号が逆転するので, 安定性が変化するとい
うことができる.

C.2 簡単な具体例

ここでは簡単な具体例として, 第 II 部で登場した Schwarzschild時空における有質量粒子
の軌道の安定性について考えてみる. ポテンシャル関数として有効ポテンシャル

V (r; a) =
(

1 − 1
r

)(
1 + a

r2

)
(C.13)

を考える. すると平衡状態 (円軌道)は V ′ = 0より

r± = a±
√
a(a− 3) (C.14)

と求まる. ここで添字 ±は平衡解の系列を指定する添字とみなす. すると, 共役量W が

W± := ∂V

∂a

∣∣∣∣
r=r±

= 1
r±2

(
1 − 1

r±

)
(C.15)

と定義できる. これを図示したものが図 C.1である. 確かに a = 3において解の系列が共有点

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0
0.00

0.02

0.04
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0.08

0.10

0.12

0.14

W

a

不安定円軌道: W−

安定円軌道: W+

臨界点: a = 3

図 C.1 共役量W とパラメータ aとの関係. 確かに a = 3で解の系列が分岐し
ていることがわかる.

を持ち, 分岐していることがわかる. この場合は臨界点が転回点になっており, 傾きの符号が
逆転しているから安定性が切り替わっていることが確認できる.
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付録 D 無質量スカラー場の伝搬

ここでは漸近 AdS時空における無質量スカラー場の伝搬について [102]の補遺を参考に議
論する. ただし簡単のため次元はD = 4とする. 静的球対称時空におけるKlein–Gordon方程
式は, 式 (5.15)と同じ座標を用いれば以下のように表せる:[

−e−2µ(∂t)2 + e2µ(∂r)2 + 2e2µ
(
µ′ + 1

r

)
∂r + D2

r2

]
Φ = 0. (C.1)

スカラー場を球面調和関数 Ylm(θ, ϕ)と動径方向の方向の場 ϕl を用いて展開する. 時間方向
に関しては振動数 ωの単一モードのみとし, さらに簡単のためm = 0のモードのみとすれば,
スカラー場は

Φ = e−iωt
∞∑
l=0

clϕl(r)Yl0(θ). (C.2)

のように展開できる. これより動径方向のスカラー場 ϕl の方程式[
e−2µω2 + e2µ d2

dr2 + 2e2µ
(
µ′ + 1

r

)
d
dr

− l(l + 1)
r2

]
ϕl = 0 (C.3)

を得る. ここで ψ := rϕで場を再定義すると,[
ω2 + e4µ(∂r)2 + 2µ′e4µ∂r + l(l + 1)e2µ

r2

]
ψl = 0 (C.4)

となる. これは式 (4.77)で定義した toroise座標 r∗ を用いれば[
ω2 + (∂∗)2 − l(l + 1)e2µ

r2 − 2µ
′e4µ

r

]
ψl = 0. (C.5)

と書き直せる. 以上より, スカラー場 ψl に対する有効ポテンシャルを

Vscalar := − l(l + 1)e2µ

r2 + 2µ
′e4µ

r
. (C.6)

で定義できる. ただし rは r∗ の関数とみなす. 粒子に対する有効ポテンシャル (4.59)見比べ
ると,

Vcurv := Vscalar − Veff = 2µ
′e4µ

r
(C.7)

が補正項として現れていることが確認できる. この効果を見るために最も簡単な AdS時空で
考えてみると,

Vcurv = 1
L2

(
1 + r2

L2

)
(C.8)

となる. 補正項 Vcurv は遠方で主要な寄与を与え, それは負の宇宙項が及ぼすポテンシャル障
壁として働く. このような理由から, AdS境界近傍では無質量スカラー場を幾何光学近似で取
り扱うことはできない.
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付録 E 等式の証明

E.1 式 (5.59)の証明

座標系 (ε̂, J, ψi)において, 式 (5.59)の左辺は次のように書ける:

∫
dVp

∂G

∂ε

∣∣∣∣
J

(pt)i(pr)j =
∫

dε ∧ dJ ∧ dΩD−3
J

D−4
2

r2(D−2)

(
ε2 − ε2

0

(
1 + J

r2

))− 1
2 ∂G

∂ε

∣∣∣∣
J

(pt)i(pr)j .

(D.1)

従って, 部分積分すれば

∂

∂ε

∣∣∣∣
J

((
ε2 − ε2

0

(
1 + J

r2

))− 1
2

(pt)i(pr)j
)

=ej(−µ+ν) ∂

∂ε

∣∣∣∣
J

(
(−ε)i

(
ε2 − ε2

0

(
1 + J

r2

)) j−1
2
)

=ej(−µ+ν)

(
−i(−ε)i−1

(
ε2 − ε2

0

(
1 + J

r2

)) j−1
2

− (j − 1)(−ε)i+1
(
ε2 − ε2

0

(
1 + J

r2

)) j−3
2
)

=
(
ε2 − ε2

0

(
1 + J

r2

))− 1
2 [

−i(pt)i−1(pr)j − (j − 1)e−2µ+2ν(pt)i+1(pr)j−2
]
, (D.2)

となり, 式 (5.59)を得る. □
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[23] P. Bizoń and A. Rostworowski. Gravitational Turbulent Instability of AdS5. Acta

Phys. Polon. B, 48:1375, 2017.
[24] Ben Craps, Oleg Evnin, and Joris Vanhoof. Renormalization group, secular term

resummation and AdS (in)stability. JHEP, 10:048, 2014.
[25] Ben Craps, Oleg Evnin, and Joris Vanhoof. Renormalization, averaging, conservation

laws and AdS (in)stability. JHEP, 01:108, 2015.
[26] Oleg Evnin. Resonant Hamiltonian systems and weakly nonlinear dynamics in AdS

spacetimes. Class. Quant. Grav., 38(20):203001, 2021.
[27] Georgios Moschidis. A proof of the instability of AdS for the Einstein–null dust system

with an inner mirror. Anal. Part. Diff. Eq., 13(6):1671–1754, 2020.
[28] Georgios Moschidis. The Einstein–null dust system in spherical symmetry with an

inner mirror: structure of the maximal development and Cauchy stability. 4 2017.
[29] Sebastian Günther, Jacob Körner, Timo Lebeda, Bastian Pötzl, Gerhard Rein,
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