
学位論文

高次元アクシオン電気力学の高次群構造の解析

名古屋大学大学院理学研究科

中島　立稀



Contents

1 序論 4

2 一般的な大域的対称性 10

2.1 大域的対称性の一般化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2 高次形式対称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.1 背景ゲージ場 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2.2 4次元マクスウェル理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 高次群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 2n次元アクシオン電気力学における高次群構造 24

3.1 2n次元アクシオン電気力学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.2 対称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.3 背景ゲージ場の導入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 6次元系の解析 33

4.1 荷電物体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1.1 運動方程式由来の対称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1.2 チャーン・ヴェイユ対称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2 対称性生成子の相関関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2.1 運動方程式由来の対称性生成子 2つの相関関数 . . . . . . . . . . . . 44

4.2.2 その他の 2つの生成子の相関関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2.3 3つの生成子の相関関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 結論および展望 51

2



CONTENTS 3

A 数学的補遺 57

A.1 諸公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

A.1.1 微分形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

A.1.2 デルタ関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

A.1.3 二重和の取り扱い . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

A.2 2接合加群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

B 4次元アクシオン電気力学の高次群構造 61

C 相関関数に関する恒等式の別の導出 63

Bibliography 65



Chapter 1

序論

対称性は物理における最も基本的な性質の一つである。対称性は理論を構成する際の重要な

指針となるものであり、作用を構成する際には注目する対称性を尊重するように構成する。

また強結合領域などの、摂動的に取り扱うことのできず解析が困難な物理を調べる時にも対

称性を用いることで定性的な分析が可能になることがある。対称性を用いた議論の大きな利

点は、同じ対称性の構造を有した理論であれば系の詳細に関わらずに同様の性質を持つ点で

ある。エネルギースケールが違うなど一見全く違う物理現象に見えたとしても対称性の観点

からは同一視できる場合もある。このように対称性は物理のユニバーサルな性質の解明に重

要である。対称性は以上のような観点から場の理論の解析に利用されるとともに、それ自体

が研究の対象となってきた。

近年ガイオットらによる重要な提案 [1]により、従来の大域的対称性の定義が見直され大

域的対称性の一般化が議論されている。この提案以降さまざまな新しい対称性が研究されてお

り、それらの新しい対称性に伴う物理現象やそれらの数学的な構造などが活発に調べられて

いる。具体例1 としては本論文でも取り扱う高次形式対称性 [1,15–17]が挙げられる。これは

局所的な場だけでなく様々な次元に広がった荷電物体に作用するような対称性である。一般

に p次元的な広がりを持つ荷電物体に作用するような対称性を p形式対称性と呼ぶ。つまり 0

次元的な荷電物体に作用する通常の対称性は、この文脈では 0形式対称性に分類される。高次

形式対称性は、トフーフト量子異常 [18]とその釣り合い条件を用いて場の理論の相構造を調

べるなど、場の理論の非摂動的な性質の解析への応用などが提案されている [19–27] 。トフー

1他の例としては非可逆対称性（non-invertible symmetry）[2–9] や、部分系対称性（subsystem symmetry）

[10–14] がある。
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フト量子異常は背景ゲージ場の変換の下での分配関数の非自明な変換ことである。例えば、

背景ゲージ場Aを引数に持つ分配関数（有効作用）Z[A]が背景ゲージ場の変換A→ A+ dΛ

に対してZ[A] → Z[A+ dΛ] = eiA(A,Λ)Z[A]のように変換する時、A(A,Λ)をトフーフト量子

異常という。トフーフト量子異常の重要な性質に、繰り込み群変換で繋がる紫外領域の理論

と赤外領域の理論の間でトフーフト量子異常が不変であるという、「トフーフト量子異常の釣

り合い条件」がある。この釣り合い条件を利用して低エネルギー有効理論についての情報を

得るといったように場の理論の非摂動的な性質を調べることに利用されてきた。上で述べた

ように高次形式対称性が提案されてからは高次形式対称性に対してのトフーフト量子異常を

用いた解析は様々な理論に適用されている。

本論文の主題となる高次群構造をもつ対称性 [15, 28–31]も一般化された大域的対称性の

一つである。高次群構造とは階数の異なる複数の高次形式対称性が理論に存在する時、これ

らの対称性が非自明に混ざるような構造のことである。例えば、高次群の一種である 2群 [32]

は 2つの階数の異なる高次形式対称性の間の非自明な関係であり、具体的には 0形式対称性

の生成子が 1形式対対称性の生成子に作用して別の 1形式対称性の生成子を生成するといっ

た構造が挙げられる。より一般に n個の階数の異なる高次形式対称性が非自明に関係づいて

いる時、このような代数構造を n群と呼ぶ。場の理論における高次群構造を持つ対称性は他

にも [20,33–51] などで調べられている。これらの研究から、階数が異なる高次形式対称性が

存在している時には、その理論が高次群構造を持ち得ることが明らかになってきている。そ

の一方で、一般にどのような時に高次群構造が現れるのか、どのような物理的意味を持つの

かなどについては依然として未解明の部分が多い。また系が高次群構造を持つことが分かっ

たとしても、その数学的な記述については詳しく分析されていない場合も多い。場の理論に

おける高次群構造についての一般的な性質の理解は場の理論の構造を理解する上で重要な課

題であると考えられる。

このような状況下で近年の重要な発展の一つがアクシオン電気力学に高次群構造の分析

である。特に [52,53]で 4次元の無質量アクシオン電気力学が 3群の構造を持つことが示され

た。そこでは単に 0形式から 2形式の 3つの高次形式対称性が混ざることを示しただけでな

く、これらが 2接合加群 [54]と呼ばれる代数で記述されることを示した。2接合加群という

のは 3つの群とそれらの間を関係づけるいくつかの写像を合わせた代数構造のことである2。

加えてそこでは 2接合加群を成す各種演算の物理的な意味を明らかにしている。例えばこの

22接合加群の定義は A.2を参照せよ。
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系ではウィッテン効果 [55]が生じることが知られているが、これに 2接合加群の対応する演

算は「0形式対称性の 1形式対称性に対する作用」であることが明らかにされた。この結果

は既に知られていた物理現象を対称性の立場からの再解釈を与えている。このように彼らは

高次群構造を持つ比較的解析が容易な具体例を与えるとともにその数学的構造および物理的

な解釈を詳しく分析しており、場の理論における高次群構造のより詳しい性質を明らかにし

た。他にも有質量アクシオン電気力学の場合には 4群の構造を持ち、その代数は 3接合加群

で記述されることが [56]で示されている。

本論文はこのような背景から、アクシオン電気力学が場の理論における高次群構造を調

べるための良い模型になっていると考え、アクシオン電気力学を通して場の理論における高

次群構造の具体的な解析及びその物理的意味を分析することを目的としている。特に本論文

では先行研究で扱われていた 4次元の場合よりも高次元のアクシオン電気力学に注目しその

高次群構造を調べる。具体的には一般の 2n次元での解析を行うことで高次元のアクシオン

電気力学における高次群構造を系統的に調べることを目標にする。加えて本論文では 2n = 6

次元の場合に対してより詳しい解析を行い、高次群構造の物理的な解釈を試みる。このよう

に具体的な模型の解析により高次群の物理的な解釈を議論する事もこの論文における主題で

ある。

ここで本論文でアクシオン電気力学を高次元へ拡張する動機についてまとめる。4次元の

アクシオン電気力学が 2接合加群の構造を持つことを示した前述の論文 [53]では、高次群構

造ではチャーン・ヴェイユ対称性 [57]が重要な役割を持つ。チャーン・ヴェイユ対称性とは

そのカレントの保存則がビアンキ恒等式によって保証されるような対称性のことである。実

際 4次元のアクシオン電気力学は 2接合加群の構造を有しているが、この構造はチャーン・

ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場の変換則に反映されていた。一般に高次元ではより多

くのチャーン・ヴェイユ対称性が存在することから、高次元への拡張を行うことにより 4次

元の時に比べ多くのチャーン・ヴェイユ対称性が混ざり合い、理論の大域的対称性はより大

きい高次群構造を持つことが期待される。さらに単純により大きい代数構造が期待されるだ

けではなく、その代数的構造の詳しい分析が可能であると期待される。前述の通り 4次元の

場合では単に 3つの群が混合するということ以上に 2接合加群の構造を持つということが明

らかになっているとともに、その物理的な解釈が与えられている。このように詳しく調べら

れたのにはアクシオン電気力学は比較的単純な模型であるために解析が容易であることに一

因があると考えられる。高次元に拡張しても複雑さは増すものの同様の解析ができるため物
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理的な解釈などを考察するのが容易である。また高次元における高次群構造を既に詳しくわ

かっている 4次元の構造と比較することで詳しい代数構造に関しての詳しい解析を行うこと

ができると考えられる。実際後で議論するように高次元のアクシオン電気力学の高次群構造

は、4次元時の構造である 2接合加群を内部構造として含んでいることが分かる。このよう

に高次元アクシオン電気力学における高次群構造の系統的な分析により、単純に複数の群が

混合している以上の情報を抽出し、未知の部分が多い場の理論における高次群の一般的な性

質について重要な示唆を与えることが期待される。以上が高次元のアクシオン電気力学の高

次群構造を分析する意義である。

実際この論文の後の部分で詳しく議論するように一般の偶数次元に対してチャーン・ヴェ

イユ対称性に対する背景ゲージ場の変換則がグリーン・シュワルツ機構 [58]によって変形さ

れ、そこから高次群構造を読み取ることができる。特に高次元への拡張により 4次元の時に

は見られなかった構造が現れ、一般に 2n次元のアクシオン電気力学では、(2n− 1)個の階数

の異なる高次形式対称性が混ざり合い、(2n− 1)群と呼ばれる構造が現れることを指摘する。

グリーン・シュワルツ機構は元々弦理論における量子異常の相殺の方法の一つである。量子

異常は量子効果によって古典的に存在した対称性が破れる現象であるが、元の作用に変換則

を修正したゲージ場とゲージ不変な場の強さの結合項（チャーン・サイモンズ項）を相殺項

として導入することでこの破れを消去する方法をグリーン・シュワルツ機構といい、歴史的

にはタイプ I超弦理論における量子異常の相殺として提案された。大域的対称性の高次群構

造が背景ゲージ場の変換則の修正に反映されるという議論は、これに関する初期の研究 [15]

で既に見ることができる。ここで高次群構造を反映するのは背景ゲージ場についての修正だ

が、従来のグリーン・シュワルツ機構で変更を受けるのは力学的なゲージ場である。この相

違点を考慮して、[30, 31]等では背景ゲージ場についての修正を「グリーン・シュワルツ機構

の一般化」と呼ぶ場合がある。本論文では背景ゲージ変換則の修正とそれに伴うゲージ不変

な場の強さの修正も単にグリーン・シュワルツ機構と呼ぶ。

グリーン・シュワルツ機構によるゲージ場の変換則の修正の結果、典型的にはある大域的

対称性に対する背景ゲージ場が他の対称性の変換の下で変換する。例えば、1形式対称性の

背景ゲージ場のゲージ変換則が別の 0形式対称性の変換パラメーターに依存するといったこ

とが起きる。これにより、上の例だと 0形式対称性の変換によって 1形式対称性変換が生成

されるといったことが起こる。これは 0形式対称性と 1形式対称性という異なる階数の高次

形式対称性が混合して高次群構造をもつことを反映している。以上をまとめると、背景ゲー
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ジ場の導入に伴って生じるオペレーター値不定性を相殺するために導入された相殺項に含ま

れる背景ゲージ場の修正された変換則から理論の高次群構造を読み取ることができる。本論

文でもこの方法に従って高次群構造を調べる。

以下に本論文で議論する主要な結果をまとめる。

1. 2n次元アクシオン電気力学に対して運動方程式由来の対称性に対する背景ゲージ場を

導入すると、理論にオペレーター値不定性と呼ばれる不定性が生じる。

2. 上述の不定性を取り除き理論をゲージ不変にするためには 1形式 , · · · , (2n − 2)形式

チャーン・ヴェイユ対称性についても同時に背景ゲージを導入しなければならない。さ

らにこれらのゲージ場の変換則はグリーン・シュワルツ機構によって修正される。

3. グリーン・シュワルツ機構から理論の高次群構造を読み取ることができる。具体的には

2n次元の場合には 0形式 , · · · , (2n− 2)形式対称性が混ざった高次群構造が得られる。

4. 2n次元の場合の高次群構造は n項演算を含む。また部分構造として (2n− 2)次元の代

数構造を含む。

(2n− 2)個のチャーン・ヴェイユ対称性も同時に背景ゲージ化を行う必要はあるという結果

は、高次元拡張することで得られる帰結である。また、n項演算の存在の指摘や部分構造に

関しての情報も、一般の 2n次元への拡張を通して系統的に調べられる結果である。

構成

ここでこの論文の構成についてまとめる。2章では大域的対称性の一般化に関する近年の発

展を紹介する。特に高次形式対称性の定義などについてここで詳しく議論する。高次形式対

称性は 4次元のマクスウェル理論を例として具体的にその性質を見る。この具体例を通して

高次形式対称性変換の物理的な解釈や、本論文で用いる背景ゲージ場を用いた相関関数の計

算方法を紹介する。高次形式対称性を導入した後で本論文の主題である高次群構造を説明す

る。ここでは詳細な議論には立ち入らず、後の議論で重要になる諸性質の説明を行う。特に理

論の高次群構造は背景ゲージ場の変換則がグリーン・シュワルツ機構により変形を受ける事

に反映されること、および後の議論で重要な役割を持つオペレーター値不定性についての説

明を行う。3章では、まず 2n次元のアクシオン電気力学のもつ大域的対称性を見る。その際
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以下の議論で重要となる運動方程式由来の対称性とチャーン・ヴェイユ対称性をそれぞれ導

入し、それらの生成子などの各種定義を与える。次に運動方程式由来の大域的対称性に対し

背景ゲージ場を導入することでゲージ化を行う。その際に生じるオペレーター値不定性を系

統的に取り除く方法を議論する。これにより 1形式 , · · · , (2n− 2)形式チャーン・ヴェイユ対

称性に対する背景ゲージ場の場の強さを決定する。またチャーン・ヴェイユ対称性に対する

背景ゲージ場のゲージ変換則がグリーン・シュワルツ機構によって修正を受けることを見る。

このゲージ変換則が理論の高次群構造を反映している。4章では上の一般的な議論で得た高

次群構造について結果について、2n = 6次元の場合に詳しい分析を行う。ここでは高次群構

造を反映するような相関関数間の非自明な関係を全て網羅的に計算することで 6次元アクシ

オン電気力学における高次群構造を具体的に調べ、さらにいくつかの場合に具体的に物理的

な解釈を議論する。具体的にはアクシオンドメインウォールに対するウィッテン効果 [55,59]

や異常ホール効果 [60–62]の 6次元への拡張を議論する。また代数構造に非自明な 3項演算

を含むことなど、高次元に特有だと考えられる構造について議論する。なお 3、4章の内容

は [63]に基づく。5章でこの論文の主要な結果について総括するとともに高次元のアクシオ

ン電気力学における高次群構造の解析とその周辺に関する今後の展望を議論する。

Appendix Aに数学的な事実や本文中でよく使う公式などをまとめた。特に高次群構造の

先行研究で重要であった 2接合加群に関してその定義などはここで議論する。Appendix Bで

は [52,53]で議論された 4次元アクシオン電気力学における高次群構造についてまとめる。こ

れは本論文では 3章で議論する一般の偶数次元での議論における n = 2の場合に相当してい

る。上述の通り 4次元アクシオン電気力学の高次群構造は 2接合加群という数学を用いて記

述できることが示されている。ここではその数学的な詳細も含めて議論を行う。Appendix C

では生成子の相関関数の別の導出を紹介する。この論文の主要な部分では一貫して背景ゲー

ジ場を用いた計算を行ったが、ここで紹介するのは [52]などで議論されているシュインガー・

ダイソン方程式を用いた方法である。



Chapter 2

一般的な大域的対称性

ガイオットらによって大域的対称性の一般化 [1]が提案されて以降、様々な拡張が提案され

てきた。ここでは一般的な大域的対称性についての近年の発展をまとめる。まず通常の大域

的対称性がどうのように一般化されるのか、またどのような拡張が実際に考えられているか

を見る。その後で特に本論文で重要となる高次形式対称性および高次群対称性をはじめとし

た諸概念を導入する。高次形式対称性は 2.2.2節で 4次元マクスウェル理論の具体例を用いて

議論する。

2.1 大域的対称性の一般化

はじめに、大域対称性の一般化を考える際に議論の見通しを良くするために通常の大域的対

称性の性質についてまとめる。場の大域的な変換の下で作用が不変である時、理論がその変

換の下で対称性を持つという。時空 d次元の系に大域的対称性が存在する時にはネーターの

定理よりその対称性に付随した保存カレントが存在し、以下の保存則を満たすことが知られ

ている。

dj[d−1] = 0 (2.1)

ここで j[d−1]は (d− 1)形式の場である3。この保存カレントを (d− 1)次元閉多様体Md−1で

積分すると、この対称性のネーター電荷が得られる、これを指数関数の肩に乗せることでこ

3文献によっては 1形式の保存カレント j[1] を用いることがある。この時はカレントの保存則は d ? j[1] = 0

と表される。本論文の表記との関係は、j[d−1] = ?j[1] である。

10
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の対称性の生成子が定義される。

U (Md−1, αg) = e
iαg

∫
Md−1

j[d−1]

(2.2)

ただし第二引数の αgはこの生成子によって引き起こされる変換のパラメーターである。尚、

これらの通常の対称性が作用する荷電物体は局所的な演算子である。また、通常の対称性は

群の構造を持つためこの変換のパラメーターは群の要素に値を取る。

U (Md−1, αg)U (Md−1, αg′) = U (Md−1, αg·g′) (2.3)

ただし通常の対称性に対しては群構造は可換でも非可換でもどちらもあり得る。

また以上で定義された生成子はトポロジカル演算子である。つまり以下が成立する。

U (Md−1 t∆Md−1, αg) = U (Md−1, αg) (2.4)

ただし、∆Md−1はd− 1次元の閉多様体である。具体的には以下のFigure 2.1のように、Md−1

をトポロジカルに変形させる操作（右図から中央図）を左図のように∆Md−1を用いて表し

ている。

Figure 2.1: Md−1のトポロジカルな変形

この時カレントの保存則から次が成り立つ。

exp

(
iαg

∫
∆Md−1

j[d−1]

)
= exp

(
iαg

∫
Ω∆Md−1

dj[d−1]

)
= 1 (2.5)

ただし、Ω∆Md−1
は∆Md−1を境界に持つような d次元多様体である。以上により (2.4)が成

立する。

以上をまとめると通常の対称性に対する生成子 U (Md−1, αg)は、次の性質を持つ演算子

であると言える。

• 余次元 1の多様体（(d− 1)次元の多様体）Md−1上で定義される
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• 群の構造を持つ

• トポロジカル演算子

この中で保存則に由来するのは生成子がトポロジカル演算子であるという性質である。この

観点から、現代的には以上の性質のうち「大域的対称性の生成子はトポロジカル演算子であ

る」という点を尊重する。すなわち通常の対称性を特徴づける性質のうち、トポロジカルな

演算子であること以外を緩めることで対称性の一般化を考える。

まず「余次元 1の多様体Md−1上で定義される」という性質を緩めて、「様々な余次元の

多様体で定義されるトポロジカル演算子」への拡張を考えることができる。このような対称

性は高次形式対称性と呼ばれている。高次形式対称性の詳しい議論は以下で行う。

一方で「群の構造を持つ」という性質を緩めることもできる。群は、ある数学的対象にお

ける自己同型の集合で、結合則、単位元の存在、逆元の存在を満たすものをいう。よって「群

の構造をもつ」性質を緩めるとは、これらの群を特徴づける性質を緩めるような拡張である

といういうことができる。特に近年は群を逆元を持たないような代数構造（モノイド）に緩

めた対称性が提案されている。このような逆元を持たないような対称性を非可逆対称性ある

いは圏論的対称性と呼ぶ [2–9] 。

2.2 高次形式対称性

上述の通り通常の対称性を「様々な余次元の多様体で定義されるトポロジカル演算子」へ拡

張したものを高次形式対称性という。一般に p形式対称性とはその生成子が (d− p− 1)形式

多様体Md−p−1で定義されるような対称性である。連続対称性の場合、生成子は (d− p− 1)

形式の保存カレント j[d−p−1]を用いて以下のように書くことができる。

U [p] (Md−p−1, αg) = e
iαg

∫
Md−p−1

j[d−1]

(2.6)

ただし、保存カレントは次の保存則を満たす。

dj[d−p−1] = 0 (2.7)

p形式対称性の荷電物体は空間的に p次元の広がりを持つ。例えば 1形式対称性の生成子は 1

次元的に広がった物体の上で定義される線演算子に作用し、その電荷を測る。後で具体的に
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見るように中心対称性は 1形式対称性の具体例であるが、これはウィルソンループに作用す

る。通常の対称性の生成子は局所的な演算子に作用するので、この文脈で 0形式対称性と呼

ばれる。

p形式対称性もまた通常の対称性と同様に群の構造を持っている。すなわち生成子の第二

引数である変換パラメーターは今の場合も群の要素に値を取り、以下が成立する。

U [p] (Md−p−1, αg)U
[p] (Md−p−1, αg′) = U [p] (Md−p−1, αg·g′) (2.8)

一般に p > 0の時には p形式対称性に対しては、その群構造は可換群になる。上述の通り p

形式対称性の変換を生成する演算子U [p] (Md−p−1, αg)はトポロジカルである。また p形式対

称性は (d− p− 1)次元の多様体Md−p−1上に定義されているので、これに垂直な (p + 1)次

元方向に動かすことできる。それによりいつでも生成子の作用する順番を変えることができ

るため必ず可換群になる。一方 p = 0の時はMd−1上に定義されており、これに垂直な 1次

元方向に動かして生成子が作用する順番を変更しようとしても生成子は必ず交差する。その

ために可換群であるとは限らない。

本論文では高次群構造を調べる際にチャーン・ヴェイユ対称性と呼ばれるタイプの高次形

式対称性を用いるので、ここでその定義を述べる。チャーン・ヴェイユ対称性 [57]は、ビアン

キ恒等式によってその保存則が保障されるような対称性である。例えば光子 aの場の強さ da

や、そのウェッジ積で表される da∧ daは、さらに微分演算子を作用させると微分演算子の冪

零性から自明に 0になり、保存カレントになっている。このようにチャーン・ヴェイユ対称

性は自明に保存則が成り立つような対称性であるが、本論文では高次群構造の分析でチャー

ン・ヴェイユ対称性が非常に重要な役割を持つ。

2.2.1 背景ゲージ場

理論の大域的対称性を調べるための良い方法の一つが背景ゲージ場を導入することである。

本論文では一貫して4背景ゲージ場を用いて系の対称性の構造を調べる。実際後で見るように

ゲージ場の変換則は系の高次群構造を反映するため本論文においては背景ゲージ場を用いた

議論を行うと見通しが良い。

保存カレントが存在している時は、保存カレントとそれに対応する背景ゲージ場の結合項

を加えることで背景ゲージ場を導入することができる。例として p形式対称性に対する背景
4Appendix Cでのみ背景ゲージ場を用いない別の等価な方法を用いた議論を紹介する。
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ゲージ場を導入する場合を考える。対応する保存カレントは (d− p− 1)形式の場である。こ

れに (p+ 1)形式の背景ゲージ場Xp+1を最小結合させた以下の項を作用に加えることで背景

ゲージ場を加えることができる。 ∫
Md

j[p] ∧Xp+1 (2.9)

通常は背景ゲージ場の変換則はXp+1 → Xp+1 + dΛpで与えられる。この変換の下では最小結

合項はカレントの保存則 dj[d−p−1] = 0からゲージ不変である。∫
Md

j[p] ∧Xp+1 →
∫
Md

j[p] ∧Xp+1 + (−1)d−p
∫
Md

dj[p] ∧ Λp

=

∫
Md

j[p] ∧Xp+1 (2.10)

量子論で p形式対称性の生成子U [p] (Md−p−1, α)を挿入することは、対応する背景ゲージ

場にデルタ関数的な配位を与えることに他ならない。具体的にはXp+1 = αδ(Md−p−1)とすれ

ば良い。量子論では作用を指数関数の肩に乗せたものを経路積分するので、背景ゲージ場を

導入した理論には次の項 exp
(
i
∫
Md

j[p] ∧Xp+1

)
が含まれる。ここでXp+1 = αδ(Md−p−1)と

すると、

exp

(
i

∫
Md

j[p] ∧Xp+1

)
= exp

(
iα

∫
Md−p−1

j[p]

)
= U [p] (Md−p−1, α) (2.11)

ただし、一般にD次元時空中の余次元 pの多様体DD−pを引数に取るデルタ関数 δpは次のよ

うに定義される。
∫
MD

J (D−p) ∧ δp(DD−p) ≡
∫
DD−p

J (D−p). またストークスの定理を用いると

δp(DD−p) = (−1)D−p−1dδp−1(ΩDD−p
) が成り立つ。ただし ∂ΩDD−p

= DD−pである。本論文で

は今後もデルタ関数の関して以上の表記を用いる。ここで用いた多様体を引数に持つデルタ

関数の定義などはAppendix A.1.2に示した。本論文では後で対称性の生成子の相関関数など

を計算するが、以上で議論したようにゲージ場に具体的にデルタ関数的な配位を与えること

でそれらの計算を行う。

2.2.2 4次元マクスウェル理論

4次元のマクスウェル理論を例にして高次形式対称性を具体的に見ていく。

SMaxwell = −
∫
M4

1

2e2
da ∧ ?da (2.12)
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この例では θ項、 θ
8π2da ∧ daは簡単のため考えない。また以下ではU(1)ゲージ結合定数 eは

1とする。

この理論には 2つの 1形式対称性が存在している。それぞれ保存カレントは次のように表

される。

j
[1]
EoM = ?da (2.13)

j
[1]
CW =

1

2π
da (2.14)

前者はその保存則が運動方程式 d ? da = 0により保障されている。すなわち光子場 aのシフ

ト a→ a+ΛE
1 に対する対称性である。この論文においては混同を避けるために、このような

運動方程式に保障されている対称性を運動方程式由来の対称性と呼ぶことにする。つまりこ

の光子場 aのシフト対称性は以下では運動方程式由来の 1形式対称性と呼ぶ。一方、後者は

保存則がビアンキ恒等式 dda = 0によって保障されておりチャーン・ヴェイユ対称性である。

ここで、これらの対称性に対する背景ゲージ場を導入することを考える。まず運動方程式

由来の対称性に対する背景ゲージ場BE
2 を導入について考える。これは a → a + ΛE

1 に伴い

BE
2 → BE

2 + dΛE
1 と変換する場である。しかし背景ゲージ場を導入する時には、上で議論し

たように (2.12)にカレントと背景ゲージ場の最小結合項を加えるだけではゲージ不変性は保

たれないことに注意する。運動項のゲージ不変性を保つためにはいわゆるシーガル項も併せ

て加える必要がある。具体的には、(2.12)で次の置き換え da → da − BE
2 を行うことでゲー

ジ不変に背景ゲージ場を導入することができる。

またチャーン・ヴェイユ対称性についての背景ゲージ場BM
2 も同時に導入する。この場合

はカレントと背景ゲージ場の最小結合項を加えることで背景ゲージ場を導入することができ

る。ただし、上で述べたようにチャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場を導入する

時には da → da − BE
2 の置き換えをおこなっているので、チャーン・ヴェイユ対称性の保存

カレント j
[1]
CWもこの置き換えにより a→ a+ ΛE

1 の下でゲージ不変にしておく必要がある。

結果的に運動方程式由来の対称性およびチャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場

を導入した作用は以下のようになる。

S ′
Maxwell = −

∫
M4

[
1

2

(
da−BE

2

)
∧ ?
(
da−BE

2

)
+

1

2π

(
da−BE

2

)
∧BM

2

]
(2.15)

(2.15)の作用を指数関数の肩に乗せて経路積分を行い次の分配関数を得る。

Z[BE
2 , B

M
2 ] =

∫
Da eiS′

Maxwell (2.16)
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これらの対称性の物理的意味を述べる。2次元多様体 S2上で定義される運動方程式由来

の 1形式対称性の生成子U
[1]
EoM(S2, α)を考える。保存電荷は

∫
S2
?daである。これを電場と磁

場を用いて書き直すと次のようになっている。∫
S2

?da =

∫
Exdydz + (cyclic) +

∫
Bidtdx

i (2.17)

である。(cyclic)と書いたのは
∫
Exdydzについて x, y, zをサイクリックに添字を入れ替えた

項である。ここから分かるように空間的に置かれた S2に対しては、保存電荷は S2を貫く電

場を積分したものである。この場合はU
[1]
EoM(S2, α)を作用させることは、物理的には S2を貫

く電場を印加することに相当している。一方で時間方向に伸びた S2に対しては保存電荷は

S2のうち空間方向に沿った磁場を積分したものである。この場合は U
[1]
EoM(S2, α)を作用させ

ることは、物理的には S2の空間方向に沿った磁場を印加することに相当している。

U
[1]
EoM(S2, α)の荷電物体はウィルソンループW (L) = exp

(
iq
∫
L a
)
である。ただし qは対

応する 1形式対称性の電荷である。ウィルソンループはそのサポートLが空間的に広がって

いた場合、瞬間的な電流、あるいはそれを生成するようなLを貫く瞬間的な磁場とみなすこ

とができる。一方でL時間的にも広がっていた時はウィルソンループは点電荷の生成・消滅

を表していると解釈することができる。この場合は各時間一定面で電場が点電荷の間に生じ

ているとみなすことができる。

Figure 2.2: ウィルソンループW (L)

U
[1]
EoM(S2, α)はW (L)との間に非自明な絡み目を持つ時に 1形式対称性変換を生成し、ウィ

ルソンループに電荷に比例した位相因子が生じる。例えば Figure 2.3の左側のような配位を

考える。これは空間的に配置されたウィルソンループW(L)と時間的に配置された 1形式対

称性生成子 U
[1]
EoM(S2, α)が絡み目を成しているような配位のある時間一定面を図示したもの

である。
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Figure 2.3: 1形式対称性変換

Figure 2.3の右側の配位は、左側の配位から 1形式対称性生成子 U
[1]
EoM(S2, α)をトポロジ

カルに変形して潰したものである。Lと S2が絡み目を形成していたので、この変形の際に必

ず両者が交差する。この時に位相因子 eiqαが生じることを表している。

この位相因子の物理的な解釈は次の通りである。上で議論したように時間的に配置された

U
[1]
EoM(S2, α)は S2の空間方向に沿った磁場を与えるのでこの配位はウィルソンループを貫く

ように z方向に大きさ αの磁場を印加していることに他ならない。空間的に配置されたウィ

ルソンループはループを貫く磁場を測るので、上述の位相因子 eiqαはU
[1]
EoM(S2, α)によって印

加された磁場による寄与である。以上の議論をまとめると、U [1]
EoM(S2, α)とウィルソンループ

W(L)が絡み目を持つように配置することによってウィルソンループに対して 1形式変換

W(L) → eiqαW(L) (2.18)

を生成することができた。これは場の立場からは光子 aに次の変換

a→ a+ Λ1 (2.19)

ただし
∫
L Λ1 = α、を行ったことに他ならない。

次に、以上で議論した運動方程式由来の 1形式対称性がウィルソンループに作用して変換

を生成する事を、具体的な計算により確認する。本論文では特に対称性の生成子U
[1]
EoM(S2, α)

とW (L)を背景ゲージ場の具体的な配位によって表現し、これらのゲージ変換を用いて計算

を行う。ウィルソンループはBM
2 に特定の配位を与えることで表すことができる。具体的に

は、exp
(
iq
∫
L a
)
= exp

(
iq
∫
ΩL
da
)
= exp

(
2πiq

∫
M4

j
[1]
CW ∧ δ2 (ΩL)

)
である。ただし qは電荷

である。よってチャーン・ヴェイユ 1形式対称性に対する背景ゲージ場にBM
2 = 2πqδ2 (ΩL)
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というゲージ場の配位を与えることは、ウィルソンループを挿入することに他ならない。す

なわち、ウィルソンループの真空期待値を分配関数を用いて以下のように定義する。

〈W (L)〉 ≡ Z[BE
2 = 0, BM

2 = 2πqδ2 (ΩL)] (2.20)

また、前述の通り運動方程式由来の 1形式対称性の生成子U
[1]
EoM(S2, α)はBE

2 = αδ2 (S2)とい

う配位を与えることで挿入することができる。よって対応する外場を印加することで次の相

関関数を定義する。

〈
U

[1]
EoM(S2, α)W (L)

〉
≡ Z[BE

2 = αδ2 (S2) , B
M
2 = 2πqδ2 (ΩL)] (2.21)

である。(2.21)と (2.20)はBE
2 を αδ2 (S2) → 0というようにゲージ変換することで結びつく。

このゲージ変換の際トフーフト量子異常が生じることに注意する。トフーフト量子異常は作用

うち背景ゲージ場のみで書かれる部分をマッピングトーラス T5上で積分することで評価でき

る。マッピングトーラスはFigure 2.4のようにM4に τ軸を追加してゲージ変換を補間した 5

次元多様体である。ただし T5上の背景ゲージ場BE
2 ,BM

2 は τ = 0でゲージ変換前の配位BE
2 =

αδ2 (S2) , B
M
2 = 2πqδ2 (ΩL)であり、τ = 1でゲージ変換後の配位B′E

2 = 0, B′M
2 = 2πqδ2 (ΩL)

と一致するように定義される。すなわち、

BE
2 = (1− τ)αδ2 (S2) , BM

2 = 2πqδ2 (ΩL) (2.22)

のように定義される。

Figure 2.4: Mapping Torus T5

トフーフト量子異常は (2.15)のうち外場のみで書かれる項 1
2π
BE

2 ∧BM
2 を T5上の場に格上
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げし、T5上で積分することで評価することができる。∫
T5

1

2π
BE
2 ∧ dBM

2 = αq

∫
M4

δ2 (S2) ∧ δ2 (ΩL)

= αqLink (S2,L) (2.23)

ただしLink(∗, ∗)は 2つの多様体を引数としてとり、それらの絡み目数を返す関数である。以

上より (2.21)と (2.20)の間に成り立つ次の関係を得る。〈
U

[1]
EoM(S2, α)W (L)

〉
= eαqLink(S2,L) 〈W (L)〉 (2.24)

これは確かに、運動方程式由来の 1形式対称性の生成子U
[1]
EoM(S2, α)がウィルソンループW (L)

に非自明に作用して、1形式対称性変換を生成していると解釈することができる。生じる位

相因子はS2,Lの絡み目数に比例しており、生成子をウィルソンループに絡まるように配置す

ることで対応する対称性の変換を生成することができる。

次に、もう一方の大域的対称性であるチャーン・ヴェイユ 1形式対称性の荷電物体は ト

フーフトライン T (L)である。トフーフトラインは空間の一点に局在したモノポールが掃く世

界線である。ウィルソンループの場合と同様にトフーフトラインも外場に特定の配位を与え

ることで表すことができる。実際、運動方程式由来の 1形式対称性に対する背景ゲージ場BE
2

に対して
∮
S2 B

E
2,defect = 2πqとなるような配位によって実現できる。ただし S2はモノポールを

囲むように空間的に配置された 2次元球面である。例えば空間の原点にモノポールが局在し

ている状況を考えると具体的にはBE
2,defect =

q
2
sin dϑdϕのような配位を与えることでトフー

フトラインを表すことができる。この場合 e
i
∫
M4

j
[1]
EoM∧BE

2 = ei
∫
Brdtdrであり、確かにトフーフ

トラインを表している。ただし、(r, ϑ, ϕ)は球座標、Brは r方向の磁場である。よって先の

場合と同様にトフーフトラインの真空期待値を分配関数を用いて以下のように定義する。

〈T (L)〉 ≡ Z[BE
2 = BE

2,defect, B
M
2 = 0] (2.25)

一方、チャーン・ヴェイユ 1形式対称性の生成子 U
[1]
cW(S2, α)はBM

2 = αδ2 (S2)という配位を

与えることで挿入することができる。よって対応する外場を印加することで次の相関関数を

定義する。 〈
U

[1]
CW(S2, α)T (L)

〉
≡ Z[BE

2 = BE
2,defect, B

M
2 = αδ2 (S2)] (2.26)

である。今回も (2.26)をゲージ変換によって (2.25)に変形すると、トフーフト量子異常が生

じる。トフーフト量子異常を評価すると次を得る。〈
U

[1]
CW(S2, α)T (L)

〉
= eαqLink(S2,L) 〈T (L)〉 (2.27)
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これは確かにトフーフトラインがチャーン・ヴェイユ 1形式対称性の荷電物体になっている

ことを意味している。

以上のように対称性生成子とその荷電物体との間の関係はトフーフト量子異常から読み

取ることができる。本論文では他の模型の分析を行う際にも上と同様の方法を用いる。

2.3 高次群

この節では本論文の主題である高次群構造を議論する。特に次章以降の解析で重要となる背

景ゲージ場に対するグリーン・シュワルツ機構と、オペレーター値不定性を導入する。

理論に複数の異なる階数の高次形式対称性が存在している時、これらの対称性が互いに

独立ではなく互いに作用してこれらの対称性が混ざることがある。ここで対称性が混ざると

は、異なる階数の高次形式対称性の間の写像が存在するということである。例えば 4次元の

アクシオン電気力の高次群構造である 3群には、パイファー・リフティングという写像が存

在しており、これは二つの 1形式対称性を 2形式対称性に移すような写像である。対称性生

成子の言葉では、ある 1形式対称性生成子に別の 1形式対称性生成が作用して、2形式対称性

の生成子が作り出されるといった構造である。このような階数の異なる高次形式対称性が混

ざり合うような代数構造を高次群と呼ぶ。特に n個の異なる階数の高次形式対称性が非自明

に混ざるような対称性を n群対称性と呼ぶ。

数学的な立場からは高次群 [29,32,64–66] は群の高次圏 [67]への拡張である。高次群の圏

論的な構成などについて物理学者向けに書かれた文献に [68]がある。本論文の主題であるア

クシオン電気力学は 4次元の時は 3群の構造を持つことが知られているが、[52, 53]はアクシ

オン電気力学における高次群構造を 2接合加群5 を用いた数学的な立場からの取り扱いも議

論されている。本論文では高次群構造に関して数学的な記述は行わず、むしろ場の理論にお

ける性質にのみ注目する。

ここからは高次群構造の諸性質をまとめる。以下の議論は 3章および 4章で扱うアクシオ

ン電気力学における議論を念頭に置いているが、ここでの目的は高次群構造の性質を説明す

ることなので詳細な議論には立ち入らない。アクシオン電気力学についてのより詳しい議論

52-crossed module。３つの群 (G,H,L)からなる代数構造。これらの群に加えて、2つの写像 ∂1 : L → H, ∂2 :

H → G及び、H,Lに対するG同変な作用、G .H → H,G . L → L、パイファー・リフティング {H,H} → L

によって構成される。2接合加群は接合加群 [69, 70]の拡張である。
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は次章以降で行う。

理論が高次群構造を持つ時、大域的対称性に対する背景ゲージ場のゲージ変換則がグリー

ン・シュワルツ機構 [58] 6 によって変形を受けることが知られている。例えばある 4次元の

理論に 1形式対称性と 2形式対称性が存在している状況を考え、対応する保存カレントをそ

れぞれ j[1], j[2]と表す。またこれらの大域的対称性に対して背景ゲージ場を導入する。対応す

る背景ゲージ場をB2, C3とすると、作用には以下の最小結合項が導入される。

Smin =

∫
d4x

[
B2 ∧ j[1] + C3 ∧ j[2]

]
(2.28)

これらの 1形式対称性と 2形式対称性が混ざって高次群構造を持つ状況では、ゲージ場の変

換則は例えば次のようになる。

B2 → B2 + dΛ1 (2.29)

C3 → C3 + dΛ2 −
N

4π
Λ1 ∧ (B2 + dΛ1)−

N

4π
Λ1 ∧B2 (2.30)

B2に関しては通常のゲージ変換則であるが、C3はグリーン・シュワルツ機構によって変形さ

れている。つまりB2が非自明であれば、B2のゲージ変換に伴ってC3も同時に変換される。

ゲージ場の変換則がグリーン・シュワルツ機構によって変形されている時、対称性生成子の

相関関数の間には次のような非自明な関係が生じる。ここでも背景ゲージ場に具体的な配位を

与えることで相関関数を得る。(2.28)から、B2 =
2πm
N
δ2(S1)+

2πn
N
δ2(S2)かつC3 = 0という配位

は
〈
U

[1]
EoM

(
S1,

2πm
N

)
U

[1]
EoM

(
S2,

2πn
N

)〉
に対応している。ここでゲージ変換B2 → B′

2 =
2πn
N
δ2(S2)

を考えると、によりC3は 0 → −2πmn
N

δ1(ΩS1)∧ δ2(S2) のように変化する。ゲージ変換後の配

位は
〈
U

[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[2]
CW

(
W1 ∩ ΩW2 ,−2πm1m2

N

)〉
となる。ゲージ変換の前後でトフーフト

量子異常が生じなければ7 以下が成り立つ。〈
U

[1]
EoM

(
S1,

2πm

N

)
U

[1]
EoM

(
S2,

2πn

N

)〉
=

〈
U

[1]
EoM

(
S2,

2πm

N

)
U

[2]
CW

(
ΩS1 ∩ S2,−

2πmn

N

)〉
(2.31)

この式は、左辺の一つ目の 1形式対称性生成子がもう一方の生成子に作用して、右辺で 2形

式対称性の生成子を作り出したと解釈することができる。これは 1形式対称の演算が 1形式
6元々 [58]で導入されたグリーン・シュワルツ機構は力学的なゲージ場に対して適用されていたが。高次群

構造を見る時には大域的対称性に対する背景ゲージ場に対してグリーン・シュワルツ機構が適用されているこ

とに注意する。
7一般にはゲージ変換の前後ではトフーフト量子異常が生じる可能性がある。今念頭に置いているアクシオン

電気力学の場合はトフーフト量子異常が生じない。
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対称性のみで閉じておらず、2形式対称性という階数の異なる対称性と混合していることを

意味し、確かに高次群構造になっている。実際これは 4次元アクシオン電気力学で成り立つ

関係であり、数学的には前述した 3群構造におけるパイファー・リフティング、物理的には

量子異常ホール効果に相当している。

次に高次群構造がある時の保存カレント性質を見る。ゲージ変換 (2.29)、(2.3)の下で (2.28)

は以下のようになる。ただしここでは変換パラメーターの 1次の項だけに注目する。

Smin → Smin +

∫
d4x Λ1 ∧

(
dj[1] − N

4π
B2 ∧ j[2]

)
+

∫
d4x Λ2 ∧ dj[2] (2.32)

ここで、任意の変換パラメータΛ1,Λ2に対して Sminがゲージ不変になる条件は以下である。

dj[1] =
N

2π
B2 ∧ j[2] (2.33)

dj[2] = 0 (2.34)

(2.34)は 2形式対称性のカレントが保存していることを表している。一方で (2.33)はB2が非

自明である時、1形式対称性のカレントが破れていることを示している。これは一見すると

量子異常の存在を表しているように見えるが、カレントの破れが背景ゲージ場B2に依存し

ているという点で量子異常とは区別される8 。

場の理論における高次群構造をもう一つの別の立場から見る。今度は各対称性のカレン

トが (2.33)、(2.34)を満たしているが、ゲージ変換則はグリーン・シュワルツ機構による変形

を受けておらず通常のものである状況を考える。つまり、

B2 → B2 + dΛ1 (2.35)

C3 → C3 + dΛ2 (2.36)

であるとする。この時 Sminは次のように変換する。ただし (2.33)、(2.34)を用いた。

Smin → Smin +

∫
d4x

N

4π
j[2] ∧ Λ1 ∧B2 (2.37)

この場合には上のようにゲージ不変性が失われる。実際には経路積分を用いて理論を量子化す

る際はSminを指数関数の肩に乗せるので、「通常の」ゲージ変換によって生じた項 N
4π
j[2]∧Λ1∧B2

が 2πZに値をとっていれば不定性が存在するわけではない。後に議論するようにアクシオン
8例えば ABJ量子異常 [71,72]は軸性対称性が量子効果によって破れる現象であり、djA = 1

8π2 da ∧ daのよ

うに力学的な場だけで表される。
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電気力学の場合には 2πZに量子化されておらず理論の不定性になっている。不定性を与える

項が演算子を含まず外場だけで書かれている時にはその項はトフーフト量子異常である。し

かし N
4π
j[2] ∧ Λ1 ∧B2は j[2]という演算子を含んでいることに注意する。このような不定性は

トフーフト量子異常と区別して、オペレーター値不定性9 [31, 53] と呼ばれる。

以上で議論したように高次群構造にはいくつかの見方がある。ゲージ変換の下で不定性が

生じないようにすると、ゲージ変換則はグリーン・シュワルツ機構による変形をうける。一

方、ゲージ変換則を通常のものにしておくとゲージ変換の下でオペレーター不定性が生じる。

本論文では次章以降、アクシオン電気力学の 2n次元への一般化を行い、より具体的な解

析を通して高次群構造を調べる。そこでの議論ではここで導入したしたオペレーター値不定

性とグリーン・シュワルツ機構が重要な役割を持つ。

9英語文献では Operator-valued ambiguityあるいは Operator-valued anomalyと表現される。



Chapter 3

2n次元アクシオン電気力学における高次群

構造

この章では 2n次元アクシオン電気力学における高次群構造を調べる。ここでの解析は 4次

元のアクシオン電気力学の解析を行なった先行研究 [52,53]の高次元への拡張になっている。

ここでは一般の 2nの時も 4次元の時と同様にオペレーター値不定性をチャーン・ヴェイユ対

称性のゲージ化により取り除くことで高次群の構造が見られることを示す。その際、高次元

への拡張によって新しく現れたチャーン・ヴェイユ対称性も全て相殺の過程に関わることを

見る。

3.1 2n次元アクシオン電気力学

2n次元アクシオン電気力学は次の作用で与えられる。

S = −
∫
M2n

[
v2

2
|dφ|2 + 1

2e2
|da|2 − N

(2π)nn!
φ(da)n

]
. (3.1)

ただし φはアクシオンであり、φ ∼ φ + 2πの周期性を満たす場である。a = aµdx
µは U(1)

ゲージ場すなわち光子を表している。aはディラック量子化条件
∫
S2
da = 2πZを満たす。た

だし S2は 2次元の閉多様体である。アクシオンと光子の結合項の定数N は整数である。ま

た、|X |2 = X ∧ ?X である。ただし ?はHodge作用素である。M2nは理論が定義される 2n

次元の多様体であり、本稿ではメトリックは次を用いる。(−,+, · · · ,+)。この作用は [73]で

導入された理論の任意の偶数次元への一般化であるということができる。

24
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またこの模型の出自は 4次元の時と同様に Peccei-Quinn機構 [74–77]を用いて理解する

ことができる。次の 2n次元理論を考える。

S =

∫
M2n

dx2n
[

1

2e2
|da|2 + iψ̄j± /Dψ

j
± +

1

2
|dϕ|2 − V (ϕ) + λϕ̄ψj+ψ

j
− + λϕψ̄j−ψ̄

j
+

]
(3.2)

ただし、

V (ϕ) = m2
(
|ϕ|2 − v2

)2 (3.3)

これはU(1)ゲージ場とN個のWeylフェルミオンからなる作用である。ただし jがフレー

バーの添字で 1からNまでの整数に値をとるものとし、jに関して和をとっている。またψ+は

ゲージ対称性の下で基本表現、ψ−は半基本表現であるとする。λは湯川結合定数である。ϕは

複素スカラー場であり、ゲージ対称性の下では中性であるとする。この理論にはPeccei-Quinn

対称性U(1)PQが存在している。ただしψ±はU(1)PQに関して+1の電荷、ϕは+2の電荷を

持っている。

ポテンシャル (3.3)により U(1)PQは自発的に破れる。ϕ = veiφで理論を展開すると、

S =

∫
M2n

dx2n
[
− 1

2e2
|da|2 − iψ̄j± /Dψ

j
± − v2

2
|dφ|2 + λve−iφψj±ψ

j
± + λveiφψ̄j±ψ̄

j
±

]
(3.4)

ここで λve−iφψj±ψ
j
±のうち φ依存性を ψ±の U(1)変換 ψ± → eiφ/2ψ±によって消去する。こ

の時、経路積分の測度の変換によって量子異常が生じる [78,79]ことに注意する。すなわち、

Dψ̄jDψj → Dψ̄DψeiNφ·ind /D (3.5)

Atiyah-Singerの指数定理から、

ind /D =

∫
M2n

1

(2π)nn!
F n (3.6)

である。フェルミオンの質量mψ = λvよりも十分低エネルギーでの有効理論は次で記述さ

れる。

S = −
∫
M2n

[
v2

2
|dφ|2 + 1

2e2
|da|2 − N

(2π)nn!
φ(da)n

]
(3.7)

これはまさに今考えている 2n次元アクシオン電気力学の作用 (3.1)である。以下では質量次

元 (n− 1)のパラメーター v、および U(1)ゲージ理論の結合定数 eは 1として扱う。
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3.2 対称性

ここでは上の理論 (3.1)の大域的対称性を見る。この理論は複数の高次形式形式対称性 [1]を

有しており、これらはその保存則の起源に応じて 2つに分類することができる。一つはカレ

ントの保存則が運動方程式によって保証される対称性であり、本論文では明らかな場合を除

いてこれを運動方程式由来の対称性と明示的に書く。もう一方の対称性は 2.2節で導入した

チャーン・ヴェイユ対称性である。つまりカレントの保存則がビアンキ恒等式に由来する対

称性である。

まず運動方程式由来の対称性について議論する。この理論には φ, aそれぞれの変分によっ

て得られる 2つの運動方程式が存在しており、実際それぞれが 0形式対称性、1形式対称性の

カレント保存則を導く。0形式対称性Z[0]
N はアクシオンのシフトに対する対称性であり、アク

シオンの運動方程式に由来する。そのカレントは以下の形

j
[0]
EoM = − ? dφ− N

(2π)nn!
a(da)n−1. (3.8)

を持つ。このカレントを (2n− 1)次元の多様体D2n−1上で積分し指数関数の肩に乗せること

でこの対称性の生成子 U
[0]
EoMを得る。

U
[0]
EoM(D2n−1,

2πm

N
) = e

2iπm
N

∮
D2n−1

j
[0]
EoM (3.9)

ただし、m ∈ Z。以下でもこの例と同じように対称性生成子の第一引数はその生成子が定義

される多様体、第二引数はそれが生成する変換の大きさを表す。同様に、1形式対称性Z[1]
N は

光子の運動方程式に由来する。そのカレントは以下の形

j
[1]
EoM = ?da− N

(2π)n(n− 1)!
φ(da)n−1. (3.10)

を持つ。このカレントを (2n− 2)次元の多様体D2n−2上で積分し指数関数の肩に乗せること

でこの対称性の生成子 UaEを得る。

U
[1]
EoM(D2n−2,

2πm

N
) = e

2iπm
N

∮
D2n−2

j
[1]
EoM . (3.11)

チャーン・ヴェイユ対称性は φ, aのビアンキ恒等式に由来する対称性である。実際この理

論には 2n個のチャーン・ヴェイユ対称性が存在し、それらは (−1)形式, 0形式,· · · , (2n− 2)

形式 U(1)対称性である。これらの対称性のカレントは、dφ, daのウェッジ積で書かれる。よっ
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てこれらのカレントに微分作用素 dを作用すると 0になり、確かに保存カレントになってい

る。整数 r (0 ≤ r ≤ n− 1)に対して、(2r)形式対称性はカレントは次の形をもつ。

j
[2r]
CW =

1

(2π)n−r(n− r − 1)!
dφ(da)n−r−1 (3.12)

このカレントを (2n − 2r − 1)次元の多様体D2n−2r−1上で積分して得られる電荷を指数関数

の肩に乗せることで対称性の生成子 U
[2r]
CWを得る。

U
[2r]
CW(D2n−2r−1, γ) = e

iγ
∮
D2n−2r−1

j
[2r]
CW (3.13)

ただし、γ ∈ R。一方で (2r − 1)形式対称性はカレントは次の形で表される。

j
[2r−1]
CW =

1

(2π)n−r(n− r)!
(da)n−r. (3.14)

このカレントを (2n− 2r)次元の多様体D2n−2r上で積分して得られる電荷を指数関数の肩に

乗せることで対称性の生成子 U
[2r−1]
CW を得る。

U
[2r−1]
CW (D2n−2r, γ) = e

iγ
∮
D2n−2r

j
[2r−1]
CW (3.15)

(3.12),(3.14)における各カレントの係数は、これらの電荷が2πZに量子化されるように選んだ。

3.3 背景ゲージ場の導入

ここでは以上で議論した対称性に対する背景ゲージ場を [53]と同様の方法で導入する。特に

前章で導入した対称性のう運動方程式に由来する対称性である、Z[0]
N ,Z

[1]
N のゲージ化を行う

と、[53]の議論で指摘されているように、オペレーター値不定性が生じる。本稿で議論する2n次

元のアクシオン電気力学では、オペレーター値不定性を消去するためには、1形式,· · · ,(2n−2)

形式チャーン・ヴェイユ対称性を同時にゲージ化する必要があることを示す。このチャーン・

ヴェイユ対称性のゲージ化で導入される各対称性に対する背景ゲージ場はグリーン・シュワ

ルツ機構 [58]によって変更を受けることを見る。

まず運動方程式由来の 1形式対称性 Z[1]
N をゲージ化する。光子 aに対する以下の変換

a→ a+ Λ1 (3.16)

に対して以下のように変換する背景ゲージ場B2

(
= 1

N
dB1

)
B2 → B2 + dΛ1, B1 → B1 +NΛ1 (3.17)
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を導入する。ただし Λ1は
∫
dΛ1 ∈ 2πZと規格化されているものとする。作用 (3.1)で da →

da − B2の置き換えを行うことでこの変換の下で理論を不変にすることができる。このゲー

ジ化された理論では、トポロジカル項に含まれる外場の非線形な項により φ→ φ+2πの下で

不変にならない。この問題を見るために、ゲージ化された理論のトポロジカル項を以下のよ

うに元の理論より 1次元高い (2n + 1)次元多様体 ΩM2n で定義する。ただし ∂ΩM2n = M2n

とする。

N

(2π)nn!

∫
M2n

φ(da−B2)
n =

N

(2π)nn!

∫
ΩM2n

dφ(da−B2)
n (3.18)

この時 ΩM2n を導入する際にその取り方によって不定性がある。この不定性を見るために、

ΩM2nで定義された理論と別の多様体Ω′
M2n
で定義された理論を貼り合わせて、(2n+1)次元

の閉多様体Z2n+1 = ΩM2n tΩ′
M2n
で定義された理論を考える。理論がΩM2nの取り方によっ

て不定性をもたないならばZ2n+1で積分すると 1になるが、それ以外の時は理論が不定性を

持つことを表す。実際、(3.18)に含まれる以下の項は不定性を持つ。
n−1∑
r=1

(−1)r+1N

(2π)n(n− r − 1)!(r + 1)!
dφ ∧ (da)n−r−1 ∧ (B2)

r+1. (3.19)

例えば上の (3.19)に含まれる N
(2π)nn!

dφ(B2)
nを具体的に見る。この項をZ2n+1で積分すると、

N

(2π)nn!

∫
Z2n+1

dφ(B2)
n =

1

(2π)nNn−1n!

∫
Z2n+1

dφ(dB1)
n ∈ 2πZ

Nn−1
(3.20)

となり不定性を持つことが分かる。これらの不定性を持つ項は力学的な場に依存している。

これはまさに 2.3節で議論したオペレーター値不定性である。そこで議論したように有効作

用のゲージ不変性を保つためにオペレーター値不定性を消去するとグリーン・シュワルツ機

構によって外場の変換則が変形される。

以下では実際にオペレーター値不定性を消去する手続きを議論する。これらのオペレー

ター値不定性は適切な相殺項を導入することで消去することができる。以下で実際に相殺項

を決定する。オペレーター値不定性 (3.19)を見ると、dφ ∧ (da)n−r−1 (∀r ∈ 1, · · · , n− 1)を

含むことが分かる。これは (2r)形式チャーン・ヴェイユ対称性 (3.12)を用いて相殺すること

ができる。ただし、いまZ[1]
N をゲージ化しているので (3.12)をそのまま使うことはできない

ことに注意する。ここでも da → da − B2の置き換えをおこなったゲージ不変なカレントを

用いるべきである。このことを明記するために、以下ではZ[1]
N がゲージ化された下での (2r)

形式チャーン・ヴェイユ対称性のカレントを j
[2r]
CW,gaugedと書く。[53]で議論される 4次元の時
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にはZ[1]
N のゲージ化に伴い現れるオペレーター値不定性の相殺の際、ここでの議論のように

ゲージ不変なカレントを導入する必要はなかったが、これは 4次元の時に現れる不定性が dφ

に比例するものしか現れなったからである。一般の 2n次元では不定性に daも含むため導入

する相殺項のゲージ不変性の議論が必要になることに注意する。

ここでこれらの (n−1)個のチャーン・ヴェイユ対称性をゲージ化し、対応する背景ゲージ

場X2r+1を導入する。また未知の (2r+2)形式場であるα2r+2を用いて、(2r)形式 チャーン・

ヴェイユ対称性の場の強さ Y2r+2 = dX2r+1 + α2r+2を導入する。上で導入された、j[2r]CW,gauged

と Y2r+2を用いて次の相殺項∆S2rを導入する。

n−1∑
r=1

∆S2r ≡−
n−1∑
r=1

∫
ΩM2n

j
[2r]
CW,gauged ∧ Y2r+2 (3.21)

=
n−2∑
k=0

dφ(da)k
n−k−1∑
r=1

(−1)n−k−r

(2π)n−rk!(n− k − r − 1)!
(B2)

n−r−k−1 ∧ Y2r+2 (3.22)

これらの相殺項を (3.18)に加えて、オペレーター値不定性 (3.19)を消去するようにして Y2r+2

に含まれる α2r+2を決定する。実際、トポロジカル項 (3.18)と相殺項 (3.22)の和は次の形に

なる。

n−2∑
k=0

(−1)n−k−r

(2π)n−rk!(n− k)!
dφ(da)k

{
(B2)

n−k +
n−k−1∑
r=1

(−1)r(2π)r(n− k)!

(n− k − r − 1)!N
(B2)

n−k−r−1 ∧ Y2r+2

}
.

(3.23)

この (3.23)から α2r+2を決定する。具体的には外場についての非線形な項を相殺するように

α2r+2を選べば良い。ここで中括弧の中に含まれる rに関する和の範囲を見ると、これは kに

依存している。実際、ある kに対する中括弧の中にはn−k−1個の未知の場α2r+2が含まれて

いる。そのためまずは k = n− 2の未知の場が一つ、すなわち α4だけ含まれている場合を考

え、まずα4を決定する。この場合はα4 =
N
4π
(B2)

2と計算することができ、Y4 = dX3+
N
4π
(B2)

2

となる。

次に k = n− 3の場合を考える。この時は中括弧の中に α4, α6が含まれるが、上の議論で

既に α4は決定されているために未知の場は α6だけである。よって、上の議論と同様に外場

に関しての非線形な項を相殺するようにしてα6を決定することができる。以下も同様の議論

を繰り返すことで、帰納的にα8, α10, · · · , α2nの表式を得ることができ、全ての未知の場を決

定できる。これらの具体形は後の章で n = 3の場合を例に議論する。

以上によりオペレーター値不定性を相殺した形で 2n次元のアクシオン電気力学の運動方
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程式由来の 1形式対称性 Z[1]
N をゲージ化した理論を得た。

S ′ =−
∫
M2n

(
1

2
|dφ|2 + 1

2
|da−B2|2

)
+

N

(2π)nn!

∫
ΩM6

dφ ∧ (da−B2)
n −

n−1∑
r=1

∫
ΩM6

j
[2r]
CW ∧ Y2r+2. (3.24)

次に、ここからさらに運動方程式由来の 0形式対称性Z[0]
N をゲージ化する。アクシオン φ

に対する以下の変換

φ→ φ+ Λ0 (3.25)

に対して以下のように変換する背景ゲージ場A1(=
1
N
dA0)

A1 → A1 + dΛ0, A0 → A0 +NΛ0 (3.26)

を導入する。ただしΛ0は
∫
dΛ0 ∈ 2πZと規格化されているものとする。(3.23)でdφ→ dφ−A1

の置き換えを行うことで、理論をZ[0]
N ゲージ変換に対して不変にすることができる。以上の

ゲージ化を行ったことで、新しくオペレーター値不定性が生じる。今回は、トポロジカル項

からだけではなく上で導入した相殺項からも不定性が生じることに注意する。Z[1]
N と Z[0]

N を

ゲージ化した理論におけるトポロジカル項と相殺項をΩM2nで定義する以下のようになる。

N

(2π)nn!

∫
ΩM2n

(dφ− A1) ∧ (da−B2)
n

−
n−1∑
r=1

∫
ΩM2n

1

(2π)n−r(n− r − 1)!
(dφ− A1) ∧ (da−B2)

n−r ∧ Y2r+2. (3.27)

ここから生じるオペレーター値不定性は、

−
n−1∑
k=1

(−1)n−kN

(2π)n−rk!(n− k)!
(da)k ∧ A1 ∧ (B2)

n−k

−
n−2∑
k=1

(da)k
n−k−1∑
r=1

(−1)n−k−r

(2π)n−rk!(n− k − r − 1)!
A1 ∧ (B2)

n−k−r−1 ∧ Y2r+2. (3.28)

である。ここで、(3.27)は (3.28)以外にも不定性のある項を持っていることに注意する。実

際外場だけで書かれる不定な項が存在している（(3.28)の k = 0の場合に相当）が、これは

トフーフト量子異常でありオペレーター値不定性ではないので相殺する必要はない。

このオペレーター値不定性も上での議論と同様に適切な相殺項を挿入することで消去す

ることができる。実際今回は (2r− 1)形式 チャーン・ヴェイユ対称性 (3.14)を用いて相殺す
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ることができる。また今回も Z[1]
N をゲージ化しているので da → da − B2の置き換えをおこ

なったゲージ不変なカレントを用いる。これを明記するために、以下では Z[1]
N がゲージ化さ

れた下での (2r − 1)形式 チャーン・ヴェイユ対称性のカレントを j
[2r−1]
CW,gaugedと書く。ここで

これらの (n− 1)個のチャーン・ヴェイユ対称性をゲージ化し、それぞれに対応する背景ゲー

ジ場X2rを導入する。また未知の (2r+1)形式場であるα2r+1を用いて、(2r− 1)形式 チャー

ン・ヴェイユ対称性の場の強さ Y2r+1 = dX2r+α2r+1を導入する。上で導入された、j[2r−1]
CW,gauged

と Y2r+1を用いて次の相殺項∆S2r−1を導入する。

n−1∑
r=1

∆S2r−1 ≡
n−1∑
r=1

∫
ΩM2n

j
[2r−1]
CW,gauged ∧ Y2r+1

⊃
∫
ΩM2n

n−1∑
k=1

(da)k
n−k∑
r=1

(−1)n−r−k

(2π)n−rk!(n− r − k)!
(B2)

n−r−k ∧ Y2r+1 (3.29)

ただし (3.29)にはオペレーター値不定性 (3.28)の相殺に関係する項のみを書いた。実際、∑n−1
r=1 ∆S2r−1にはこれ以外にも

∑n−1
r=1

(−1)n−r

(2π)n−r(n−r)!(B2)
n−r ∧ Y2r+1が含まれているがこれらの

項はオペレーター値不定性の相殺には関係しない項である。

(3.29)の相殺項を (3.27)に加えて、オペレーター値不定性 (3.28)を消去するようにして

Y2r+1に含まれる α2r+1を決定する。具体的には (3.29)と (3.27)の和は次の形になる。

(da)n−1

{
1

(2π)n−1
Y3 +

N

(2π)n(n− 1)!
A1 ∧B2

}
+

n−2∑
k=1

(da)k

{
n−k∑
r=1

(−1)n−k−r

(2π)n−rk!(n− k − r)!
(B2)

n−k−r ∧ Y2r+1

−
n−k−1∑
r=1

(−1)n−k−r

(2π)n−rk!(n− k − r − 1)!
A1 ∧ (B2)

n−k−r−1 ∧ Y2r+2 −
(−1)n−kN

(2π)nk!(n− k)!
A1 ∧ (B2)

n−k

}
(3.30)

まず、(3.30)の 1行目の中括弧の中には 1つの未知の場 α3が含まれる。この中括弧の中で外

場についての非線形な項を相殺するようにα3を決定する。実際にこの時α3 = − N
2π
A1∧B2と

決定することができ、Y3 = dX2 − N
2π
A1 ∧B2となる。次に、(3.30)の 2、3行目の中括弧を見

る。k = n− 2の場合には中括弧の中にα3, α4, α5が含まれる。しかしα3は直上の議論で既に

決定されており、α4は前述のZ[1]
N の背景ゲージ化の議論で決定されている。つまりここでも

未知の場はα5の 1つだけであり、上と同様に中括弧内で外場の非線形項を消去するようにし

て形を決めることができる。以下も同様の議論を繰り返すことで、帰納的にα7, α9, · · · , α2n−1
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を順番に求めることができ、全ての未知の場を決定できる。これらの具体形もまた後の章で

n = 3の場合を例に議論する。

以上の議論から、Z[0]
N ,Z

[1]
N のゲージ化に対して、ゲージ不変かつオペレーター値不定性の

ない作用は次の形をもつ。

S ′′ =−
∫
M2n

(
1

2
|dφ− A1|2 +

1

2
|da−B2|2

)
+

N

(2π)nn!

∫
ΩM2n

(dφ− A1) ∧ (da−B2)
n +

n−1∑
r=1

∫
ΩM2n

∆S2r +
n−1∑
r=1

∫
ΩM2n

∆S2r−1 (3.31)

相殺項に含まれる場の強さY2r+1 = dX2r+α2r+1, Y2r+2 = dX2r+1+α2r+2に関して、α2r+1, α2r+2

は外場のみで書かれており、これらもまたゲージ変換の下で非自明な変換をする。そのため

dX2r, dX2r+1のゲージ変換則は、それぞれの場の強さ Y2r+1, Y2r+2をゲージ不変にするように

グリーン・シュワルツ機構 [58]によって決められる。このような変換則は理論に高次群の構

造があることを示唆している [30]。具体的なゲージ変換則および高次群に関する議論は次の

節で n = 3の場合を例として議論する。

(3.31)を整理すると以下の式を得る。

S ′′ =

∫
M2n

(
−1

2
|dφ|2 − 1

2
|da|2 + N

8π2
φ(da)2 + jφE ∧ A1 + jaE ∧B2 +

n−1∑
r=1

j
[2r]
CW ∧X2r+1 +

n−1∑
r=1

j
[2r−1]
CW ∧X2r

)
(−1)n+1N

(2π)nn!

∫
ΩM2n

A1 ∧ (B2)
n −

n−1∑
r=1

(−1)n−r

(2π)n−r(n− r − 1)!

∫
ΩM2n

A1 ∧ (B2)
n−r−1 ∧ Y2r+2

+
n−1∑
r=1

(−1)n−r

(2π)n−r(n− r)!

∫
ΩM2n

(B2)
n−r ∧ Y2r+1. (3.32)

これまでの議論から明らかだが、(3.32)では確かにオペレーター値不定性が存在していない

ことが確認できる。この作用は元の作用 (3.1)と各対称性のカレントとゲージ場のミニマル結

合項、そして外場のみで書かれる項からなる。実際 (3.32)の 2,3行目は外場のみで書かれて

いる。これらの外場のみからなる項はΩM2nの取り方によって不定性があるが、外場のみか

らなるためこの不定性が存在しても問題ない。これらはZ2n+1上で積分することでトフーフ

ト量子異常を与える。



Chapter 4

6次元系の解析

ここでは上で議論した 2n次元のアクシオン電気力学において n = 3、すなわち 6次元の場合

を具体的に調べる。これは [52,53]で議論されている n = 2の次に単純な場合である。まず各

対称性に対する背景ゲージ場に対する場の強さやゲージ変換則を書き下す。それらのゲージ

変換則を利用して高次群構造を反映する相関関数間の関係式を網羅的に計算する。4次元の

時に存在したアクシオンドメインウォールに対するウィッテン効果や異常ホール効果が 6次

元ではどのように拡張されるのかといった高次群構造の物理的な解釈についても議論する。

また 4次元の時には見られなかった、高次元に特有であると考えられる高次群構造について

議論を行う。

(3.1)に対応する作用は、

S6d = −
∫
M6

(
1

2
|dφ|2 + 1

2
|da|2 − N

48π3
φ (da)3

)
(4.1)

である。この作用に対して φ, aのそれぞれに関して変分をとることで以下の運動方程式を

得る。

∂2φ = − N

384π2
εµνρσαβFµνFρσFαβ (4.2)

∂µF
µν =

N

64π2
ενρσταβ(∂ρφ)FστFαβ (4.3)

4次元のアクシオン電気力学ではアクシオンドメインウォールに関してのウィッテン効果や異

常ホール効果が見られた [52,53]が、これらの運動方程式からこれらの現象の 6次元版を見る

ことができる。

33
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まず運動方程式 (4.3)に関して、ν = 0の場合で場の時間変化がない状況を考えると、次

の式 ∂iF
i0 = N

64π2 ε
0ijklm(∂iφ)FjkFlm が得られる。ただしローマ字は空間成分を表す。これは

アクシオンドメインウォールに対するウィッテン効果の 6次元版である。実際左辺は電場の

湧き出しを表している。一方、右辺の ∂iφはアクシオンドメインウォールによって非自明な

寄与を与え、さらに jk-平面を貫く磁場、lm-平面を貫く磁場をかけることで右辺全体が非自

明になる。これは磁場がドメインウォールを貫くと電荷が生じることを表している。

また、運動方程式 (4.3)の ν = mの場合 ∂nF
nm = − N

64π2 ε
0ijklm(∂iφ)EjFkl はアクシオン電

気力学におけるアンペール=マクスウェルの法則であり、異常ホール効果の 6次元版と解釈

することができる。具体的には、アクシオンの渦上の配位によって ∂iφが非自明になり、そ

こに電場と磁場をかけることで電流が誘導されるという式である。

このように運動方程式の立場からアクシオンドメインウォールに関してのウィッテン効果

や異常ホール効果といった物理現象を見ることができるが、以下では [52, 53]と同様にこれ

らの現象を対称性の観点から議論する。またこれらの現象以外にも高次元の場合に初めて現

れる現象を見る。

ここで前節で議論した一般の 2n次元における対称性と、それに対応する背景ゲージ場の

変換則や場の強さなどを n = 3の場合に明示的に示す。この理論の大域的対称性は、運動

方程式由来の対称性として 0形式対称性 Z[0]
N と 1形式対称性 Z[1]

N の 2つが存在し、一方で

チャーン・ヴェイユ対称性としては 1形式,· · · ,4形式対称性の 4つが存在する。これらの生成

子、群、カレント、対応するゲージ場を以下にまとめる。ただし、ここでは 3.3節で導入され

たX2, X3, X4, X5はそれぞれBCW
2 , C3, D4, E5と書いている。

生成子 群 保存カレント ゲージ場

U
[0]
EoM ZN j

[0]
EoM = − ? dφ− N

48π3a ∧ da ∧ da A1

U
[1]
EoM ZN j

[1]
EoM = ?da− N

16π3φ ∧ da ∧ da B2

U
[1]
CW U(1) j

[1]
CW = 1

8π2da ∧ da BCW
2

U
[2]
CW U(1) j

[2]
CW = 1

4π2dφ ∧ da C3

U
[3]
CW U(1) j

[3]
CW = 1

2π
da D4

U
[4]
CW U(1) j

[4]
CW = 1

2π
dφ E5

また、各場の強さは以下の形をしている。ただし、Y3, Y4, Y5, Y6をG3, H4, I5, J6と書いて
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いる。

G3 = dBCW
2 − N

2π
A1 ∧B2, (4.4)

H4 = dC3 +
N

4π
B2 ∧B2, (4.5)

I5 = dD4 −
1

2π
A1 ∧ dC3 +

1

2π
B2 ∧ dBCW

2 − N

4π2
A1 ∧B2 ∧B2, (4.6)

J6 = dE5 +
1

2π
B2 ∧ dC3 +

N

12π2
B2 ∧B2 ∧B2, (4.7)

これらは前章でも議論した通りグリーン・シュワルツ機構により修正を受けた場の強さであるの

で、チャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場BCW
2 , C3, D4, E5の変換則はG3, H4, I5, J6

のゲージ不変性が保たれるように決められる。よって、以下のような変換則を持つ。

BCW
2 →BCW

2 + dΛCW
1 − N

2π
(A1 + dΛ0) ∧ Λ1 +

N

2π
B2 ∧ Λ0, (4.8)

C3 →C3 + dΛ2 −
N

4π
(B2 + dΛ1) ∧ Λ1 −

N

4π
B2 ∧ Λ1, (4.9)

D4 →D4 + dΛ3 −
1

2π
dΛ0 ∧ C3 −

1

2π
dΛ1 ∧BCW

2

− N

4π2
Λ0 ∧B2 ∧ dΛ1 +

N

8π2
(A1 + dΛ0) ∧ Λ1 ∧ dΛ1 , (4.10)

E5 →E5 + dΛ4 −
N

8π2
B2 ∧ (B2 + dΛ1) ∧ Λ1 −

N

12π2
dΛ1 ∧ dΛ1 ∧ Λ1

− 1

2π
dΛ1 ∧ C3 +

N

8π2
(B2 + dΛ1)

2 ∧ Λ1, (4.11)

一般の 2n次元の場合の計算で見たように、全ての運動方程式由来の対称性をゲージ化し、

かつ適当な相殺項を導入することで全てのオペレータ値不定性を消去した式 (3.32)は、元の

作用 (B.1)、最小相互作用項、外場のみからなる項からなる。6次元の場合にこれを経路積分

することで分配関数は以下の式で表すことができる。

Z[A1, B2, B
CW
2 , C3, D4, E5] =

∫
D[φ, a]eiS6d+iSmin+iSbkg (4.12)

ただし、

Smin =

∫
M6

(
j
[0]
EoM ∧ A1 + j

[1]
EoM ∧B2 + j

[1]
CW ∧BCW

2 + j
[2]
CW ∧ C3 + j

[3]
CW ∧D4 + j

[4]
CW ∧ E5

)
,

(4.13)

Sbkg =

∫
ΩM6

N

16π3
A1∧(B2)

3− 1

8π2
(B2)

2∧dBCW
2 +

1

4π2
A1∧B2∧dC3−

1

2π
B2∧dD4+

1

2π
A1∧dE5.

(4.14)
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ここで一点補足する。前章の議論で見たようにオペレーター値不定性をチャーン・ヴェイ

ユ対称性に対する背景ゲージ場の導入により相殺することが高次群構造を見る上のポイント

であった。その際オペレーター値不定性は運動方程式由来の 2つの対称性に対する外場A1, B2

を非線形に含む項であったが、この非線形性は元の作用ではアクシオンと光子の相互作用項

に由来していた。よって運動方程式由来の 1形式対称性に対する背景ゲージ場を導入しないよ

うな状況、すなわち上の式においてB2を 0にゲージ変換するような場合を考えると、一見オ

ペレーター値不定性は現れないように思える。しかし (4.6)を見ると、I5 = dD4− 1
2π
A1∧ dC3

となっており、I5のみ依然として高次群構造を示唆している。

まずこの理由を説明する。C3に対応するカレントは j
[2]
CW = 1

4π2dφ ∧ daであった。よって

0形式対称性を背景ゲージ化した状態でこの 2形式対称性に対する背景ゲージ場を導入する

と、 1
4π2da ∧A1 ∧C3 ∈ 2πZ

N
というオペレーター値不定性が生じる。このオペレーター値不定

性を消去するように I5は上述のように決まり、高次群構造を持つ。

この結果は、複合的な演算子で書かれるチャーン・ヴェイユ対称性が存在しており、運動

方程式由来の対称性の群構造が ZN のように分数的になっていれば、系の詳細に依らずに高

次群構造を持ち得ることを示唆している。ただし、前章での議論のようにこれらのチャーン・

ヴェイユ対称性がオペレーター値不定性を相殺するために必然的に背景ゲージ化されるとい

うわけではないことに注意する。

4.1 荷電物体

上で議論した各対称性の生成子に対応する荷電物体を導入する。荷電物体は適当に外場の配

位を選ぶことで表現することができる。以下では実際に対称性のとそれに対応する荷電物体

の相関関数を計算することで対称性の生成子が作用して非自明な位相を与えることを確認す

る。これらの計算は対応する外場の配位を分配関数 (4.12)に与え、適当なゲージ変換を行う

ことで実行する。

4.1.1 運動方程式由来の対称性

まず運動方程式由来の対称性に対する荷電物体を議論する。運動方程式由来の 0形式対称性

はアクシオンのシフト φ → φ + Λ0 の下での対称性である。この対称性の生成子 U
[0]
EoM に

対する荷電物体は、I(Pdefect, q) = eiqφ(Pdefect)である。ただし Pdefectはこの荷電物体が定義さ
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れる点、q ∈ Zは電荷である。以下でもこの例と同様に荷電物体のオペレーターの第一引

数にはその荷電物体が定義される空間、第二引数にはその電荷を取るものとする。ここで

eiqφ(Pdefect) = e2πiq
∫
j
[4]
CW∧δ5(ΩPdefect

) であることに注意すると、この荷電物体は、E5 = 2πqδ5(ΩP)

の外場の配位で表すことができる。

ここで実際に、5 次元の多様体 V で定義される 0 形式称性 U
[0]
EoM が I(Pdefect, q) に非自

明に作用することを確かめる。そのために 0形式変換の生成子を作用させる前の相関関数〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
I (Pdefect, q)

〉
と、生成子を作用させた後の相関関数 〈I (Pdefect, q)〉 の間に成立

する関係を調べる。具体的には 2.2.2節で行った議論と同様にこれらの相関関数を背景ゲージ

場の配位によって表し、それらの配位をゲージ変換によって繋げることで相関関数の間に成

立する関係を調べる。

まず次の配位A1 =
2πn
N
δ1(V), E5 = 2πqδ5(ΩP)を分配関数 (4.12)に与えることで次の相関

関数が定義される。〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
I (Pdefect, q)

〉
≡ Z[

2πn

N
δ1(V), 0, 0, 0, 0, 2πqδ5(ΩPdefect

)]. (4.15)

一方でA1をゲージ変換で消去した次の配位A1 = 0, E5 = 2πqδ5(ΩP)を与えることで次の荷

電物体 I (Pdefect, q)の真空期待値を定義する。

〈I (Pdefect, q)〉 ≡ Z[0, 0, 0, 0, 0, 2πqδ5(ΩPdefect
)] (4.16)

ここで上で定義した (4.15)と (4.16)はゲージ変換で結びついているが、このゲージ変換

の下で生じるトフーフト量子異常を評価する。一般にはゲージ変換をするとグリーン・シュ

ワルツ機構によって (4.8)から (4.11)の変換も非自明になる可能性があるが、今の場合はこれ

らのゲージ変換は自明であり他のゲージ場が印加されることはない。よって (4.14)から以下

のようなトフーフト量子異常が生じるのでこれを評価する。

Z[A′
1, 0, 0, 0, 0, E

′
5] = exp

(
i

2π

∫
T7
A1 ∧ dE5

)
Z[A1, 0, 0, 0, 0, E5]. (4.17)

ただし、T7はゲージ変換の前後の配位を補間する 7次元的なマッピングトーラス、A1, E5は

T7上のゲージ場である。具体的には第 7方向 τ に関して τ = 0の断面ではゲージ変換前の理

論が定義され、τ = 1の断面ではゲージ変換後の理論が定義されるような配位を考えた上で

τ = 0と τ = 1を同一視することでマッピングトーラスを定義する。今回は次のゲージ変換

A1 → A′
1 = 0, E5 → E5 を考えるので、これらを補完するように定義された T7上のゲージ
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場は

A1 = (1− τ)A1, E5 = E5 (4.18)

と表される。ただしA1はPを囲むような5次元多様体V5に局在する配位であり、A1 =
2πn
N
δ(V5)

と表される。以上より、トフーフト量子異常は以下のように計算される。

i

2π

∫
T7
A1 ∧ dE5 = e

2πiqn
N

Link(V5,Pdefect) (4.19)

すなわち、(4.15)と (4.16)には以下の関係が成立する。〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
I (Pdefect, q)

〉
= e

2πiqn
N

Link(V5,Pdefect) 〈I (Pdefect, q)〉 (4.20)

このように 0形式対称性 U
[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
を I (Pdefect, q)に作用させると非自明な位相因子が

現れることから確かに I (Pdefect, q)がU
[0]
EoMの荷電物体になっていることが確認できる。この

時この位相因子はトフーフト量子異常に由来している。

以下の議論でも同様に対称性生成子を作用させる前後の相関関数をそれぞれに対応する

ゲージ場の配位を与えることで表し、それらをゲージ変換で関係付けることで対称性の生成

子とその電荷物体の間に成立する関係を得ることできる。この際対称性の生成子がその荷電

物体に作用して測る電荷はトフーフト量子異常によって与えられる。

運動方程式由来の 1形式対称性は光子のシフト a→ a+Λ1の下での対称性である。この

対称性の生成子 U
[1]
EoMに対する荷電物体はウィルソンループ W(Ldefect, q) = e

iq
∫
Ldefect

aであ

る。Ldefectはウィルソンループが定義される 1次元多様体である。ウィルソンループもまた

上の議論と同様に、対応する背景ゲージ場の配位を与えることで表現することができる。実

際、eiq
∫
Ldefect

a
= e2πiq

∫
j
[3]
CW∧δ4(ΩLdefect

) であるので、D4 = 2πqδ4(ΩLdefect
)とすることはウィル

ソンループを挿入することに他ならない。

ここで次の配位B2 =
2πm
N
δ1(W), D4 = 2πqδ4(ΩLdefect

)に対する分配関数と、ここからゲー

ジ変換B2 → 0によって得られる配位に対する分配関数をそれぞれ計算する。この場合もゲー

ジ変換によって (4.14)の− 1
2π
B2 ∧ dD4からトフーフト量子異常が生じる。これを評価するこ

とで以下の関係式を得る。〈
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)
W (Ldefect, q)

〉
= e

2πiqm
N

Link(W,Ldefect) 〈W (Ldefect, q)〉 (4.21)

この関係から確かにウィルソンループ W (Ldefect, q)が運動方程式由来の 1形式対称性の荷電

物体になっていることが確認できる。
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4.1.2 チャーン・ヴェイユ対称性

次にチャーン・ヴェイユ対称性に対しての荷電物体を導入する。これらの荷電物体はアクシ

オン渦やモノポール、またそれらを組み合わせた配位を与えることで実現できる。

まず、1次元多様体L上で定義される 4形式対称性の生成子U
[4]
CW(L, α)に対する荷電物体

を導入する。この対称性は 4次元的な広がりを持つ物体に作用し、またカレントに dφを含

む。本稿ではこの荷電物体をアクシオン 3-ブレーンと呼ぶ。このアクシオン 3-ブレーンは、

背景ゲージ場A1に対して次を満たす配位A1,defectを具体的に与えることで定義することがで

きる。 ∮
S1
A1,defect = 2πq, (4.22)

この式はA1,defectが、アクシオン 3-ブレーンが定義される 4次元多様体Wdefectの周りに渦上

の配位を取っていることを表している。

Figure 4.1: U [4]
CWの荷電物体

つまり、Wdefectを囲むようにA1,defectを周回積分すると非自明な位相を与えるような配位

である。

以下では、Wdefect上で定義され、電荷 qを持つアクシオン 3-ブレーンを V(Wdefect, q)と

書くとにする。この A1,defect を用いて、U [4]
CW(L, α)と V(Wdefect, q)の相関関数を評価する。

A = A1,defect, E5 = αδ5(L)でその他のゲージ場が 0である配位を考えると (4.12)は次のよう

に表される。

Z[A1,defect, 0, 0, 0, 0, αδ5(L)] = e−iαqLink(Wdefect,L)
〈
U

[4]
CW (L, α)V(Wdefect, q)

〉
. (4.23)

ここでゲージ変換E5 → E5 + dΛ4 = 0を考える。この変換の下で分配関数は以下のよう

になる。

Z[A1,vor, 0, 0, 0, 0, E5 = 0] = 〈V(Wdefect, q)〉. (4.24)
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ゲージ変換の前後で生じるトフーフト量子異常を評価することで以下の関係が得られる。

〈U [4]
CW (L, α)V(Wdefect, q)〉 = eiαqLink(Wdefect,L)〈V(Wdefect, q)〉. (4.25)

この式はアクシオン 3-ブレーン V(Wdefect, q)に 4形式対称性 U
[4]
CW (L, α)を作用させると、こ

れらが非自明に巻きついていれば位相を出すことを表している。これは確かに、以上の議論

で定義した V(Wdefect, q)が U
[4]
CW (L, α) の荷電物体になっていることを表している。

次に 2次元多様体 S 上で定義される 3形式対称性の生成子 U
[3]
CW(S, β)に対する荷電物体

を導入する。この対称性は 3次元的な広がりを持つ物体に作用し、またカレントに daを含む。

本稿ではこの荷電物体をトフーフト面と呼ぶことにする。トフーフト面は、背景ゲージ場B2

に対して次を満たす配位B2,defectを具体的に与えることで定義することができる。∮
S2
B2,defect = 2πq, (4.26)

Figure 4.2: U [3]
CWの荷電物体

以下では 3 次元的な広がりをもつ Cdefect 上に定義され、電荷 q を持つトフーフト面を

T(Cdefect, q)と表す。実際次の配位 B2 = B2,defect, D4 = βδ4(S)を分配関数に与えることで、

Z[0, B2,defect, 0, 0, D4 = βδ4(S), 0] = e−iβqLink(Cdefect,S)〈U [3]
CW (S, β)T(Cdefect, q)〉 を得る。さらに

ゲージ変換によってD4 → 0とする。この時ゲージ変換の前後で生じるトフーフト量子異常

を評価することで以下の関係が得られる。

〈U [3]
CW (S, β)T(Cdefect, q)〉 = eiβqLink(Cdefect,S)〈T(Cdefect, q)〉. (4.27)

これは確かにT(Cdefect, qM)がチャーン・ヴェイユ 3形式対称性の荷電物体になっていること

を表している。
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次に 3次元多様体 C上で定義される 2形式対称性の生成子U
[2]
CW(C, γ)に対する荷電物体を

導入する。この対称性は 2次元的な広がりを持つ物体に作用し、またカレントに dφdaを含む

複合的なオペレーターである。この荷電物体は Figure 4.3のように、上で導入したトフーフ

ト面をアクシオン 3-ブレーンに巻きつけた配位によって実現できる。この配位ではアクシオ

ン 3-ブレーンが定義される Wdefectとトフーフト面が定義される Cdefectは、ある 2つの方向に

共通して伸びているとする。まずこのような配位の具体例を以下で示す。

Figure 4.3: U [2]
CWの荷電物体

次の表にアクシオン 3-ブレーンが定義されるWdefectと、トフーフト面が定義される Cdefect
の配位を示す。ただし ◦はその方向に多様体が伸びていることを意味する。また (r, ϑ)は極

座標であり、Figure 4.3における青い平面上の位置を指定する。このような配位の下ではト

フーフト面とアクシオン 3-ブレーンは yz方向に共通に伸びている。

t x y z r ϑ

V (Wdefect, qφ) ◦ ◦ ◦ ◦

T (Cdefect, qa) ◦ ◦ ◦

ここで、ゲージ場の表式を表の配位から具体的に考える。たとえば、アクシオン 3-ブレー

ン では、rϑ面に電荷が局在していると見ることができ、

A1,defect = qφdϑ (4.28)

である。一方で、トフーフト面も同様に、例えばモノポールが tx面に局在し、かつ r = ε

のような一定の半径の円周上にも局在するような配位である。この時、ガウスの定理から
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dB2 = 2πqaδ(x)δ(y)δ(r − ε)dxdydrである。これを積分することで

B2,defect = 2πqaδ(x)δ(y)θ(r − ε)dxdy (4.29)

を得る。以上から、A1,defect ∧ B2,defect = 2πqφqaδ(x)δ(y)θ(r − ε)dxdydϑ が成り立つ。これを

積分し、qφqa = q, ε→ 0とすると∫
A1,defect ∧B2,defect = 4π2q (4.30)

である。

結局上の例ではU
[2]
CW(L, γ)の荷電物体はで yz平面上に定義され、より一般には 2次元面

Sdefectに定義される。この荷電物体を VT(Sdefect, q)と書く。実際、背景ゲージ場に関する配

位A1 = A1,defect, B2 = B2,defect, C3 = γδ3(L) と、これをゲージ変換によってC3 → 0とした配

位の両方で (4.12)を計算する。この時ゲージ変換の前後で生じるトフーフト量子異常を評価

することで以下の関係が得られる。〈
U

[2]
CW (L, γ)TV(Sdefect, q)

〉
= eiγqLink(Sdefect,L)〈TV(Sdefect, q)〉 (4.31)

ここから確かに、TV(Sdefect, q)が U
[2]
CWの荷電物体になっていることが分かる。

最後に4次元多様体W上で定義されるチャーン・ヴェイユ1形式対称性の生成子U
[1]
CW(W , ξ)

に対する荷電物体を導入する。この対称性は 1次元的な広がりを持つ物体 LCW
defect に作用し、

またカレントに dadaを含む複合的なオペレーターである。この時荷電物体は上の議論と同様

にして、B2にモノポールの面状の配位を導入することで 2つのトフーフト面を導入し、一つ

のトフーフト面にもう一方のトフーフト面を囲んだ配位を考えることで実現する。

Figure 4.4: U [1]
CW 荷電物体
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このような配位の具体例を以下の表に示す。2つのトフーフト面がそれぞれ Cdefect, C ′
defect

で定義されているとする。(r, ϑ, ϕ)は球座標であり、Figure 4.4における赤い平面上の位置を

指定する。この配位の下ではこれらのトフーフト面は y方向に共通に伸びている。

t x y r ϑ ϕ

T (Cdefect, q) ◦ ◦ ◦

T (C ′
defect, q

′) ◦ ◦ ◦

この配位に対応するゲージ場の表式は次のようになる。

B2,defect =
q

2
sinϑdϑdφ+ 2πq′δ(x)δ(y)θ(r − ε)dxdy (4.32)

第一項は Cdefectに対応しており、Figure 4.4のR3の原点に局在するモノポールを表し、第二

項はモノポールが tx面に局在し、かつ r = εのような一定の半径の円周上にも局在するよう

な配位である。以上から、B2,defect ∧ B2,defect = 2πqq′ sinϑδ(x)δ(y)θ(r − ε)dxdydϑdφ が成り

立つ。これを積分し、qq′ = q, ε→ 0とすると∫
B2,defect ∧B2,defect = 8π2q (4.33)

である。実際、背景ゲージ場に関する配位B2 = B2,defect, B
CW
2 = ξδ2(W)と、これをゲージ変

換によってBCW
2 → 0とした配位の両方で (4.12)を計算する。この時ゲージ変換の前後で生

じるトフーフト量子異常を評価することで以下の関係が得られる。〈
U

[1]
CW (W , ξ)TT(LCW

defect, q)
〉
= eiξqLink(L

CW
defect,W)〈TT(LCW

defect, q)〉 (4.34)

ここから確かに、TT(LCW
defect, q)が U

[1]
CWの荷電物体になっていることが分かる。

4.2 対称性生成子の相関関数

ここまでの議論で、6次元のアクシオン電気力学のゲージ化によってチャーン・ヴェイユ対称

性に対する背景ゲージ場に対して場の強さを得た。この後実際に見ていくように、これらの

強さは対称性の生成子の相関関数間に成り立つ非自明な関係を示唆する。

ここでは実際にそれぞれの場の強さが示唆する非自明な相関関数間の関係を各対称性に

対する背景ゲージ場変換則を用いて具体的に計算することで明らかにする。
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[52,53]でも議論されているように、対称性の生成子の相関関数の間に成り立つ関係は理

論の大域的対称性の間の高次群的な構造を示唆している。このことから、場の強さ自体が高

次群的な構造の反映であるということもできる。

4.2.1 運動方程式由来の対称性生成子2つの相関関数

まず初めに (4.4)を見ると、この式の右辺第 2項− N
2π
A1 ∧ B2により適当な A1, B2に対して

G3が非自明になることがあると分かる。このことは、0形式対称性 と運動方程式由来の 1形

式対称性がチャーン・ヴェイユ 1形式対称性と関係づくことを示唆している。

そこで 5次元多様体Vで定義される運動方程式由来の 0形式対称性の生成子 U
[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
と 4次元多様体Wで定義される運動方程式由来の 1形式対称性の生成子 U

[1]
EoM

(
W , 2πm

N

)
の相

関関数 〈U [0]
EoM(V , 2πnN )U

[1]
EoM(W , 2πm

N
)〉を計算する。相関関数を各対称性に対する背景ゲージ場

を用いて表すために、A1 =
2πn
N
δ1(V)、B2 =

2πm
N
δ2(W)とおく。それ以外の背景ゲージ場の値

は 0とする。このような配位の下では Sbkgは非自明な寄与を与えないので、分配関数 (4.12)

は以下のように計算できる。

Z

[
2πn

N
δ1(V),

2πm

N
δ2(W), 0, 0, 0, 0

]
=

〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)〉
(4.35)

ここでB2について以下のゲージ変換を考える。

B2 → B2 + dΛ1 = 0 (4.36)

具体的には Λ1 =
2πm
N
δ1(ΩW)である。ただしこの時、この変換に伴い、(4.8)により

BCW
2 → BCW

2 − N

2π
A1 ∧ Λ1 = −2 mn

N
δ1(V) ∧ δ1(ΩW). (4.37)

を得る。その結果以下が成立する。

Z

[
2πn

N
δ1(V),

2πm

N
δ2(W), 0, 0, 0, 0

]
= Z

[
2πn

N
δ1(V), 0,−

2πmn

N
δ1(V) ∧ δ1(ΩW), 0, 0, 0

]
,

(4.38)

すなわち、〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)〉
=

〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
CW

(
V ∪ ΩW ,−

2πmn

N

)〉
.

(4.39)
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確かにG3から示唆されたように 0形式対称性および運動方程式由来の 1形式対称性とチャー

ン・ヴェイユ 1形式対称性と間の非自明な関係を得ることができた。この相関関数の関係

は [52,53]で議論されたアクシオンドメインウォールに対するウィッテン効果を表す関係式と

類似している。しかし (4.39)に現れるチャーン・ヴェイユ 1形式対称性のカレントは 2つの

光子場を含む複合的なオペレーターであり、4次元の時とは物理的に異なっている。

この関係式の物理的意味を見るために両辺に (4.34)の TT(LCW
defect, q)を挿入するとこれは

右辺のU
[1]
CWの荷電物体になっているので次が成り立つ。この相関関数の物理的な意味は、アク

シオンドメインウォールに対するウィッテン効果の 6次元への拡張と解釈することができる。

〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)
TT(LCW

defect, q)

〉
=e−i

2πmnq
N

Link(LCW
defect,W∩ΩV )

〈
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)
TT(LCW

defect, q)

〉
(4.40)

この関係式を成り立たせるような各対称性の生成子および荷電物体の配位は例えば下の表で

表すことができる。ここで、4.1.2節で議論したように、TT(LCW
defect, q)は 2つのトフーフト面

についてFigure 4.4のような配位を考えることで実現できることから、Cdefect1, Cdefect2で定義

されるトフーフト面を用いて表している。

t x y r ϑ ϕ

T (Cdefect1, q1) ◦ ◦ ◦

T (Cdefect2, q2) ◦ S2

U
[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
◦ ◦ ◦ S2

U
[1]
EoM

(
W , 2πm

N

)
◦ ◦ S2

この配位は具体的には以下のように図示される。この図は t = 0の断面であり、x, y軸に

直交する方向が r, ϑ, ϕで張られる 3次元面を表している。表の S2はこの 3次元面上の 2次元

球面である。
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Figure 4.5: 6次元におけるウィッテン効果

この図のような配位を考えると (4.40)は以下のように解釈できる。Cdefect1, Cdefect2上にモ

ノポールが存在しているために磁場が発生するが、この磁場がドメインウォールを貫通する

と、アクシオンドメインウォールに対するウィッテン効果によりドメインウォール上に電荷が

誘導される。この誘導された電荷から生じる電場をドメインウォールU
[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
を囲む 1

形式対称性の生成子 U
[1]
EoM

(
W , 2πm

N

)
によって測る。これが (4.40)の左辺の意味することであ

る。その結果、ドメインウォール上に生じた電荷により (4.40)の右辺の非自明な位相因子が

生じた。この意味で (4.40)は 6次元におけるアクシオンドメインウォールに対するウィッテ

ン効果を表している。以上で見たように、(4.39)は 4次元の時と物理的意味が異なる一方で、

代数的には 4次元の時と同様の構造を含んでいることを示唆している。実際U
[0]
EoMがU

[1]
EoMに

作用して U
[1]
CWが生じるという代数的な関係は 4次元の時と等しい。

同様にしてH4の第 2項を参考にして、W1,W2で定義される 2つの運動方程式由来の 1

形式対称性の生成子の相関関数 〈U [1]
EoM(W1,

2πm1

N
)U

[1]
EoM(W2,

2πm2

N
)〉 を計算する。ここでB2 =

2πm1

N
δ2(W1)+

2πm2

N
δ2(W2)という外場の配位を分配関数に与えると 〈U [1]

EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[1]
EoM

(
W2,

2πm2

N

)
〉

を得ることができるが、ここで次のゲージ変換B2 → 0を行うことで次の関係式を得る。

〈
U

[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[1]
EoM

(
W2,

2πm2

N

)〉
=

〈
U

[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[2]
CW

(
W1 ∩ ΩW2 ,−

2πm1m2

N

)〉
(4.41)

これは、4次元の場合の異常ホール効果に類似した式であるが、この場合もU
[2]
CWのカレント

は φ, aからなる複合的なオペレーターであり物理的にな解釈は異なる。具体的にはこの関係
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式の両辺に TV(Sdefect, q)を挿入すると次が成立する。〈
U

[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[1]
EoM

(
W2,

2πm2

N

)
TV(Sdefect, q)

〉
=e−i

2πm1m2q
N

Link(Sdefect,W1∩ΩW2
)

〈
U

[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
TV(Sdefect, q)

〉
. (4.42)

これは異常ホール効果の 6次元版と解釈することができる。この関係式を成り立たせるよう

な各対称性の生成子および荷電物体の配位は例えば以下の表のようになる。ここで先の例と

同様に TV(Sdefect, q)はアクシオン 3-ブレーンとトフーフト面について Figure 4.3のような配

位を考えることで実現できることから、Wdefect, Cdefectで定義されるアクシオン 3-ブレーンと

トフーフト面を用いて表している。

t x y z r ϑ

V (Wdefect, qφ) ◦ ◦ ◦ ◦

T (Cdefect, qa) ◦ ◦ S1

U
[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
◦ ◦ T 2

U
[1]
EoM

(
W2,

2πm2

N

)
◦ ◦ ◦ S1

この配位は具体的には以下のように図示される。この図は t = x = y = 0の断面であり、

z軸に直交する方向が r, ϑで張られる 2次元面を表している。表の S1はこの 2次元面上の円

である。またW1は zrϑ-空間ではトーラス T 2をなしており、かつ x, y方向にも伸びている。

W2は zrϑ-空間では S1成している一方、z方向には局在している。以下の Figure 4.6のよう

にW2はW1のトーラス部分の内部に存在する部分とトーラスの外に存在する部分からなる。

Figure 4.6: 6次元における異常ホール効果
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この図のような配位を考えると (4.42)は以下のように解釈できる。Wdefectの周りでアク

シオンは渦状の配位を取り、Cdefect上にはモノポールが存在しており磁場が発生する。さら

に 1形式対称性の生成子 U
[1]
EoM

(
W1,

2πm
N

)
によってW1の表面にはW1を貫くように方向に電

場が印加される。この章の冒頭で指摘したように 6次元アクシオン電気力学におけるマクス

ウェル・アンペールの法則から、アクシオン渦にそれぞれ直交する磁場と電場をかけると、さ

らにそれらに直交した方向に電流が生じる、すなわち 6次元における異常ホール効果が起こ

る。結果的に今の場合はW1のトーラス部分の小円方向に沿ってに電流が誘導される。この

電流をもう一方の 1形式対称性の生成子 U
[1]
EoM

(
W2,

2πm
N

)
によって測るというのが、(4.42)の

左辺の意味することである。この時、U [1]
EoM

(
W2,

2πm
N

)
がトーラスの内部と外部の磁場の差を

測るので、トーラス表面に誘導される電流のみを測っている。その結果、誘導された電流に

より (4.42)の右辺の非自明な位相因子が生じた。この意味で (4.42)は 6次元の異常ホール効

果を表している。以上で見たように、(4.39)は 4次元の時と物理的意味が異なる一方で、代数

的には 4次元の時と同様の構造を含んでいることを示唆している。実際U
[0]
EoMがU

[1]
EoMに作用

してU
[1]
CWが生じるという代数的な関係は 4次元の時と等しい。このように物理的な意味が 4

次元の時と異なっている一方でこの関係式は 4次元の時におけるパイファー・リフティング

と同じ構造を表している。

上の二つの計算例から、6次元の時にも 4次元の場合と物理的な意味は違うが代数として

は同じ構造を含んでいることが分かる。つまり、6次元のアクシオン電気力学における大域

的対称性がなす代数構造にはその部分構造として 3群を含む。

4.2.2 その他の2つの生成子の相関関数

ここでは対称性の生成子の 2点関数間の関係のうち、4次元の時には存在しない高次元に特

有のものを見る。具体的には運動方程式由来の対称性とチャーン・ヴェイユ対称性の間の非

自明な関係を見る。

I5, J6には、運動方程式由来の対称性に対する背景ゲージ場とチャーン・ヴェイユ対称性

に対する背景ゲージ場の結合項が含まれている。これまでの議論と同様にしてこれらの項が

相関関数間の非自明な関係を示唆している。G3, H4にはこのような結合項は含まれておらず、

ここで述べるのは高次元で特有の性質である。

I5の第 2項は 0形式対称性の生成子 U
[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
と 2形式対称性の生成子 U

[2]
CW (C, α)の

間の非自明な関係を示唆する。
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実際、外場に対して次の配位A1 =
2πn
N
δ1(V), C3 = αδ3(C)と、ここからゲージ変換A1 → 0

を行った配位のそれぞれに対して分配関数 (4.12)を計算することで以下の関係式を得る。〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[2]
CW (C, α)

〉
=
〈
U

[2]
CW (C, α)U [3]

CW

(
V ∩ C, αn

N

)〉
. (4.43)

V ∩CはVと Cの共通部分を表している。上の関係式の両辺にU
[3]
CWの荷電物体T(Cdefect, q)を

insertすることを考えると、左辺では一見非自明な位相は現れないように見えるが、右辺に

はU
[3]
CWが存在するためこの荷電物体に作用し、非自明な位相因子が現れる。よってこの結果

は、運動方程式由来の 0形式対称性U
[0]
EoMがチャーン・ヴェイユ 2形式対称性に作用すると、

3形式対称性として振る舞うことが分かる。

同様に、I5の第 3項から運動方程式由来の 1形式対称性とチャーン・ヴェイユ 1形式対称

性のペアがチャーン・ヴェイユ 3形式対称性と関係づくことが示唆される。実際、次の配位

B2 =
2πm
N
δ1(W), BCW

2 = βδ1(WCW)と、ここからゲージ変換B2 → 0の下での配位の両者に

対して分配関数を計算することで以下の関係式を得る。〈
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)
U

[1]
CW

(
WCW, β

)〉
=

〈
U

[1]
CW

(
WCW, β

)
U

[3]
CW

(
W ∩WCW,

βm

N

)〉
. (4.44)

これは、運動方程式の 1形式対称性がチャーン・ヴェイユ 1形式対称性に作用してチャーン・

ヴェイユ 3形式対称性として振る舞うことを表している。

J6の第 2項から運動方程式由来の 1形式対称性とチャーン・ヴェイユ 2形式対称性のペ

アがチャーン・ヴェイユ 4形式対称性と関係づくことが示唆される。実際、次の配位 B2 =

2πm
N
δ1(W), C3 = γδ2(C)と、ここからゲージ変換B2 → 0の下での配位の両者に対して分配関

数を計算することで以下の関係式を得る。〈
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)
U

[2]
CW (C, γ)

〉
=
〈
U

[2]
CW (C, γ)U [4]

CW

(
W ∩ C, γn

N

)〉
. (4.45)

これは、運動方程式由来の 1形式対称性がチャーン・ヴェイユ 2形式対称性に作用してチャー

ン・ヴェイユ 4形式対称性として振る舞うことを表している。

4.2.3 3つの生成子の相関関数

ここでは生成子の 3点関数を含む関係式を見る。実際これらの関係は I5の第 4項、J6の第 3

項が示唆する。3点関数を含む非自明な関係式は 4次元の時には存在せず、この性質もまた高

次元の特徴といえる。
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I5の第 4項が 0形式対称性の生成子 U
[0]
EoM(V , 2πnN )と 2つの運動方程式由来の 1形式対称

性の生成子 U
[1]
EoM(W1,

2πm1

N
),U [1]

EoM(W2,
2πm2

N
)の相関関数に関しての非自明な関係を示唆する。

実際、次の外場の配位A1 = 2πn
N
δ1(V), B2 = 2πm1

N
δ2(W1) +

2πm2

N
δ2(W2) と、これらに対して

ゲージ変換A1 → 0, B2 → 0を行った配位のそれぞれに対し、分配関数 (4.12)を計算するこ

とで以下の関係式を得る。〈
U

[0]
EoM(V ,

2πn

N
)U

[1]
EoM(W1,

2πm1

N
)U

[1]
EoM(W2,

2πm2

N
)

〉
=

〈
U

[1]
CW(V ∩ ΩW1 ,

2πnm1

N
)U

[1]
CW(V ∩ ΩW2 ,−

2πnm2

N
)U

[2]
CW(W1 ∩ ΩW2 ,−

2πm1m2

N
)

U
[3]
CW(W1 ∩W2 ∩ ΩV ,−

4πnm1m2

N2
)

〉
(4.46)

同様に J6の第 3項が 3つの運動方程式由来の 1形式対称性の生成子の相関関数に対して

成立する非自明な関係を示唆する。実際、次の外場の配位B2 =
2πm1

N
δ2(W1) +

2πm2

N
δ2(W2) +

2πm3

N
δ2(W3) と、これらに対してゲージ変換B2 → 0を行った配位のそれぞれに対し、分配関

数 (4.12)を計算することで以下の関係式を得る。〈
U

[1]
aE(W1,

2πm1

N
)U

[1]
aE(W2,

2πm2

N
)U

[1]
aE(W3,

2πm3

N
)

〉
=

〈
U

[2]
φaM(W1 ∩ ΩW2 ,−

2πm1m2

N
)U

[2]
φaM(W2 ∩ ΩW3 ,−

2πm2m3

N
)

U
[2]
φaM(W3 ∩ ΩW1 ,−

2πm3m1

N
)U

[4]
φM(W1 ∩W2 ∩ ΩW3 ,−

4πm1m2m3

N2
)

〉
(4.47)

これまでの議論と同様に、対称性の生成子の相関関数の関係が大域的対称性の代数的な

構造を表すので 3点関数を含む相関関数間の非自明な関係は、この代数構造に非自明な 3項

演算を含むことを示唆する。



Chapter 5

結論および展望

本論文では 2n次元アクシオン電気力学における高次群構造の解析を行なった。これは [52,53]

で詳しく調べられた 4次元の場合の 2n次元へ一般化である。具体的には 2n次元に一般化さ

れたアクシオン電気力学に関して、運動方程式由来の対称性のゲージ化に伴って生じるオペ

レーター値不定性を取り除く方法を議論した。これにより 2n次元では (2n − 2)個のチャー

ン・ヴェイユ対称性を同時にゲージ化することで、オペレーター値不定性を取り除くことが

できることを明らかにした。

本論文では各チャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場について、場の強さを系統

的に決定する方法を明らかにした。それにより、これらの背景ゲージ場の変換則はグリーン・

シュワルツ機構によって修正されることを示した。この論文では特に n = 3の場合の計算を

詳しく行い、4つのチャーン・ヴェイユ対称性のそれぞれのゲージ場の変換則及び場の強さ

の具体的な表式を与えた。さらにこれらの背景ゲージ場の変換則を用いて対称性生成子の相

関関数の間に生じる非自明な関係を網羅的に与えた。その結果、4次元の時には現れなかっ

た運動方程式由来の対称性のチャーン・ヴェイユ対称性への作用や、3つの運動方程式由来

の対称性生成子の相関関数を含む関係など、6次元以上に特有だと考えられる関係を見つけ

た。特に後者はこの理論の大域的対称性が成す代数構造に非自明な 3項演算が含まれること

を示唆している。本文では直接見なかったが、一般の 2n次元の場合には n項演算を含むと予

想される。

また 6次元の場合のゲージ変換則や相関関数の計算から、その代数構造には 4次元の時の

代数構造である 3群を内包することが分かる。一般の場合にも (3.23)や (3.30)から明らかな

ように、(2n+2)次元の場合のゲージ不変な場の強さは 2n次元の場合のそれを全て含む。こ
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のことから一般に (2n+ 2)次元の理論は 2n次元の代数構造を内包することが分かる。

本論文では上述のようにゲージ変換則や相関関数の関係の分析から、代数の包含関係や

非自明な多項演算の存在という一般の 2n次元における代数構造に関して重要な手がかりを

得た。特に 6次元の時は、具体的な計算により 0形式対称性から 4形式対称性までの 5つの

階数の異なる対称性が閉じた代数構造をなしていることを確認した。これはこの理論が 5群

の構造を持っていることを示唆している。また一般の場合でも同様にして (2n− 1)個の階数

の異なる対称性が閉じた構造をなし、(2n− 1)群の構造を持つことを示唆している。本論文

ではこれ以上具体的に代数構造の特定については議論しなかった。

ここでこの論文で得られた結果を総括する。序論で述べた通りこの論文の主な目標はア

クシオン電気力学を通して場の理論の高次群構造を調べること、特に高次群構造を持つ場の

理論の性質や構成法を系統的に調べることであった。この目標は概ね達成された言える。本

稿ではアクシオン電気力学が高次群構造を構成するための良い模型になっているという当初

の期待通り、2n次元アクシオン電気力学に対しては (2n− 1)群を示唆する高次群構造が系統

的に構成できることを明らかにした。またこの論文で高次元への拡張を行なった動機は、高

次元では理論に存在するチャーン・ヴェイユ対称性の数が増えるために、より複雑な高次群

構造が現れると予想されるからであった。実際、高次元では運動方程式に由来する対称性に

対する背景ゲージ場を導入すると、高次元で新たに現れるチャーン・ヴェイユ対称性につい

ても同時に背景ゲージ場を導入することではじめて対称性の代数が閉じることを明らかにし

た。チャーン・ヴェイユ対称性はカレントの保存則がビアンキ恒等式に由来するという意味

で自明に成立する対称性であり、通常はあまり議論されない。しかしこの論文で見たように

理論の高次群構造を議論する際にはチャーン・ヴェイユ対称性が重要な役割をもつことが分

かった。

この論文では 4次元での先行研究と同様に高次群構造を分析する際には以下の手続きを

行った。

1. 運動方程式由来の対称性に対する背景ゲージ場を導入する。

2. 上の操作で生じたオペレーター値不定性を相殺するように対応するチャーン・ヴェイユ

対称性に対する背景ゲージ場を導入する。

3. ゲージ不変性からチャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場の変換則はグリー

ン・シュワルツ機構によって修正される。
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4. 上で得たゲージ変換則を用いて生成子の相関関数の間に成立する関係式を導く。

つまり本論文は 4次元のアクシオン電気力学に対して提案された以上の手続きを、2n次元の

アクシオン電気力学に対して拡張したと言うことができる。またこの手続き自体はアクシオ

ン電気力学以外の系でも同様に適用することができると予想される。特に本論文でも見たよ

うに、オペレーター値不定性はチャーン・ヴェイユ対称性の保存カレントで書くことができ

る、というのが相殺項を導入する際のポイントであった。この観点から、背景ゲージ場の導

入に伴ってオペレーター値不定性が生じるような場合には上の手続きを用いて高次群構造を

調べることが可能であると考えられる。実際、オペレーター値不定性とグリーン・シュワル

ツ機構が高次群構造を反映することに関しては一般的な立場から [30, 31]などでも議論され

ている。この論文では特にチャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場を導入すること

でオペレーター値不定性を消去できる、という点を具体的な模型を通して確認した事になる。

また一般に高次元ではより多くの場を含むオペレーター値不定性が存在し得るが、その一方

でチャーン・ヴェイユ対称性も多く存在する。そのため上の手続きに従うと一般には高次元

になる程大きい高次群構造を持つことが示唆される。これも今回具体的な 2n次元のアクシオ

ン電気力学の解析を用いて確認することができた。

ここまでこの論文ではアクシオン電気力学における高次群構造を解析してきた。最後に

2n次元アクシオン電気力学の高次群構造およびその周辺に関して今後の展望をまとめる。こ

の論文では議論しなかった課題がいくつか残っている。また本論文で得られた結果を用いて

さらに理論を拡張することで場の理論の高次群構造をさらに調べることが可能であると考え

られる。以下ではそれらの中から今後の研究の方針を二つ述べることにする。

一つの方向性は今回得られた高次群の構造を数学的に厳密な立場から理解するというも

のである。4次元の時には 2接合加群を用いた 3群の記述を行い、この代数を構成する演算と

物理的な解釈が対応づけられていた [52,53]。これまでも述べた通りこの論文では高次元での

高次群構造の数学的に厳密な取り扱いはしなかったが、この場合でも 4次元の時と同様に数

学的な操作と物理的な解釈には対応があると考えられる。しかし、一般により多くの群が混

ざり合うような高次群になるとその構成は複雑になっていくため、そもそも任意の高次群を

数学的に厳密な立場から構成すること自体困難な問題であると考えられる。よって 2n次元

アクシオン電気力学における高次群構造の数学的に厳密な取り扱いを考えることはそれ自体

が興味深い問題である。また数学的に厳密な記述を得られたとすれば、例えば高次群の分類

理論などの数学的な分析から対応する場の理論について情報を得る [80]など、より深い解析



54 CHAPTER 5. 結論および展望

につながる可能性がある。そのため今回得られた高次群の構造を数学的に厳密な立場から理

解するという課題は重要であると考えられる。

この論文では場の理論の解析を通して 2n次元アクシオン電気力学における高次群構造に

関していくつかの情報を得た。例えば、3章での議論から明らかなように、一般に 2n次元の

アクシオン電気力学における高次群構造は (2n− 2)次元のアクシオン電気力学の高次群構造

を内部構造として持つ。実際 (4.4)から (4.7)をみると、G3, H4は 4次元の時と同じ形をして

いるが、この事実は 6次元での高次群構造は 4次元の高次群構造である 3群を内部構造とし

て持っていることを反映している。また上でも述べた通り 6次元では 3項演算を示唆する関

係が得られた。一般には 2n次元アクシオン電気力学では n項演算を含むと考えられる。この

ような物理の分析から得た結果はこれらの高次群構造を数学的に特定するためのヒントにな

ると考えられる。

当初の期待では 4次元アクシオン電気力学は 2接合加群で記述されたり有質量の場合では

3接合加群で記述されるという背景から、一般の場合も同様の構造で記述できると考えてい

た。特に 4次元アクシオン電気力学は 3つの階数の異なる高次形式対称性が混ざり合い 2接

合加群の構造を持っていたので、(2n− 1)個の階数の異なる高次形式対称性を持つ 2n次元の

場合は (2n− 2)接合加群の構造を持つことを期待していた。本論文で得られた結果は少なく

とも単純に n接合加群で記述できるわけではないことを示唆している。今回の解析で得られ

た 2n次元のアクシオン電気力学は n項演算を含むという示唆から、多項演算を含まない接合

加群とその高次の拡張だけでは理論の高次群構造を記述することはできないと考えることが

できる10 。以上のように今回の高次元への拡張によって高次群を記述する一般の代数構造に

関して重要な示唆を得られたので、より一般の代数構造を調べることが今後の課題となる。

もう一つ別の拡張の方向として、さらに力学的な場を導入することにより他の場の理論の

高次群構造を調べるというものが考えられる。3章で議論したように、2n次元のアクシオン電

気力学で運動方程由来の対称性に対する背景ゲージ場を導入する際には (2n− 2)個のチャー

ン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場も導入する必要があった。このため背景ゲージ化

を行なった 2n次元のアクシオン電気力学には 1形式、· · ·、(2n − 1)形式の背景ゲージ場が
104接合加群以上の高次の接合加群は物理の文脈では筆者の知る限り議論されておらず、数学の文脈でも構成

法についての議論などはなされている [81,82]ものの、具体的にその構造を書き下しているものは（少なくとも

物理に利用できる形で書かれているものは）見かけない。そのため 2n次元の時の代数が (2n− 2)接合加群であ

るかどうかを厳密に判断するのはそもそも難しい問題である。しかし、ここで述べたように接合加群とその拡

張は多項演算を含まないという点から少なくとも (2n− 2)接合加群で記述されるわけではないと判断できる。
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存在する。そこで、これらの背景ゲージ場を力学的な場に格上げするという拡張が考えられ

る。このような力学的な場への格上げを行うと (3.32)の 2、3行目のような背景ゲージ場の

みで書かれていた項から新たにオペレーター値不定性が現れることが予想できる。またそれ

と同時に新しい力学的な場の導入によってナイーブには新しいチャーン・ヴェイユ対称性が

生じることも予想される。そこで本論文で見てきたのようにオペレーター値不定性をチャー

ン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場を導入することで相殺する方法によって、より拡

大された高次群構造が現れることが予想される。

この時興味のある理論に応じて、適当に力学的な場を導入することで様々な場の理論の

高次群構造を調べることができると考えられる。例えば 6次元では自己双対な 2形式場が存

在する [83]。このような自己双対な 2形式場は 6次元のN = (1, 0)の超共形場の理論のテン

ソル多重項に含まれることが知られており、この理論では自己双対な 2形式場が da ∧ daと

結合することが知られている [27,84]。一方で 4章で議論したように 6次元のアクシオン電気

力学には、da ∧ da ∧ BCW
2 の形の項が含まれる。よってチャーン・ヴェイユ 1形式対称性に

対する背景ゲージ場BCW
2 を力学的な自己双対場に格上げすることで、6次元のN = (2, 0)超

共形場の理論と同じ形の結合項を得ることができる。このようにアクシオン電気力学の拡張

を通してより大きな高次群構造を調べることができると共に、他の興味ある理論の高次群構

造について間接的に手がかりを得ることができる考えられる。

このように 2n次元のアクシオン電気力学はそれ自体も高次群構造を調べる上で興味深い

一方で、その他にも様々な拡張が考えられる。2n次元のアクシオン電気力学を起点として、

場の理論の高次群構造についてさらなる探究が可能であると考えられる。これらは将来の課

題として残しておく。
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Appendix A

数学的補遺

A.1 諸公式

本論文で用いたいくつかの数学的事実をまとめておく。

A.1.1 微分形式

本論文で行った計算の多くの部分では以下の微分形式の公式を用いている。特に符号に注意

する。

α ∧ ?β = β ∧ ?α (A.1)

αp ∧ ?βp =
1

p!
αµ1···µpβ

µ1···µpdV (A.2)

αp ∧ βq = (−1)pqβq ∧ αp (A.3)

d(αp ∧ βq) = (dαp) ∧ βq + (−1)pαp ∧ dβq (A.4)

表面項を無視すれば以下が成り立つ。

(dαp) ∧ βq = (−1)p+1αp ∧ dβq (A.5)

A.1.2 デルタ関数

本論文では多様体を引数に取るようなデルタ関数を用いている。これは以下のように定義さ

れる。 ∫
MD

J (D−p) ∧ δp(VD−p) ≡
∫
VD−p

J (D−p). (A.6)
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このデルタ関数には以下のストークスの定理が成立する。

δp(VD−p) = (−1)D−p−1dδp−1(ΩVD−p
) (A.7)

これは以下の計算により確かめられる。∫
VD−p

J (D−p) =

∫
ΩVD−p

dJ (D−p) (A.8)

=

∫
MD

dJ (D−p) ∧ δp−1(ΩVD−p
) (A.9)

= (−1)D−p−1

∫
MD

J (D−p) ∧ dδp−1(ΩVD−p
) (A.10)

A.1.3 二重和の取り扱い

ここでは本稿で用いた二重和に関しての関係式をまとめる。

Case 1 k = n− p− r − 1を用いると、二重和を次のように書き換えることができる。
n−1∑
r=1

n−r−1∑
p=0

(· · · ) =
n−2∑
k=1

n−k−1∑
r=1

(· · · ) (A.11)

以下に例として、n = 5の場合の r, p, kの関係を示した。ただし、表の r, pが交差するところ

に対応する kの値が示されている。

Table A.1: Example:n = 5

r\p 0 1 2 3

1 3 2 1 0

2 2 1 0 ×

3 1 0 × ×

4 0 × × ×

Case 2 k = n− p− rを用いると、二重和を次のように書き換えることができる。
n−1∑
r=1

n−r∑
p=0

(· · · ) =
n−1∑
k=1

n−k∑
r=1

(· · · ) +
n−1∑
r=1

(· · · ) |k=0 (A.12)

以下に例として、n = 5の場合の r, p, kの関係を示した。ただし、表の r, pが交差するところ

に対応する kの値が示されている。
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Table A.2: Example:n = 5

r\p 0 1 2 3 4

1 4 3 2 1 0

2 3 2 1 0 ×

3 2 1 0 × ×

4 1 0 × × ×

A.2 2接合加群

[52,53]では 4次元のアクシオン電気力学の高次群構造が 2接合加群によって記述されること

が明らかにされた。ここでは 2接合加群の定義と諸性質をまとめる。

2接合加群は、3つの群 G,H,Lとそれらの間の群準同型写像 ∂1, ∂2、および二つの演算

., { , }からなる構造である。ただしそれぞれは以下のように定義される。

.はGのG,H,Lに対する作用である。つまり、Gの元をG,H,Lの自己同型にうつす写

像である。例えばG . Hは

G . H : G→ Aut(H) (A.13)

を表す。これは g ∈ Gで特徴づけられるHの自己同型写像 αg : H → Hが存在しているとい

うことができる。なお、G . Gは、g, g′ ∈ Gに対して

g . g′ = gg′g−1 (A.14)

で定義される。

∂1, ∂2は以下のように定義される。

∂1 : H → G , ∂2 : L→ H (A.15)

ただしこれらの写像は群準同型写像なので、h1,2 ∈ H, l1,2 ∈ Lに対して次が成立する。

∂1(h1 ◦ h2) = ∂1(h1) ◦ ∂1(h2) (A.16)

∂2(l1 ◦ l2) = ∂2(l1) ◦ ∂2(l2) (A.17)

加えて ∂1, ∂2は次を満たす。

∂1 ◦ ∂2l = 1G (A.18)
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ただし、1GはGの単位元である。またこれらはG同変な写像である。つまりg ∈ G, h ∈ H, l ∈ L

に対して以下が成立する。

g . (∂1h) = ∂1(g . h) , g . (∂2l) = ∂2(g . l) (A.19)

{ , }はパイファー・リフティングと呼ばれる。これはHのペアをLにうつす写像である。

つまり、

{h1, h2} ∈ L (A.20)

である。パイファー・リフティングは次を満たす。

∂2{h1, h2} = h1 ◦ h2 ◦ h−1
1 · (∂1h1) . h−1

2 (A.21)

g . {h1, h2} = {g . h1, g . h2} (A.22)

{∂2l1, ∂2l2} = l1 ◦ l2 ◦ l−1
1 ◦ l−1

2 (A.23)

{h1 ◦ h2, h3} = {h1, h2 ◦ h3 ◦ h−1
2 } ◦ (∂1h1) . {h2, h3} (A.24)

{h1, h2 ◦ h3} = {h1, h2} ◦ {h1, h3} ◦ {∂2{h1, h3}−1, (∂1h1) . h2} (A.25)

{∂2l, h} ◦ {h, ∂2l} = l ◦ (∂1h) . l−1 (A.26)



Appendix B

4次元アクシオン電気力学の高次群構造

ここでアクシオン電気力学の高次群構造に関して4次元の場合の結果をまとめる。これは [52,53]

で調べられており、2接合加群の構造を持つことが示された。以下では 4次元アクシオン電

気力学における 2接合加群の構造を議論する。

4次元アクシオン電気力学の作用は、

S4d = −
∫
M4

(
1

2
|dφ|2 + 1

2
|da|2 − N

8π2
φ (da)2

)
(B.1)

で与えられる。この理論で高次群構造をなす大域的対称性は以下のようにまとめられる。

生成子 群 保存カレント ゲージ場

U
[0]
EoM Z[0]

N j
[0]
EoM = − ? dφ− N

8π2a ∧ da A1

U
[1]
EoM Z[1]

N j
[1]
EoM = ?da− N

4π2φ ∧ da B2

U
[1]
CW U(1)[1] j

[1]
CW = 1

2π
da BCW

2

U
[2]
CW U(1)[2] j

[2]
CW = 1

2π
dφ C3

この時チャーン・ヴェイユ対称性に対する背景ゲージ場の強さは以下の形をしている。

G3 = dBCW
2 − N

2π
A1 ∧B2, (B.2)

H4 = dC3 +
N

4π
B2 ∧B2. (B.3)

この結果は本論文の 3.3章の解析における n = 2の場合と一致している。またこれは、[53]の

結果を再現している。加えて本論文で強調してきたように 6次元の時の結果 (4.6)、(4.7)と一

致している。
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4章の解析と同様にG3とH4の形から高次群構造を読み取ることができる。実際、と同

様の計算を行うことで以下の相関関数間の関係を得る。〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)〉
=

〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
CW

(
V ∪ ΩW ,−

2πmn

N

)〉
(B.4)〈

U
[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[1]
EoM

(
W2,

2πm2

N

)〉
=

〈
U

[1]
EoM

(
W1,

2πm1

N

)
U

[2]
CW

(
W1 ∩ ΩW2 ,−

2πm1m2

N

)〉
(B.5)

まず (B.4)から、0形式対称性の生成子が 1形式対称性の生成子に作用して、別の 1形式対称

性の生成子が生成されたことが読み取れる。また (B.5)から、2つの 1形式対称性生成子が 2

形式対称性に写像されている、すなわちパイファー・リフティングの構造を反映している。以

上からG = Z[0]
N , H = Z[1]

N × U(1)[1], L = U(1)[2]として、次の関係を読み取ることができる。

まず、ei 2πn
N ∈ G, (ei

2πm
N , 1) ∈ Hに対して、

ei
2πn
N . (ei

2πm
N , 1) = (ei

2πm
N , e−i

2πnm
N ) ∈ H (B.6)

が成り立つ。また、(ei
2πm1

N , 1), (ei
2πm2

N , 1) ∈ Hに対して、{
(ei

2πm1
N , 1), (ei

2πm2
N , 1)

}
= e−i

2πnm
N ∈ L (B.7)

上の二つ以外は自明になる。各群が可換群であることと、∂1, ∂2が自明であることを利用す

ると (A.21)∼(A.26)が成立することを確かめることができる。

以上のように 4次元のアクシオン電気力学は 2接合加群の構造を持つ。
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相関関数に関する恒等式の別の導出

4.2節では相関関数間の関係をゲージ変換則を用いた計算で導いた。ここでは別の方法での

計算を与える。これは [52]で提案された計算の 2n次元アクシオン電気力学への適用である。

2n次元の作用 (3.1)を引数を明示的に表して S[φ, a]と書くと、以下の関係式が成り立つ。

S[φ, a] +

∫
M2n

dj
[0]
EoM ∧ Φ0 = S[φ− Φ0, a] +

1

2

∫
M2n

dΦ0 ∧ ?dΦ0 (C.1)

S[φ, a] +

∫
M2n

dj
[1]
EoM ∧ Π1 = S[φ, a+Π1] +

N

(2π)n

n∑
r=2

1

(n− r)!r!
dφ(da)n−r ∧ (dΠ1)

r−1 ∧ Π1

+
1

2

∫
M2n

dΠ1 ∧ ?dΠ1, (C.2)

ここでは例として、6次元理論における 0形式対称性の生成子 U
[0]
EoM(V , 2πnN )と運動方程式由

来の 1形式対称性の生成子 U
[1]
CW(W , 2πm

N
)の相関関数を、上の恒等式を n = 3として用いる

ことで評価する。まず定義からU
[0]
EoM(V , 2πnN ) = exp(2π

N

∫
V j

[0]
EoM)であるが、デルタ関数を用い

て書き換えると exp(2π
N

∫
M6

dj
[0]
EoM ∧ δ0(ΩV))と書ける。ここで (C.1)を用いるとこの相関関数

は以下のように書くことができる。〈
U

[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)〉
= N

∫
D[φ, a]eiS[φ−

2πn
N
δ0(ΩV ),a]+

2πim
N

∫
W j

[1]
EoM (C.3)

いま、φ→ φ′ = φ− 2πn
N
δ0(ΩV)のように場の再定義を行う。これにより以下が成立する。〈

U
[0]
EoM

(
V , 2πn

N

)
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)〉
=N

∫
D[φ′, a]eiS[φ

′,a]+ 2πim
N

∫
W j

[1]
EoM− inm

4πN

∫
W da∧daδ0(ΩV )

=

〈
U

[1]
EoM

(
W ,

2πm

N

)
U

[1]
CW

(
W ∩ ΩV ,−

2πnm

N

)〉
(C.4)
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このように上記の方法で (4.39)と同じ結論を得た。他の相関関数間の関係もこの方法で同様

にして計算することができる。
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