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概要

場の量子論は素粒子標準模型に代表されるように大きな成功を収めているが、重力の説明には成功していな
い。そのため量子重力理論の構築が現代物理学の大きな課題となっている。この困難は、理論的には繰り込み
や非物理的自由度の問題などから生じ、実験観測的には量子効果が顕となるスケールを実現し難いために生じ
る。このような未だ見ぬスケールの物理法則を探る手掛かりとして、散乱の過程を記述する散乱行列のユニタ
リ性などの性質が注目されている。ところが、光子や重力子などの無質量粒子を含んだ理論では赤外発散の問
題によって散乱行列の存在すら明らかではなかった。本研究では赤外発散を取り除くためのドレス状態形式
を再考し、散乱行列の定式化を行う。通常の散乱理論では散乱を摂動的に自由粒子状態間の遷移として扱う
が、ドレス状態形式では、無質量粒子の相互作用を取り入れた漸近状態間の遷移として扱う。本研究では時刻
t = T と時刻 t = −T の時間一定面 Σ± を用意し、Σ− 上の対応する状態から Σ+ 上の対応する状態への遷移
を考える。このとき、面上の対応する漸近状態は理論の相互作用から導出するべきものである。この散乱理論
を量子電磁気学に適用することで、「散乱行列には発散がなく、Hilbert空間に仮定を与えることでユニタリ性
も示されること」、「遷移確率に対してこれまでに知られた結果を含む、さらに広い予言を与えること」が示さ
れる。また、赤外三角関係として赤外発散との関連が指摘されている漸近対称性・メモリー効果を散乱理論の
枠組みの中で明示する。さらに Σ± の導入によって一見破られる Lorentz対称性が、漸近対称性によって回復
する機構を明らかにする。また、この機構を使って有質量実スカラー場の散乱に軟重力子を加えた理論を構築
する。この理論では高エネルギーの重力子は存在しないため、繰り込みや非物理的自由度の困難を取り除くこ
とができる。これは量子線形 Einstein重力理論の低エネルギー有効理論にあたる。この理論の解析から、遷
移確率の予言に関して普通の設定では重力子は影響を与えないことがわかる。一方で非自明なメモリー効果を
予言するため、原理的には軟重力子を検証することが可能である。また漸近対称性の議論から、軟重力子は異
なる慣性観測者をそれぞれ異なる Hilbert空間の超選択区間に分割することが明らかとなった。このことは重
力の量子的側面を議論する上での基礎となり得る著しい性質である。本研究では平坦時空におけるユニタリ性
を議論する足場を作ることができた。このことはブラックホールの情報損失問題を考える一歩を踏み出すため
の一助となるだろう。
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第 1章

序論

1.1 研究の目的と背景
本研究の目的は、特殊相対論的な場の量子論の枠組みの中で、軟光子や軟重力子の果たす役割を明らかにす
ることだ。特に、赤外三角関係の物理を統一的に理解する視点を提示したい。赤外三角関係とは、

1. 場の量子論の散乱行列についての軟粒子定理-Soft theorem
2. より広いクラスの対称性である漸近対称性-Asymptotic symmetry
3. 検証可能な現象として期待されるメモリー効果-Memory effect

という一見異なる 3つが、それぞれある意味で等価と見做せるような関係を持つという主張である。この関
係は A. Strominger らによる 4 次元電磁気理論の漸近対称性の発見を契機として提唱された [1, 2]。それ以
降、4 次元漸近平坦時空での重力理論 [3, 4]、SU(n) 理論 [5, 6]、超対称性を持つ理論 [7–9]、高次元での理
論 [10,11]、漸近 de Sitter(dS)時空での重力理論 [12,13]、弦理論 [14,15]、などなど、赤外三角関係が発見・
示唆されてきた領域は多岐にわたる1。
漸近対称性には無限の自由度があり、それゆえ対応する電荷が無限個存在すると考えられている。この漸近
対称性と場の量子論の散乱問題で現れる軟粒子定理の結びつきは、散乱の過程を記述する散乱行列の赤外発散
問題に新たな視点を提示した。すなわち、漸近対称性の保存則として赤外発散が理解できる。
散乱行列の存在や性質は、量子重力などのまだ見ぬスケールの物理法則を探る糸口として重要視されてい
る。特にそのユニタリ性という性質は、量子力学の確率解釈の基礎となるため、現在の量子力学の枠組みが有
効な範囲では根本的な原理として扱われる。そして量子重力理論を探る思考実験の場としてよく用いられる舞
台が、ブラックホール時空である。場の古典論である一般相対性理論の枠組みでは、ブラックホールは定義か
らそれを構成するいかなる物体も外部に放出されることがない。しかし量子論を組み合わせることで、まるで
黒体放射のように粒子を放出して蒸発していくことが示唆されている [17]。熱的な放射によってブラックホー
ルが消滅してしまうなら、ブラックホールの形成からその消滅の過程の時間発展はユニタリでありえるだろう
か？ このような問い：ブラックホールの情報損失問題 (の形態の 1つ)に対して解答の道筋が示せるかという
ことが、量子論と重力理論を内包する理論の性質や妥当性を検討する際の試金石となる。
漸近対称性の持つ無限個の電荷がブラックホールの地平面と無限遠に存在し、それが量子論では軟粒子とし
て情報を運び、時間発展のユニタリ性が守られるのではないか。このような発想から、赤外三角関係は上記の
情報損失問題を考える際に重要な役割を担うのではないかと期待され、調べられてきた [18, 19]。
しかし平坦時空において、散乱行列のユニタリ性から軟粒子定理は導けるが、その逆は成り立たない。実
際、標準的な散乱問題の定式化では軟粒子定理を用いたとしても、散乱行列が赤外発散によって定義できずに

1A. Stromingerのノート [16]とその参考文献にはここには挙げていない多くの研究が載っている。とはいえ 2017年以降の多くの
進展が含まれていないので、その点には注意が必要である。
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存在すらしないという重要な問題がある。つまり軟粒子定理は発展のユニタリ性を救うには不充分であり、実
は平坦時空での場の量子論の時間発展がユニタリであるかどうかすら、確かめられてはいなかったのである。
とはいえ、赤外発散のない散乱行列を定義する試みは古くから行われており、中でもドレス状態形式と呼ば
れる方法が有名かつ有力である。これは軟粒子の相互作用が遠方でも無視できないという事実を考慮し、軟粒
子のまとわりついたドレス状態と呼ばれる状態を用いて散乱を記述するものだ。様々な仮定や考察の下で、多
種多様なドレス状態形式が提案されてきた [20–38]。しかし本研究を開始した当時、提案されてきたドレス状
態形式には、

• ゲージ対称性や Lorentz対称性と両立することが明らかでない。
• ドレス状態を構成する際の仮定が理論に無視できない関数自由度を与え、予言能力を損なう。
• 前提とする仮定が物理的・数学的に妥当なものかどうか。

などの解決すべき問題が少なからず残されている状況であった2。

1.2 本研究の結果
上記の状況を踏まえて、重力の量子論的な性質を探る端緒として予言能力を持ち、かつ、ユニタリ性を示せ
るような散乱問題の定式化を目指した。具体的な方針として、一般相対性理論において漸近対称性が初期値問
題を定義する際に現れることに着目し、散乱問題を、時刻 t = −T の時間一定超曲面 Σ− 上に定義される状態
から、時刻 t = +T の時間一定超曲面 Σ+ 上に定義される状態への遷移を記述する初期値問題として定める。
これは本来当然のことだが、無限をとる極限操作に飲み込まれ、従来の定式化では隠れてしまっていた。この
散乱理論では、最後に T → ∞の極限について議論する。また予言能力を担保するために、Σ± や赤外/紫外
切断などの時空の量と、理論のハミルトニアン以外のものは導入せずに発展が記述できるように設定する。こ
の定式化においては、散乱の記述に用いる Σ± での漸近状態が、理論の相互作用を用いて導出するべきものと
なる。
こうして定式化した散乱問題を、実験的にも理論的にもよく知られた量子電磁気学に適用したものが、副論
文 [37]である。提案する散乱理論でも量子電磁気学の漸近状態は、軟光子の相互作用を取り入れたドレス状
態となる。この意味でドレス状態形式を用いた散乱問題の定式化とも言える。この研究で行ったことは以下の
通りである。

( I-A) 得られたドレス状態を用いて遷移確率を計算することで、この散乱理論がこれまでによく知られていた
結果を再現しながら、さらに広い状況にも適用可能であることを示した。

( I-B) 量子電磁気理論の状態や、漸近状態の属する Hilbert 空間についての議論を行い、散乱行列がその
Hilbert空間でユニタリであることを示した。

( I-C) 散乱行列のゲージ対称性を調べることで、場の量子論における漸近対称性の在り方の一面を明らかに
した。

( I-D) メモリー効果が提案する散乱理論の枠組みの中に組み込まれていることを示し、簡単な例によって、原
理的には検証可能な理論予測が得られることの示唆を与えた。

これらの結果から、提案する散乱理論は「軟粒子定理を超えて散乱行列をユニタリに定義するドレス状態」、
場の量子論における漸近対称性およびメモリー効果」を内包するという意味で、赤外三角関係に対して統一的

2同時期に Hannesdottir-Schwartzによる散乱問題の定式化が提案されていた [39]。彼らの散乱理論は Lorentz対称性が明白で、
かつ予言能力を持ち、私の見解では問題がなく良い定式化だと思うが、しばらく認知していなかった。定式化の骨子たる点は量子力学の
散乱理論である Dollardの方法を忠実に場の量子論に持ち込もうという点であり、その心は我々の散乱問題の定式化と同じである。ただ
し、この定式化では赤外三角関係に対する示唆が明らかではない。
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な視座を与えるものと言えよう。本研究で行った散乱問題の定式化の妥当性は、この観点からも支持される。
この散乱理論では、時空に Σ± の超曲面を導入することで一見 Lorentz対称性を破っているように思える。
ところが、こうした場の段階での Lorentz対称性の破れは、ドレス状態に備わる漸近対称性によって状態の段
階で回復することが明らかとなった。この事実は軟重力子の理論の可能性を開く。
また本論文では、S. Weinbergの議論 [40]に基づいて軟重力子の理論の構築を行い、具体的に質量を持つ
実スカラー粒子と軟重力子が存在する際の散乱について調べた。漸近状態はやはり軟重力子の相互作用を取り
入れたドレス状態となる [41]。この研究で行ったことは以下の通りである。

( II-A) 得られたドレス状態を用いて遷移確率を計算することで、軟重力子 1個の観測ができない限りは、散乱
結果の予言に軟重力子が寄与しないことを示した。

( II-B) メモリー効果の議論を行い、これに対しては軟重力子が非自明な予言を与えることを明らかにした。
( II-C) 軟重力子のドレス状態に備わる漸近対称性が Lorentz対称性を回復する機構を確認した。
( II-D) 軟重力子の与える赤外発散によって、ある慣性観測者にとっての状態は、別の慣性観測者にとっての状

態と直交することを示した。

(II-A)と (II-B)は軟重力子の存在を検証する際の方針を与えるものと言えよう。メモリー効果を現実的な
設定で定量的に評価し、検証可能な予言を与えることを目指した研究を今後行う予定である。散乱した粒子を
検出せずメモリー効果だけを測定することを考えたときに、散乱の情報をどれだけ引き抜けるのかという問題
も興味深い。また、漸近状態を導出する際に、準主要項まで相互作用を取り入れる枠組みでの散乱理論を考え
ることも面白いだろう。準主要項が遷移確率やメモリー効果に対する予言に与える影響を詳細に解析すること
は有意義だと考えている。

(II-C)は逆に言えば、質量を持った粒子のみを理論に取り入れるとき、T →∞の極限だけが Lorentz対称
性を満たすことを意味する。T →∞の極限だけが Lorentz対称性を満たすということは、これまでに試みら
れてきた散乱問題の定式化の上では自明な障害であり、本研究で構築した Σ± を導入する散乱理論がこれまで
提案されなかった大きな理由の 1つであろう。一方、提案する散乱理論では軟重力子の存在を理論に要請する
ことで、時刻 t = −T から t = T への時間発展が Lorentz対称性を尊重した理論の下で記述できる。量子電
磁気学では光子がこの役割を担ったために軟重力子を導入せずとも散乱理論が設定できたが、ここでさらに軟
重力子を理論に加えた場合の赤外三角関係を解析することも非常に興味深い問題である。

(II-D) は Hilbert 空間が軟重力子によって、各慣性系毎に対応する超選択区間に分割されることを意味す
る。実験・観測技術の向上により、重力の量子的側面を検証する提案が為されている [42–44]。これらの提案
には位置の重ね合わせ状態が重要な役割を担うことが多いが、軟重力子が超選択則を与えるという本研究で明
らかとなった著しい性質は、このような研究にも考慮すべき基礎を与えることになるだろう。異なる超選択区
間に属する状態は純粋状態として重ね合わせることができないのである。ドレス状態を考慮した状態の重ね合
わせに関する示唆に富んだ研究として、平井・杉下による研究 [45]がある。ドレス状態に対して可能な重ね
合わせ状態を与えて解析を行うことで、重力の本質的に量子論的な側面に迫れるかもしれない。このような方
向の非常に興味深い研究も今後に残されている。
軟粒子の引き起こす赤外発散が、Lorentz 対称性の自発的な破れを表すのではないかという議論があ
る [26,28,46]。しかし本論文で提案した散乱理論の枠組みの視点に立つと、事情は全く異なるように見えてく
る。すなわち、軟粒子の引き起こす赤外発散は超選択則を与える漸近対称性の存在を示しており、軟粒子はそ
れを通じて Lorentz対称性を自発的に回復させる役割を果たす。軟重力子はそのために理論に要請される不可
欠な要素として現れる。
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1.3 本論文の構成
本論文の構成は次のようである。第 2章では赤外三角関係の 3つの頂点である軟粒子定理・漸近対称性・メ
モリー効果についてそれぞれ説明したのち、それらの結びつきを概観する。
第 3章では量子論における散乱問題について説明する。そのために、まずは量子力学の枠組みについての
復習を行う。その後自由粒子の理論を調べることで、自由粒子理論からの摂動論的に理解される散乱理論への
準備とする。漸近状態や入射/放射状態などの定義を与え、幾つかの散乱行列の表し方を見る。ここでは赤外
発散の問題の萌芽が量子力学の長距離相互作用による散乱に現れていることを確認し、その取り扱いについて
説明する。
第 4章では場の量子論での散乱問題について幾つかの注意を行った後、量子電磁気学の散乱問題の赤外発
散に対処する Kulish-Faddeevのドレス状態形式について説明する。Kulish-Faddeevのドレス状態形式につ
いてのいくつかの問題を提起し、我々の提案する散乱理論への橋渡しとする。
第 5章ではドレス状態形式に基づいて、本論文の主題である場の量子論の散乱問題の定式化を行う。定式
化を行った後、量子力学の散乱問題に適用し、その妥当性を確認する。その後場の量子論の散乱問題の例とし
て、量子電磁気学 (QED)と軟重力子を含む線形 Einstein重力の解析を行う。
第 6章は結論と議論で結びとする。
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第 2章

赤外三角関係

この章では本研究の動機となった赤外三角関係について紹介する。赤外三角関係とは、

1. 場の量子論の散乱行列についての軟粒子定理-Soft theorem
2. より広いクラスの対称性である漸近対称性-Asymptotic symmetry
3. 検証可能な現象として期待されるメモリー効果-Memory effect

がそれぞれある意味で等価と見做せるような関係を持つという主張である。序論でいくつかの例を挙げたよう
に、赤外三角関係が発見・示唆されてきた領域は多岐にわたる。
また、軟粒子定理には取り入れる軟粒子の寄与の次数に応じた階層があるが、それぞれの次数に対応する漸
近対称性・メモリー効果も理論的に発見されてきている [47–49]。さらに、物理的に妥当な仮定の下で存在し
ないことが示されていた高次元での漸近平坦重力の漸近対称性に対して、その仮定に対する抜け道が赤外三角
関係を動機として発見されるなど、様々な事実が赤外三角関係の存在を補強する状況証拠として積み上げられ
てきている [50–53]。
以下では、これら三角形の頂点とその結びつきについて概観する。

2.1 軟粒子定理
軟粒子定理は場の量子論の散乱行列についての定理であり、散乱行列の赤外発散-InfraRed(IR) divergence
の問題と密接に関係している。赤外発散問題は低エネルギー極限の無質量粒子が引き起こす発散によっ
て、散乱行列が定義できない問題を指す。これに対して高エネルギー極限の粒子が起こす発散は紫外発
散-UltraViolet(UV) divergenceと呼ばれる。繰り込み可能な理論なら繰り込みの処方によって紫外発散は取
り除けるし、有効理論と考えてエネルギー領域を制限することで紫外の効果に対応することもできる。赤外発
散は紫外発散に対してそのような手続きを踏んでもなお残ってしまう発散であり、理論が有効な範囲では存在
してはならないものである。
ここでは電子や陽電子といったスピノル荷電粒子と光子の相互作用を記述するスピノル量子電磁気学-spinor

Quantum ElectroDynamics(QED)を例に挙げて、赤外発散と軟粒子定理について見てみよう。Yang-Mills理
論のような非可換ゲージ理論では共線発散-collinear divergenceがあり、別の注意が必要である。共線発散も含
めた赤外の構造を探るのに便利な有効理論として、軟共線有効理論-Soft Collinear Effective Theory(SCET)
があるが、本論文では立ち入らない [54, 55]。

2.1.1 散乱問題への簡単な準備

ここでは散乱問題に関する話を読むために最小限必要な事項を振り返る。散乱問題についての丁寧な議論は
3章と 4章で与える。
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運動量や電荷など、粒子や系を特徴付ける量をまとめて αなどで表す。αで特徴付けられる自由粒子たちが
入射していずれ散乱し、β で特徴付けられる自由粒子たちとして検出されると見做せる状況を考える。このよ
うなことが起きる確率は量子力学によれば、初めに用意した状況に対応する状態 |Φα〉を時間発展させ、その
状態と最後の状況に対応する状態 |Φβ〉との内積を取ることで考えることができる。この量を散乱行列と呼び、

Sβα := 〈Φβ, SΦα〉 (2.1.1)

と表す。特に、何も起きない状況、つまり β = αである状況を除いたものは遷移振幅とも呼ばれる。区別する
場合遷移振幅はMβα と書く。遷移振幅の絶対値 2乗がこの散乱による状態 α → β の遷移確率を与える。時
間発展を司る演算子 S は散乱演算子と呼ばれ、

S = T exp
[
−i
∫ ∞

−∞
dτV I(τ)

]
, V I(t) =

∫
d3xV I(x) (2.1.2)

で表される。これは粒子が時々刻々と相互作用を受けて発展していく様子を表しており、Feynmann図と呼
ばれる以下の図のように表現できる。

図 2.1 α → β の遷移を表す Feynmann図の例 ( [56]より)

図 2.1を見ると、相互作用の様子は粒子が相互作用する点に当たる頂点間を線で繋ぐことで表せることがわ
かる。散乱行列の計算は Feynmanの規則というものが知られていて、相互作用から決まる頂点関数を図の頂
点に当てはめ、伝搬する場によって決まる伝搬関数を頂点間を繋ぐ線に当てはめることで実行可能だ。
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相互作用する回数が増えると頂点間を繋ぐ線がループを作るようになる。このような図の寄与を、ループが
ない図：ツリーレベル図に対するループ補正と呼ぶ。ループ補正は量子補正とも呼ばれる。この補正の寄与は
0から無限大を積分区間とした広義積分で表される。この積分はループを作る粒子：仮想粒子のエネルギー積
分と解釈され、その下限から現れる発散を赤外発散と呼び、上限から現れる発散を紫外発散と呼ぶ。
広義積分が収束しない問題、つまり、散乱行列が定義できない問題は場の量子論の発散問題と呼ばれ、黎明
期には場の量子論の抱える大きな欠陥として認識されていた。発散の問題は多くの混乱を生んだが、結果とし
て物理学の理解を深める結果となった。
紫外発散の問題は質量や結合定数などの定数や、場を再定義する繰り込みの手法によって取り除ける場合が
あることがわかった。これは相互作用の存在下では、質量や結合定数などの定数が自由な理論で考えていたも
のと最早同じではあり得ないということを意味している。このようにして紫外発散が取り除ける理論を繰り込
み可能な理論といい、そうでないものを繰り込み不能な理論という。さらに紫外発散は繰り込み群と有効理論
の概念にも繋がった。理論にはそれが有効である距離やエネルギーのスケールが存在し、その理論で見ていな
いような小スケールの自由度を「積分」して自由度から取り除くことで興味ある状況を記述するのである。こ
のように、あるスケールに限ったときには現象をよく説明する理論を有効理論という。この考え方によって、
繰り込み不能な理論が有効理論としての役割を担う可能性が顧みられることになった。小スケールは波長とし
て短く、時間にして短い部分に当たるため、これらは紫外発散に対処する手続きである。
赤外発散の問題に関する重要な知見はまず、Blochと Nordsieckによって与えられた [57]。彼らは電子が光
子の放出に伴って運動量を変化させる過程を考え、その確率が有限となるには無限個の光子の放出が伴うこと
に気付いた。反対に、有限個の光子放出のみを伴う過程の起きる確率は 0となってしまう。無限個の光子の放
出を伴う遷移確率の赤外有限性の証明は Yennieたちによって洗練され [58]、その後Weinbergが軟粒子定理
を用いて有限の遷移確率を与えた [59]。以下、Weinbergの教科書 [56]に沿ってこの議論を見ていこう。線形
重力理論においても事情は本質的には変わらない [59, 60]。

2.1.2 QEDにおける赤外発散問題

相互作用表示での QEDの相互作用は

V I(x) = −aµ(x)jµ(x) , jµ(x) = iqψ̄(x)γµψ(x) (2.1.3)

で与えられる。aµ はスピン 1のゲージ場である光子を表し、jµ は電荷 q を持つスピノル粒子が作る電流であ
る。この相互作用により、荷電粒子同士が光子を介して引かれあったり反発しあったりして影響し合う様子が
記述できる。電流 jµ は

∂µj
µ(x) = 0 (2.1.4)

という関係を満たす。これは電荷保存則を局所的に表したものである。
ある適当な自由荷電粒子状態間の遷移 α → β の遷移振幅をMβα とする。この遷移振幅の光子によるルー
プ補正のうち、ω ≡ |~k| < Λの積分領域からの寄与を考える。Λは考えたい過程で現れるどんなエネルギース
ケールよりも小さいエネルギーとしよう。例えば QEDでは、Λは電子の質量 mよりも小さい。ここでは Λ

より小さいエネルギーを持つ光子を軟光子と呼ぶことにする。ω > Λの光子はこれと対比して硬い光子と呼
ぶこともある。また、赤外切断を λとする。
外線の荷電粒子の指定を適当な自然数を用いて行う。m番目の粒子の外線と n番目の粒子の外線を軟光子
で繋ぐことで現れる補正を Jmn として、これを考えたい。電荷 q を持つ 4元運動量 pの荷電粒子が流入し、
同じ電荷を持つ 4元運動量 p′ の荷電粒子と 4元運動量 k の光子を放出する際の頂点関数は運動量空間で、

Γµ(p′, k; p) = −iq(2π)4γµδ4(p′ + k − p) (2.1.5)
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と与えられる。また、荷電粒子の伝搬関数は運動量空間で

−i∆αβ(p) = −
i

(2π)4
(−iγµpµ +m)αβ
p2 +m2 − iε

(2.1.6)

と与えられる。光子の実質的な伝搬関数が運動量空間で

−i∆µν(k) = −
i

(2π)4
ηµν

k2 − iε
. (2.1.7)

となるように理論を考えよう。軟光子のループ補正 Jmn の ω . Λについての主要な寄与はこれら Feynmann
の規則から

Jmn =
−i

(2π)4
qmqnηmηn(pm · pn)

∫ ∞

−∞
dk0

∫
λ≤ω≤Λ

d3k

[k2 − iε][pn · k − iηnε][−pm · k − iηmε]
+ o(Λ) (2.1.8)

となる。ここで pm, qm は m番目の荷電粒子の 4元運動量と電荷であり、ηm は m番目の粒子が終状態の粒
子を指定するものであれば +1を、始状態の粒子を指定するものであれば −1を返す符号因子である。
k0 積分を実行するために被積分関数の極を調べる。極は

k0 =
{
ω − iε, −ω + iε, ~vn · ~k − iηnε, ~vm · ~k + iηmε

}
, vµn :=

pµn
En

, En = p0n =

√
m2
n + |~pn|2 (2.1.9)

の 4つ存在するから、留数の定理を用いて k0 積分が実行できる。mと nが終状態と始状態を結ぶ際の補正は
k0 = ω − iεまたは k0 = −ω + iεの極を拾って、どちらも

Jmn = − qmqn
(2π)3

∫
d3k

2ω

(pm · pn)
(pm · k)(pn · k)

(2.1.10)

となる。mと nが共に終状態の荷電粒子、または始状態の荷電粒子を指定する場合には上記の極に加えても
う一方の極を拾って、

Jmn =
qmqn
(2π)3

∫
d3k

2ω

(pm · pn)
(pm · k)(pn · k)

+
qmqn
(2π)3

∫
d3k

(pn · pm)[
ω2 − (~k · ~vm − iε)2

][
−qn(~k · ~vm + iε) + ~k · ~pn − iε

]
(2.1.11)

が得られる。計算の実行は式 (2.1.8)の時点で nの粒子の静止系へ移るのが便利だ。つまり、

pµm = γmnmm(1, ~βmn) , p
µ
n = (mn,~0)

β2
mn ≡ |~βmn|

2
= 1− m2

mm
2
n

(pm · pn)2
, γmn := 1/

√
1− |~βmn|

2

となる系へブーストする。その後に軟光子を定義してその寄与を考えると、∫
d3k

2ω

(pm · pn)
(pm · k)(pn · k)

→
∫

d3k

2ω3

1

1− ~βmn · ~̂k
=

π

βmn
log 1 + βmn

1− βmn
log Λ

λ
(2.1.12)

および

i Im[Jmn]→ −
qmqn
(2π)3

∫
d3k

ω2(~k · ~βmn)
= i

qmqn
4πβmn

log Λ

λ
(2.1.13)

となるから、その結果

Jmn =
ηmηnqmqn
8π2βmn

log 1 + βmn
1− βmn

log Λ

λ
+ i (1 + ηmηn)

qmqn
8πβmn

log Λ

λ
(2.1.14)

が得られる。
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さて、Jmn がわかったので、遷移振幅への軟光子のループ補正を全次数で考えることができる。N個の軟
光子で外線を繋ぐとき、N!個の置換の区別と両端の区別がつかないことを考慮すれば、軟光子補正を行なった
遷移振幅Mλ

βα が

Mλ
βα =Mβα

∞∑
N=0

1

2NN !

[∑
mn

Jmn

]N
=Mβα exp

[
1

2

∑
mn

Jmn

]
(2.1.15)

と得られる。赤外切断を取り除く極限 λ → 0で遷移振幅の位相が発散する事実は、散乱行列が定義されない
ことを意味する。その一方で遷移率は遷移振幅の絶対値の 2乗を用いるため、発散する位相に悩まされない。
遷移率 Γβα は軟光子補正により次の Γλβα となる。

Γλβα =

(
λ

Λ

)Aβα

ΓΛ
βα , (2.1.16)

Aβα := − 1

8π2

∑
mn

qmqnηmηn
βmn

log 1 + βmn
1− βmn

. (2.1.17)

ここで、ω ≤ Λの光子の寄与を含まない遷移率を ΓΛ
βα とした。この指数 Aβα は常に正である。したがって軟

光子補正を取り入れた遷移率は赤外切断を取り除く極限 λ→ 0で定義できるが、その結果は常に 0となって
しまう。これは、QEDにおいては荷電粒子の散乱過程はどんなものでも決して起きることがないという予言
であり、明らかな理論の破綻を示している。

2.1.3 軟粒子定理と遷移確率

低エネルギー光子のループ補正が遷移振幅を定義できなくし、遷移率を 0にしてしまう赤外発散の問題を見
た。この問題に対処するための標準的な方法が、Bloch-Nordsieckの方法と呼ばれるものである1。検出機に
は検出可能なエネルギーの限界があるため、ある遷移過程と、その過程にさらに検出できないほど小さいエネ
ルギーしか持たない光子群の放出を加えた過程は区別できない。そこでこのような区別できない過程を全て考
慮して、実験で検証可能な物理的遷移率を計算するべきであるという発想である。
α → β の過程から、さらに非常に小さい運動量とヘリシティ (kµ, h)を持つ軟光子が 1つ放出される過程

α→ β + γs を考える。軟光子定理によると遷移振幅は

Mβ+γs α = Fβα(k, h)Mβα +O(ω0) , Fβα(k, h) =
∑
n∈α,β

qnηnp
µ
n

pn · k − iηnε
εµ(k, h)

(2π)3/2
√
2ω

(2.1.18)

で与えられる。遷移振幅の Lorentz対称性はこれが εµ → εµ + λkµ の変換で不変でなければならないから、

∆Fβα ∝
∑
n

qnηn = 0 (2.1.19)

を要請する。これは電荷保存則に他ならない。この事実は散乱行列が Lorentz対称性を満たすという制限か
ら、低エネルギーのスピン 1ゲージ粒子の相互作用が保存電流との結合に限られることを意味する [60]。これ
を狭義の軟光子定理という場合もある。また、N 個の軟光子を放出する場合にも遷移振幅は

Mβ+Nγs α =Mβα

N∏
r=1

Fβα(kr, hr) (2.1.20)

で与えられる。

1包括的な方法-inclusive methodとも呼ばれる。観測される散乱断面積に寄与する位相空間の領域を全て足し上げる方法のことを
一般に包括的な方法と呼ぶ。したがって非可換ゲージ理論の赤外有限性の議論で扱われる木下・Lee-Nauenbergの定理も包括的な方法
に含まれる [61–63]。
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この軟光子定理から、1光子を検出できる最小のエネルギーを ΛD とし、始状態と終状態のエネルギー差を
感知できる最小のエネルギーを ΛE としたときの遷移率が計算できる。Bloch-Nordsieckの方法によれば、物
理的な遷移率を得るためには ωn ∈ (λ,Λ)のエネルギーを持つ光子群が、

∑
n

ωn < ΛE を満たす限り無数に放

出される場合を考える必要がある。このときの微分遷移率は

Γλβα(
~k1, · · ·~kN ) =

N∏
r=1

d3kr
(2π)32ωr

∑
nm

qmqnηnηm(pn · pm)
(pn · kr)(pm · kr)

(2.1.21)

となる。これを積分して物理的遷移率を求めると、

ΓBN
βα (ΛD,ΛE) = Γλβα

∞∑
N=0

ANβα
N !

∫
λ<ωr<ΛD

dωr
ωr

Θ(ΛE −
N∑
r=1

ωr)

= F(ΛD

ΛE
;Aβα)

(
ΛD

λ

)Aβα

Γλβα (2.1.22)

F(x;A) := 1

π

∫ ∞

−∞
du

sinu
u

exp
[
A

∫ x

0

dω

ω
(eiωu − 1)

]
= 1− A2Θ(x− 1/2)

2

∫ x

1−x

dω

ω
log
(

x

1− ω

)
+ · · ·

(2.1.23)
が得られる。式 (2.1.16)からこれは赤外切断 λの依存性を持たない。ΓΛ

βα ∝ ΛAβα であり、勝手に入れた Λ

に依存しないことも注意しておく。
このように、軟光子の放出過程を全て足し上げることで有限の物理的遷移率が得られる。こうした赤外発散
の対処法を Bloch-Nordsieck形式と呼ぶ。この方法では散乱振幅の段階での赤外発散には単に目を瞑ること
でやり過ごしていることに注意が必要である。

2.1.4 軟重力子の赤外効果

これまでは軟光子の効果、つまり無質量スピン 1のゲージ粒子の低エネルギー部分がもたらす影響を見てき
た。無質量スピン 2のゲージ粒子に対しても、それが与える赤外部分の効果についての議論は同様に行える。
このとき、時空の添字の足が増えた影響を考慮して、{

εµ(~k, h) , qρ̂(~p) ,
pµ

Ep

}
−→

{
εµν(~k, h) ,

κEp
2
N̂(~p) ,

pµpν

E2
p

}
, N̂(~p) := b†(~p)b(~p) (2.1.24)

の対応を与えればよい。
軟重力子が外線のスカラー粒子を繋ぐときにかかる補正は上記の対応によって、

Kmn =
−i

(2π)4
(κ2 )

2ηmηn

∫ ∞

−∞
dk0

∫
λ≤ω≤Λ

d3kpµmp
ν
m (ηµρηνσ + ηµσηνρ − ηµνηρσ) pρnpσn

2[k2 − iε][pn · k − iηnε][−pm · k − iηmε]
+ o(Λ) (2.1.25)

となる。留数定理から

Kmn = κ2
ηmηnmmmn

(
1 + β2

mn

)
64π2βmn

√
1− β2

mn

log 1 + βmn
1− βmn

log Λ

λ
+ iκ2 (1 + ηmηn)

mmmn

(
1 + β2

mn

)
64πβmn

√
1− β2

mn

log Λ

λ
(2.1.26)

が得られる。したがって軟光子補正における Aβα は軟重力子の場合

Bβα :=
κ2

64π

∑
n,m

ηmηnmmmn
1 + β2

mn

βmn
√
1− β2

mn

log
(
1 + βmn
1− βmn

)
=
∑
mn

Kmn (2.1.27)

となる。
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また、α→ β の過程から、さらに非常に小さい運動量とヘリシティ (kµ, h)を持つ軟重力子が 1つ放出され
る過程 α→ β + hs を繋ぐ軟重力子定理は

Mβ+hs α = Gβα(k, h)Mβα +O(ω0) , Gβα(k, h) =
∑
n∈α,β

√
8πGpµnp

ν
nηn

pn · k − iηnε
εµν(k, h)

(2π)3/2
√
2ω

(2.1.28)

となる。

2.2 漸近対称性
場の漸近的な振る舞いとゲージ条件をともに保つような非自明な変換が存在するとき、その変換を漸近対称
性変換という。一般相対論における 4次元漸近平坦時空には Bondi-van der Burg-Metzner-Sachs(BMS)対称
性と呼ばれる漸近対称性が備わっている [64–66]。この節では BMS対称性について、主にMädler-Winicour
のノート [67] と Compére-Fiorucci のノート [68, 69] およびWald の教科書 [70] から掻い摘んで紹介する。
より丁寧な解説としては Penrose-Rindlerの教科書 [71]を参考にするとよいだろう。

2.2.1 Minkowski時空とその Penrose図

漸近的な振る舞いを議論するには、考えたい時空領域を全て有限領域に押し込めて、境界の分類を行うのが
便利だ。因果構造を保ったままに時空を有限領域に埋め込んだ図を Penrose図と呼ぶ [72]。まずは漸近対称
性の説明のためにMinkowski時空を例に Penrose図の説明をして、無限遠の分類を与えよう。

Minkowski時空の計量は、球座標で

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2 (2.2.1)

と表せる。ここで先進時間 v および遅延時間 uを{
v := t+ r

u := t− r
(2.2.2)

と定めれば、
ds2 = −dudv + 1

4
(v − u)2dΩ2 (2.2.3)

となる。(v, u)はそれぞれ内向きの光線と外向きの光線に沿った座標である。ここで{
tanV := v

tanU := u
(2.2.4)

とすると
ds2 =

1

cos2 U cos2 V
[
−dUdV + 1

4 sin2(V − U)dΩ2
]

(2.2.5)

の座標系に移る。V,U はそれぞれ、V ∈ (−π/2, π/2) , U ∈ (−π/2, π/2)の開区間を動く。ここで、{
T := tanV + tanU
R := tanV − tanU

(2.2.6)

を定めれば、
ds2 =

1

4 cos2 T−R
2 cos2 T+R

2

[
−dT 2 + dR2 + sin2RdΩ2

]
(2.2.7)

の座標系に移る。共形因子 Ω2 = 4 cos2 T−R
2 cos2 T+R

2 によるWeyl変換

g̃ab = Ω2ηab (2.2.8)
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を施した架空計量2

ds̃2 = −dT 2 + dR2 + sin2RdΩ2 (2.2.9)

は座標の動く範囲を除けば、Einsteinの静的宇宙に等しい。座標 (T,R)のとる範囲は

−π < T +R ≡ V < π , −π < T −R ≡ U < π , R ≥ 0 (2.2.10)

となるから、Minkowski時空から Einsteinの静的宇宙の有限領域への共形埋め込みが与えられる。これを表
したのが図 2.2である。

図 2.2 Minkowski時空の共形
埋め込み図 ( [70]より) 図 2.3 Minkowski時空の Penrose図

この共形埋め込みは開領域への埋め込みだが、境界を付与して閉領域にできる。こうして作る有界閉領域の
時空図を Penrose図、または共形図式と呼ぶ。付与する境界の分類によってMinkowski時空の共形無限遠を
次のように定義する。

(1) i−：過去時間的無限遠-past timelike infinity R = 0 , T = −π
(2) I −：過去ヌル無限遠-past null infinity 0 < R < π , T = −π +R

(3) i0：空間無限遠-spatial infinity R = π , T = 0

(4) I +：未来ヌル無限遠-future null infinity 0 < R < π , T = π −R
(5) i+：未来時間的無限遠-future timelike infinity R = 0 , T = π

測地線を延ばしていくことで、時間的測地線は i− から始まって i+ に終わり、ヌル測地線は I − から始まっ
て I + に終わるものとすることができる。これがそれぞれの名前の由来である。また、(U, V ) の座標で見
るときには I ± の端点 (U, V ) = (−π2 ,−

π
2 ) , (−

π
2 ,

π
2 ) , (

π
2 ,−

π
2 ) , (

π
2 ,

π
2 )をそれぞれ I −

− , I −
+ , I +

− , I +
+ と

表す。
埋め込み図は描くのが難しい場合もあるので、代わりに図 2.3のような 2次元の Penrose図を使うことが
多い。この図は少し特殊で、図中のある点と、それに対して i− と i+ を繋ぐ直線に線対称な点が表す球面は
対蹠的な関係-antipodal relationで結びついている。これは元々の式 (2.2)が円筒を包み込むように i0 で接
続されている様子を反映している。このことに注意すれば、図 2.3の右半分 (または左半分)のみで時空の因
果構造が充分に議論できる。

2英語では unphysical metricという。
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2.2.2 Bondi座標における 4次元漸近平坦時空

ここでは BMS対称性を考える準備として、漸近平坦時空を考える。漸近平坦時空では、ブラックホールな
どの非自明な因果構造を考えなければ、先ほどのMinkowski時空の Penrose図を用いて共形無限遠が記述で
きる。
時空には遅延 Bondi座標と呼ばれる座標系 xµ = (u, r, xA)が張れる。uは外向きの光線に沿った遅延時間
座標で、xA は光線に沿って変化しないトポロジカルに S2 と同じ曲面の点を指定する角度座標である。この
定義から、

0 = (∇au)gab(∇bu) =: kagabkb ⇒ guu = 0 (2.2.11)
0 = ka∇axA = gab(∇bu)(∇axA)⇒ guA = 0 (2.2.12)

という逆計量の条件が得られる。また、r は面積半径にあたる動径座標で、qAB(xC)を S2 の計量として

det gAB = r4 det qAB (2.2.13)

という関係を満たす3。また、計量と逆計量の関係 δµν = gµuguν + gµrgrν + gµAgAν から

grr = 0 , grA = 0 (2.2.14)

という条件を得る。ここで hAB を

hAB = r−2gAB , dethAB = det qAB (2.2.15)

を満たすものとして導入すると、hAB の自由度は 2である。式 (2.2.11)、(2.2.12)、(2.2.14)、および (2.2.15)
の下では、時空の計量は 6つの関数

{
V, β, hAB, U

A
}
を使って

ds2 = −V e2βdu2 − 2e2βdudr + r2hAB
(
dxA − UAdu

) (
dxB − UBdu

)
(2.2.16)

と表せる。これは Bondiゲージとも呼ばれる。
一般相対性理論における BMS対称性では、ある面上にどのような初期条件を与えれば Einstein方程式に
よって発展が完全に追えるかという、初期値問題の解析が重要である。そこで、I + 近傍での uに関する漸近
平坦時空の発展を考えよう。

I +
− にどのような時空の自由度の初期値の組を与えれば Einstein 方程式からそれらの u に関する発展を

I +
+ まで追えるだろうか。境界条件として、I +

± で時空が Einstein方程式の真空解である場合を議論する。こ
のような境界条件の下で非自明な発展が記述できる時空が存在することは、Christodoulou-Klainerman(CK)
によって厳密に示された [73]。その解析によると初期値問題が良設定となるためには、Bondiゲージの関数の
組
{
V, β, hAB, U

A
}
は I + 近傍、つまり u = u0 を固定して r を無限に近づける際に

hAB(u0, r, x
C) = qAB(x

C) + CAB(u0, x
C)r−1 + dAB(u0, x

C)r−2 +O
(
r−3
)

(2.2.17)
V (u0, r, x

C) = 1− 2mBondi(u0, x
C)r−1 +O

(
r−2
)

(2.2.18)

β(u0, r, x
C) = − 1

32r2
CAB(u0, x

C)CAB(u0, x
C) +O

(
r−3
)

(2.2.19)

UA(u0, r, x
C) = − 1

2r2
ðBCAB(u0, xC) +

(
2LA(u0, x

C) +
1

3
CABðDCBD

)
r−3 +O

(
r−4
)

(2.2.20)

と振る舞わなければならない。ここで、S2 上の共変微分を ðA とした。CAB は対称無トレースのテンソルで、
重力波要素-gravitational wave aspectと呼ばれる。重力波要素は I + 近傍の球面の歪みを表し、まさに重力

3光度距離-luminosity distanceと呼ばれることもあるが、宇宙論の文脈の光度距離を連想してしまうので避ける。
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波の自由度を担う。mBondi は Bondi質量要素-Bondi mass aspectと呼ばれ、その球面積分は Bondi質量

MBondi(u) :=
1

4π

∫
S2∞

qABdx
AdxBmBondi(u, x

C) (2.2.21)

を定める。また、LA は角運動量要素-angular momentum aspect と呼ばれるものである。Bondi テンソ
ル-Bondi Newsを

NAB :=
1

2
∂uCAB (2.2.22)

と定めると、I +
± で時空が真空解という境界条件の整合性条件として Bondiテンソルが、

NAB
u→∞
= O

(
|u|−α

)
, α > 1 (2.2.23)

と振る舞うことが要請される。この条件式 (2.2.23)は CK条件と呼ばれる。
CK条件を満たすとき、LA の発展を記述する Einstein方程式は I +

− で

ðB
[
ðBðCCAC − ðAðCCBC

]∣∣∣∣
I +

−

= 0 (2.2.24)

となる。S2 上の対称無トレーステンソルは S2 上のスカラー C と擬スカラー Ψを用いて

CAB = −2ðAðBC + qABðCðCC + εC(AðB)ðCΨ (2.2.25)

と一般に規約分解できる。式 (2.2.24)に代入すると擬スカラーの項が消えることがわかるので、CAB の自由
度は I +

− では C(u = −∞, xA)が担うことがわかる。
一方、mBondi の発展を記述する Einstein方程式は I + 近傍で

∂umBondi = ðAðBNAB −NABNAB − 4π lim
r→∞

(
r2Tuu

)
(2.2.26)

となる。したがって Bondi質量について

dMBondi

du
= −

∫
S2∞

qABdx
AdxB

[
NABN

AB

4π
+ T (2)

uu

]
(2.2.27)

が得られる。1項目は正定値であり、2項目もヌルエネルギー条件を破る物質が I + 近傍にない限りは正定値
なので、式 (2.2.27)は Bondi質量が uについての単調減少関数であることを意味すると言って差し支えない。
特に I +

− では
dMBondi

du

∣∣∣∣
I +

−

=
−1
4π

∫
I +

−

qABdx
AdxBNABN

AB (2.2.28)

となる。式 (2.2.28)は Bondiの質量損失公式-mass loss formulaと呼ばれる。また、CK条件 (2.2.23)の下
ではMBondi

∣∣
I +

−
=MADM となる。ここで、MADM は Arnowitt-Deser-Misner(ADM)質量である [74]。

質量損失公式からもわかる通り、発展を記述するためには興味ある uの全域で Bondiテンソルを知らなけ
ればならない。NAB(u, xA)が与えられれば、I +

− での初期値の組{
C(u = −∞, xA),mBondi(u = −∞, xA), LA(u = −∞, xA)

}
(2.2.29)

の発展が I +
+ まで記述できる。つまり、I + における r−1 について主要な放射自由度は{

C(u =, xA)
∣∣
I +

−
,mBondi(u =, xA)

∣∣
I +

−
, LA(u =, xA)

∣∣
I +

−
, NAB(u, x

A)
}

(2.2.30)

で完全に記述できる。準主要項も取り入れたい場合は、その解析に必要な分の初期値を用意すればよい。
遅延座標の代わりに先進座標を用いた先進 Bondi座標 xν = (v, r, x̄A)でも同様の議論が成り立つ。
r →∞を先にとるとMinkowski時空と区別がつかないため、I ± 近傍では全てMinkowski時空と思って
よいと考えてもおかしくないが、このように、漸近平坦時空には I ± 近傍でMinkowski時空とは区別される
非自明な構造が備わっている。
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2.2.3 BMS漸近対称性

6つの関数を使って式 (2.2.16)のように時空の計量を表すゲージ条件と、漸近平坦であるための漸近条件式
(2.2.17) (2.2.20)を満たす変換を考える。つまり、漸近 Killing方程式

Bondi ゲージ条件 : Lξgrr = 0 , LξgrA = 0 , Lξ
[
∂r
(
det
[
gABr

−2
])]

= 0 , (2.2.31)
漸近平坦条件 : Lξguu = O

(
r−1
)
, Lξgur = O

(
r−2
)
, LξguA = O

(
r0
)
, LξgAB = O

(
r−1
)

(2.2.32)

を満たす漸近 Killingベクトルを考えよう。答えとして、次の BMS対称性変換が得られる。

ξ[α, η] =
[
α(xA) +

u

2
ðAηA(xA)

]
∂u

+
[
ηA(xA)− r−1ðAα(xA)

]
∂A

+

[
−u+ r

2
ðAηA(xA) +

1

2
ðAðAα(xA)

]
∂r + o(r−1) . (2.2.33)

ここで、α(xA)は球面上の適当な関数であり、ηA(xA)は

ðAηB + ðBηA = qABðCηC (2.2.34)

を満たす S2 上の共形 killingベクトルである。BMS対称性変換のうち、η = 0としたもの：

ξα := ξ[α, 0] = α∂u − r−1ðAα∂A +
1

2
ðAðAα∂r + o(r−1) (2.2.35)

は特に超並進変換-supertranslation と呼ばれる。α を球面調和関数の ` = 0, 1 のものにとると、
{Y0,0, Y1,0, Y1,1 + Y1,−1, Y1,1 − Y1,−1} はそれぞれ、u 方向、x3 方向、x1 方向、x2 方向への並進変換と
なる。超並進変換はこのように並進変換を含む、無限自由度を持った変換となっている4。また、BMS対称性
変換のうち α = 0としたもの：

ξη := ξ[0, η] =
u

2
ðAηA∂u + ηA∂A −

u+ r

2
ðAηA∂r + o(r−1) (2.2.36)

は超回転変換-superrotationと呼ばれる。2次元共形場の理論でよく知られているように、S2 を Riemann球
面 CP1 で表すと共形 Killingベクトルは 2点を除いて正則または反正則な関数{

ηz : z 7→ η(z) , ∂z̄η(z) = 0

ηz̄ : z̄ 7→ η(z) = η(z) , ∂zη(z) = 0
(2.2.37)

を解にもつ [75]。無限小変換は Laurent展開によって

η(z) =
∑
n∈Z

anz
n+1 (2.2.38)

と得られる。この変換の生成子 `n := −zn+1∂z , n ∈ ZはWitt代数

[ `n , `m] = (n−m)`n+m (2.2.39)

を為す。このうち CP1 全域で定義されるものは {`−1, `0, `1}で張られる代数であり、このときの超回転変換
(2.2.36) は Lorentz 変換となる。超回転変換はこのように Lorentz 変換を含む、無限自由度を持った変換と
なっている5。

4並進部分を抜いて α(xA) =
∑
`>2

∑̀
m=−`

α`mY`m(xA)で表せる ξα を超並進と呼ぶ場合もある。

5超並進と同様に Lorentz部分を抜いて {`n}|n|>2 の線型結合でかける ξη を超回転と呼ぶ場合もある。
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以上から、BMS対称性変換は Poincaré対称性を含む無限自由度を持った対称性であることがわかった。4
次元並進変換を t4 として Poincaré代数の半直積構造を so(1, 3)n t4 で表す。超並進変換を st4 とし、超回転
変換を witt⊕wittとすると、

bms4 = so(1, 3)n st4 (2.2.40)
ebms4 =

[
witt⊕witt

]
n st4 (2.2.41)

をそれぞれ 4次元 BMS代数、拡張された 4次元 BMS代数として区別することもある6。
漸近対称性変換は、極限操作を実行すると区別がつかなくなる量同士を結ぶ変換と言える。前小節で見たよ
うに、一般相対性理論では r → ∞の極限を先にとるとMinkowski時空と区別がつかなくなるような自由度
を持った時空の発展を追うことができる。このような時空の自由度を取り入れた解析を行う場合には、漸近対
称性は理論を不変にする変換というよりも、むしろ非自明な配位への変化を記述するものとしての意味を持
つ。次節で説明するメモリー効果は、まさにこのことを強調する現象である。

2.2.4 広い意味での漸近対称性について

BMS漸近対称性は、Einstein方程式によって発展が追えるような自由度の中に、r → ∞の極限操作を先
に実行すると見えないものがあるという事実と密接に関わっている。このような自由度同士を繋ぐ変換が漸近
対称性変換と言えるが、より制限を緩く、発展方程式を棚に上げて漸近対称性を議論することもできる。この
ような意味での漸近対称性は標語的に

漸近対称性 = 物理的に許される限りのゲージ変換/自明なゲージ変換 (2.2.43)

と説明される。記号 “/”は商集合の気持ちを表している。物理的に許される、という言葉には曖昧さが多分に
あってしばしば議論を紛糾させるが、この曖昧さが議論を先に進めることも多い。
対称性変換の電荷が発散するような場合は通常は非物理的であると考えられるが、一歩踏み込んで正則化可
能ならば物理的に許されるはずだという考えもある。この定義ではどのようなゲージ固定を選ぶのが適切な状
況か、また、対数的な減衰は物理的かなどの考えによって漸近対称性が異なることになるが、理論を特定せず
に議論できるという強みがある。多くの文献でこの意味で漸近対称性が扱われているので注意が必要である。

2.3 メモリー効果
メモリー効果は漸近対称性の議論で現れる自由度に物理的な意味をもたらすものである。メモリー効果の代
表的なものは、一般相対論の文脈で知られる重力メモリー効果だろう。重力波は試験粒子間の距離の変化とし
て記述される。距離の変化は振動して波形を描くが、重力波が通過して充分時間が経った後に残る距離の変化
がある。重力波がこの永続的な距離の変位をもたらす効果を、重力メモリー効果と呼ぶ。これは Favataの論
文で次のように象徴的に表されている [76]。

6さらに、一般化された BMS対称性
gbms4 = diff(S2) n st4 (2.2.42)

も考案されている [47]。ここで、diff(S2)は S2 上の滑らかな微分同相写像全体の為す代数である。



2.3 節 メモリー効果 17

図 2.4 メモリー効果の有無による波形の違いを表す図 ( [76]より)

図 2.4の赤い波形はメモリー効果を含まない重力波の波形を表し、青い波形はメモリー効果を含めた重力波
の波形を表す。
重力メモリー効果の存在は Zel’dovich-Polnarevによって最初に指摘された [77]。これは質量を持った自由
粒子の運動によって引き起こされるメモリー効果を線形 Einstein重力の範囲で解析したものだ。その後自由
ヌル粒子の運動が引き起こすヌルメモリー効果や、重力の非線形効果が引き起こす Christodoulou効果など
が理論的に発見されていった [78,79]。ブラックホール連星からの重力波が引き起こすメモリー効果の振幅は、
典型的には振動部分の振幅の 5% 程度しかないため、2019年までに LIGO/Virgoで観測された重力波のデー
タからはメモリー効果の検出はできていないようである [80–83]。しかし KAGRAや LIGO-Indiaなどが観
測に加わることで重力波検出のネットワークが広がっていくこと、LISAや DECIGOなどの次世代重力波検
出器による観測が予定されていることなどから、そう遠くない将来にメモリー効果が検出されることが期待さ
れる [84–87]。
自由粒子の運動をメモリー効果の源とする模型では、その非斉次波動方程式の解に Heavisideの階段関数を
係数に持つ要素が存在することが本質的であり、重力以外の理論での対応物も発見された [88–92]。また、永
続的な距離の変位をもたらす効果とは異なるメモリー効果：スピンメモリー効果の存在も指摘され、議論され
ている [93, 94]。スピンメモリー効果に対して元々のメモリー効果は変位メモリー効果とも呼ばれる。
次に重力の変位メモリー効果を、前節で説明したような I + 近傍の時空の uに関する発展を通じた簡単な
模型を用意して議論する。

2.3.1 重力メモリー効果

重力波検出器を２つの時間的測地線で表し、重力の変位メモリー効果の簡単な模型化を行う。測地線偏差
が重力波を記述する。u ∈ [u0, u1] の期間に検出器は重力波や光線などの放射を経験し、u < u0 では完全な
Minkowski時空と仮定する。この状況は Christodoulou-Klainerman条件 (2.2.23)を満たす。検出器はその
源から充分に離れており、理想的にI + 近傍を通るとしよう。つまり、その 4元速度は vµvµ = −1+O

(
r−2
)

を満たし、主要な成分はほとんど ∂u 方向に持つとする。これを模式的に表したのが次の図 2.5である。
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2つの測地線の間の変位ベクトルを sµ として、単
純化のため sr = 0と設定する。測地線偏差方程式は

qAB∂
2
us
B =

1

r
∂uNABs

B (2.3.1)

となる。∆u = u1 − u0 � r とすると、放射を受け
て変位ベクトルは

qAB∆s
B =

1

2r
∆CABs

B + o(r−1) (2.3.2)

という変化を受ける。このように、漸近対称性で現
れた r →∞の極限で見えなくなる自由度の変化は、
観測にかかり得る物理的な量なのである。

図 2.5 重力メモリー効果を受ける状況の模式図
( [16]より)

2.4 赤外三角関係へ
これまでに赤外三角関係の各頂点について説明してきた。この節ではこれらの点を繋ぐ関係を見ていこう。

2.4.1 BMS対称性と重力メモリー効果

超並進変換で CAB は
Lξα

CAB = α∂uCAB − 2ðAðBα+ qABðCðCα (2.4.1)

の変換を受ける。したがって変位メモリー効果は放射の情報を持った関数 αの超並進変換として説明できる。

2.4.2 重力メモリー効果と軟重力子定理

線形 Einstein理論で質量を持った自由粒子が引き起こすメモリー効果は

∆hµν(~k) =

√πG
4πr

∑
n∈α,β

ηn
pµnp

ν
n

k · pn

TT

(2.4.2)

で与えられる。式 (2.1.28)の軟重力子定理と見比べると、これは軟重力子の放出によってかかる因子Gβα(k, h)

から偏極の部分を取り除いたものと同じだ。

2.4.3 BMS対称性と軟重力子定理

漸近平坦時空で重力子の散乱を記述するためには、I − に用意した状態から I − の状態への遷移を記述す
る散乱演算子を考えたくなる。このときの様子は式 (2.3)の波線のように表されるだろう。式 (2.3)の説明で
触れたように、右半分の各点が表す球面と左半分の各点が表す球面は対蹠的な関係で結びつく。このように時
空図を表したのは、I − での場 Ψa(v, xA)と I + での場 Ψa(u, xA)の間の接続条件が対蹠点関係

lim
v→∞

Ψa(v, θ, φ) = lim
u→−∞

Ψa(u, π − θ, π + φ) (2.4.3)
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で与えられるべきであるという Stromingerの議論を反映している [95]。
CK条件を満たす状況で、対蹠点関係を満たす勝手な αについて

Q−
α :=

1

4π

∫
I −

+

qABdx
AdxBmBondiα , Q+

α :=
1

4π

∫
I +

−

qABdx
AdxBmBondiα (2.4.4)

を定めると、Bondi質量要素も対蹠点関係を満たすべきだから、

Q−
α = Q+

α (2.4.5)

が成り立つ。この保存量を漸近対称性電荷-asymptotic charge、または大電荷-large chargeと呼ぶ。議論を線
形 Einstein重力の範囲に限って Gaussの法則を使い、CK条件を考慮すると、

Q+
α =

∫
duqABdx

AdxBαT (2)
uu −

1

4π

∫
duqABdx

AdxBαðAðBNAB =: Qhard
α +Qsoft

α (2.4.6)

に分かれる。1項目は物質のエネルギー運動量の情報を持った電荷であり、硬電荷-hard chargeと呼ばれる。
2項目は重力子の情報を持った電荷であり、軟電荷-soft chargeと呼ばれる。
量子論を考えるとき、I − に用意する状態 |α : in〉と I + に用意する状態 |β : out〉を結びつける散乱演算
子 S の存在を仮定する。このとき大電荷保存則は、

〈β : out|
[
Q+
αS − SQ−

α

]
|α : in〉 = 0 (2.4.7)

と表せる。電荷が状態に与える作用を考えると、軟電荷は α→ β の過程に軟重力子を加える作用を与え、硬
電荷は軟重力子の放出によってかかる因子を与える作用を与えることがわかる。
このように、軟重力子定理は大電荷保存則として理解されるのである。
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第 3章

前相対論的な量子散乱理論

本論の主題の 1つは量子論における散乱問題の定式化である。ここでいう量子論とは、前相対論的、すなわ
ち Newton的世界観における量子論と、特殊相対論的な世界観における量子論の両方を含意する。前者を量
子力学、後者を場の量子論と呼ぶことにしよう1。特殊相対性理論が Newton力学を内包するような枠組みで
あるように、場の量子論も量子力学を内包するような枠組みである。我々人類に親しみのある Newton的世
界観に基づく理論の理解を深めることは、有効理論としてその理論を含むような理論の理解にも結びつく。
この章では量子力学において散乱問題がどのように定式化されているのかについての了解を目指す。特に場
の量子論における散乱行列の赤外発散の萌芽が、量子力学の段階で既に現れていることを確認し、それが数学
的にどのように解決されているのかを見ていこう。
この章の散乱問題に関連する数学的な記述は Amreinの書籍 [96]を大いに参考にしている。証明を省いた
箇所はこれを参考にしてほしい。その他には Reed-Simonの書籍 [97]および Strocciの書籍 [98]の影響も受
けている。また、量子力学については名古屋大学での講義のほかに、書籍 [99–101]などの影響を受けている
かもしれない。

3.1 量子力学の枠組み
散乱問題について触れる前に、ここで前提となる量子力学の枠組みについて確認する。本論では以下に記す

5つの仮設を公理として取り扱う。この節ではこれらの公理について説明する。

3.1.1 舞台の設定

1つ目の公理は舞台設定を与えるものだ。
公理その 1� �
任意の孤立系に対してある Hilbert空間 Hが存在して、その孤立系に対応する Hの元：状態-stateが存
在する。� �

公理 1は「量子力学を展開する舞台がHilbert空間であり、Hilbert空間の元である状態を知ることができ
れば、興味ある孤立系の情報を知ることができる。」という宣言である。次の小節で説明するように、ノルム
が 1の状態を特別に物理的状態や系の状態などと呼ぶこともある。

1勿論、特殊相対論とは異なる世界観に立脚する場の量子論も多く存在する。本論ではそれらについては特別な場合を除いて議論し
ないので、量子力学の枠組みの中に特殊相対性を取り入れて成功している理論を単に場の量子論と呼ぶ。
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Hilbert空間
では、Hilbert空間とはなんだったろうか。量子力学の状態が属する Hilbert空間は、複素内積空間であっ
て、その内積が誘導する距離関数によって完備となるものをいう。以下この意味を簡単に述べる。
ブラケット記法として状態をケット：|Ψ〉などで表し、それと |Φ〉との内積をブラ：〈Φ|を用いて 〈Φ|Ψ〉で表
すことも多い。しかし複素内積空間や演算子の説明をするためには、状態を Ψ,Φなどとして内積を 〈Ψ, Φ〉で
表す方が明示的だ。ブラケット記法については次の小節で触れるとしよう。Hilbert空間に備わる内積 〈 , 〉は

〈 , 〉 : (Ψ,Φ) ∈ H ×H 7→ 〈Ψ, Φ〉 ∈ C (3.1.1)

と対応づける写像である。内積空間は線形空間で、任意の ξ, η ∈ Cに対して Ψ,Φ ∈ H ⇒ ξΨ+ ηΦ ∈ Hが成
り立つ。状態が加法で閉じていることは、異なる状態を足し上げたものもまた状態として存在し得ることを意
味している。このように異なる状態の重ね合わせを許すことは、古典力学とは異なる量子力学の 1つの特徴と
言える2。これは量子力学の重ね合わせの原理とも呼ばれる。
さて、複素内積空間は複素線型空間のうち、その上に上記の内積という演算があって、それが次の 3条件を
満たすものをいう。

(1) 〈Ψ, Φ〉 = 〈Φ, Ψ〉
(2) 〈Ψ, ξ1Φ1 + ξ2Φ2〉 = ξ1〈Ψ, Φ1〉+ ξ2〈Ψ, Φ2〉 , 〈η1Ψ1 + η2Ψ2, Φ〉 = η1〈Ψ1, Φ〉+ η2〈Ψ2, Φ〉
(3) 〈Ψ, Ψ〉 ≥ 0 等号成立は　Ψ = 0 のときのみ。

(3.1.2)

ここで、cは c ∈ Cの複素共役を表す。内積によって誘導される距離関数 dは状態のノルム ‖Ψ‖ :=
√
(Ψ,Ψ)

を用いて
d : (Ψ,Φ) ∈ H ×H 7→ d(Ψ,Φ) := ‖Ψ− Φ‖ ∈ R+ (3.1.3)

で与えられる。距離関数の定義である 3条件:対称律・正定値性・三角不等式は内積の定義から明らかである。
ここでは内積によってノルムを定義したが、次のように内積をノルムで表すこともできる。

〈Ψ, Φ〉 = 1

4

[
‖Ψ+Φ‖2 − ‖Ψ− Φ‖2 − i

(
‖Ψ+ iΦ‖2 − ‖Ψ− iΦ‖2

)]
. (3.1.4)

これは中線定理に関連し、偏極恒等式と呼ばれる。
Hilbert空間の完備性は古典物理学で実数を導入するような、数学的な議論を単純化するための仮定である。
完備性を仮定するとき、Hの任意の元 Ψに対して

lim
N→∞

‖Ψ−ΨN‖ = 0 , ΨN =

N∑
n=1

cnen , cn ∈ C , 〈ei, ej〉 = δij (3.1.5)

となるH上の点列 {en}n∈N が存在する3。

2古典確率混合は重ね合わせと言わない。
3場の量子論を念頭に入れてもう少し厳密な説明も行う。選択公理を仮定すれば Hilbert 空間の次元が無限であっても、任意の

Ψ ∈ Hに対して

Ψ =
∑
α∈A

〈eα, Ψ〉eα , 〈eβ , eα〉 = δβα , α, β ∈ A (3.1.6)

を満たす正規直交基底 {eα}α∈A が存在する。ここでAは非可算集合を許す。Hilbert空間の完備性を仮定すると、Aの部分集合

BΨ := {α ∈ A | 〈eα, Ψ〉 6= 0} (3.1.7)

が高々可算集合と言える。そこで {eβ}β∈BΨ
のラベルを取り替えて

{
eΨn

}
n∈N ≡ {eβ}β∈BΨ

とすれば

Ψ =
∑
n∈N

〈eΨn , Ψ〉eΨn (3.1.8)

といつでも表せる。状態を高々可算無限個の基底で展開した形で表現できることは喜ばしいことであるが、ある状態 Ψを表すために用
いた可算無限個の基底を用いて必ずしも別の状態 Φが表せるとは限らないことに注意が必要だ。実際、このことに起因した多様な問題が
場の量子論では現れる。この事情は曲がった時空における場の量子論などではなおさら注意すべきところだ。
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3.1.2 観測量と測定確率

2つ目の公理は孤立系に対して説明すべき対象を定めるものである。
公理その 2� �
孤立系において測定可能な対象に対応してH上の自己共役演算子：観測量-observableが存在する。観測
量 Aは以下のように射影演算子 Πα を用いてスペクトル分解可能だ。

A =
∑
α∈A

aαΠα . (3.1.9)

このとき、1回の測定で得られる値は観測量の実固有値 {aα}α∈A のいずれかである。また、状態 Ψに対
応する孤立系に対して無数に測定を行うことで得られる測定結果の確率分布 Pr(α)は次で与えられる。

Pr(α) = 〈Ψ, ΠαΨ〉
〈Ψ|Ψ〉

. (3.1.10)

� �
公理 2は「Hilbert空間上の観測量が、興味ある孤立系を特徴付ける測定可能な量の定義を与える。」として
Hilbert空間に意味付けを与えると同時に、「量子力学が予測・説明を与えるのは多数回の測定で得られる結果
の確率分布である。」という問題設定を与える。公理 2の測定は射影測定と呼ばれるものである4。この問題設
定からある状態と、その状態に複素数のスカラー積演算を施した状態は確率分布に対して全く同じ予言を与え
ることがわかる。対応付けをより細表す与えたい場合、こうした状態を同一視を考えたくなる。すなわち、H
の元に対して同値関係 ∼r を

Ψ ∼r Φ
def≡ ∃α ∈ C s.t. Φ = αΨ (3.1.11)

で定める。その同値類
[Ψ]∼r

:= {Φ ∈ H |Φ ∼r Ψ} (3.1.12)

の全体からなる商集合
R := H/∼r (3.1.13)

を定める。この商集合Rを射線-rayと呼ぶ。こうして公理 1と公理 2を考えるとこれらは、「興味ある孤立系
について知ることは、その系に対して何らかの測定を行う際の測定結果の確率分布について知ることと同義で
あり、量子力学においてそれは、対応する観測量と射線の元を与えることによって表現される。」と言い換え
ることができる。
同値類から代表元を取る方法は自由なので、完全代表系を Hilbert空間のうちノルムが 1の状態に制限した
部分集合 Ĥから選ぶことができる。そこで対応 Υ : (α,Ψ) ∈ C× [Ψ]∼r 7→ α/|α|Ψ ∈ [Ψ]∼r を考えれば、初
めから Ĥを孤立系に対応する状態の属する空間としてよいとわかる。この流儀では射線を作る同値関係は

Ψ ∼ Φ
def≡ ∃θ ∈ R s.t. Φ = eiθΨ (3.1.14)

で定める。この流儀が便利な場合も多いので、ノルムが 1の状態を物理的状態や系の状態と呼ぶことがある。
本稿でも以後この流儀を採用する5。すなわち公理 1を次のように捉え直す。

4より一般の射影を公理として与えることもできるが、後述する公理 4と公理 5を使えば一方の測定から他方の測定が構成できる。
公理 4までは孤立系の純粋状態に対しての枠組みを与えるので、射影測定を採用している。

5対称性変換と測定操作に対して、それぞれを良定義にすることの手間・心理的抵抗の大きさに若干のトレードオフがあるように思
う。本稿では測定理論について詳しくは触れない一方、対称性変換については比較的詳しく説明するため、こちらを採用する。
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公理その 1′� �
任意の孤立系に対して Hilbert空間 H が存在する。元のノルムは 1に規格化されており、位相の異なる
元に同一視 ∼r̂ を入れて定めた射線R = H/∼r̂ の元：物理的状態が、対応する孤立系を完全に記述する。� �

また、しばしばR,H, Ĥの区別をしないので、適宜適切かつ好みの定義で読んでもらえればよい。

ブラケット記法
小節 (3.1.1)で触れたブラケット記法についてもここで簡単に説明しておこう。
Hilbert空間Hの双対H? を、全ての有界線型汎函数すなわち、ϕ : H 7→ C

線形性 Ψ,Φ ∈ H , α ∈ C, ϕ(Ψ + αΦ) = ϕ(Ψ) + αϕ(Φ) , (3.1.15)
有界性 ∀Ψ ∈ H , ∃M ≥ 0 , s.t. |ϕ(Ψ)| ≤M‖Ψ‖ (3.1.16)

を満たす写像全体からなる空間とする。H? もまた複素線型空間である。
一般に、有界線形演算子 ω : H → Kのノルムは

‖ω‖op = inf
{
M ∈ R+

∣∣ ‖ω(f)‖K ≤M‖f‖H , ∀f ∈ H
}

= sup
0 6=f∈H

‖ω(f)‖K
‖f‖H

= sup
g∈H , ‖g‖H=1

‖ω(g)‖K
(3.1.17)

で定められる。このような ω からなる空間を B(H,K)で表すこともある。また、K = Hのときは単に B(H)
で表す。Hの双対H? の元は K = Cのものと考えてよいから、H? には有界線形演算子のノルム

‖ϕ‖H? ≡ ‖ϕ‖op := sup
0 6=Ψ∈H

|ϕ(Ψ)|
‖Ψ‖

(3.1.18)

が備わっている。
Hの勝手な元 φを取り出してH? の元 ϕφ を、

ϕφ : ψ ∈ H 7→ ϕφ(ψ) := 〈φ, ψ〉 ∈ C (3.1.19)

と定める。これは線形関数でかつ

‖ϕφ‖H? ≤ sup
06=ψ∈H

‖φ‖‖ψ‖
‖ψ‖

= ‖φ‖ (3.1.20)

が成り立つ。等号成立は ψ = φのときで結局

‖ϕφ‖H? = ‖φ‖ (3.1.21)

が成り立つ。この対応を使ってHとH? の同一視が可能である。実際次の定理が成り立つ。
Rieszの表現定理� �

Hilbert空間HとH上のある有界線型汎函数 ϕを考える。次の性質を満たす φ ∈ Hが唯一存在する。

∀ψ ∈ H , ϕ(ψ) = 〈φ, ψ〉 , ‖ϕ‖H? = ‖φ‖H ≡ ‖φ‖ . (3.1.22)� �
Rieszの表現定理の ϕを使って、

? : φ ∈ H 7→ ?φ ∈ H? (3.1.23)

を定めることができる。(H?)? = Hのためには、内積の反線形性に注意して、

? : φ1 + αφ2 7→ ?φ1 + α ? φ2 (3.1.24)
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と定めればよい。このとき、? ◦ ? = idとなる。ここまでで、HとH? の同一視の与え方をみた。次に演算子
についても考えてみよう6。
式 (3.1.17)から、B(H)は和と演算の積で閉じていることがわかる。したがって、B(H)は C上の線型空間
である。また、A ∈ B(H)に対して、その随伴 A† を

〈A†φ, ψ〉 = 〈φ, Aψ〉 , ∀φ, ψ ∈ H (3.1.25)

を満たすものとして定める。このとき、A† は B(H)の元として一意に定まることが知られている ‡。したがっ
て、式 (3.1.25)を使って

? : A ∈ B(H) 7→ A† ∈ B(H) (3.1.26)

を定めることができる。式 (3.1.25)から ? ◦ ? = idおよび、

? : AB 7→ B†A† (3.1.27)

が成り立つ7。状態の同一視の対応の ?と合わせることで、有界線形演算子の同一視も可能だ。ブラケット記
法はこれらの同一視を同時に行ったものである。つまり、

|Ψ〉 ≡ Ψ ∈ H , ?Ψ ≡ 〈Ψ| ≡ (|Ψ〉)† ∈ H? (3.1.28)

と状態を書き直し、α ∈ C, A ∈ B(H)に対して、

(αA |Ψ〉)† ≡ 〈Ψ| ᾱA† = c̄ 〈Ψ|A†,
(
〈Ψ| ᾱA†)† ≡ αA |Ψ〉 (3.1.29)

による同一視を約束するのがブラケット記法である。
この記法の利点の 1つとして、Hilbert空間上の演算子をこのケットとブラを用いて表せるということがあ
る8。例えば観測量 A =

∑
α aαΠα に対して、測定すれば必ず aα を得るような状態を |α〉と表す。このとき

{|α〉}α は正規直交基底を為し、観測量はこれを用いて

A =
∑
α

α |α〉〈α| (3.1.30)

で表せる。つまり、固有値 αの固有空間への射影演算子が |α〉と 〈α| = (|α〉)† の 2つ組-dyadで Πα = |α〉〈α|
で表せる。このとき、系の状態は |Ψ〉 =

∑
α

cα |α〉 ,
∑
α

|cα|2 = 1と位相の違いを除いて一意であり、観測量

の値 αを測定する確率は

Pr(α) = 〈Ψ|Πα|Ψ〉 = 〈Ψ||α〉〈α||Ψ〉 =
∑
β,γ

c̄βcγ 〈β|α〉〈α|γ〉 =
∑
β,γ

c̄βcγδβαδαγ = |cα|2 (3.1.31)

として得られる。このように観測量を表すと、状態の位相の変換 |α〉 → eiθ |α〉 , 〈α| → 〈α| e−iθ で観測量が不
変であることが明白なので、射線の代表元の取り方に依存せずに観測量が表せることが明白になる。つまり、
観測量 A =

∑
α

aαΠα のスペクトル分解によって Hilbert空間の固有空間が

H(A) =
⊕
α

Hα(A) , Hα(A) = {|α〉 ∈ H |A |α〉 = aα |α〉} (3.1.32)

6非有界演算子などの議論は長くなるため本論中には残さない。基本的には全て良定義であるように頑張って取り直すことを考える。
7? ◦ ? : A 7→ (A†)† = A の演算を備えた代数を ? 代数と呼ぶ。普通は ∗ 代数で表す。読みは star なので困らないだろう。なお、∥∥A†
∥∥

op = ‖A‖op が成り立つ。完備なノルムを備えた代数を Banach代数というが、B(H)はそのような代数になっている。?代数と
合わせてこれを B? 代数と呼ぶ。これに加えて

∥∥A†A
∥∥ = ‖A‖2 が成り立つ。このような代数は C? 代数と呼ばれる。

8量子力学を特殊相対性と両立させようと試みるとき、演算子をこのように考えると重大な問題が発生する。このことが演算子を場
で構成する場の量子論に向かわせるのだが、それは場の量子論の枠組みを説明するところで触れるとしよう。
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というように直和分解されるとき、射線もまた

R(A) =
⊕
α

Rα(A) , Rα(A) = {|α〉 ∈ R |A |α〉 = aα |α〉} (3.1.33)

というように直和分解されることは明らかだ。この意味で観測量は射線上の自己共役演算子ともいえる。以降
は都合に応じてブラケット記法も適宜用いる。

3.1.3 射影測定直後の状態

3つ目の公理は射影測定後の状態に関するものだ。公理 2とまとめて射影測定の公理とされることもある。
公理その 3� �
興味ある孤立系に対応する物理的状態 |Ψ〉 ∈ Rを射影測定した直後の状態 |Ψ′〉は、次で与えられる。

|Ψ′〉 = Πα |Ψ〉√
Pr(α)

(3.1.34)

� �
式 (3.1.31)で用いた展開によれば

|Ψ′〉 = cα
|cα|
|α〉 = eiArg(cα) |α〉 ∈ Rα (3.1.35)

とわかる。つまり、射影測定を行って結果を確認すれば、その直後の系の物理的状態は測定結果に対応する物
理的状態に確定する。これは状態の収縮-contractionなどと呼ばれるが、測定結果を知った場合の測定値の事
後確率分布が測定値を与えるものに確定することと同じである。このように公理 3は、「物理的状態は測定を
行った後でも、確率分布を与えるものとして解釈できる。」ということを保証する。

3.1.4 状態の時間発展

4つ目の公理は興味ある孤立系が変化していく状況の記述を可能にするものである。
公理その 4� �
孤立系の対応する状態の時間発展は次のようにユニタリ演算子 U(t′, t)を用いて記述される。

|ψ(t′)〉 = U(t′, t) |ψ(t)〉 . (3.1.36)

また、連続時間を扱うものとして、この公理を次のように改定してもよい。
閉じた物理系の状態の時間発展は次の Schrödinger方程式で与えられる。

i
d |ψ(t)〉
dt

= H |ψ(t)〉 . (3.1.37)

このとき、H はハミルトニアンと呼ばれる観測量であり、その固有値をエネルギーと呼ぶ。� �
ユニタリ演算子 U(t′, t)は時間発展演算子と呼ばれる。ユニタリ演算子は状態のノルムを変えない変換を与え
る。公理 1′ を踏まえるとこれは、閉じた物理系の時間発展は射線を射線に移すということを意味する。この
ように公理 4は、「閉じた物理系の状態はいつでも、確率を与えるものとして解釈できる。」ということを保証
する。ハミルトニアンを用いた時間発展を採用する場合、式 (3.1.36)のユニタリ演算子は

U(t′, t) = exp[−i(t′ − t)H] (3.1.38)

で与えられる。連続時間の場合にはこちらを先に与えて公理としてもよい。重要な注意として、ハミルトニア
ンと同時に時間がここで定義されていることを意識したい。つまり、時間発展演算子による状態の変化を以て
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して時間を定めている。ここが特殊相対性理論や、一般相対性理論を考慮した上で量子力学を見つめ直す際に
極めて重要なところである。Newtonの絶対時空間の世界では、時間は宇宙全体に適用される径数としてもよ
かったが、相対論の世界では時間は観測者毎に異なる概念である。公理 4によって量子力学には、「時間を t

として認識する観測者を定めたとき、その観測者は興味ある物理系に対応する状態の時間発展をどのように観
るだろうか？」という問題を考えるための枠組みが備わる。
これまでは公理を孤立系に限って説明してきた。そのためハミルトニアンは時間依存しない。しかし現実的
には、注目する系に対して外部から操作を加えることで、時間依存するハミルトニアンを考えることもでき
る。このように外部の存在を考慮するためには、5つ目の公理を枠組みに加える必要がある。その場合にも外
部系を含めた全体系は孤立系と見做せることを仮定する。孤立系を注目系と外部系に分けて考える場合に、外
部系を無視して注目系の時間発展のみに着目すると、その時間発展演算子は一般にはユニタリでなくなる。こ
のような場合でも、時間発展方程式を微分系で与える演算子をハミルトニアンと呼ぶことにしよう。するとこ
のハミルトニアンはエルミート演算子にすらならない。このような系を量子開放系と呼ぶ。
一方、注目する系のみを考えているのに、その系のハミルトニアンが時間依存して、かつ各時刻で自己共役
演算子である状況を考えるのが有用な場合もある。これは実験室で注目系に対してゆっくり変化を加えていく
ような場合や、注目系が外部系に与える影響が無視できるような場合などがある。このように近似的に外部系
への反作用が無視できて、外部系の影響を取り入れながらも注目系だけで議論が閉じるような系を閉鎖系ない
し、実験系と呼ぶ。
ハミルトニアンが時間依存する形でかける場合には Schrödinger方程式 (3.1.37)の解は

U(t′, t) = T exp

[
−i
∫ t′

t

dτH(τ)

]
(3.1.39)

となる。ここで、T は時間順序積

T (A1 (t1)A2 (t2) · · ·An (tn)) :=
∑
ik∈Sn

χ (ti1 > ti2 > · · · > tin)Ai1 (ti1)Ai2 (ti2) · · ·Ain (tin) (3.1.40)

である。χ (ti1 > ti2 > · · · > tin)はある命題を P として、

χ(P) =

{
1 : 命題 P が真
0 : 命題 P が偽

(3.1.41)

とする特性関数である。つまり、時間順序積は演算子を時間の引数について過去のものから順に右から左へ並
べる規則を表す。
本論文で扱う系は注目系のみで議論が閉じる孤立系、または時間依存しない外場の影響を取り入れた閉鎖系
と見做せる系であり、ハミルトニアンは時間依存しない。以上の公理 1-4で、このような系を扱うための量子
力学の枠組みは出揃った。

3つの描像
さて、これまでは状態が時間と共に変化するものとして公理を表した。しかし量子力学が観測量の測定値
の確率分布を与えるものだという観点に立つと、状態が時間変化するのではなく、観測量の方が時間変化す
ると考えて理論を構築してもよいとわかる。これらは単にものの見方：描像の違いであって、どちらも同じ
量子力学の枠組みを与えると考える9。前者のような、状態が時間発展して観測量は時間発展しないという
見方を Schrödinger 描像という。後者のように、観測量が時間発展して状態は時間発展しないという見方を

9同様に公理 1と公理 1′ のどちらを採用しても同じ量子力学と考える。また本稿では扱わないが、密度演算子による定式化も同じ量
子力学を与える。密度演算子による議論は開放系を考える場合や、系に対して完全な記述ができない場合を考える際に便利である。
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Heisenberg描像という。このような等価な結果を与えるものの見方があるときには、便利なものの見方を選
べばよい。ここでは上記の２つの描像と、相互作用描像という代表的な描像について説明しておく。
まず状態が時間発展する描像である Schrödinger描像から始める。時刻 tでの観測量 Aの期待値 〈A〉t は時
刻 tでの系の状態を ψ(t) ∈ Rとするとき、

〈A〉t =
∑
α

αPrt(α) ≡ 〈ψ(t),
∑
α

αΠαψ(t)〉 = 〈ψ(t), Aψ(t)〉 (3.1.42)

で与えられる。時刻 t′ > tでの期待値は、公理 4から

〈A〉t′ = 〈ψ(t
′), Aψ(t′)〉 = 〈U(t′, t)ψ(t), AU(t′, t)ψ(t)〉 = 〈ψ(t), U†(t′, t)AU(t′, t)ψ(t)〉 (3.1.43)

となる。このように書き直すとあたかも、状態は時間不変なものであり、演算子が

A(t′) = U†(t′, t)A(t)U(t′, t) (3.1.44)

のように時間発展しているように見える。このような見方を Heisenberg描像と呼ぶ。どの描像でものを考え
るかを明記するために、Schrödinger描像の演算子及び状態を

AS , ψS(t) ≡ |ψ(t)〉S (3.1.45)

のように添字 Sをつけて表し、Heisenbergの場合は同様に、

AH(t) , ΨH ≡ |Ψ〉H (3.1.46)

のように添字 Hをつけて表すこともある10。時間発展の捉え方で描像が変わるので、当然だが時間発展を考え
る前の、ある基準の時刻ではこれらの区別は存在しない。上記の例では時刻 tが基準の時刻である。すなわち、

AS = AH(t) , ψS(t) = ΨH
(
, |ψ(t)〉S = |Ψ〉H

)
(3.1.47)

である。また、期待値は描像で変わらないから、Heisenberg描像での期待値も式 (3.1.42)と等しく、〈
AH(τ)

〉
H = 〈ΨH, A

H(τ)ΨH〉 = 〈A〉τ (3.1.48)

である。今後時刻 tにおける Aの期待値は描像を明示せず単に 〈A(t)〉で表す。
基準の時刻を t = 0と取り直してまとめると Schödinger方程式 (3.1.37)は、

i
d |ψ(t)〉S

dt
= H |ψ(t)〉S ⇐⇒ |ψ(t)〉S = exp[−iHt] |ψ(0)〉S =: U(t) |ψ(0)〉S (3.1.49)

となる。基準の時刻で描像に違いがないことから、各描像での状態には次の対応がある。

|ψ(t)〉S = U(t) |Ψ〉H . (3.1.50)

Heisenberg描像での時間発展は基準の時刻を t = 0と取り直してまとめると、

AH(t) = U†(t)AH(0)U(t) = U†(t)ASU(t) ⇐⇒ i
dAH(t)

dt
= [AH(t),H] (3.1.51)

となる。ここで、
[A,B] := AB −BA (3.1.52)

として交換子 [ , ]を定義した。この微分方程式は Heisenberg方程式と呼ばれる。H、それに応じて U(t)は、
Schrödinger描像でも Heisenberg描像でも等しいため、Hや Sの添字は使わない。これは閉鎖系でのハミル
トニアン H(t)を用いるときでも同様である。

10慣習的に Shrödinger描像では ψ などの小文字を使い、Heisenberg描像では Ψなどの大文字を使う場合が多い。
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最後に、相互作用描像について紹介する。これはある非摂動的によくわかっている状態が、摂動的な相互作
用を受けて変化していく様子を見るという描像である。ここでハミルトニアンを仮に

H = HH
0 (t) + V H(t) (3.1.53)

のように分解する。ここで、H0 は非摂動的によくわかっているハミルトニアンと同型のものとし、V はそこ
からのずれを与える相互作用としたい。そこで H0 を非摂動ハミルトニアン、V を相互作用ハミルトニアン、
または単に相互作用と呼ぶ。非摂動ハミルトニアンによる時間発展演算子として U0(t)を

U0(t) := exp
[
−itHS

0

]
(3.1.54)

と定める。このとき、添字 Iをつけて表される相互作用描像は、Schrödinger描像や Heisenberg描像と次の
ような関係を持つように定義される。

|Ψ(t)〉I := Ω(t) |Ψ〉H , Ω(t) := U†
0 (t)U(t), (3.1.55)

AI(t) := U†
0 (t)A

S(0)U0(t) = Ω(t)AH(t)Ω†(t) . (3.1.56)

ここで新しく定義した時間発展演算子 U0(t),Ω(t)の時間微分を取るとそれぞれ、

i∂tU0(t) = HS
0U0(t) = U0(t)H

I
0(t) , (3.1.57)

i∂tΩ(t) = V I(t)Ω(t) (3.1.58)

が得られる。これを使えば式 (3.1.56)から、相互作用描像の演算子が HI
0 による Heisenberg方程式

i∂tA
I(t) = [AI(t),HI

0 (t)] (3.1.59)

の解となることがわかる。したがって、相互作用描像での演算子は非摂動ハミルトニアンに従う理論での演算
子のように見做せる。また、時間発展演算子 Ω(t)は式 (3.1.58)から形式的に

Ω(t) = T exp
[
−i
∫ t

0

dτV I(τ)

]
(3.1.60)

で与えられることがわかる。このように相互作用描像での状態の時間発展は、相互作用ハミルトニアンが担う
と考えてよい。また、あまり使わないが、

U0(t) = T exp
[
−i
∫ t

0

dτHI
0(τ)

]
(3.1.61)

と書けることも式 (3.1.57)からわかる。
非摂動的によくわかっているものはそう多くない。ソリトンなどを考えることもできるが、人間の感覚によ
く馴染みがあるのは、粒子という描像だろう。そこで非摂動ハミルトニアンとして、自由粒子ハミルトニアン
を考えることが多い。本論の言葉遣いとして、非摂動ハミルトニアンとして自由粒子ハミルトニアンを考える
ときの相互作用描像を粒子描像と呼ぶ。
相互作用描像とはすなわち、非摂動部分 (H0)が、摂動的な相互作用 V によってどのように振る舞うかを見
る現象の捉え方のことであった。従ってこの描像は本質的に摂動的な見方であり、この描像では非摂動的な部
分の理解が不可欠である。

3.1.5 複合系：部分と全体

最後に複合系に関する公理を与える。公理 4で触れたように実験は、「外部から注目する系に対して操作を
与え、注目する系の振る舞いがどのように変わるかを見る。」というものだ。またこの「見る」という行為も、
測定器を注目系の外部から相互作用させて、その測定器の持つ何かしらの物理量を観測することで為される。
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このように、厳密な意味で物理学の理論を実験によって検証しようとする際には、外部の存在を考慮すること
は欠かせない視点である11。公理 5はこのような視点を量子力学の枠組みに取り入れるものである。
公理その 5� �
複数の物理系からなる複合物理系の Hilbert空間は、各物理系の Hilbert空間のテンソル積である。つま
り n個の物理系があって、それぞれの Hilbert空間をHi, i = 1, 2, · · ·nとすると、複合系の Hilbert空間
Hは、次のように表される。

H =

n⊗
i=1

Hi . (3.1.62)

したがって、Hi の正規直交基底を {em(i)}m∈N とすると次が成り立つ。

∀Ψ ∈ H , ∃Cm1···mn ∈ C s.t. Ψ = Cm1···mne
m1

(1) · · · e
mn

(n) . (3.1.63)

また、各物理系の状態が Ψ(i) = c
(i)
m em(i) ∈ Hi で書ける場合には全系の複合状態はそれらの直和でかけ

るa。つまり、上記の定数 Cm1···mn
はこのとき次のように表せる。

Cm1···mn = c(1)m1
c(2)m2
· · · c(n)mn

. (3.1.64)

a直和は直積と言ってもよい。� �
この公理から複合物理系の Hilbert空間も線型空間として定義できる。すなわち、公理 5は複合物理系に対し
ても重ね合わせの原理が成立することを保証する。公理 5によって全体系は孤立系とみなせて、これまでの公
理をそのまま仮定できる。式 (3.1.64)のように状態が各物理系の状態の直和で表されるとき、その状態を可分
状態-separable stateと呼ぶ。一方、このように表せない状態を量子もつれ状態-entangled stateと呼ぶ。
系の Hilbert空間の次元が高くなれば、複合系に対しては量子もつれ状態の自由度が可分状態と比較して遥
かに大きくなる。もつれ状態は量子力学の特徴の１つであり、豊かな構造を持つが、本稿では立ち入らない。

3.1.6 簡単なまとめ

ここまでで量子力学の公理が出揃った。量子力学では測定される物理量が観測量と呼ばれる Hilbert空間上
の自己共役演算子として定義され、系は状態と呼ばれる Hilbert空間の元で表される。これら観測量と系に対
応する状態から、測定結果の確率分布が得られるというのが量子力学という理論の枠組みだ。状態は測定や、
適当に操作を加えるなどの時間発展を経ても確率分布を与えるものであり続ける。必ずしも系の全てを測定で
きる状況を作ることはできないかもしれないが、可能な測定の組を与えればその測定で測定可能な系の部分
と、そうでない部分の複合系に全体の系が分割される。この分解は測定系の Hilbert空間と、その直交補空間
への分解であり、全体系の状態が住む Hilbert空間はこれらの Hilbert空間のテンソル積空間と考えてよい。
以下では特別に注意する場合を除いて知りたい系が複合系であるとは考えない。知りたい系についての測定
がいつでも可能であるとまずは仮定して話を進める。このような考え方の破綻は、予言能力が破綻することで
自然が教えてくれる。

11これは本来は量子系に限らず古典系にも当てはまることだが、古典系では測定による作用・反作用が無視しやすいこと、理想的な測
定という概念が受け入れられやすいことなどから、量子系と比較すると理学的な方面では気にしないことも多い。しかし工学の制御理論
などではよく取り扱われているし、近頃はMaxwellの悪魔などの情報理論的な文脈で、理学の方面での注目が高まっている。量子系で
も、測定系を無視できる理想的な状況として近似できると仮定して、注目系を孤立系と見做すことも多い。
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3.2 自由粒子の理論
注目する系の状態の時間発展に興味を持つことは多々ある。しかし一般のハミルトニアンに対して時間発展
を時々刻々と追っていくのは非常に難しく、ほとんど不可能な場合が多い。しかし幸運にも、粒子という描像
が微視的な世界を覗く際にも通用すると期待できる状況は確かにある。その代表的な例が衝突実験の結果を予
測・説明する散乱問題である。
古典的な散乱問題では、標的に粒子を衝突させ、その応答を調べて標的の性質を調べる。衝突するとはすな
わち、互いに相互作用をするということである。相互作用が充分に局所的なものであれば、量子力学でもこの
描像は同様であると期待できる。このような粒子の描像が有効な場面では、粒子の時間発展として注目系の状
態を摂動論的に取り扱うことが可能だ。
この節では、散乱問題の概要を掴む準備として、自由粒子の性質について調べる。特に自由粒子の波動関数
や、それに作用する演算子の漸近的振る舞いを理解することが、散乱問題を定式化する上で重要となる。

3.2.1 量子力学における粒子の模型

ここからの議論はあまり次元に依らないものなので、空間次元を Dとして考える。粒子は位置測定と運動
量測定が可能で、それぞれの観測量は位置演算子

~Q =

∫
dDx~x |~x〉〈~x| , 〈~x|~y〉 = δD(~x− ~y) , Qi |~x〉 = xi |~x〉 (3.2.1)

と運動量演算子
~P =

∫
dDp ~p |~p〉〈~p| , 〈~p|~q〉 = δD(~p− ~q) , Pi |~p〉 = pi |~p〉 (3.2.2)

で与えられるような対象である。位置固有状態と運動量固有状態は直交せず、

〈p|x〉 = 1

(2π)D/2
exp[−i~p · ~x] (3.2.3)

となる。このとき、交換関係

[Qi , Pj ] = iδij , [Qi , Qj ] = 0 = [Pi , Pj ] (3.2.4)

を満たす。
位置測定、または運動量測定によって状態を表すことを決めると、Hilbert空間に D次元 Euclid空間上の

L2 関数空間という肉付けが与えられる12。すなわち、Hilbert空間Hは

H ≡ L2(RD) :=

{
f : RD → C

∣∣∣∣∣ ‖f‖2 :=

[∫
|f(~x)|2dDx

]1/2
<∞

}
(3.2.5)

で表せる。‖f‖2 は L2 ノルムと呼ばれるものであるが、これを使う場合は単に ‖f‖とかく。このとき、内積
は式 (3.1.4)から、

〈f, g〉 =
∫
dDxf(~x)g(~x) (3.2.6)

で与えられる。位置空間で測定しようが運動量空間で測定しようが数学的には変わらないが、物理的にはこれ
らは全く異なる対象である。そこで、位置空間上の L2 関数空間としての Hilbert空間を L2(RD)で表し、運
動量空間上の L2 関数空間としての Hilbert空間を L̃2(RD)と書いて区別する。このように Hilbert空間に表

122乗可積分関数とも呼ばれる。



3.2 節 自由粒子の理論 31

現を与えたとき、その元を波動関数と呼ぶ。特に、ψ ∈ L2(RD)を単に波動関数と呼ぶことも多い。ここでは
波動関数の空間表示、運動量表示などと名付けておこう。このとき、式 (3.2.4)は f ∈ L2(RD)に対して[

Qif
]
(~x) = xif(~x) (3.2.7)

[Pif ] (~x) = −i
∂

∂xi
f(x) (3.2.8)

を意味する。
式 (3.2.7)のように

[Af ](x) = a(x)f(x) (3.2.9)

を与える演算子 Aを関数 a(x)の乗算演算子-multiplication operatorと呼ぶ。演算子 Aと関数 aを記法の上
で区別しないことも多い。例えば、A(Q) ≡ A(x)などと濫用する場合がある。
また、f ∈ L2(RD)の Fourier変換 F : f ∈ L2(RD) 7→ Ff =: f̃ ∈ L̃2(RD)は

[Ff ] (~p) ≡ f̃(~p) := (2π)−D/2

∫
dDpf(x)e−i~p·~x (3.2.10)

によって定められる13。このとき、 [
Pif̃

]
(~p) = pif̃(~p) (3.2.11)

が成り立つ。このように Fourier変換は微分演算子を乗算演算子に変換する。
波動関数の導入について物理でよく用いられる記法についても確認しよう。その都度便利な方を用いる。状
態を位置演算子の基底を用いて ∫

dDx |~x〉〈~x| · |ψ〉S =

∫
dDxψ(~x) |~x〉 (3.2.12)

と表す。すなわち、波動関数の空間表示を

ψ(~x) = 〈x|ψ〉S (3.2.13)

とする。位置演算子は乗算演算子
Qi : ψ(~x) 7→ xiψ(~x) (3.2.14)

として振る舞う。式 (3.2.4)は、運動量演算子が微分演算子

Pi : ψ(~x) 7→ −i
∂

∂xi
ψ(~x) (3.2.15)

として振る舞うことを意味する。
空間波動関数の Fourier変換は

ψ̃(~p) :=

∫
dDx

(2π)D/2
ψ(~x)e−i~p·~x = 〈p|ψ〉S (3.2.16)

の関係で結ばれる。つまり、状態を運動量基底で表す際の係数が波動関数の運動量空間表示を与える14。

13Fourier変換自体は f ∈ L1 に対して定義できる。
14当然運動量空間では位置演算子が微分演算子となる。微分の引数を強調する際には

p

∂i や ~∇p などと略記する。
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3.2.2 1粒子状態の動力学

波動関数を空間表示した際の時間発展の漸近的振る舞いについて調べよう。自由粒子のハミルトニアンは

H0 =
1

2m
~P 2 = − 1

2m
~∇2 (3.2.17)

と表せるから、波動関数の時間発展は Schrödinger方程式

i
∂ψ(~x, t)

∂t
= − 1

2m
~∇2ψ(~x, t) (3.2.18)

に従う。この解は [
i∂t +

1

2m
~∇2
x

]
KF(~x, ~y; t) = 0 (3.2.19)

KF(~x, ~y; 0) = δD(~x− ~y) (3.2.20)

を満たす Feynman核と呼ばれる関数を用いて形式的に

ψ(~x, t) =

∫
dDyKF(~x, ~y; t)ψ(~y) (3.2.21)

と表せる。ここで、時刻 t = 0での波動関数の空間表示を ψ(~x)とした。Feynman核は積分表示で

KF(~x, ~y; t) =

∫
dDp

(2π)D exp
[
−i ~p

2

2m
t+ i~p · (~x− ~y)

]
(3.2.22)

と表せる。Gauss積分 ∫ ∞

−∞
dxe−αx

2

=

√
π

α
(3.2.23)

から Feynman核は ( m

2πti

)D/2

exp

[
i
m|~x− ~y|2

2t

]
(3.2.24)

で具体的に与えられることもわかる15。以上の事実から、自由粒子状態の波動関数は

ψ(~x, t) =

∫
dDy

∫
dDp

(2π)D exp
[
−i ~p

2

2m
t+ i~p · (~x− ~y)

]
ψ(~y)

=

∫
dDp

(2π)D/2
exp
[
−it

(
~p2

2m
− ~p · ~x

t

)]
ψ̃(~p) , ψ̃(~p) :=

∫
dDy

(2π)D/2ψ(~y)e
−i~p·~y

(3.2.25)

で与えられる。位相因子の時間の係数をエネルギー関数

E(~p; ~x) := ~p 2

2m
− ~p · ~x

t
=

1

2m

(
~p− m~x

t

)2

− ~x 2

2mt2
(3.2.26)

とすると、
~p0 := m

~x

t
=: m~v0 (3.2.27)

のときエネルギー関数は最小となる。
~q := ~p+ ~p0 (3.2.28)

15正確には Fresnel積分を使って αが純虚数でも式 (3.2.23)が正当化される。また、α = a+ ib, a, b ∈ R, b 6= 0のとき Gauss積
分が式 (3.2.23)で表せる条件は a > 0である。
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を定めて ~q = ~0周りで展開すると、

ψ(~x, t) = eim~v2

2 t

∫
dDq

(2π)D/2
e−i

~q2

2m t
∞∑
n=0

(
dnψ̃

dpi1dpi2 · · · dpi2n

)∣∣∣∣
~p=~p0

qi1qi2 · · · qi2n (3.2.29)

が得られる。ここで奇関数は落とした。

I2n(α) :=

∫ ∞

−∞
dxx2ne−αx

2

= −
∂nI2(n−1)(α)

∂αn
(3.2.30)

及び式 (3.2.23)から、

I2n(α) =
(2n− 1)!!

(2α)n

√
π

α
(3.2.31)

がわかるので、

ψ̃i1i2···i2n(~p0) :=

(
dnψ̃

dpi1dpi2 · · · dpi2n

)∣∣∣∣
~p=~p0

(3.2.32)

とおいて ~u =
√

|t|
2m~q の変数変換を行えば、

ψ(~x, t) = eim~v2

2 t
∞∑
n=0

(
2m

|t|

)D/2+n

ψ̃i1i2···i2n(~p0)

∫
dDu

(2π)D/2
ui1ui2 · · ·ui2ne−i~u

2

(3.2.33)

が得られる。漸近的な振る舞いを調べるために、|t|が大きいところを見ると、

ψ(~x, t) = eim~v2

2 t

(
m

i|t|

)D/2

ψ̃(~p0)[1 +O(1/|t|)] (3.2.34)

と評価できる。したがって時刻 t = 0で粒子的、つまりある位置に局在しているような波動関数に対応する状
態は、|t|が大きい領域で、運動量 ~p0 = m~v0 = m

t ~xを持つ平面波がその位置から充分に遠いところに存在す
るような状態として見做せる。その運動量と位置の関係は tの符号で決まっており、充分遠い過去では遠くか
ら入射してくる平面波のように振る舞い、充分遠い未来では遠くへ放射する平面波とのように振る舞う。

多自由粒子状態
相互作用しない自由粒子が N 個あるような状態は単に直和状態で表せる。これは系のハミルトニアンが

H =

N∑
n=1

Hn , Hn :=
1

2mn

~P 2
n (3.2.35)

と単に和で表せることによる。つまり、N 粒子状態は n番目の粒子の Hilbert空間をHn として、

|Ψ(t)〉 ≡ |ψ1ψ2 · · ·ψN (t)〉 = |ψ1(t)〉 |ψ2(t)〉 · · · |ψN (t)〉
ψ(~x1, ~x2, · · · , ~xN , t) = ψ1(~x1, t)ψ2(~x2, t) · · ·ψN (~xN , t)
ψn(~xn, t) ∈ L2(RD,Hn) , ψn(~xn, t) = 〈xn|ψn(t)〉S , |ψn(t)〉S ∈ Hn

(3.2.36)

と表せる。

3.3 状態の分類
前節で、時刻 t = 0である空間領域に局在するような状態は、tが充分に大きい遠い過去/未来ではそれぞ
れその位置から充分遠くの入射/放射する平面波と見做せることを見た。粒子たちの相互作用が充分局所的な
ものであれば、充分遠い過去/未来ではその相互作用が無視できて、式 (3.2.36)のような多粒子自由状態と見
做せるだろう。粒子描像で散乱の状況は、充分遠くの過去 t = t− で標的に向かっていく N 個の粒子に対応
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する、運動量 {~pn} を持った平面波を入射し、時刻 t = 0 付近で相互作用を受けて散乱し、充分遠くの未来
t = t+ で放射している N ′ 個の粒子に対応する運動量 {~pn′}を持った平面波を検出するように見える。
この節では理論の Hilbert空間の中からこのような散乱の描像に適った状態を特定することを目指す。その
ために必要な状態や状況の分類を次の小節で行う。

3.3.1 ハミルトニアンの固有空間

自己共役演算子であるハミルトニアン H の固有空間は

domH ≡ H(H) = Hp(H)⊕Hc(H) (3.3.1)

と直和分解される。ここで、Hp は点スペクトル部分と呼ばれ、離散固有値を持つ状態の属する Hilbert空間
である。つまりこの空間においてハミルトニアンは

H �Hp(H):= Hp =
∑
n∈N

EnΠn , En ∈ R (3.3.2)

とスペクトル分解される。また、Hc は連続スペクトル部分と呼ばれ、連続固有値を持つ状態の属する Hilbert
空間である。連続スペクトル部分はさらに

Hc(H) = Hac(H)⊕Hsc(H) , (3.3.3)

と直和分解できる。Hac は絶対連続スペクトル部分であり、この空間においてハミルトニアンは

H �Hac(H):= Hac =

∫
A
dαEαΠα , Eα ∈ R (3.3.4)

とスペクトル分解される。つまり、エネルギー密度が定義可能となる状態の属する Hilbert空間といえる。こ
のスペクトル分解を

Hac =
∑
α∈A

EαΠα (3.3.5)

と表す場合もある。Hsc(H)は特異連続スペクトル部分と呼ばれ、固有値が連続だが、エネルギー密度が定義
できない状態の属する Hilbert空間である16。Hsc(H) = ∅を仮定すれば、上記の記法を用いてハミルトニア
ンは H =

∑
αEαΠα とスペクトル分解できる。公理 2に書いた式 (3.1.9)は厳密にはこの記法に基づいてい

る。物理で扱う標準的な状況では Hsc = ∅であるため、通常 Hc = Hac とされる。しかし準結晶を記述する
模型などで現れることもあり、全く非物理的というわけではないことに注意 [102]。この小節では分類のため
に必要な場合は脚注に表記する。

2つほど例を見てみよう。自由粒子ハミルトニアン (3.2.17)は連続スペクトル部分だけを持ち、

H0 =

∫ ∞

0

dE EΠE (3.3.7)

とスペクトル分解できる。
もう 1つの例として、Coulomb相互作用を持つハミルトニアン

HC := H0( ~P ) + VC(~Q) , VC(~Q) := C|~Q|
−1

(3.3.8)

16固有関数の属する空間
Nsc :=

{
f ∈ H

∣∣H �Hsc(H):= Hscf 6= 0
}

(3.3.6)

がヌル集合、すなわち、測度 µが µ(Nsc) = 0となって、かつ、スペクトルが連続であるようなものである。例えば、Cantor関数 (悪魔
の階段関数)を思い浮かべるとよい。
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の場合を見てみる。これは標的が充分大きく、外場として Coulomb相互作用 VC(~Q)を与えるものと見做せ
る状況に対応する。このような相互作用はポテンシャルとも呼ばれる。このハミルトニアンは

HC =


∫ ∞

0

dE EΠE =: HC
ac C > 0

HC
ac +HC

p , HC
p := −

∑
n∈N

mC2

2n2
Πn C < 0

(3.3.9)

と分解できる。

3.3.2 散乱状態と束縛状態

充分遠くの過去に標的から離れた位置から入射したのち、標的との相互作用を経て、充分遠い未来では標的
から離れた位置で放射していると見做せる状況が、衝突実験で検証可能な状況であろう。実験結果と理論を照
らし合わせるためには、理論側では入射される粒子のことはもちろん、標的のことも充分よく知っている必要
があるだろう17。このため標的の周りにすでに物質が束縛されている状況は分離したい。また、検出機まで到
達しないような状況も実験結果に反映されないから分離するべきだろう。ここではそのような束縛状態と、衝
突実験の結果に反映されるような散乱状態を定義し、区別することを試みる。
特性関数を使って半径 Rの球状領域への局所化関数

[χR(~Q)f ](~x) := χ(|~x| ≤ R)f(~x) =

{
f(~x) |~x| ≤ R
0 |~x| > R

(3.3.10)

を定義する18。ハミルトニアン H の系で衝突実験の結果を説明する状態の属する Hilbert空間は、

M±
∞(H) :=

{
f ∈ H

∣∣∣∣ lim
t→±∞

∥∥∥[χR(~Q)U(t)f
]
(~x)
∥∥∥ = 0 , ∀R ∈ R+

}
(3.3.11)

と考えてよいだろう。つまり、充分遠い未来/過去では有限領域の外にいると見做せるような状態を散乱に寄
与する状態であると考える。この Hilbert空間M±

∞(H)を未来/過去的散乱空間と名付ける。また、M−
∞(H)

の元を入射状態-in stateと呼び、M+
∞(H)の元を放射状態-out stateと呼ぶ。このように定義すると、自

由粒子系の Hilbert空間 H0 := domH0 は H0 =M−
∞(H0) =M+

∞(H0)となることが知られている。これは
前節で調べた自由粒子状態の振る舞いと対応している。
次に、束縛状態の属する Hilbert空間として

M±
0 :=

{
f ∈ H

∣∣∣∣∣ lim
R→∞

sup
t∈R±

∥∥∥[(I − χR(~Q)
)
U(t)f

]
(~x)
∥∥∥ = 0

}
(3.3.12)

を定める。M+
0 は t ≥ 0 のいずれかの時刻において有限領域から抜け出せなくなるような状態が属する

Hilbert空間であり、M−
0 は t ≤ 0のいずれかの時刻において有限領域に束縛されていたような状態が属する

Hilbert空間である。M±
0 を未来/過去的束縛空間と名付ける。また、

M0(H) :=M+
0 (H) ∩M−

0 (H) ,M∞(H) :=M+
∞(H) ∩M−

∞(H) (3.3.13)

を定義しておく。
これらの空間には次の関係がある。

17その理論が有効な範囲でそれぞれの対象を分離できることが理論の前提ということ。
18球にしたのは簡略化のためであり、必要に応じて形状を与えたり原点を変更するように一般化してもよい。標的が外場として相互

作用を与えるポテンシャル問題を考える場合には、標的が原点にいると思ってこの局所化関数を使えば充分だ。
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直交関係� �
散乱空間と束縛空間は Hilbert空間Hの部分空間でそれぞれ直交関係にある。つまり、

M+
0 (H) ⊥M+

∞(H) ,M−
0 (H) ⊥M−

∞(H) ,M0(H) ⊥M±
∞(H) . (3.3.14)� �

また、これらの空間はハミルトニアンの点スペクトル部分や連続スペクトル部分と次の関係を満たす。

Hp(H) ⊆M0(H) ,M±
∞(H) ⊆ Hac(H) . (3.3.15)

これらの空間のはみ出ている部分は実はどちらも吸収状態と呼ばれる状態が属する空間

M±
abs(H) :=

{
f ∈ H

∣∣∣∣ lim
t→±∞

∥∥∥[(I − χR(~Q)
)
U(t)f

]
(~x)
∥∥∥ = 0 , ∀R ∈ R+

}
(3.3.16)

が担う。すなわち、

M±
0 (H) = Hp(H)⊕M±

abs(H) , Hc(H) =M±
∞(H)⊕M±

abs(H) (3.3.17)

が成り立つ。吸収状態は、たとえば相互作用が原点で非常に特異的な振る舞いをする場合に、波動関数が時間
と共に原点付近に限りなく近く局在していくような状態である。このとき運動量の期待値を考えると、その大
きさは時間と共に大きくなって発散する。吸収状態が現れるような状況は、物理的には何らかの仮定が破綻す
る、有効理論の限界と考えるべきだろう。これを非物理的な状態として除外すれば、次の関係を満たす。
散乱空間・束縛空間とハミルトニアンの固有空間の関係� �

M0(H) = Hp(H) , M±
∞(H) = Hac(H) (3.3.18)� �

M±
abs = ∅は理論の前提として課すことにして、式 (3.3.18)が成り立つことを認めよう19。
以上の事実から、このように Hilbert空間を分類すると、散乱問題は入射状態 Ψ− ∈ M−

∞(H)から放射状
態 Ψ+ ∈M+

∞(H)という状態遷移を扱う問題として定式化できる20。

3.3.3 漸近自由粒子状態

次に、ハミルトニアン H を持つ系の状態が漸近的に自由粒子と見做せるということの定式化を試みる。こ
の仮定は粒子描像で散乱問題が扱えるという期待の根拠となるものであるから、この仮定を定式化することで
その是非を問うことが可能となる。
ハミルトニアンH を持つ系の状態が漸近的に自由粒子と見做せるということを、ここでは t→ ±∞の極限
で、状態がノルムの下で自由粒子状態に収束することだと考えてみる。
漸近自由粒子状態の定義� �
系の状態 ΨH ∈ Hの漸近状態が自由粒子状態 ΦH ∈ H0 =M∞(H0)であるとは、

lim
|t|→∞

‖ΨI(t)− ΦH‖ = 0 (3.3.21)

が成り立つことをいう。このとき系の状態は漸近的に自由粒子状態と見做せる。� �
19実際、M±

abs 6= ∅の例は人工的なまでに特異的な相互作用の例しか知らない [103]。
20より厳密には、Hsc(H) 6= ∅の場合

M̄±
∞ :=

{
f ∈ H

∣∣∣∣ lim
T→∞

1

T

∫ ±T

0

dt
∥∥∥χR(~Q)U(t)f

∥∥∥ = 0 , ∀R ∈ R+

}
(3.3.19)

を定めて、式 (3.3.14)、および式 (3.3.17)のM±
∞ は M̄±

∞ に変更する必要がある。M̄±
∞ とM±

∞ は

M+
∞(H) ⊆ M̄+

∞(H) , M−
∞(H) ⊆ M̄−

∞(H) (3.3.20)

の関係がある。また、式 (3.3.18)および式 (3.3.15)はそれぞれ、M̄±
∞(H) ⊆ Hc(H) , M̄±

∞(H) = Hc(H)に変更される。
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この命題は時間発展演算子の等長性から以下の命題とも同値である。

lim
|t|→∞

‖ΨS(t)− ΦS(t)‖ = 0 , lim
|t|→∞

∥∥ΨH − Ω†(t)ΦH
∥∥ = 0 . (3.3.22)

このように状態のノルムの下で収束することを強収束するといい、

ΨH = s- lim
|t|→∞

Ω†(t)ΦH , ΦH = s- lim
|t|→∞

Ω(t)ΨH (3.3.23)

などと表す。s- limの記号を強極限と呼ぶ。そこで、漸近自由粒子状態の属する空間として

H±
∞ :=

{
s- lim
t→±∞

Ω†(t)Φ

∣∣∣∣Φ ∈M∞(H0)

}
(3.3.24)

を定めよう。H±
∞を未来/過去漸近自由粒子空間と名付け、H±

∞の元を未来/過去漸近粒子状態と名付ける2122。
Φ± ∈ H±

∞ は定義されていれば一意である。これを示そう。Φ±
n ∈ H±

∞, n = 1, 2とすると、∥∥Φ±
1 − Φ

±
2

∥∥ =
∥∥Φ±

1 − Ω†(t)Φ−
(
Φ±
2 − Ω†(t)Φ

)∥∥
≤
∥∥Φ±

1 − Ω†(t)Φ
∥∥+ ∥∥Φ±

2 − Ω†(t)Φ
∥∥ → 0, t→ ±∞

が従う。ノルムの正定値性と Heisenberg表示での状態が時間依存しないことからこれは∥∥Φ±
1 − Φ

±
2

∥∥ = 0

を意味する。�

この議論から、H±
∞ 6= ∅のとき、つまり Φ ∈M∞(H0)に対して s- lim

t→±∞
Ω†(t)Φが存在するなら

lim
t→±∞

∥∥∥Ω†
±Φ− Ω†(t)Φ

∥∥∥ = 0 (3.3.25)

となる Ω†
± が唯一定まることがわかる。このように演算子を作用させた状態がノルムの元で収束することを演

算子が強収束するといい、
s- lim
t→±∞

Ω†(t) = Ω†
± (3.3.26)

で表す。演算子 Ω†
± が存在するとき、これをMøller演算子と呼ぶ23。Ω†

± を使えば、未来/過去漸近自由粒子
空間は

H±
∞ = Ω†

±M∞(H0) . (3.3.27)

とかける。このとき、Ω†
± はM∞(H0)からH±

∞ への単射を与える。

3.3.4 Møller演算子

ここでは Møller 演算子が存在すると仮定して、その性質を調べる。この小節の内容はやや数学的になる。
いくつかの言葉の定義や証明は適宜補遺を参考にしてもらえるとよい。

Møller演算子は部分等長演算子-partial isometryであり、かつ繋絡演算子-intertwinerであるという
非常に重要な性質がある。これらの定義について説明する。

21H0 を単に非摂動ハミルトニアンと考える場合も含めるように、単に漸近状態とも表す。
22入射/放射状態が漸近する自由粒子状態のことを in/out状態と呼ぶこともあり、本論文では in/outの名前を不採用とした。
23多くの文献ではMøller演算子が Ω± となるように定義するが、本稿ではあくまでもハミルトニアンH を持つ系が舞台であるとい

う信念のもと、このような Ω(t)の定義を使っている。このことが後で見る我々の提案する散乱問題の定式化に繋がる。
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部分等長演算子の定義� �
ΠM をHのある部分空間Mへの射影演算子とする。A ∈ B(H)が

A†A = ΠM (3.3.28)

を満たすとき、Aを部分等長演算子という。� �
定義から次の命題が成り立つ。

(a) AΠM = A , (3.3.29)
(b) 〈Af, Ag〉 = 〈ΠMf, ΠMg〉, ∀f, g ∈ H , (3.3.30)
(c) AA† = ΠN , N := ranA . (3.3.31)

また、部分等長演算子のうち
ΠM = IdomA i.e., M = domA (3.3.32)

となるものを等長演算子という。さらにこの定義から、A �M はM→ N のユニタリ演算子であることも言
える。Mを始集合-initial setといい、N を終集合-final setという。ここでいうユニタリ演算子は、定義
域と値域が一致しない場合にも有効な次の定義の意味のものである。
ユニタリ演算子の定義 (H → K)� �
A : H =: domA→ K := ranAがユニタリ演算子とは、Aが

‖Af‖K = ‖f‖H ,
∀f ∈ H (3.3.33)

を満たす等長作用素であり、かつ
ranA = K (3.3.34)

を満たす (i.e., Aが全射である)ことをいう。� �
つまり、Møller演算子 Ω†

± は終集合をH±
∞ とする部分等長演算子である24。

次に繋絡演算子という特性について説明しよう。愚直に定義から計算してもいいが、

Ω†(t+ t′) = U−1(t+ t′)U0(t+ t′) = U−1(t)Ω†(t′)U0(t) (3.3.35)

から t′ → ±∞をとって、
Ω†

± = U−1(t)Ω†
±U0(t) (3.3.36)

を得る。これは
Ω†

±U0(t) = U(t)Ω†
± ⇐⇒ Ω†

±H0 = HΩ†
± (3.3.37)

または同等に、
Ω±U(t) = U0(t)Ω± ⇐⇒ Ω±H = H0Ω± (3.3.38)

を意味する。このようにある演算子に右から作用したものが、また別のある演算子に左から作用したものにな
るという関係を繋絡関係-intertwining relationといい、この作用するものを繋絡演算子と呼ぶ。つまり、
Møller演算子は理論のハミルトニアンと自由ハミルトニアンを繋ぐ繋絡演算子である。この関係は H(H0)

の元を自由ハミルトニアンで充分に時間発展させてから Møller 演算子で H±
∞ の元に飛ばした状態と、先に

H(H0)の元をMøller演算子で H±
∞ の元に飛ばした後に理論のハミルトニアンで充分に時間発展させた状態

24これは始集合M = ∅ つまり、Ω†
± が定義されない場合にも正しい言い方になっている。M 6= ∅ ならば、前小節で H(H0) =

M∞(H0)ということを見たから、M = M∞(H0)の等長演算子と言える。
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が等しいことを保証してくれる。これは理論の対称性を考える際に非常に重要な関係となっており、摂動的場
の量子論を構成する際の基礎となる。
また、ややこしいが数学的には重要な点として、繋絡演算子は時間発展演算子を繋ぐだけではなく、実は射
影演算子も繋ぐという性質がある。すなわち、Πα ∈ H ≡ domH および Π0

α ∈ H0 に対して、

Ω†
±Π

0
α = ΠαΩ

†
± (3.3.39)

または同等に
Ω±Πα = Π0

αΩ± (3.3.40)

が成り立つ。これを認めると、

M⊆ Hac(H0)⇒ N ⊆ Hac(H) , M⊆M±
∞(H0)⇒ N ⊆M±

∞(H) (3.3.41)

も成り立つことがわかる25。この関係から、Ω†
± はM∞(H0)からH±

∞ へのユニタリ演算子であることが言え
るが、必ずしも散乱空間M±

∞ へのユニタリ演算子であるとは言えない。

3.4 散乱理論：散乱行列と漸近完全性条件
この節では散乱問題の定式化について考える。系を特徴付ける量の集まりをまとめて α, β, · · · などと表す。
例えば自由粒子系であれば、個々の粒子の運動量などの量の集まりをまとめて αなどで表す。26。
これまでに見たように、散乱問題はある過去散乱空間M−

∞(H)に属する入射状態から、ある未来散乱空間
M+

∞(H)に属する放射状態への遷移を記述し、遷移確率を予測・説明することを目指すものだ。そこで理想
的には Ψ−

α ∈M−
∞(H) 7→ Ψ+

β ∈M+
∞(H)の遷移振幅

〈Ψ+
β , Ψ

−
α 〉 =: Sβα (3.4.1)

を求めたい。式 (3.4.1)で与えられる量を散乱行列と名付ける。しかし一般に未来/過去散乱空間を特定するの
は困難である。そこで、多くの場合次の 2つの方針がとられる。

(I) 演算子代数を用いて議論する代数に基づく散乱問題の定式化
(II) 漸近状態を仮定して議論する状態に基づく散乱問題の定式化

I: 代数に基づく散乱理論
この方針は大まかに言えば、Hilbert空間の元としての状態に対して、観測量から複素数 (実数)値を取り出
す対応であるという考えを推し進めるような方針である。つまりハミルトニアン H の系が非摂動ハミルトニ
アンH0 の系に漸近するという意味を、状態ベクトルの強収束でなく、演算子の弱収束に取り直そうというも
のだ。演算子の強収束の定義は式 (3.3.25)で与えた。演算子の弱収束の定義は次のように与えられる。

25これもM = ∅の場合を含むように意識した書き方となっている。さらにいうと、H0 を自由粒子ハミルトニアンでなく、他の非摂
動的ハミルトニアンと思っても成り立つように書いている。つまり、後で見る Dollard形式にも通用する書き方である。M 6= ∅なら
M = M∞(H0)となり、N = H±

∞ だから
H±

∞ ⊆ M±
∞(H) (3.3.42)

が成り立つ。また、H0 を他の非摂動的ハミルトニアンと思ってHsc(H0)を意識する際には、

M ⊆ Hc(H0) ⇒ N ⊆ Hc(H) , M ⊆ M̄±
∞(H0) ⇒ N ⊆ M̄±

∞(H) (3.3.43)

を加えるとよい。
26場の量子論では電荷やヘリシティなどの保存量もこれらに入る。より一般には、H0 を非摂動ハミルトニアンとして、H0 の作用で

不変、または共変な量の集まりとする。前節同様にH0 は基本的には自由粒子ハミルトニアンと考えていいが、その特殊性を使わない形
で諸々の事実を記述して一般化が容易なようにしておく。また、ここでもHsc 6=の場合に注意すべき点は脚注におく。
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演算子の弱収束� �
演算子 An が Aに弱収束するとは、行列要素の下で極限が一致することを意味する。つまり、

∀f, g ∈ H , lim
n→∞

〈g, (A−An) f〉 = 0 (3.4.2)

が成り立つことをいう。また、これを弱極限の記号 w-limを使って次のように表す。

w- lim
n→∞

An = A . (3.4.3)� �
散乱問題の設定をこの方針で考えよう。H を持つ系での観測量の集まりを {A} とする。充分遠くの過去
で、ある観測量が

Aα = lim
t→−∞

〈Ψα(t)|A(t)|Ψα(t)〉 (3.4.4)

で与えられ、充分遠くの過去で対応する観測量が

Aβ = lim
t→∞

〈Ψβ(t)|A(t)|Ψβ(t)〉 (3.4.5)

で与えられるような状況の実現確率を求める問題として散乱問題を考える。この問題を別のハミルトニアン
H0 を持つ系での観測量の集まりを {A0}を利用して、

Aα = lim
t→−∞

〈Φα(t)|A0(t)|Φα(t)〉 (3.4.6)

となる状況から
Aβ = lim

t→∞
〈Φβ(t)|A0(t)|Φβ(t)〉 (3.4.7)

となる状況への遷移と見做せる状況を考える。この場合、

w- lim
t→±∞

[A(t)−A0(t)] = 0 (3.4.8)

となる {A0}を探すことができれば、散乱問題で扱う状態の遷移が記述できることになる。
場の量子論で相互作用を持つ理論を考える際には繰り込みを行うことになるが、繰り込みの処方を行えばも
はや H = H0 + V とした場合の H0 は自由な理論のものと同じとは見做せなくなってしまう。そのため場の
量子論では必然的に代数的な散乱理論を考えることになる27。

II: 状態に基づく散乱理論
Iの場合と比べると一般性はないが、より直感的な方法が漸近状態を仮定して散乱を記述する方法だ。この
方法はMøller演算子の存在に立脚している。ここでは s- lim

t→±
Ω(t) = Ω± の存在を仮定する。そして散乱問題

を、漸近状態 Φ−
α ∈ H−

∞ から Φ+
β ∈ H+

∞ への遷移として考える。そこで散乱行列 (3.4.1)の代わりに、次の漸
近散乱行列を定義し、これを求める。

Sas
βα := 〈Φ+

β , Φ
−
α 〉 . (3.4.9)

式 (3.3.41)からH±
∞ ⊆M±

∞(H)の関係があるため一般には散乱行列と漸近散乱行列は異なるが、いくつかの
条件の下では一致する。以下ではそのことも含めて漸近散乱行列の性質を説明しよう。多くの場合次の小節で
説明する強い漸近完全性関係を課すので、漸近散乱行列と散乱行列は区別されない。

3.4.1 漸近完全性関係

ここで、漸近完全性条件と呼ばれる条件をいくつか紹介する。

Møller演算子 Ω†
± が完全

def≡ H±
∞ = Hac(H)が成り立つ。 (3.4.10)

27形式的には次の IIの方針を採用しているように扱うことはできる。
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式 (3.3.18)からHac(H) =M±
∞(H)なので、Møller演算子が完全のとき

H±
∞ =M±

∞(H) (3.4.11)

が成り立つことは重要だ28。
次の条件は弱い漸近完全性条件と呼ばれる条件である。
弱い漸近完全性条件� �
弱い漸近完全性条件とは、Ω†

+ と Ω†
− がどちらも完全であることをいう。すなわち、次が成り立つ。

H−
∞ = Hac(H) = H+

∞ . (3.4.12)� �
弱い漸近完全性条件が成り立つとき、

M−
∞(H) = Hac(H) =M+

∞(H) , (3.4.13)
∀g ∈M∞(H) , ∃f± ∈M∞(H0) s.t. s- lim

t→±∞
[U(t)g − U0(t)f±] = 0 (3.4.14)

がそれぞれ成り立つ。これは非常によい性質で、漸近状態が散乱状態であることを保証してくれる。
次の条件は強い漸近完全性条件と呼ばれる条件である。
強い漸近完全性条件� �
強い漸近完全性条件とは、弱い漸近完全性条件に加えて、Hsc(H) = ∅であることをいう。すなわち、次
が成り立つ。

H−
∞ = H⊥

p (H) = H+
∞ (=M∞(H)) . (3.4.15)� �

強い漸近完全性条件があるとき、HのうちHp(H)部分を持たない状態は散乱状態となる。弱い漸近完全性から
H±

∞ =M∞(H)も成り立つので、散乱問題ではHilbert空間を制限してH0 ≡M∞(H0) , H ≡M∞(H)と考
えてよい。これらの条件は本来は示すべきものだが、任意の状態のH による時間発展を調べてHac(H) ⊆ H∞

を示すことが困難なので、散乱の現象に興味があるような多くの場合では単に仮定として課す。
強い漸近完全性条件がどの程度自然なものかを見るために、V (~Q)のポテンシャル散乱について強い漸近完
全性条件を満たすことが証明されている例を 3つ証明なしで記しておく。

V (r) =


γ

e−µr

r
, γ ∈ R , µ > 0

γ (1 + r)
−β

, γ ∈ R , β > 1

γr−β γ ∈ R , 1 < β < 3/2

(3.4.16)

の相互作用による散乱では強い漸近完全性条件が満たされる29。

3.4.2 漸近散乱行列

Φ ∈ H0 , Φ
± ∈ H±

∞ とする。強い漸近完全性条件 (3.4.15)を仮定するとき、漸近状態 Φ± ∈ H±
∞ は散乱状

態と等価なので式 (3.4.9)の漸近散乱行列はまさに求めたい散乱行列 (3.4.1)である。このとき、散乱行列は
次の表式と等価である。

Sβα = Sas
βα = lim

t→∞
〈U0(t)Φβ, U(t)Φ−

α 〉 (3.4.17)

= 〈Φβ, Ω+Ω
†
−Φα〉 =: 〈Φβ, SDΦα〉 (3.4.18)

= 〈Φ+
β , Ω

†
−Ω+Φ

+
α 〉 =: 〈Φ+

β , SHΦ
+
α 〉 (3.4.19)

28吸収状態を除外しない場合にはさらに分類が増える。
29主張は Reed-Simonの教科書 [97]の Prop 7.3より従う。
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これらの表示をそれぞれ現象論的散乱行列、Dysonの散乱行列、Heisenbergの散乱行列と名付ける30。また、
SD,SH をそれぞれ、Dysonの散乱演算子、Heisenbergの散乱演算子と名付ける。これらは多くの文献で
単に散乱行列や散乱演算子と呼ばれることが多いので、状況に応じて注意が必要である。次にこれらの性質を
見てみよう。

Dysonの散乱演算子
Dysonの散乱演算子

SD := Ω+Ω
†
− (3.4.20)

について考える。この演算子はM−
∞(H0) → H−

∞ の写像と、H+
∞ →M+(H0)の写像の合成写像なので、こ

れが等長演算子としての性質を満たすには
H−

∞ ⊆ H+
∞ (3.4.21)

という条件が必要である。この条件の下では、SD はM−
∞(H0)→M+

∞(H0)の写像として定義される。H0 が
自由ハミルトニアンならM±

∞(H0) ≡ H0 なので、弱い漸近完全性条件 H+
∞ = H−

∞ の下で SD はユニタリ演
算子である。
さて、SD はお馴染みの Dyson級数表示ができる。これを導出しよう。

S(t, t0) := Ω†(t)Ω(t0) = U†
0 (t)U(t)U†(t0)U0(t0) = eiH0te−iH(t−t0)e−iH0t0 (3.4.22)

を定義すると、
∂tS(t, t0) = −iV I(t)S(t, t0), V := H −H0 (3.4.23)

となるので、S(t, t0)の形式解が

S(t, t0) = T exp
[
−i
∫ t

t0

dτV I(τ)

]
(3.4.24)

として得られる。したがって漸近散乱行列は

Sas
βα = 〈Φβ, SDΦα〉 = 〈Φβ, T exp

[
−i
∫ ∞

−∞
dτV I(τ)

]
Φα〉 (3.4.25)

となる。V の 1次までの近似を Born近似という。散乱行列の Born近似は、

SBorn
βα := 〈Φβ, Φα〉 − i

∫ ∞

−∞
dτVβα(τ), Vβα(τ) := 〈Φβ, V I(τ)Φα〉 (3.4.26)

で与えられる。状態に基づく散乱理論では、Dysonの散乱演算子を知ることが主題と言えるだろう。
式 (3.4.25)からもわかるように、Dysonの散乱演算子は相互作用描像に基づいており、本質的に摂動論的
である。そのため、Lehmann-Symanzik-Zimmermann(LSZ)公式などの非摂動論的な議論で用いられるのは
この Dysonの散乱演算子ではなく、次の Heisenbergの散乱演算子である。

Heisenbergの散乱演算子
Heisenbergの散乱演算子

SH := Ω†
−Ω+ (3.4.27)

について考えよう。この演算子は H+
∞ → M+

∞(H0) の写像とM−
∞(H0) → H−

∞ の写像の合成写像なので、
M±

∞ = H0 では H+
∞ ⊆ H−

∞ を仮定せずとも等長演算子として定義される31。このとき、SH は H+
∞ → H−

∞

の写像として定義される。

30強い漸近完全性関係の元ではこれらは全て等価なのでどれを定義としてもよいが、この前提を疑うような場合には注意が必要だ。
31しかし弱い漸近完全性条件がないと、M±

∞ ⊆ H±
∞ だから必ずしもM∞(H) → M∞(H)のユニタリ演算子とはいえない。
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Heisenberg表示で時間発展するのは演算子であった。これから Heisenberg描像の演算子の漸近的な振る舞
いを調べよう。Schrödinger描像の演算子 AS ∈ B(H)のとき、

lim
t→±∞

〈Ψ±
β (t), ASΨ

±
α (t)〉 = lim

t→±∞
〈Φβ(t), ASΦα(t)〉 (3.4.28)

が成り立つ。ここで、〈Ψ±
β (t), ASΨ

±
α (t)〉 = 〈Ψ±

β , AH(t)Ψ
±
α 〉および

〈Φβ(t), ASΦα(t)〉 = 〈Φβ, U†
0 (t)ASU0(t)Φα〉 = 〈Ω±Ω

†
±Φβ, U

†
0 (t)ASU0(t)Ω±Ω

†
±Φα〉

= 〈Ψ±
β , Ω

†
±U

†
0 (t)ASU0(t)Ω±Ψ

±
α 〉

(3.4.29)

が成り立つことに注意する。そこで漸近演算子 A±(t)を

A±(t) := Ω†
±U

†
0 (t)ASU0(t)Ω± (3.4.30)

と定めよう32。すると式 (3.4.28)から

lim
t→±∞

〈Ψ±
β , (AH(t)−A±(t))Ψ

±
α 〉 = 0 (3.4.31)

が示される。つまり漸近演算子は Heisenberg描像の演算子と次の関係を満たす。

w- lim
t→±∞

(AH(t)−A±(t)) = 0 . (3.4.32)

この関係を満たす演算子の極限を、弱収束の下で意味を持つということを明示する記号 w
=を使って

A±
w
= lim
t±∞

AH(t) ≡ AH(±∞) (3.4.33)

と表すと弱い意味で存在するものにも言及できて便利だ。A± を未来/過去自由漸近演算子と名付けておく33。
漸近演算子の時間発展について繋絡関係 (式 (3.3.37))を使うと

A±(t) = Ω†
±U

†
0 (t)ASU0(t)Ω± = U†(t)Ω†

±ASΩ±U(t) (3.4.34)

が示される。ここで基準時刻 t = 0を考えると次の関係が示される。

A±(t) = U†(t)A±(0)U(t) . (3.4.35)

これが漸近演算子と Heisenberg描像の演算子の関係である。この関係は漸近演算子が理論のハミルトニアン
H で時間発展する演算子であると教えてくれている。
さて、ここで Heisenbergの散乱行列の役割を考えよう。漸近演算子の定義式 (3.4.30)から

A+(t) = Ω†
+Ω−Ω

†
−U

†
0 (t)ASU0(t)Ω−Ω

†
−Ω+ = Ω†

+Ω−A−(t)Ω
†
−Ω+ = SHA−(t)S†H (3.4.36)

となる。したがって
A+(t)SH = SHA−(t) (3.4.37)

が成り立つ。つまり、SH は A+(t)と A−(t)を繋ぐ繋絡演算子である。この関係が理論の演算子の代わりに漸
近演算子を使って議論してもよいことを保証するため、場の量子論では非常に重要である。代数に基づく散乱
理論では Heisenbergの散乱演算子を知ることが主題と言えるだろう。

32場の量子論では演算子は場で構成されるから、これを漸近場とも呼ぶ。
33この意味の等号 w

=を単に =で表すことが多いが、慣れるまでは明示して意識したほうが教育的だろう。



第 3 章 前相対論的な量子散乱理論 44

3.4.3 漸近自由状態の存在条件

これまでの議論はMøller演算子が存在するという仮定に基づいたものであった。そこで次に気になるのは、
この存在条件である。この小節ではMøller演算子の存在条件をポテンシャル散乱に限って調べてみよう。
式 (3.1.58)から

−idΩ
†(t)

dt
= Ω†(t)V I(t) = U†(t)V SU0(t) (3.4.38)

が成り立つ。これを積分して

Ω†(t) = I + i

∫ t

0

dτU†(τ)V SU0(τ) (3.4.39)

を得る。自由粒子状態 Φに作用させると、

Ω†(t)Φ = Φ + i

∫ t

0

dτU†(τ)V S U0(τ)Φ︸ ︷︷ ︸
ΦS(τ)

(3.4.40)

が得られる。未来/過去漸近自由状態の定義は左辺の強極限なので、Møller演算子の存在条件は右辺の広義積
分が強収束する条件 (広義積分可能条件)であるとわかる。
広義積分可能条件は理論の相互作用 V によって異なる。一般論を述べることは難しいので、ここでは逆冪
相互作用

V S(~Q) = C|~Q|
−α

, α > 0 (3.4.41)

によるポテンシャル散乱を考え、これに対して条件を与える34。
漸近自由粒子状態が存在するための逆冪相互作用の条件� �
式 (3.4.41)の相互作用を持つ理論において、漸近粒子状態が存在するための条件は α > 1である。� �

これを示そう。 ∥∥∥∥∫ t

0

dτU†(τ)V S(~Q)ΦS(τ)

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

0

dτ
∥∥∥V S(~Q)ΦS(τ)

∥∥∥
となる。ここで、 ∥∥∥V S(~Q)ΦS(τ)

∥∥∥2 τ→0−−−→ 0 ,

∥∥∥V S(~Q)ΦS(τ)
∥∥∥2 |τ |∼∞−−−−−−→

式(3.2.34)

∫
dDx

|C|2

|~x|2α

(
m

|τ |

)D ∣∣∣Φ̃(m~x/τ)∣∣∣2 + o(1/|τ |)

L
=

[
|C|2

∫
dDp

(
m

|~p|

)2α ∣∣∣Φ̃(~p)∣∣∣2] |τ |−2α
=: C|τ |−2α

が成り立つ。最後の行では ~p = m~x/τ の変数変換を行った。C > 0なので、知りたかった広義積分可能条件

は、広義積分
∫ ∞

dτ |τ |−α の収束条件に等しい。

lim
|t|→∞

∫ t

1

dτ |τ |−α =

{
1

α−1 α > 1

広義積分は発散 0 < α ≤ 1

34|t| → ∞での振る舞いを議論すれば、充分大きい tに対してある数 C > 0, α > 0が存在して、∥∥V S |Φ(τ)〉S
∥∥ ≤ C|t|−α (3.4.42)

となるような、もう少し広い理論でも同様に議論できる。この場合の条件も α > 1となる。
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という事実から示された35。�

ここまでをまとめると、逆冪相互作用が存在する理論でMøller演算子が存在するのはその冪 αが α > 1を
満たす場合のみである。このような相互作用を短距離相互作用と呼ぶ。強い漸近完全性条件 (3.4.15)が成り立
つとき、

Ω±M±
∞(H) =M±

∞(H0) (3.4.44)

が成り立つから、散乱空間と漸近自由粒子空間が一致する。
一方、0 < α ≤ 1の相互作用ではMøller演算子が存在しない。このような相互作用を長距離相互作用と呼
ぶ。この事情から、Coulomb相互作用や Newton相互作用を含む長距離相互作用が存在する理論での散乱問
題の定式化の際には、自由粒子状態に立脚した諸定義や方針の何かしらを変更する必要が生じる。

3.5 長距離相互作用による散乱理論-Dollard形式
前節では短距離相互作用による散乱問題の定式化について概観した。長距離相互作用がある場合の困難は

Møller演算子 (3.3.26)が定義できないことであった。そこでMøller演算子が部分等長演算子かつ繋絡演算子
である、という性質に注目する。この性質を満たす代わりの演算子をうまく定義できれば、その演算子を用
いて散乱を記述できるだろう。Dollardはこのような方針で、Couloumbポテンシャルによる散乱を記述する
散乱理論の数学的な定式化を与えた [104]。その後 Dollardの散乱理論は、より一般的な長距離相互作用によ
る散乱に対しても正当化されるように整備が進められてきた。この散乱理論は Dollard 形式などとも呼ばれ
る36。この節では数学的な厳密性よりも物理的な理解を目指しながら Dollard形式について見ていく。

3.5.1 Dollard演算子

Dollard演算子 Ω±†
D を

Ω±†
D := s- lim

t→±∞
Ω†(t)e−iXt = s- lim

t→±∞
eiHte−i[H0t+Xt] =: s- lim

t→±∞
Ω†

D(t) (3.5.1)

で定める37。ここで Xt は H0 と可換な自己共役演算子で、H0tと比べて小さい寄与を与える演算子とする。
つまり、‖Xt‖/‖H0t‖ → 0, |t| → ∞とする。球対称ポテンシャルによる散乱ではXt はH0 の関数であり、よ
り一般には運動量演算子 ~P の関数と考えてよい。

Dollard演算子が存在すれば式 (3.3.24)のように、これを用いて未来/過去漸近自由粒子空間

H±
∞ =

{
s- lim
t→±∞

Ω†
D(t)f±

∣∣∣∣ f± ∈M∞(H0)

}
(3.5.2)

が定義できる。このとき、代数に基づく散乱理論について考えてみよう。
Aを U0 及び Xt と可換な観測量とする。f ∈ H±

∞ に対して、

〈U(t)f, AU(t)f〉 = 〈eiXtU−1
0 (t)U(t)f, AeiXtU−1

0 (t)U(t)f〉
= 〈ΩD(t)f, AΩD(t)f〉 → 〈Ω±

Df, AΩ
±
Df〉, t→ ±∞ (3.5.3)

が成り立つ。定義から Ω±
Df ∈M∞(H0)となるから、Aに対応する自由粒子理論の演算子が存在する。

35複雑な相互作用がある理論を考えたければ、より数学的に Cauchy列の存在を示すのがいいだろう。T 6= 0として
∀ε > 0,∃ nε ∈ N, s.t. ∀m,n ∈ N with {m > nε} ∧ {n > nε} ⇒

∥∥Ω†(mT )Φ− Ω†(nT )Φ
∥∥ < ε (3.4.43)

となる条件を見つければよい。この例ではそれをするまでもない。
36数学的に整備されていった様子は Reed-Simonの教科書 [97]の Notesが詳しい。
37変形Møller演算子や、単にMøller演算子などとも呼ばれる。
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Xt が H0 の関数なら、Xt と Aの可換性は H0 と Aの可換性から常に成り立つ。Dollard演算子に対して
弱い漸近完全性条件H±

∞ =M∞(H)を仮定すると、式 (3.5.3)は任意の f ∈M∞(H)に対して成り立つ。し
たがって代数に基づく散乱理論を記述する上で完全と言える。一方 Xt が H0 の関数でない場合は Xt と可換
な、ある限られた観測量に対してのみ成り立つので注意が必要だ。

Dollard演算子の縮退
H0 の関数である自己共役演算子の Z を各時刻で Xt に加える自由度があるから、Dollard演算子を定める

Xt は一意に定まらない。さらに一般には、{Zt}t∈R の族で

s- lim
t→∞

(
e−iZt − e−iZ

)
= 0 (3.5.4)

を満たすものを各時刻の Xt に加える自由度がいつでもある。つまり、Z を選ぶ自由度に加えて Zt を選ぶ自
由度があり、Dollard演算子は無限に縮退している。しかしこれは物理的な状態が射線の元であることを考え
れば、物理的には一意である38。

3.5.2 Dollard演算子の構成法

Dollard演算子を定義するためには、どのような {Xt}t∈R を与えればよいだろうか。Møller演算子を一般
化した波動演算子-wave operator の存在条件として、Cook の基準というものがある。これにしたがって
Dollard演算子の存在条件を確認しよう。

Cookの基準� �
波動演算子を

f±(A,B; ΠM) := s- lim
t→±∞

eiAte−iBtΠM =: s- lim
t→±∞

V †
t WtΠM (3.5.5)

で定める。部分空間Mの部分集合 D が以下の 3つの条件を満たすとき、f(A,B; ΠM)が存在する。

(1) Mの任意の元が、D の元の線型結合からなる点列の極限として表せる。
(2) 任意の t ∈ R, f ∈ D に対してWtf ∈ dom(A) ∩ dom(B)が成り立つ。
(3) 任意の f ∈ D に対して

∫∞
1
‖(A−B)Wtf‖dt <∞が成り立つ。� �

Cookの基準の証明の流れを見ていく。f ∈ Dを任意に取る。仮定 (2)は、V †
t Wt が任意の tに対して存在し、

微分可能であることを保証する。したがって、

d

dt

(
V †
t Wt

)
f = (

d

dt
V †
t )Wtf + V †

t (
d

dt
Wt)f = iV †

t (A−B)Wtf (3.5.6)

が成立する。適当な時刻 t > s > 1に対して

V †
t Wtf − V †

sWsf =

∫ t

s

dτ
d

dτ

(
V †
τWτ

)
f = i

∫ t

s

dτV †
t (A−B)Wtf (3.5.7)

となるからそのノルムについて∥∥∥V †
t Wtf − V †

sWsf
∥∥∥ ≤ ∫ t

s

dτ‖(A−B)Wtf‖ (3.5.8)

38Reed-Simon は彼らの教科書 [97] の Notes で、前方散乱の散乱行列の解析性からこうした縮退が解ける可能性を提案している。
これは Coulomb散乱に対しては正しいらしい。本論で提案する散乱理論のドレス状態による QEDの解析でもそれらしい結果が得られ
る。その他のドレス状態形式では、このような自明な無限自由度も含めて漸近対称性としてしまうことがあるが、式 (2.2.43)の精神の通
り、自明な部分を取り除いたものを漸近対称性と考えるべきだろう。
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が成り立つ。仮定 (3)から、
{
V †
t Wtf

}
t∈[1,∞)

は D で張られる空間の上での Cauchy列である。仮定 (2)か

ら、任意の g ∈ Mに対してこれに収束する Cauchy列
{
V †
t Wtf

}
t∈[1,∞)

を作る f ∈ D が存在するから、極

限 s- lim
t→±∞

eiAte−iBtΠM が存在する。�

波動演算子 f±(A,B;M)が存在するとき、f±(A,B;M)に備わる以下の重要な性質が証明できる。

(a) f±(A,B;M)は始集合をMとする部分等長演算子である。
(b) f±(A,B;M)の終集合を N と定めると、次が成り立つ。

f†
±(A,B;M) = f±(B,A;N ) . (3.5.9)

(c) f±(A,B;M)は Aと B を繋ぐ繋絡演算子である。

これらの性質は、短距離相互作用の下でMøller演算子が備える性質そのものである。したがってf†
±(A,B;M)

が存在すれば、これを使って第 3.4節の議論が再現できる。
Cookの基準を A = H,B = H0+Xt/tに適用して、Xt を決定する条件を考える。Φ ∈M∞(H0)に対して

d

dt
Ω†

D(t)Φ = iU−1(t)

[
H −H0 −

d

dt
Xt

]
U0(t)e−iXtΦ = U−1(t)

[
V − d

dt
Xt

]
U0(t)e−iXtΦ (3.5.10)

が成り立つ。したがって Cookの基準における A−B に対応するものは V − d
dtXt であり、Wt に対応するも

のは e−iH0te−iXt である。Cookの基準から、関数 F : t 7→
∥∥(V − d

dtXt

)
e−iH0te−iXtΦ

∥∥ ∈ L1((T,∞))とな
る T ∈ R+ が存在するとき、Dollard演算子 Ω+

D が存在する。ノルムを評価すると、

F (t) ≤ (2π)−n/2
∫

dnx
∫

dnp
∥∥∥∥(V (x)− d

dt
Xt(~p)

)
exp
[
−i
(
p2

2m
t− ~p · ~x+Xt(p)

)]
φ̃(~p)

∥∥∥∥ (3.5.11)

が得られる。鞍点法から、tが大きいところでは

~̃x(~p, t) :=
t

m
~p+ ~∇pXt(~p) (3.5.12)

付近の寄与が支配的である。したがって Xt(~P )が非線形微分方程式

d

dt
Xt(~p) = V (~̃x(~p, t)) = V (

t

m
~p+ ~∇pXt(~p)) (3.5.13)

を満たす関数の乗算演算子であれば、Dollard演算子の存在が保証される。
式 (3.5.13)を解くのは難しい場合も多いが、lim

t→∞
F (t) = 0を要請する必要はない。条件はF (t) ∈ L1([T,∞))

なので、相互作用に応じて適切な近似を行ってXtを決定すればよい。39。例えば、V (x) = C|~x|−α , α ∈ (1/2, 1]

に対しては非線形項を落として
d

dt
Xt(~p) = V (

t

m
~p) (3.5.14)

を満たす Xt を選べば Dollard演算子が定まることが知られている。
Dollard形式ではこのように、微分方程式 (3.5.13)をまず解析して Dollard演算子を構成し、これを用いて
散乱行列を定義する。短距離相互作用の散乱は F (t) ∈ L1([T,∞))が自明に満たされる例として含まれる。

決定方程式の物理的な意味
最後にXt の決定方程式 (3.5.13)の物理的意味を考えよう。変数の区別のため以下では時間微分を偏微分に
書き換える。Wt := H0t+Xt とすると

∂Wt

∂t
= V (

∂Wt

∂p
) +

p2

2m
(3.5.15)

39この自由度は Dollard演算子の縮退について議論した通り。
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が得られる。右辺が充分遠くの過去/未来のハミルトニアン H∞ であることに注意してWt = −St に書き換
えると、

H∞(p,
∂St
∂p

) = −∂St
∂t

(3.5.16)

が得られる。これは Hamilton-Jacobi方程式に他ならない。Dollard形式は、Hamilton-Jacobi方程式に従う
Hamilton主関数 St を用いて Dollard演算子を

Ω±†
D := s- lim

t→±∞
eiHteiSt (3.5.17)

と定め、散乱を記述する方法であるといえる。言い換えれば、充分遠くの未来/過去でのハミルトニアン

H∞(t) =
p2

2m
+ V ([~QSt](p)) (3.5.18)

を用いて構成した Dollard演算子

Ω±†
D = s- lim

t→±∞
eiHt exp

[
−i
∫ t

T

dτH∞(τ)

]
(3.5.19)

によって定める漸近自由粒子状態を用いて散乱を記述する方法である。
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第 4章

特殊相対論的な量子散乱理論

4.1 特殊相対論的な場の量子論の枠組み
この節では、特殊相対性原理と量子力学の枠組みの両立を目指して構築されてきた場の量子論の枠組みにつ
いてごく短く紹介する。参考にした書籍は主に [56, Weinberg], [105, Duncan], [98, Strocci]である。[106, 九
後], [107, 磯]の影響も受けているかもしれない。
特殊相対性理論では、時空をMinkowski時空M1,3 = (R4, ηab)として扱う。特殊相対性原理によると、あ
る Descartes 座標系を張る基準慣性観測者と、その座標系と Poincaré 変換で結ばれる座標を張る観測者は
「同じ現象」を記述する。つまり、これらの観測者は互いの観測した量について比較して、合意を得ることが
できる。全ての慣性観測者間でこれが可能なように、記述するべき量は Poincaré変換で不変な量、または共
変/反変な量となる。古典的にはこのために、基本的な理論の構成要素として Minkowski 時空におけるスカ
ラー場、スピノル場、ベクトル場、テンソル場が扱われる。これらの言葉はその共変性の分類に基づく。ま
た、不変量の存在を用いてゲージ場を導入することもできる。これらの構成要素から理論を構成し、観測する
Poincaré変換の不変量や共変量を記述するのが古典的な特殊相対性理論である。
量子力学にこの原理を持ち込むことを考える。量子力学の構成要素は状態とそれに作用する演算子である。

Poincaré変換に対する共変量と不変量で状態を特徴付けるために、Poincaré代数の生成子を考える。1粒子
状態を記述する共変量として、並進変換の演算子としての 4元運動量が取れる。また、1状態を分類する不変
量として、4元運動量の 0成分の符号・質量・内部自由度がとれる。未来に進んでいく実質量を持つ粒子に理
論を限り、運動量以外の連続自由度を許さないことにすると 1粒子状態は、整数または半整数スピンを持つ有
質量/無質量粒子の状態に分類される。従って 1粒子状態は 4元運動量 pµ とスピン σ を使って、

Ψ = Ψp,σ (4.1.1)

とかける。電荷などその他の不変量があれば、状態はさらに分類されることになる。
次に、Minkowski時空における場の変換則を満たすもので演算子を構成することを考える。非相対論的な
量子力学では、演算子はブラとケットの２つ組で構成できるのだった。しかしこれは局所性・因果性が組み込
まれている特殊相対論の枠組みでは行えない。他粒子状態で作る２つ組で相互作用演算子を作ると、極めて非
局所的な理論が出来上がってしまうからだ。そこでその代わりに、各状態を真空に生成演算子を施すことで得
られる状態とし、相互作用演算子を生成/消滅演算子を使って構成する。この相互作用演算子は共変性を満た
すように場を使って構成すればよい。
このように、状態を 4元運動量・スピン・その他の内部自由度を含む粒子を生成させる演算子を真空に施す
ことで構成し、演算子を生成/消滅演算子を含む場の演算子で構成するという手続きをとることで特殊相対性
原理を量子力学に持ち込んだものが、特殊相対論的な場の量子論である。本論文では他の対称性を扱う場の理
論を考えないので、単に場の量子論といった場合にはこれを意味することとする。
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4.2 場の量子論における散乱問題
前節で述べた通り、場の量子論は特殊相対性原理を尊重した普通の量子力学である。したがって散乱理論の
大枠は変更を受けない。ここでは非摂動ハミルトニアンとして自由粒子ハミルトニアンを採用し、相互作用が
自由粒子に対する摂動的と扱えるような、自由粒子描像に基づいた散乱問題を考える。
nで粒子種を表すことにして、自由ハミルトニアンは

H0 :=
∑
n

∫
d3pEn(p)a

†(p, σn, n)a(p, σn, n) (4.2.1)

で定まる。ここで

En(p) := p0 =

{√
m2
n + |~p|2 , p2 = −m2

|~p| , p2 = 0
(4.2.2)

を定めた。無質量粒子に対しては、k2 = 0 , k0 =: ω などと区別して表すこともある。自由場の理論はハミル
トニアンが式 (4.2.1)で与えられるように組まれる。
ハミルトニアン密度を (x− y)2 ≥ 0の場合に

[H (x),H (y)] = 0 (4.2.3)

となるように場の演算子 {Ψ`(x)}を用いて構成する。これを用いて相互作用演算子を

V (t) =

∫
d3xH (Ψ`,Ψ

†
`;x) (4.2.4)

と定めれば、Poincaré対称性とエルミート性が担保できる。
次に、粒子描像について考える。演算子は場で構成されるため、Heinsenberg描像での演算子 O(~x, t)は粒
子描像の演算子と

O(~x, t) = Ω†(t)OI(~x, t)Ω(t) (4.2.5)

で結ばれる1。量子力学でH = H0 + V による発展を考えるとき、V が短距離相互作用なら遠方ではH0 の理
論であるように見做せた。しかし場の量子論では、相互作用の存在下では自己相互作用によって遠方でもその
H0 の理論であるようには見做せない。このため粒子描像を用いるためには、自己相互作用を繰り込んで作っ
た Ȟ0 の理論を用いる必要がある。つまり、場の量子論では相互作用のある理論は強収束の意味では自由場の
理論に落ち着かないのである。したがって厳密には代数に基づく散乱理論を考えることになるが、極限で成り
立つ等号を弱収束の意味だと了解することで形式的には状態に基づく散乱理論のように定式化することができ
る。多くの物理の教科書でこの記法が用いられている。
量子力学の例で、時刻 t = 0 で位置 ~x ∼ ~x0 付近に局在する自由粒子状態は、|t| → ∞ では運動量

~p ∼ m

t
~x0 を持つ平面波となることを見た。したがって波束の幅を無視できる程充分小さいものと考えること

で、Heisenberg表示では運動量固有状態
~PΦ~p = ~pΦ~p (4.2.6)

を散乱状態と見做せる。つまり、

H0 ≡M∞(H0) ∼ Span

{
Φ~p , ~p ∈ R3

∣∣∣∣∣ ~P 2

2m
Φ~p =

~p 2

2m
Φ~p

}
(4.2.7)

1場の量子論の理論構成には Heisenberg描像を使うのが最も理解しやすいため、Heisenberg描像を区別する添字は使われないこと
が多い。
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としてよい2。この意味で、Møller演算子が存在するとき漸近自由粒子状態は

HΨ±
~p = HΩ†

±Φ~p = Ω±H0(~P )Φ~p =
~p 2

2m
Ψ±
~p (4.2.8)

となり、エネルギー固有状態で張られる空間に属すると考えてよい。弱い漸近完全性条件が成り立てば、

Ω†
±H0 =M∞(H) = Hac(H) ≡ H (4.2.9)

となって、散乱問題で考える元の理論の Hilbert空間は、運動量固有状態で張られるもので近似できる。この
ため、運動量 ~pi を持つ粒子 iの生成演算子を真空に作用させていくことで構成される Hilbert空間：Fock空
間HF(H0)が自由粒子状態を表す。すなわち、

HF =M∞(H0) ≡ H0 . (4.2.10)

場の量子論でもこのように考えて散乱問題を記述する。先に述べたように、自由場の理論の状態は真空に生
成演算子を作用させることで構成される Hilbert空間：Fock空間 HF(H0)の元である。それと同じスペクト
ルを与えるが異なる Fock空間HF(Ȟ0)があって、

HF(H0)
w
= HF(Ȟ0)

Ω†

−−→ Hac(Ȟ0 + V̌ )
繰り込み←−−−−− Hac(H0 + V ) ≡ H (4.2.11)

と考えて議論するのが、標準的な散乱問題の取り扱いである。このとき、代数的な意味での漸近的完全性は仮
定してある。これを単にMøller演算子の作用が

Ω† : HF 7→ H (4.2.12)

であると省略して書くのが標準的な記法である。

4.3 Kulish-Faddeevのドレス状態形式
序論で述べたとおりドレス状態形式の論文は数多くある。その中で最も有名なものが Kulish-Fadeevのド
レス状態形式である [25]。ドレス状態形式のことを単に Kulish-Faddeev形式という流儀もある。しかしドレ
ス状態形式はそれぞれ異なる仮定を課したもの、異なる性質を持つものなど、実際は多種多様である。
ドレス状態形式を扱う人によって用語や方法、解釈に差異が多く見られるので、ここでは Kulish-Faddeev
の原論文そのものの説明を行い、我々の用いる用語を確認する。その後で、提案する散乱問題の定式化を行う
ことで、混乱は少なくなるだろう。

4.3.1 Fock基底での Dysonの散乱行列

Kulish-Faddeevの論文を見る前に、通常の散乱問題について振り返ってみよう。適宜 3章を参考にすると
よい。

Møller演算子 Ω†
± の存在と、それぞれが完全であることを仮定する。このとき、未来/過去漸近自由粒子空

間H±
∞ は興味ある未来/過去散乱空間M±(H)と一致する3。すなわち、

Sas
βα = 〈Φ+

β |Φ
−
α 〉 ≡ 〈Ψ+

β |Ψ
−
α 〉 = Sβα . (4.3.1)

散乱理論ではこの散乱行列を求めることが主題と言える。強い漸近完全性が成り立つとき、

H±
∞ ≡ H∞ =M∞(H) ≡ H (4.3.2)

2数学的には、Schwartz空間S (R3)と稠密性から元の Hilbert空間を構成するというのを省略しているといったところだろう。
3Weinbergの教科書では Lippman-Schwinger方程式の正則化で与える ±iεの符号に合わせて、入射状態を Ψ+ ∈ M−

∞(H)放射
状態を Ψ− ∈ M+

∞(H)で表すが、本論文では過去を −未来を +で表すように決める。
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のように、未来/過去散乱空間はどちらも同じになり、散乱空間を理論の Hilbert空間Hと見做して議論を進
めてもよい。標準的な散乱理論ではここまでを仮定する。
散乱の状況として、基準の時刻 t = 0から充分遠くの過去の状況に対応する入射状態 |Ψ−

α 〉が散乱を経て、
充分遠くの未来での状況に対応する放射状態 |Ψ+

β 〉へ遷移する過程を考えたい。Møller演算子を使うと入射/
放射状態と自由粒子状態が

Ω± |Ψ±
α 〉

w
= |Φα〉 (4.3.3)

で結ばれる。これを使うと、

Sβα = 〈Ψ+
β |Ω

†
+Ω+Ω

†
−Ω−|Ψ−

α 〉 = 〈Φβ|SD|Φα〉 , SD = Ω+Ω
†
− = T exp

[
−i
∫ ∞

−∞
dτ V I(τ)

]
(4.3.4)

となる。Dysonの散乱演算子は HF → Hの写像と H → HF の写像の合成だから、SD は HF から HF への
写像である。式 (4.3.4)が粒子描像における散乱行列である。

Dysonの散乱演算子は広義積分で定義されている。量子力学の Coulomb散乱で見たように、長距離相互作
用による散乱ではこの広義積分は収束しない。実際、量子電磁気学 (QED)では赤外発散によってこれは収束
せず、式 (4.3.4)の散乱行列は存在しない。Coulomb散乱では位相の発散が現れるのみだったが、QEDでは
さらに状況は悪く、絶対値にも無限大が現れてしまう。

4.3.2 Kulish-Faddeev形式

2章で見たように、場の量子論の赤外発散に対応する標準的な方法は、無数の軟粒子の放出過程を考慮する
Bloch-Nordsieck形式である。この方法を使えば有限の遷移確率が計算できるものの、散乱行列は定義されな
いままである。
そこで、赤外有限な散乱行列を定義する向きの研究も起こった。Chungは漸近状態として自由粒子状態で
はなく、無数の光子が取り巻くコヒーレント状態を考えることで Dysonの散乱行列の絶対値が赤外有限とな
ることを示した [20]。Chungの論文はドレス状態を用いることで散乱行列が定義される可能性を指摘した点
で非常に重要であり、ドレス状態形式の始まりと言える。一方、彼の議論は赤外有限となる漸近状態を手で与
えるものであり、漸近状態を選ぶための指導原理がなかった。そのため可能な漸近状態が無数に存在し、有用
な予言を引き出すことができない。また、位相の発散については単に無視するという手法をとる点も、散乱行
列の定義を目指す上では不満が残る。
その後 Kibble は 1968 年に、Chung の考案したドレス状態の属する Hilbert 空間に関する議論を行っ
た [21–24]。Chungが提案したドレス状態は Fock空間には属さず、より広い Hilbert spaceに属することが
示された。この Hilbert空間は von Neumann空間と呼ばれる。Fock空間が真空に生成演算子を N 個作用さ
せて構成される Hilbert空間HN の直和からなる可分な Hilbert空間であるのに対し、von Neumann空間は
HN のテンソル積からなる不可分な Hilbert空間である。Kibbleはさらに、von Neumann空間のうちの可分
な部分空間：Kibble空間の元から、別の Kibble空間の元への写像を与える演算子として散乱行列を新たに定
義した。しかしこの Kibbleのドレス状態形式は、その構成が荷電粒子の詳細な発展に依存するため実行が困
難であるという実用上の問題があった。またさらに重要な問題として、α → αの過程が記述できないという
特徴がある。

Chungの論文が出版されるわずか 1年前の 1964年に、Dollardによって量子力学の Coulomb散乱におけ
る散乱行列の数学的な定式化が達成された [104]。この方法は 3章で説明した通り、遠い過去/未来での相互
作用を考慮してMøller演算子を修正する方法である。Kulish-Faddeevは 1970年にこれらの状況を踏まえて
新たなドレス状態形式を提案した [25]。彼らの発想は、Dollard の方法と Chung の方法を合わせることで、
Kibbleのドレス状態形式の困難を解決し、Chungのドレス状態にさらに制限を与えるのではないかというも
のである。すなわち、漸近状態と散乱演算子を共に再定義することで、Fock空間の元から Fock空間の元への
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遷移を与える赤外有限な散乱行列が構成できるのではないかと考えた。
この小節では Kulish-Faddeevが与えたドレス状態形式の説明を行う。好意的に解釈を行うことはいつでも
可能だが、それによって元々の議論が曲解されることや、定義が多義的になって混乱を生むことが散見される
ので、ここでは論文での主張をそのまま解説することにする4。そして次の小節で指摘する箇所については、
式の初めに “!”の記号をつけることで強調しておく。

Kulish-Faddeevの漸近相互作用
さて、これから具体的に Kulish-Faddeevによるドレス状態形式を見ていく。彼らの用いたラグランジアン
は次の Feynmannゲージを取った共変的なものである。

! : L = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂µAµ)

2 − Ψ̄(γµ∂µ +m)Ψ− ieΨ̄γµΨAµ + Lc . (4.3.5)

ここで Lc は繰り込みの相殺項である。相互作用表示でのベクトル場 ãµ(x) := Ω†(t)Ãµ(~x)Ω(t)およびスピノ
ル場 ψ(x) := Ω†(t)Ψ(~x)Ω(t)はそれぞれ

ãµ(x) =

∫
d3k

(2π)3/2
√
2ω

∑
h̃

(
εµ(~k, h̃)e

ik·xa(~k, h̃) + ε∗µ(
~k, h̃)e−ik·xa†(~k, h̃)

)
, k0 = |~k| =: ω (4.3.6)

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3/2

∑
σ

(
uσ(~p)eip·xbσ(~p) + vσ(~p)e−ip·xd†σ(~p)

)
, p0 =

√
m2 + |~p|2 =: Ep (4.3.7)

で表せる。ここで、h = {+,−} をヘリシティ ±1 の横波モード、I = {S,L} をスカラーモード、縦波モー
ドとして h̃ = {h, I}で表した。以後チルダ (˜)は非物理モード I を含むことを明示する記号として用いる。
a(~k, h̃) は運動量 ~k, モード h̃ の光子の消滅演算子であり、bσ(~p), dσ(~p) はそれぞれスピン σ, 運動量 ~p を持
つ電子，陽電子の消滅演算子である。ベクトル場の偏極ベクトル εµ(~k, h̃) の性質や、スピノル場の係数関数
uσ(~p), vσ(~p)の性質は付録 E.3に記す。

QEDの相互作用は次のものである。

Ṽ I(t) = ie

∫
d3xãµ(x)ψ̄(x)γ

µψ(x) . (4.3.8)

Kulishと Faddeevはこの相互作用の |t| → ∞での漸近形を考え、それを漸近相互作用 Ṽas と名付けた。
相互作用を場を用いて書き下すと、

Ṽ I(t) = ie

∫
d3x

∑
h̃σσ′

∫
d3k d3p d3q

(2π)9/2
√
2ω

[
aµ(~k, h̃)eik·x

{
ei(p+q)·xv̄σ(~p)γµuσ′(~q)dσ(~p)bσ′(~q) + e−i(p+q)·xūσ(~p)γµvσ′(~q)b†σ(~p)d

†
σ′(~q)

+ ei(p−q)·xv̄σ(~p)γµvσ′(~q)d†σ(~p)dσ′(~q) + e−i(p−q)·xūσ(~p)γµuσ′(~q)b†σ(~p)bσ′(~q)

}
+ h.c.

] (4.3.9)

を得る5。ここで ~xについて積分を行い、それに伴って現れる運動量のデルタ関数を用いて ~q 積分まで行う。
式 (4.3.9)の 1行目について、指数関数の肩にある tの係数は ω ± (Ep +Ep±k)で与えられる。これは常に
正なので、1行目の相互作用は激しい振動によって全て消えると考える。これは Dollard形式で鞍点とならな
い項を無視するのと同様である。

2行目の tの係数は ω ± (Ep −Ep±k)で与えられる。これは ω = 0で 0となるため無視できないと考える。
そこで ω = 0の部分を抜き出して漸近相互作用を定義した。すなわち |t| ∼ ∞での漸近形

! : V I(t) ∼ Ṽ Ias(t) := e
∑
h̃

∫
d3k

(2π)3/2
√
2ω

∫
d3pρ(~p) vµp [aµ(

~k, h̃)eik·vpt + (h.c.)], (4.3.10)

4ただし、定義や記法は本論文のものに合わせる。そうすることで本論文での定義や記法と、その他の論文でのそれらを比べることも
できるはずだ。

5aµ(k, h̃) := εµ(k, h̃)a(k, h̃)とした。
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vµp := pµ/Ep , Ep :=

√
m2 + |~p|2 , ρ(~p) :=

∑
σ

[
b†σ(~p)bσ(~p)− d†σ(~p)dσ(~p)

]
(4.3.11)

によって漸近相互作用を定めた。これは

Ṽ Ias(t) =

∫
d3x ãµ(x)j

µ
cl(x) , j

µ
cl(x) = e

∫
d3pvµpρ(~p)δ

3(~x− ~vpt) (4.3.12)

とも表せる。したがって充分遠い過去/未来では個々の独立な荷電粒子に光子が結合しているように見える。

Kulish-Faddeevの漸近散乱演算子
Kulish-Faddeevは Dollardに倣って、漸近ハミルトニアン Has := H0 + Ṽas による発展演算子から散乱行
列を再定義した。自由ハミルトニアンによる発展演算子は式 (3.1.57)、つまり

i∂tU0(t) = HS
0U0(t) (4.3.13)

を満たす。漸近相互作用を取り入れて、H0 を Has に変えると、

i∂tUas(t) = HS
asUas(t) (4.3.14)

となる。Kulish-Faddeevはこの微分方程式を Uas(t) = e−iHS
0 tZ̃(t)の仮定を置いて解いた。この仮定から、

i
d

dt
Z̃(t) = Ṽ Ias(t)Z̃(t) (4.3.15)

が得られ、形式解が

Z̃(t) = T exp
[
−i
∫ t

∂KF

dτ Ṽ Ias(τ)

]
(4.3.16)

と与えられる。∂KF は微分方程式に課す境界条件を表す。これは次のように解ける。

Z̃(t) = exp
[
−i
∫ t

∂KF

dτ Ṽ Ias(τ)−
1

2

∫ t

∂KF

dτ

∫ τ

∂KF

dτ ′ [Ṽ Ias(τ), Ṽ
I

as(τ
′)]

]
. (4.3.17)

この境界条件として、有限時間を T とするとき Vas(T )が運動量演算子と非可換だから、Poincaré対称性か
ら |t| ∼ ∞の効果のみを含むと考えた。そこで、積分の下端の寄与を手で取り除き、

! : Z̃(t)
∂KF= eR̃(t)eiθ(t) , (4.3.18)

R̃(t) :=

∫
d3k

∫
d3p

∑
h̃

[f̃(p, k, h̃; t)a†(~k, h̃)− (h.c.)] , (4.3.19)

f̃(p, k, h̃; t) :=
eρ(~p)

(2π)3/2
√
2ω

p · ε∗(k, h̃)
k · p

e−ik·vpt , (4.3.20)

iθ(t) := i
e2

8π

∫
d3p

∫
d3qρ(~p)ρ(~q)

p · q√
(p · q)−m4

∫ t dτ

τ
(4.3.21)

を採用する。Poincaré対称性を尊重するために運動量積分は全て全域を渡るが、関係式

lim
t→±∞

1

vp · k
eik·vpt = ±iπδ(k · vp) (4.3.22)

のために、この境界条件の下では ω ∼ 0のものが抜き出される。
R̃(t)またはこれを指数関数の肩に乗せたもの：

Df̃(t) := exp

∫ d3k

∫
d3p

∑
h̃

[f̃(p, k, h̃; t)a†(~k, h̃)− (h.c.)]

 (4.3.23)
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をドレス演算子と呼ぶ。これは量子力学でコヒーレント状態を作る際の真空の並進演算子-displacement
operatorと同じ形をしている。量子力学におけるコヒーレント状態の性質は付録 Aに置く。iθ(t)は無限大
の位相因子であり、後で見るように散乱行列の位相の発散を取り除く役割を担う。
発展演算子 Uas を得たので、これを使って散乱演算子を次のように定義した。

SKF := lim
t′→∞ , t→−∞

Sas
KF(t

′, t), (4.3.24)

Sas
KF(t

′, t) := Z̃†(t′)S(t′, t)Z̃(t) , S(t′, t) := T exp

[
−i
∫ t′

t

dτ V I(τ)

]
. (4.3.25)

式 (4.3.22)より
lim

t→±∞
R̃(t) = 0 (4.3.26)

となるので、SKF は t→ ±∞の極限が存在すれば次のように定まる。

SKF = e−iθ(∞) SD eiθ(−∞) . (4.3.27)

Kulish-Faddeevの漸近状態
Kulish-Faddeevの散乱演算子 SKF は Df̃(t) を含む演算子の |t| → ∞の極限として定義される。極限が収
束するように漸近状態の属する Hilbert空間を考えよう。
Z̃ は荷電粒子と光子を混ぜないので、HF = Hψ ⊕Hγ のように荷電粒子と光子の Hilbert空間に分解して
考えるのが便利だ。真空は荷電粒子の真空 |0; ψ〉と、光子の真空 |0; γ〉の直和と考え、|0〉 = |0; ψ〉 |0; γ〉と
表すことにする。漸近状態が荷電粒子を含む自由粒子状態

HF 3 |Φα〉 = |ψα〉 |0; γ〉 := b†σ1
(~p1) · · · b†σN

(~pN )d
†
s1(~q1) · · · d

†
sM (~qM ) |0; ψ〉 |0; γ〉 (4.3.28)

で与えられる場合を考える。このとき、

Df̃(t) |Φα〉 = |ψα〉 ⊗ |f̃α(t)〉 , |f̃α(t)〉 := Df̃α(t) |0; γ〉 (4.3.29)

Df̃α(t) := exp

∑
h̃

∫
d3k[fα(k, h̃; t)a

†(~k, h̃)− h.c.]

 , (4.3.30)

f̃α(k, h̃; t) :=
∑
n∈α

en

(2π)3/2
√
2ω

pn · ε(k, h̃)
k · pn

e−ik·vnt , vµn := pµn/En , En :=

√
m2 + |~pn|2 (4.3.31)

が得られる。ここで整数 nは荷電粒子を指定する添字である。これらの表式は荷電粒子の種類を増やす場合
は質量をm→ mn とすればそのまま使える。これはまさに光子のコヒーレント状態である。荷電粒子が存在
する場合 ∑

h̃

∫
d3k
∣∣∣f̃(~k, h̃; t)∣∣∣2 =∞ (4.3.32)

となるので、SKF は Fock空間上の演算子としては定義されない。このことから、漸近状態についても自由粒
子状態からドレス状態に変更する必要があると考える。
量子力学を思い出すと、式 (4.3.32)の左辺は光子の平均粒子数を表す。一般に無限個の光子がコヒーレント
にまとわりついた状態が属する空間を、 ∑

h̃

∫
d3k
∣∣∣α(~k, h̃)∣∣∣2 =∞ (4.3.33)

を満たすドレス演算子の関数 αで特徴付けられた空間

Has
α = DαHF (4.3.34)
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と表すことにしよう。Chungや Kibbleのドレス状態はこのような空間に含まれる。
Kulish-Faddeevは漸近状態が SKF が定義されるような Has

α に属すると考えた。そのような Hilbert空間
の元から、物理的な漸近状態 |ΨKF

α 〉〉 ∈ Hphys
as ⊂

⊕
α

Has
α は

|ΨKF
α 〉〉 := D†

g̃α
|Φα〉 , Dg̃α := exp

∑
h̃

∫
d3k[gµα(

~k)εµ(~k, h̃)a
†(~k, h̃)− (h.c.)]

, (4.3.35)

gµα(
~k) :=

∑
n∈α

φn(k, pn)en

(2π)3/2
√
2ω

( pµn
pn · k

+ k̄µ
)

(4.3.36)

を選ぶ。ここで、φn(k, pn)は SKF の収束条件

! : −1

2

∑
h̃

∫
d3k
∣∣∣g̃α(~k, h̃)− f̃α(~k, h̃; t)∣∣∣2 <∞ , Im

∑
h̃

∫
d3kg̃∗α(

~k, h̃)f̃α(~k, h̃; t)

 <∞ (4.3.37)

を満たす限り任意の関数である。これは ω ∼ 0の周りで 1の値を返す関数で実現できる。また、g̃α(k, h̃) :=
gµα(

~k)εµ(~k, h̃)を定めた。k̄µ は k̄ · k = −1となるヌルベクトル

k̄µ =
1

2ω
(1,−~̂k ) (4.3.38)

である。k̄µ は漸近状態から非物理的なモード I = {S,L}排除するための自由 Gupta-Bleuler(GB)条件：

! : kµεµ(~k, h̃)a(~k, h̃)|ΨKF
α 〉〉 = 0 , ∀(~k, h̃) (4.3.39)

を要請するために導入された。この条件は漸近状態の式 (4.3.35)に kµg
µ
α = 0の条件を与える。

ここまでで散乱演算子と漸近状態を定めた。Kulish-Faddeevはこれを用いて散乱行列 SKF
βα を

SKF
βα := lim

t′→∞ t→−∞
〈〈ΨKF

β |Sas
KF(t

′, t)|ΨKF
α 〉〉 = lim

t′→∞ t→−∞
〈Φβ|Dg̃αZ̃

†(t′)S(t′, t)Z̃(t)D†
g̃α
|Φα〉 (4.3.40)

と定めた。tの極限が収束するなら、式 (4.3.26)を考慮して

! : SKF
βα = 〈〈ΨKF

β |e−iθ(∞) SD eiθ(−∞)|ΨKF
α 〉〉 = 〈Φβ| e−iθ(∞)Dg̃α SDD

†
g̃α

eiθ(−∞) |Φα〉 (4.3.41)

と表せる。無限大の位相因子は当初の期待通り、散乱行列に現れる無限大の位相を打ち消してくれる。式
(4.3.41)の赤外有限性は広く受け入れられているが、Kulish-Faddeevの議論は不完全である。

4.3.3 Kulish-Faddeev形式のいくつかの問題点

Chungは QEDの漸近状態が

|ΨCh
α 〉〉 := exp

[∑
h=±

∫
d3k

[
fα(~k, h; t = 0)a†(~k, h)− (h.c.)

]]
|Φα〉 = Dfα(t=0) |Φα〉 , (4.3.42)

fα(~k, h; t) :=
∑
n∈α

en

(2π)3/2
√
2ω

pn · ε(k, h)
k · pn

e−ik·vnt (4.3.43)

で与えられる場合、|〈〈ΨCh
β |SD|ΨCh

α 〉〉| が赤外発散を持たないことを証明していた [20]。
そこで Kulish-Faddeevは、漸近状態 |ΨKF

α 〉〉の赤外部分 ω ∼ 0が Chungの漸近状態 |ΨCh
α 〉〉と等価である

ことを議論し、SKF
βα の赤外有限性の証明とした。その議論では、H

Phys
as がゲージ変換で不変であること、お

よび |ΨKF
α 〉〉がゲージ変換で |ΨCh

α 〉〉に移れることが重要である。しかし実際には非物理的なモードの存在に
よって一般の荷電粒子が存在する状態ではこれが不可能である。そのため赤外有限性の証明は不完全である。
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このことは “!”付きの式 (4.3.5)と (4.3.39)と深く関係している。彼らのラグランジアン (4.3.5)にはゲー
ジ固定項が含まれるが、ゴースト項が含まれない。このような理論でも、自由 GB条件 (4.3.39)によって理
論から非物理的モードが取り除けると考えられていた。しかし QEDには長距離相互作用があるため、自由粒
子状態に課す条件が漸近状態に適用されるべきかは非自明である。
平井・杉下はこの疑問に答えるため、理論にゴースト項を入れて BRS電荷の漸近的な振る舞いについて議
論し、次のように結論した [35]。QEDでの非物理的状態を禁止するゲージ不変条件は自由 GB条件とは異な
る、次の BRS条件である。

lim
|t|→∞

G(~k, h̃, t)|Ψas〉〉 = 0 ,∀ (~k, h̃) (4.3.44)

G(~k, h̃, t) := kµεµa(~k, h̃)− %(~k, t) , %(~k, t) :=
∫
d3p

eρ(~p)e−ik·vpt

(2π)3/2
√
2ω

. (4.3.45)

%は GB条件で無視されてきた漸近相互作用の効果を表し、漸近状態が非物理的光子のコヒーレント状態であ
ることを要請する。そのため、このような漸近状態は Chung状態と等価にならない。
|ΨKF
α 〉〉の αが荷電粒子を含む場合では BRS条件 (4.3.44)は満たされないため、ゲージ対称性の観点から

はよい漸近状態でない。一方、多くの論文で「Kulish-Faddeevのドレス状態」と呼ばれている状態

|Ψ“KF”
α (t)〉〉 := Df̃(t) |Φα〉 , |t| ∼ ∞ (4.3.46)

は、全電荷が 0であるような αに対しては条件が満たされる。このことから平井・杉下は、gµα に含まれる k̄µ

は余分な付け足しであると結論した。しかし、Chung状態の議論が使えるのは全電荷が 0の場合だけなので、
BRS条件単体で赤外有限性を示すことはできない。また、発散する位相についても BRS条件単体では議論で
きない6。
全電荷が 0でないような |Ψ“KF”

α (t)〉〉は漸近状態としてうまく定まらず、「Kulish-Faddeevのドレス状態」
は修正されるべきだろうという議論は、漸近対称性の電荷に対する解析からすでに指摘されていた [108]。
BRS条件はこのことを更に支持するものである。
平井・杉下はのちに、Kulish-Faddeevのドレス状態形式をゲージ対称性と赤外有限性の観点から正しく再
構成したものを提案した [38]。このドレス状態形式では、BRS不変性と漸近対称性の議論からドレス状態を
構成する。このようにゲージ対称性にまつわる Kulish-Faddeev形式の抱える問題については明瞭な理解が得
られてきているが、他にもいくつか非自明な問題となり得る点がいくつか存在する。
まず、“!”付きの境界条件 (4.3.18)は理論が |t| ∼ ∞でのみ定まることを要請しているが、この境界条件を
満たすことが本当に可能なのかは非自明である。
関数自由度 φn は “!” 付きの収束条件 (4.3.37) の制限を受けるが、|t| ∼ ∞ を先にとると式 (4.3.22) から

φn = 0以外が許されず、ドレス状態が存在しないように思える。反対に、有限の tで収束条件を考えればドレ
ス状態は存在するかもしれないが、先ほどの境界条件を満たせなくなるように思える。また、収束条件は赤外
領域以外にほとんど制限を与えないため、ドレス状態のうちの硬い光子の振る舞いが定まらない。このため関
数自由度 φn は予言に非自明な寄与を与えてしまい、理論の予言能力を損ねてしまう。このことは量子力学の
Coulomb散乱で現れる関数自由度が、射線に対しては一意に定まるため問題とならないことと対照的である。
また、量子力学では鞍点法から漸近的な振る舞いが解析できたが、“!”付きの漸近相互作用の定義 (4.3.10)
は単に最小値をとる部分を抜き出したもので、議論の余地がある。
上記の非自明な問題は “!”付きの式 (4.3.41)のような、演算子を作用させる前に極限を取ってしまう記法が
議論を困難にしている。そもそも演算子が収束しなければ作用と極限の順序を入れ替えることはできない。

6平井・杉下など、位相の発散は大きな問題ではないと考えて単に無視する場合もある。この処方は散乱行列の定式化の観点からは満
足できない。ただし、平井・杉下のドレス状態でも散乱演算子として SKF を使えば位相の発散も正しく打ち消される。
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第 5章

提案する量子散乱問題の定式化

この章では筆者の行った研究内容に基づいて、本学位論文の主題である場の量子論の散乱問題の定式化を行
う。定式化の後、非相対論的な量子力学における Coulomb散乱を例に挙げ、Dollard形式との関係を確認す
る。その後、特殊相対論的な電磁気学を記述する QEDの散乱問題の解析を行い、散乱理論の物理的な正当性
を提示する。最後に、軟重力子の理論を構築して散乱問題を調べることで、場の量子論における軟重力子の役
割について議論する。

5.1 提案するドレス状態形式
ここでは散乱問題の定式化を行う。

5.1.1 乗り越えるべき課題

まず、前節で説明した Kulish-Faddeev形式の抱える幾つかの問題、未解決な疑問をここで確認しておく。

ゲージ対称性
Kulish-Faddeev形式にはまず、ゲージ対称性の取り扱いに問題があった。明白な共変性を確保するゲージ
の下では、非物理的な自由度を取り除くための手続きが必要であると考えられている。彼らは自由 Gupta-
Bleuler条件によってこれを実行しようとした1。しかし現代的な視点に立つと、明白な共変性を確保するゲー
ジをとった理論でのゲージ対称性は、BRS不変性に焼き直される。QEDの場合、自由理論に漸近するという
仮定のもとで BRS不変性は Gupta-Bleuer条件と等価になる。しかし QEDには長距離相互作用があるため、
正しくは BRS電荷の漸近的な振る舞いによってゲージ対称性の条件を定めるべきだというのが、平井・杉下
の指摘であった。彼らの議論によると、漸近状態には Coulomb場に対応するスカラーモードの光子がまとわ
りついていなくてはならない。
多くの研究は Kulish-Faddeevの議論に基づいており、ゴーストをはじめから導入しない理論でのゲージ対
称性の構造は確かめられていなかった。

|t| → ∞の極限の取り扱い
Kulish-Faddeevは |t| → ∞極限が収束することを仮定して、形式的に先に極限を取って議論を進めた。こ
の記法は必ずしも誤りではないが、彼らのドレス状態を選ぶための φn に対する収束条件や、散乱演算子を決
めるための境界条件の妥当性の議論を困難にしている。

1Kulish-Faddeevは gα · k = 0の条件から gµα が横波の偏極ベクトルで展開できるものとした。この条件によって非物理的自由度
が消えて、赤外で Chungのドレス状態と等価になるという議論だったが、kµ に比例する項があってもいいので、これは一般的な議論に
はならない。
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漸近相互作用の定義
極限の取り扱いにも関連するが、漸近相互作用の取り扱いにも議論の余地がある。量子力学の Dollard形式
では粒子の漸近的な運動が鞍点法によって記述できたため、漸近相互作用の取り方はある意味数学的に定まっ
たものであった。しかし場の量子論においては鞍点が存在しない。そこで彼らは位相因子が最小となる ω ∼ 0

の部分を漸近相互作用として定義した。そのため漸近相互作用は |t| ∼ ∞のところでしか効かず、上記の境界
条件に繋がる。量子力学での鞍点には Hamilton-Jacob方程式が定める軌道という物理的な意味があったが、
Kulish-Faddeevが用いた漸近相互作用にはこのような描像はない。

予言能力の問題
量子力学の Dollard形式では Dollard演算子に関数自由度が存在したが、この自由度は位相にしか影響しな
いため、射線に対する演算子としては一意だった。一方 Kulish-Faddeev形式では漸近状態を収束条件から定
める際に関数自由度が現れるが、この自由度は位相以外にも影響し、予言に非自明な寄与を与えてしまう。収
束条件は赤外領域以外にほとんど制限を与えないため、漸近状態を定めるための指導原理がなく、理論の予言
能力が損なわれてしまう。

赤外三角関係の問題
こちらは Kulish-Faddeevの論文で現れた問題ではないが、前小節で触れたように、所謂「Kulish-Faddeev
のドレス状態」は全電荷が 0となるような特殊な状況でしか漸近対称性を反映しないという議論があった。こ
れは赤外三角関係を考える上ではかなり奇妙なことである。
また、赤外三角関係の物理を信じればメモリー効果もドレス状態形式に組み込まれるべきだが、漸近電荷保
存則としての理解は提示されてきたものの、メモリー効果そのものを定量的に計算可能な形で与えるものは存
在しなかった。

5.1.2 定式化-スケールの導入

上記の問題を解決または改善するために、散乱問題に 2つの時刻 t = ±T の時間一定超曲面 Σ± を導入す
る。そして散乱問題を Σ− での系に対応する状態から、Σ+ での系に対応する状態への遷移を記述する問題と
して考える。
ここで、理論に現れないスケールである赤外の距離スケール LV ≡ TV や紫外の距離スケール `ε と、この
距離 (時間)スケール T の区別を明らかにしておく2。エネルギースケールに焼き直したものをそれぞれ、

λV := 1/LV ≡ 1/TV , Λε := 1/`ε , λT := 1/T (5.1.1)

で表す。理論に現れる適当なエネルギースケールを E で表し、距離スケールを L = 1/E で表すことにする。
このとき、物理における∞や 0は、多くの場合

(E/Λε)α →

{
0 α > 0

∞ α < 0
, (λV /E)α →

{
0 α > 0

∞ α < 0
(5.1.2)

という対応を表す記号である。また→ 0の意味は数学の極限とは異なり、このスケールを無視するという意
味であることが多い。つまり、赤外切断 λV や紫外切断 Λε は理論に有効なスケールを規定するものである3。
これは物理の模型で用いる実数という舞台が近似の産物であることによる。実数の上で 0に収束する列が取れ
るという意味での極限が取れるのは、スケール変換不変な理論に対してのみである。

2光速 c ≡ 1の単位系を使っているので、LV ≡ TV とした。
3有効数字 2桁の計算で 3桁目以下の数字を無視するようなものだ。
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こうしたスケールを導入する利点・目的として

(i) 極限操作の取り扱いが見やすい。
(ii) 時空に関する量と、理論で扱う場以外の余分な自由度を導入せずに議論したい。
(iii) 初期値問題として漸近対称性の自由度を見るのに便利な方法である。

というものがある。
(i)について、例えばエネルギー積分や時空間積分に関して、広義積分は∫ ∞

0

dωf(ω) ≡
∫ Λε

λV

dωf(ω) ,

∫ ∞

0

dxF (x) ≡
∫ LV

`ε

dxF (x) (5.1.3)

を意味するから、|t| → ∞は |t| → LV として、最後に λV の正冪の項を全て無視する操作となる。
T のスケールについては

(λV /λT )
α →

{
0 α > 0

∞ α < 0
, λT � E (5.1.4)

を満たすものとする。λT � E は散乱問題を粒子描像から摂動論的に扱うために必要だ。一方、λT /E → 0の
手続きで従来の確立された結果を再現するべきではあるが、これは λT /E → 0を必ずしも意味しない。λT /E
に関してどの次数までの効果を取り入れるかは状況や目的に応じて解析の最初に決め、それに応じて高次項を
無視していけばよい。

(ii)について、Kulish-Faddeev形式は Dollard形式による散乱演算子の再定式化と、Chungの漸近状態の
再定式化を共に行うものである。散乱演算子の関数自由度は境界条件によって消せるはずだと言及されている
ものの、示されてはいない。また、漸近状態の関数自由度を消すためには条件が不充分である。
一方、Dollard形式では理論の相互作用の情報だけを使って散乱行列を定めることが可能である。Dollard
形式にも余分な関数自由度は存在するが、Xt の決定方程式から素朴に定まる Dollard演算子が散乱行列の極
の構造を反映した適切なものとして選べる可能性も指摘されている。赤外発散がない理論ではもちろん、理論
のハミルトニアンから漸近状態として選ぶべき Fock空間を考えることができる。このように理論に含まれて
いる場から全てを導くことができれば、余分な関数自由度は考慮する必要がないと思われる。

(iii) について、漸近平坦時空の I + 近傍の時空の解析では、極限を先にとると区別できなくなるような、
物理的に意味のある自由度が存在することを見た。場の量子論の散乱問題においても同様に漸近的な議論を行
うことで、赤外の自由度が浮かび上がってくるかもしれない。散乱問題が一般の初期値問題を解くことをやめ
て、代わりに漸近的な境界条件を課した上で始集合から終集合への写像を求める問題だと考えれば、この方法
は I − から I − への散乱問題や、別の時空での散乱問題の議論にも応用できるかもしれない。

5.1.3 定式化-漸近相互作用と漸近状態

散乱問題で真に知りたいのは、ハミルトニアン H の理論での入射状態 Ψ−
α ∈ M−

∞(H) ≡ H− から放射状
態 Ψ+

β ∈M+
∞(H) ≡ H+ への遷移である。従来の散乱問題ではH の理論のことをあまり知らないこともあっ

て、よく知っている自由ハミルトニアンH0 の理論で代用することを考える。短距離相互作用による散乱の場
合、充分遠方では相互作用が無視できて H の理論はMøller演算子 Ω† で H0 の理論と結びつく。しかし長距
離相互作用が存在する場合、H の理論は Ω† でH0 の理論と繋ぐことができない。そこで、遠方で残る漸近相
互作用 Vas の効果を取り入れた Dollard演算子 Ω†

D を用いてH0 の理論と繋ぐのが Dollard形式であった。言
うなれば Dollard形式は Vas を打ち消すようにMøller演算子を修正する方法である。
散乱問題を Σ− での系に対応する状態から、Σ+ での系に対応する状態への遷移を記述する問題として考え
るとき、H の理論と繋ぐべきは H0 の理論ではなく、Has = H0 + Vas の理論であろう。また、|t| → ∞の極
限では漸近相互作用も 0になることを見た。そこで、t = −TV での自由粒子状態が t = −T まで漸近相互作
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用を受けて発展した状態に入射状態が漸近すると考える。
次のように入射状態と放射状態を恒等的に書き換える。∣∣Ψ−

α

〉
≡ Ω†(−T )Ω(−T )Ω†(−TV )Ω(−TV )

∣∣Ψ−
α

〉
. (5.1.5)

t = −TV では相互作用が消えるから、 |Φα〉 ∈ HF を自由粒子状態として

|Ψ−
α 〉

w
= Ω†(−T )S(−T,−TV ) |Φα〉 , S(−T,−TV ) = T exp

[
−i
∫ −T

−TV

dτ V I(τ)

]
(5.1.6)

という漸近的な対応が期待される。放射状態も同様だ。
さらに T は充分大きいから、t ∈ [−T,−TV ]では相互作用を漸近相互作用に近似できるだろう。漸近相互
作用として取り入れるべき相互作用を考えるために、Kulish-Faddeev形式と同様に自由場を V I(t)に代入す
る。場の量子論の相互作用に鞍点はないから、相互作用に含まれる位相の中の tの係数が T の正冪より大き
くならないものがあれば、そのような項は全て漸近相互作用として取り入れるべき効果を含むと考える4。
次に、漸近平坦時空の I 近傍の自由度の解析のように、1/T = λT に関してどこまでの効果を取り入れ
た解析を行うかを決める。つまり、主要項まで、準主要項まで、· · · (準)k 主要項までを考えるというこの
k = 0, 1, · · · を定める。そして先程の相互作用の λT で抑えられる部分を (準)k 主要項を取り出すまで展開し、
漸近相互作用として定義する。
この手続きにより、たとえば主要項までを取り入れる解析では |t| > T の領域で

V I(t) = V I
as(t) + o(1/t) ≡ V I

as(t) + o(λT ) (5.1.7)

となる V I
as(t)が漸近相互作用として求められる。また、(準)k 主要項までを取り入れる解析では、

V I(t) = V I
as(t) + V I

as,SL(t) + · · ·+ V I
as,SkL(t) + o(λT ) (5.1.8)

となる V I
as,SkL(t)までを漸近相互作用として求めることになる。(準)(k+1) 主要項を無視することで成り立つ

ことを明示する際には記号 “ L
=”を使うことにする。つまり、|t| > T に対して、

V I(t)
L
= V I

as(t) (5.1.9)

が漸近相互作用を定める。
漸近相互作用の定義から漸近相互作用による発展演算子を

Z(t′, t) := T exp

[
−i
∫ t′

t

dτ V I
as(τ)

]
(5.1.10)

と定めると、入射状態は

|Ψ−
α 〉

w
= Ω†(−T )S(−T,−TV ) |Φα〉

L
= Ω†(−T )Z(−T,−TV ) |Φα〉 (5.1.11)

と表せるだろう。そこで、入射状態が漸近する状態：漸近入射状態を

|Φα(−T )〉〉 := Z(−T,−TV ) |Φα〉 =: Z−(−T ) |Φα〉 (5.1.12)

で定める5。また、入射漸近状態の属する空間を

H−
as(−T ) := Z−(−T )HF (5.1.13)

4Kulish-Faddeev形式ではこの係数が 0となる部分を抜き出す。
5Møllerとは漸近させる向きが逆なので名前に注意。漸近粒子状態は自由粒子状態に漸近する散乱状態であり、漸近入射/放射状態

は散乱状態に漸近する状態である。
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で表し、過去漸近散乱空間と名付ける。Ω†(−T )の完全性を仮定すれば、

Ω(−T ) : |Ψ−
α 〉 ∈ H− W7→ |Φα(−T )〉〉 ∈ H−

as(−T ) (5.1.14)

となる。“W7→”は代数的な意味での写像を表す。
放射状態に関しても同様に考え、漸近放射状態を

|Φβ(T )〉〉 ∈ H+
as(T ) := Z(T, TV ) |Φβ〉 =: Z+(T ) |Φβ〉 (5.1.15)

と定める。漸近散乱演算子を

Sas(T ) := Ω(T )Ω†(−T ) = S(T,−T ) = T exp

[
−i
∫ T

−T
dτV I(τ)

]
(5.1.16)

と定めると、散乱行列に対して

Sβα := 〈Ψ+
β |Ψ

−
α 〉

w
= 〈Z+(T )Φβ, Sas(T )Z−(−T )Φα〉 = 〈〈Φβ(T )|Sas(T )|Φα(−T )〉〉+ o(λT ) (5.1.17)

が成り立つ。したがって漸近散乱行列

Sas
βα(T ) := 〈〈Φβ(T )|Sas(T )|Φα(−T )〉〉 (5.1.18)

と散乱行列は
Sβα = lim

T→∞
Sas
βα(T ) (5.1.19)

という関係で結ばれる。T を有限にとって解析を行いたい場合は、Sas
βα(T )が求めるべき散乱行列である。

漸近波動演算子を形式的に

Ω†
as(−T ) := Ω†(−T )Z−(−T ) , Ω†

as(T ) := Ω†(T )Z+(T ) (5.1.20)

で定める。これらの演算子が良定義であって、それぞれが完全であると仮定しよう。このとき、Dollardの漸
近散乱演算子

Sas
D (T ) := Ωas(T )Ω

†
as(−T ) = Z

†
+(T )Sas(T )Z−(−T ) (5.1.21)

を用いて漸近散乱行列は
Sas
βα(T ) = 〈Φβ, Sas

D (T )Φα〉 (5.1.22)

とも表せる。また、Heisenbergの漸近散乱演算子

Sas
H (T ) := Ωas(−T )Ω†

as(T ) = Ω†(−T )Z−(−T )Z†
+(T )Ω(T ) (5.1.23)

を用いて
Sas
βα(T ) = 〈Ψ+

β , S
as
H (T )Ψ+

α 〉 (5.1.24)

とも表せる。完全性がなければこれらが等価とは限らないので、式 (5.1.18)、(5.1.22)、および (5.1.24)の右
辺をそれぞれ漸近散乱行列、Dollardの漸近散乱行列、Heisenbergの漸近散乱行列と名付ける。
本論文では漸近波動演算子を使わず、漸近入射/放射状態を用いた (5.1.18) の漸近散乱行列を用いる。

Heisenbergの漸近散乱行列を使って代数や LSZ公式などを再考することは興味深いが、ここでは立ち入らず
今後に残しておく。また、本論文では主要項までを扱う解析に議論を限ることにする。(準)k≥1 主要項までを
扱う解析についても興味深い問題は多々あるが、これも今後に残しておく。
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5.2 量子力学における Coulomb散乱問題
ここではまず、提案する散乱理論と Dollard 形式の関係を Coulomb 散乱を例に見てみよう。V (~x) =

C|~x|−1
, C > 0の散乱に対する Dollard演算子の決定方程式は

dXt(~p)

dt
= V ( tm~p) =

mC

|~pt|
(5.2.1)

であり、これは
Xt(~p) = sgn(t)mC

|~p|
log |t| (5.2.2)

を解に持つ。ここで sgn(t) = t
|t| とした。Dollard演算子は

Ω†
D(t) = eiHt exp

[
−i
(
H0t+ sgn(t)mC

|~p|
log |t|

)]
(5.2.3)

となるから、

S~p ′~p = 〈Φ~p ′ , ΩD(TV )Ω
†
D(−TV )Φ~p〉 = e−i

(
θ~p ′−θ~p

)
〈Φ~p ′ , Ω(TV )Ω

†(−TV )Φ~p〉 , θ~p =
mC

|~p|
logTV (5.2.4)

が Coulomb散乱の散乱行列だ。
一方 t ∈ [T, TV ]に対して、自由粒子の理論から、

〈V (t)〉0 =

∫
d3x|ψ(~x, t)|2 C

|~x|
L
= C

∫
d3p

(2π)3
m

|t~p|

∣∣∣ψ̃(~p)∣∣∣2 =
mC

|t〈~p〉0|
(5.2.5)

となるから、

T exp

[
−i
∫ T

TV

dτV I
as(τ)

]
|Φ~p〉 = exp

[
i

∫ TV

T

dτ
mC

|τ~p|

]
|Φ~p〉 = exp

[
imC|~p| log(TV /T )

]
|Φ~p〉 (5.2.6)

となって、Dollard形式と λT /E → 0の手続きで一致する。ここで、Sas(T )の計算でも赤外切断は λV であ
ることに注意する。
このように本論文で提案する散乱理論は、少なくとも Coulomb 散乱において Dollard 形式を含むものと
なっている。

5.3 量子電磁気学における散乱問題
第 5.1節で提案した散乱理論は、形式的には摂動論的な場の量子論全般に適用可能なものである。そのため
明白な共変形式での QEDにも適用は可能だが、この理論ではゴーストや非物理的光子の自由度が現れてしま
う。平井・杉下が示したように、明白な共変形式での QEDの漸近状態には非物理的光子がまとわりつき、赤
外発散の構造が複雑になる。また、ゴーストや非物理的光子の自由度を取り除くために Hilbert空間について
の議論が必要になるが、そこで関数自由度が入ってしまうことがあった。
そこで今回は物理的自由度のみを持った光子を相互作用描像に持つQEDを解析して、議論することにする。
この理論では拘束系のまま正準形式で QEDを取り扱う。ゲージ不変ポテンシャルで議論ができる Coulomb
ゲージ条件

ε0(~k, h) = 0 , ~k · ~ε (~k, h) = 0 (5.3.1)

を満たす光子の理論を考え、ゲージ不変性についてはあとで議論することにする。Coulombゲージの下での伝
搬関数は非共変項を含み理論の Lorentz対称性を一見損ねてしまうが、これを打ち消すような Coulomb相互
作用にあたる非共変項を相互作用描像での理論に加えることで共変性が担保できる。この理論ではHeisenberg
描像での項は共変的になっており、運動方程式はMaxwell方程式を導く [40]。
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5.3.1 漸近相互作用と漸近状態

QEDの相互作用
V I(t) = ie

∫
d3xaµ(x)ψ̄(x)γ

µψ(x) (5.3.2)

に光子場 aµ(x)およびスピノル場 ψ(x)の定義式 (E.4-1)、(E.3-1)をそれぞれ代入すると、Kulish-Faddeev
の式 (4.3.9)からチルダを取り去ったものが得られる。Kulish-Faddeev の議論と異なるのは、式 (4.3.9)の 2
行目について指数関数の方にある tの係数 ω± (Ep −Ep±k)に対して、ω . λT となる光子の運動量領域では
無視できないという評価を下すことだ。なぜならこの運動量領域では λT � mとなるほど T が充分大きいと
すると、

ω ± (Ep − Ep±k) = ω ± Ep[1− (1± 2~k · ~p+ ~k2

E2
p

)1/2] = −k · vp +O(ω2 ∼ (λT )
2) (5.3.3)

となるため振動しないからである。この運動量領域でのみ相互作用は生き残り、(5.3.3)のように展開パラメー
タを λT した際の主要項は

V I
as(t) = e

∑
h

∫
ST

d3k

(2π)3/2
√
2ω

∫
d3p vµp [εµ(

~k, h)a(~k, h)eik·vpt + (h.c.)]ρ(~p) (5.3.4)

となる。ここで、
∫
ST
d3kは ω ∈ [λV , λT ]の領域での積分を意味する。この相互作用にはベクトル場の非物理

的モードが入っていないこと、低エネルギー光子の寄与のみが含まれている点で Kulish-Faddeev の相互作用
の式 (4.3.10)と異なる。このため、我々の方法では漸近状態からの紫外発散は存在しない。今、漸近発展演算
子 Z(−T,−∞)は第 4.3節と同じ議論によって

Z(−T,−∞) = eR(−T )eiθ(−T ), (5.3.5)

R(t) :=

∫
ST

d3k

∫
d3p

∑
h

[f(p, k, h; t)a†(~k, h)− (h.c.)] , f(p, k, h; t) := eρ(~p)

(2π)3/2
√
2ω

p · ε(k, h)
k · p

e−ik·vpt,

(5.3.6)

iθ(−T ) := i
e2

8π

∫
d3p

∫
d3qρ(~p)ρ(~q)

p · q√
(p · q)−m4

log(λV /λT ) (5.3.7)

で与えられる。我々の方法では Kulish-Faddeev ドレス演算子を導く際に手で課した、積分の下端が寄与しな
いという境界条件が関係式 (4.3.22)によって自然と満たされる。
次に漸近入射状態 |Φα(−T )〉〉を求める。粒子描像で式 (4.3.28)のように荷電粒子のみを含む状態と考えら
れるとき、漸近入射状態 |Φα(−T )〉〉はこの入射粒子状態 |Φα〉に漸近発展演算子 Z(−T,−∞)を作用させて

|Φα(−T )〉〉 = exp

[
i
∑
m,n∈α

emen
8πβmn

log(λV /λT )

]
|ψα〉 ⊗ |fα(−T )〉 , (5.3.8)

|fα(−T )〉 = Dfα(−T ) |0; γ〉 , Dfα(−T ) := exp

[∑
h

∫
ST

d3k[fα(k, h;−T )a†(~k, h)− h.c.]

]
(5.3.9)

(5.3.10)

と求められる。ここで、fα(k, h;−T ) は Chung 状態で出てきた式 (4.3.43) と等しい。また、βmn :=√
1− m4

(pm·pn)2 は粒子の相対速度である。我々の形式では漸近相互作用に現れる光子は低エネルギー光
子だけなので、粒子描像の漸近状態に硬い光子を入れる場合にも容易に拡張できる6。この場合 |fα(−T )〉はま
さに軟光子のコヒーレント状態であり，QEDの漸近状態はこのように軟光子がまとわりついたドレス状態で
あると言える。同様にして放射粒子状態に漸近発展演算子を作用させて、漸近放射状態 |Φβ(T )〉〉も得られる。

6硬い光子を入れる場合はエネルギーが ω ≤ λT の光子の真空 |0; γs〉とエネルギー λT < ω の光子の真空 |0; γh〉に分けて、光子の
真空を |0; γ〉 = |0; γs〉 |0; γh〉のようにすればよい。
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5.3.2 漸近散乱行列と物理的な遷移確率

漸近散乱行列の定義式 (5.1.18)より

Sas
βα(T ) = eiθβα(T,t) 〈0|D†

fβ(T )

∏
m∈β

a(pm, σm,Nm)T exp

[
−i
∫ T

−T
dτV I(τ)

] ∏
n∈α

a†(pn, σn,Nn)Dfα(−T ) |0〉

(5.3.11)
である。Nn は n番目の粒子の種類、つまり、光子や電子、陽電子を表す。iθβα(T, t)は漸近状態に付随する
t→∞で発散する位相因子 ∑

m,n∈α
m,n∈β

emen
8πβmn

log(λV /λT ) (5.3.12)

である。ここでの和は m,n を共に放射粒子状態、もしくは共に入射粒子状態からとる場合を走る。また、∏
n∈m

a(pm, σm,Nm) は放射粒子状態の全ての消滅演算子をかけたものであり、
∏
n∈α

a†(pn, σn,Nn) は入射粒

子状態の全ての生成演算子をかけたものである。記述を簡潔にするために以降は特別に触れない限りは硬い光
子はいないものとし、運動量とスピンの引数も省略する。我々の方法では硬い光子の生成消滅演算子はドレス
演算子と可換であるため、硬い光子を議論に加えることは容易である。〈0| O = 0となる演算子 Oの違いを除
いて等しいことを記号 =̂と書くことにすると、

D†
f(T )

∏
m′,n′

bm′dn′Sas(T )
∏
m,n

b†md
†
nDf(−T )

=
∏
m′,n′

bm′dn′

(
Sas(T )D

†
fβ(T ) + [D†

fβ(T ),Sas(T )]
)
Dfα(−T )

∏
m,n

b†md
†
n

=̂
∏
m′,n′

bm′dn′Sas(T )
∏
m,n

b†md
†
nD

†
fβ(T )Dfα(−T ) +

∏
m′,n′

bm′dn′S(T,−T )
∏
m,n

b†md
†
nD

†
fβ(T )Dfα(−T )

(5.3.13)

が成り立つ。ここで、

S(T,−T ) := T exp

[
e

∫ T

−T
dτ

∫
d3xAµ(x)ψ̄(x)γ

µψ(x)

]

Aµ(x) :=
∑
n∈β

∫
ω<λT

end
3k

(2π)32ω
Pµν(~k)

pνn
k · pn

e−ik·(x−vnT ) (5.3.14)

と定義した。また、D†
β=̂e− 1

2 |β|
2eβa も用いた。このとき、T が充分大きいと考えると

T
sin [(Eβ − Eα)T ]
(Eβ − Eα)T

L
= 2πδ(Eβ − Eα)⇒ 〈Φβ|Sas(T )|Φα〉

L
= SD

βα (5.3.15)

と近似できるので、式 (5.3.13)の第 1項目は∏
m′,n′

bm′dn′Sas(T )
∏
m,n

b†md
†
nD

†
fβ(T )Dfα(−T )=̂S

D
βαD

†
fβ(T )Dfα(−T ) + o(λT ) (5.3.16)

となる。式 (5.3.13)の第 2項目は光子の演算子を含まないため、m,n個の電子、陽電子からm′, n′ 個の電子、
陽電子に至る散乱が作れず ∏

m′,n′

bm′dn′S(T,−T )
∏
m,n

b†md
†
nD

†
fβ(T )Dfα(−T )=̂0 (5.3.17)

となる。以上より、漸近散乱行列は

Sas
βα(T )

L
= eiθβα(T,t) 〈fβ(T )|fα(−T )〉SD

βα (5.3.18)
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で与えられる。この表式は実は Chungの論文の式 (64)と同等である。赤外切断を λV とし、SD
βα は内線の光

子のエネルギー領域を ω ∈ [λV , λT ]及び ω > λT に分離して低エネルギー側の最低次の補正を取り入れると、

SD
βα = exp

[
1

2

∑
m,n

emenηmηn
(2π)3

∫
ST

d3k

2ω
αmn(k)

]
exp

i ∑
m,n∈α
m,n∈β

emen
8πβmn

log λT
λV

SD
βα(λT ) ,

αmn(k) :=
(pm · pn)

(pm · k)(pn · k)

(5.3.19)

で表される [56]。ここで m,n の和は全ての外線を走り、ηm は m 番目の粒子が放射粒子状態の粒子を指定
するものであれば +1を、入射粒子状態の粒子を指定するものであれば −1を返す符号因子である。さらに，
SD
βα(λT )はエネルギー ω > λT の内線光子の補正のみを含めた散乱行列で，繰り込みの処方によって有限と
なる。赤外発散の問題は赤外切断を 0とする極限で (5.3.19)の補正が位相を発散させ、さらに大きさを 0に
してしまう問題であった。
今、我々が計算すべき最後の要素、 〈fβ(T )|fα(−T )〉を計算する。これはコヒーレント状態の内積であり、
次のように与えられる。

〈fβ(T )|fα(−T )〉 = Υβα(T )eiχβα(T ), (5.3.20)

Υβα(T ) := exp

[
−1

2

∑
h

∫
ST

d3k|fβ(k, h;T )− fα(k, h;−T )|2
]
, (5.3.21)

iχβα(T ) := i Im
∑
h

∫
ST

d3kfα(k, h;−T )fβ(k, h;T ). (5.3.22)

ここで先ほどと同じ赤外切断 λV を導入した。まず Υβα(T )を計算する。ここで次が成り立つ。

−1

2

∑
h

∫
d3k|fβ(k, h;T )− fα(k, h;−T )|2 = −1

2

∑
h

∫
d3k
(
|fα(−T )|2 + |fβ(T )|2 − 2Re[fα(−T )fβ(T )]

)
.

(5.3.23)
ここで f の引数から k, hは省略し、積分区間も省略した。第 1項目について、

−1

2

∑
h

∫
d3k|fα(−T )|2 = − 1

2(2π)3

∫
d3k

2ω

∑
m∈α

e2mγmm(k) +
∑
m,n∈α
m 6=n

emenγmn(k) cos [(vm − vn) · kT ]

 ,
(5.3.24)

γmn(k) := αmn(k) +
pm · k̄
pm · k

+
pn · k̄
pn · k

(5.3.25)

が成り立つ。ここで、k̄µ は Kulish-Faddeev の導入したヌルベクトルと同じもので、k̄µ := 1
2ω (1,−~̂k) であ

る。また、3項目について、∑
h

∫
d3kfα(−T )fβ(T ) =

∑
m∈α
n∈β

emen
(2π)3

∫
d3k

2ω
ei(vm+vn)·kTγmn(k) (5.3.26)

が成り立つ。したがって、

logΥβα(T ) = −
∫
d3k

2ω

∑
m,n

ηmηnemen
2(2π)3

αmn(k)−
∑
m 6=n

ηmηnemen
2(2π)3

γmn(k){1− cos[(ηmvm − ηnvn) · kT ]}


(5.3.27)
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が得られる。ここで、m,n の和は全ての外線を走る。また、従来の散乱行列の対称性から電荷保存則∑
n ηnen = 0が成り立つことを使った。第 1項目は O

(
ω−1

)
∼ O(T )であり、第 2項目は O(ωT ) ∼ O

(
T 0
)

である。O(λT )の最低次までの寄与を取り入れることに決めていたので、

logΥβα(T )
L
= −

∫
d3k

2ω

[∑
m,n

ηmηnemen
2(2π)3

αmn(k)

]
(5.3.28)

がり入れるべき補正となる7。また、漸近相互作用による位相の補正は iθβα(T ) + iχβα(T )だが、

iχβα(T ) = i
1

2(2π)3

∑
m∈α,n∈β
m∈β,n∈α

∫
d3k

2ω
emenγmn(k) sin[(vm + vn) · kT ] (5.3.29)

のため、これは ω 積分のなかで O(ωT ) ∼ O
(
T 0
)
次である。一方 θβα(T ) は ω 積分の中で O(T ) だから、

χβα(T )はこの枠組みで無視される。以上より漸近散乱行列 Sas
βα(T )は

Sas
βα(T )

L
= SD

βα(λT ) (5.3.30)

となる。つまり、赤外切断を λT として考えた散乱行列に一致する。これはいかなる発散も持たないので、時
刻 t = −T での漸近状態と時刻 t = T での漸近状態を結びつける散乱行列として定義される。Dysonの散乱
行列のユニタリ性から、入射/放射状態に対応する粒子描像での状態が λT 以下のエネルギーを持つ要素を持
たないと考えればこれはユニタリな演算子と言える。すなわち、∫

dβSas
βγ(T )S

as
βα(T ) =

∫
dβSD

βγ(λT )S
D
βα(λT ) =

∫
dβ 〈Φγ |Shard

D |Φβ〉 〈Φβ|Shard
D |Φα〉

=

∫
dβ 〈Ψ+

γ |Ψ−
β 〉〈Ψ

−
β |Ψ

+
α 〉 = 〈Ψ+

γ |Ψ+
α 〉 = δ(γ − α)

(5.3.31)

である。ここで、Shard
D を λT 以上のエネルギーを持つ粒子のみを考慮した Dysonの散乱演算子とした。

この節の最後に遷移確率についても議論する。1光子を検出できる最小のエネルギーを ΛD とし、入射粒子
状態、放射粒子状態のエネルギー測定の分解能を Λとすると、

(i) 軟光子が観測できない、つまり λT ≤ ΛD

(ii) 軟光子が観測できる、つまり λT > ΛD

という場合が考えられる。
(i)の場合は ωi ∈ [λT ,ΛD]のエネルギーを持つ光子が

∑
i ωi < Λを満たす限り無数に放出される場合を考

える必要がある。したがって、今回考えるべき遷移確率 Γas
βα(ΛD,Λ)は、SD

βα(λT )から計算される遷移確率を
ΓD
βα(λT )とすると、

Γas
βα(ΛD,Λ) = ΓD

βα(λT )

∞∑
N=0

(Aβα)
N

N !

∫
λT≤ωi≤ΛD ,

∑
i ωi≤Λ

N∏
i=1

dωi
ωi

= F(ΛD/Λ; Aβα)(ΛDT )AβαΓD
βα(λT ) ,

(5.3.32)

Aβα := − 1

8π

∑
m,n

ηmηnemen
βmn

log
(
1 + βmn
1− βmn

)
> 0 , (5.3.33)

F(x;A) := 1

π

∫ ∞

−∞
du

sinu
u

exp
[
A

∫ x

0

dω

ω
(eiωu − 1)

]
= 1− A2Θ(x− 1/2)

2

∫ x

1−x

dω

ω
log
(

x

1− ω

)
+ · · ·

(5.3.34)

7第 2項目は漸近相互作用と光子の内線の補正を準最低次の寄与まで取り入れる枠組みで意味を持つが、この場合ループ補正やドレ
ス状態にもその寄与を取り入れなければならない。
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と求められる。このとき、ΓD
βα(λT ) ∝ (λT )

Aβα よりこれは T に依存せず、Bloch-Nordsieckの手法で得ら
れるものと完全に一致する。このような場合は T →∞の極限を取ることができる。

(ii)の場合は、T →∞が取れる状況を考えると存在しない。しかし、充分大きい T を固定した場合を考え
てみよう。このとき、漸近状態は

|Φα(−T )〉〉 = exp

[
i
∑
m,n∈α

emen
8πβmn

log(λV /λT )

]
|ψα〉 ⊗ [ |fvisible

α (−T )〉 ⊕ |f invisible
α (−T )〉] (5.3.35)

とかける。ここで、“visible”及び “invisible”はそれぞれ、ω ∈ [ΛD, λT ] , ω ∈ [λV ,ΛD]のエネルギーを持つ
軟光子のみを考慮したものであることを意味する。散乱行列を計算する際の内線光子のエネルギーを λT でな
く ΛD で分けることにすると、上と全く同じ計算から

SD
βα = exp

[
1

2

∑
m,n

emenηmηn
(2π)3

∫
λV ≤ω≤ΛD

d3k

2ω
αmn(k)

]
exp

i ∑
m,n∈α
m,n∈β

emen
8πβmn

log ΛD
λV

SD
βα(ΛD) , (5.3.36)

Sas
βα(T ) = eiθβα(1/Λ,t)+iθβα(T,ΛD) 〈fvisible

β (T )|fvisible
α (−T )〉 〈f invisible

β (T )|f invisible
α (−T )〉SD

βα

= exp

[
−1

2

∑
m,n

emenηmηn
(2π)3

∫
ΛD≤ω≤λT

d3k

2ω
αmn(k)

]
exp

i ∑
m,n∈α
m,n∈β

emen
8πβmn

log(ΛD/λT )

SD
βα(ΛD)

(5.3.37)

が得られる。SD
βα(ΛD) は先ほどと同様に ω > ΛD のエネルギーを持つ内線光子の補正を含めた散乱行列で

ある。

−1

2

∑
m,n

emenηmηn
(2π)3

∫
ΛD≤ω≤λT

d3k

2ω
αmn(k) = −

1

2
Aβα log(ΛD/λT ) (5.3.38)

なので、この漸近散乱行列も (ΛD/λT )が有限な限り有限である。また、ΛD → λT とすると軟光子が見えな
い場合 (i)を全て再現する。このとき、今回考えるべき物理的な遷移確率 Γas

βα(T )は、式 (5.3.37)の大きさの
2乗を拾って、

Γas
βα(T ) =

(
λT
ΛD

)Aβα

ΓD
βα(ΛD) (5.3.39)

と求められる。ここで、ΓD
βα(ΛD)は SD

βα(ΛD) から計算される遷移確率であり、ΓD
βα(ΛD) ∝ (ΛD)

Aβα なので
Γas,L
βα (T )は光子検出器の精度 ΛD に依存しない。以上の考察から、検出器の性能を高めていけば (i)の場合の
物理的な遷移確率 Γas

βα(ΛD,Λ)と (ii)の場合の物理的な遷移確率 Γas
βα(T )の違いによって原理的には遷移確率

に違いが生じる可能性がある8。

5.3.3 ゲージ不変性と漸近対称性

Coulombゲージ条件を課した際の漸近散乱行列については議論したので、これからゲージ不変性について議
論する。漸近散乱行列の式 (5.3.18)の SD

βαは従来の散乱行列と思うとゲージ不変であるから 〈fβ(T )|fα(−T )〉
について議論すればよい。軟光子のコヒーレント状態 |fα(±T )〉に対して，εµ(k, h)→ εµ(k, h) + ε±(k, h)kµ

のゲージ変換を施すと9、

fα(k, h;±T )→ fα(k, h± T ) + ε±α (k, h;±T ) , ε±α (k, h;±T ) :=
∑
m∈α

em

(2π)3/2
√
2ω
ε±(k, h)e∓ik·vmT

(5.3.40)

8もちろん、遷移確率の差異を検証しようとすれば検出器と光子の相互作用まで詳細に議論する必要がある。軟光子は相互作用が切
れないような光子であるから、背景のノイズに埋もれてこの違いは実際には見えない可能性は高いように思える。しかし理想的な測定に
ついて議論ができることは理論として健全であろう。

9複素共役は記法を単純にするために用いた。
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の変換を受ける。これより軟光子のコヒーレント状態の内積は次のように変換される。

〈fβ(T )|fα(−T )〉 → 〈fβ(T )|fα(−T )〉×〈ε+β (T )|ε
−
α (−T )〉 exp

[∑
h

∫
ST

d3kZβα(k, h;T )

]
, (5.3.41)

Zβα(k, h;T ) := −Re
[(
fβ(T )− fα(−T )

) (
ε+β (T )− ε

−
α (−T )

)]
+ i Im

[
fα(−T )ε+β (T ) + fβ(T )ε

−
α (−T )

]
.

(5.3.42)

ゲージ変換の関数 ε± を 3 次元運動量空間上の 2 乗可積分関数にとると、球面調和関数 Y`m(~̂k) を用いて一
般に

ε±(k, h) =
∞∑

i=−1

`i∑
mi=−`i

∞∑
`i=0

ωiχ
±(i)
`imi

(h)Y`imi(
~̂k) (5.3.43)

とかける。ここで 〈ε−β (T )|ε+α (−T )〉の赤外の寄与を考えたい。そこで i = −1のもの、

εa(k, h) = ω−1ξa(~̂k, h) , ξa(~̂k, h) =
∑
`m

χa`m(h)Y`m(
~̂k) 6= 0 , a =

{
+ 漸近放射状態
− 漸近入射状態

(5.3.44)

のゲージ変換を考えることにする。この変換を主要な漸近相互作用の効果のみを取り入れる今回の枠組みにお
ける場の理論の大ゲージ変換と呼ぶことにする。このとき、

〈εβ(T )|εα(−T )〉
L
= exp

[
− 1

2(2π)3
log λT

λV

∑
m,n

∑
h

∫
dΩ~̂k

(
ηmηnemenξ

am(~̂k, h)ξan(~̂k, h)
)]

= exp

[
− 1

2(2π)3
log λT

λV

∑
h

∑
`m

∣∣Q−χ
−
`m(h)−Q+χ

+
`m(h)

∣∣2] (5.3.45)

と計算できる。途中の am はm ∈ β のとき am = + ,m ∈ αのとき am = −で定義した。Q− , Q+ はそれぞ
れ t = −T, t = T の超曲面上の全電荷である。これは任意の h, `,mに対して

Q−χ
−
`m(h) = Q+χ

+
`m(h) (5.3.46)

が成り立つ場合に限って漸近散乱行列が非零で存在することがわかる。逆に、式 (5.3.46) が成り立つとき、
Zβα(k, h;T )は λT の準最低次の項に当たるため漸近散乱行列は不変である。従来の散乱行列の対称性から、
Q− = Q+ であるため、このゲージ不変条件は入射/放射の漸近状態に対するゲージ変換の関数に対し

ξ−(~̂k, h) = ξ+(~̂k, h) (5.3.47)

を要請するものである。これらの関係は大電荷保存則とその大電荷による大ゲージ変換に対応している。
量子論における漸近対称性についてここでもう少し詳しく議論してみよう。大ゲージ変換

εµ(k, h)→ εµ(k, h) + ω−1ξ(~̂k, h)kµ , ξ(~̂k, h) 6= 0 (5.3.48)

を施した後の漸近状態を |Φξα(±T )〉〉 ≡ |ψα〉 ⊗ |fξα(±T )〉などと書くことにする10。このとき、元の漸近状態
を |Φ0

α(±T )〉〉 ≡ |ψα〉 ⊗ |f0α(±T )〉 と書く。先ほどと同様の計算から

〈〈Φηβ(±T )||Φ
ξ
α(±T )〉〉

L
=

δ(β − α) for η(~̂k, h) = ξ(~̂k, h)

0 for η(~̂k, h) 6= ξ(~̂k, h)
(5.3.49)

〈〈Φηβ(±T )||Φ
ξ
α(∓T )〉〉

L
=

{
δ(ξ − Ξα)δ(ξ − η)δ(β − α) for fα 6= 0

1 for fα = fβ = 0
(5.3.50)

10Hilbert空間を考える際には射線 (位相因子の違いを同一視したもの)を考えれば良いため位相は無視した。
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が得られる。ここで、式 (5.3.50)では、αが真空でない場合 〈fα(±T )|fα(∓T )〉が∑
h

∣∣∣Ξα(~k, h)∣∣∣2Q2 = IµαηµνIνα , Iµα :=
∑
n∈α

enηnp
µ
n

~̂k · pn
(5.3.51)

を満たす Ξα による大ゲージ変換をすることによってのみ、赤外発散を打ち消して 〈fΞα
α (±T )|fΞα

α (∓T )〉 = 1

にできることを使った。これは α → αの遷移を許すためには大ゲージ変換の自由度が定まるという意味で、
αの状態に固有な大電荷を与えるように思える。
この結果から QED では大ゲージ変換の関数 ξ(~̂k, h) によって入射/放射状態に対応する漸近状態が住む

Hilbert空間が分割されることがわかる。また、式 (5.3.50)は軟光子の属する Hilbert空間と荷電粒子の属す
る Hilbert空間が直和構造を持たないことを意味する。つまり QEDの入射/放射状態に対応する漸近状態が
住む Hilbert空間H−

as/H+
as は次のようにかける。

H−
as(−T ) =

⊕
ξ

H−
as,ξ(−T ) , H

−
as,ξ(−T ) := H

as
F ⊗Hsoft

ξ (−T ) , |Φα〉 ∈ Has
F , |fξα(−T )〉 ∈ Hsoft

ξ (−T )

(5.3.52)

H+
as(T ) =

⊕
ξ

H+
as,ξ(T ) , H

+
as,ξ(T ) := H

as
F ⊗Hsoft

ξ (T ) , |Φα〉 ∈ Has
F , |fξα(T )〉 ∈ Hsoft

ξ (T ) (5.3.53)

ここでHas
F は荷電粒子と ω > λT の光子 (と真空)が属する Fock空間である。また、

Hsoft
ξ (±T ) ⊥ Hsoft

η (±T ) if ξ 6= η (5.3.54)

の関係が満たされる。ここで、記号 ⊥は左辺の任意の元と右辺の任意の元の内積が 0となることを表す。考
える漸近状態 |Φξα(±T )〉〉はH±

ξ に属する。すなわち、

|Φξα(±T )〉〉 ∈ H±
ξ = HF ⊗Hsoft

ξ (±T ) . (5.3.55)

このように考えると、漸近 S演算子は H−
as,ξ(−T ) → H

+
as,ξ(T )への写像と理解でき、量子論における漸近対

称性は H−
as,ξ(−T ) → H+

as,η(T ) , η 6= ξ を禁じる超選択則として理解できる。これは Kulish-Faddeev形式と
は大きく異なる11。

5.3.4 ドレス状態形式における QEDメモリー効果

最後に QEDのメモリー効果について議論する。入射粒子状態、放射粒子状態ともに硬い光子が存在しない
場合を考える。このとき、時刻 t = T での光子場の期待値 〈aµ(~x, T )〉は

〈aµ(~x, T )〉 := 〈fβ(T )|aµ(~x, T )|fβ(T )〉 =
∫
ω≤λT

d3k

(2π)32ω

∑
m∈β

em
k · pm

pνmPνµ(
~k)e−~k·(~x−~vmT ) + c.c.


=
∑
m∈β

em
(2π)3

∫
ω≤λT

d3k

2ω

[
pmµ
k · pm

+ k̄µ +
c · pm
k · pm

kµ

]
cos{~k · (~x− ~vmT )}

(5.3.56)

で与えられる。この 0成分は 0である。簡単のため ~x = 0での値を評価する12。対称性から ~vm を z 軸に向け
て計算できて、次の表式が得られる。

〈~a(~0, T )〉 = −
∑
m∈β

em~vm
8π2

∫ λT

0

dω

∫ 1

−1

du
cos(ωTvmu)
1− vmu

= −
∑
m∈β

em~̂vm
8π2T

G(vm) ,

G(vm) := [Ci(1 + vm)− Ci(1− vm)] sin 1− [Si(1 + vm)− Si(1− vm)] cos 1 + 2Si(vm) .
(5.3.57)

11この意味では Kibbleの散乱理論に近い。しかしこの方法では α→ αの遷移も記述できる。
12実際には ~x = ±~x0 の 2点でのベクトルポテンシャルの差の変化を考えるべきだが、詳細な解析は別の機会に行う。
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ここで、γE を Euler-Mascheroni定数とした。また、Ci(x)は余弦積分関数

Ci(x) := −
∫ ∞

x

cos t
t
dt = γE + logx+ Cin(x) , Cin(x) :=

∫ x

0

dt
1− cos t

t
(5.3.58)

であり、Si(x)は正弦積分関数

Si(x) :=
∫ x

0

sin t
t
dt (5.3.59)

である。ここで、G(v)の概形は次の通り。図のように v = 1で発散するが、光速の 99%程度の速さではO(1)
程度である。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
v0

2

4

6

8

10
G(v)

G(v)

図 5.1 v ∈ [0, 1]での G(v)の概形

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
v0

5

10

15

20
G(v)

G(v)

図 5.2 v ∈ [0.9, 1]での G(v)の概形

同様に時刻 t = −T でのベクトルポテンシャルの期待値を計算することもできるから、その差 〈δ~a(~0)〉は

〈δ~a(~0)〉 = −
∑
n

enηnG(vn)

8π2T
~̂vn (5.3.60)

と計算できる。ここで、mは全ての外線を走る。メモリー効果に対しては λT に比例するこの式が λT の最低
次なので、これは今回の枠組みでは無視されない。このベクトルポテンシャルの変化を Aharonov-Bohm効
果 [109,110]などで測ることで、原理的には散乱を見なくとも散乱の情報をある程度引き出すことができるか
もしれない。これは電磁メモリー効果の場の理論からの導出と言える。
一方、電場や磁場の変化によってメモリー効果を見る可能性が研究されている [92]が、電場や磁場は我々
の解析では現れない。これは、 ~B = ∇× ~aより

〈δB(~0)〉 =
∑
m

emηm
2(2π)3

∫ λT

0

dωω

∫
dΩ~k

~̂k × ~vm
1− ~̂k · ~vm

sin
(
ωT~̂k · ~vm

)
= 0 (5.3.61)

となるからである。また、電場は Coulombゲージをとっているため現れない。

5.3.5 QEDの結果のまとめ

この節では本論文で提案する散乱理論を Coulombゲージをとった QEDに適用した。時刻 |t| > T での相
互作用から漸近相互作用を導出し、それを元に時刻 t = ±T の時間一定超曲面 Σ± で放射/入射状態が漸近す
る漸近状態を求めた。そしてそれらの漸近状態を結びつける漸近散乱行列を計算した。この漸近散乱行列は発
散を持たず、Fock空間の定義を少し変更することでユニタリ性が示される。遷移確率についても議論し、λT
以下のエネルギーを持つ軟光子が観測にかからないような状況では、物理的な遷移確率は Bloch-Nordsieck
の方法で知られていた遷移確率と完全に一致することを明らかにした。このような場合では T 依存性がない
ため、問題なく T →∞の極限を取ることができる。
また、場の量子論での赤外三角関係に対して

(i) 大ゲージ変換が漸近状態に対するゲージ変換に対応すること。



第 5 章 提案する量子散乱問題の定式化 72

(ii) 漸近対称性が大ゲージ変換の関数によって特徴づけられる Hilbert空間の分割を意味すること。
(iii) メモリー効果が、荷電粒子の情報を持った軟光子によってベクトルポテンシャルの期待値が変位する現

象として現れること。

がそれぞれ明らかとなった。散乱行列が定義可能であることと合わせて、これらは提案する散乱理論が赤外の
物理を理解する上でも有用であることを示唆する。
また、T →∞を取らない状況を考えることで検証可能な予言を引き出し得ることも新しい発見である。よ
り詳細な議論は必要となるだろうが、我々が与えた非常に精度の高い光子検出器を用いた場合での散乱確率の
変化や、メモリー効果は原理的には検証可能である。
今回の解析では、Kulish-Faddeevのドレス状態形式の抱える問題：

(1) ゲージ対称性の取り扱いの問題
(2) 極限操作の取り扱いの問題
(3) 漸近相互作用の定義の問題
(4) 予言能力を持たないという問題
(5) 赤外三角関係を充分に反映しないという問題

の全てが改善された。

5.4 軟重力子の理論と散乱問題
重力子を含む理論には繰り込みの問題、ゴーストの問題、共変性の問題など、さまざまな困難があって未だ
に充分な理解が得られているとは言い難い状況にある。
赤外三角関係を通じて重力子が与える赤外効果の理解は深まりつつあるが、ドレス状態形式については知る
限りの先行研究は皆 Kulish-Faddeevの方法を踏襲した議論に基づいており、QEDで抱える問題をそのまま
受け継いでしまっている。QEDより複雑で深刻な紫外側の問題や、ゴーストなどの非物理的自由度の問題は
単に無視することで解析が進められてきた [31, 36,111,112]。
一方、QEDでは Coulombゲージの理論を考えることで、非物理的自由度を導入せずに共変的な理論を組
むことが可能であった。実は重力子を含む理論でも、いくつかの問題に目を瞑ればこれと同じことが可能で
ある。
相互作用表示で無質量ヘリシティ 2のゲージ粒子である重力子と、物質場のエネルギー運動量テンソルが結
合している相互作用ラグランジアン

L I
int(x) = hµν(x)T

µν(x) , ∂µT
µν = 0 (5.4.1)

を持つ理論を考える。重力子を TTゲージ

h0µ = 0 , ∂µh
µν = 0 , ηµνh

µν = 0 (5.4.2)

を満たすものだとすると、この伝搬関数は Coulombゲージの QED同様に非共変項を含む。そこで Newton
相互作用項を加え、重力子の伝搬関数の非共変項を打ち消すようにしよう。

Weinbergの議論 [40]によると、Heisenberg場に対して適切なゲージ条件を取ることで Heisenberg表示の
理論が線形 Einstein方程式を満たす理論となることが示せる。
一方、重力子のエネルギー運動量が理論に組み込まれていないため、ラグランジアンの段階で理論の Lorentz
対称性が破れてしまう問題がある。また、繰り込み不可能という問題はもちろんあり、これに対処するために
高階微分項を取り入れるとやはり非物理的自由度をどうにかして取り除かねばならないという困難がある。
ここで我々のドレス状態形式を思い浮かべよう。そこでは t = ±T の時刻一定超曲面を導入して散乱問題を
定式化した。この方法は一見すると Lorentz対称性を破っているように思える。しかし実は、漸近対称性が理
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論の Lorentz対称性を回復する役目を果たすことが以下で見るようにわかる。軟粒子の存在を自発的 Lorentz
対称性の破れとして考える議論がある [26, 28, 46]。しかし我々の解析では同様の結果から逆の結論が導かれ
る。つまり、ラグランジアンの段階で破れている Lorentz対称性が、漸近対称性によって状態・散乱行列の段
階では守られるのだ。この機構は自発的 Lorentz対称性の回復と呼んでもよいだろう。
また、軟重力子のみを考える上では繰り込みの問題は現れない。そのためWeinbergの議論に則れば、非物
理的自由度を導入せずに軟重力子が理論に与える影響を議論することが可能である。

5.4.1 QEDの Lorentz対称性

ここで、QEDの Loretz対称性について改めて考えてみよう。
硬い光子の場に対して Lorentz変換は

U(Λ)aµ(x)U
−1(Λ) = Λ ν

µ aν(Λx) + Λ ν
µ ∂νΩΛ(Λx) ,

∂νΩΛ(x) ≡ −
∫

d3k

(2π)3/2
√
2ω

∑
h

[
ξΛ(~k, h)kνa(~k, h)eik·x + (h.c.)

]
,

ξΛ(k, h) := Λ 0
µ εµ(~k, h)/(Λ 0

ν kν)

(5.4.3)

の変換をもたらす。回転対称性を使って Λのブースト部分を 3軸へのブーストに取ると、

ξΛ$(~k, h) =
[
(−b$ · (− sin θ))/

√
2
]
/ [ω(a$ − b$ cos θ)] = 1√

2ω
· ($2 − 1) sin θ
$2(1− cos θ) + 1 + cos θ

(5.4.4)

が得られる。ここで 3軸を指すヌル運動量のエネルギーを $ 倍にするようなブーストが

Λ($)
ǎ
b̌
=

(
a$ b$
b$ a$

)
, a$ :=

$2 + 1

2$
, b$ :=

$2 − 1

2$
(5.4.5)

とかけることを使った。ǎ = {3, 0}は 3→ 0の順に並べたことを意味する。また、ξΛ($) は $ ∈ (0,∞)で正
則である13。
さて、ドレス状態に対して Lorentz変換 Λを作用させることを考える。位相を無視すると、

U(Λ)|Φα(t)〉〉 = U(Λ)Df(t)U
−1(Λ)

∏
α

[
U(Λ)a†(pα, σα,Nα)U−1(Λ)

]
|0〉

= DU(Λ)f(t)U−1(Λ)

∏
α

√
(Λpα)0

p0α

∑
σ′
α

Dσασ′
α
(W−1(pα,Λ))a

†(Λpα, σ
′
α,Nα) |0〉

=: DU(Λ)f(t)U−1(Λ) |ΦαΛ〉

(5.4.6)

が成り立つ。ここで、∑
h

∫
d3peU(Λ)ρ(~p)U−1(Λ)

∫
ST

d3k

(2π)3/2
√
2ω

[
pµ

k · p
e−ik·vptU(Λ)a†µ(

~k, h)U−1(Λ)− (h.c.)
]

=
∑
h

∫
d3q

eρ(~q)

(2π)3/2

∫
ST

d3k√
2ω

√
ωΛ

[(
q · ε(~kΛ, h)
q · (Λk)

− ζΛ(~kΛ, h)

)
e
−i(Λk)·vq

Eq
Eq

Λ−1
t
a†(~kΛ, h)− (h.c.)

]
,

(5.4.7)

ζΛ(~kΛ, h) := [Λ 0
ν εν(~kΛ, h)]/ω =: ξΛ(~k, h)/ω (5.4.8)

が成り立つ。したがって Λが空間回転の場合、回転対称性から U(Λ)Df(t)U
−1(Λ) = Df(t) で不変となる。そ

こで先ほどの 3軸ブースト Λ = Λ($) を考えると、

Λ($)
µ
ν
kν = ω(a$ + b$ cos θ, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, b$ + a$ cos θ) (5.4.9)

130,∞のときはそれぞれ θ = (2n+ 1)π, 2nπ ,where n ∈ Zで発散する。
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となる。これより次の座標変換

(ω, θ, ϕ)→ (%,Θ,Φ) := (ω(a$ + b$ cos θ), arccos b$ + a$ cos θ
a$ + b$ cos θ

, ϕ) (5.4.10)

を行うとこの変換で軟光子の運動量空間の半径 λT の球面がどのように変形するかがわかる。積分測度は

ω2 sin θdω ∧ dθ ∧ dϕ = [%(a− b cosΘ)]2
(

sinΘ

a− b cosΘ

)(
d%+ bω sin θdθ
a+ b cos θ

)
∧ [(a+ b cos θ)dΘ] ∧ dΦ

= %2(a− b cosΘ) sinΘd% ∧ dΘ ∧ dΦ
(5.4.11)

と変わるが、運動量空間に占める体積は変わらず
4π

3
λ3T である。また、

cosΘ = 1− 2(1− cos θ)
$2(1 + cos θ) + 1− cos θ

(5.4.12)

および
ωΛ = % =

2$

$2(1− cos θ) + 1 + cos θ
ω (5.4.13)

によって変換した先のエネルギーと角度の依存性がわかる。これでブーストによって球面がブースト方向に引
き伸ばされ、逆方向に縮められる様子がわかった。このとき式 (5.4.7)は

U(Λ)fU†(Λ) = fΛ ,

fΛ =
∑
h

∫
d3q

∫ π

0

dΘ sinΘ

∫ 2π

0

dΦ

∫ λT
a−b cos Θ

0

d%%2
eρ(~q)

(2π)3/2
√
%

[
(
q · ε(~̀, h)
q · `

− ζΛ(~̀, h)

)
e−i`·vqT

Λ
q a†(~̀, h)− (h.c.)

]

=:
∑
h

∫
d3q

∫
ST

d3`
eρ(~q)

(2π)3/2
√
%

[(
q · ε(~̀, h)
q · `

− ζΛ(~̀, h)

)
e−i`·vqT

Λ
q a†(~̀, h)− (h.c.)

]
(5.4.14)

となる。ここで、
`µ := %(1, sinΘ cosΦ, sinΘ sinΦ, cosΘ) , TΛ

q :=
Eq

EqΛ−1

T (5.4.15)

を定義した。ζΛ を含まない項ではブーストを荷電粒子の運動量積分に吸収させられる。したがって Lorentz
変換による非共変な効果は ζΛ を含む項だけから生じる。しかし ζΛ の項はゲージ関数を

ξΛ(~̀, h) =
$2 − 1

4$2
[$2(1− cosΘ) + 1 + cosΘ]

(
− 1√

2
sinΘ

)
(5.4.16)

もしくは同等に

ξΛ(~k, h) =
1√
2

($2 − 1) sin θ
$2(1 + cos θ) + 1− cos θ

(5.4.17)

とした大ゲージ変換を与えるものと見做せる。大ゲージ変換が予言に影響しないことが漸近対称性であったか
ら、漸近対称性によりドレス状態は Lorentz共変と言える。

5.4.2 軟重力子の理論

前節でWeinberg の重力子理論の問題であった、理論のラグランジアンの段階での Lorentz 対称性の破れ
が、実は問題ではない可能性が開かれた。重力子の理論には、他にも繰り込み不能な理論であるという困難が
あり、このことが量子論における重力の取り扱いを複雑にする一因となっている。
そこで軟重力子のみが理論に存在するような理論を構成し、重力の量子的な側面のうち軟重力子が担う役割
を鮮明にすることを目指す。ここでは自己相互作用する質量を持った実スカラー場と、軟重力子の理論を考
える。
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模型の構築
今回の模型では重力を場の量子論の枠組みで説明することが期待される重力子のうち、低エネルギー部分の
みを取り出した有効理論を考える。我々のドレス状態形式によると、「柔らかさ」は慣性観測者ごとに定まる。
そこで、ある慣性観測者を固定して、その観測者にとっての軟重力子の役割を調べるという有効理論と位置付
けることにして理論構築を始めよう。
重力子については、Weinberg の重力子理論でエネルギーの紫外切断を λT にしたものを採用する。スカ
ラー場は φ4 理論つまり、

L I
φ(x) = −

1

2
∂µφ(x)∂

µφ(x)− 1

2
m2φ2(x)− g

4!
φ4(x) (5.4.18)

となる理論を採用する。また、相互作用表示で重力子は、エネルギー運動量テンソルの ηµν に比例する項とは
結合しない。したがって重力子の相互作用ラグランジアンは

L I
h,int(x) =

κ

2
hµν(x)∂

µφ(x)∂νφ(x)− V I
N(x) (5.4.19)

である。ここで、V I
N(x)は伝搬関数の非共変項を打ち消す Newton項である。

軟重力子の理論は QEDと基本的な構造が同じである。同様の解析から、漸近相互作用は QEDのものに対
して、 {

εµ(~k, h) , −eρ(~p) ,
pµ

Ep

}
−→

{
εµν(~k, h) ,

κEp
2
N(~p) ,

pµpν

E2
p

}
, N(~p) := b†(~p)b(~p) (5.4.20)

と変更したものとなる。
したがって

f(~p,~k, h; t)→ g(~p,~k, h; t) := −
κ
2N(~p)

(2π)3/2
√
2ω

pµpνεµν(~k, h)

k · p
e−ik·vpt (5.4.21)

θ̂(t)→ − κ2

64π

∫
d3p

∫
d3qN(~p)N(~q)

2(p · q)2 −m2
pm

2
q√

(p · q)−m2
pm

2
q

log(λV /λT ) (5.4.22)

となる。
したがって漸近入射状態は

|Φα(−T )〉〉 = exp

[
−i

∑
mn∈α

κ2(1 + β2
mn)

64πβmn
√

1− β2
mn

log(λV /λT )

]
|ψα〉 ⊗ |gα(−T )〉 , (5.4.23)

|gα(−T )〉 = Dgα(−T ) |0;h〉 , Dgα(−T ) := exp

[∑
h

∫
ST

d3k[gα(k, h;−T )a†(~k, h)− h.c.]

]
(5.4.24)

gα(~k, h;−T ) := −
∑
n∈α

κ
2 eik·vnT

(2π)3/2
√
2ω

pµnp
ν
nεµν(

~k, h)

k · pn
(5.4.25)

となる。漸近放射状態も同様だ。

5.4.3 漸近散乱振幅

外線に重力子のいない、スカラー粒子の散乱過程 α → β を考える。このとき、理論の重力子は低エネル
ギー重力子だけなので、ループ補正にのみ影響を与える。軟重力子が外線のスカラー粒子を繋ぐときにかかる
補正は上記の対応によって、

Kmn =
−i

(2π)4
(κ2 )

2ηmηn

∫ ∞

−∞
dk0

∫
ST

d3kpµmp
ν
m (ηµρηνσ + ηµσηνρ − ηµνηρσ) pρnpσn

2[k2 − iε][pn · k − iηnε][−pm · k − iηmε]
+ o(λT ) (5.4.26)
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となる。留数定理から

Kmn = κ2
ηmηnmmmn

(
1 + β2

mn

)
64π2βmn

√
1− β2

mn

log 1 + βmn
1− βmn

log λT
λV

+ iκ2 (1 + ηmηn)
mmmn

(
1 + β2

mn

)
64πβmn

√
1− β2

mn

log λT
λV

(5.4.27)
がわかる。ドレス状態の軟重力子の内積からくる補正は

αmn(k)→ α̃mn(k) =
2(pm · pn)2 −m2

mm
2
n

2(pm · k)(pn · k)
(5.4.28)

γmn(k)→ γ̃mn(k) = α̃mn(k) + σmn(k) (5.4.29)

σmn(k) :=
(pm · k)2

pm · k
k · pn + 2

pn · k̄
pn · k

pn · pm −
(pn · pn)
pn · k

k · pm + (m↔ n) (5.4.30)

の対応で与えられる。QEDで
∑
n

enηn = 0を使ったように、ここでも
∑
n

pµnηn = 0を使って

log Υ̃βα(T ) = −
∫
d3k

2ω

∑
m,n

ηmηnκ
2

8(2π)3
α̃mn(k)−

∑
m 6=n

ηmηnκ
2

8(2π)3
γ̃mn(k) [1− cos[(ηmvm − ηnvn) · kT ]]


(5.4.31)

が得られる。ここで、m,n の和は全ての外線を走る。第 1 項目は O
(
ω−1

)
∼ O(T ) であり、第 2 項目は

O(ωT ) ∼ O
(
T 0
)
である。したがって O(λT )の最低次までの寄与

log Υ̃βα(T )
L
= −

∫
d3k

2ω

[∑
m,n

ηmηnκ
2

8(2π)3
α̃mn(k)

]
= −1

2
Bβα (5.4.32)

が取り入れるべき補正となる。ここで、

Bβα :=
κ2

64π

∑
n,m

ηmηnmmmn
1 + β2

mn

βmn
√
1− β2

mn

log
(
1 + βmn
1− βmn

)
=
∑
mn

Kmn (5.4.33)

を定義した。これは軟重力子のループ補正と打ち消し合う。また、ドレス状態の発散する位相は − i
2 Im[Kmn]

であり、これもまた軟重力子のループ補正と打ち消し合う。以上の事実から、

Sas
βα(T )

L
= SD,φ

βα (λT ) (5.4.34)

が得られる。ここで、SD,φ
βα は φ4 理論で計算した Dysonの散乱行列である。この結果は、軟重力子の λT に

ついての主要項は散乱現象の予言に全く影響を与えないことを意味する。

5.4.4 軟重力子の役割

軟重力子は散乱行列に影響を与えない。では、軟重力子は非自明な役割を持たないのだろうか？
本論文で提案する散乱理論では、散乱問題を時刻 t = −T の時間一定面 Σ− で定まる状態から時刻 t = T の
時間一定面 Σ+ で定まる状態への遷移を記述する問題として扱う。時空に面を導入したことで、この理論は一
見 Lorenz対称性を破るように思える。しかし QEDでは、漸近対称性の存在によって Lorentz対称性が回復
する機構が働くことを見た。一般に質量を持つ粒子のみを含む理論ではこの機構は働かない。そこで、任意の
粒子と結合する重力子が存在すれば、QEDと同様の機構によって Lorentz共変性が守られると期待できる。
これを見るために、まずは漸近散乱行列の漸近対称性を見よう。

漸近対称性
重力子の漸近対称性変換は、

δε±µν(
~̂k, h) = ω−1k(µλ

±
ν)(
~̂k, h) , λ±µ (

~̂k, h) = Λ±
∅(
~̂k, h)k̂µ + Λ±

+(
~̂k, h)εµ(~̂k,+) + Λ±

−(
~̂k,−)εν(~̂k,−) (5.4.35)
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で与えられる。この変換は漸近状態に対して gα(~k, h;±T )→ gα(~k, h;±T ) + ε±α (
~k, h;±T )

ε±α (
~k, h;±T ) :=

∑
n∈α

−κ2 e∓ik·vnT

(2π)3/2
√
2ωω

pµn

[
Λ±
∅(
~̂k, h)k̂µ + Λ±

+(
~̂k, h)εµ(~̂k,+) + Λ±

−(
~̂k,−)εµ(~̂k,−)

]
(5.4.36)

の変換を誘導する。漸近散乱行列への補正は、軟重力子のコヒーレント状態の内積

〈ε+β (T )|ε
−
α (−T )〉

L
= exp

[
− κ2

16(2π)3
log(λT /λV )

∑
h

∑
nm

∫
dΩηnηm

(
pn · εηn(~̂k, h)

)(
pm · εηm(~̂k, h)

)]

= exp

[
− κ2

2(4π)3
log(λT /λV )

∑
h

∫
dΩ
∣∣∣Pout · ε+(~̂k, h)− Pin · ε−(~̂k, h)

∣∣∣2] (5.4.37)

が主要なものとして加わる。Pµout, P
µ
in は t = ±T の空間超曲面上の硬い全エネルギー運動量であり、

Pµout = Pµin ≡ Pµ と考えてよい。したがって漸近散乱行列が 0とならないためには、

0 =
∑
h

∫
dΩ

∣∣∣∣[(Λ+
∅(
~̂k, h)− Λ−

∅(
~̂k, h)

)(
1− V∅(~̂k, h)

)
−
(
Λ+
+(
~̂k, h)− Λ−

+(
~̂k, h)

)
V+(~̂k, h)−

(
Λ+
−(
~̂k, h)− Λ−

−(
~̂k, h)

)
V−(~̂k, h)

]∣∣∣∣2 (5.4.38)

とならければならない。ここで、

~V := ~P/P 0 , V∅(~̂k, h) := ~V · ~̂k , V±(~̂k, h) := ~V · ~ε(~̂k,±) (5.4.39)

を定めた。この要請は

Λ+
∅(
~̂k, h) = Λ−

∅(
~̂k, h)

Λ+
+(
~̂k, h) = Λ−

+(
~̂k, h)

Λ+
−(
~̂k, h) = Λ−

−(
~̂k, h) (5.4.40)

を意味する。これらはエネルギー運動量の分布を歪めるような変換に対応する。エネルギー運動量分布の歪み
を同じくする観測者にとっての状態間のみ遷移可能であることを意味する。結局この条件は

λ+µ (
~̂k, h) = λ−µ (

~̂k, h) (5.4.41)

となって、Hilbert空間がこの関数によって超選択区間に分割されることがわかる。すなわち、軟重力子は理
論の Hilbert空間を

H±
as(±T ) =

⊕
λµ

H±
as,λµ

(±T ) , H±
as,λµ

(±T ) := Has
F ⊗Hsoft

λµ
(±T ) (5.4.42)

と分割する。Lorentz変換は QEDと同様の機構で漸近対称性により回復する。このことは軟重力子が各慣性
観測者毎に Hilbert空間を分割する役割を担うことを意味する。異なる慣性観測者同士の状態は異なる超選択
区間に属するので、これらを重ね合わせても状態間の干渉が起きないという予言が得られる。

重力メモリー効果
また、原理的に観測可能な物理量として、軟重力子はメモリー効果を与える。メモリー効果は t = ±T の超
曲面上での重力子の期待値の差として現れる。ある位置 ~xにおけるメモリーは、

δ 〈hij(~x)〉 := 〈gβ(T )|hij(~x, T )|gβ(T )〉 − 〈gα(−T )|hij(~x,−T )|gα(−T )〉

=
∑
n

κηnEn
(2π)3

∫ λT

0

dω

∫
dΩ

cos[ω~̂k · (~x− ηn~vnT )]

1− ~vn · ~̂k
(vnvn)

TT
ij (5.4.43)
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となる。ここで、TTは重力子の運動量方向に対しての無トレース横成分である。これはベクトル射影テンソ
ルを使って構成できる TTテンソル

(TT)ijk`(
~̂k) := P ik(

~̂k)P j` (
~̂k)− 1

2
P ij(~̂k)Pk`(~̂k) (5.4.44)

を作用させて得られる。TT テンソルは対称テンソルに対してはテンソル射影テンソルの 1/2 倍に一致す
る14。また、

~̂θ := (cos θ cosφ, cos θ sinφ,− sin θ) , ~̂φ := (− sinφ, cosφ, 0) (5.4.45)

を使えばベクトル射影テンソルは
P ij (

~̂k) = θ̂iθ̂j + φ̂iφ̂j (5.4.46)

とかけるから、任意の対称テンソル Aij の TT部分は

(TTA)ij = A+

(
θ̂iθ̂j − φ̂iφ̂j

)
+A×

(
θ̂iφ̂j − φ̂iθ̂j

)
(5.4.47)

A+ :=
1

2

[
θ̂iθ̂j − φ̂iφ̂j

]
Aij , A× :=

1

2

[
θ̂iφ̂j + φ̂iθ̂j

]
Aij (5.4.48)

と分解できる。これはいわゆるプラスモードとクロスモードと呼ばれるものだ。式 (5.4.43)のエネルギー積分
を実行すると、

κ

2π2T

∑
n

ηnEn

∫
dΩ

4π

(vnvn)
TT
ij

1− ~̂k · ~vn

sin[~̂k · ~vn − ηnλT ~̂k · ~vn]
~̂k · ~vn − ηnλT ~̂k · ~vn

(5.4.49)

が得られる。ここで、|~x|/T � 0の場合を近似的に考えることにしよう。すると、

sinc(a+ ε) = sinc(a) + a cos a− sin a
a2

ε+O
(
ε2
)

(5.4.50)

を使ってメモリーが

∑
n

κηnEn　

2π2T

∫
dΩ

4π

(vnvn)
TT
ij

1− ~̂k · ~vn

[
sin[~̂k · ~vn]
~̂k · ~vn

− ηnλT
(~̂k · ~vn) cos

(
~̂k · ~vn

)
− sin

(
~̂k · ~vn

)
(~̂k · ~vn)2

~̂k · ~x
]
+O

(
(λ3T )

)
(5.4.51)

と計算できる。λT の主要項としては |~x|/T = 0としたものだけが残る。よって

δ 〈hij(~x)〉
L
= δ 〈hij(~0)〉 (5.4.52)

となる。計算を実行するためには、回転対称性を使って ~vn を 3軸に向けて積分を実行したものを足し上げれ
ばよい。こうするとクロスモードは消えて、プラスモードだけが残る。したがって、

δ 〈hij(~0)〉 =
∑
n

κηnEn
8π3T

∫
dΩn

sin(vn cos θn)
(1− vn cos θn) vn cos θn

1

2
v2n sin2 θn

[
θ̂niθ̂nj − φ̂niφ̂nj

]
=
∑
n

κηnEn
16π2T

∫ 1

−1

du
v2n(1− u2)
1− vnu

sin(vnu)
vnu

(1− u2) [3v̂n iv̂n j − δij ]

=
∑
n

3κηn|~pn|
16π2T

F (vn)[vn]〈ij〉 , (5.4.53)

F (v) :=

∫ v

−v
dx

[1− (xv )
2]2 sinx

(1− x)x
(5.4.54)

と計算できる。ここで、n〈ij〉 = n̂in̂j − 1
3δij の無トレース対称表記を用いた。F (v)の外形は次の通り。

14Pijk`(~k)は完全に TT部分を取り出すテンソルになっている。
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図 5.3 v ∈ [−1, 1]での F (v)の概形
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図 5.4 v ∈ [0.9, 1]での F (v)の概形

QED の場合と異なり、v → 1 で発散せず、有限の値を取る。その値は 2 (cos(1)− sin(1) + Si(1)) ≈
1.28983 . . . である15。また、QED同様に F (0) = 0となる。
平坦時空のヘリシティ 2 ゲージ粒子が時空の計量という意味を持つなら、観測量としてメモリー効果は

xi = xi(λ)の経路の長さの変化

∆L = δ

∫
dλ

√
gij(~x)

dxi

dλ

dxj

dλ

L
=

∫
dλ
δ 〈hij(~0)〉 dx

i

dλ
dxj

dλ

2
√
ηij

dxi

dλ
dxj

dλ

=
∑
n

3κ2ηn|~pn|
32π2TL

F (vn)

∫
dλ[vn]〈ij〉

dxi

dλ

dxj

dλ

(5.4.55)
として評価できる。ここで、計量を ηµν としたときの経路長を Lと定義した。

5.4.5 線形重力理論のまとめ

本研究では Weinberg の重力子の理論をドレス状態形式の枠組みの中で考えることによって、低エネル
ギー重力子を加えた理論を構築した。通常、エネルギーの紫外切断を理論のパラメータとして取り入れると、
Lorentz対称性が破れ、対称性に依拠する様々な議論が有効でなくなってしまう。一方、今回の理論では紫外
切断をある観測者が定義する「柔らかさ」λT で与えたが、この切断によって破れる場の段階での Lorentz対
称性は、ドレス状態の持つ漸近対称性によって回復する。
本論文で提案する散乱理論では、時間一定超曲面 Σ± を導入することによって場の段階での Lorentz対称
性を破ってしまう。そのため硬い粒子のみの散乱を考える際に、Lorentz対称性から得られる良い性質が使え
ない可能性があった。しかし理論に軟重力子を加えることによって、Σ− から Σ+ の状態の遷移を Lorentz対
称性を漸近対称性の意味で保ったままに議論することが可能となる。この意味で今回の定式化では、軟重力子
の存在は理論に要請されるものである。
λT の主要項のみを取り扱う今回の枠組みでは、散乱問題の予言に軟重力子は影響を与えないことがわかっ
た16。軟重力子定理は主要項に関しては外線粒子の種類を問わないので、この結果は有質量粒子の散乱問題に
対してはスピンを問わずに成り立つと言えるだろう。散乱問題の予言に影響を与えない一方で、メモリー効果
によって軟重力子を含む理論とそうでない理論は区別できる可能性がある。
重力メモリー効果の主要項は式 (5.4.55)で与えられる。この予言を実証できれば、量子論の枠組みで重力を

15QEDの場合に解析解も与えたので一応ここでも与えておくと次のようになる。

F (v) =
(1− v2)

2
(Ci(1 + v)− Ci(1− v))

v4
sin(1) + 2Si(v)

+
(1− v2)

2
(Si(1− v)− Si(1 + v))

v4
cos(1) +

2v cos(v)− 2 sin(v)
v4

.

16λT より小さいエネルギーの重力子が検出できるほど検出機の精度を高くできれば、Bloch-Nordsieck形式との差異から軟重力子
の影響を見ることが原理的にはできる。しかしこれは軟光子 1つを検出するのと比べても困難だろう。
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記述すると期待される重力子のうち、少なくとも低エネルギーの軟重力子は存在時空の幾何を表すものとして
解釈可能な形で存在することが強く示唆される。
また、ローレンツ対称性を担保する漸近対称性が Hilbert空間を超選択区間に分割するという結果は重力の
量子的側面を理解する上で重要な示唆を与えるだろう。近年重力の量子性を検証する試みが盛んであるが、そ
の中で重力の重ね合わせについての議論がある。異なる超選択区間に属する状態は純粋状態としては重ね合
わせることができず、干渉効果が生まれない。漸近対称性は時間的方向を異にする観測者にとっての状態が
Hilbert空間の異なる超選択区間に属することを予言するから、このことによって軟重力子の存在や役割を確
かめることができるかもしれない。
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第 6章

結論と議論

場の量子論は素粒子標準模型に代表されるように大きな成功を収めているが、重力の説明には成功していな
い。そのため量子重力理論の構築が現代物理学の大きな課題となっている。この困難は、理論的には繰り込み
や非物理的自由度の問題などから生じ、実験観測的には量子効果が顕となるスケールを実現し難いために生じ
る。このような未だ見ぬスケールの物理法則を探る手掛かりとして、散乱の過程を記述する散乱行列のユニタ
リ性などの性質が注目されている。ところが、光子や重力子などの無質量粒子を含んだ理論では赤外発散の問
題によって散乱行列の存在すら明らかではなかった。
本研究では赤外発散を取り除くためのドレス状態形式を再考し、散乱行列の定式化をおこなった。具体的な
方針として、一般相対性理論において漸近対称性が初期値問題を定義する際に現れることに着目し、散乱問題
を、時刻 t = −T の時間一定超曲面 Σ− 上に定義される状態から、時刻 t = +T の時間一定超曲面 Σ+ 上に
定義される状態への遷移を記述する初期値問題として定める。これは本来当然のことだが、無限をとる極限操
作に飲み込まれ、従来の定式化では隠れてしまっていた。また予言能力を担保するために、Σ± や赤外/紫外
切断などの時空の量と、理論のハミルトニアン以外のものは導入せずに発展が記述できるように設定する。こ
の定式化においては、散乱の記述に用いる Σ± での漸近状態が、理論の相互作用を用いて導出するべきものと
なる。
こうして定式化した散乱問題を、まず量子力学の Coulomb散乱に適用した。その場合、Dollard形式と等
価な散乱理論となる。
次に、実験的にも理論的にもよく知られた量子電磁気学に適用した。提案する散乱理論でも量子電磁気学の
漸近状態は、軟光子の相互作用を取り入れたドレス状態となる。この意味でドレス状態形式を用いた散乱問題
の定式化とも言える。この研究で行ったことは以下の通りである。

( I-A) 得られたドレス状態を用いて遷移確率を計算することで、この散乱理論がこれまでによく知られていた
結果を再現しながら、さらに広い状況にも適用可能であることを示した。

( I-B) 量子電磁気理論の状態や、漸近状態の属する Hilbert 空間についての議論を行い、散乱行列がその
Hilbert空間でユニタリであることを示した。

( I-C) 散乱行列のゲージ対称性を調べることで、場の量子論における漸近対称性の在り方の一面を明らかに
した。

( I-D) メモリー効果が提案する散乱理論の枠組みの中に組み込まれていることを示し、簡単な例によって、原
理的には検証可能な理論予測が得られることの示唆を与えた。

これらの結果から、提案する散乱理論は「軟粒子定理を超えて散乱行列をユニタリに定義するドレス状態」、
場の量子論における漸近対称性およびメモリー効果」の全てを内包するという意味で、赤外三角関係に対して
統一的な視座を与えるものと言えよう。本研究で行った散乱問題の定式化の妥当性は、この観点からも支持さ
れる。
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この散乱理論では、時空に Σ± の超曲面を導入することで一見 Lorentz対称性を破っているように思える。
ところが、こうした場の段階での Lorentz対称性の破れは、ドレス状態に備わる漸近対称性によって状態の段
階で回復することが明らかとなった。この事実は軟重力子の理論の可能性を開く。
次に、S. Weinbergの議論 [40]に基づいて軟重力子の理論の構築を行い、具体的に質量を持つ実スカラー
粒子と軟重力子が存在する際の散乱について調べた。漸近状態はやはり軟重力子の相互作用を取り入れたドレ
ス状態となる。この研究で行ったことは以下の通りである。

( II-A) 得られたドレス状態を用いて遷移確率を計算することで、軟重力子 1個の観測ができない限りは、散乱
結果の予言に軟重力子が寄与しないことを示した。

( II-B) メモリー効果の議論を行い、これに対しては軟重力子が非自明な予言を与えることを明らかにした。
( II-C) 軟重力子のドレス状態に備わる漸近対称性が Lorentz対称性を回復する機構を確認した。
( II-D) 軟重力子の与える赤外発散によって、ある慣性観測者にとっての状態は、別の慣性観測者にとっての状

態と直交することを示した。

(II-A)と (II-B)は軟重力子の存在を検証する際の方針を与えるものと言えよう。メモリー効果を現実的な
設定で定量的に評価し、検証可能な予言を与えることを目指した研究を今後行う予定である。散乱した粒子を
検出せずメモリー効果だけを測定することを考えたときに、散乱の情報をどれだけ引き抜けるのかという問題
も興味深い。また、漸近状態を導出する際に、準主要項まで相互作用を取り入れる枠組みでの散乱理論を考え
ることも面白いだろう。準主要項が遷移確率やメモリー効果に対する予言に与える影響を詳細に解析すること
は有意義だと考えている。

(II-C)は逆に言えば、質量を持った粒子のみを理論に取り入れるとき、T →∞の極限だけが Lorentz対称
性を満たすことを意味する。T →∞の極限だけが Lorentz対称性を満たすということは、これまでに試みら
れてきた散乱問題の定式化の上では自明な障害であり、本研究で構築した Σ± を導入する散乱理論がこれまで
提案されなかった大きな理由の 1つであろう。一方、提案する散乱理論では軟重力子の存在を理論に要請する
ことで、時刻 t = −T から t = T への時間発展が Lorentz対称性を尊重した理論の下で記述できる。量子電
磁気学では光子がこの役割を担ったために軟重力子を導入せずとも散乱理論が設定できたが、ここでさらに軟
重力子を理論に加えた場合の赤外三角関係を解析することも非常に興味深い問題である。

(II-D) は Hilbert 空間が軟重力子によって、各慣性系毎に対応する超選択区間に分割されることを意味す
る。実験・観測技術の向上により、重力の量子的側面を検証する提案が為されている [42–44]。これらの提案
には位置の重ね合わせ状態が重要な役割を担うことが多いが、軟重力子が超選択則を与えるという本研究で明
らかとなった著しい性質は、このような研究にも考慮すべき基礎を与えることになるだろう。異なる超選択区
間に属する状態は純粋状態として重ね合わせることができないのである。ドレス状態を考慮した状態の重ね合
わせに関する示唆に富んだ研究として、平井・杉下の研究 [45]がある。ドレス状態に対して可能な重ね合わ
せ状態を与えて解析を行うことで、重力の本質的に量子論的な側面に迫れるかもしれない。このような方向の
非常に興味深い研究も今後に残されている。
今回提案した漸近状態、散乱行列の定義は形式的には理論の詳細に依らないものである。したがって QED
や線形重力理論以外の無質量粒子を含む理論に非自明な結果を与える可能性がある。
赤外三角関係は線形重力理論と量子電磁気学以外にも、超対称性のある理論、磁荷のある理論、弦理論な
ど、あらゆる理論で発見、示唆されている。また、背景時空も 4次元漸近平坦に限らず、高次元や漸近 (A)dS
で議論されているし、さらに主要なもの、準主要なものといった階層性も見つかっている。本論文での散乱問
題の定式化が、これらの理解を深める一助となることが期待できる。
例えば、スカラー QEDの漸近対称性の解析から準主要項までの軟光子定理が現れるという解析 [113, 114]
や、ゲージ理論以外の漸近対称性の議論 [91, 115]が存在する。場の理論の漸近状態から漸近対称性を探ると
いう視点がこれらの理解を深めてくれるかもしれない。
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λT についての主要項を超えた解析も面白いだろう。準主要な軟光子定理に対応した準主要なドレス状態に
ついての議論がある [36]が、我々の理論形式で λT の準主要項までを取り入れれば導出されるかもしれない。
λT を有限に留める解析においては準主要項以上の寄与も意味を成すので、そちらの発展も期待される。
他にも、超回転対称性に対する理解を深めることができるかもしれない。また、準主要項以降が散乱確率に
影響するのかしないのかという議論も自明ではない。このことを真剣に議論するためには、散乱振幅に現れた
λT の高次として無視した補正が、高次のドレスと高次のループ補正を全て取り入れたときに消えるのかどう
かを確認しなければならない。
また、メモリー効果の QEDと線形重力理論での無質量極限の振る舞いの違いは興味深い。これは QEDが
漸近状態を定義する面上に無質量の荷電粒子が存在することを禁止している一方で、あらゆる粒子と結合する
重力子はそのような禁止則をもたらさないという示唆のようにも思える。QEDと線形重力子の理論の違いと
して共線発散の有無があるが、共線発散の対処を考えることでメモリー効果が有限になるのかなどは面白い問
題だろう。この視点は Yang-Mills模型を考える上でも一定の意味を持つかもしれない。
線形を超えた重力理論をドレス状態形式で構築し、その意味するところを調べることもできるだろう。ま
た、光子と重力子両方が存在する場合の漸近状態や、その帰結にも興味がある。これまでの研究では単純に直
和的な寄与が考えられてきたが、光子と重力子の結合があればそれはそれらの自由度を混ぜるような影響を与
えるかもしれない。
軟光子の存在は Lorentz対称性の破れの表出だという議論がある [26, 28, 46]。これは軟光子の相互作用に
よって、全電荷が 0とならない状況では Lorentz対称性が破られるというものだ。そのため Lorentz対称性
を尊重した散乱理論を考えるためには、この世界の観測不能な遠方に電荷を 0にするような反粒子の対を付け
足す必要があるという議論がある。しかしこのような月の裏側に都合の良いものを付け足すような操作は、ク
ラスター分解原理などを信じるような、物理の理論は検証可能なもので構成されて欲しいとする立場からは受
け入れ難いものだ。また、このような電荷を打ち消す操作は重力理論では不可能である1。そこで電荷が 0で
ない状況で漸近対称性や Lorentz対称性がどのようになっているかを理解することは不可欠であり、本研究は
これに関して 1つの解答を与えた結果となる。
ドレス状態は基礎的な概念にもかかわらず、これまで定量的な議論がほとんどなされていない未開拓の分野
と言える。様々な理論の散乱問題をドレス状態形式で解析する以外にも、上で少し議論したように、重ね合わ
せなどのより量子力学的な問題の解析に適用することも重要だろう。また、散乱行列は未知の理論を探る上で
の手がかりとして使われているが、無質量粒子が存在する理論ではドレス状態形式以外でそれを定義すること
は、筆者の知る限り今の所できていない。したがって散乱行列を用いた理論の制限にも、ドレス状態形式の側
面から議論に検討の余地が生まれるかもしれない。
また、情報問題についても触れておく。論文 [18]では BHに打ち込まれたカレントの情報を持った光子が
地平面上と無限遠方に励起すること示され、情報を軟光子が担う可能性が議論された。彼らの主張ではこれは
漸近対称性の電荷によって引き起こされたものであり、漸近対称性とその電荷が情報問題解決の糸口になるこ
とが指摘された。一方今回の解析では、漸近対称性は漸近状態に含まれる軟光子のゲージ変換に対する制限と
して与えられる。つまり、漸近対称性は粒子の情報を含まないのである。その代わりに、漸近状態がコヒーレ
ント状態の関数 fα を通して粒子の情報を保持している。この観点から、情報問題を漸近対称性から考える場
合、本質的に重要なのはその対応する電荷ではなく、ドレス状態という従来の Fock基底から外れた特殊な状
態なのだと考えられる。ドレス状態を用いた同様の考察が我々とは異なる文脈でもなされている [29, 30]。実
際、漸近対称性からは軟粒子定理が導けるが、軟粒子定理は散乱行列そのものの赤外発散を防ぐことができ
ず、ユニタリ性の議論ができないのだ。今回見たように我々のドレス状態形式では散乱行列はユニタリである
から、情報問題を考える場合の出発点になり得るだろう。また、そのほかにもドレス状態をから生じる差異を

1このような困難もあって、量子重力理論の散乱はより純粋な代数的な方法で構成されるべきだという議論もある [116]。
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調べる研究も行われてきている [33, 45, 117]。ドレス状態を考慮した物理の解析は今後ますます重要となって
いくだろう。
本研究が普遍的に現れる赤外の物理に通底する何かを照らし出すことを期待して、研究を続けていく。
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付録 A

コヒーレント状態　

A.1 コヒーレント状態の諸性質
Baker-Campbell-Hausdorffの公式は、

eAeB = exp
[
A+B +

1

2
[A,B] +

1

12
[A, [A,B]]− 1

12
[B, [A,B]] + · · ·

]
(A.1-1)

で与えられる。これより、
Dα := exp

[
αa† − αa

]
= e− 1

2 |α|
2

eαa
†
e−αa (A.1-2)

が得られる。したがって、α ∈ Cを径数とするコヒーレント状態 |α〉は、

|α〉 := Dα |0〉 = e− 1
2 |α|

2

eαa
†
|0〉 (A.1-3)

で表せる。コヒーレント状態は
[a, f(a†, a)] =

∂

∂a†
f(a†, a) (A.1-4)

を用いると
a |α〉 = [a,Dα] |0〉 = α |α〉 (A.1-5)

と容易にわかるので、消滅演算子 aの固有値 αを持つ固有状態である。粒子数基底での状態が

|n〉 := 1√
n!
(a†)n |0〉 (A.1-6)

であることを使うと粒子数基底では

|α〉 = e− 1
2 |α|

2
∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 (A.1-7)

とかける。このように、コヒーレント状態はあらゆる粒子数の状態を重ね合わせた状態である。平均粒子数
〈n〉は

〈α|a†a|α〉 = |α|2 (A.1-8)

で与えられる。場の理論のドレス状態では |α|2 に対応するものが発散するので、平均粒子数が無限大となっ
てしまうことがわかる。また、粒子数が nである確率は

P (n) = | 〈n|α〉| 2 =
1

n!
〈n〉n e−〈n〉 (A.1-9)

で与えられる。これは Poisson分布である。
コヒーレント状態の内積は再び式 (A.1-4) を用いると、

〈β|α〉 = e− 1
2 (|α|

2+|β|2) 〈0|eβaeαa
†
|0〉 = e− 1

2 (|α|
2+|β|2)

∞∑
n=0

(αβ)n

n!
〈0|eαa

†
|0〉 = e− 1

2 (|α|
2+|β|2)eαβ (A.1-10)
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または同等に
〈β|α〉 = e− 1

2 |β−α|
2

ei Imαβ (A.1-11)

で与えられることがわかる。さらに並進させたときの内積は、

〈β + η|α+ ξ〉 = 〈β|α〉〈η|ξ〉 exp
[
−Re[(β − α)(η − ξ)] + i Im[αη + ξβ]

]
(A.1-12)

で与えられる。このようにコヒーレント状態は正規性 〈α|α〉 = 1を満たすが、直交性は満たさない。しかし
場の理論のドレス状態については、|β − α|2 に対応するものが無限大の大きさとなり得るため直交することが
ある。
また、非直交だが以下のように完全性が成り立つ。これは過剰完全性と呼ばれる。∫

C

dαdα

π
|α〉〈α| = I . (A.1-13)

証明は例えば次のようにできる。∫
C

dαdα

π
|α〉〈α| = 1

π

∫
dαdα

∞∑
m,n=0

e−|α|2 (α)
n

√
n!

(α)m√
m!
|n〉〈m| . (A.1-14)

ここで α = reiθ , α = re−iθ の変数変換を行えば、∫
C

dαdα

π
|α〉〈α| =

∞∑
m,n=0

1√
n!m!

∫ ∞

0

drrn+m+1e−r
2

∫ 2π

0

dθ

π
eiθ(n−m) |n〉〈m| = 2

∞∑
n=0

1

n!

∫ ∞

0

drr2n+1e−r
2

|n〉〈n| .

(A.1-15)
さらに r2 = xの変数変換と、n! =

∫∞
0
dxxne−x を用いれば∫
C

dαdα

π
|α〉〈α| =

∞∑
n=0

|n〉〈n| = I (A.1-16)

が示される。�
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付録 B

添字の計算を簡便化する諸定義

B.1 添字の対称化と反対称化
Kroneckerのデルタを n個並べたものを

δµ1µ2···µn
ν1ν2···νn := δµ1

ν1 δ
µ2
ν2 · · · δ

µn
νn =: δµn

νn
(B.1-1)

と定義する。ここで添字について、
µn := µ1µ2 · · ·µn (B.1-2)

という記法を導入した。式 (B.1-1)の完全対称化

δµn

(ρn)
≡ δ(µn)

ρn
:=

1

n!

∑
σ∈Sn

δµ1
ρσ1
δµ2
ρσ2
· · · δµn

ρσn
(B.1-3)

を定める。Sn は n次対称群である。テンソルの完全対称化はこれを用いて

A(µn) := Aαnδ
αn

(µn)
=

1

n!

∑
σ∈Sn

[
Aµσ1 ···µσn

]
, A(µn) := Aαnδ(µn)

αn
(B.1-4)

で行える。また、
gµn(νn) := gµ1ρ1gµ2ρ2 · · · gµnρnδ(νn)

ρn
(B.1-5)

を定めておく。また、式 (B.1-1)の完全反対称化

n!δµn

[ρn]
≡ n!δ[µn]

ρn
:=

∑
σ∈Sn

sgnσδµ1
ρσ1
δµ2
ρσ2
· · · δµn

ρσn
=

−1
(D− n)!

Eµnαn+1;DEρnαn+1;D (B.1-6)

を定める。ここで添字について
µk;n := µkµk+1 · · ·µn−1µn, (B.1-7)

の記法を導入した。Eµ1···µD は完全反対称の Levi-Civitaテンソル

Eµ1···µD :=
1√
−det[g]

εµ1µ2···µD , Eµ1···µD =
√
−det[g]εµ1µ2···µD (B.1-8)

である。ここで、Levi-Civita記号

εµ1µ2···µD :=


+1 (µ1µ2 · · ·µD) が (012 · · ·D) の偶置換
−1 (µ1µ2 · · ·µD) が (012 · · ·D) の奇置換
0 それ以外

(B.1-9)

を用いた。これを使えば

A[µn] := Aαnδ
αn

[µn]
=

1

n!

∑
σ∈Sn

sgnσ
[
Aµσ1 ···µσn

]
, A[µn] := Aαnδ[µn]

αn
(B.1-10)
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によってテンソルの完全反対称化が行える。また、

gµn[νn] := gµ1ρ1gµ2ρ2 · · · gµnρnδ[νn]
ρn

=
−1

n!(D− n)!
Eµnαn+1;DEνn

αn+1;D
(B.1-11)

を定めておく。
添字について、

µ̂inλ := µ1 · · ·µi−1 λµi+1 · · ·µn (B.1-12)

を定める。これを決めると例えば、(n,m)テンソルに対する共変微分が

∇αTµn
νm

= ∇αTµn
νm

+
n∑
i=1

Γµi

αλT
µ̂i

nλ
νm −

m∑
j=1

ΓλανjT
µn

ν̂j
mλ

(B.1-13)

と表せる。
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付録 C

Einstein方程式のゲージ不変分解

C.1 ベクトルとテンソルの規約分解
空間的ベクトル場 Ai(~x)は縦方向と横方向への規約分解

Ai(~x) = ∂iA(~x) + Ǎi(~x) , ∂iǍ
i(~x) = 0 (C.1-1)

が可能だ。この名前は Fourier変換

Ai(~x) =

∫
d3kÃi(~k)ei~k·~x = i

∫
d3k kiÃ(~k)ei~k·~x +

∫
d3k ˜̌Ai(~k)ei~k·~x (C.1-2)

によって運動量空間でみたときに、ki 方向とそれに垂直な方向の分解であることに因む。つまり、

Ãi = ikiÃ+ ˜̌Ai (C.1-3)

に分解される。
さて、この分解の一意性について考えてみよう。

∂iA
i = ∇2A (C.1-4)

の Poisson方程式は、A(~x)が Ai(~x)が |~x| → ∞で十分早く減衰するように 0に近づくならば一意に解を持
つ。このようにして、Aが定まれば残りの要素として Ǎi も一意に定まる。
同じことを空間的対称テンソル場 Aij についても行う。これは

Aij =
1

3
δijA+

(
∂ij − 1

3
δij∇2

)
B + 2∂(iǍj) + Ǎij , ∂iǍ

i = 0 , ∂iǍ
ij = 0 = δijǍ

ij (C.1-5)

として規約分解が可能だ。各項はそれぞれ、トレース部分、縦-無トレース部分、縦-横部分、横-無トレース
(TT)部分を表す。
この分解の一意性もベクトル場の場合と同様に確認できる。まず、トレースを取ることで Aを得る。次に、
微分によって

∂jA
ij =

1

3
∂iA+

2

3
∇2∂iB +∇2Ǎi , ∂ijA

ij =
1

3
∇2A+

2

3
∇4B (C.1-6)

を得る。Aを既に知っているから、２つ目の式は∇2B についての Poisson方程式とみなせて、ベクトル場の
場合と同じ条件で一意に ∇2B が定まる。再び ∇2B の式を解いて B を得る。最後に、1つ目の式は Ǎi につ
いての Poisson方程式になるから、これが一意に定まれば、最後の余りとして Ǎij も一意に定まる。
運動量空間での分解は

Ãij =
1

3
δijÃ−

(
kikj − 1

3
δijk2

)
B̃ + 2ik(i ˜̌Aj) + ˜̌Aij (C.1-7)

となる。
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C.2 線形摂動計量とその分解
gµν = ηµν + hµν (C.2-1)

という分解で、hµν が十分小さく、2次以降の項が無視できる状況を考える。

h00 =: 2U ,
(
c−2
)

(C.2-2)
h0i =: −4Ľi − ∂iL ,

(
(c−3, c−1)

)
(C.2-3)

hij =: 2δijV +
(
∂ij −

1

3
δij∇2

)
B + 2∂(iB̌j) + ȟij

(
(c−2, c0, c−2, c0)

)
(C.2-4)

というように hµν の各成分を分解する。係数は記法の簡便のためであり、こうでなくともよい。(cn)などは、
c ≡ 1でない単位系を取る際に各項にかけるべき因子を表す。この 10個の自由度は、ゲージ固定によって 4
つ落とすことができる。
微小座標変換

χµ = xµ + ξµ(xα) (C.2-5)

を考えよう。ξµ の 1次までで、この逆変換は

xµ
L
= χµ − ξµ(χα) (C.2-6)

で与えられる。したがって dxµ = (δµν − ∂νξµ) dχν だから、計量に誘導される変換は、

gµν(x
α)

L−→ gµν(χ
α)− ∂µξν(χα)− ∂νξµ(χα) , ξµ := ηµνξ

ν (C.2-7)

となる。線形摂動計量に対してこれは

hµν(x
α)

L−→ hµν(χ
α)− 2∂(µξν)(χ

α) (C.2-8)

を意味する。これは電磁気学の類推から、線形重力理論のゲージ変換と呼ばれる。
さて、この変換に現れるベクトル場にも同様の分解を与えよう。これを

ξ0 =: α ,
(
c−1
)

(C.2-9)
ξi =: 4β̌i + ∂iβ , ∂

iβ̌i = 0 ,
(
c−2, c0

)
(C.2-10)

と書くことにする。するとゲージ変換によって分解した線形摂動計量の各要素は

U → U − α̇ (C.2-11)

Li → Li +
˙̌βi (C.2-12)

V → V − 1

3
∇2β (C.2-13)

ȟij → ȟij (C.2-14)

A→ A+ α+ β̇ (C.2-15)
B → B − 2β (C.2-16)
B̌i → B̌i − 4β̌i (C.2-17)

と変換される1。式 (C.2-14)は TT部分のゲージ不変性を表している。これらの変換からその他のゲージ不変
な量を構成できる。それは、

Φ := U + Ȧ+
1

2
B̈ (C.2-18)

1c ≡ 1でない単位系を考える際には、ȧ→ ∂ta = c∂0a ≡ cȧと取り直して、さらに∇2 → c2∇2 とすればよい。
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Υ̌i := Ľi +
1

4
˙̌Bi (C.2-19)

Ψ := V − 1

6
∇2B (C.2-20)

の組み合わせであることがわかる。線形摂動計量 hµν の自由度は
{
ȟij ,Φ, Υ̌i,Ψ

}
の 6つが担う。

ゲージ不変な量で理論を構成できるという意味で便利なゲージとして、Coulombゲージがある。これは

A = 0 , B = 0 , B̌i = 0 (C.2-21)

のゲージ条件で与えられる。このとき hµν は

h00 = 2U (C.2-22)
h0i = −4Ľi (C.2-23)
hij = 2δijV + ȟij (C.2-24)

となる。つまりゲージ不変ポテンシャルは Coulombゲージ条件の下で{
Φ, Υ̌i,Ψ

} g
=
{
U, Ľi, V

}
(Coulomb gauge) (C.2-25)

となる。もしあらゆる量を Coulombゲージの下で書くことができれば、それはゲージ不変な量で書かれるこ
とになるので、非常に便利である。また、各要素の物理的解釈も比較的行いやすいので、理論を考える際には
便利なゲージになる。

C.3 ゲージ不変ポテンシャルによる Einstein方程式
ゲージ不変な量は Coulombの下で書き下し、式 (C.2-25)の関係を使ってゲージ不変ポテンシャルで書き
直すことができる。たとえば、共変 Riemann曲率はゲージ不変量なので Coulombゲージでの計算から

R0i0j = −∂ijΦ− δijΨ̈− 4∂(iΦ̇j) −
1

2
¨̌hij ,

(
(c−2, c−4, c−4, c−2)

)
(C.3-1)

R0ijk = 2δi[j∂k]Ψ̇− 4∂i∂[jΥ̌k] − ∂[j ˙̌hk]i ,
(
(c−3, c−3, c−1)

)
(C.3-2)

Rijk` = 2
(
δi[`∂k]jΨ+ δj[k∂`]iΨ

)
+
(
∂i[`ȟk]j + ∂j[kȟ`]i

)
,
(
(c−2, c0)

)
(C.3-3)

とわかる。Einsteinテンソル
Eµν := Rµν −

1

2
gµνR ≡ Rµν (C.3-4)

の各成分は、

E00 = −2∇2Ψ ,
(
(c−2)

)
(C.3-5)

E0i = −2∂iΨ̇ + 2∇2Υ̌i ,
(
(c−3, c−3)

)
(C.3-6)

Eij = −
2

3
δij(Φ−Ψ)− 2δijΨ̈ +

(
∂ij −

1

3
δij∇2

)
(Φ−Ψ) + ∂(iΦ̇j) −

1

2
�ȟij ,

(
(c−2, c−4, c−2, c−4, c0)

)
(C.3-7)

とわかる。ベクトル場、および対称テンソル場の規約分解を思いだすと、これらの式は Einsteinテンソルの
対応する規約分解になっていることがわかる。

Einstein方程式を規約分解するために、物質のエネルギー運動量テンソル Tµν を分解する。それを

T00 =: % ,
(
(c2)

)
(C.3-8)

T0i =: π̌i + ∂iπ , ((c)) (C.3-9)

Tij =: ςδij +

(
∂ij −

1

3
δij∇2

)
σ + 2∂(iσ̌j) + σ̌ij ,

(
(c0, c0, c0, c0)

)
(C.3-10)
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と書くことにする。当然のことだが、%は座標系 xα に対しての静止系で測った質量密度であり、完全流体な
どで使う素片の静止系で測った正規質量密度とは異なることを注意しておく。Tµν は 10成分だが、線形理論
における局所エネルギー運動量保存則

∂µT
µν = 0 (C.3-11)

によって 4つの関係式

∇2π = −%̇ , ∇2σ̌i = − ˙̌πi , ∇2σ = −3

2
(π̇ + ς) (C.3-12)

が存在する。Einstein方程式
Eµν = 8πGTµν (C.3-13)

の独立なものを取り出すと

∇2Ψ = −4πG% , (C.3-14)
∇2 (Φ−Ψ) = −12πG (π̇ + ς) (C.3-15)
∇2Υ̌i = −4πGπ̌i (C.3-16)
�ȟij = −16πGσ̌ij (C.3-17)

が得られる2 3。Einstein方程式のこの分解を見ると、重力の自由度のうち時間発展を担う伝搬する自由度は
ȟij であることがわかる。その他の自由度である

{
Ψ, Υ̌i,Φ

}
は同時刻での物質の担う自由度によって定まる

非伝搬自由度である。
線形摂動重力のゲージ不変形式は理論としての見通しが良いという長所があるが、Tµν の各要素を決定する
方程式を解くのが難しいという欠点がある。そのため重力の伝搬を解く際、実用的には線形 Einstein方程式
の Lorenzゲージ

�hµν = −16πG

c4
Tµν (C.3-19)

を用いることが多い。
無質量ヘリシティ 2理論の構築のために本論ではゲージ不変形式を使うのが便利である。しかしWeinberg
の理論はWeinberg特有のゲージであることに注意。

2c ≡ 1ないときには式 (C.3-15)の右辺には c−2 を、式 (C.3-17)の右辺には c−4 をかければよい。
3残りの式は

Ψ̇ = 4πGπ , Φ−Ψ = 8πGσ , ˙̌Υi = 4πGσ̌i (C.3-18)

であるが、これは式 (C.3-12)と従属であり、余剰である。
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付録 D

球面調和関数と STF分解

メモリー効果で使う球面調和関数や、対称無トレース-Symmetric Trace Free(STF)部分についてメモする。

D.1 球面調和関数
Legendreの陪多項式 Pm` (u)

Pm` (µ) := 2−`
(
1− µ2

)m/2
b`−mc∑
j=0

(−1)j(2`− 2j)!

j!(`− j)!(`− 2j −m)!
µ`−2j−m , (D.1-1)

を使うと、球面調和関数は

Y`m(θ, φ) := C`,msmP
|m|
` (cos θ)eimϕ , C`,m :=

√
2`+ 1

4π

(`− |m|)!
(`+ |m|)!

, sm := (−1)
m+|m|

2 . (D.1-2)

とかける。もしくは、m = 0に対して

Y`0(θ, φ) =

√
2`+ 1

4π
P`(cos θ) (D.1-3)

として、m > 0のとき、

Y`m(θ, φ) =

√
2`+ 1

4π

(`−m)!

(`+m)!
Pm` (cos θ)eimφ (D.1-4)

Pm` (µ) = (−1)m(1− µ2)m/2 d
m

dµm
P`(µ) (D.1-5)

とかいて、m < 0の場合は
Y`−m(θ, φ) = (−1)mY`m(θ, φ) (D.1-6)

と考えてもよい。

D.2 対称無トレース (STF)積
空間 3次元のときの STF積は

n〈j1j2〉 = nj1nj2 − 1

3
δj1j2 (D.2-1)

n〈j1j2j3〉 = nj1nj2nj3 − 1

5

(
δj1j2nj3 + δj2j3nj1 + δj3j1nj2

)
(D.2-2)

n〈j1j2j3j4〉 = nj1nj2nj3nj4
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− 1

7

(
δj1j2nj3nj4 + δj2j3nj1nj4 + δj3j4nj1nj2 + δj4j1nj2nj3 + δj1j3nj2nj4 + δj2j4nj1nj3

)
+

1

35

(
δj1j2δj3j4 + δj1j3δj2j4 + δj1j4δj2j3

)
(D.2-3)

などと与えられる。一般には

n〈j`〉 =

b`/2c∑
k=0

`C2k(−1)k
(2`− 2k − 1)!!

(2`− 1)!!

[
n(j1nj2 · · ·nj2kδj2k+1j2k+2 · · · δj`−1j`)

]
(D.2-4)

と表せる。対称テンソルが対称な部分を取り出す演算となるように、STFテンソルは STFな部分を取り出す
演算となる。すなわち、

AjkB〈jk〉 = A〈jk〉B〈jk〉 (D.2-5)

が成り立つ。また、STFテンソルは以下を満たす。

n〈j`〉n〈j`〉 =
`!

(2`− 1)!!
(D.2-6)

njn
〈jj`〉 =

`+ 1

2`+ 1
n〈j`〉 (D.2-7)

n〈j`〉n
〈jj`〉 =

(`+ 1)!

(2`+ 1)!!
nj (D.2-8)

n′〈j`〉n
〈j`〉 =

`!

(2`− 1)!!
P`(µ) , µ := ~n′ · ~n (D.2-9)

n′〈j`〉n
〈jj`〉 =

(`+ 1)!

(2`+ 1)!!

[
dP`+1

dµ
nj − dP`

dµ
n′j
]

(D.2-10)

ここで P`(µ)は Legendre多項式

P`(µ) = 2−`
b`/2c∑
k=0

(−1)k (2`− 2k)!

k!(`− k)!(`− 2k)!
µ`−2k (D.2-11)

である1。これを示すのには、

(2k)!! = 2kk! , (2`− 2k − 1)!! =
(2`− 2k)!

2`−p(`− k)!
(D.2-13)

STFテンソルは球面の固有調和テンソル関数であり

ðAðAn〈j`〉 = −`(`+ 1)n〈j`〉 (D.2-14)

を満たす。ここで ðA は S2 の共変微分である。S2 の計量を qAB として、ðA = qABðB である。この性質か
ら、STFテンソルは球面調和関数 Y`m(x

A)のm ∈ (−`, `)を基底として表せる。

~n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) (D.2-15)

として天球上に座標を入れると、これは

n〈j`〉 = N`
∑̀
m=−`

Y〈j`〉
`m Y`m(θ, φ) , N` :=

4π`!

(2`+ 1)!!
(D.2-16)

1微分を使って表すと、

P`(µ) =
1

2``!

d`

dµ`
(µ2 − 1)` (D.2-12)

これは Rodrigues の公式と呼ばれる。直交多項式を得る微分形の式を Rodrigues の公式と呼ぶこともあるらしい。こういうものを
Rodrigues形式と呼ぶことにする。
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と表せる。Y〈j`〉
`m は定数 STFテンソルで

Y〈j`〉
`−m = (−1)mY〈j`〉

`m (D.2-17)

を満たす。球面調和関数の性質から、

Y〈j`〉
`m =

1

N`

∫
dΩn〈j`〉(θ, φ)Y`m(θ, φ) (D.2-18)

となるから、~n′ = (sin θ′ cosφ′, sin θ′ sinφ′, cos θ′)n′〈j`〉 と縮約を取ると

Y〈j`〉
`m n′〈j`〉 =

2`+ 1

4π

∫
dΩP`(µ)Y`m(θ, φ) (D.2-19)

が得られる。Legandre多項式の加法定理

P`(cos γ) = 4π

2`+ 1

∑̀
m=−`

Y`m(θ′, φ′)Y`m(θ, φ) , (D.2-20)

cos γ := ~n · ~n′ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′) (D.2-21)

を使うと、球面調和関数の完全正規直交性∫
dΩY`m(θ, φ)Y`′m′(θ, φ) = δ``′δmm′ (D.2-22)

から、式 (D.2-16)の逆関係
Y`m(θ, φ) = Y〈j`〉

`m n〈j`〉 (D.2-23)

が導ける。
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付録 E

Minkowski時空の場とゲージ場

E.1 表現 `の場の係数関数
Poincaré群の表現 `の消滅場 ψ+

` (x)は

ψ+
` (x) =

∑
σn

(2π)−3/2

∫
d3p u`(~p, σ, n)eip·xa(~p, σ, n) (E.1-1)

で表される。ここで σ はスピン n は粒子の種類、u` は表現 ` の係数関数だ。x の依存性は並進対称性から
eip·x の形に決まっている。係数関数の性質を調べる。場の Lorentz対称性から以下を要請する。

U0(Λ)ψ
+
` (x)U

†
0 (Λ) =

∑
¯̀

D`¯̀(Λ
−1)ψ+

¯̀ (Λx) =
∑
σn

(2π)−3/2

∫
d3p eip·Λx

∑
¯̀

D`¯̀(Λ
−1)u¯̀(~p, σ, n)a(~p, σ, n) .

(E.1-2)

また、消滅演算子の Lorentz変換則から

U0(Λ)ψ
+
` (x)U

†
0 (Λ) =

∑
σn

(2π)−3/2

∫
d3p u`(~p, σ, n)eip·x

√
(Λp)0

p0

∑
σ̄

D(jn)
σσ̄ (W−1(Λ, p))a( ~pΛ, σ̄, n)

=
∑
σn

(2π)−3/2

∫
d3Λp u`(~p, σ, n)eip·x

√
p0

(Λp)0

∑
σ̄

D(jn)
σσ̄ (W−1(Λ, p))a( ~pΛ, σ̄, n)

=
∑
σn

(2π)−3/2

∫
d3q u`( ~qΛ−1 , σ, n)eiq·Λx

√
(Λ−1q)0

q0

∑
σ̄

D(jn)
σσ̄ (W−1(Λ,Λ−1q))a(~q, σ̄, n)

(E.1-3)

を得る。ここで、 ~pΛ は Λpの空間成分であること、d3p
p0 が運動量空間上の不変測度、すなわち

d3p
p0 = d3Λp

(Λp)0 で
あること、および q := Λpとして= Λ−1q ·x = q ·Λxとなることを用いた。また、W (Λ, p) = L−1(Λp)ΛL(p)

はWignar回転である。式 (E.1-2)と式 (E.1-3)を比較して、

∑
¯̀

D`¯̀(Λ
−1)u¯̀(~p, σ, n) =

√
(Λ−1p)0

p0

∑
σ̄

D(jn)
σ̄σ (W−1(Λ,Λ−1p))u`( ~pΛ−1 , σ̄, n)

⇔
∑
¯̀

D`¯̀(Λ
−1)u¯̀( ~pΛ, σ, n) =

√
p0

(Λp)0

∑
σ̄

D(jn)
σ̄σ (W−1(Λ, p))u`(~p, σ̄, n)

(E.1-4)

を得る。D と D は Lorentz 変換の表現なので、D(Λ̄)D(Λ) = D(Λ̄Λ) 故に D(Λ−1) = D−1(Λ) などが言え
る。したがって、式 (E.1-4)は

∑
¯̀

D−1
`¯̀

(Λ)u`( ~pΛ, σ, n) =

√
p0

(Λp)0

∑
σ̄

[
D(jn)
σ̄σ (W (Λ, p))

]−1

u`(~p, σ̄, n) (E.1-5)
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であり、同等に、 ∑
σ̄

u`( ~pΛ, σ̄, n)D(jn)
σ̄σ (W (Λ, p)) =

√
p0

(Λp)0

∑
¯̀

D`¯̀(Λ)u¯̀(~p, σ, n) (E.1-6)

の性質を係数関数が満たすことがわかる。略記して、

u`σ̄Dσ̄σ =

√
p0

(Λp)0
D`

¯̀u
¯̀
σ (E.1-7)

と書くこともある。
表現 `の自由場は表現 `の消滅場と生成場の線型結合で、

[H(x),H(y)] = 0 , (x− y)2 > 0 (E.1-8)

を満たすように

ψ`(x) = (2π)−3/2
∑
σn

∫
d3p

[
λeip·xu`(~p, σ, n)a(~p, σ, n) + κe−ip·xv`(~p, σ, nc)a†(~p, σ, nc)

]
(E.1-9)

の λと κを調整したものを採用する。ここで、相互作用は正規順序で組まれているものとし、nc は charge Q
の保存 : [Q,H] = 0から存在が要請される nの反粒子を表す。

E.2 質量をもつ実スカラー場
有質量実スカラー場は

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3/2
√
2p0

(
eip·xa(~p) + e−ip·xa†(~p)

)
= φ+(x) + φ−(x) (E.2-1)

とかける。

E.3 質量をもつ Diracスピノル場
有質量 Diracスピノル場は

ψ(x) =
∑
σ

∫
d3p

(2π)3/2
[
uσ(~p)eip·xbσ(p) + v̄σ(~p)e−ip·xd†σ(p)

]
(E.3-1)

とかける。bσ(p)はスピン σ 運動量 ~pを持つ荷電粒子の消滅演算子で、d†σ(p)はスピン σ 運動量 ~pを持つ反粒
子の生成演算子である。
ここで、スピノル場の係数関数はそれぞれ次の性質を持つ。

(ipµγµ +m)uσ(~p) = 0 , ūσ(~p)uσ′(~p) = δσσ′
m

Ep
,
∑
σ

ūσ(~p)uσ(~p) =
1

2Ep
(−ipµγµ +m)β ,

(ipµγµ −m)v(~p, σ) = 0 , v̄σ(~p)vσ′(~p) = −δσσ′
m

Ep
,
∑
σ

v̄σ(~p)vσ(~p) = −
1

2Ep
(ipµγµ +m)β .

(E.3-2)

ガンマ行列は
γµ = (γ0, ~γ) , γ0 := −i

(
0 I
I 0

)
, ~γ := −i

(
0 ~σ
−~σ 0

)
(E.3-3)

であり、Pauli行列は
σ1 :=

(
0 1
1 0

)
, σ2 :=

(
0 −i
i 0

)
, σ3 :=

(
1 0
0 −1

)
(E.3-4)

である。また、β := iγ0 だ。
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E.4 無質量ヘリシティ 1ゲージ場
無質量ヘリシティ 1ゲージ場は

aµ(x) =
∑
h=±1

d3k

(2π)3/2
√
2ω

[
εµ(~k, h)eik·xa(~k, h) + (h.c.)

]
(E.4-1)

とかける。これは光子を表す場である。ここで εµ(~k, h)は運動量 ~k 偏極の hの偏極ベクトル

εµ(~k,±1) = R(~̂k)
1√
2
(0, 1,±i, 0) (E.4-2)

である。ここで、R(~̂k)は基準運動量 kµs = (1, 0, 0, 1)を ~̂k の方へ回転させる演算を表す。また、a(~k, h)は運
動量 ~k とヘリシティ hを持つ光子の消滅演算子だ。これは Coulombゲージ

kµεµ(~k, h) = 0 , ε0(~k, h) = 0 (E.4-3)

を満たす。
偏極ベクトルは

Pµν(~k) :=
∑
h=±1

εµ(~k)εν(~k) = ηµν +Qµν(~k), Qµν(~k) := −kµk̄ν − k̄µkν , k · k̄ = −1 (E.4-4)

を満たす。Qµν(~k), Pµν(~k)はそれぞれ ~kの方向、および ~kに直交する方向への射影となっている。すなわち、

Qµν(~k)k
ν = kµ, Pµν(~k)k

ν = 0 (E.4-5)

が成り立つ。スカラーモード S と縦波モード Lを合わせて非物理的モード I = {S,L}とする。「非物理的偏
極ベクトル」を

εµ(~k, S) := (1,~0) , εµ(~k, L) := (0, ~̂k) (E.4-6)

と定義すると、Qµν(~k)は
Qµν(~k) =

∑
I

εµ(~k, I)εν(~k, I) (E.4-7)

とかける。h̃ = {h, I}とすると、
ηµν =

∑
h̃

εµ(~k, h̃)εν(~k, h̃) (E.4-8)

となるので便利だ。
非物理的モードを含む無質量ヘリシティ 1の「ベクトル場」ãµ についてもここで記す。ベクトル場及びゲー
ジ場の交換関係は[

ãµ(~k, h̃), ã
†
µ(
~k′, h̃′)

]
= ηµνδh̃h̃′δ

3(~k − ~k′) ,
[
aµ(~k, h), a

†
µ(
~k′, h′)

]
= Pµν(~k)δhh′δ3(~k − ~k′) (E.4-9)

となる。伝搬関数は点 xの場と点 y の場の T積の真空期待値でかけるので、ãµ(x)と aµ(x)の伝搬関数はそ
れぞれ

−i∆̃µν(x− y) =
−i

(2π)4

∫
d4q

ηµν
q2 − iε

eiq·(x−y) (E.4-10)

−i∆µν(x− y) =
−i

(2π)4

∫
d4q

Πµν(~q)

q2 − iε
eiq·(x−y) (E.4-11)
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で与えられる。ここで Πµν(~q)は nµ := (−1,~0)を用いて運動量殻外に拡張された射影演算子

Πµν(q) = ηµν +Πgr
µν(q) + Πnc

µν(q) (E.4-12)

Πgr
µν(q) :=

q0 (qµnν + nµqν)− qµqν
|~q|2

(E.4-13)

Πnc
µν(q) :=

q2nµnν

|~q|2
≡

(
1− (q0)2

|~q|2

)
nµν (E.4-14)

である。ここで、q2 := −(q0)2 + |~q|2 および nµν := nµnν を定義した。Πgr の項は、光子が保存カレントと結
合するなら保存則によって理論に影響を与えない。
式 (E.4-11)は Lorentz共変ではないが、このような Coulombゲージでの理論の場合ハミルトニアンに存在
する非共変項とプロパゲータの非共変項が相殺するので実質的な伝搬関数を式 (E.4-10)とすることが可能だ。

E.5 無質量ヘリシティ 2ゲージ場
無質量ヘリシティ 2ゲージ場は

hµν(x) =

∫
d3k

(2π)3/2
√
2ω

∑
h=±2

[
εµν(~k, h)eip·xa(~k, h) + (h.c.)

]
(E.5-1)

とかける。これは重力子を表す場である。ここで εµν(~k, h)は運動量 ~k 偏極 hの偏極テンソル

εµν(~k, h) = εµ(~k, h/2)εν(~k, h/2) , (E.5-2)

であり、a(~k, h)は運動量 ~k とヘリシティ hを持つ重力子の消滅演算子だ。重力子はいわゆる TTゲージ

kµεµν(~k, h) = 0 , ηµνεµν(~k, h) = 0 (E.5-3)

および放射ゲージ
ε0µ(~k, h) = 0 (E.5-4)

を満たす。また、偏極は

Pµνρσ(~k) :=
∑
h=±2

εµν(~k, h)ερσ(~k, h) =
1

2

[
Pµρ(~k)Pνσ(~k) + Pµσ(~k)Pνρ(~k)− Pµν(~k)Pρσ(~k)

]
(E.5-5)

を満たす。また、テンソル偏極は

Pµνρσ(~k) = Pνµρσ(~k) = Pµνσρ(~k) = Pρσµν(~k) (E.5-6)

という対称性を持つ。交換関係は

[ aµν(~k, h) , a
†
ρσ(
~k′, h′)] = Pµνρσ(~k)δhh′δ3(~k − ~k′) , (E.5-7)

である。これを使うと、運動量殻外に拡張されたテンソル偏極は

Πµνρσ(q) =
1

2
[Πµρ(q)Πνσ(q) + Πµσ(q)Πνρ(q)−Πµν(q)Πρσ(q)]

= Πcov
µνρσ(q) + Πgr

µνρσ(q) + Πnc
µνρσ(q) (E.5-8)

Πcov
µνρσ(q) :=

1

2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ − ηµνηρσ) ≡

1

2
(ηη){µνρσ} (E.5-9)

Πgr
µνρσ(q) :=

1

2

[
(Πgr(q)Π(q)){µνρσ} + (Π(q)Πgr(q)){µνρσ}

]
(E.5-10)
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Πnc
µνρσ(q) :=

1

2

[
(Πnc(q)η){µνρσ} + (ηΠnc(q)){µνρσ} + (Πnc(q)Πnc(q)){µνρσ}

]
(E.5-11)

=
q2

2|~q|2
[
(nη){µνρσ} + (ηn){µνρσ}

]
+

(q2)2

2|~q|4
nµνnρσ (E.5-12)

として与えられる。重力子の伝搬関数は、

−i∆µνρσ(x, y) =
−i

(2π)4

∫
dq0d3q

eiq·(x−y)

q2 − iε
Πµνρσ(q) (E.5-13)

だから、式 (E.5-8)のように分割して、

− i∆cov
µνρσ(x, y) =

−i
(2π)4

∫
d4q

eiq·(x−y)

2(q2 − iε)
(ηη){µνρσ} (E.5-14)

− i∆gr
µνρσ(x, y) =

−i
(2π)4

∫
d4q

eiq·(x−y)

q2 − iε
Πgr
µνρσ(q) (E.5-15)

− i∆nc
µνρσ(x, y) =

−i
(2π)4

∫
d4q

eiq·(x−y)

2|~q|2
[
(nη){µνρσ} + (ηn){µνρσ}

]
+
−i

(2π)4

∫
d4q

q2eiq·(x−y)

2|~q|4
nµνnρσ

(E.5-16)

となる。重力子が相互作用描像で保存カレントと結合するなら、保存則によって Tµν(x)∆gr
µνρσ(x, y)T

ρσ(x) ∝
∂λT

λκ = 0となるから、この項は理論に影響を与えない。Diracのデルタ関数を∫ ∞

−∞

dq0

2π
e−iq

0(x0−y0) = δ(x0 − y0) , δ3(~x− ~y) =
∫
d3q

ei~q·(~x−~y)

(2π)3
(E.5-17)

で表すことにし、

D(~x− ~y) :=
∫
d3q

ei~q·(~x−~y)

(2π)3|~q|2
=

1

4π|~x− ~y|
, E (~x− ~y) :=

∫
d3q

ei~q·(~x−~y)

(2π)3|~q|4
= −|~x− ~y|

8π
+ Eλ (E.5-18)

を定義する。これらはそれぞれ

~∇2D(~x) = −δ3(~x) , ~∇2E (~x) = −D(~x) (E.5-19)

を満たす。また、
Eλ := E (~0) =

1

2π2λ
(E.5-20)

は赤外切断 λを 0にとる極限で発散する定数である。これを使うと ∆nc
µνρσ(x, y)は

2∆nc
µνρσ(x, y) = δ(x0 − y0)D(~x− ~y) [nµρηνσ + nνσηνρ − nµνηρσ + ηµρnνσ + ηµσnνρ − ηµνnρσ + nµνnρσ]

− ∂2x0δ(x0 − y0)E (~x− ~y)nµνnρσ (E.5-21)

となる。これを使って Newton項を構成する。Newton項が相互作用描像の理論に存在すれば、伝搬関数は実
質的に共変な式 (E.5-14)として考えてよい。
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付録 F

Heisenberg場の運動方程式

F.1 相互作用描像と Heisenberg描像
相互作用描像で理論を先に作ったとき、Heisenberg描像での場が満たすべき性質について記す。2階以上
の微分:高階微分を含まない局所的な理論を考え、ラグランジアン密度を

L I(x) = L I
free[{ψ`, ∂µψ`}` ;x] + L I

int[{ψ`, ∂µψ`}` ;x] (F.1-1)

とする1。ここで、ψ`(x)は Lorentz群の表現としての自由場、またはゲージ場で

�ψ`(x) = 0 (F.1-3)
[ψ`(~x, t) , ψm(~y, t)] = 0 (F.1-4)

[ ψ̇`(~x, t) , ψ̇m(~y, t)] = 0 (F.1-5)

[ψ`(~x, t) , ψ̇m(~y, t)] = iD`m(~x− ~y) (F.1-6)

を満たすものとする。このとき、式 (F.1-4)の時間微分から、

D`m(~x− ~y) = Dm`(~y − ~x) (F.1-7)

が成り立つ。仮定から ψ` の粒子は相互作用として

δV I
` (t) = −

∫
d3x

[
δ

δψ`
L I

int[{ψ`, ∂µψ`}` ;x]δψ`(x) +
δ

δ∂µψ`
L I

int[{ψ`, ∂µψ`}` ;x]δ∂µψ`(x)
]

=: −
∫
d3x [W`(ψ,∂ψ;x)δψ`(x) + W µ

` (ψ,∂ψ;x)δ∂µψ`(x)] (F.1-8)

の結合をもつ。ここで、太字で集合を表すことにした。粒子描像の場 ψ` と Heisenberg描像の場 Ψ` は

Ψ`(x) = Ω†(t)ψ`(x)Ω(t) , Ω(t) := U†
0 (t)U(t) = exp[iH0t] exp[−iHt] (F.1-9)

で結ばれる。
dΩ

dt
= −iV I(t)Ω(t) ,

dΩ†

dt
= iΩ†(t)V I(t) (F.1-10)

より、
Ψ̇`(x) = Ω†(t)

[
ψ̇`(x) + i[V I(t) , ψ`(x)]

]
Ω(t) (F.1-11)

1このため、重力のラグランジアンは Einstein-Hilbertではなく、それと全微分項で一致する Landau-Lifshitzのもの

LLL =
√

−gG =
√

−ggµν
[
Γσ
µρΓ

ρ
σν − Γρ

µνΓ
σ
ρσ

]
(F.1-2)

と考える。
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が得られる。相互作用の仮定から (L I
int = −V I)

[V I(t) , ψ`(x)] = −
∑
k

∫
d3y

(
Wk(ψ,∂ψ; ~y, t)[ψk(~y, t) , ψ`(~x, t)] + W µ

k (ψ,∂ψ; ~y, t)[
y

∂µψk(~y, t) , ψ`(~x, t)]

)
= i
∑
k

∫
d3yW 0

k (ψ,∂ψ; ~y, t)D`k(~x− ~y) (F.1-12)

となるから、
Ψ̇`(x) = Ω†(t)ψ̇`(x)Ω(t)−

∑
k

∫
d3yW 0

k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)D`k(~x− ~y) (F.1-13)

となる。再び時間微分をとると、

Ψ̈`(x) = Ω†(t)
[
ψ̈`(x) + i[V I(t) , ψ̇`(x)]

]
Ω(t)−

∑
k

∫
d3yẆ 0

k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)D`k(~x− ~y) (F.1-14)

となる。ここで、

[V I(t) , ψ̇`(x)] = −
∑
k

∫
d3y

(
Wk(ψ,∂ψ; ~y, t)[ψk(~y, t) , ψ̇`(~x, t)] + W µ

k (ψ,∂ψ; ~y, t)[
y

∂µψk(~y, t) , ψ̇`(~x, t)]

)
= −i

∑
k

∫
d3y

(
Wk(ψ,∂ψ; ~y, t)Dk`(~y − ~x) + W i

k (ψ,∂ψ; ~y, t)
y

∂iDk`(~y − ~x)
)

= −i
∑
k

∫
d3y

(
Wk(ψ,∂ψ; ~y, t)−

y

∂iW
i
k (ψ,∂ψ; ~y, t)

)
Dk`(~y − ~x)

+
(((((((((((((((((([
W i
k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)D`k(~x− ~y)

]LV

yi=−LV
(F.1-15)

となる。式 (F.1-7)を使うと

Ψ̈`(x) = Ω†(t)ψ̈`(x)Ω(t)

−
∑
k

∫
d3y

[
Ẇ 0
k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)−

(
Wk(Ψ,∂Ψ; ~y, t)−

y

∂iW
i
k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)

)]
D`k(~x− ~y)

= Ω†(t)ψ̈`(x)Ω(t) +
∑
k

∫
d3y [Wk(Ψ,∂Ψ; ~y, t)− ∂µW µ

k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)]D`k(~x− ~y) (F.1-16)

が得られる。ここで空間微分に関しては

∂iΨ`(x) = Ω†(t)∂iψ(x)Ω(t) (F.1-17)

であることを使うと、

−�Ψ`(x) = Ψ̈`(x)−∇2Ψ`(x)

= −Ω†(t) [�ψ`(x)] Ω(t) +
∫
d3y [Wk(Ψ,∂Ψ; ~y, t)− ∂µW µ

k (Ψ,∂Ψ; ~y, t)]D`k(~x− ~y) (F.1-18)

となるから、Heisenberg描像の場は

�Ψ`(x) = −
∑
k

∫
d3yD`k(~x− ~y)Tk(Ψ,∂Ψ; ~y, t) (F.1-19)

を満たす。ここで、
Tk(Ψ,∂Ψ; ~y, t) := Wk(Ψ,∂Ψ; ~y, t)− ∂µW µ

k (Ψ,∂Ψ; ~y, t) (F.1-20)

を定義した。
これを使ってWeinberg は彼の重力子が Heisenberg 描像で線形 Einstein 方程式を運動方程式とするもの
であることを示した。
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付録 G

弱重力場についての摂動論の計算

G.1 準備
線形重力理論を扱うので、弱重力場についての摂動論の計算を与える。

背景時空からの摂動論
局所的にM1,d の座標系を用いて記述できる時空を考える。また、D := d + 1 も定めておく。時空の計量

gµν が、ある背景時空の計量
◦
gµν からの摂動として

gµν =
◦
g µν + κhµν , κ :=

√
32πG (G.1-1)

と書かれる場合について考える。種々の幾何学量量の摂動展開を求めるのがこの節の目標である。この節では
κ = 1の単位系を考えることにする。

変分法
計量を定めることで決まる汎関数 F [{gµν}]に対して、{gαβ} → {gαβ + δgαβ}とすると、

F [g + δg] = F [g] +
δF [g]

δgαβ
δgαβ +O

(
(‖δg‖2

)
(G.1-2)

となる。O
(
‖δg‖2

)
の量を無視して、変分を

δF [g] :=
δF [g]

δgαβ
δgαβ (G.1-3)

によって定める。n階変分は

δ(n)F [g] := δ · · · δ︸ ︷︷ ︸
n個

F [g] =
δnF [g]

δgα1β1
· · · δgαnβn

δgα1β1
· · · δgαnβn

(G.1-4)

によって与えられる。これを使うと、

F [
◦
g + h] =

∞∑
n=0

1

n!
δ(n)F [g]

∣∣∣∣
(g,δg)=(

◦
g,h)

≡
∞∑
n=0

1

n!

δnF [g]

δgα1β1
· · · δgαnβn

∣∣∣∣
g=

◦
g

hα1β1 · · ·hαnβn (G.1-5)

という形で F の摂動展開を求めることができる。以後これを用いて具体的な幾何学量の摂動展開を求めて
いく。
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G.2 逆計量
逆計量 gµν の摂動展開を求める。定義から gµνgνα= δµα を満たす。これに変分を取れば

δ(1)gµν = −gµρgσνδgρσ =: − (δg)
µν (G.2-1)

となる。再度変分を取ると、

δ(2)gµν = (gµρ2gσ2ρ1gσ1ν + gµρ1gσ1ρ2gσ2ν) δgρ1σ1
δgρ2σ2

= 2 (δg)
µ
α1

(δg)
α1ν =: 2 [(δg)2]

µν (G.2-2)

が得られる。これを繰り返すと、

δ(n)gµν = (−1)n
∑
s∈Sn

gµρs1gσs1ρs2gσs2ρs3 · · · gσsn−1
ρsngσsnνδgρ1σ1δgρ2σ2 · · · δgρnσn

= (−1)nn! (δg)µα1
(δg)

α1

α2
· · · (δg)αn−2

αn−1
(δg)

αn−1ν =: (−1)nn![(δg)n]µν (G.2-3)

となることがわかる。ここで、Sn は n次対称群であり、和は (s1, s2, · · · , sn)の並び替え全てを取るという
意味である。

[(δg)0]
µν := gµν , [(δg)1]

µν := (δg)µν (G.2-4)

と定めれば、n = 0, 1, 2, · · · に対して、

δ(n)gµν = (−1)nn![(δg)n]µν (G.2-5)

が得られる。したがって逆計量の摂動展開は

gµν =
◦
g µν +

∞∑
n=1

(−1)n[(h)n]µν , [(h)n]µν :=


hµν n = 1

hµαh
αν n = 2

hµα1
hα1

α2
· · ·hαn−2

αn−1h
αn−1ν n ≥ 3

(G.2-6)

と求まる。hµν の添字は
◦
g µν ,

◦
g µν によって上げ下げした。以降の計算で多用するので、上で行った計算を略

記を用いてまとめる。
an := [(δg)n]

µν (G.2-7)

と書くと、
δan = −(n+ 1)an+1 (G.2-8)

が成り立つから、
δ(n)gµν = δ(n)a0 = (−1)nn!an (G.2-9)

となる。

G.3 行列式
計量の行列式

det[g] =
∑

σ∈SD

sgnσgµ1νσ1
gµ2νσ2

· · · gµDνσD
(G.3-1)

の摂動展開を求める。sgnσ は (σ1, σ2, · · ·σD)が (1, 2, · · ·D)の偶置換で +1をとり、奇置換で −1をとる符
号関数である。δαµm

= gαµm
に注意して変分を取ると

δ det[g] =
∑

σ∈SD

sgnσ
D∑

m=1

gµ1νσ1
· · · gµmα · · · gµDνσD

gαβδgβνσm
(G.3-2)



G.4 節 Christoffel記号 105

となる。対称性から α = νσm の場合のみが残るので、

δ det[g] =
∑

σ∈SD

sgnσgµ1νσ1
gµ2νσ2

· · · gµDνσD
gαβδgβα = det[g]gαβδgαβ (G.3-3)

が得られる。最後の表式では逆計量が対称テンソルであることを使った。再度変分を取ると

δ(2) det[g] = δ det[g]gαβδgαβ + det[g]δgαβδgµν = det[g]
[
gµνgαβ − gµαgνβ

]
δgµνδgαβ (G.3-4)

となる。繰り返し行えば、

δ(n) det[g] = det[g]
∑

σ∈Sn

sgnσgµ1νσ1gµ2νσ2 · · · gµnνσn δgµ1ν1δgµ2ν2 · · · δgµnνn (G.3-5)

となる。式 (B.1-11)の記法を使えばこれは、

δ(n) det[g] = n!det[g]gµn[νn]δgµ1ν1δgµ2ν2 · · · δgµnνn (G.3-6)

とかける。したがって行列式の摂動展開は

det[g] = det
[◦
g
]
+ det

[◦
g
] D∑
n=1

◦
gµn[νn]hµ1ν1hµ2ν2 · · ·hµnνn (G.3-7)

と求まる。完全反対称化の性質により、和は Dまでとなる。

G.4 Christoffel記号
(第 2種)Christoffel記号

Γαµν =
1

2
gαβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν) (G.4-1)

の摂動展開を求める。これを求めるためには、第 1種 Christoffel記号

Γσµν := gσαΓ
α
µν =

1

2
[∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν ] (G.4-2)

を用いるのが 2階以上の変分が 0となるために便利だ。変分を取ると、

δΓσµν = δgασΓ
α
µν + gασδΓ

α
µν =

1

2
[∂µδgσν + ∂νδgµσ − ∂σδgµν ] (G.4-3)

となる。Γαµν = gασΓµν より、

δ(n)Γαµν =
n∑

m=0

nCm
[
δ(n−m)gασ

]
δ(m)Γσµν

= (−1)nn![(δg)n]ασΓσµν + n(−1)n−1(n− 1)![(δg)n−1]
ασδΓσµν

= (−1)nn![(δg)n−1]
αβ
[
(δg)

σ
β Γσµν − δΓβµν

]
(G.4-4)

が得られる。ここで、式 (G.2-9)の関係を使った。1階変分は

δΓαµν

∣∣∣∣
(g,δg)=(

◦
g,h)

=
◦
gασ

[
δΓσµν |δg=h −

◦
Γ
λ
µνhλσ

]
=

1

2

◦
gασ

[
∂µhσν + ∂νhµσ − ∂σhµν − 2

◦
Γ
λ
µνhλσ

]
(G.4-5)

=
1

2

◦
gασ

[ ◦
∇µhσν+

◦
∇νhµσ−

◦
∇σhµν

]
(G.4-6)
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となるから、
∆

◦
Γσµν :=

1

2

[ ◦
∇µhσν+

◦
∇νhµσ−

◦
∇σhµν

]
(G.4-7)

を定めて Christoffel記号の摂動展開は

Γαµν =
◦
Γ
α
µν +

∞∑
n=1

(−1)n−1[(h)n−1]
ασ∆

◦
Γσµν (G.4-8)

と求まる。

G.5 Riemann曲率・Ricci曲率・Ricciスカラー

G.5.1 接続に対する変分

種々の幾何学量の摂動展開を求めるために、Riemann曲率

R α
µνρ = 2∂[νΓ

α
µ]ρ + 2Γαλ[νΓ

λ
µ]ρ (G.5-1)

の摂動展開を求めたい。Palatini 形式 (metric-affine 形式) では計量の他に接続も力学変数に含まれる。
Christoffel記号は Levi-Civita接続の局所座標表示だから、{Γαµν}の変分を考えたい場面もあるだろう。そこ

でまずは接続 Γαµν が、ある背景接続
◦

Γαµν からの摂動として、

Γαµν =
◦
Γ
α
µν + Cαµν (G.5-2)

と書かれる場合について考える。R α
µνρ [{Γαµν}]について Γαµν の変分 δ̃ を取ると

δ̃R α
µνρ = 2∂[ν δ̃Γ

α
µ]ρ + 2δ̃Γαλ[νΓ

λ
µ]ρ + 2Γαλ[ν δ̃Γ

λ
µ]ρ (G.5-3)

となる。(n,m)テンソル Tµn
νm
に対する共変微分と変分の関係

δ
[
∇αTµn

νm

]
= ∇αδTµn

νm
+

n∑
i=1

T
µ̂i

nλ
νm δΓµi

αλ −
m∑
j=1

Tµn

ν̂j
mλ
δΓλανj (G.5-4)

を用いると、

2∂[ν δ̃Γ
α
µ]ρ = 2∇[ν δ̃Γ

α
µ]ρ + 2

�
��>

0
Γλ[νµ]δ̃Γ

α
λρ + 2Γλρ[ν δ̃Γ

α
µ]λ − 2Γαλ[ν δ̃Γ

λ
µ]ρ (G.5-5)

なので、
δ̃R α

µνρ = 2∇[ν δ̃Γ
α
µ]ρ (G.5-6)

が得られる。再度変分を取ると、

δ̃
[
∇[ν δ̃Γ

α
µ]ρ

]
= ∇[ν{δ̃

(
δ̃Γαµ]ρ

)
︸ ︷︷ ︸

=0

} −
�
��>

0
Γλ[νµ]δ̃Γ

α
λρ + δ̃Γαλ[ν δ̃Γ

λ
µ]ρ − δ̃Γ

λ
[ν|ρ|δ̃Γ

α
µ]λ = 2δ̃Γαλ[ν δ̃Γ

λ
µ]ρ (G.5-7)

となるから、
δ̃(2)R α

µνρ = 4δ̃Γαλ[ν δ̃Γ
λ
µ]ρ (G.5-8)

となる。求めたい摂動展開は
Γαµν =

◦
Γ
α
µν , δ̃Γαµν = Cαµν (G.5-9)

のものだったので、
R α
µνρ =

◦
R

α
µνρ + 2

◦
∇ [νC

α
µ]ρ + 2Cαλ[νC

λ
µ]ρ (G.5-10)
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が得られる。Einstein重力では式 (G.4-8)から

Cαµν =

∞∑
n=1

(−1)n−1[(h)n−1]
ασ∆

◦
Γσµν (G.5-11)

である。これを代入して Riemann曲率の摂動展開を求めてもいいが、hの 2次以上の項をまとめるのは骨が
折れる。そこで次に共変 Riemann曲率について考え、その摂動展開を考える。

G.5.2 共変 Riemann曲率

共変 Riemann曲率は

Rµνρσ = gασR
α

µνρ = 2gασ

[
∂[νΓ

α
µ]ρ + Γαλ[νΓ

λ
µ]ρ

]
(G.5-12)

で与えられる。

∂νg
αβ = ∇νgαβ − Γανλg

λβ − Γβνλg
λα = −Γανλgλβ − Γβνλg

λα (G.5-13)

を使うと、

Rµνρσ = −2gασΓβρ[µ
[
Γαν]λg

λβ + Γβν]λg
λα
]
+ ∂[ν

[
����∂µ]gσρ + ∂|ρ|gµ]σ − ∂σgµ]ρ

]
+ 2Γσλ[νΓ

λ
µ]ρ

= 2δαβ[ρσ]∂α∂[νgµ]β − 2Γβσ[νΓ|β|µ]ρ −
(((((((((((((((

2gλβΓβρ[µΓ|σ|ν]λ + 2Γσλ[νΓ
λ
µ]ρ

= 2δαβ[ρσ]∂α∂[νgµ]β + 2gαβΓ
α
ρ[νΓ

β
µ]σ (G.5-14)

が得られる。第 1項、第 2項について

rµνρσ :=
1

2
[∂ρ∂νgµσ + ∂σ∂µgνρ − ∂σ∂νgµρ − ∂ρ∂µgνσ] , (G.5-15)

sµνρσ := gαβ
[
ΓαρνΓ

β
µσ − ΓαρµΓ

β
νσ

]
(G.5-16)

を定めれば、共変 Riemann曲率は
Rµνρσ = rµνρσ + sµνρσ (G.5-17)

と分解される。rµνρσ の 1階変分は
δrµνρσ = 2δαβ[ρσ]∂α∂[νδgµ]β (G.5-18)

である。rµνρσ は {gµν}による 2階変分が 0なので、n ≥ 2階以上の変分を知りたい場合、sµνρσ の n階変分
を求めればよい。さらに、

Aλκµνρσ := Γλρ[νΓ|κ|µ]σ (G.5-19)

を定める。δ(n≥3)Aλκµνρσ = 0となるので、sµνρσ の変分を Aλκµνρσ, δAλκµνρσ, δ
(2)Aλκµνρσ を基底のように

して表すことを考えよう。
1

2
sµνρσ = gλκAλκµνρσ (G.5-20)

とかける。逆行列の小節の最後で用いた記法 (G.2-7)を使うと、n ≥ 2に対して

1

2
δ(n)s =

[
δ(n)a0

]
A+ n

[
δ(n−1)a0

]
δA+ nC2

[
δ(n−2)a0

]
δ(2)A+

n∑
m≥3

[
δ(n−m)a0

]
����
δ(m)A

= (−1)nn!
[
anA− an−1δA+

1

2
an−2δ

(2)A

]
(G.5-21)

となる。
am<0 := 0 (G.5-22)
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とすれば、式 (G.5-21)は n = 0, 1, 2, · · · で成り立つ。
さて、

Bn :=
[
2anA− 2an−1δA+ an−2δ

(2)A
]

(G.5-23)

について考えよう。
δΓσµν |

(g,δg)=(
◦
g,h)

= ∆
◦
Γσµν + hασ

◦
Γαµν (G.5-24)

を使うと、(g, δg) = (
◦
g ,h)のときに

δAλκµνρσ = hαλAακµνρσ + hακAαλµνρσ +∆
◦
Γλρ[ν

◦
Γ |κ|µ]σ +∆

◦
Γκρ[µ

◦
Γ |λ|ν]σ ,

1

2
δ(2)Aλκµνρσ = hαλh

β
κAαβµνρσ + hακ∆

◦
Γλρ[ν

◦
Γ |κ|µ]σ + hαλ∆

◦
Γκρ[µ

◦
Γ |λ|ν]σ +

1

2
∆2

◦
Aλκµνρσ ,

∆2
◦
Aλκµνρσ :=

[
∆

◦
Γλρν∆

◦
Γκµσ −∆

◦
Γλρµ∆

◦
Γκνσ

]
(G.5-25)

となる。定義式 (G.5-23)に代入すると n ≥ 2のとき

[(Bn)µνρσ] |
(g,δg)=(

◦
g,h)

= [(hn−2)]
λκ∆2

◦
Aλκµνρσ (G.5-26)

とまとまる。
次に、1階変分について計算する。一階変分は式 (G.5-10)で与えられる Riemann曲率の接続に対する 1階
変分の式に

∆
◦
Γ
α
µν :=

◦
gασ∆

◦
Γσµν (G.5-27)

を代入し、

δR α
µνρ = gασ

[
δRµνρσ −Rµνρλ(δg)λσ

]
⇐⇒ δRµνρσ = Rµνρλ(δg)

λ
σ + gασδR

α
µνρ (G.5-28)

の関係を用いることで求めることにしよう。このようにした hの 1次の項を

∆
◦
Rµνρσ := δRµνρσ |

(g,δg)=(
◦
g,h)

= δ̃Rµνρσ |
(g,δg)=(

◦
g,h)

(G.5-29)

と書くことにする。共変 Riemann曲率の対称性

Ra1a2a3a4 = −Ra2a1a3a4 = −Ra1a2a4a3 , R[a1a2a3]a4 = 0 (G.5-30)

を使いながら計算を行うと、

2∇[νδΓ
α
µ]ρ

g=
◦
g

−−−−→
δg=h

=
◦
gασ

◦
∇ [ν∆

◦
Γ |σ|µ]ρ =

◦
gασ

◦
∇ [ν

[ ◦
∇µ]hσρ+

◦
∇ |ρ|hµ]σ−

◦
∇ |σ|hµ]ρ

]
=

◦
gασ

[ ◦
R [νµ]σλh

λ
ρ+

◦
R [νµ]ρλh

λ
σ + 2δβγ[ρσ]

( ◦
R [ν|β|µ]λh

λ
γ+

◦
R [ν|βγλ|h

λ
µ]+

◦
∇β

◦
∇ [νhµ]γ

)]
=
1

2

◦
gασ

[(
2

◦
Rνµσλ−

◦
Rνσµλ+

◦
Rµσνλ

)
hλρ +

(
2

◦
Rνµρλ+

◦
Rνρµλ−

◦
Rµρνλ

)
hλσ

+
( ◦
Rνρσλ−

◦
Rνσρλ

)
hλµ +

( ◦
Rµρσλ−

◦
Rµσρλ

)
hλν + 4δβγ[ρσ]

◦
∇β

◦
∇ [νhµ]γ

]
=− 1

2

◦
gασ

[
◦
Rρσνλh

λ
µ−

◦
Rρσµλh

λ
ν+

◦
Rµνσλh

λ
ρ+

◦
Rµνρλh

λ
σ

]
+ 2

◦
gασδβγ[ρσ]

◦
∇β

◦
∇ [νhµ]γ

(G.5-31)

が成り立つことがわかる。したがって、

∆
◦
Rµνρσ = −1

2

[ ◦
Rρσνλh

λ
µ−

◦
Rρσµλh

λ
ν+

◦
Rµνσλh

λ
ρ−

◦
Rµνρλh

λ
σ

]
+ 2δαβ[ρσ]

◦
∇α

◦
∇ [νhµ]β (G.5-32)

となる。
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以上の結果をまとめると、共変 Riemann曲率の摂動展開が

Rµνρσ =
◦
Rµνρσ +∆

◦
Rµνρσ +

∞∑
n=2

(−1)n[(hn−2)]
λκ∆2

◦
Aλκµνρσ (G.5-33)

として得られる。R α
µνρ = gασRµνρσ より、

δ(n)R α
µνρ |(g,δg)=(

◦
g,h)

=
n∑

m=0

nCm
[
δ(m)gασ

] ∣∣∣∣
(g,δg)=(

◦
g,h)

δ(n−m)Rµνρσ

∣∣∣∣
(g,δg)=(

◦
g,h)

= (−1)nn!
[
[(h)n]

ασ
◦
Rµνρσ − [(h)n−1]

ασ∆
◦
Rµνρσ +

n∑
m=2

[(h)m−2]
ασ[(h)n−m]

λκ∆2
◦
Aλκµνρσ

]
=: (−1)nn!∆n

◦
R

α
µνρ (G.5-34)

となるから、[(h)m<0] ≡ 0として、Riemann曲率は

R α
µνρ =

◦
R

α
µνρ +

∞∑
n=1

(−1)n∆n
◦
R

α
µνρ (G.5-35)

と摂動展開できる。

G.5.3 Ricci曲率

Ricciテンソル
Rµν = gαβRµανβ (G.5-36)

の摂動展開を求める。Riemann曲率と全く同様にして、

∆n
◦
Rµν :=

[
[(h)n]

αβ
◦
Rµανβ − [(h)n−1]

αβ∆
◦
Rµανβ +

n∑
m=2

[(h)m−2]
αβ[(h)n−m]

λκ∆2
◦
Aλκµανβ

]
(G.5-37)

と定めれば、Ricci曲率の摂動展開は

Rµν =
◦
Rµν +

∞∑
n=1

(−1)n∆n
◦
Rµν (G.5-38)

と求まる。

G.5.4 Ricciスカラー

Ricciスカラー
R := gµνRµν (G.5-39)

の摂動展開を求める。

∆n
◦
R :=

n∑
m=0

[(h)n−m]
µν∆m

◦
Rµν (G.5-40)

を定めれば Ricciスカラーの摂動展開は

R =
◦
R +

∑
n=1

(−1)n∆n
◦
R (G.5-41)

と求まる。
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G.6 平坦時空周りでの摂動展開
平坦時空周り、すなわち、

◦
g µν = ηµν における諸量の摂動展開をここに記す。

gµν = ηµν +

∞∑
n=1

(−1)n[(h)n]µν = ηµν − hµν + hµαh
αν − hµαhαβhβν + · · · (G.6-1)

det[g] = −1−
D∑
n=1

ηµn[νn]hµ1ν1hµ2ν2 · · ·hµnνn

= −1− h− 1

2

(
h2 − hµνhµν

)
− 1

6

(
h3 − 3hhµνhµν + 2hµαh

α
βh

β
µ

)
+ · · · (G.6-2)

Γαµν =

∞∑
n=0

(−1)n[(h)n]ασ∆Γσµν , ∆Γσµν =
1

2

[
∂µh

σ
ν + ∂νh

σ
µ − ∂σhµν

]
= ∆Γαµν − hασ∆Γσµν + hαβh

β
σ∆Γσµν + · · · (G.6-3)

Rµνρσ = ∆rµνρσ +

∞∑
n=0

(−1)n[(h)n]λκ∆2Sλκµνρσ,

∆rµνρσ := 2δαβ[ρσ]∂α∂[νhµ]β, ∆
2Sλκµνρσ := ∆Γλρν∆Γκµσ −∆Γλρµ∆Γκνσ (G.6-4)

Rµν =

∞∑
n=0

(−1)n
[
[(h)n]

αβ∆rµανβ −
n∑

m=1

[(h)m−1]
αβ[(hn−m)]λκ∆

2Sλκµανβ

]

=
1

2
[∂µfν + ∂νfµ −�hµν − ∂µ∂νh]

(
fµ := ∂αh

α
µとした。

)
+

1

2

[
hαβ (∂α∂νhµβ + ∂β∂µhνα − ∂α∂βhµν − ∂µ∂νhαβ) +

1

2

[
(∂λh− 2fλ)∆Γλµν + ∂µh

αλ∆Γλαν
]]

+ hαλh
λβ∆rµανβ −

(
hαβηλκ + ηαβhλκ

)
∆2Sλκµανβ + · · ·

=: ∆rµν +
(
∆(2)rµν +∆2Sµν

)
+
(
∆(3)rµν +∆2

(3/2)Sµν

)
+ · · · (G.6-5)

R =
∞∑
n=0

(−1)n
n∑

m=0

[(h)n−m]
µν

[
[(h)m]

αβ∆rµανβ −
m∑
k=1

[(h)k−1]
αβ[(h)m−k]λκ∆

2Sλκµανβ

]
= −�h+ ∂µ∂νh

µν

+
1

2

[
hαβ (∂αfβ + ∂βfα − ∂α∂βh−�hαβ) +

1

2

(
∂µhαβ∂

µhαβ − ∂µh∂µh+ 4fµ∂µh− 4fµfµ
)]

+ hµαh
αν∆rµν −

(
hαβηλκ + ηαβgλκ

)
ηµν∆2Sλκµανβ + · · ·

=: ∆r +
(
∆(2)r +∆2S

)
+
(
∆(3)r +∆2

(3/2)S
)
+ · · · (G.6-6)
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