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要 旨

トポロジカル物質はバルク電子の幾何学的性質（トポロジー）によって特徴付けられ，その表面
に非自明な状態をもつ．その一種であるトポロジカル超伝導体は，通常の超伝導体とは異なり，表
面にギャップレスかつ電荷中性の素励起をもつ．これは素粒子である質量が零のマヨラナ粒子と等
価な性質をもつため，マヨラナ準粒子と呼ばれている．この状態を用いた安定な量子計算が提案さ
れており，応用の観点からも興味を集めている．
しかしながら，トポロジカル超伝導体表面におけるマヨラナ準粒子を観測できたかどうかについ

ては多くの議論があり，未だ確たる証拠は得られていない．電荷中性のマヨラナ粒子を，外部電磁
場により検出・制御することは困難である．一方で，物質中に現れるマヨラナ準粒子は真空中のマ
ヨラナ粒子と比べ，より低い対称性による制約しか受けないため，真空中にはなかった電磁応答が
可能となる．マヨラナ準粒子が外場に対してどのように応答するかは基礎学理・実用性の双方から
見て，理論的に解明すべき課題である．
この問題に関して，先行研究では，時間反転対称性があるトポロジカル超伝導体（表面マヨラナ

準粒子がクラマース対をなす）において，2対のマヨラナクラマース対が，超伝導ギャップの対称
性・結晶対称性に依存して，電気的な外場に対して応答可能なことを示した．しかし，これらの対
称性と電気応答との関係は明らかでなく，系統的な理解は得られていない．
そこで私は，結晶対称性に保護されたマヨラナ準粒子の電気的な外場に対する応答を理論的に解

析した．その結果，2対のマヨラナクラマース対が示す電気応答を全ての文様群に対して明らかに
した．特に，2対のマヨラナクラマース対と結合する歪みテンソルと結晶対称性・超伝導対称性と
の関係を系統的に示した．さらに，具体的なモデルとしてアンチペロブスカイト超伝導 Sr3SnOを
考え，その表面に現れる 2対のマヨラナクラマース対が結晶歪みによってギャップを開くことを
示した．次に私は，得られた一般論を動的な外場へ拡張することで，マヨラナ準粒子のスピン輸送
を議論した．具体的には，時間反転不変なアンチペロブスカイト超伝導 Sr3SnOの (001)面におい
て，動的格子歪みによって 2対のマヨラナクラマース対がスピン流を生じることを明らかにした．
2対のマヨラナクラマース対が線形分散をもち，そのフェルミエネルギーが厳密にゼロであること
から，緩和時間に依存しないスピン流が生成される．また，磁化によってマヨラナ準粒子にギャッ
プが開いた状況では，スピン流はバンド構造を反映した特徴的な振動数依存性（ピークや跳び）を
もつことも明らかにした．
これらの結果は対称性の議論によって導いた系の詳細（パラメーター等）に依らない普遍的な現
象であり，電気的な手法によるマヨラナ準粒子の観測や操作・輸送のための理論提案や新しい物理
現象の予言を可能とする．
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第1章 序論

1.1 真空中におけるマヨラナ粒子の電磁気応答
マヨラナ粒子は 1937年にエットーレ・マヨラナによってその存在を予言された，粒子と反粒子

が同一の粒子である [1]．具体的には，ディラック方程式の解のうち実数解がマヨラナ粒子となる．
これを見るために，ディラック方程式

[iγµM∂µ −m]ψ = 0 (1.1.1)

を考える．ここで，γµM (µ = 0, 1, ..., 3)はマヨラナ表示のガンマ行列であり，

γ0M =

[
0 σ2

σ2 0

]
, γ1M =

[
iσ3 0

0 iσ3

]
, γ2M =

[
0 −σ2
σ2 0

]
, γ3M =

[
iσ1 0

0 −iσ1

]
(1.1.2)

で与えられる（σiはパウリ行列を表す）．このとき行列の成分が全て純虚数であるため，（1.1.1）式
の括弧の中は実数であり，解として実数解が存在しうることが分かる．この表示での荷電共役行列
は C ≡ −γ0M で与えられるため，ψの荷電共役変換を

ψC ≡ Cψ̄T (1.1.3)

で定義したとき（ψ̄ = ψ†γ0M），マヨラナ条件（粒子 =反粒子）は

ψ = ψC = ψ∗ (1.1.4)

となる．したがって ψ が実数であるならば，マヨラナ条件を満足していることが分かる．このよ
うにマヨラナ粒子は，元々のディラック方程式に存在していた粒子と反粒子という 2つの自由度が
消失する（粒子と反粒子が同一の）ため，電荷をもたない粒子でなければならない．
一般に，相対論に従うスピン 1/2フェルミオンの電磁カレント（の行列要素）は

iū(pf )
[
Fγµ +Mσµνqν + iEσµνqνγ5 +G(q2γµ− ̸ qqµ)γ5

]
u(pi), q = pf − pi (1.1.5)

で与えられる [2, 3]．ここで u(pi)はディラックスピノルであり，F,M,E,Gはそれぞれ形状因子
と呼ばれる量である．第 1項目は電荷，第 2項目は磁気双極子モーメント，第 3項目は電気双極
子モーメント，第 4項目がトロイダルモーメントに相当する項である．フェルミオンとしてマヨ
ラナ粒子を考えれば，CPT 対称性（P は空間反転，T は時間反転を表す）の存在により，上式は
CPT 変換の下で自己共役性をもつため，

iūM(pf )
[
0 + 0 + 0 +G(q2γµ− ̸ qqµ)γ5

]
uM(pi) (1.1.6)

となる [2–6]．したがって，マヨラナ粒子は電荷だけでなく，トロイダルモーメント以外の電磁気
的自由度をもたない．しかしながら，仮にもっと対称性が低い（すなわち P や T 対称性が存在し
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ない）系にマヨラナ粒子が現れるとすれば，それは何らかの（トロイダルモーメント以外の）電磁
気的自由度をもちうると予想できる．実は後ほど見るように，トポロジカル超伝導体表面に準粒子
状態として創発するマヨラナ準粒子がその例であり，真空中に比べ豊かな性質を示しうる．

1.2 トポロジカル超伝導体とマヨラナ準粒子
近年，数学におけるトポロジーの概念と物理学を結び付けたトポロジカル物理と呼ばれる分野が

注目を浴びている．この分野において代表的なものはトポロジカル絶縁体と呼ばれる物質で，バル
クは絶縁体であるにも関わらず，その表面は金属的であるという性質をもつ．このようにトポロジ
カルな性質をもつ物質はその表面に非自明な電子状態をもつ．最近では，超伝導体においてもトポ
ロジーの概念が適用され，その表面においてはギャップレスな電荷中性のマヨラナ準粒子が創発さ
れることが明らかになった [7–11]．このような超伝導体は特にトポロジカル超伝導体と呼ばれてい
る．表面に束縛されたマヨラナ準粒子は，電磁気的性質以外にも，非可換統計性に従うなどの興味
深い性質を持ち，工学的にも安定な量子計算への応用が期待されている [12–14]．

1.2.1 トポロジカル超伝導体に現れるマヨラナ準粒子の検出
これまでトポロジカル超伝導体に現れるマヨラナ準粒子の検出に向けた実験が数多く行われてき

た．トポロジカル超伝導を実現する上で様々な戦略が取られており，例えば，s波超伝導体の上に
スピン軌道相互作用の強い半導体ナノワイヤーを接合した系で，磁場中においてトポロジカル超伝
導が実現することが理論的に提案され [15, 16]，実験的にも確かめられた [17–20]．他にも同様に，
s波超伝導体の上に磁性元素を 1次元的に並べた系 [21]やトポロジカル絶縁体と s波超伝導体の
接合系 [22,23]，量子異常ホール系と s波超伝導体の接合系 [24]においてもマヨラナ準粒子由来と
みられるコンダクタンスのピークが観測された．ここで述べた系は人工的にトポロジカル超伝導
体を実現させた例である．その一方で，トポロジカル超伝導状態を示す単一の超伝導体も実験的に
確認されており，CuxBi2Se3 [25]，FeTe0.55Se0.45 [26]，β-Bi2Pd [27]，CaKFe4As4 [28]等が挙げ
られる．これらの系においてもマヨラナ準粒子由来とみられるゼロバイアスピークが観測された．
しかしながら，これらの実験において本当にマヨラナ準粒子を観測できたかどうかについては多く
の議論があり，未だ確たる証拠は得られていない [29, 30]．電荷中性のマヨラナ粒子を，外部電磁
場により検出・制御することは困難である．一方で，物質中に現れるマヨラナ準粒子は真空中のマ
ヨラナ粒子と異なり CPT 対称性をもたず，より低い対称性（離散的な結晶対称性）による制約し
か受けないため，真空中にはなかった電磁応答が可能となる．マヨラナ準粒子が外場に対してどの
ように応答するかは基礎学理・実用性の両方の観点から見て，理論的に解明しなければならない課
題である．その解決の糸口の 1つとして，以下に述べる結晶対称性・超伝導対称性とマヨラナ準粒
子との関係を用いた方法がある．

1.2.2 マヨラナ準粒子と結晶対称性・超伝導対称性との関係
トポロジカル超伝導体と通常の超伝導体との違いはバルクの電子状態にある．すなわち，バルク

電子がもつ幾何学的な性質（トポロジカル不変量）が超伝導体のトポロジーを決定し，非自明なト
ポロジカル不変量をもつ超伝導体が，表面にマヨラナ準粒子をもつトポロジカル超伝導体となる．
バルク電子がもつトポロジカル不変量を決定する上で重要となる要素は 2つ存在する．1つは固体
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物質に固有の対称性である結晶対称性，もう 1 つは超伝導体固有の秩序変数である超伝導ギャッ
プ（の対称性）である．これら 2つの要素が非自明なトポロジカル不変量，すなわち，マヨラナ準
粒子を特徴づける．このように結晶対称性まで考慮したトポロジカル超伝導体は，特にトポロジカ
ル結晶超伝導体と呼ばれている．これらの関係を明らかにすることは物質探索の上でも極めて重要
である．例えばこれまで，鏡映対称性 [31,32]，order-2の対称性 [33]，非共形対称性 [34]，回転対
称性 [35,36]を用いた分類がされてきた．また最近では，常伝導状態のバンド構造のみからトポロ
ジカル超伝導か否かを判定する対称性指標を用いた方法も開発されている [37–41]．

1.3 本論文の意義と目的
トポロジカル超伝導（超流動）体表面のマヨラナ準粒子が異方的な磁気応答を示すことは以前か

ら知られていたが [33,42–48]，先行研究 [49–53]によって結晶対称性・超伝導対称性との関係が一
般的に明らかにされた．興味深いことに，磁気応答（マヨラナ準粒子が形成する磁気多極子）の対
称性と超伝導対称性は同じである．すなわち，磁気応答の観測によってトポロジカル超伝導体の超
伝導対称性を同定することが可能となる．しかしながら，これまでの研究では磁気応答についての
み研究がされており，また磁気応答の観測はマイスナー効果によって実験的な困難がある．その意
味で，電気的な外部摂動に対する応答の観測はより実現可能性がある．この問題に関して，自身の
先行研究では，時間反転対称性があるトポロジカル超伝導体（表面マヨラナ準粒子がクラマース対
をなす）において，２対のマヨラナクラマース対が，超伝導ギャップの対称性・結晶対称性に依存
して，電気的な外場に対して応答可能なことを示した [51]．しかし，これらの対称性と電気応答と
の関係は明らかでなく，系統的な理解は得られていない．そこで本研究の目的は，結晶対称性に保
護されたマヨラナ準粒子の電気応答と結晶対称性・超伝導対称性との関係を一般的に明らかにする
ことである．

1.4 本論文の構成
次章以降の構成は以下の通りである．第 2章では，マヨラナ準粒子が形成する電気多極子と結晶

対称性・超伝導対称性の関係を解明する．電気応答の具体例として，静的な格子歪みによってマヨ
ラナ準粒子の分散にギャップが開くことを数値的に示す．第 3章では，動的格子歪みに対するマヨ
ラナ準粒子のスピン流応答を明らかにする．これは前章で具体的に示した静的な外場に対する応答
を，動的な外場に対する応答へと拡張させたものである．第 4章では，これまでのまとめを述べる．
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第2章 マヨラナ準粒子の電気応答

2.1 導入
マヨラナ粒子は，自身とその反粒子が同一である電荷中性の粒子である [1]．マヨラナ粒子はト

ポロジカル超伝導体の表面にアンドレーエフ束縛状態（マヨラナ準粒子）として存在し，超伝導
ギャップが開いている限り極めて安定に存在する [7,9,11,54–57]．マヨラナ準粒子もトポロジカル
超伝導体表面では電荷中性条件を満たし，さらに 2次元平面に束縛されたマヨラナ準粒子は非可換
統計性に従う．これらのユニークな性質から，マヨラナ準粒子を用いたフォールトトレラントな量
子計算への応用が期待されている [12]．
3次元トポロジカル超伝導体のトポロジカルな性質はそれ自身がもつ対称性によって特徴づけら

れる．例えば，時間反転対称性は表面に現れるマヨラナ準粒子をクラマース対という形で保護し，
それらは特にマヨラナクラマース対と呼ばれている．超伝導状態がドープされたトポロジカル絶縁
体 [25, 58–64]やディラック半金属 [65–70]が時間反転対称性をもつトポロジカル超伝導体の候補
として挙げられている．一方で固体物理では，真空中ではなかった結晶の対称性が時間反転対称性
に加えて存在する．結晶対称性を考慮することで新しい種類のトポロジカル超伝導体を定義するこ
とができ，それらはトポロジカル結晶超伝導体と呼ばれている [31–36,71–73]．
結晶対称性からトポロジカルに保護されたマヨラナ準粒子は豊かな磁気応答を示すことが明らか

にされている [33,42–48]．例えば，結晶対称性に保護された 1対のマヨラナクラマース対は磁気双
極子（イジングスピン）応答や磁気八極子応答を示すことが示されており，それらは通常のスピン
1/2フェルミオンが示す応答とは質的に異なる [49–51,53]．興味深いことに，これらの磁気多極子
が属する既約表現はバルクの超伝導ペアポテンシャルが属する既約表現と同じである．すなわち，
磁気多極子の観測は 1対のマヨラナクラマース対をもつトポロジカル結晶超伝導体の超伝導対称性
を同定する，新しい方向性を示している．しかしながら，これまでの研究では磁気応答についての
み研究がされており，また磁気応答の観測はマイスナー効果によって実験的な困難がある．その意
味で，電気的な外部摂動に対する応答の観測はより実現可能性がある．
我々は先行研究で，結晶対称性に保護された 2対のマヨラナクラマース対が電気的な摂動に対し

て応答できることを明らかにした [51]．また電気応答は，マヨラナクラマース対が現れる表面の対
称性が文様群のうち pgg と p4g の時に，各々の超伝導対称性に対して分類がされている [53]．つ
まり，2対のマヨラナクラマース対が示す電気応答のいくつかの特徴はすでに明らかにされている
が，本研究がこれまでとは異なる，電気応答の新たな可能性を提示する．
本研究では，2対のマヨラナクラマース対が示す電気応答を全ての文様群に対して明らかにする．

2対のマヨラナクラマース対が形成する電気多極子もバルクの超伝導対称性（あるいは表面の文様
群に対する既約表現）と関係がある．そのため電気応答もまた，2対のマヨラナクラマース対をも
つトポロジカル結晶超伝導体の超伝導対称性を決定しうる．本研究では，具体的なモデルとして 3

次元アンチペロブスカイト超伝導体を考え，その表面に現れる 2対のマヨラナクラマース対が外部
一様歪みによってギャップを開くことを示す．我々の研究結果はトポロジカル結晶超伝導体表面の
2対のマヨラナクラマース対を電気的に操作できる可能性を示唆している．
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2.2 超伝導状態における内部・結晶対称性と超伝導対称性の関係
マヨラナ準粒子は 3次元トポロジカル超伝導体の表面に局在して存在する．粒子正孔対称性に加

えて時間反転対称性が存在する時は，1対のマヨラナクラマース対が安定に存在する．一方で，これ
らの内部対称性に加えて（表面を不変に保つ）結晶の対称性，すなわち文様群の対称性が存在する
時は，複数のマヨラナクラマース対が安定に存在する場合もある．対称性に保護されたマヨラナク
ラマース対についての系統的な分類が，多くの研究グループによって行われてきた [31–34,36,74]．
先行研究より，2対のマヨラナクラマース対は磁気カイラルまたはグライド対称性が存在する場合
のみ現れる [34, 51, 52, 75]．したがって，以降の議論ではこれらの対称性（で定義されるトポロジ
カル不変量）のみを考える．
出発点となるのは時間反転対称性をもつ 3次元超伝導体を記述する BdGハミルトニアン

Hbulk(k) =

[
h(k)− µ ∆(k)

∆†(k) −hT(−k) + µ

]
(2.2.1)

である．今スピンと軌道あるいは副格子の自由度は暗に含まれているものとする．µは化学ポテン
シャルを表す．この系では時間反転対称性（TRS）と粒子正孔対称性（PHS）が存在する；

THbulk(k)T
−1 = Hbulk(−k), T = −isyK, CHbulk(k)C

−1 = −Hbulk(−k), C = τxK (2.2.2)

ここで，si, τi はそれぞれスピン空間と南部空間における i番目のパウリ行列を表し，Kは複素共
役演算子である．また，これらを組み合わせたカイラル対称性（CS）；

{Γ,Hbulk(k)} = 0, Γ = iCT (2.2.3)

が存在する [9,10]．一方，系（結晶）は内部対称性に加えて空間群の対称性をもっている．議論を
簡単にするため，マヨラナ準粒子が (xy)面に存在すると仮定する．本研究では，文様群の対称性
に対する電気応答の分類を行うので，このように 1つの面を取り上げるだけで良い．このとき，ゼ
ロエネルギーのマヨラナ準粒子は時間反転不変な波数（TRIM）k0 = (k0x, k0y)に現れる．
表面には，考えている空間群（SG）に対応した文様群（WG）の対称性が存在する（WG ⊂ SG）．

TRIM上では BdGハミルトニアンの常伝導部分 h(k)は文様群の対称操作 gに対して不変であり，
その表現行列をDk0

(g)で表すと，

[Dk0
(g), h(k0, kz)] = 0 (2.2.4)

を満たす．一方で，超伝導状態の秩序変数であるペアポテンシャル∆(k)は空間群の既約表現のい
ずれかに属している．そのため，TRIM上では 1次元既約表現に対して

Dk0
(g)∆(k0, kz)D

T
k0
(g) = ηg∆(k0, kz) (2.2.5)

を満たす．ここで，ηg は対称操作 g に対するパリティを意味しており，ηg = 1 は偶パリティ，
ηg = −1は奇パリティを表す．ここまでは常伝導状態の対称操作を用いた対称変換であるが，超伝
導状態における対称操作は

D̃k0
(g) ≡ Dk0

(g)⊕ ηgD
∗
k0
(g) (2.2.6)

であり，この対称操作に対して BdGハミルトニアンは（偶パリティ，奇パリティのどちらの場合
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も）[D̃k0(g),Hbulk(k0, kz)] = 0を満足する．また D̃k0(g), C,Γの間には，

D̃†
k0
(g)CD̃k0

(g) = ηgC, (2.2.7)

D̃†
k0
(g)ΓD̃k0

(g) = ηgΓ (2.2.8)

なる関係式が存在する．これらの関係式は後の議論で極めて重要になる．高次の既約表現も部分群
の 1次元表現とみなせるため，本研究では 1次元表現のみを取り扱う．
[D̃k0(g),Hbulk(k0, kz)] = 0より，D̃k0(g)と Hbulk(k0, kz)は同時対角化可能なため，そのユニ

タリー行列を U(g)とおけば

U(g)†Hbulk(k0, kz)U(g) = H1
bulk(k0, kz)⊕ · · · ⊕H

|g|
bulk(k0, kz) (2.2.9)

U(g)†D̃k0
(g)U(g) = ω1(g)1dimH1

bulk(k0,kz) ⊕ · · · ⊕ ω|g|(g)1dimH
|g|
bulk(k0,kz)

(2.2.10)

である．ここで |g|は gの位数を表し，1nは n× nの単位行列である．gが回転または鏡映操作の
場合は D̃k0

(g)の j 番目の固有値は

ωj(g) = e−iπ(2j−1)/|g|, j = 1, · · · , |g|, (2.2.11)

で与えられる．一方で，グライド操作 g = {mg|τ g}（mg は鏡映，τ g は並進操作を表す）に対
しては，ブリュリアルゾーン端 k0 · 2τ g = π において D̃2

k0
(g) = −e−ik0·2τg = 1 であるので

ω1(g) = 1, ω2(g) = −1となる．

2.3 2対のマヨラナクラマース対に対するトポロジカル不変量
この節では，2対のマヨラナクラマース対を保護するトポロジカル不変量について議論する．ト

ポロジカル不変量は本来バルクで定義される量である．しかしながら，表面に現れる 2対のマヨラ
ナクラマース対の既約表現を指定することで，表面の有効理論からトポロジカル不変量の値を決定
できる（バルクエッジ対応）．これにより，3次元トポロジカル超伝導体表面において 2対のマヨ
ラナクラマース対を保護するトポロジカル不変量を，各々の文様群に対して系統的に分類すること
が出来る．この分類と後ほど導出するマヨラナ多極子の分類理論を合わせることで，2対のマヨラ
ナクラマース対が示す電気応答を全ての文様群に対して網羅的に示すことができる．

2.3.1 バルクで定義されるトポロジカル不変量
シンモルフィックな対称操作 gにおいて，時間反転によって D̃k0

(g)の固有空間はH1
bulk(k0, kz) →

H
|g|−i+1
bulk (k0,−kz)のように移り変わる（ω∗

i (g) = ω|g|−i+1(g)）．一方で，偶パリティのペアポテ
ンシャル ηg = 1 に対しては，（2.2.8）式より各固有空間にカイラル対称性 Γi が存在するため，
Hi

bulk(k0, kz)は AIIIクラスに属し，巻き付き数 [76]

W i[g] =
i

4π

∫
dk⊥ tr

(
Γi(Hi

bulk(k⊥))
−1 ∂H

i
bulk(k⊥)

∂k⊥

)
∈ Z, (2.3.1)
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によって特徴付けることができる [71]．時間反転対称性によって上式は

W i[g] =
−i
4π

∫
dk⊥ tr

(
−Γ|g|−i+1(H

|g|−i+1
bulk (−k⊥))−1 ∂H

|g|−i+1
bulk (−k⊥)
∂k⊥

)
= −W |g|−i+1[g] (2.3.2)

となるので，∑|g|
i=1W

i[g] = 0である．ここで，時間反転によって Γi → −Γ|g|−i+1となることを用
いた（{T,Γ} = 0）．また，指数定理とバルクエッジ対応から，表面に存在するマヨラナ準粒子の
数は∑|g|

i=1

∣∣W i[g]
∣∣に等しいので，マヨラナクラマース対の数は

N [g] =
1

2

|g|∑
i=1

∣∣W i[g]
∣∣. (2.3.3)

によって与えられる（∑|g|
i=1W

i[g] = 0より∑|g|
i=1

∣∣W i[g]
∣∣は必ず偶数になる）．この値が有限であ

るとき，マヨラナクラマース対は磁気カイラル対称性 Γ[g] ≡ iΓD̃k0(g)（＝磁気巻き付き数W i[g]）
によって保護されていると言える．
ここで，後ほどマヨラナ多極子の分類を行う上で重要となるW i[g]が有限になる条件ついて述べ
る．先行研究 [49]より，W i[g]は gとは別の対称操作 g′ とも関係があることが明らかにされてお
り，特に表面を不変に保つ対称操作に対してW i[g]が非ゼロになるための条件は

ηg = −ηg′ = +1 for {g, g′} = 0, (2.3.4)

ηg = ηg′ = +1 for [g, g′] = 0 (2.3.5)

である．この条件は言い換えれば，g 以外の表面の対称性 g′ の各固有空間に磁気カイラル対称性
Γ[g]が存在するのかということである．Γ[g]によって保護されたマヨラナクラマース対が存在す
るならば，もちろん g′の各固有空間にも Γ[g]によって保護されたマヨラナクラマース対は存在す
るはずなので，上式の条件はこのことを表している．
次に，ノンシンモルフィックな対称操作，すなわちグライド操作 g で定義されるトポロジカル

不変量を考える．先ほどの議論より，ブリュリアルゾーン端では，D̃k0
(g)の固有値は時間反転に

よって変化しない（ω1(g) = 1, ω2(g) = −1）ので，各々のHi
bulk(k0, kz)はカイラル対称性に加え

時間反転対称性をもつ．すなわち，Hi
bulk(k0, kz)は DIIIクラスに属し，Z2 トポロジカル不変量

νi[g] =

∫
dk⊥
2π

ai ∈ Z2, (2.3.6)

ai = −i
∑
α

∑
s=I,II

⟨k⊥, i, α, s|
∂ |k⊥, i, α, s⟩

∂k⊥
, (2.3.7)

によって特徴付けられる．ここで，αはHi
bulk(k⊥)の α番目の負エネルギー固有状態

Hi
bulk(k⊥) |k⊥, i, α, s⟩ = −Eα(k⊥) |k⊥, i, α, s⟩ , (2.3.8)

を表し（Eα(k⊥) > 0）, sはクラマース対のラベル

T i |k⊥, i, α, I⟩ = |−k⊥, i, α, II⟩ , (2.3.9)

T i |k⊥, i, α, II⟩ = − |−k⊥, i, α, I⟩ , (2.3.10)

を表す．νi[g] = 1の時，固有空間Hi
bulk(k⊥)に表面を作ると，その表面には 1つのマヨラナクラ

マース対が存在する [77]．すなわち，2対のマヨラナクラマース対は ν1[g] = ν2[g] = 1のときのみ
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表 2.3.1: 各々の文様群（WG）とペアポテンシャルの既約表現に対するトポロジカル不変量．ここ
での既約表現はバルクのペアポテンシャルを表面に射影して得られたものを表す．ノンシンモル
フィックなWG（pg，pmg，pgg，p4g）に対しては，B，X，S，M 点などの高対称点の運動量を
考える（文字の定義は Bilbao Crystallographic Sever [78, 79]を参照）．特に pgg や p4g では，高
対称点において必ず 0か 2対のマヨラナクラマース対しか現れず，1対のマヨラナクラマース対は
単体として存在できないことに注意する．

Topo WG (irrep)

N [g] = 2 p2 (A), p3 (A), p4 (A), p6 (A), pm (A′),
pmm (A2, B1, B2), p31m (A1, A2),
p3m1 (A1, A2), p4m (A2),
p6m (A2, B1, B2),
pmg (A1), pgg (A2), p4g (A2)

ν1[g] = ν2[g] = 1 pg (A′), pmg (B1), pgg (A1, B1, B2),
p4g (A1, B1)

N [C3] = ν2[C3] = 1 p3(A), p31m(A2), p3m1(A2),
p6(A), p6m(A2)

現れる．またここで定義した νi[g]については，表面を不変に保つ対称操作に対してW i[g]の時の
ような非ゼロになるための条件は存在しない [52]．ここまでの議論を表 2.3.1にまとめた．W i[g]

と νi[g]が有限になりうる文様群とペアポテンシャルの既約表現の組み合わせはこれで全てである．
3回回転対称性 C3 についての議論は後ほど改めて行う．
以上で導出したトポロジカル不変量はバルクで定義され，バルクの波動関数（エネルギー固有状

態）を用いて計算することが出来る．しかしながら，これから見るように表面のマヨラナ準粒子状
態（ゼロエネルギー固有状態）を用いても Z不変量に関しては直接計算することが出来る．また
Z2 不変量は直接計算することは出来ないが，Z不変量を計算することにより，マヨラナ電気多極
子の対称性との関係から間接的に求めることが出来る．

2.3.2 表面の有効理論とトポロジカル不変量
まず表面の有効理論について簡単に説明する．詳細は付録 A に記した．マヨラナ場の演算子

ψi(x), x = (x, y) は自己共役性 ψ†
i (x) =

∑
ij U

C
ijψj(x), i, j = 1, 2, ..., 2N を満たす．また，

{ψi(x), ψ†
j (x

′)} = δijδ(x − x′) である．表面の有効理論における粒子正孔対称性は C = UCK
で与えられる．N = 2の時が 2対のマヨラナクラマース対が存在するときに対応する．このとき
TRIM付近での低エネルギー表面有効ハミルトニアンは

Hsurf =

∫
d2xψ(x)†hsurf(x)ψ(x), (2.3.11)

で与えられる．hsurf(x)はエネルギー密度行列であり，{C, hsurf(x)} = 0を満たしている．さらに
系に時間反転対称性があると仮定しているので，

[T , hsurf(x)] = 0, T = (−isyK)⊕ · · · ⊕ (−isyK) (2.3.12)
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も満たしている．si はバルク同様にスピン空間のパウリ行列を表す．TRIM上の小群 G は文様群
の対称操作を含み，ハミルトニアンHsurf は対称操作 g ∈ Gに対して不変でなければならない．す
なわち，エネルギー密度行列に対して

D(g)hsurf(x)D
†(g) = hsurf(gx), ψ(x) → D†(g)ψ(gx) (2.3.13)

が成立する．

（i）gが 2回回転または鏡映対称性の場合

この場合，バルクにおいて定義される磁気巻き付き数は

W 1[g]−W 2[g] =
i

4π

∫
dk⊥ tr

(
iΓD̃k0(g)(Hbulk(k⊥))

−1 ∂Hbulk(k⊥)

∂k⊥

)
(2.3.14)

となる [49]．指数定理とバルクエッジ対応より，表面のマヨラナ準粒子状態は磁気カイラル対称性
の固有状態であり，各々の磁気巻き付き数W i[g]とカイラリティは一致する [77]．すなわち，表面
においてD(g)を対角化する基底を用いると

tr(iΓD(g))surf = i

|g|∑
i=1

Γiωi(g) = i

|g|∑
i=1

W i[g]ωi(g) = 2W 1[g] (2.3.15)

（ここで ωi(g)は，D̃k0
(g)の i番目の固有値を表す（（2.2.11）式を参照））．これより，表面のマヨ

ラナクラマース対の数は

N [g] =
1

2
|tr(iΓD(g))surf | (2.3.16)

で与えられる．また，tr(· · ·)surf は表面のマヨラナ準粒子状態を基底として計算することも可能で
あり，後ほど行う分類では具体的にマヨラナ準粒子状態の既約表現を指定することでこの計算を行
う（つまり，いちいちD(g)を対角化する基底を求める必要がない）．

（ii）gが 4回回転対称性の場合

この場合，まず時間反転対称性（W i[g] = −W |g|−i+1[g]）より，

W 1[C4] +W 4[C4] =W 2[C4] +W 3[C4] = 0 (2.3.17)

である．したがって，

tr(ΓD(C4))surf =

4∑
i=1

W i[C4]ωi(C4) = −i
√
2(W 1[C4] +W 2[C4]) (2.3.18)

である．また，4回回転対称性が存在するとき，必ず 2回回転対称性も存在するので，tr(iΓD(C2))surf
も計算すると

tr(ΓD(C4))surf = tr
(
ΓD2(C4)

)
surf

=

4∑
i=1

W i[C4]ω
2
i (C4) = −i2(W 1[C4]−W 2[C4]) (2.3.19)
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となる．これらを（2.3.3）式に代入すると

N [C4] =

∣∣∣∣ 1

2
√
2
tr(ΓD(C4))surf +

1

4
tr(ΓD(C2))surf

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

2
√
2
tr(ΓD(C4))surf −

1

4
tr(ΓD(C2))surf

∣∣∣∣ (2.3.20)

を得る．

（iii）gが 6回回転対称性の場合

この場合も 4回回転対称性の時と同様の議論により，

N [C6] =
∣∣∣1
6
tr(ΓD(C6))surf +

√
3

6
tr(ΓD(C3))surf +

1

6
tr(ΓD(C2))surf

∣∣∣
+
∣∣∣1
3
tr(ΓD(C6))surf −

1

6
tr(ΓD(C2))surf

∣∣∣
+
∣∣∣1
6
tr(ΓD(C6))surf −

√
3

6
tr(ΓD(C3))surf +

1

6
tr(ΓD(C2))surf

∣∣∣ (2.3.21)

となる．

（iv）gが 3回回転対称性の場合

この場合は議論がやや複雑となる．なぜなら，以下で見るように 3回回転対称性があるときは，
Z2 不変量 νi[C3]も定義できるためである．まず時間反転対称性より，

W 1[C3] +W 3[C3] =W 2[C3] = 0 (2.3.22)

である．特徴的なのは W 2[C3] が必ず 0 となることである．なぜなら，ω∗
2(C3) = ω2(C3) であ

り，この固有値をもつ固有空間はそれ自身で時間反転対称性を有するためである．したがって，
tr(ΓD(C3))surf = −i

√
3W 1[C3]より，

N [C3] =
1√
3
|tr(ΓD(C3))surf | (2.3.23)

となる．一方で，ω2(C3)の固有空間では時間反転対称性が存在するため，Z2不変量 ν2[C3]を定義
することができる．したがって，2対のマヨラナクラマース対が現れる場合としてN [C3] = 2の場
合とN [C3] = ν2[C3] = 1の 2通りが考えられる．

2.4 マヨラナ電気多極子の分類理論
この節では，マヨラナクラマース対が形成する多極子の分類理論について説明する．まずバルク

の超伝導状態における局所的な物理量は，電子場の演算子を用いて

Oi(x) =
1

2
Ψ†(x)OiΨ(x), ΨT = (c(x), c†(x)) (2.4.1)
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と表される．このときバルクの場の演算子を表面状態で展開することで，表面におけるマヨラナク
ラマース対が形成する多極子演算子

Oi,MF(x) =
1

2
ψ†(x)Oi,MFψ(x) (2.4.2)

を得る．時間反転対称性がある場合，マヨラナ多極子はそのパリティで 2つの要素に分けることが
できる．すなわち，

O±
i,MF(x) ≡

OMF(x)± T Oi,MF(x)T −1

2
(2.4.3)

であり，O+が時間反転に対して偶の，O−が奇パリティの多極子を表す．これらの多極子はTRIM

上の小群 G に対して

O±
i,MF(x) =

∑
A

OA±
i,MF(x) (2.4.4)

のように既約分解することができる．ここで，OA±
i,MF(x) は G のいずれかの既約表現に属する．

OA+
MF(x)の中には全対称表現の多極子（例えば電気単極子＝密度演算子 ρ(x) = ψ†(x)ψ(x)）も含
まれている．しかしながら，マヨラナクラマース対がもつ電荷中性条件よりこの演算子は恒等的に
0となるので [33]，マヨラナ電気単極子は存在しない．一方で，マヨラナクラマース対が 1対のみ
存在する時の OA−

MF(x)の分類は先行研究で網羅的に行われた [53]．
O±
i,MF(x)の対称操作 g ∈ G に対する変換は

O±
i,MF(x) →

∑
j

U±
ij (g)O

±
j,MF(gx) (2.4.5)

で与えられ，このときマヨラナ多極子の指標 χ±(g) = trU±(g)は

χ±(g) =
ηg
4

({
tr[D(g)]

}2

− tr
[
D(g)2

])
± ηg

4

({
tr[ΓD(g)]

}2

− tr
[
(ΓD(g))

2
])

(2.4.6)

となる．ここで ηg = ±1はバルクで定義したペアポテンシャルの gに対する指標を表す（（2.2.5）
式）．この式と前節で導出したトポロジカル不変量の表式を見比べると分かるように，マヨラナ多
極子の対称性とトポロジカル不変量は tr[D(g)]（または tr[ΓD(g)]）を通して関係している．例え
ば，表面に存在する 2対のマヨラナクラマース対がトポロジカル不変量N [g]または ν[g]によって
保護されていたとしよう．このとき，ηg = 1である（すなわち，ペアポテンシャルは gに対して偶
パリティ）．この系に時間反転不変な空間的に一様な摂動を加えたとしよう．すると，この摂動が
gに対して偶パリティならば，N [g]または ν[g]の値（整数）は変化しない．しかしながら，gに対
して奇パリティのとき整数N [g]と ν[g]のどちらも定義することができず，したがって，この摂動
で 2対のマヨラナクラマース対にはエネルギーギャップが開く．この事実は，N [g]または ν[g]に
よって保護された 2対のマヨラナクラマース対は g に対して奇パリティの電気多極子を形成する
ということである（同時に gに対して偶パリティの電気多極子は存在しないことも分かる）．次節
の分類では，これらの結果を全ての文様群とペアポテンシャルの既約表現に対して導く．
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2.5 全ての文様群に対するマヨラナ電気多極子の分類
この節ではこれまでの結果をまとめて，以下の手順 (I)–(IV)に従って，各々の文様群とペアポ

テンシャルの既約表現に対して，マヨラナ多極子の対称性を分類する．いくつかの具体的な計算例
は付録 Bに示した．

(I)表面における文様群（WG）を指定する．さらにどのTRIM上のマヨラナクラマース対を
考えているか，すなわち，対応する小群 G ⊂WGを指定する．また，この小群（点群）に対する
ペアポテンシャル∆の既約表現を指定する．

(II)2 対のマヨラナクラマース対の表現 X̄ を指定する．方法は Bilbao Crystallographic

Server [80] からWGs に対する時間反転不変な 2 重群の既約表現のいずれかを選択する．こ
れには 2通りの方法が存在し，1つは 2次元表現の直和X = Ā1⊕ Ā2（Ā1 = Ā2の場合も含む）を
考える方法，あるいはノンシンモルフィックな場合は，1つの 4次元表現 X̄ を考える方法である．

(III)具体的に gの 4×4表現行列D(g)を構成する．これはBilbao Crystallographic Server

を見れば，指定したマヨラナクラマース対の表現 X̄ の欄に具体的な行列が与えられている．

(IV)荷電共役演算子 C = UCKを構成する．このとき，C は関係式

[C, D(g)] = 0, for η(g) = 1, (2.5.1)

{C, D(g)} = 0, for η(g) = −1. (2.5.2)

を満たしてなければならない（（2.2.7）式）．これより Cが得られればカイラル対称性 Γ = iCT も
得られる．いくつかのケースでは，カイラル対称性は一意に決まらず，それぞれの表現で異なるト
ポロジカル不変量とマヨラナ多極子の対称性が与えられる．

(V)得られた表式を（2.4.6）式に代入し，マヨラナ多極子の対称性を決定する．もし χ+(g)と
して全対称表現の指標が得られた場合，それは電荷中性条件と矛盾するので，マヨラナクラマース
対は存在しないことを意味する．

全ての文様群に対して分類した結果が表 2.5.1と表 2.5.2である．Strainの欄はマヨラナ電気四
極子と結合する（空間反転対称性のある），電気的な摂動を表している．対称化されていない歪み
テンソルは uij ≡ ∂iuj のように定義され，ui(x)は格子変位場と呼ばれるベクトル場を表す．文様
群（小群 G）の対称操作 gに対する変換性は x→ gxより，ui → gijuj(gx)のように与えられ，歪
みテンソルは．G の既約表現 Γi に既約分解される．これを uΓi

のように書けば，マヨラナ電気四
極子 OΓi

との結合は

Hsurf,ex = −
∑
i=1

OΓiuΓi (2.5.3)

と表される．ここで，いくつかの例外について説明する．
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3回回転対称性で定義される Z2 不変量

例としてWGが p3で，マヨラナクラマース対の既約表現が 2Γ̄4 ⊕ Γ̄5 ⊕ Γ̄6 の時を考える．Γ̄4

（D(C3) = ω2(C3) = −1）は 1次元の 2重実表現であり [80]，時間反転対称性をもたない．しかし
2Γ̄4は時間反転不変な表現となるため，ω2(C3)の固有空間では巻き付き数W 2[C3]をもたないが，
Z2 不変量 ν2[C3] = 1に保護された 1対のマヨラナクラマース対が存在する．一方で表現 Γ̄5 ⊕ Γ̄6

に対しては巻き付き数N [C3] =
√
3
−1| tr(ΓD(C3))surf | = 1に保護された 1対のマヨラナクラマー

ス対が存在しうる．したがって，2対のマヨラナクラマース対を保護するトポロジカル不変量は

N [C3] = ν2[C3] = 1 (2.5.4)

となる．同様の状況は Γ̄4⊕ Γ̄5⊕ Γ̄6（p31m），Γ̄7⊕ Γ̄8⊕ Γ̄10⊕ Γ̄11（p6），Γ̄7⊕ Γ̄8⊕ Γ̄9⊕ Γ̄12（p6），
Γ̄7 ⊕ Γ̄9（p6m），Γ̄7 ⊕ Γ̄8（p6m）でも起こる．

可換群における Z2 不変量

2重群において注意しなければならないのは，互いに異なる対称操作が非可換になる場合と可換
になる場合が両方存在することである．特に文様群のうち，シンモルフィックな系（小群）では互
いに異なる対称操作は非可換である．一方で，ノンシンモルフィックな系では互いに異なる対称操
作が可換となる場合がある．このとき，2対のマヨラナクラマース対を保護するトポロジカル不変
量にも注意が必要となる．
例として pmgで∆ = A1 表現の場合を考える．このとき，2対のマヨラナクラマース対の既約
表現が X̄2 ⊕ X̄5 ⊕ X̄3 ⊕ X̄4 ならば，表 2.5.2より，これらを保護するトポロジカル不変量として
N [m10] = 2 & ν1[g01] = ν2[g01] = 1と N [C2] = 2 & ν1[g01] = ν2[g01] = 1の 2通りの場合が存在
する．このように可換群では，2対のマヨラナクラマース対は Zだけでなく Z2不変量にも保護さ
れている場合がある．それぞれの場合で電気多極子の対称性は 2A2と 2B2となっており，互いに
異なる対称性の電気多極子をもっている．この任意性はカイラル対称性の表現を唯一に決められな
いことに起因する．以下では，N [m10] = 2 & ν1[g01] = ν2[g01] = 1の場合をどのように Z2 不変
量を求めるかについて説明する．
まず Z不変量は具体的に計算することができ，その結果N [m10] = 2が得られる．このとき，電
気多極子の対称性として χ+(g) → 2A2 も同時に得られる．一方でもし，ν1[g01] = ν2[g01] = 0で
あるならば，2対のマヨラナクラマース対は磁気カイラル対称性 Γ[m10]のみに保護されているこ
とから，B1 表現の電気的な摂動に対しても応答する（エネルギーギャップが開く）はずである．
したがって，B1 表現の電気多極子を除くためには ν1[g01] = ν2[g01] = 1でなければならず，結果
としてN [m10] = 2 & ν1[g01] = ν2[g01] = 1が得られる．
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表 2.5.1: 2対のマヨラナクラマース対がもつ電気磁気自由度（マヨラナ多極子）の分類．バルク
のペアポテンシャルの既約表現が∆のとき，表面に文様群の対称性をもった 2対のマヨラナクラ
マース対が現れる．3列目左から，2対のマヨラナクラマース対の既約表現（MKPs），トポロジ
カル不変量（Topo），歪みテンソル uij(x) = ∂iuj(x)（Strain）と結合する電気多極子の既約表現
（Electric）がそれぞれ示されている．一番右は，先行研究でも明らかにされている磁気多極子の既約
表現（Magnetic）を示してある．ここではBilbao Crystallographic Server [80]の定義に則って文様
群や既約表現を記した． Γ̄iは Γ点における小群の i番目の 2重群の既約表現を示す．2Γ̄i = Γ̄i⊕ Γ̄i

である．八極子OiはOx = ∂xuxx−∂xuyy−∂yuxy−∂yuyxとOy = ∂yuyy−∂yuxx−∂xuyx−∂xuxy
で定義される．P3m1と P31mの結果は同一である．

WG ∆ MKPs Topo Electric Strain Magnetic

p2 A 2(Γ̄3 ⊕ Γ̄4) N [C2] = 2 2B uxz, uzx, uyz, uzy 4A
p3 A 2(Γ̄5 ⊕ Γ̄6) N [C3] = 2 E (uxx − uyy, uxy + uyx), 4A

(uxz, uyz), (uzx, uzy)
p3 A 2Γ̄4 ⊕ Γ̄5 ⊕ Γ̄6 N [C3] = ν2[C3] = 1 E (uxx − uyy, uxy + uyx), 2A+ E

(uxz, uyz), (uzx, uzy)
p4 A 2(Γ̄5 ⊕ Γ̄7), 2(Γ̄6 ⊕ Γ̄8) N [C4] = N [C2] = 2 E (uxz, uyz), (uzx, uzy) 4A
p4 A Γ̄5 ⊕ Γ̄7 ⊕ Γ̄6 ⊕ Γ̄8 N [C4] = N [C2] = 2 E (uxz, uyz), (uzx, uzy) 2A+ 2B
p4 A Γ̄5 ⊕ Γ̄7 ⊕ Γ̄6 ⊕ Γ̄8 N [C4] = 2 2B (uxx − uyy, uxy + uyx) 2A+ E
p6 A 2(Γ̄7 ⊕ Γ̄8) N [C6] = N [C2] = 2 2B Ox, Oy 4A
p6 A 2(Γ̄9 ⊕ Γ̄12), 2(Γ̄10 ⊕ Γ̄11) N [C6] = N [C3] = N [C2] = 2 E1 (uxz, uyz), (uzx, uzy) 4A
p6 A Γ̄7 ⊕ Γ̄8 ⊕ Γ̄9 ⊕ Γ̄12, N [C6] = N [C2] = 2, E1 (uxz, uyz), (uzx, uzy) 2A+ E2

Γ̄7 ⊕ Γ̄8 ⊕ Γ̄10 ⊕ Γ̄11 N [C3] = ν2[C3] = 1
p6 A Γ̄7 ⊕ Γ̄8 ⊕ Γ̄9 ⊕ Γ̄12, N [C6] = N [C3] = 2, E2 (uxx − uyy, uxy + uyx) 2A+ E1

Γ̄7 ⊕ Γ̄8 ⊕ Γ̄10 ⊕ Γ̄11 N [C3] = ν2[C3] = 1
p6 A Γ̄9 ⊕ Γ̄12 ⊕ Γ̄10 ⊕ Γ̄11 N [C6] = N [C2] = 2 2B Ox, Oy 2A+ E2

p6 A Γ̄9 ⊕ Γ̄12 ⊕ Γ̄10 ⊕ Γ̄11 N [C6] = N [C3] = 2 E2 (uxx − uyy, uxy + uyx) 2A+ 2B
pm A′ 2(Γ̄3 ⊕ Γ̄4) N [m10] = 2 2A′′ uxy, uyx, uyz, uzy 4A′

pmm A2 2Γ̄5 N [C2] = 2 B1 +B2 uxz, uzx, uyz, uzy 4A2

pmm B1 2Γ̄5 N [m01] = 2 A2 +B2 uxy, uyx, uyz, uzy 4B1

pmm B2 2Γ̄5 N [m10] = 2 A2 +B1 uxy, uyx, uxz, uzx 4B2

p31m A1 2(Γ̄4 ⊕ Γ̄5) N [m11̄] = N [m12] = N [m21] = 2 2A2 uxy − uyx 4A1

p31m A2 2Γ̄6 N [C3] = 2 E (uxx − uyy, uxy + uyx), A1 + 3A2

(uxz, uyz), (uzx, uzy)
p31m A2 Γ̄4 ⊕ Γ̄5 ⊕ Γ̄6 N [C3] = ν2[C3] = 1 E (uxx − uyy, uxy + uyx), 2A2 + E

(uxz, uyz), (uzx, uzy)
p4m A2 2Γ̄6, 2Γ̄7 N [C4] = N [C2] = 2 E (uxz, uyz), (uzx, uzy) A1 + 3A2

p4m A2 Γ̄6 ⊕ Γ̄7 N [C4] = N [C2] = 2 E (uxz, uyz), (uzx, uzy) 2A2 +B1 +B2

p4m A2 Γ̄6 ⊕ Γ̄7 N [C4] = 2 B1 +B2 uxx − uyy, uxy + uyx 2A2 + E
p6m A2 2Γ̄8, 2Γ̄9 N [C6] = N [C3] = N [C2] = 2 E1 uxz, uzx, uyz, uzy A1 + 3A2

p6m A2 2Γ̄7 N [C6] = N [C2] = 2 B1 +B2 Ox, Oy A1 + 3A2

p6m A2 Γ̄7 ⊕ Γ̄9, Γ̄7 ⊕ Γ̄8 N [C6] = N [C2] = 2, E1 (uxz, uyz), (uzx, uzy) 2A2 + E2

N [C3] = ν2[C3] = 1
p6m A2 Γ̄7 ⊕ Γ̄9, Γ̄7 ⊕ Γ̄8 N [C6] = 2, N [C3] = ν2[C3] = 1 E2 (uxx − uyy, uxy + uyx) 2A2 + E1

p6m A2 Γ̄8 ⊕ Γ̄9 N [C6] = N [C2] = 2 B1 +B2 Ox, Oy 2A2 + E2

p6m A2 Γ̄8 ⊕ Γ̄9 N [C6] = N [C3] = 2 E2 (uxx − uyy, uxy + uyx) 2A2 +B1 +B2

p6m B1 2Γ̄7 N [m11̄] = N [m12] = N [m21] = 2 A2 +B2 uxy − uyx, Oy A1 + 3B1

p6m B2 2Γ̄7 N [m11] = N [m10] = N [m01] = 2 A2 +B1 uxy − uyx, Ox A1 + 3B2
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表 2.5.2: ノンシンモルフィックな文様群に対する表 2.5.1の続き．B̄i，X̄i，S̄i，M̄iはB，X，S，
M 点の小群に対する 2重表現を表す（定義は Bilbao Crystallographic Server [80]を参照）．

WG ∆ MKPs Topo Electric Strain Magnetic

pg A′ 2B̄3 ⊕ 2B̄4 ν1[g01] = ν2[g01] = 1 2A′′ uxy, uyx, uyz, uzy 2A′ + 2A′′

pmg A1 2(X̄2 ⊕ X̄5), 2(X̄3 ⊕ X̄4) N [C2] = N [m10] = 2 2B1 uxz, uzx 4A1

pmg A1 X̄2 ⊕ X̄5 ⊕ X̄3 ⊕ X̄4 N [m10] = 2, ν1[g01] = ν2[g01] = 1 2A2 uxy, uyx 2A1 + 2B2

pmg A1 X̄2 ⊕ X̄5 ⊕ X̄3 ⊕ X̄4 N [C2] = 2, ν1[g01] = ν2[g01] = 1 2B2 uyz, uzy 2A1 + 2A2

pmg B1 X̄2 ⊕ X̄5 ⊕ X̄3 ⊕ X̄4 ν1[g01] = ν2[g01] = 1 A2 +B2 uxy, uyx, uyz, uzy A2 + 2B1 +B2

pgg A1 2S̄5 ν1[g01] = ν2[g01] 2A2 uxy, uyx A1 +A2 +B1 +B2

= ν1[g10] = ν2[g10] = 1
pgg A2 2S̄5 N [C2] = 2 B1 +B2 uxz, uzx, uyz, uzy 3A1 +A2

pgg B1 2S̄5 ν1[g01] = ν2[g01] = 1 A2 +B2 uxy, uyx, uyz, uzy A1 +B1 + 2B2

pgg B2 2S̄5 ν1[g10] = ν2[g10] = 1 A2 +B1 uxy, uyx, uxz, uzx A1 + 2B1 +B2

p4g A1 M̄6 ⊕ M̄7 N [C4] = 2, 2B2 uxy + uyx A1 +A2 + E
ν1[g10] = ν2[g10]
= ν1[g01] = ν2[g01] = 1

p4g A2 M̄6 ⊕ M̄7 N [C4] = N [C2] = 2 E (uxz, uyz), (uzx, uzy) A1 +A2 + 2B1

p4g B1 M̄6 ⊕ M̄7 ν1[g10] = ν2[g10] A2 +B2 uxy − uyx, uxy + uyx A2 +B1 + E
= ν1[g01] = ν2[g01] = 1
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図 2.6.1: Sr3SnOの結晶構造．空間群は Pm3̄m（点群 Oh）．赤が Snサイト，灰色が Srサイト，
青が Oサイトを表す．

2.6 アンチペロブスカイト超伝導Sr3SnOへの適用
この節では実際に具体的なモデルを用いて，2対のマヨラナクラマース対が歪み（電気的な摂動）

に対して応答することを示す．

2.6.1 アンチペロブスカイト
本題に入る前に，アンチペロブスカイトについて簡単に説明する．アンチペロブスカイトとは図

2.6.1のように，ペロブスカイト構造を構成する陽イオン（金属イオン）と陰イオン（酸素イオン）
の位置を入れ替えた構造をしている．アンチペロブスカイトとして，A3BX（A = Ca, Sr,La, B =

Pb, Sn, X = C,N,O）等は，J = 3/2の多軌道バンドをもち，2つの軌道のバンド反転に由来した
トポロジカル結晶絶縁体の候補物質とされている [81–83]．特に興味深いことに，Sr3SnOは 5K以
下において超伝導状態を示し [69]，強い混成軌道を伴った非従来型超伝導になる可能性がある [70]．
以下で具体的なモデルを用いて示すように，ペアポテンシャルの既約表現によっては，Sr3SnOは
(001)表面に 2対のマヨラナクラマース対をもつ場合があり，歪みとの結合によってゼロモードに
ギャップが開きうる．

2.6.2 具体的なモデルハミルトニアン
考えるモデルは，アンチペロブスカイトの結晶構造を反映した，ペアポテンシャルの既約表現が

点群 Oh の A1u 表現に属するモデルである．この時，バルクの BdGハミルトニアンは

Hbulk(k) = h(k) + ∆0σxτx, (2.6.1)

h(k) =

[
−m0 + α

∑
i

{2− 2 cos(ki)}

]
σz

+ sink ·
(
v1J + v2J̃

)
σx − µσ0. (2.6.2)
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表 2.6.1: 点群 Oh の生成子の偶パリティの既約表現．定義は Bilbao Crystallographic Server [84]

による．Eg 表現は Bilbao Crystallographic Server とは異なる基底で与えられている．

Irrep 2001 2010 3+111 2110 1̄

A1g 1 1 1 1 1
A2g 1 1 1 −1 1

Eg

(
1 0
0 1

) (
1 0
0 1

) (
−1/2 −

√
3/2√

3/2 −1/2

) (
1 0
0 −1

) (
1 0
0 1

)
T1g

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 −1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


T2g

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



で与えられる [70]． ここで，J と J̃ はスピン 3/2の 4× 4行列であり，

Jx =
1

2


0

√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0

 , (2.6.3)

Jy =
i

2


0 −

√
3 0 0√

3 0 −2 0

0 2 0 −
√
3

0 0
√
3 0

 , (2.6.4)

Jz =
1

2


3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −3

 , (2.6.5)

と J̃i ≡ 5
3

∑
j ̸=i JjJiJj −

7
6Ji より，

J̃x =
1

4


0

√
3 0 −5√

3 0 −3 0

0 −3 0
√
3

−5 0
√
3 0

 , (2.6.6)

J̃y =
i

4


0 −

√
3 0 −5√

3 0 3 0

0 −3 0 −
√
3

5 0
√
3 0

 , (2.6.7)

J̃z =
1

2


−1 0 0 0

0 3 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 1

 . (2.6.8)
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表 2.6.2: 軌道のパリティ σµ，角運動量 J，歪み uij の既約分解．J̃ と J は全く同じ表現に属する．

Irrep Parity Angular momentum Strain

A1g σ0, σz 1 uxx + uyy + uzz

Eg (2J2
z − J2

x − J2
y ,−

√
3(J2

x − J2
y )) (2uzz − uxx − uyy,−

√
3(uxx − uyy))

T1g (Jz, Jx, Jy) (uxy − uyx, uyz − uzy, uzx − uxz)
T2g (JxJy + JyJx, JyJz + JzJy, JzJx + JxJz) (uxy + uyx, uyz + uzy, uzx + uxz)
A1u σx, σy

で与えられている．さらに σ0 と σi は，それぞれ単位行列と i番目のパウリ行列であり，軌道の
パリティを表す（すなわち，パウリ行列の基底は偶パリティと奇パリティの 2つの軌道である）．
ここで，アンチペロブスカイトがもつ点群Ohの生成子の表現をいくつか Bilbao Crystallographic

Serverをもとに表 2.6.1に示した．（2.6.2）式を見ると分かるように，常伝導状態での対称操作の
表現は 8× 8行列で与えられる．したがって，対称性だけから具体的なモデルを構築することは一
般的には複雑となる．しかしながら，実用上は，文献 [70]に示されているように，結晶対称性を
反映した具体的なモデル（ペアポテンシャルや外部摂動を含む）を構築するのに，パウリ行列 σµ

とスピン 3/2の行列 J , J̃ を用いるだけで十分である．興味深いことに，J , J̃ は角運動量と同じ既
約表現に属し，それゆえ点群Ohにおいてはこれらを角運動量として見なすことができる．また今
のモデルでは σ0, σz はスカラー（全対称表現）であり，σx, σy は擬スカラー（空間反転に対しての
み奇パリティ）である [70]．特に σy は時間反転対称性を破っていることに注意する．これらは表
2.6.2にまとめたように，点群 Oh の既約表現へ既約分解することができる．

歪みハミルトニアン

分類理論の節で述べたように，対称化されていない歪みテンソルは uij = ∂iuj で与えられる．u
は格子変位場である．これらはバルクにおいて角運動量演算子（J または J̃）を 2乗した演算子
（時間反転対称性と空間反転対称性をもつ演算子）と結合する．対称性による制約から，歪みテン
ソルと結合する角運動量の 2乗の演算子は同じ既約表現に属していなければならない．したがっ
て，表 2.6.2より可能な，バルクの 8× 8歪みハミルトニアンとして

(uxx + uyy + uzz)(1), (2.6.9)

(2uzz − uxx − uyy)
(
2J2
z − J2

x − J2
y

)
+ 3(uxx − uyy)

(
J2
x − J2

y

)
, (2.6.10)

(uxy + uyx)(JxJy + JyJx) + (uyz + uzy)(JyJz + JzJy) + (uzx + uxz)(JzJx + JxJz) (2.6.11)

が得られる．パウリ行列の部分は全て単位行列が掛かっている（σx, σy は空間反転に対して奇パリ
ティである．さらに最も簡単なモデルを考えたいため，σzが掛かった項は考えなかった）．実は，これ
らの歪みハミルトニアンをマヨラナゼロエネルギー固有状態を用いて表面に射影して得られる行列の
うち，いずれかが（2.5.3）式と一致する．本研究と直接関係はないが，T1g表現の角運動量 (Jx, Jy, Jz)

について触れておこう．これらは時間反転対称性を破っているため，歪みと直接は結合しない．し
かし時間変化する動的歪みに対しては，(u̇xy− u̇yx)Jz+(u̇yz− u̇zy)Jx+(u̇zx− u̇xz)Jy = ∇× u̇ ·J
のような結合が可能となる．これはスピン 3/2渦度結合に他ならない [85]．
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トポロジカル不変量と 2対のマヨラナクラマース対

先行研究 [70]の結果と前節で得られた分類結果を用いて，2対のマヨラナクラマース対と結合可
能な摂動（外部歪み）について明らかにする．考えるのは，p4mの対称性をもつ (001)面である．
（2.6.2）式中のパラメーターとして−1/3 < v2/v1 < 1/2を選ぶと，4回回転対称性D(C4)の固有空
間のうち，e∓iπ/4の空間では−W 1[C4] =W 4[C4] = 1の巻き付き数が存在し，e∓i3π/4の空間では
−W 2[C4] = W 3[C4] = 1の巻き付き数が存在する．これらは，角運動量 J = 1/2のフェルミ面と
J = 3/2のフェルミ面からの寄与で与えられている．したがって，N [C4] = (1/2)

∑4
i=1 |W i[C4]| = 2

である．一方で，表面には 2回回転対称性も存在するが，それで定義できる巻き付き数はW 1[C2] =

W 2[C4] +W 4[C4] = 0, W 2[C2] = W 1[C4] +W 3[C4] = 0となる．以上より，Sr3SnOの (001)面
において，C4対称性で保護された 2対のマヨラナクラマース対が存在し，表 2.5.1より，それらが
形成するマヨラナ電気四極子の対称性は B1 +B2である．すなわち，uxx − uyy と uxy + uyxの歪
みと結合する．以下の数値計算では，実際にこのことを確認する．

2.6.3 数値計算
具体的に計算で用いる歪みハミルトニアンは，（2.6.9）–（2.6.10）式から

Hbulk,Eg
= αE

[(
2J2
z − J2

x − J2
y

)
(2uzz − uxx − uyy) + 3

(
J2
x − J2

y

)
(uxx − uyy)

]
τz (2.6.12)

で与えられる．（2.6.9）式の歪み（uxx + uyy + uzz）は A1g 表現に属しており，単にフェルミ準
位といったパラメーターを変化させるだけの摂動である．また（2.6.11）式の歪みも考えることが
出来るが，歪みによるギャップの有無自体は uxx + uyy + uzz の場合と同様の結果になる．一方で
上式の歪みは Eg 表現に属するため，同じ Eg 表現の演算子と結合している．各々の項は (001)表
面において，それぞれ点群 C4v の A1 表現（uzz, uxx + uyy）と B1 表現（uxx − uyy）に属する歪
みである．すなわち，表面に存在する 2対のマヨラナクラマース対と結合する歪みは B1 表現の
uxx − uyy の項である．
BdGハミルトニアン（2.6.2）式から得られる，(001)方向に表面を作った有限サイズハミルトニ

アンのエネルギースペクトルを図 2.6.2に示した．図（a）は歪みがないとき（αE = 0）のエネル
ギースペクトルであり，Γ̄点（kx = ky = 0）に 2対のマヨラナクラマース対が現れている．この
系に（2.6.12）式の歪みハミルトニアンを印加すると，2uzz − uxx − uyy ̸= 0, uxx − uyy = 0の場
合には系の対称性は変化せず，2対のマヨラナクラマース対には影響がないので図（b）のような
ギャップレスのままのスペクトルとなる．一方で，2uzz − uxx − uyy = 0, uxx − uyy ̸= 0の場合に
は，4回回転対称性は破れ，図（c）のようなギャップが開いたスペクトルが得られる．これらの
結果は表 2.5.1と整合している．

2.7 結論
本研究では，トポロジカル結晶超伝導体表面における 2対のマヨラナクラマース対が形成する

電気多極子と歪みとの結合理論を確立した．特に，2対のマヨラナクラマース対と結合する歪みテ
ンソルとバルクの超伝導対称性との関係を系統的に示した．この関係は，トポロジカル結晶超伝導
体表面で印加された歪みの効果を，予測することを容易とする．最も簡単な例として，空間的に一
様な静的歪みを印加した際に，2対のマヨラナクラマース対は対応する電気多極子の存在によって
ギャップを開く．この効果は具体的に Sr3SnOのモデルを用いて確認した．これらの結果は，例え
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uxx − uyy = 0

2uzz − uxx − uyy 6= 0

uxx − uyy 6= 0

2uzz − uxx − uyy = 0

図 2.6.2: Sr3SnOの有効モデル（2.6.2）式から得られる有限サイズハミルトニアンのエネルギー
スペクトル．(a) 歪みを印加していない場合（αE = 0）．2 対のマヨラナクラマース対は Γ̄ 点
に現れる．この 2 対のマヨラナクラマース対は歪み (b) 2uzz − uxx − uyy の下ではギャップレ
スのままだが，歪み（c）uxx − uyy に対してはギャップを開く． それぞれのエネルギースペク
トルは（d）のように高対称線に沿って描かれている．パラメーターの設定は次の通りである：
m0 = 1.0, µ = −1.25, α = 0.64, v1 = 1.0, v2 = −0.2, ∆0 = 0.025, αE = 0.02．（b）に対しては
2uzz − uxx − uyy = 1，（c）に対しては uxx − uyy = 1．
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ば表面において歪みが印加された状況での分光法測定による 2対のマヨラナクラマース対の検出法
を提案する．すなわち，印加された歪みの対称性と歪みによるマヨラナクラマース対由来のゼロバ
イアスピークの変化（ゼロエネルギーにギャップが開くため）の関係から，マヨラナクラマース対
の存在が示唆できる．加えて電気応答の観測は，マイスナー効果の影響を受けないため，磁気応答
の観測に比べて実験し易い利点がある．完全な電気または磁気応答の測定によって，2対のマヨラ
ナクラマース対をもつトポロジカル結晶超伝導体の超伝導対称性は決定されるはずである．本研究
では，電気的な摂動として歪みしか考えなかったが，我々の研究はその他のいかなる電気的な摂動
に対しても用いることのできる理論であることを強調しておこう．
本研究では，電気的な摂動である歪みと 2対のマヨラナクラマース対の結合として，波数の 0次

（ゼロエネルギーモード）の寄与しか考えなかった．また結合定数も有限である（αE ̸= 0）として
計算を行った．これらの仮定は対称性からくる要請を満たし，このような結合は必然的に存在す
る．しかしながら，本研究のような有効モデルを用いた議論は現象の理解を容易にする一方で，マ
ヨラナクラマース対と歪みとの結合の微視的機構（結合定数の定量的な評価）は出来ない．これ
を明らかにするには，より高エネルギーのモデル，すなわち，バルクの理論から出発する必要があ
る．これは今後の展望として解決されるべき重要な課題である．
最後に，次章と直接関係する興味深い結合について述べておく．これまで考えてきた摂動は

全て静的な歪みであった．しかしながら，空間的に非一様な動的歪み（例えば超音波や表面弾
性波）と 2 対のマヨラナクラマース対との結合も存在しうる．その結合は例えば Hsound(t) =

−
∫
d2x

∑2
i=1 αΓiψ(x, t)

TOΓiψ(x, t)uΓi(x, t)のように書くことができる．この結合によって，熱
あるいはスピン輸送が生じると期待できる．特にスピン流と歪みの対称性（既約表現）は同じた
め，動的格子歪みを用いたスピン流の駆動が可能である．この現象を次章で明らかにする．
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第3章 マヨラナ準粒子の動的格子歪みに対す
るスピン流応答

3.1 導入
マヨラナ粒子は 3次元空間を相対論的に運動する電荷中性の粒子である．一方で，トポロジカル

超伝導体上では，2種類のマヨラナ（準）粒子がギャップレスなアンドレーエフ束縛状態として現
れる [7,9,11,54–57]．1つ目は空間に 0次元的に局在したマヨラナ準粒子であり，ナノワイヤーの
両端 [8, 15, 16, 86–89]やトポロジカル超伝導体における渦糸の中心 [90–93]に現れる．このような
マヨラナ準粒子は非可換統計性に従い，フォールトトレラントな量子計算への応用から広く研究さ
れている [12, 13]．
ここで，1つの疑問が湧き上がる．すなわち，空間に 0次元的に局在したマヨラナ準粒子に対し

て，空間的に広がった 1次元または 2次元のマヨラナ準粒子特有の物理現象は何かということで
ある．代表的な例として，トポロジカル超伝導体表面における半整数熱量子ホール効果が挙げられ
る [94–96]．半整数という性質はマヨラナ準粒子が熱輸送していることに起因した特徴である．半
整数熱量子ホール効果は，マヨラナ準粒子の“駆動力”として熱勾配を用いた空間 2次元に広がっ
たマヨラナ準粒子特有の現象である．ところで超伝導体では，電荷保存則が破れているため，その
性質を調べるのに電場を用いることが出来ない．その一方で，超伝導対称性の同定や超伝導ギャッ
プの温度依存性を調べるのに [97]，超音波減衰に代表されるように弾性波を用いた研究は積極的に
行われてきた [98, 99]．そのため我々も，トポロジカル超伝導体表面においてマヨラナ準粒子を駆
動するのに，動的格子歪みを用いることを考えた．
マヨラナ準粒子が時間反転対称性をもつとき，それらは単独では現れず，クラマース対（マヨラ

ナクラマース対）を組んで現れる．時間反転対称性により，単一のマヨラナクラマース対は格子歪
みを伴う弾性波のような電気的な外場に対して安定に存在する．しかしながら，“2対”のマヨラ
ナクラマース対は通常のフェルミオンとは異なる豊かな電気多極子自由度をもつことを我々は明ら
かにし [51,53,100]，それらが静的な歪みに対して応答することも具体的に示した [100]．2対のマ
ヨラナクラマース対は時間反転対称性に加え，必ず結晶対称性にも保護されているため，我々は特
にこのようなトポロジカル超伝導体をトポロジカル結晶超伝導体と呼んでいる．
本研究では，3次元トポロジカル超伝導体表面における，空間的に非一様な格子歪みによって誘起

される 2対のマヨラナクラマース対の輸送現象について明らかにする．我々は先行研究から，(001)
面に 2つのマヨラナクラマース対とそれらが形成する電気四極子が存在するとされる [70,100]，ア
ンチペロブスカイト超伝導 Sr3SnOの表面を考える [69]．出発点となるのは，(001)面の点群（文
様群）対称性を反映した 4× 4ディラックハミルトニアンである．このとき，表面において図 3.1.1

のように，動的歪みによって誘起されるマヨラナスピン流を具体的に明らかにする．結果として，
2対のマヨラナクラマース対の分散にギャップが存在しないときは，スピン流は不純物緩和に依存
しない内因性の効果で引き起こされることを発見した．また，表面に接合された磁化の存在によっ
て分散にギャップが開いているときは，マヨラナスピン流には 2種類の振動数依存領域が存在し，
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E

図 3.1.1: 3次元トポロジカル超伝導体表面において，動的格子歪みによるマヨラナスピン流が流れ
ている様子を表した図．表面には 4つのマヨラナ準粒子が存在し，それらは 2対のマヨラナクラ
マース対を作っている．これら 2対のマヨラナクラマース対が動的格子歪みと結合する電気四極
子を形成し，その多極子によるスピン流が歪みによって生成される．

それぞれマヨラナ準粒子のバンド構造を反映した特徴をもつ．そのため，マヨラナスピン流はバル
クに流れているスピン流や表面を偶発的に流れるスピン流（接合した物質からのスピン流）とは明
確に区別することが出来る．マヨラナスピン流はバルク励起を伴わない，熱勾配以外の外場によっ
て引き起こされる 2次元のマヨラナ準粒子特有の新しい現象である．それゆえ我々の研究は，マヨ
ラナ準粒子の新しい検出法を提案するだけでなく，マヨラナ準粒子由来の輸送研究を発展させる契
機となりうる．
本題に入る前に，トポロジカル超伝導体表面のマヨラナクラマース対がもつ電磁気的性質につい

ておさらいしておこう．まず，マヨラナ準粒子が単独で存在するときには，それは粒子正孔対称性
（電荷中性条件）によって保護されており，いかなる外場に対しても極めて安定に存在する．もし，
トポロジカル超伝導体が時間反転対称性をもつ場合は，2つのマヨラナ準粒子は 1つのクラマース
対を組む．このマヨラナクラマース対は時間反転対称性によって保護されているため，一般に磁気
的な外場にのみ応答し，電気的な外場に対しては依然安定に存在する．しかしながら，結晶対称性
も考慮すると，2対のマヨラナクラマース対が安定に存在する場合があり，それらは結晶対称性を
破る電気的な外場に対して応答する．空間的に一様な外場と N個のマヨラナクラマース対との結
合は

Ĥsurf,ex = −ÔF, Ô =
1

2

∫
d2x

∑
ss′

ψ̂s(x)(AF )ss′ ψ̂s′(x), (3.1.1)

で与えられる [100]．ここで，ψ̂s(x) (s = 1, ..., 2N)はマヨラナ場の演算子で ψ̂†
s(x) = ψ̂s(x)を満

たしている（ここでは簡単のため荷電共役変換を単位行列とした）．AF は外場 F と共役な物理量
で {ψ̂s(x), ψ̂s′(x′)} = δss′δ

2(x − x′)であることから反対称のエルミート行列で与えられる．AF
が 2× 2行列である，すなわち，1対のマヨラナクラマース対のみが存在するときは，AF = σy な
る行列のみが存在し，これは時間反転 Θsurf = (−iσyK)に対して ΘsurfAFΘ

−1
surf = −AF を満たし

ている．ここでK は複素共役演算子である．このため，1対のマヨラナクラマース対は磁気的な
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外場とのみ結合できる．一方で，AF が 4× 4行列，すなわち，2対のマヨラナクラマース対が存在
するときは，ΘsurfAFΘ

−1
surf = AF を満たす AF が存在し，（3.1.1）式より 2対のマヨラナクラマー

ス対は電気的な外場と結合できる．この 2対のマヨラナクラマース対から形成される電気多極子
は超伝導対称性と表面に存在する結晶対称性（文様群）によって様々な対称性をもちうる．我々の
先行研究では [100]，それぞれの文様群に対して空間的に一様な歪みと結合する電気多極子を明ら
かにした．

3.2 アンチペロブスカイト表面の有効モデルの構成
これより，前章でも現れた先行研究 [53, 100]のマヨラナクラマース対に対する一般理論を用い

ることで，アンチペロブスカイト超伝導 Sr3SnOの (001)面に現れる 2対のマヨラナクラマース対
に対する有効ハミルトニアンを導出する．アンチペロブスカイトは空間群 Pm3̄m (No. 221)の対
称性をもち [101, 102]，対応する点群対称性は Oh である．すなわち，(001)面は文様群 p4mに属
し，点群 C4v の対称性をもつ．(001)面上では，ペアポテンシャルが A1u 表現の対称性をもつと
き，Γ̄点において，4回回転対称性のみに保護された 2対のマヨラナクラマース対が存在すること
が明らかにされている [70]．
2対のマヨラナクラマース対はBdG方程式のゼロエネルギー状態（HBdG(kx = 0, ky = 0, z)ψ = 0）

を基に構築される．ここで Γ̄点上の半無限系（z ≤ 0）を考えており，2対のマヨラナクラマース
対は Γ̄点における小群の 2重かつ 4次元の時間反転不変な表現として与えられる．今，4回回転
対称性に保護されたトポロジカル不変量のみが有限の場合を考えているので [70,100]，Sr3SnOの
(001)面に現れる 2対のマヨラナクラマース対の表現は Γ̄6 ⊕ Γ̄7 である [80]．1

3.2.1 対称操作
p4mの小群における生成元の表現は Γ̄6 ⊕ Γ̄7 を考えるなら，

D{C4z|0} =


ei3π/4 0 0 0

0 e−i3π/4 0 0

0 0 e−iπ/4 0

0 0 0 eiπ/4

 =
−1√
2
(s0τ3 − is3τ3), (3.2.1)

D{σ(xz)|0} =


0 e−iπ/4 0 0

e−i3π/4 0 0 0

0 0 0 ei3π/4

0 0 eiπ/4 0

 =
i√
2
(s2τ3 − s1τ3). (3.2.2)

で与えられる [80]．カイラル変換の表現行列 Γは ΓDg = χgDgΓを満たす [53]．ここで χg はペア
ポテンシャルの gに対する既約表現を表す．今我々はバルクにおいて，点群OhにおけるA1u表現
のペアポテンシャルを考えている．そのため，(001)面においては，点群 C4v の A2表現に属して

1空間群 P4mm の既約表現は文様群 p4m の既約表現と整合したデータベースを参照している．
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表 3.2.1: バルクの超伝導対称性が A1u 表現のときの表面 p4mにおける行列，運動量，歪み，ス
ピン流の既約分解．行列は変換 g に対して η → D†

gηDg のように変換される．(ηi, ηj)は C4z に
よる変換では (ηi, ηj) → (−ηj , ηi)，σ(xz) による変換では (ηi, ηj) → (−ηi, ηj) のように変換さ
れる．Electric/magnetic と PHS はそれぞれ時間反転と荷電共役変換に対するパリティを表す．
uij(x) = ∂iuj(x)であり，uは格子変位場を表す．jαi は i軸に沿ったスピン σα/2流を示す．

IR electric w/ PHS electric w/o PHS magnetic w/ PHS magnetic w/o PHS momentum Strain Spin current

A1 s0τ0, s0τ3 k2
x + k2

y uxx + uyy jxy − jyx
A2 s3τ0, s3τ3 uxy − uyx jxx + jyy
B1 s3τ1 s3τ2 k2

x − k2
y uxx − uyy jxy + jyx

B2 s0τ2 s0τ1 kxky uxy + uyx jxx − jyy
E (η7, η8) (η5, η6) (η1, η2), (η3, η4) (kx, ky) (uxz, uyz) (jzy ,−jzx)

いる．すなわち，χC4z
= 1と χσ(xz) = −1である．これらの条件を満たすカイラル変換は

Γ =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 = s3τ3. (3.2.3)

である．ここで，もう 1つ別の表現として Γ = s3τ0 が存在することも気付く．しかしながら，こ
の表現は今考えているトポロジカル不変量に対する条件（4回回転対称性に保護されたトポロジ
カル不変量のみが有限）を満たさないため除かれる（付録 B.0.3も参照）．時間反転演算子 Θは
Θ = s2τ3K で与えられる．粒子正孔演算子は C = iΓΘで与えられるので，

C =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

K = s1τ0K. (3.2.4)

となる．以上の表現行列を用いれば，行列 sµτν を点群 C4v に対して既約分解することができる．
その結果を表 3.2.1にまとめた．

3.2.2 ハミルトニアン
ハミルトニアンH(k)の gに対する変換は

DgH(k)D†
g = H(gk), (3.2.5)

として与えられる．ここで運動量kは gの操作の下で gkと変換される．すなわち，C4k = (−ky, kx),
σ(xz)k = (kx,−ky)である．ハミルトニアンは全対称表現であるため，以下のハミルトニアンが
得られる．

Ĥ =
1

2

∑
k

ψ̂†
kH(k)ψ̂k,

H(k) = v1(η1ky − η2kx) + v2(η3ky − η4kx)−Mzσz, (3.2.6)
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図 3.2.1: （3.2.9）式のエネルギー分散．左がMz = 0，右がMz ̸= 0の時に対応する．磁化によっ
てマヨラナクラマース対の分散にギャップが開く．

ここで，ψ̂†
k = (ψ̂†

1k, ψ̂
†
2k, ψ̂

†
3k, ψ̂

†
4k), ψ̂k = t(ψ̂1k, ..., ψ̂4k)はマヨラナ準粒子の生成・消滅演算子で

あり，（3.2.4）式から ψ̂†
1k = ψ̂2−k, ψ̂

†
3k = ψ̂4−k を満たす．またハミルトニアンは粒子正孔対称性

CH(k)C−1 = −H(−k)をもつ．これらの演算子の交換関係は{
ψ̂ik, ψ̂

†
jk′

}
= δijδkk′ ,

{
ψ̂ik, ψ̂jk′

}
= (s1τ0)ijδk,−k′ . (3.2.7)

である．（3.2.6）式の最後の項は，後ほど説明するように，マヨラナ準粒子がもつスピンと磁化と
の結合を表す項である．以上のようにして，表面 p4mの対称性と時間反転・粒子正孔対称性を全
て満たす 2対のマヨラナクラマース対に対する有効モデルが得られる．
ここでハミルトニアンの構造に着目する．ハミルトニアンH(k)は τ3と交換するため，τ3 = ±1

の固有値に対してH = H+ ⊕H− のように 2つの固有空間に分割することができる．この部分ハ
ミルトニアンは特に

Hτ=±(k) = vτ (s+ky + s−kx) +Mzs3, vτ = v1 + τv2, s± =
s1 ± s2√

2
. (3.2.8)

と書くことが出来る．その固有値 ±Eτ (k)は

Eτ (k) =
√
v2τk

2 +M2
z . (3.2.9)

で与えられる（図 3.2.1）．正のエネルギー固有値に対応する固有ベクトルは

|kτ⟩ = 1√
2


ei(π/4−ϕk)

√
1 +

Mz

Eτ (k)√
1− Mz

Eτ (k)

 , (3.2.10)

である．ここで ϕkは kの位相を表す．粒子正孔対称性により，負の固有値−Eτ (k)に対する固有
ベクトルは s1 |−kτ⟩∗で与えられる．ハミルトニアン演算子は，これらのエネルギー固有ベクトル
を用いて

Ĥ =
1

2

∑
kτ

ψ̂†
kτHτ (k)ψ̂kτ =

∑
kτ

Eτ (k)γ
†
kτγkτ , (3.2.11)
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と書ける．ここで，γkτ = ⟨kτ | ψ̂kτ はボゴリューボフ準粒子である.．フェルミ分布は〈
γ†kτγk′τ ′

〉
= δkk′δττ ′f(Eτ (k)) = δkk′δττ ′

1

eβEτ (k) + 1
. (3.2.12)

で与えられる．

3.2.3 スピン
スピン演算子 σx, σy は粒子正孔をもつ E表現に属する行列であり，一方，σz は粒子正孔をもつ

A2 表現に属する行列である．それゆえマヨラナ準粒子のもつスピンは
1

2
σ =

1

2
(σx, σy, σz) =

1

2
(η5, η6,−s3τ0), (3.2.13)

で表され，{σi, σj} = 2δij と [σi, σj ] = 2iϵijkσk を満たす．
行列 ηi は以下で定義される．

η1 =
1√
2
(s1τ0 + s2τ0), η2 =

−1√
2
(s1τ0 − s2τ0), η3 =

1√
2
(s1τ3 + s2τ3), η4 =

−1√
2
(s1τ3 − s2τ3),

η5 =
1√
2
(s1τ2 − s2τ2), η6 =

−1√
2
(s1τ2 + s2τ2), η7 =

1√
2
(s1τ1 − s2τ1), η8 =

−1√
2
(s1τ1 + s2τ1).

(3.2.14)

3.3 動的格子歪みによって誘起されるスピン流
マヨラナ準粒子に対する不純物平均した温度グリーン関数は

G
R/A
k (ϵ) = [ϵ−H(k)− ΣR/A(ϵ)]−1, (3.3.1)

である．ここで自己エネルギーは ΣR/A(ϵ) ≡ ∓iγ(ϵ)であると仮定した2．ここで粒子正孔対称性
から，マヨラナ準粒子に対するフェルミエネルギーは厳密に 0であることに注意する．自己エネル
ギーとグリーン関数に対する粒子正孔対称性はそれぞれ，

CΣR/A(ϵ)C−1 = −ΣR/A(−ϵ), (3.3.2)

CG
R/A
k (ϵ)C−1 = −GR/A

−k (−ϵ) (3.3.3)

で与えられる．それゆえ，ΣR/A(0) = ∓iγ と定義される．γ は ϵの最低次として γ(0) = γ と定義
した．また ΣR/A(0)の実部は粒子正孔対称性より，存在しない．同様に時間反転対称性とカイラ
ル対称性もそれぞれ，

ΘΣR/A(ϵ)Θ−1 = ΣA/R(ϵ), ΘG
R/A
k (ϵ)Θ−1 = G

A/R
−k (ϵ), (3.3.4)

ΓΣR/A(ϵ)Γ−1 = −ΣA/R(−ϵ), ΓGR/A
k (ϵ)Γ−1 = −GA/R

k (−ϵ) (3.3.5)

2今の場合，不純物の効果を手で取り入れているため，結果に直接は関係しないが，ここでは磁性不純物を暗に考えてい
ることに注意する．なぜなら，マヨラナ準粒子は電荷をもたず，不純物ポテンシャルの影響を受けないためである．より正
確には，マヨラナ準粒子は全対称表現に属する電気多極子をもたないため（電荷中性条件），同じ全対称表現に属する（不
純物との）電気的な相互作用をもちえないということである．
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で与えられる．粒子正孔対称性とは異なり，時間反転やカイラル変換では遅延グリーン関数と先進
グリーン関数が入れ替わる．以下では不純物緩和がゼロでない値をとり，ω ≪ τ−1 = 2γを仮定す
る．ωと τ はそれぞれ外場の振動数とマヨラナ準粒子の緩和時間を表す．

3.3.1 スピン流
スピン流演算子は（3.2.13）式から

ĵαi (q) =
1

2

∑
k

ψ̂†
k− q

2

{σα/2, vi}
2

ψ̂k+ q
2
, vi =

∂H(k)

∂ki
, (3.3.6)

で定義する．いくつか具体的に書くと

ĵxx = −ĵyy =
1

4

∑
k

ψ̂†
k−q/2(v1s0τ2)ψ̂k+q/2, (3.3.7)

ĵyx = ĵxy =
1

4

∑
k

ψ̂†
k−q/2(−v2s3τ1)ψ̂k+q/2, (3.3.8)

ĵzx = ĵzy = 0. (3.3.9)

である．本研究において着目するのは次の 2つであり，それぞれ B1 表現と B2 表現に属する．

B̂(1)(q) ≡ ĵxy (q) + ĵyx(q) =
1

2

∑
k

ψ̂†
k− q

2
[−v2s3τ1]ψ̂k+ q

2
≡ 1

2

∑
k

ψ̂†
k− q

2
[b(1)]ψ̂k+ q

2
, (3.3.10)

B̂(2)(q) ≡ ĵxx(q)− ĵyy (q) =
1

2

∑
k

ψ̂†
k− q

2
[v1s0τ2]ψ̂k+ q

2
≡ 1

2

∑
k

ψ̂†
k− q

2
[b(2)]ψ̂k+ q

2
. (3.3.11)

我々のモデルは，バルクのペアポテンシャルが点群OhのA1u表現に属しており，表面は点群 C4v

の対称性をもつモデルである．このとき，2対のマヨラナクラマース対は表 3.2.1に示すように，粒
子正孔対称性をもった特定の電気・磁気多極子をもつ．例えば磁気多極子は（3.2.13）式でも示し
たように行列 σで表され，一方で，電気多極子は B1 表現に属する s3τ1 と B2 表現に属する s0τ2

によって表される．これら 2つの行列が次節で示すように動的歪みと結合する．

3.3.2 動的歪みに対するスピン流応答
動的歪みは対称化されていない歪みテンソル uij(r, t) = ∂iuj(r, t)で与えられ，同じ既約表現に

属するマヨラナ電気四極子と結合する．表 3.2.1から，時間反転と粒子正孔対称性の両方をもつ演
算子は B1表現と B2表現に属する 2つの演算子のみである．これらの演算子が以下のように印加
された動的歪みと結合する．

Ĥext(t) = −
∫
d2r

{
Ô(1)(r)[uxx(r, t)− uyy(r, t)] + Ô(2)(r)[uxy(r, t) + uyx(r, t)]

}
, (3.3.12)

Ô(1)(r) ≡ 1

2
ψ̂†(r)(ρ1s3τ1)ψ̂(r), Ô

(2)(r) ≡ 1

2
ψ̂†(r)(ρ2s0τ2)ψ̂(r), (3.3.13)

ここで，場の演算子のフーリエ変換は ψ(r) =
∑

k e
ik·rψkで定義され，Ô(i)(r) ≡ 1

2 ψ̂
†(r)(o(i))ψ̂(r)

である．より高次の空間微分の項（=より高次の波数）まで考えれば，他の歪みモードも現れるが，
今の低エネルギー領域では無視する．
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歪みに対するスピン流の応答関数は次で定義される．

Kij(q, ω) ≡ i

∫ ∞

0

dtei(ω+iδ)t ⟨[B̂(i)(q, t), Ô(j)(−q, 0)]⟩, Ô(j)(q) =
1

2

∑
k

ψ̂†
k− q

2
o(j)ψ̂k+ q

2
,

(3.3.14)

ここで，ハイゼンベルク表示 Â(t) = eiHtÂe−iHt を用い，δ → +0であるとする．また ⟨· · · ⟩ =

tr[e−H/T · · · ]/tr[e−H/T ]である．このときスピン流は

⟨ĵxy (q, ω) + ĵyx(q, ω)⟩ = K11(q, ω)[uxx(q, ω)− uyy(q, ω)] +K12(q, ω)[uxy(q, ω) + uyx(q, ω)],

(3.3.15)

⟨ĵxx(q, ω)− ĵyy (q, ω)⟩ = K21(q, ω)[uxx(q, ω)− uyy(q, ω)] +K22(q, ω)[uxy(q, ω) + uyx(q, ω)].

(3.3.16)

で与えられる．松原表示の応答関数は

Kij(q, iωl) =

∫ 1/T

0

dτeiωlτ ⟨Tτ (B̂(i)(q, τ))Ô(j)(−q, 0)⟩, (3.3.17)

であり，ωl = 2lπT はボゾンに対する松原振動数である．ここからウィックの定理より，応答関数
をよく知られた形に直す訳だが，マヨラナ準粒子の場合は生成演算子と消滅演算子が等価であるた
め，注意が必要である．

Kij(q, iωl) =

∫ 1/T

0

dτeiωlτ ⟨Tτ (B̂(i)(q, τ))Ô(j)(−q, 0)⟩

=
1

4

∑
k,k′

∫ 1/T

0

dτeiωlτ ⟨Tτ ψ̂†
k− q

2 ,α
(τ)b

(i)
αβψ̂k+ q

2 ,β
(τ)ψ̂†

k′+ q
2 ,γ

(0)o(j)γη ψ̂k′− q
2 ,η

(0)⟩

=
1

4

∑
k,k′

∫ 1/T

0

dτeiωlτ

[
− b

(i)
αβo

(j)
γη ⟨Tτ ψ̂

†
k− q

2 ,α
(τ)ψ̂†

k′+ q
2 ,γ

(0)⟩⟨Tτ ψ̂k+ q
2 ,β

(τ)ψ̂k′− q
2 ,η

(0)⟩

+ b
(i)
αβo

(j)
γη ⟨Tτ ψ̂

†
k− q

2 ,α
(τ)ψ̂k′− q

2 ,η
(0)⟩⟨Tτ ψ̂k+ q

2 ,β
(τ)ψ̂†

k′+ q
2 ,γ

(0)⟩

]
.

(3.3.18)

最初の項は∑
k,k′

b
(i)
αβo

(j)
γη

〈
Tτ ψ̂

†
k−q/2,α(τ)ψ̂

†
k′+q/2,γ(0)

〉〈
Tτ ψ̂k+q/2,β(τ)ψ̂k′−q/2,η(0)

〉
=
∑
k,k′

(s1τ0)α′αb
(i)
αβ(s1τ0)ββ′o(j)γη

〈
Tτ ψ̂−k+q/2,α′(τ)ψ̂†

k′+q/2,γ(0)
〉〈

Tτ ψ̂
†
−k−q/2,β′(τ)ψ̂k′−q/2,η(0)

〉
=
∑
k

b
(i)
βαo

(j)
γη [G−k+q/2(τ)]α,γ [G−k−q/2(−τ)]η,β

=
∑
k

tr
[
b(i)Gk+q/2(τ)o

(j)Gk−q/2(−τ)
]
,

となる．ここで，温度グリーン関数の定義 [Gk(τ)]αβ = −⟨Tτ ψ̂k,α(τ)ψ̂
†
k,β(0)⟩と粒子正孔対称性

ψ̂kα = (s1τ0)αα′ ψ̂†
−kα′ , ψ̂

†
kα = (s1τ0)αα′ ψ̂−kα′ , (s1τ0)b

(i)(s1τ0) = −(b(i))∗ = −(b(i))T を用いた．
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（3.3.18）式の第 2項も上式と同じ形になる．したがって，

Kij(q, iωl) = −1

2

∑
k

∫ 1/T

0

dτeiωlτ tr
[
b(i)Gk+ q

2
(τ)o(j)Gk− q

2
(−τ)

]
(3.3.19)

= −1

2

∑
k

T
∑
n

tr
[
b(i)Gk+ q

2
(iϵn + iωl)o

(j)Gk− q
2
(iϵn)

]
. (3.3.20)

が得られる．ここで G(τ) = T
∑
n e

−iϵnτG(iϵn), ϵn = 2(n+ 1)πT である．
今 ω ≪ τ−1 = 2γ より，応答関数を ωに関して次のように展開することができる: Kij(q, ω) =

K
(0)
ij (q) + ωK

(1)
ij (q) + · · ·．0次の項K(0)は平衡成分の寄与であり，本研究では考えない．1次の

項 K(1) は非平衡成分の主要な項であり，フェルミ海項 Ksea
ij とフェルミ表面項 Ksf,CC′

ij に分ける
ことができる [103]：

K
(1)
ij (q) ≡ Ksf,RA

ij (q)− 1

2

(
Ksf,RR
ij (q) +Ksf,AA

ij (q)
)
+Ksea

ij (q), (3.3.21)

の各項はそれぞれ

Ksea
ij (q) =

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[ (
b(i)
)
GR

k (ϵ
′)
(
o(j)
)
GR

k (ϵ)
]
− ⟨R ↔ A⟩

}
,

(3.3.22)

Ksf,RA
ij (q) =

i

4π

∑
k

tr
[ (
b(i)
)
GR

k+ q
2
(0)
(
o(j)
)
GA

k− q
2
(0)
]
, (3.3.23)

Ksf,CC
ij (q) =

i

4π

∑
k

tr
[ (
b(i)
)
GC

k+ q
2
(0)
(
o(j)
)
GC

k− q
2
(0)
]
, (3.3.24)

で定義され，C = R or Aである．このときスピン流は

⟨ĵxy (q, ω) + ĵyx(q, ω)⟩ =(K
(0)
11 + ωK

(1)
11 + · · · )[uxx(q, ω)− uyy(q, ω)]

+ (K
(0)
12 + ωK

(1)
12 + · · · )[uxy(q, ω) + uyx(q, ω)], (3.3.25)

⟨ĵxx(q, ω)− ĵyy (q, ω)⟩ =(K
(0)
21 + ωK

(1)
21 + · · · )[uxx(q, ω)− uyy(q, ω)]

+ (K
(0)
22 + ωK

(1)
22 + · · · )[uxy(q, ω) + uyx(q, ω)]. (3.3.26)

で与えられる．

3.4 応答関数の具体的な計算
3.4.1 Mz = 0のとき
ここで我々は歪みの波数 qがマヨラナ準粒子の平均自由行程 lに比べて小さいと仮定する．この

条件は q ≪ l−1 と表され，q依存性は無視する．b(i) と o(j) に対して i = j のとき，それらは全く
同じ行列の表現をもつ．すなわち，

Ksea
ii =

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
(b(i))GR

k (ϵ
′)(o(i))GR

k (ϵ)
]
− ⟨R ↔ A⟩

}
= 0. (3.4.1)
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もし i ̸= j なら，b(i)と o(j)は互いに鏡映対称性 σ(xz)に対して異なる符号の指標をもち，結果と
して

Ksea
ij =

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
(b(i))GR

k (ϵ
′)(o(j))GR

k (ϵ)
]
− ⟨R ↔ A⟩

}
=

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
− (b(i))GR

kx,−ky (ϵ
′)(o(j))GR

kx,−ky (ϵ)
]
+ ⟨R ↔ A⟩

}
=

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
− (b(i))GR

k (ϵ
′)(o(j))GR

k (ϵ)
]
+ ⟨R ↔ A⟩

}
= −Ksea

ij , (3.4.2)

となる．それゆえKsea
ij = 0であり，K12 = K21 = 0である．また表面項についても

Ksf,RA
ij =

i

4π

∑
k

tr
[
(b(i))GR

k (0)(o
(j))GA

k (0)
]
, (3.4.3)

Ksf,CC
ij =

i

4π

∑
k

tr
[
(b(i))GC

k (0)(o
(j))GC

k (0)
]

(3.4.4)

から，Ksf,RA
11 − (Ksf,RR

11 +Ksf,AA
11 )/2を計算して

i

4π

(
1

2π

)2

(2π)
ρ1
v1

ln

[
(v1 − v2)

2

(v1 + v2)2

]
, (3.4.5)

を得る．ここで，この結果にはKsf,RR
11 とKsf,AA

11 の寄与も含まれている（通常これらの項は不純物
緩和の高次として無視される）．一方，Ksf,RA

22 − (Ksf,RR
22 +Ksf,AA

22 )/2についても同様に

i

4π

(
1

2π

)2

(2π)
−ρ2
v2

ln

[
(v1 − v2)

2

(v1 + v2)2

]
. (3.4.6)

が得られる．（3.4.5）式と（3.4.6）式を見比べてみると，K(1)
22 = v1ρ2

−v2ρ1K
(1)
11 なる関係式があること

に気付く．この式が鏡映対称性とカイラル対称性から導けることを示す．

Ksf,RA
22 =

i

4π

∑
k

tr
[
(v1s0τ2)G

R
k (0)(ρ2s0τ2)G

A
k (0)

]
=

i

4π

1

2

(∑
k

tr
[
(v1(is3τ1Γ))G

R
k (0)(ρ2(−iΓs3τ1))GA

k (0)
]
+
∑
k

tr
[
(v1(−iΓs3τ1))GR

k (0)(ρ2(is3τ1Γ))G
A
k (0)

])

=
i

4π

1

2

(∑
k

tr
[
(v1s3τ1)ΓG

R
k (0)Γ

−1(ρ2s3τ1)G
A
k (0)

]
+
∑
k

tr
[
(v1s3τ1)G

R
k (0)(ρ2s3τ1)ΓG

A
k (0)Γ

−1
])

=
i

4π

1

2

(∑
k

tr
[
(v1s3τ1)(−GA

k (0))(ρ2s3τ1)G
A
k (0)

]
+
∑
k

tr
[
(v1s3τ1)G

R
k (0)(ρ2s3τ1)(−GR

k (0))
])

=
v1ρ2
−v2ρ1

[
− (Ksf,RR

11 +Ksf,AA
11 )/2

]
, (3.4.7)

（3.2.3）式で定義されるカイラル対称性 Γ = s3τ3からグリーン関数は ΓG
R/A
k (0)Γ−1 = −GA/R

k (0)

を満たすことを用いた．また，s0τ2 = −iΓs3τ1 = is3τ1Γであることも用いた（今のモデルでは鏡
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映操作 σ(xz)とカイラル変換 Γは反交換するため，Γを作用させると σ(xz)に対するパリティが
変化する）．同様にして，

Ksf,RA
11 =

1

2

v2ρ1
−v1ρ2

[
−(Ksf,RR

22 +Ksf,AA
22 )

]
. (3.4.8)

も得られる．以上より，応答関数K
(1)
ii [Eq. (3.3.21)]（Ksea

ii = 0）に対する関係式

K
(1)
22 = Ksf,RA

22 − (Ksf,RR
22 +Ksf,AA

22 )/2

=
v1ρ2
−v2ρ1

[
− (Ksf,RR

11 +Ksf,AA
11 )/2

]
+

v1ρ2
−v2ρ1

Ksf,RA
11 =

v1ρ2
−v2ρ1

K
(1)
11 . (3.4.9)

が導かれた．

3.4.2 Mz ̸= 0のとき
まず，Mz = 0のときと同様に

Ksea
ij =

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
(b(i))GR

k (ϵ
′)(o(j))GR

k (ϵ)
]
− ⟨R ↔ A⟩

}
= 0 (3.4.10)

である．i = jに対しては（3.4.1）式と（3.4.2）式と同じ理由からゼロとなる．一方 i ̸= jのとき，
磁化Mz は鏡映対称性 σ(xz)を破るため先ほどと同じ議論は使えない．しかしながら，系は磁気鏡
映対称性 Θσ(xz)は保っている．したがって

Ksea
ij =

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
(b(i))GR

k (ϵ
′)(o(j))GR

k (ϵ)
]
− ⟨R ↔ A⟩

}
=

−i
8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
− (b(i))GA

−kx,ky (ϵ
′)(o(j))GA

−kx,ky (ϵ)
]
+ ⟨A ↔ R⟩

}
=

i

8π

∑
k

∫ 0

−∞
dϵ lim

ϵ′→ϵ
(∂ϵ − ∂ϵ′)×

{
tr
[
− (b(i))GR

k (ϵ
′)(o(j))GR

k (ϵ)
]
+ ⟨R ↔ A⟩

}
= −Ksea

ij , (3.4.11)

が得られる．ここで，Θb(i)Θ−1 = b(i), Θo(j)Θ−1 = o(j)であることを用いた．結果としてMz ̸= 0

の時もKsea
ij = 0であり，Ksea

12 = Ksea
21 = 0となる．また，

Ksf,RA
ij =

i

4π

∑
k

tr
[
(b(i))GR

k (0)(o
(j))GA

k (0)
]
, (3.4.12)

Ksf,CC
ij =

i

4π

∑
k

tr
[
(b(i))GC

k (0)(o
(j))GC

k (0)
]
, (3.4.13)

より，Ksf,RA
11 − (Ksf,RR

11 +Ksf,AA
11 )/2は

i

4π

(
1

2π

)2

(2π)
γ2

M2
z + γ2

ρ1
v1

ln

[
(v1 − v2)

2

(v1 + v2)2

]
, (3.4.14)
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と与えられ，Ksf,RA
22 − (Ksf,RR

22 +Ksf,AA
22 )/2は

i

4π

(
1

2π

)2

(2π)
γ2

M2
z + γ2

−ρ2
v2

ln

[
(v1 − v2)

2

(v1 + v2)2

]
. (3.4.15)

で与えられる．ここでMz ̸= 0のとき，K12(ω)（K21(ω)）も有限の値をとりうる．なぜなら，印
加された磁化によって対称性が C4v から C4 へと低下することにより，スピン流 jxy + jyx と歪み
uxy + uyx が点群 C4 の同じ既約表現に属するようになるためである．以下でその計算を示す．
ここから行う計算は応答関数を ω について展開せず，K1(ω) ≡ K11(ω)と K2(ω) ≡ K12(ω)を

レーマン表示を用いて計算する：

K1(ω) =
1

4

∑
n∈occ,m∈unocc

{
⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ1s3τ1|n⟩

En − Em + ω + iδ
+

[
⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ1s3τ1|n⟩

En − Em − ω + iδ

]∗}
,

(3.4.16)

K2(ω) =
1

4

∑
n∈occ,m∈unocc

{
⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ2s0τ2|n⟩

En − Em + ω + iδ
+

[
⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ2s0τ2|n⟩

En − Em − ω + iδ

]∗}
,

(3.4.17)

ハミルトニアン（3.2.6）は先ほどを記したように τ の固有値で 2 つに分割することが出来る：
H = H+ ⊕H−

Hτ = dτ (k) · s =

(
Mz

1+i√
2
(kx − iky)(v1 + τv2)

h.c. −Mz

)
, (3.4.18)

dτ,x =
kx√
2
(v1 + τv2)+

ky√
2
(v1 + τv2), dτ,y = − kx√

2
(v1 + τv2) +

ky√
2
(v1 + τv2), dτ,z =Mz,

(3.4.19)

それぞれの固有値は Eτ,± = ±
√
M2
z + k2(v1 + τv2)2 で与えられ，固有ベクトルは

|τ+⟩ =

(
cos(θτ/2)

eiϕτ sin(θτ/2)

)
, |τ−⟩ =

(
sin(θτ/2)

−eiϕτ cos(θτ/2)

)
, (3.4.20)

cos(θτ ) =
dτ,z
Eτ,+

, sin(θτ )cos(ϕτ ) =
dτ,x
Eτ,+

, sin(θτ )sin(ϕτ ) =
dτ,y
Eτ,+

. (3.4.21)

となる．
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（i）K1(ω)の計算

まず（3.4.16）式のK1(ω)を求める．第 2項目は第 1項目の計算から直ちに求められるため，第
1項目を計算していく．以降では， 1

4 と +iδは省略する：
∑

n∈occ,m∈unocc

⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ1s3τ1|n⟩
En − Em + ω

= −v2ρ1

[
(τ1)11⟨+− |s3|++⟩⟨++ |s3|+−⟩(τ1)11

E+,− − E+,+ + ω
+

(τ1)12⟨+− |s3| −+⟩⟨−+ |s3|+−⟩(τ1)21
E+,− − E−,+ + ω

+
(τ1)21⟨− − |s3|++⟩⟨++ |s3| − −⟩(τ1)12

E−,− − E+,+ + ω
+

(τ1)22⟨− − |s3| −+⟩⟨−+ |s3| − −⟩(τ1)22
E−,− − E−,+ + ω

]

= −v2ρ1

[
(τ1)12⟨+− |s3| −+⟩⟨−+ |s3|+−⟩(τ1)21

E+,− − E−,+ + ω
+

(τ1)21⟨− − |s3|++⟩⟨++ |s3| − −⟩(τ1)12
E−,− − E+,+ + ω

]

= −v2ρ1

[
⟨+− |s3| −+⟩⟨−+ |s3|+−⟩

E+,− − E−,+ + ω
+

⟨− − |s3|++⟩⟨++ |s3| − −⟩
E+,− − E−,+ + ω

]
, (3.4.22)

ここで E−,− = −E−,+, E+,+ = −E+,− であることを用いた．（3.4.19）式–（3.4.21）式を用いる
ことで，∑

n∈occ,m∈unocc

⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ1s3τ1|n⟩
En − Em + ω

= − v2ρ1
E+,− − E−,+ + ω

[
2sin2(θ+/2)cos

2(θ−/2) + 2sin2(θ−/2)cos
2(θ+/2) + cos(ϕ+ − ϕ−)sin(θ+)sin(θ−)

]
.

(3.4.23)

を得る．したがって，応答関数は

K1(ω) = −v2ρ1
4

{∑
k

1

E+,− − E−,+ + ω + iδ

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]

+
∑
k

1

E+,− − E−,+ − ω − iδ

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]}
(3.4.24)

=
v2ρ1
4

{∑
k

1

E+,+ + E−,+ − ω − iδ

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]

+
∑
k

1

E+,+ + E−,+ + ω + iδ

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]}
(3.4.25)

=
v2ρ1
4

{∑
k

iπδ(E+,+(k) + E−,+(k)− ω)

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]

+ P
∑
k,τ

1

E+,+ + E−,+ − τω

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]}
, (3.4.26)
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となる．ここで ω > 0 であるとした．まず上式の第 1 項 (A1) を計算する．x(k) ≡ E+,+(k) +

E−,+(k) =
√
M2
z + k2(v1 + v2)2 +

√
M2
z + k2(v1 − v2)2 を定義すると

(A1) =
iv2ρ1
8

∫ x(kc)

2|Mz|
dx δ(x− ω)

[ √
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

(v1 + v2)2
√
M2
z + k2(v1 − v2)2 + (v1 − v2)2

√
M2
z + k2(v1 + v2)2

]

×

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z√

M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

]
, k =

√
(v21 + v22)x

2 +
√
16M2

z v
2
1v

2
2x

2 + (v21 − v22)
2x4

8v21v
2
2

.

(3.4.27)

となり，結果として

(A1) =
iv2ρ1
8

Θ(ω − 2|Mz|)Θ(x(kc)− ω)

[ √
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

(v1 + v2)2
√
M2
z + k2(v1 − v2)2 + (v1 − v2)2

√
M2
z + k2(v1 + v2)2

]

×

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z√

M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

]
, k =

√
(v21 + v22)ω

2 +
√
16M2

z v
2
1v

2
2ω

2 + (v21 − v22)
2ω4

8v21v
2
2

.

(3.4.28)

が得られる．上式は 2|Mz| ≪ ω (≪ x(kc))の範囲において，(A1) ≈ limMz→0(A1) =
iρ1
16v1

ω for v1 >

v2 > 0.となる．次に第 2項 (A2)を計算する．

(A2) =
v2ρ1
4

{
P
∑
k

1

E+,+ + E−,+ − ω

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]
+ P

∑
k

1

E+,+ + E−,+ + ω

[
1 +

k2(v21 − v22)−M2
z

E−,+E+,+

]}
.

(3.4.29)

ω ≪ 2|Mz|の範囲では，上式は ωについて展開することができ，Mz > 0, v1 > v2 > 0の下で

(A2) ≈
v2ρ1
8π

∫ kc

0

dk

2k

[
1 +

k2(v21−v
2
2)−M

2
z√

M2
z+k

2(v1+v2)2
√
M2

z+k
2(v1−v2)2

]
√
M2
z + k2(v1 + v2)2 +

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

+

2k

[
1 +

k2(v21−v
2
2)−M

2
z√

M2
z+k

2(v1+v2)2
√
M2

z+k
2(v1−v2)2

]
ω2

(
√
M2
z + k2(v1 + v2)2 +

√
M2
z + k2(v1 − v2)2)3

≈ v2ρ1
8π

[
2kc
v1

− 2Mz

v21 − v22
+
Mzln

∣∣ v1−v2
v1+v2

∣∣
2v1v2

+
ω2

16v31v
3
2

(
− 2v2

M2
z

k3c
+
v21v2 − 5v32

kc
+

2v1v2(3v
2
2 − v21)− ((v21 + v22)

2 − 4v42)ln
∣∣ v1−v2
v1+v2

∣∣
2Mz

)]
(3.4.30)

となる．2|Mz| ≪ ω ≪ x(kc)の範囲では

(A2) ≈ lim
Mz→0

(A2) =
v2ρ1
8π

2kcv1 − ω
2 ln

∣∣∣∣∣ 1+ 2kcv1
ω

1− 2kcv1
ω

∣∣∣∣∣
v21

. (3.4.31)

が得られる．最後に ω ≫ x(kc)の範囲では (A2) ∝ 1
ω2 となる．
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（ii）K2(ω)の計算

次に（3.4.17）式のK2(ω)を求める．先ほど同じように第 1項目を計算していく．∑
n∈occ,m∈unocc

⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ2s0τ2|n⟩
En − Em + ω

= −v2ρ2

[
(τ1)11⟨+− |s3|++⟩⟨++ |s0|+−⟩(τ2)11

E+,− − E+,+ + ω
+

(τ1)12⟨+− |s3| −+⟩⟨−+ |s0|+−⟩(τ2)21
E+,− − E−,+ + ω

+
(τ1)21⟨− − |s3|++⟩⟨++ |s0| − −⟩(τ2)12

E−,− − E+,+ + ω
+

(τ1)22⟨− − |s3| −+⟩⟨−+ |s0| − −⟩(τ2)22
E−,− − E−,+ + ω

]

= −v2ρ2

[
(τ1)12⟨+− |s3| −+⟩⟨−+ |s0|+−⟩(τ2)21

E+,− − E−,+ + ω
+

(τ1)21⟨− − |s3|++⟩⟨++ |s0| − −⟩(τ2)12
E−,− − E+,+ + ω

]

= −iv2ρ2

[
⟨+− |s3| −+⟩⟨−+ |s0|+−⟩

E+,− − E−,+ + ω
− ⟨− − |s3|++⟩⟨++ |s0| − −⟩

E+,− − E−,+ + ω

]
, (3.4.32)

ここで E−,− = −E−,+, E+,+ = −E+,− であることを用いた．（3.4.19）式–（3.4.21）式を用いる
ことで，∑

n∈occ,m∈unocc

⟨n| − v2s3τ1|m⟩⟨m|ρ2s0τ2|n⟩
En − Em + ω

= − iv2ρ2
E+,− − E−,+ + ω

[
2
(
sin2(θ+/2)cos

2(θ−/2)− sin2(θ−/2)cos
2(θ+/2)

)
− isin(ϕ+ − ϕ−)sin(θ+)sin(θ−)

]
.

(3.4.33)

を得る．ここで，第 2項目は 0となることから，応答関数は

K2(ω) = − iv2ρ2
4

{∑
k

1

E+,− − E−,+ + ω + iδ

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]
−
∑
k

1

E+,− − E−,+ − ω − iδ

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]}

= − iv2ρ2
4

{∑
k

−1

E+,+ + E−,+ − ω − iδ

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]
+
∑
k

1

E+,+ + E−,+ + ω + iδ

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]}

= − iv2ρ2
4

{∑
k

−iπδ(E+,+(k) + E−,+(k)− ω)

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]

+ P
∑
k,τ

τ

E+,+ + E−,+ + τω

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]}
, (3.4.34)

となる．ここでも ω > 0であるとした．まず上式の第 1項 (B1)を計算する．(A1)の時と同様に
して

(B1) = −v2ρ2Mz

8

∫ x(kc)

2|Mz|
dx δ(x− ω)

[ √
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

(v1 + v2)2
√
M2
z + k2(v1 − v2)2 + (v1 − v2)2

√
M2
z + k2(v1 + v2)2

]

×

[
1√

M2
z + k2(v1 − v2)2

− 1√
M2
z + k2(v1 + v2)2

]
, k =

√
(v21 + v22)x

2 +
√
16M2

z v
2
1v

2
2x

2 + (v21 − v22)
2x4

8v21v
2
2

.

(3.4.35)
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となり，結果として

(B1) = −v2ρ2Mz

8
Θ(ω − 2|Mz|)Θ(x(kc)− ω)

[ √
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

(v1 + v2)2
√
M2
z + k2(v1 − v2)2 + (v1 − v2)2

√
M2
z + k2(v1 + v2)2

]

×

[
1√

M2
z + k2(v1 − v2)2

− 1√
M2
z + k2(v1 + v2)2

]
, k =

√
(v21 + v22)ω

2 +
√

16M2
z v

2
1v

2
2ω

2 + (v21 − v22)
2ω4

8v21v
2
2

.

(3.4.36)

が得られる．上式は 2|Mz| ≪ ω (≪ x(kc)) の範囲において，(B1) ≈ Mz limMz→0(B1)/Mz =

− v2ρ2Mz

8
v2

v31−v1v22
for v1 > v2 > 0となる (この範囲において，ωについて定数となる理由について

は付録 Cに記した)．また第 2項 (B2)について

(B2) = − iv2ρ2
4

{
P
∑
k

−1

E+,+ + E−,+ − ω

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]
+ P

∑
k

1

E+,+ + E−,+ + ω

[
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]}
(3.4.37)

であるので，ω ≪ 2|Mz|の範囲では ωについて展開して

(B2) ≈
iv2ρ2
4π

∫ kc

0

dk

k

[
Mz√

M2
z+k

2(v1−v2)2
− Mz√

M2
z+k

2(v1+v2)2

]
(
√
M2
z + k2(v1 + v2)2 +

√
M2
z + k2(v1 − v2)2)2

ω

≈ iv2ρ2
4π

−2v1v2 + v2ln
∣∣∣ v1+v2v1−v2

∣∣∣
8v21v

2
2

ω. (3.4.38)

となる．一方で，2|Mz| ≪ ω ≪ x(kc)の範囲では

(B2) ≈Mz lim
Mz→0

(B2)/Mz = − iv2ρ2Mz

8π

v2ln

∣∣∣∣∣ 1+ 2kcv1
ω

1− 2kcv1
ω

∣∣∣∣∣
v31 − v1v22

. (3.4.39)

が得られる．最後に ω ≫ x(kc)では，(B2) ∝ iMz

ω となる．
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図 3.4.1:（3.4.16）式と（3.4.17）式の数値計算（計算に用いた式は近似する前の（3.4.28），（3.4.29），
（3.4.36），（3.4.37）式）．（a）と（b）はそれぞれK1(ω)−K1(0)の実部と虚部を表す．一方で（c）と
（d）はそれぞれK2(ω)−K2(0)の実部と虚部を表す．赤，青，緑の線はそれぞれ |Mz| = 0.3, |Mz| =
0.2, |Mz| = 0.1の場合を表す．（a），（b），（c），（d）中に記された 3つの縦軸に平行な黒点線はエ
ネルギーギャップの大きさ 2|Mz|に相当する点を表し，左から 0.2, 0.4, 0.6の値をとる．計算に
用いたパラメーターは ρ1 = 1.0, ρ2 = 1.0, v1 = 0.3, v2 = 0.2, kc = 10である．
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これまでの結果をまとめると以下の通りとなる．

K1(ω)−K1(0)

=


A ω2

Mz
(ω ≪ 2|Mz|),

B

(
−ω

2 ln

∣∣∣∣ 1+ 2kcv1
ω

1− 2kcv1
ω

∣∣∣∣+ 2Mzv
2
1

v21−v22
−

Mzv1ln
∣∣ v1−v2
v1+v2

∣∣
2v2

)
+ iBπv12v2

ω

(2|Mz| ≪ ω ≪ x(kc)),

(3.4.40)

K2(ω)−K2(0)

=


iCω (ω ≪ 2|Mz|),

DπMz + iDMzln

∣∣∣∣∣ 1+ 2kcv1
ω

1− 2kcv1
ω

∣∣∣∣∣ (2|Mz| ≪ ω ≪ x(kc)),
(3.4.41)

A =
2v1v2(3v

2
2 − v21)− ((v21 + v22)

2 − 4v42)ln
∣∣ v1−v2
v1+v2

∣∣
32v31v

3
2

, B =
v2ρ1
8πv21

,

C =
v2ρ2
4π

−2v1v2 + v2ln
∣∣∣ v1+v2v1−v2

∣∣∣
8v21v

2
2

, D = −v2ρ2
8π

v2
v31 − v1v22

, (3.4.42)

ここで x(kc) =
√
M2
z + k2c (v1 + v2)2 +

√
M2
z + k2c (v1 − v2)2 であり，kc はカットオフである．

（3.4.40）式と（3.4.41）式より，K1(ω)とK2(ω)は 2つの異なる振る舞いをする振動数領域をも
つ．（3.4.16）式と（3.4.17）式の数値計算結果は図 3.4.1に示した（計算に用いた式は近似する前
の（3.4.28），（3.4.29），（3.4.36），（3.4.37）式）．各々の領域における振る舞いをよく再現してい
ることが分かる．K1(ω)−K1(0)とK2(ω)−K2(0)の両方ともマヨラナ準粒子のバンド構造を反
映した結果になっている．特に図 3.4.1中の（a），（b），（c）においては ω = 2|Mz|の点，すなわ
ち，ちょうど振動数がエネルギーギャップと同じ大きさの時に，値を大きく変化させている．一方
で（d）は（3.4.17）式の主値積分に対応する結果の図であるが，ω = 2|Mz|の点においても特徴
的なピーク構造は見られない．この結果はK2(ω)−K2(0)が磁化によってマヨラナ準粒子の分散
にギャップが開いているときに有限となりうる量であり，さらにマヨラナ準粒子のフェルミエネル
ギーが厳密に 0であることに由来していると考えられる．すなわち，K2(ω)−K2(0)の主値積分は
フェルミ海からの寄与が支配的になっている．

3.5 結論
本研究では，時間反転不変なアンチペロブスカイト超伝導 Sr3SnOの (001)面において，動的格

子歪みによるマヨラナスピン流が生じることを明らかにした．分散がギャップレスな場合のスピン
流は，2対のマヨラナクラマース対が線形分散をもち，そのフェルミエネルギーが厳密にゼロであ
ることから，不純物緩和依存性をもたないことを示した．また，磁化によってギャップが開いた状
況では，スピン流はマヨラナ準粒子のバンド構造を反映した特徴的な振動数依存性をもつ．我々が
強調したいことは，2対のマヨラナクラマース対が形成する電気多極子が動的歪みに対するスピン
流応答を特徴づけるということである．本研究で我々は，バルクのペアポテンシャルが点群Ohの
A1u 表現に属しており，表面は点群 C4v の対称性をもつモデルを考えたので，電気多極子の対称
性は B1表現と B2表現に属するものであった．我々の研究から，別の結晶対称性と超伝導対称性
をもつモデルに対しては，動的歪みによって別のある特定の対称性をもったスピン流が生成される
と期待できる．
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ACスピン流の検出法としては，強磁性金属へのスピン流注入 [104,105]や 磁歪の整流効果 [106]

によるスピン波共鳴が実験的に観測されている. また動的歪み uxx(r, t)や uxy(r, t)は x方向に進
行するレイリー波やラヴ波によって，それぞれ実現することができる．さらに，本研究で扱った
物質（Sr3SnO）は空間反転対称性を有する．そのため，バルクにおいては空間反転に対するパリ
ティの違いから，これらの歪みから直接スピン流が生成されることは（少なくとも空間反転対称性
を破る何か特別な機構を考えない限りは）ない．より具体的に実験との比較を行うためには，定量
的にスピン流の大きさを見積もることも必要となる．すなわち，本研究で現れた ρ1, ρ2, v1, v2等の
パラメータの値が決定される必要があるが，これらの値はバルクの物理量を表面へ射影することで
得ることができる（つまり，バルクの有効ハミルトニアンを記述する各パラメータを用いて与える
ことが出来る）．原理的にこのような計算は可能であるが，この点は今後の課題である．
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第4章 まとめ

本論文では，結晶対称性に保護されたマヨラナ準粒子の電気的な（時間反転対称な）外場に対す
る応答を理論的に解析した．まず初めに行ったことは，表面のマヨラナ準粒子が形成する電気多極
子の対称性を解明することを目的とした研究である．その結果，トポロジカル結晶超伝導体表面
における 2対のマヨラナクラマース対が形成する電気多極子と歪みとの結合理論を確立した．特
に，2対のマヨラナクラマース対と結合する歪みテンソルと結晶対称性・バルクの超伝導対称性と
の関係を系統的に示した．この関係は，トポロジカル結晶超伝導体表面で印加された歪みの効果
を，予測することを容易とする．また本研究では，電気的な摂動として歪みしか考えなかったが，
我々の研究はその他のいかなる電気的な摂動に対しても用いることのできる理論である．加えて
本研究で考えた摂動は全て静的な歪みであった．しかしながら，空間的に非一様な動的歪み（例え
ば超音波や表面弾性波）と 2対のマヨラナクラマース対との結合も存在しうる．その結合は例え
ば Hsound(t) = −

∫
d2x

∑2
i=1 αΓiψ(x, t)

TOΓiψ(x, t)uΓi(x, t)のように書くことができる．この結
合によって，熱あるいはスピン輸送が生じると期待できる．特にスピン流と歪みの対称性（既約表
現）は同じため，動的格子歪みを用いたスピン流の駆動が可能である．
そこで自然な発展として次に行った研究は，動的外場に対するマヨラナ準粒子の応答（輸送現

象）の研究である．具体的には，時間反転不変なアンチペロブスカイト超伝導 Sr3SnOの (001)面
において，動的格子歪みによるマヨラナスピン流が生じることを明らかにした．分散がギャップレ
スな場合のスピン流は，2対のマヨラナクラマース対が線形分散をもち，そのフェルミエネルギー
が厳密にゼロであることから，不純物緩和依存性をもたないことを示した．また，磁化によって
ギャップが開いた状況では，スピン流はマヨラナ準粒子のバンド構造を反映した特徴的な振動数依
存性をもつ．我々が強調したいことは，2対のマヨラナクラマース対が形成する電気多極子が動的
歪みに対するスピン流応答を特徴づけるということである．本研究で我々は，バルクのペアポテン
シャルが点群 Ohの A1u表現に属しており，表面は点群 C4v の対称性をもつモデルを考えたので，
電気多極子の対称性は B1表現と B2表現に属するものであった．我々の研究から，別の結晶対称
性と超伝導対称性をもつモデルに対しては，動的歪みによって別のある特定の対称性をもったスピ
ン流が生成されると期待できる．
我々の研究結果は対称性の議論によって導いた系の詳細（パラメーター等）に依らない普遍的な
現象であり，電気的な手法によるマヨラナ準粒子の観測や操作・輸送のための理論提案や新しい物
理現象の予言を可能とする．
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付 録A マヨラナ準粒子の有効モデル

この章では 3次元トポロジカル超伝導体表面におけるマヨラナ準粒子の有効モデルを導出する．
目的としては，(i)表面の有効ハミルトニアン，(ii)マヨラナ準粒子の生成・消滅演算子の性質を説
明する．
まず考えるのは 3次元のハミルトニアン

H =
1

2

∫
d3x Ψ†(x)H(x)Ψ(x) (A.0.1)

である．今，本文と同じようにカイラル対称性が存在する DIIIクラスのトポロジカル超伝導体を
考えることにしよう．また，マヨラナ準粒子は (xy)表面に存在する，すなわち，ハミルトニアン
H(x)に ei(xkx+yky)e−λz|χ⟩ (λ > 0)に比例したマヨラナ固有状態が存在すると仮定する（|χ⟩は
H(x)と同じ次元をもつ固有ケット）．Hk=(kx,ky) ≡ e−i(xkx+yky)H(x)ei(xkx+yky)と定義したとき，
ゼロエネルギー状態が Γ = (0, 0)点に存在したとすると

Hk=0e
−λz|τ⟩ = 0 (A.0.2)

を満たす λ (> 0)が存在すればマヨラナ準粒子を表す固有状態が得られたことになる1．ここで登
場した |τ⟩はカイラル対称性の固有状態であり，τ = ±1はカイラリティを表す．H(x)の行列部分
がどれほど複雑でもカイラル対称性から必ず {H,Γ} = 0を満たす Γが存在する．すなわちゼロエ
ネルギー固有状態に対しては [H,Γ] = 0であり，Hと Γの同時固有状態として |χ⟩の代わりに |τ⟩
を用いることが出来る．ここで波数が k = 0の点を考えていることに注意する．すなわち，k = 0

での固有状態を求め，その固有状態を用いてHkの期待値を求めれば，それが k = (kx, ky)を変数
としてもつ，表面のハミルトニアンとなる（まさしく k · p摂動である）．
さて，今マヨラナ準粒子が 2つ存在 (|u1(z)⟩, |u2(z)⟩)したとすると，規格化条件 |ui(0)⟩ = 0と
時間反転対称性 Θ|u1(z)⟩ = |u2(z)⟩,Θ|u2(z)⟩ = −|u1(z)⟩より，その解を |u1(z)⟩ = A1(e

−λ1z −
e−λ2z)|τ1⟩, |u2(z)⟩ = A∗

1(e
−λ1z − e−λ2z)|τ2⟩とおく．このとき，（A.0.1）式における電子場の演算

子Ψ(x)をこれらの固有状態に対して展開すれば，

H =
1

2

∫
d2x

∫
dz
[ ∑
a=1,2

∑
k=(kx,ky)

e−ik·x⟨ua(z)|ψ†
a,k + · · ·

]
H(x)

[ ∑
b=1,2

∑
k′

eik
′·xψb,k′ |ub(z)⟩+ · · ·

]
(A.0.3)

となる．ここで · · · はバルクの状態を表し，ψ†
a,k, ψb,k′ がまさしくマヨラナ準粒子の生成・消滅演

算子である．表面の低エネルギー励起のみに着目するため，バルクの状態を無視して上式をそのま

1少しややこしいので，もう少し手順を説明する．ハミルトニアンH(x)に ei(xkx+yky)e−λz |χ⟩に比例した固有状態が存
在するということは，H(x)

[
ei(xkx+yky)e−λz |χ⟩

]
= ei(xkx+yky)

[
H(kx, ky , z)e−λz |χ⟩

]
= E

[
ei(xkx+yky)e−λz |χ⟩

]
と書くことが出来る（ここで固有状態は，Γ点に存在するマヨラナゼロモードであると仮定したので，E は kx = ky = 0
で 0 となる）．第 1 項目と第 2 項目から，Hk=(kx,ky) = e−i(xkx+yky)H(x)ei(xkx+yky) が得られ，第 2 項目と第 3 項
目から，Hk=0e

−λz |χ⟩ = 0 が得られる．
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ま計算していく：

H =
1

2

∫
d2x

∫
dz

∑
a,b=1,2

∑
k,k′

ψ†
a,k⟨ua(z)|e

−i(k−k′)·xHk′ |ub(z)⟩ψb,k′

=
1

2

∫
dz

∑
a,b=1,2

∑
k

ψ†
a,k⟨ua(z)|Hk|ub(z)⟩ψb,k (A.0.4)

今簡単のためA1が実数だとすると zについての規格化条件より，∫ dz⟨ua(z)|Hk|ub(z)⟩ = ⟨τa|Hk|τb⟩
となる．以上より，

H =
1

2

∑
a,b=1,2

∑
k

ψ†
a,k⟨τa|Hk|τb⟩ψb,k (A.0.5)

であり，マヨラナ準粒子の固有状態のラベルに対して行列表示すると

H =
1

2

∑
k

ψ†
kHkψk, ψk = (ψ1k, ψ2k)

T (A.0.6)

となる．この式を逆フーリエ変換すれば

H =
1

2

∫
d2x ψ†(x)H(x)ψ(x) (A.0.7)

も得られる．ここで今から ψa,k = ψ†
a,−kまたは ψa(x) = ψ†

a(x)となることを証明する．バルクの
南部空間の自由度に対して成立するマヨラナ条件

Ψ(x) = CΨ(x) (A.0.8)

を考える（C は粒子正孔演算子）．今 Ψ(x)をゼロモードに対して展開すれば，上記の条件は∑
a=1,2

∑
k

eik·xψa,k|ua(z)⟩ = C
∑
a=1,2

∑
k

eik·xψa,k|ua(z)⟩ (A.0.9)

と書き換えることができる．ここで，カイラル対称性の議論と同様にしてゼロエネルギー固有状態
は粒子正孔対称性の固有状態でもある．すなわち，C[eik·x|ua(z)⟩]k=0 = [eik·x|ua(z)⟩]k=0（粒子
正孔対称性は対角的であると仮定した．さらにこれより A1 が実数であることも分かる）．すると

C
∑
a=1,2

∑
k

eik·xψa,k|ua(z)⟩ =
∑
a=1,2

∑
k

e−ik·xψ†
a,kC|ua(z)⟩

=
∑
a=1,2

∑
k

e−ik·xψ†
a,k|ua(z)⟩ (A.0.10)

となり，（A.0.9）式の左辺と見比べれば

ψa,k = ψ†
a,−k (A.0.11)

が成り立つ．ψa(x) =
∑

k e
ik·xψa,k なので，当然

ψa(x) = ψ†
a(x) (A.0.12)

も成立する．
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付 録B マヨラナ多極子の分類例

この章では 3次元トポロジカル超伝導体表面におけるマヨラナ多極子の分類をいくつか具体的
に行う．以下，記法は Bilbao Crystallographic serverのものを採用する．

B.0.1 p4

生成元は {4+001|0}である．対ポテンシャルは A表現とする．2対のマヨラナクラマース対の表
現は Γ̄5 ⊕ Γ̄7 ⊕ Γ̄6 ⊕ Γ̄8 を考える．この空間での対称操作の表現行列は

D(4+001) = diag
(
ei3π/4, e−i3π/4, e−iπ/4, eiπ/4

)
, trD(4+001) = 0,

D(2001) = diag (−i, i,−i, i) = −isz,

D(2001)
2 = −1, trD(2001)

2 = −4, (B.0.1)

である．これから示すのは，対称性が低い場合，カイラル変換の表現は一意に決まらず，それぞれ
の表現によって異なるトポロジカル不変量（巻き付き数）とマヨラナ多極子が存在することである．

Case I: C2 の巻き付き数が 4

対ポテンシャルは A表現であるから，[Γ, D(4+001)] = 0]を満たすカイラル変換は Γ = sz ととれ
ば良い．また，

ΓD(4+001) = diag
(
ei3π/4,−e−i3π/4, e−iπ/4,−eiπ/4

)
,

tr
[
ΓD(4+001)

]
= 0,[

ΓD(4+001)
]2

= D(2001),

ΓD(2001) = −i, [ΓD(2001)]
2
= −1, (B.0.2)

である．これは |W [2001]| = |tr [ΓD(2001)]| = 4，すなわち，C2で定義される巻き付き数が 4であ
ることを意味する．もちろん（2.3.20）式より，C4で定義される巻き付き数も 4である．以上より
指標は，（2.4.6）式を用いて

χ±(4+001) =
0− 0

4
± 0− 0

4
= 0,

χ±(2001) =
0− (−4)

4
± −16− (−4)

4
= −2, 4, (B.0.3)
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となる．既約分解すると

電気的：E (B.0.4)

磁気的：2A+ 2B (B.0.5)

Case II: C2 の巻き付き数が零

一方，カイラル変換を Γ = szσz = diag(1,−1,−1, 1)ととってもよい．このときは，

ΓD(4+001) = diag
(
ei3π/4,−e−i3π/4,−e−iπ/4, eiπ/4

)
,

tr
[
ΓD(4+001)

]
= i2

√
2,

ΓD(2001) = −iσz, [ΓD(2001)]
2
= −1, (B.0.6)

これはW [2001] = 0を意味する．このときもW [4+001]は 4である．以上より指標は，

χ±(4+001) =
0− 0

4
± 0− 0

4
= −2, 2,

χ±(2001) =
0− (−4)

4
± −16− (−4)

4
= 2, 0, (B.0.7)

となる．既約分解すると

電気的：2B (B.0.8)

磁気的：2A+ E (B.0.9)

Case III: Γ = s0σz

この場合はΓが時間反転に対して偶になってしまうので，正しくない（荷電共役変換 Cは C2 = −1

になってしまう）．実際このときは，

ΓD(4+001) = diag
(
ei3π/4, e−i3π/4,−e−iπ/4,−eiπ/4

)
,

tr
[
ΓD(4+001)

]
= 0,

ΓD(2001) = −iszσz,

tr [ΓD(2001)] = 0,

[ΓD(2001)]
2
= −1, (B.0.10)

となるので，指標は

χ±(4+001) =
0− 0

4
± 0− 0

4
= 0,

χ±(2001) =
0− (−4)

4
± 0− (−4)

4
= 2, 0, (B.0.11)

となる．既約分解すると

電気的：A+B (B.0.12)

磁気的：A+B + E (B.0.13)
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であり，電気多極子が全対称表現に属している．これはマヨラナ多極子が電気単極子をもたないこ
とと矛盾するため，結局 Γ = s0σz の場合は存在しない．
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B.0.2 p31m

この場合は，トポロジカル不変量として巻き付き数だけでなく Z2不変量も存在するため，議論
が複雑となる．生成元は {3+|0}, {m110|0}である．まず，2対のマヨラナクラマース対が属する
表現が Γ̄4 ⊕ Γ̄5 ⊕ Γ̄6 の場合を考える．この空間での対称操作の表現行列は

D(3+) =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 e−iπ/3 0

0 0 0 eiπ/3

 = −s0 ⊕ (
1

2
s0 −

√
3

2
isz),

D(m110) =


−i 0 0 0

0 i 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 = −isz ⊕−isy (B.0.14)

である．

Case I: 対ポテンシャルが A1 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(3+)] = [Γ, D(m11̄0)] = 0を満たすカイラル変換は存在しない．

Case II: 対ポテンシャルが A2 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(3+)] = {Γ, D(m11̄0)} = 0を満たすカイラル変換は Γ1 = sx⊕sz
または Γ2 = sy ⊕ sz である．すなわち，Γ1 に対しては

ΓD(3+) = −sx ⊕ (
1

2
sz −

√
3

2
is0),

ΓD(m11̄0) = −sy ⊕−sx, (B.0.15)

これは W [3+] ̸= 0, W [m11̄0] = 0 を意味する．さらに，|tr(ΓD(3+))| =
∣∣(√3/2)W [3+]

∣∣ より，
|W [3+]| = 2．これはN [3+] = ν2[3+] = 1の場合に相当する．これより，指標は

χ±(3+) =
1− (1)

4
± −3− (1)

4
= −1, 1,

χ±(m11̄0) = −0− (−4)

4
∓ 0− (4)

4
= 0,−2, (B.0.16)

となる．既約分解すると

電気的：E (B.0.17)

磁気的：2A2 + E (B.0.18)

また，Γ2 に対しては

ΓD(3+) = −sy ⊕ (
1

2
sz −

√
3

2
is0),

ΓD(m11̄0) = sx ⊕−sx, (B.0.19)
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これは W [3+] ̸= 0, W [m11̄0] = 0 を意味する．さらに，|tr(ΓD(3+))| =
∣∣(√3/2)W [3+]

∣∣ より，
|W [3+]| = 2．これはN [3+] = ν2[3+] = 1の場合に相当する．これより，指標は

χ±(3+) =
1− (1)

4
± −3− (1)

4
= −1, 1,

χ±(m11̄0) = −0− (−4)

4
∓ 0− (4)

4
= 0,−2, (B.0.20)

となる．既約分解すると

電気的：E (B.0.21)

磁気的：2A2 + E (B.0.22)

となり，どちらの表現でも同じ結果が得られる．Γ1と Γ2は互いにユニタリー変換で結びついてい
るため，それぞれの結果が同じとなるのは自然である．
次に 2対のマヨラナクラマース対が属する表現が 2Γ̄6 のときを考える．この空間での対称操作

の表現行列は

D(3+) =


e−iπ/3 0 0 0

0 eiπ/3 0 0

0 0 e−iπ/3 0

0 0 0 eiπ/3

 =
1

2
s0σ0 − i

√
3

2
szσ0,

D(m11̄0) =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 = −isyσ0 (B.0.23)

である．

Case I: 対ポテンシャルが A1 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(3+)] = [Γ, D(m11̄0)] = 0を満たすカイラル変換は存在しない．

Case II: 対ポテンシャルが A2 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(3+)] = {Γ, D(m11̄0)} = 0を満たすカイラル変換は存在しΓ = sz

である．すなわち，

ΓD(3+) =
1

2
szσ0 − i

√
3

2
s0σ0,

ΓD(m11̄0) = −sx, (B.0.24)
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これはW [m11̄0] = 0を意味する．さらに，|tr(ΓD(3+))| =
∣∣(√3/2)W [3+]

∣∣より，|W [3+]| = 4．
これはN [3+] = 2の場合に相当する．これより，指標は

χ±(3+) =
4− (−2)

4
± −12− (−2)

4
= −1, 4,

χ±(m11̄0) = −0− (−4)

4
∓ 0− (4)

4
= 0,−2, (B.0.25)

となる．既約分解すると

電気的：E (B.0.26)

磁気的：A1 + 3A2 (B.0.27)

最後に 2対のマヨラナクラマース対が属する表現が 2(Γ̄4 ⊕ Γ̄5)の場合を考える．この空間での
対称操作の表現行列は

D(3+) = diag (−1,−1,−1,−1) = −s0σ0,

D(m11̄0) = diag (−i, i,−i, i) = −iszσ0 (B.0.28)

である．

Case I: 対ポテンシャルが A1 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(3+)] = [Γ, D(m11̄0)] = 0を満たすカイラル変換は存在し Γ = sz

である．すなわち，

ΓD(3+) = −sz,

ΓD(m11̄0) = −i, (B.0.29)

これはW [3+] = 0, W [m11̄0] = 4を意味する．これより，指標は

χ±(3+) =
16− 4

4
± 0− (4)

4
= 2, 4,

χ±(m11̄0) =
0− (−4)

4
± −16− (−4)

4
= −2, 4, (B.0.30)

となる．既約分解すると

電気的：2A2 (B.0.31)

磁気的：4A1 (B.0.32)

Case II: 対ポテンシャルが A2 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(3+)] = {Γ, D(m11̄0)} = 0 を満たすカイラル変換は存在し
Γ = sx or sy である．すなわち，

ΓD(3+) = −sx or − sy,

ΓD(m11̄0) = sy or − sx, (B.0.33)
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これはW [3+] =W [m11̄0] = 0を意味する．これはトポロジカル不変量にマヨラナ準粒子が保護さ
れていることと矛盾する（仮に ν2[g] = 1でも 1対のマヨラナクラマース対しか存在できないこと
に注意）．つまり，MKPの表現が 2(Γ̄4 ⊕ Γ̄5)で対ポテンシャルが A2 表現の場合は存在しない．
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B.0.3 p4m

生成元は {4+|0}, {m01|0}である（添え字は一部省略した）．他の元は 2 = 4+2, 4− = 4+3,m10 =

m012,m11 = m014
+,m11̄ = m014

+3．対ポテンシャルはA2表現とする．物理的な表現は Γ̄6と Γ̄7

の 2つである．それぞれの表現における対称操作の既約表現は以下の通りである．

DΓ̄6
(4+) = diag

(
ei3π/4, e−i3π/4

)
,

DΓ̄7
(4+) = diag

(
e−iπ/4, eiπ/4

)
,

DΓ̄6
(m01) =

(
0 e−iπ/4

e−i3π/4 0

)
,

DΓ̄7
(m01) =

(
0 ei3π/4

eiπ/4 0

)
(B.0.34)

一方，時間反転は

TΓ̄6
= eiψ6syK, TΓ̄7

= eiψ7syK (B.0.35)

で与えられる（反ユニタリーなので，位相は任意）．今の対ポテンシャルの表現では，荷電共役 C
は 4+ と可換であり，m01 とは反交換する．かつ C2 = 1を満たすものは

CΓ̄6
= eiϕ6sxK, CΓ̄7

= eiϕ7sxK (B.0.36)

である．反ユニタリーなので，これも位相は任意である．このとき，カイラル変換は

Γi = eiαiCiTi = ±sz (B.0.37)

の 2通りある．位相は Γ2
i = 1となるように決まるが，符号は決まらない．以下では，2対のマヨ

ラナクラマース対の表現が Γ̄6 ⊕ Γ̄7 の場合を考える．

Case I: Γ = sz ⊕ sz = szσ0 のとき

この場合は

Γ
[
DΓ̄6

(2)⊕DΓ̄7
(2)
]
= −i, (B.0.38)

これはW [2] = 4を意味する．これまでと同様の計算により，得られた指標を既約分解すると

電気的：E (B.0.39)

磁気的：2A2 +B1 +B2 (B.0.40)

Case I: Γ = sz ⊕−sz = szσz のとき

この場合は

Γ
[
DΓ̄6

(2)⊕DΓ̄7
(2)
]
= −is0σz (B.0.41)
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これはW [2] = 0を意味する．得られた指標を既約分解すると

電気的：B1 +B2 (B.0.42)

磁気的：2A2 + E (B.0.43)
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B.0.4 p6m

この場合は対称操作の数が一番多く，2対のマヨラナクラマース対を保護するトポロジカル不変
量の場合分けも多い．生成元は {6+|0}, {m11̄0|0}である．
2対のマヨラナクラマース対の表現が Γ̄8 ⊕ Γ̄9の場合を考える．この空間での対称操作の表現行

列は

D(6+) =


ei5π/6 0 0 0

0 e−i5π/6 0 0

0 0 eiπ/6 0

0 0 0 e−iπ/6

 = (−
√
3

2
s0 +

1

2
isz)⊕ (

√
3

2
s0 +

1

2
isz),

D(3+) =


e−iπ/3 0 0 0

0 eiπ/3 0 0

0 0 eiπ/3 0

0 0 0 e−iπ/3

 = (
1

2
s0 −

√
3

2
isz)⊕ (

1

2
s0 +

√
3

2
isz),

D(2001) =


−i 0 0 0

0 i 0 0

0 0 −i 0

0 0 0 i

 = −isz ⊕−isz,

D(m110) =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 = −isy ⊕−isy (B.0.44)

である．

Case I: 対ポテンシャルが A1 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(6+)] = [Γ, D(3+)] = [Γ, D(m110)] = 0を満たすカイラル変換
は存在しない．

Case II: 対ポテンシャルが A2 表現のとき

時間反転と反可換し，かつ [Γ, D(6+)] = [Γ, D(3+)] = {Γ, D(m110)} = 0を満たすカイラル変換
は Γ1 = sz ⊕ sz または Γ2 = sz ⊕−sz である．すなわち，Γ1 に対して

ΓD(6+) = (−
√
3

2
sz +

1

2
is0)⊕ (

√
3

2
sz +

1

2
is0),

ΓD(3+) = (
1

2
sz −

√
3

2
is0)⊕ (

1

2
sz +

√
3

2
is0),

ΓD(2001) = −i⊕−i,

ΓD(m110) = −sx ⊕−sx, (B.0.45)
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これはW [6+] ̸= 0,W [3+] = 0,W [2001] ̸= 0, W [m110] = 0を意味する．これより，指標は

χ±(6+) =
0− 2

4
± −4− 2

4
= −2, 1,

χ±(m110) = −0− (−4)

4
∓ 0− (4)

4
= 0,−2, (B.0.46)

となる．既約分解すると

電気的：B1 +B2 (B.0.47)

磁気的：2A2 + E2 (B.0.48)

また，Γ2 に対して

ΓD(6+) = (−
√
3

2
sz +

1

2
is0)⊕ (−

√
3

2
sz −

1

2
is0),

ΓD(3+) = (
1

2
sz −

√
3

2
is0)⊕ (−1

2
sz −

√
3

2
is0),

ΓD(2001) = −i⊕ i,

ΓD(m110) = −sx ⊕ sx, (B.0.49)

これはW [6+] ̸= 0,W [3+] ̸= 0,W [2001] = 0, W [m110] = 0を意味する．これより，指標は

χ±(6+) =
0− 2

4
± 0− 2

4
= −1, 0,

χ±(m110) = −0− (−4)

4
∓ 0− (4)

4
= 0,−2, (B.0.50)

となる．既約分解すると

電気的：E2 (B.0.51)

磁気的：2A2 +B1 +B2 (B.0.52)
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B.0.5 pg

生成元は {m01| 120}である．今の議論ではブリュリアルゾーンの端（B点）を考えていることに
注意．対ポテンシャルはA′表現を考える．2対のマヨラナクラマース対が属する表現は 2B̄3⊕2B̄4

とする．このとき

D

({
m01

∣∣∣∣120
})

= diag(1, 1,−1,−1) = s0σ3,

D

({
m01

∣∣∣∣120
})2

= s0σ0, (B.0.53)

カイラル変換は {T,Γ} = 0, [Γ, D] = 0より，Γ = siσ0 or siσ3 である．これより，

ΓD

({
m01

∣∣∣∣120
})

= siσ3 or siσ0, tr

[
ΓD

({
m01

∣∣∣∣120
})]

= 0,[
ΓD

({
m01

∣∣∣∣120
})]2

= s0σ0, (B.0.54)

である．この場合には，指標はカイラル変換の表現に依存しない．これは 2対のマヨラナクラマー
ス対が巻き付き数W には保護されておらず，Z2不変量でのみ保護されているためである．実際，
指標を求めると

χ±
({

m01

∣∣∣∣120
})

=
0− 4

4
± 0− 4

4
= −2, 0, (B.0.55)

となる．既約分解すると

電気的：2A′′ (B.0.56)

磁気的：2A′ + 2A′′ (B.0.57)
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B.0.6 pmg

生成元は {2|00}, {m10| 120} である．対ポテンシャルは A1 表現とする．ここでも，ブリュリ
アルゾーンの端（X 点）を考えていることに注意．2対のマヨラナクラマース対が属する表現が
2(X̄2 ⊕ X̄5)の場合を考える．この空間での対称操作の表現行列は

D(2) = diag (−i, i,−i, i) = −isz,

D(m10) = diag (−i, i,−i, i) = −isz (B.0.58)

である．

Case I: C2 と σの巻き付き数が 4

対ポテンシャルは A1 表現であるから，[Γ, D(2)] = 0を満たすカイラル変換は Γ = sz ととれば
良い．すなわち，

ΓD(2) = ΓD(m10) = −i, (B.0.59)

これは |W [2] | = |W [m10] | = 4を意味する．これより，指標は

χ±(2) =
0− (−4)

4
± −16− (−4)

4
= −2, 4,

χ±(m10) =
0− (−4)

4
± −16− (−4)

4
= −2, 4, (B.0.60)

となる．既約分解すると

電気的：2B1 (B.0.61)

磁気的：4A1 (B.0.62)

このとき，電気的な演算子の既約表現が B1 表現のみであるため，2つのMKPはグライド対称性
では保護されていない（B1 表現の電気的な摂動で，グライド対称性は破れない）．

Case I: C2 と σの巻き付き数が零

一方，カイラル変換を Γ = szσz = diag(1,−1,−1, 1)ととってもよい．このときは，

ΓD(2) = ΓD(m10) = −iσz, (B.0.63)

これはW [2] =W [m10] = 0を意味する．このとき，指標は

χ±(2) =
0− (−4)

4
± 0− (−4)

4
= 2, 0,

χ±(m10) =
0− (−4)

4
± 0− (−4)

4
= 2, 0,

χ±(G01) =
16− (4)

4
± 0− (4)

4
= 2, 4, (B.0.64)
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となる．G01 は G2
01 = 1を満たすグライド操作を表す．既約分解すると

電気的：2A1 (B.0.65)

磁気的：2A1 + 2B1 (B.0.66)

C2 と σの巻き付き数が零である場合，2対のマヨラナクラマース対を保護するのはグライド対称
性である．しかしながら，電気的な演算子の既約表現が A1のみであることは，この事実と矛盾す
る（A1表現の電気的な摂動で，グライド対称性は破れないため）．あるいはマヨラナ多極子が電気
単極子をもたないことと矛盾している，と言ってもよい．従ってこのケースは存在しない．
2対のマヨラナクラマース対が属する表現が X̄2 ⊕ X̄5 ⊕ X̄3 ⊕ X̄4 の場合を考える．この空間で

の対称操作の表現行列は

D(2) = diag (−i, i,−i, i) = −iszσz,

D(m10) = diag (−i, i,−i, i) = −isz (B.0.67)

である．

Case I: σの巻き付き数が 4

対ポテンシャルは A1 表現であるから，[Γ, D(2)] = 0を満たすカイラル変換は Γ = sz ととれば
良い．すなわち，

ΓD(2) = −iσz,

ΓD(m10) = −i (B.0.68)

これはW [2] = 0,W [m10] = 4を意味する．これより，指標は

χ±(2) =
0− (−4)

4
± 0− (−4)

4
= 2, 0,

χ±(m10) =
0− (−4)

4
± −16− (−4)

4
= −2, 4, (B.0.69)

となる．既約分解すると

電気的：2A2 (B.0.70)

磁気的：2A1 + 2B2 (B.0.71)

このとき，電気的な演算子の既約表現が A2 表現のみであるため，2つのマヨラナクラマース対は
グライド対称性にも保護されている（A2 表現の電気的な摂動で，グライド対称性は破れる）．

Case I: C2 の巻き付き数が 4

一方，カイラル変換を Γ = szσz = diag(1,−1,−1, 1)ととってもよい．このときは，

ΓD(2) = −i,

ΓD(m10) = −iσz (B.0.72)
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これはW [2] = 4,W [m10] = 0を意味する．このとき，指標は

χ±(2) =
0− (−4)

4
± 0− (−4)

4
= −2, 4,

χ±(m10) =
0− (−4)

4
± 0− (−4)

4
= 2, 0, (B.0.73)

となる．既約分解すると

電気的：2B2 (B.0.74)

磁気的：2A1 + 2A2 (B.0.75)

このときも電気的な演算子の既約表現が B2表現のみであるため，2つのマヨラナクラマース対は
グライド対称性にも保護されている．
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付 録C ω → ∞でRe[K2]が定数になる理由

ω → ∞で Re[K2]が ωに依存しなくなる理由は，（3.4.36）式で分母分子で ωについての次数が
同じためである．さらに，そうなる理由について考察すると 3点あるように思われる．
(i) 計算している物理量が，ホール伝導度に相当する量であるため．
今面直磁場によって対称性が破れることで，スピン流応答が有限に残る．それを表しているの

は，積分前の [
Mz

E−,+
− Mz

E+,+

]

の部分である．すなわち，分母にのみ波数k（∼ ω）に依存した項が現れている．これが，∑k
1

E+,−−E−,++ω+iδ

から出てくる ωと打ち消し合うことで，最後の結果が ωの 0次となる．
(iii) 考えている系の分散が kの一次であるため．
今マヨラナ準粒子の分散は

Eτ,± = ±
√
M2
z + k2(v1 + τv2)2

で与えられる．もし，分散が kについて 2次の項を含む場合（Eτ,+ = mk2+
√
M2
z + k2(v1 + τv2)2），

x ≡ E+,+(k) + E−,+(k)なる変数変換で

x = 2mk2 +
√
M2
z + k2(v1 + v2)2 +

√
M2
z + k2(v1 − v2)2,

dx

dk
= 4mk +

k(v1 + v2)
2
√
M2
z + k2(v1 − v2)2 + k(v1 − v2)

2
√
M2
z + k2(v1 + v2)2√

M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

となり，積分前の式は

Re[K2(ω)] = −πv2ρ2Mz

2π

∫ ∞

2|Mz|
dx δ(x− ω)

×

[ √
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

(v1 + v2)2
√
M2
z + k2(v1 − v2)2 + (v1 − v2)2

√
M2
z + k2(v1 + v2)2 + 4m

√
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2

]

×

[
1

E−,+(k)
− 1

E+,+(k)

]
, lim

x→∞
k(x) ∼

√
x (C.0.1)

と変更される．最初の括弧内の分母 4m
√
M2
z + k2(v1 + v2)2

√
M2
z + k2(v1 − v2)2の存在によって，

ω → ∞では Re[K2(ω)] ∼ 0となる．
(ii) 考えている物理量が，kの 0次の項であるため．
スピン流・歪み演算子ともに kの 1次である場合，単純に考えれば，積分核がもつ kの次数は

k2 分だけ増える．すなわち，ω の次数もその分増えると考えられるため，ω について定数となる
ことはない．
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付 録D バルクと表面におけるスピン流演算
子の関係

今から，バルクで定義されているスピン流演算子が表面に射影された際，これがどのような時に
波数 kに依存するのかを議論する．
出発点は常伝導ハミルトニアン h(k)である．系にはスピン自由度 Jα のみがあるとし，k につ
いて 2次の項までしかない場合を考える．ここで，Jα は半整数スピンを表す行列である．今考え
ている系は時間反転対称性を有すると仮定する．このとき，kの 2次の項のスピン部分は単位行列
J0である．一方で，kの 1次の項のスピン部分は単位行列以外の行列（Jα, α ̸= 0）である．すな
わち，

h(k) = f0k
2J0 +

∑
i=x,y

∑
α=x,y,z

giαkiJα (D.0.1)

ここで，実数 f0, giα が有限になるかどうかは，系がもつ結晶対称性を満足するようにして決定さ
れる．スピン流演算子を速度演算子とスピン演算子の反交換から定義すると

jαi = f0kiJα + giα (i = x, y), (α = x, y, z) (D.0.2)

で与えられる．ここで，後ほど (001)面に射影する場合を考えたいため，面内方向のスピン流のみを考
えた．次に超伝導状態を考える．ここでは，クラスDIIIのトポロジカル超伝導を考えることにする．
南部自由度を τi (i = x, y, z)で表すと，時間反転対称性がある場合，BdGハミルトニアンは τzに比
例する項と τxに比例する項の和で書くことが出来る（H(k) = h(k)τz+∆(k)τx，∆(k)はペアポテン
シャル）．このとき，時間反転演算子Θと粒子正孔演算子CはそれぞれΘ ≡ −iJyK, C ≡ −iJyτyK
で定義される．超伝導状態においてスピン流演算子を定義すると，スピン流の時間反転対称性より，

jα,BdG
i = [f0kiJα + giα] τz (i = x, y), (α = x, y, z) (D.0.3)

となる．この式は粒子正孔対称性 Cjα,BdG
ki

C−1 = −jα,BdG
−ki を満たしていることが分かる．もちろ

んこの演算子を表面に射影した場合も，粒子正孔対称性を有しているはずである．ここで，BdG

ハミルトニアンH(k)のゼロエネルギー状態を用いた表面（(001)面）への射影を k · p摂動論から
考える．まず，(001)面に n回回転対称性が存在する場合（n ≥ 2），H(0, 0, kz)は J に対して対角
的になっている．すなわち，Γ点周りの k · p摂動で考える BdGハミルトニアンとその固有状態は
Jz の固有値 jz で分割できる．すなわち，ゼロエネルギー状態が存在するならば，それらは同時に
Jz の固有状態でもあり，固有値 jz でラベル付けできる．また，付録 Aでも述べたように，ゼロエ
ネルギー状態はカイラル対称性 τy = ΘC の固有状態でもある．したがって，Jzτ0 と J0τy は交換
するので，ゼロエネルギー状態をこれらの固有状態の直積として

|ujzτ ⟩ = |ϕjz ⟩ ⊗ |ψτ ⟩, (D.0.4)
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のように表すことができる．τ = ±1はゼロエネルギー状態のカイラリティを表す．ここで，時間
反転によって Jz の固有値とカイラリティーの符号は反転する（カイラル演算子と時間反転演算子
は反交換するため）ことに注意する．以上より，1次摂動の範囲で表面におけるスピン流演算子
jα,surfacei の表式は，行列要素

⟨ujzτ |jα,BdG
i |uj

′
z

τ ′ ⟩ (D.0.5)

を計算すれば求めることができる．
まずゼロエネルギー状態が 2つ（すなわち，マヨラナ準粒子が 2つ）しか存在しない場合を考
える．このとき，これらのゼロエネルギー状態はクラマース対を組む．すなわち，ゼロエネルギー
状態 |ujzτ ⟩に対して，もう 1つの状態はその時間反転Θ|ujzτ ⟩ ∝ |u−jz−τ ⟩で与えられる．したがって，
各々の行列を計算すると，対角要素に関しては

⟨ujzτ |jα,BdG
i |ujzτ ⟩ = ⟨ψτ | ⊗ ⟨ϕjz | [f0kiJα + giα] τz|ϕjz ⟩ ⊗ |ψτ ⟩

∝ ⟨ψτ | ⊗ ⟨ϕjz | [f0kiJα + giα] |ϕjz ⟩ ⊗ |ψ−τ ⟩

= 0 (D.0.6)

となる．ここで，τz はカイラル演算子 τy と反交換するため，τz|ψτ ⟩ ∝ |ψ−τ ⟩となることを用いた．
次に非対角要素を考えると

⟨ujzτ |jα,BdG
i |u−jz−τ ⟩ = ⟨ψτ | ⊗ ⟨ϕjz | [f0kiJα + giα] τz|ϕ−jz ⟩ ⊗ |ψ−τ ⟩

∝ ⟨ψτ | ⊗ ⟨ϕjz | [f0kiJα + giα] |ϕ−jz ⟩ ⊗ |ψτ ⟩

∝ ⟨ϕjz | [f0kiJα + 0] |ϕ−jz ⟩

∝ ki (D.0.7)

ここで，カッコの中の第 2項目は J について単位行列であるので 0となる．すなわち，以上の議
論から，マヨラナ準粒子が 2つしかない時（マヨラナクラマース対が 1対のみの時）は，kの 0次
のスピン流は現れないことが分かる．
次に，マヨラナクラマース対が 2対存在するときを考える．この場合，同様の議論からクラマー

ス対間の対角要素や非対角要素からは kの 0次の項は現れない．しかしながら，非クラマース対間
の行列要素を考えると

⟨ujzτ |jα,BdG
i |ujz−τ ⟩ = ⟨ψτ | ⊗ ⟨ϕjz | [f0kiJα + giα] τz|ϕjz ⟩ ⊗ |ψ−τ ⟩

∝ ⟨ψτ | ⊗ ⟨ϕjz | [f0kiJα + giα] |ϕjz ⟩ ⊗ |ψτ ⟩

∝ ⟨ϕjz | [0 + giα] |ϕjz ⟩

∝ k0 (D.0.8)

のように kの 0次の項が有限に残りえる．したがって，2対のマヨラナクラマース対が存在すると
きは，kの 0次のスピン流が表面に現れても良い．これは歪みに対しても同様である．確かに本文
中の表式（例えば表 3.2.1）をみると，非クラマース対間の行列要素に kの 0次の成分をもつよう
な（そしてクラマース対間の要素には 0次の成分をもたない）行列になっている．
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