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1 序論

1.1 研究背景
航空宇宙および機械，建設，医工学など，工学分野全般において異種材料を組み合わせた
構造 (マルチマテリアル化)によるものづくりは，構造のさらなる高強度化や軽量化を実現す
る技術として注目されている．例えば，自動車産業では，エネルギー使用量及び CO2排出
量削減を図るため，図–1.1のように，車体のボディ骨格構造を複数材料で作ることで，実用
化に向けた研究開発が行われている 1)．また，土木工学分野では，従来の橋梁に異種材料で
ある繊維強化プラスチック (FRP)を用いて，軽量化および強度と耐食性の改善を図った事例
や，橋梁用高降伏点鋼板 (SBHS)と呼ばれる高性能鋼材と普通鋼の両方を用いることによっ
て，全体鋼重と建設コストを大幅に削減したといった事例が存在する．それに加え，3Dプ
リンタによる積層造形 (Additive Manufacturing: AM)技術もまた，新しい製造・生産システ
ムを担う革新的な基盤技術として注目されており，近年幅広い産業分野で導入が進んでいる
2), 3)．3Dプリンタの長所は，複雑形状でも容易に造形できるため，目的に見合った合理的
な構造を造形できることにある．さらに，2種類以上の材料を同時に用いるマルチマテリア
ル 3D プリンタの研究開発も進められている 4), 5)．以上のようなマルチマテリアル化と 3D

プリンタという 2つの技術を用いることで，例えば「高剛性化」と「軽量化」のように，ト
レードオフの関係にあるような性能要求を満たすとともに，これまでの経験や常識にとらわ
れない斬新な構造を生み出す可能性を秘めている．
前述したマルチマテリアル化は，各々の材料の優れた物性 (重量，剛性，熱膨張率，強度
など)を考慮して，材料を適材適所に配置することで構造軽量化を可能にする，先端的な設
計によって達成される．しかし，ここでの最大の課題はその設計の難しさにある．つまり，
「どの材料をどこに配置するか」という問題に対しては無限数の設計パターンがあるため，
それを帰納的なアプローチで対処することは容易ではない．こうした作業を軽減する方法と
して，コンピュータを活用したものづくり (Computer Aided Engineering: CAE)が注目され

図–1.1 マルチマテリアル化技術による軽量車体の開発 1)
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図–1.2 マルチマテリアルトポロジー最適化を使った車体構造の試行検討 1)

ている．特に，構造解析を応用した逆解析によるアプローチ，すなわち構造最適化をマルチ
マテリアル構造設計に適用することは工学的に有効である．
数ある構造最適化手法の中でも，最も高い自由度をもつ設計シミュレーション技術がトポ
ロジー最適化 6) である．トポロジー最適化とは，数理最適化理論によって材料の最適配置や
構造の最適形状を物理・数学的根拠に基づいて決定する手法であり，構造の位相幾何 (トポロ
ジー)が変化するように設計変数を定義するのが特徴である．トポロジー最適化は過去約 30

年に渡って盛んに研究されており，これまでに level-set法 7)∼13)，MMC (Moving Morphable

Components)手法 14)，フェーズフィールド手法を用いたトポロジー最適化 15)∼19)，トポロジ
カルデリバティブ 20) ，密度法 21)∼26) といった手法が提案されている．また，トポロジー最
適化は物理的に複雑な問題にも適用可能であり 27)∼32)，その活用事例も多く報告されている
33)∼35)．さらに近年では，トポロジー最適化を複数材料モデルに拡張したマルチマテリアル
トポロジー最適化の研究が盛んに行われ，数多くの研究が報告されている 36)∼50)．自動車産
業では，図–1.2のような車体の開発で，複数の材料配置の検討を行うために活用されている
1)．
しかし，マルチマテリアルトポロジー最適化の理論は，未だに多くの課題を抱えている．
その主たる要因は，複数材料を組み合わせることで生じる材料界面を数理的に取り扱うこと
が難しいという点にある．特に有限要素法に基づくトポロジー最適化では，基本的に固定の
有限要素メッシュを用いるため，最適化計算の中で都度変化する界面形状を原理的にも表現
しづらい方法だといえる．そのような扱いの特殊さが数理的扱いの困難さを助長していると
考えられる．そのため，界面を実用的な範疇で表現するための手法の開発が望まれるが，著
者らの知る限り，それを満足する，材料界面を考慮したトポロジー最適化手法の研究は数少
ない．
一方で，材料界面は熱破断，腐食など構造の弱点となりやすく，応力集中が発生し，それ
が原因で剥離が生じるなど力学的な問題を起こしやすいことから，これを考慮することは工

2



学的に有意義である．以上で挙げたような背景から，材料界面の物性および強度を考慮する
ためのマルチマテリアルトポロジー最適化手法が求められている．

1.2 界面を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化に関する先行研究
マルチマテリアルトポロジー最適化は，前述のトポロジー最適化と同様に level-set法に基
づく形状最適化 36), 37)，MMC手法 38)，密度法によって，その構造幾何が表現されている．中
でも密度法は，有限要素法と相性が良いことから扱いやすく，数多くの手法が提案されてお
り，拡張 SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization)法 39)−43) や ordered SIMP法 44)，
DMO (Discrete Material Optimization)45)−48)，BESO (Bi-directional Evolutionary Structural

Optimization) 法 49), 50) などがこれまでに提案されている．対象としている性能・問題もま
た，軽量化 43)，剛性最大化 44), 46)，熱応力 47)，熱伝導 49)，動的問題 50) と多岐にわたる．そ
の一方で，上述した手法では，異種材料間の界面は考慮されておらず，完全接着を仮定した
モデルといえる．
材料界面の物性を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化に関する研究について
は，Liu ら 51), 52) の XFEM53) を活用して凝集体モデルを材料界面に取り入れるといった，
level-set法ベースのマルチマテリアルトポロジー最適化手法が提案されている．Liuらの手
法によって得られた最適構造は，材料界面の耐損傷性能に着目しているが，非線形材料構成
則を用いていることから，非常に複雑な問題設定となっている．一方，密度法は本来材料
界面を明示的に表現することができない手法であるが，最近では研究報告文 54)−56) のよう
に，密度法であっても界面を表現する手法が提案されている．このような表現法を用いて，
例えば積層造形における幾何学的な製造制約を与える手法が Luoら 57) によって提案されて
いる．また，Luoら 58) や Huら 59) によって，周期境界条件におけるミクロ構造の結合性を
考慮したミクロ-マクロ同時トポロジー最適化への展開がされている．さらには，Clausenら
54) が示した “graded interface” と呼ばれる手法をマルチマテリアル材料モデルに拡張し，
材料界面の特性を考慮できるようにしたマルチマテリアルトポロジー最適化手法も提案さ
れている 61)∼64)．Faureら 61) や Baiら 64) は level-set法に基づく形状最適化，Chuら 62) や
Jungら 63) は密度法によるトポロジー最適化に，それぞれ graded interfaceの概念を取り入
れている．これらの手法では，一般的に不連続で表現されることが多い材料界面を，一定の
幅を持ち，滑らかな遷移的な界面として取り扱っている．このような材料界面が一定の幅を
持つという仮定は，接着剤による異種材料の接着を想定した設計に対して有用であると考え
られる．また，3Dプリンタを使った製造や加工方法によっては，構造内における異種材料
界面は突然変化するものではなく，図–1.3に見受けられるような階調的な界面遷移であり，
それに伴い物性遷移もまた非単調であるといった研究も Kiebackら 60)，Faureら 61) によっ
て報告されている．よって，材料界面が一定の幅を持つといった仮定は，このような製造や
加工方法に対しても有用なものであるといえる．トポロジー最適化の分野では，レベルセッ
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図–1.3 上) WC-Cu-Mn合金におけるWC粒子濃度の顕微鏡写真 60) ,下)材料界面の遷移に
関する模式図

ト関数の等高線によって不連続な材料界面を記述できるという利点から，材料界面に関係す
る問題の解決には，実際には level-set法ベースの最適化手法が望ましい一方で，上述したよ
うな傾斜界面を考慮したトポロジー最適化手法に関する研究報告は，依然として少ないのが
現状である．
他方で，材料界面の強度に関しては，発生応力を許容値以下に抑えることが重要であるた
め，応力制約を考慮した最適設計のアプローチが参考になる．応力制約付きトポロジー最適
化に関する研究については，Duysinxらの論文 65) をはじめとして，様々な研究 66)−75) が報
告されている．Kirsch66)，Rozvanyら 67)，Rozvany68) は，トラス部材を用いた応力制約付き
トポロジー最適化において，解の特異性が原因で局所的最適解に陥ってしまうという問題を
指摘している．このような問題は，連続体を仮定したトポロジー最適化でも同様に発生する
ことが，Duysinxら 65) の他に，Leら 69) や Holmbergら 70) によっても報告されている．ま
た，応力制約は応力を算出した点と同じ数だけの制約条件式が必要になるため，最適化問題
で扱うことが難しく，応力値の最大値を最小化するような目的関数が Kiyonoら 71) によっ
て提案されているほか，p-meanと呼ばれる応力制約式の集約方法が Verbartら 72) によって
提案されている．近年では，応力制約をラティス構造 73)，コンプライアントメカニズム 74)，
動的問題 75) へ適用するといった，応用的な展開もされている．
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上述した問題も含め，応力制約を与えた構造最適化問題では，(i)解の特異性, (ii)局所制
約条件の数, (iii) 問題の非凸性という 3 つの大きな問題点があることが知られている．(i)

は，構造最適化において，部材の断面積が 0 に近づくことで局所的に大きな応力が発生す
る特異点現象の問題である．トポロジー最適化では，それを緩和するために ϵ-relaxation76)

や qp-relaxation77) といった手法が提案されている．(ii)は，応力制約付きトポロジー最適化
問題を解く際，応力を算出した点と同じ数だけの制約条件式が必要になるため，膨大な数の
制約条件式が必要となるという問題である．制約条件式が多い問題は数理最適化のアルゴ
リズムで解くことが難しいため，p-norm関数 78) や KS (Kreisselmeier–Steinhauser)関数 79)

といった集約関数を用いて制約条件式を 1つにまとめるといった対処法が提案されている．
(iii)の問題については，目的関数や制約条件式の非凸性が顕著となる場合に生じやすく，最
適化数学共通の問題といえよう．
なお，上述した手法 65)−79) は，すべて空隙と 1種類の固体材料という 2相材料を対象とし
たものであるが，これを 3相材料以上のマルチマテリアル材料モデルに展開した手法も提案
されている 80)−83)．しかし，これらの手法は母材である固体材料の強度のみを対象とし，材
料界面の強度は考慮していない．それとは対照的に，Liuら 84) や Huら 85) は，界面の強度
のみを考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化手法を提案しているが，実設計において
そのような条件設定は現実的ではない．そのため，マルチマテリアル設計においては，固体
材料および材料界面の両方の強度を考慮することが重要であるが，それに挑戦した研究報告
は著者の知る限り見当たらない．

1.3 本研究の主題と位置付け
以上の背景から，本研究では各固体材料およびその界面の応力値が各々の材料強度および
界面強度を満足するようなマルチマテリアルトポロジー最適化手法を開発する．具体的に
は，載荷点における剛性最大化問題を，荷重一定のもと平均コンプライアンス最小化問題と
して解く．したがって，得られる結果は，載荷点における変形量が小さい（剛性が高い）結
果となる．さらに，固体材料と材料界面それぞれに応力制約を与えることで，構造の剛性は
若干低下するものの，最大応力値を制御することが可能となる．このような設計条件下で得
られる構造は，材料の使用量が制限された中で，ある荷重に対して固体材料の変形挙動が弾
性域に留まり，界面の負荷も損傷・破壊に至らない程度に抑えられるような構造である．
本手法に関して検証すべき項目として，解析的に計算される感度の精度，顕著な非凸性を
有する最適化問題に対する勾配法アルゴリズムの有用性，パラメータやメッシュ解像度，材
料界面の物性の変化による最適計算結果の変化，得られた最適構造の性能比較などが挙げら
れる．よって本論文では，いくつかの典型的な数値計算例を用いて上述した項目について検
証を行うことで，種々の設計問題に対する本手法の適用可能性を確かめるとともに，提案手
法の妥当性および有用性，信頼性を示し，現状の問題点，克服すべき課題や今後の展望につ
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いても明らかにする．

1.4 本論文の構成
本論文の以降の章立ては，以下に示す構成とする．

• 第 2章　トポロジー最適化の基礎
• 第 3章　固体材料および界面物性を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化
• 第 4 章　固体材料および材料界面の強度を考慮したマルチマテリアルトポロジー最
適化
• 第 5章　結論

第 2章では，一般的なトポロジー最適化の基礎理論についてまとめ，後に続く応用的なマ
ルチマテリアルトポロジー最適化理論を記述するための準備とする．具体的には，本研究の
基盤となる密度法による材料表現法と設計空間の緩和法，最適化理論およびフィルタリング
手法について簡単に説明する．
第 3，4 章ではそれぞれ主題の異なる適用・検証例を扱う．これらの章に共通するのは，
フィルタリング手法を応用した材料界面の表現法およびその適用である．また，適用対象に
まつわる先行研究を整理し，使用する最適化材料モデル，材料界面の表現法，最適化問題の
定義，感度解析と順に理論の構築を進め，解析的感度の妥当性検証を経て，最後に最適化計
算例を紹介する．
第 3章では，固体材料と界面の物理的特性を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化
手法を開発する．ここでは，界面を密度法ベースの手法で表現するために，Helmholtz型偏
微分方程式による密度フィルタリングを活用した 2段階フィルタリング手法を導入し，仮想
的な材料界面の界面体積比率を定義する．また，複数材料のトポロジー最適化に起因する問
題の非凸性に対処するため，DMO45)−48) と呼ばれる材料体積比率に応じた材料内挿関数を
用いることで，構成材料の可換性を保持できるように試みる．目的関数は，外荷重一定とい
う条件下での剛性最大化であり，これを平均コンプライアンス最小化と等価な問題として扱
う．この問題を解くために，目的関数と制約条件の設計変数に対する感度を導出する．提案
手法の有用性は，いくつかの数値計算例を通じて検証し，得られた最適化計算結果について
議論する．
第 4章では，第 3章の内容を拡張し，固体材料と界面の両方の強度を考慮したマルチマテ
リアルトポロジー最適化手法を提案する．ヤング率と強度の複数の因子を同時に考慮するた
めに，第 3章で示した，係数が等価に与えられる DMO型材料内挿関数を適用する．また，
応力制約付き構造最適化問題で発生する解の特異点の問題を解決するために，DMO型材料
内挿関数に適応した応力の定義式を提案する．さらに，引張/圧縮非対称界面強度規準を導
入することにより，界面に負荷が掛かりにくい最適な構造が得られる．本論文で提案する手
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法の妥当性および有用性は，5つの構造モデルを使った数値計算例で検証を行う．
第 5 章では，本研究で得られた結論および克服すべき課題や今後の展望について総括
する．
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2 トポロジー最適化の基礎理論

2.1 概要
構造解析においては，与えられた構造幾何および荷重・拘束といった境界条件のもとで，
力学の法則に従って変位やひずみ，応力などの構造挙動が計算される．ここで，未知量であ
る変位やひずみ，応力を求めるために，構造幾何すなわち構造の形状は既知のものとして与
えられる．この構造解析を応用すると，構造が満たすべき条件や目的のもと，自由に変化し
得る設計領域を設定することで，未知の構造形状を逆解析的に決定することが可能になる．
これを構造最適化といい，経験的に設計することが困難な構造物の設計に広く用いられて
いる．
最適設計の理論は，構造力学の起源ともいえる，Galileo–Galilei (1564-1642) の著書

“Discorsi” において初めて紹介され，そこでは片持ち梁の形状最適化問題について触れら
れている．構造最適化に関する初期の成果には，MaxwellとMichellによるものがある．ま
ず，Maxwellは 1872年に，利用可能な弾性理論の概念を用いて橋梁構造の構造最適化を研
究し，応力場とその方向を計算した．その後，1904年にMichellがMaxwellの理論を用いて
様々な研究事例に適用し，構造の最適解を求めた 86)．これらの研究成果は，その後の構造最
適化の研究に大きな影響を与えるものとなった．その後，Prager87) や Rozvanyと Prager88)

の研究で解析的手法による最適性規準法 (Optimality Criteria method: OC法)に基づく手法
が紹介され，構造最適化がより一般的なものへと近づくこととなった．
構造最適化の分類は，一般に図–2.1に示す 3つに大別することができる．寸法最適化は長
さや厚さなどといった部材の寸法を，形状最適化は構造の境界部の形状を変化させることで
構造幾何を改善する方法論であるが，これらはその設計範囲の制限のために，構造の基本形
状を変更するまでには至らない．一方，これらのように幾何学的な制限を受けることなく，
設計領域に穴を生じるなど構造の位相 (トポロジー) までも変化させ得るような構造最適化
がトポロジー最適化 6) である．図–2.2は，Michell structureと呼ばれ，Michell86) が力学原
理に従い解析的に導いた最適構造と，Wuら 89) が同様な条件下でトポロジー最適化によっ
て導いた最適構造である．この図から，トポロジー最適化計算が，解析解に対して高い再現
度で最適解を導く信頼性の高い構造最適化手法であるといえよう．

2.2 材料表現法を用いたトポロジー最適化
トポロジー最適化は，図–2.3に示すように，幾何学的表現法と材料表現法に分類すること
ができる．幾何学的表現法は，ある構造の内外境界部を変化させることで構造全体の最適な
位相を決定するものである．この方法は，図–2.3(a) のように，構造境界部の滑らかな形状
を明確に表わすことができるという長所がある．幾何学的表現法として，level-set法 7)∼13)，
トポロジカルデリバティブ 20)，フェーズフィールド手法を用いたトポロジー最適化 15)∼19)
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図–2.1 構造最適化の分類

図–2.2 上) Michell86) によって導かれた最適解の例, 下) Wu ら 89) によって再現されたトポ
ロジー最適解
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の研究が盛んである．一方，材料表現法は，設計空間 Ωs において，任意の点 xが材料の存
在する領域 Ωm に位置するか否かでその位相を決定する方法である．材料表現法における材
料の有無は，特性関数 χ (x)を導入して，以下のように表せる．

χ (x) =

 0 → no material : ∀x ∈ Ωs\Ωm

1 → material : ∀x ∈ Ωm
(2.1)

この方法は，図–2.3 (b)に見られるように，一般的な有限要素メッシュで離散化すると境界
部がジグザグ形状になるという問題がある．しかし，幾何学の特殊な知識を必要とする幾何
学的表現法に対し，材料表現法は理論が単純で応用が比較的容易であることから，今日の汎
用ソフトで最も一般的に用いられている．以上の特徴を踏まえて，本研究においては材料表
現法を選択する．
材料表現法を用いたトポロジー最適化は，空隙 (void)と固体材料 (solid)の境界における
不連続性から，いわゆる“0-1”整数値問題を伴う．このままでは解の一意性と安定性を損
なうため，この不良設定問題 (ill-posedness)を良設定問題 (well-posedness)へ置き換える処
置が行われる．これを正則化 (regularization) といい，これまで正則化のために，実用性や
物理的整合性を考慮した様々な材料モデルが提案されてきた．その代表的なものとして，
hole-in-cell microstructures6) や the layered-microstructures21), 90) などが挙げられる．一方，
簡易な方法として SIMP法 22) が知られており，これは連続的なべき関数によって不連続な
0-1間を内挿する手法である．SIMP法について，例えば，有効ヤング率 Eeff をある要素の
密度 ρ (0 ≤ ρ ≤ 1)を設計変数とみなして以下のように表せる．

Eeff = ργEsld + (1 − ργ) Evoid (2.2)

ここで，Esldと Evoidは，それぞれ固体材料および仮想的な空隙のヤング率であり，Esld ≥ Evoid

の関係を満たすことが要請される．また，γは物理的意味を保証しないべき乗数であり，こ
の γ を適切な値に設定することで最適解への収束を早めるとともに，最終的に明確な 0-1

配置を得ることができる．加えて，SIMP法には少ない計算量で済むという利点もあり，そ
の簡便さからトポロジー最適化の研究で広く用いられている．しかし，前述した微視的な
特徴を持つ材料モデルを想定する場合と異なり，便宜的に適当なべき乗数を用いるために，
SIMP法により正則化された材料のうち 0-1間の値，いわゆるグレースケールの状態におい
ては物理的な解釈を求めることはできないことに注意しなければならない．
式 (2.2)で表した 2相材料モデルにおける材料内挿関数は，設計変数の種類を増やすこと
で，3相以上の材料モデルへ拡張することができる．例えば，DMO型材料内挿関数 45)−48)

を用いた場合の有効ヤング率 Eeff は次式のように表される．

Eeff =
(
s(1)
)γ (

1 −
(
s(2)
)γ)

E(1) +
(
s(2)
)γ (

1 −
(
s(1)
)γ)

E(2) + Evoid (2.3)

ここで，s(1), s(2) は設計変数を表し，E(1), E(2) は 2 種類の固体材料のヤング率を表す．図
–2.4では，空隙および固体材料の 2相からなる材料最適化と，空隙および 2つの固体材料の
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図–2.3 表現法によるトポロジー最適化の分類

3相からなる材料最適化の概念を比較して示している．なお，ここでは２次元の四辺形要素
を想定している．図–2.4(a)より，式 (2.2)のような空隙と固体材料の 2相材料モデルでは，
設計変数 ρ が各有限要素に 1 つずつ定義され，設計変数は正規化された材料密度とみなす
ことができる．一方で，図–2.4(b)より，式 (2.3)のような 3相材料モデルに拡張されること
で，各有限要素に定義される設計変数が 2つに増え，空隙の他に異なる 2種類の固体材料を
表現することが可能になる．

2.3 最適化問題とその解法
ここでは，トポロジー最適化問題を解く上で必要となる，最適化問題および感度の定式化
について概説する．一般的な制約付き最適化問題は，以下のように定式化される．

minimize f (s) ; f (s) ∈ R
subject to h (s) = 0 ; h (s) ∈ Rnh

g (s) ≤ 0 ; g (s) ∈ Rng

s = {si (i = 1, . . . , n) | sL ≤ si ≤ sU} (2.4)

ここで，f (s)は目的関数，h (s)は等式制約関数，g (s)は不等式制約関数であり，これらはま
とめて設計関数と呼ばれる．Rは実数を意味し，nh および ng はそれぞれ等式制約条件 h (s)

と不等式制約条件 g (s)の個数を表す．また，sは設計変数であり，最適化問題はこの sにつ
いて解かれることになる．ここで nは設計変数の個数，sL および sU は設計変数の下限値お
よび上限値である．
トポロジー最適化において，設計変数 sは設計領域内に分布する使用材料密度 (あるいは，
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図–2.4 材料表現法による 2相および 3相材料の概念図

微視的な使用材料体積比率)として定義される．仮に sが整数値ベクトルで定義される場合，
不連続で滑らかでない整数値問題となり，進化的戦略法や遺伝的アルゴリズムのような確率
論的手法によって解かねばならず，この場合，一般に計算量が膨大となることがよく知られ
ている．一方で，SIMP法などが導入された滑らかな最適化問題では，式 (2.4)の全ての設
計関数が設計変数 sに関して滑らか，すなわち微分可能となり，数理計画法や最適性規準法
のような勾配基本法によって数理最適化問題を解くことができる．この方法を用いる場合，
目的関数 f (s)および制約条件 h (s), g (s)について，設計変数 sに対する勾配 d f /dsi および
dh/dsi , dg/dsi を求める必要がある．この勾配を感度といい，感度を求める過程を感度解析
(sensitivity analysis)という．
構造最適化問題で設計関数として設定されるのは，設計目的や設計条件に相当する何らか
の物理量である．本研究で扱う FEMを応用した構造最適化の場合，有限要素を用いて変位
場を離散化した節点変位ベクトル uが，連立方程式の解として計算される．式 (2.4)の設計
関数が，このような数値解 uの汎関数として与えられるとき，最適化問題は以下のように表
される．
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minimize f (u(s), s) ; f (u(s), s) ∈ R
subject to h(u(s), s) = 0 ; h(u(s), s) ∈ Rnh

g(u(s), s) ≤ 0 ; g(u(s), s) ∈ Rng

R(u(s), s) = 0 ; R(u(s), s) ∈ Rnu (2.5)

ここで，Rは有限要素解析における残差ベクトル関数であり，R = 0は釣り合い式や材料構
成則から導かれた有限要素方程式である．この問題の目的関数 f (u(s), s)の設計変数感度の
評価式は，連鎖律を用いて以下のように展開できる．

d f
dsi
=
∂ f
∂u
∂u
∂si
+
∂ f
∂si

(2.6)

ここで，d f /dsi は i (i = 1, 2, . . . , n)番目の有限要素における目的関数 f (s)の感度である．節
点変位 u(s)は設計変数 sに依存して変化する方程式 R(u(s), s) = 0の解であり，設計変数に
対し陰的に依存する関数と見なされる．ゆえに，節点変位感度 ∂u/∂si の計算は代数計算の
みで定式化できない陰的な微分項である．陰的な微分項を計算するためには，一般的に「設
計変数の数」だけ構造解析を実施する必要があり，結果として膨大な計算量となる．これを
回避するために，随伴変数法 (Adjoint Variable Method: AVM)に基づく感度解析によって，
陰的な微分項 ∂u/∂si を数学的操作によって消去するといった対策が講じられる．
次に，式 (2.4)を解くことを考える．Lagrangeの未定乗数法より，次式のような Lagrangian

を作る．
L = f (s) + λ0h(s) +

n∑
i=1

{λ−i(−si + sL
i ) + λ+i(si − sU

i )} (2.7)

ここで，λ0, λ−i, λ+i は Lagrange未定乗数である．なお，ここでは簡単のため，制約条件式
の数は，等式制約関数式の数を 1，不等式制約関数式の数を 0，すなわち，nh = 1, ng = 0と
して考える．式 (2.7)から，非線形計画法において 1階導関数が満たすべき最適条件，すな
わち KKT条件 (Karush-Kuhn-Tucker condition)を次式のように得る．

∂L
∂si
=
∂ f (s)
∂si

+ λ0
∂h(s)
∂si
− λ−i + λ+i = 0 (i = 1, . . . , n) (2.8)

∂L
∂λ0
= h(s) ≤ 0 (2.9)

∂L
∂λ−i

= −si + sL
i ≤ 0 (i = 1, . . . , n) (2.10)

∂L
∂λ+i

= si − sU
i ≤ 0 (i = 1, . . . , n) (2.11)

λ0h(s) = 0 (2.12)

λ−i

(
−si + sL

i

)
= 0 (i = 1, . . . , n) (2.13)

λ+i

(
si − sU

i

)
= 0 (i = 1, . . . , n) (2.14)

λ0 ≥ 0, λ−i ≥ 0, λ+i ≥ 0 (i = 1, . . . , n) (2.15)
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図–2.5 チェッカーボードパターン 91)

上式のような KKT条件を満たす最適解 s∗ を得るための解法の中でも，トポロジー最適化で
最も基本的なものが OC法とMMAによる最適化アルゴリズムである．

2.4 チェッカーボードパターンおよびフィルタリング手法
密度法によるトポロジー最適化計算には，チェッカーボードパターン 91) やグレースケー
ルなどといった数値的な問題が存在する．チェッカーボードパターンとは，図–2.5に見られ
るような非常に複雑な形状パターンを指し，数値的に特異な状態が最適解として得られてし
まう現象である．このような現象が起こるのは，有限要素法において 1 次要素を用いた際
のチェッカーボードパターンの分布が，せん断方向に対して比較的高い剛性を有するためで
ある．このようなチェッカーボードを避けるために，2 次要素といった高次要素を用いる，
あるいは選択型低減積分要素を用いるなどといった対策が考えられる．しかし，これらの
対処法では，せん断方向の剛性が 1次要素を用いた場合より比較的小さくなるだけであり，
チェッカボード問題の解決を保証するものではない．以上のことから，後に説明するフィル
タリングと呼ばれる設計空間の平滑化手法 (smoothing)によって，チェッカーボードの問題
を回避することが効果的である．
フィルタリングとは，前節で示したようなチェッカボードパターンを回避するために，隣
接する設計変数間で不連続な値を取らない，すなわち，連続性が担保された仕組みを与える
手法である．フィルタリングの操作には，大きく分けて感度フィルタと密度フィルタが存在
する．まず，感度フィルタについては，目的関数 f の設計変数 si に対する真の感度 d f /dsi

を平滑化し，その平滑化された感度 d f̃ /dsi を用いて最適化計算を行う方法である．一般的
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な感度フィルタは，次式のように定義される 92)．

d f̃
dsi
=

∑
l∈Mi

W(xl)sl
d f

dsl
/Vl

si

Vi

∑
l∈Mi

W(xl)

(2.16)

ただし，V j は有限要素の体積である．W(xl)は重み関数であり，着目する要素中心の座標 xi

と，周囲の要素中心の座標 xl の関数で表される．これは，フィルタ半径 Rを用いて次式の
ように表される 93), 94)．

W(xl) = R − ||xl − xi|| (2.17)

W(xl)は，他に Gauss分布を利用したものも存在する 95), 96)．図–2.6は，フィルタの影響範
囲について示した概念図であり，ある要素 iを中心とした領域 Mi の中に存在する要素 lと
の関係を示している．
一方で，密度フィルタは真の設計変数 si に対して行う方法であり，平滑化された設計変数

s̃i は，次式のように表される 93), 94)．

s̃i =

∑
l∈Mi

W(xl)slVl∑
l∈Mi

W(xl)Vl
(2.18)

感度フィルタは，目的関数の感度を計算した後にそれを平滑化するのに対し，密度フィルタ
は，構造解析を行う前に設計変数を平滑化することで，設計空間そのものの平滑化を行う．
以上のようなフィルタリング操作を行うことで，チェッカーボードの問題を回避できるほ
か，メッシュ依存性を軽減できる．さらには，ヘヴィサイド関数を用いた写像 (projection)

を行うことで，最適化結果におけるグレースケールの除去も可能となる 97)．
図–2.7は，片持はりの構造モデルで密度フィルタのフィルタ半径 Rとメッシュサイズを
変更して平均コンプライアンス最小化の最適化結果を比較して示したものである．ここで
は，空隙と固体材料の 2相材料の SIMP法を用い，ヤング率を Evoid = 10−4, Esld = 10とし
て，設計領域に対して 35%の材料体積となるように等式制約条件を与えている．設計領域
のスケールは横 150，縦 100 とした．なお，本論文では煩雑を避けるため，長さやヤング
率，応力に関する単位は記載しない．実際には，本論文を通して応力とヤング率は GPa，長
さは mm，荷重は kNとして計算を行っている．図–2.7(a)は，フィルタ半径を R = 0，すな
わち，フィルタリング操作を行っていない場合の結果である．図–2.7(b)，(c)では，フィル
タ半径にそれぞれ R = 2, R = 5を与え，図–2.7(d)ではメッシュの解像度を他 3ケースより
高くし，R = 2 として計算を行っている．図–2.7(a) と (b) を比較して，フィルタを与える
ことで，チェッカボードパターンのない結果が得られていることがわかる．図–2.7(c)では，
フィルタ半径 Rの値を大きくすることで，より単純なレイアウトが得られている．また，図
–2.7(b) と (c) を比較して，メッシュの大きさに対して比較的大きいフィルタ半径を与える
と，図–2.7(c) のようにグレースケールがやや多く残る結果が得られる．このグレースケー
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図–2.6 フィルタの影響範囲

ルは，先にも述べたしきい値関数を用いた projectionによって，ある程度除去することがで
きる．最後に，図–2.7(b)と (d)を比較して，異なるメッシュサイズでも，同じフィルタ半径
Rの値を与えることで，ほとんど同じトポロジーが得られていることがわかる．以上のこと
から，密度フィルタによってチェッカボードが出現しない最適化結果を得ることができるこ
と，およびメッシュ依存性を軽減できることが確認できる．

2.5 Helmholtz型偏微分方程式による密度フィルタ
前節で説明したような密度フィルタに対して，Helmholtz 型偏微分方程式である変形

Helmholtz 方程式を解くことで，設計変数のフィルタリング操作を行うという手法が
Lazarovら 98) によって提案されている．この手法の長所は，一般的に用いられる密度フィ
ルタに比べて分散メモリによる並列化を行いやすい，複雑形状に対してもフィルタリング操
作を行うことができるといった点がある．さらに，次章で提案する界面表現法で，設計変数
の空間勾配をとるという操作を行う必要があり，有限要素法で離散化が可能である本手法と
相性が良い．以上のような点から，本研究でもこの Helmholtz 型偏微分方程式による密度
フィルタによって設計変数の平滑化を行っている．

Helmholtz 型偏微分方程式による密度フィルタは，次の変形 Helmholtz 方程式を同次
Neumann条件下で解くことで，陰的に設計変数をフィルタリングするという手法である．

−r2∇2 s̃ + s̃ = s with
∂s̃
∂n
= 0 on the boundary (2.19)

ここで，s, s̃はそれぞれフィルタリングを受ける前および後の設計変数である．r はフィル
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図–2.7 フィルタ半径 Rとメッシュサイズを変更したときの最適化結果の比較

タ半径 Rに関係する係数で，次式の関係を持つ．

R = 2
√

3r (2.20)

次に，式 (2.19)の弱形式化を行う．まず，式 (2.19)の両辺に δs̃をかけて全領域 V で積分
する． ∫

V
δs̃ ·
(
−r2∇ · (∇s̃) + s̃

)
dV =

∫
V
δs̃ · sdV ∀δs̃ (2.21)

上式左辺第 1項に Green-Gaussの定理を適応することで次式を得る．

r2
∫

S
−δs̃ ∂s̃
∂n

dS +
∫

V

(
r2∇δs̃ · ∇s̃ + δs̃ · s̃

)
dV =

∫
V
δs̃ · sdV ∀δs̃ (2.22)

上式に同次 Neumann境界条件 ∂s̃/∂n = 0を代入することで，次式のような変形 Helmholtz

方程式に対する弱形式が得られる．∫
V

(
r2∇δs̃ · ∇s̃ + δs̃ · s̃

)
dV =

∫
V
δs̃ · sdV ∀δs̃ (2.23)

次に，有限要素法における離散化を行う．メッシュ分割されていると仮定すると，式（2.23）
の体積分は各要素の和で表すことができる.∑

i

∫
Vi

(
r2∇δs̃ · ∇s̃ + δs̃ · s̃

)
dV =

∑
i

∫
Vi

δs̃ · sdV ∀δs̃ (2.24)
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要素内で，δs̃, s̃は形状関数 Nを用いて次のように補間される.

δs̃ = Naδs̃a, s̃ = Nb s̃b (2.25)

ただし，a, bはそれぞれ δs̃, s̃を補間する形状関数 Nを区別するためのシンボルである．式
(2.24)に内挿関数の補間式 (2.25)を代入して式変形を行う.∑

i

∫
Vi

(
r2∇(Naδs̃a) · ∇(Nb s̃b) + (Naδs̃a) · (Nb s̃b)

)
dV =

∑
i

∫
Vi

(Naδs̃a) · sdV ∀δs̃a (2.26)

∑
i

δs̃a ·
[∫

Vi

r2∇Na · ∇Nb + NaNbdV
]

s̃b =
∑

i

δs̃a ·
∫

Vi

NasdV ∀δs̃a (2.27)

∑
i

[∫
Vi

r2∇Na · ∇Nb + NaNbdV
]

s̃b =
∑

i

∫
Vi

NasdV (2.28)

式 (2.28)を連立 1次方程式で表現すると，次式のようになる．

Kh(r)¯̃s = s̄ (2.29)

ただし，

Kh(r) =
∫
Ω

(
NTN + BTKh,i(r)B

)
dΩ (2.30)

Kh,i(r) = r2I (2.31)

ここで，s̄, ¯̃sはそれぞれフィルタリングを受ける前および後の設計変数の節点値ベクトルで
ある．Kh(r)は全体行列，Kh,i(r)は要素行列，I は単位行列である．また，N および Bは，
それぞれ有限要素法の一般的な形状関数と Bオペレータである．式 (2.29)における s̄, ¯̃sは
節点に割り振られた設計変数であるため，要素ごとに定義されている s, s̃との関係を示す必
要があり，それは T, T∗ を用いることで次式のように表される 99)．

s̄ = Ts (2.32)

s̃ = T∗ ¯̃s (2.33)

ただし，

T =
∫
Ω

NTdΩ (2.34)

T∗ =
∫
Ω

N∫
Ωi

dΩi
dΩ (2.35)

以上の密度フィルタリングの操作をまとめると，s, s̃の関係は次式のようになる．

s̃ = T∗K−1
h (r)Ts (2.36)
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2.6 最適化問題の計算フロー
本研究においては，目的関数および等式制約条件からなる設計関数がすべて設計変数に関
して滑らかであることを仮定し，感度解析に基づく勾配基本法を用いて最適化問題を解く．
一般的に，設計変数に対する設計関数の単峰性が担保されている，単純な最適化問題の場合
は OC 法による最適化アルゴリズムを用い，その限りでない場合は MMA と呼ばれるアル
ゴリズム 100), 101) を用いることが多い．OC法については付録 A.1を，MMAについては付
録 A.2をそれぞれ参照されたい．本研究の構造最適化問題の解法は以下のようにまとめられ
る．まず，構造解析を行った後，感度解析によって設計関数の感度を求める．次に，求めた
感度を最適化アルゴリズムへ入力し，設計変数を更新する．この一連の計算を設計変数が 0

または 1に 2値化されて収束するまで繰り返し，最終的に収束したと判定されたステップの
設計変数ベクトル s∗ の分布によって，設計領域における最適なトポロジーが示される．以
上の具体的なフローを図–2.8に示す．
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図–2.8 最適化問題の解法フロー
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3 界面の物性を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化

3.1 概要
本章では，材料界面の強度を考慮するためのマルチマテリアルトポロジー最適化手法の開
発に先立ち，界面の物性を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化手法の理論を構築
し，その検証を行う．
マルチマテリアルトポロジー最適化には，単一材料の一般的なトポロジー最適化に比べ設
計変数の数や種類が増えることで，最適化問題の性質として多峰性 (あるいは非凸性) が顕
著になり，その結果妥当な最適解を得にくくなるという問題がある．これを改善する方法と
して，各材料を定義する設計変数が互いに独立であること (独立性)，および各材料を定義す
る設計変数の順番 (あるいは材料の順番) を任意に入れ換えても同じ最適化結果となること
(可換性)を保証する材料モデルを構築することが挙げられる．この問題はマルチマテリアル
最適化問題における共通の課題といえるが，level-set法に基づくトポロジー最適化において
は，野田ら 103) が材料の可換性を保証するアルゴリズムを提案している．
一方，密度法に基づくマルチマテリアルトポロジー最適化については，先に紹介した DMO

型材料内挿関数が，この可換性・独立性の要件を満たす手法である．この DMO型材料内挿
関数の汎用性の高さと扱いやすさから，既に様々な研究が報告されている．例えば，Gaoら
46) は，各材料の使用体積量に自由度を持たせながら構造全体の重量制約を課す手法を提案
し，Zhangら 48) は，超弾性材料を対象としたアダプティブメッシング付きの手法を提案し
ている．
しかし，以上で紹介した先行研究では材料界面の物性は考慮されていない．複数材料を用
いた設計では材料界面は必然的に発生する一方で，応力集中や熱破断，電蝕といった現象が
発生しうる場所であり，構造の耐久性の観点で弱点となりやすい．よって，界面の物性を考
慮することは設計上重要である．
以上の背景から，本章では DMO型材料内挿関数をベースに，固体材料および界面の物性
を考慮するためのマルチマテリアルトポロジー最適設計手法を開発する．その際，第 1 章
でも言及した，Clausen54) らの graded interfaceと呼ばれる界面表現法の概念を発展させる．
この graded interfaceは数値計算上の汎用性が高く，既にメタマテリアルのマルチマテリア
ルトポロジー最適化 61) や界面の体積制約を与えたマルチマテリアルトポロジー最適化 62)

においても取り入れられている．特に，Chuらの手法 62) では，graded interfaceを応用し，
最適化計算途中で発生する材料界面を滑らかに表現することに成功している．しかし，Chu

らの手法では材料定義の可換性・独立性が保証されない材料モデルが用いられており，問題
設定によっては合理性に欠いた局所的最適解に陥る可能性が高い．
そこで，本章では DMO型材料内挿関数の特徴である材料定義の可換性・独立性を担保し
つつ，材料界面の物性を考慮したマルチマテリアル材料モデルを新しく提案する．このよう
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な材料モデルを用いることで，問題の非凸性に起因する合理性に欠く局所的最適解を避けつ
つ，材料界面を考慮した最適化計算が可能となる．なお，上で述べた材料界面の物性を考慮
した材料モデルとは，微小体積を有する仮想的な材料が界面上に存在すると考え，その物
性値によって材料界面の特性を表現するものである．本研究では，扱いやすさの観点から，
Faureら 61) や Chuら 62) と同様に仮想的な界面の材料を等方性の線形弾性体として扱う．し
かし，材料界面の挙動を等方性の線形弾性体を用いてモデル化することの妥当性については
正しく検証されている訳ではない．材料界面の特性は，実際には加工条件をはじめ，固体材
料の種類によっても大きく異なることが報告されている 104), 105)．このような背景から，仮
想的な界面の材料物性値を決定することは容易ではないため，本研究で扱う界面材料のヤン
グ率の値は，対象とする母材のそれよりも大きい，小さい，さらにそれらの中間にあるとい
う 3つの場合を想定し，最適化計算を行っている．本章では，空隙を含む 3相材料のマルチ
マテリアルを取り上げ，いくつかの最適化計算を通して，本提案手法の有用性を示す．

3.2 マルチマテリアル材料モデル
ここでは，まず具体の提案手法の説明に先立ち，本研究が参考とする DMO型材料内挿関
数 45) および設計変数の独立性・可換性について概説する．

3.2.1 DMO型材料内挿関数の概要
ここでは，ヤング率の内挿関数として用いる DMO型材料内挿関数 45) について概説する．
以降，有限要素の番号を i (i = 1, 2, . . . , n)，材料番号を j ( j = 1, 2, . . . , m)とし，設計変数
は，i番目の要素に存在する j番目の材料の，その要素の体積に対する体積比として s( j)

i と
表現する．まず，m相の固体材料と空隙の相からなる合計 m + 1相のマルチマテリアルを想
定した場合，この複合材料の有効ヤング率 Esld

i に関する内挿関数を次式のように定義する．

Esld
i =

m∑
j

w
( j)
i E( j) + Evoid (3.1)

ここで，E(1), E(2), . . . , E(m) は固体材料のヤング率である．Evoid は空隙に与える仮想的なヤ
ング率であり，十分に小さい値が用いられる．式 (3.1)における w( j)

i は各固体材料に内挿さ
れる重みパラメータであり，以下のように定義される．

w
( j)
i =

(
v

( j)
i

)γ m∏
k(k, j)

{
1 −
(
v(k)

i

)γ}
(3.2)

ここで，γはペナルティパラメータであり，計算の収束性および物理的な根拠から γ = 3が
用いられることが多い 106), 107)．本研究でもそれに倣って γ = 3を用いる．v( j)

i = ϕ
(
s̃( j)

i

)
は固

体材料の材料体積比率であり，次節で説明する式 (3.10)のしきい値関数 ϕ(x)にフィルタリ
ング操作を施した後の設計変数 s̃( j)

i を代入したものである．なお，本研究における材料体積
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比率とは，i 番目の要素に存在する固体材料 j が，その有限要素に占める体積割合を指す．
本研究のフィルタリング操作については，第 2章でも説明した Helmholtz型偏微分方程式に
よる密度フィルタ 98) を用いている．式 (3.2)について，本章では空隙を含む 3相材料を仮定
することから m = 2であり，次式のように表すことができる．

Esld
i =

(
v(1)

i

)γ(
1 −
(
v(2)

i

)γ)︸                ︷︷                ︸
w(1)

i

E(1) +
(
v(2)

i

)γ(
1 −
(
v(1)

i

)γ)︸                ︷︷                ︸
w(2)

i

E(2) + Evoid (3.3)

このように，DMO型材料内挿関数では，固体材料の相で重みづけとなる係数 w( j)
i の式が等

価な関数で与えられることがわかる．このような性質は強度，重量などといったヤング率以
外の物性を同時に考慮する場合や，弾塑性材料などの材料パラメータが複数ある材料を用
いる場合に重要となる．図–3.1は，片持はりの構造モデルに式 (3.3)で示した 3相材料 (空
隙と 2 つの固体材料) を用いて平均コンプライアンス最小化の最適化計算を実施した結果
を示している．ヤング率について，図–3.1(a)では E(1) = 100, E(2) = 200，図–3.1(b)では，
値を相互に入れ換えた E(1) = 200, E(2) = 100を与えている．また，材料体積比率について
材料 1，2 ともに上限 25% の制約がそれぞれ与えられている．設計変数の初期値は一様に
s(1)

i = s(2)
i = 0.5が与えられている．なお，単位については第 2章と同様に与えず，無次元化

している．図–3.1(a), (b)を比較して，ヤング率による材料定義が入れ換わってもほとんど同
様の結果が得られていることがわかる．これは，DMO型材料内挿関数による材料定義が可
換性・独立性を有していることを示唆している．

3.2.2 設計変数の独立性・可換性が最適解に与える影響
ここでは，DMO型材料内挿関数の比較対象として，Chuら 62) の手法でもベースとなっ
ている拡張 SIMP法の内挿関数を紹介する．m相の固体材料および空隙を含む m + 1相にお
ける拡張 SIMP 法の内挿関数を用いた場合の Esld

i に関する内挿関数は次式のように表され
る 43)．

Esld
i =

m∑
j=1

w
( j)
i E( j) +

(
1 −
(
v(1)

i

)γ)
Evoid (3.4)

ここで，

w
( j)
i =

[
1 −
(
v

( j+1)
i − v( j+1)

i δ j,m

)γ] j∏
k=1

(
v(k)

i

)γ
(3.5)

δ j,m =

{
1, j = m
0, j , m

(3.6)

前節と同様に，E( j) は固体材料のヤング率，w( j)
i は重み係数，γはペナルティ係数，v

( j)
i はし

きい値関数を適用させた材料体積比率であり，δ j,m はクロネッカーのデルタである．式 (3.4)
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図–3.1 式 (3.3)を用いて Case1と Case2の場合で最適化計算を行った結果

において固体材料の数を m = 2とした場合，次式のように書き下すことができる．

Esld
i =

(
v(1)

i

)γ(
1 −
(
v(2)

i

)γ)︸                ︷︷                ︸
w(1)

i

E(1) +
(
v(1)

i

)γ(
v(2)

i

)γ︸        ︷︷        ︸
w(2)

i

E(2) +
(
1 −
(
v(1)

i

)γ)
Evoid (3.7)

式 (3.7)より，E(1), E(2) の係数 w(1)
i , w

(2)
i が異なる関数となっていることから固体材料間の

可換性は保証されないことが見受けられる．また，この材料モデルでは E(1) < E(2) を保持す
る必要があり，仮に E(1) > E(2) の関係を持つ値を入れた場合，関数の非凸性が顕著となる．
図–3.2は，片持はりの構造モデルに式 (3.7)で示した 3相材料を用いて平均コンプライアン
ス最小化を実施した計算結果を示している．図中のMat. 1，Mat. 2はそれぞれ固体材料 1, 2
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図–3.2 式 (3.7)を用いて Case1と Case2の場合で最適化計算を行った結果

を意味するものとする．ヤング率について，図–3.2(a)の Case1では E(1) = 100, E(2) = 200，
図–3.2(b)の Case2では，E(1) = 200, E(2) = 100を与えている．また，材料体積比率につい
て材料 1，2ともに上限 25%の制約がそれぞれ与えられている．設計変数の初期値は一様に
s(1)

i = s(2)
i = 0.5が与えられている．図–3.2(a)の結果では，ヤング率の高い赤の材料が構造

の枠を作るように配置されていることから，妥当な結果が得られていることが分析できる．
一方で，図–3.2(b)の E(2) < E(1) で与えた結果では，多くの中間密度を残した状態で最適化
計算が収束してしまうことが見受けられる．これは，得られたトポロジーが異なることか
ら，材料の可換性が満たされていないことを示唆するものである．表–3.1および表–3.2は，
式 (3.3) および式 (3.7) の内挿関数を用いた場合に，それぞれの材料を表すために必要な設
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表–3.1 式 (3.3)における材料体積比率 v( j)
i と材料の相の関係

v(1)
i v(2)

i

void 0 0

solid phase 1 1 0

solid phase 2 0 1

表–3.2 式 (3.7)における材料体積比率 v( j)
i と材料の相の関係

v(1)
i v(2)

i

void 0 0

solid phase 1 1 0

solid phase 2 1 1

計変数の値の組み合わせを示したものである．これらの表から，式 (3.3)の DMO型材料内
挿関数では，各固体材料の発現がそれぞれ 1つの設計変数ごとに独立しているのに対し，式
(3.7)の拡張 SIMP法では，材料 1の発現のために設計変数 v(1)

i , v
(2)
i が両方 1でなければな

らない．このことから，DMO型材料内挿関数ではヤング率の大小関係によらず同様な計算
結果を出すことが可能であると予想できる．このことは 3.6節の数値計算例で詳細に示す．

3.3 仮想的な材料界面体積比率
本研究では，材料界面のヤング率を評価するために，仮想的な界面モデルを導入する．具
体的な概念として，界面は微小な幅を有するものとして考え，その微小領域の界面体積比率
v

( j,k)
i を定義する．図–3.3 は，提案するマルチマテリアル graded interface の概念図である．
この図のように，青で表される材料 1 と，赤で表される材料 2 が連続して配置されている
場合に，それらの材料体積比率 v(1)

i , v
(2)
i の空間勾配のノルムを利用することで界面体積比率

v
( j,k)
i を表現する．なお，この界面体積比率 v( j,k)

i は，Chuら 62) の 2段階密度フィルタを用い
た graded interfaceをベースとしたモデルである．graded interfaceについては付録 Bにその
概要を記した．v( j,k)

i の計算手順はやや複雑となるため，図–3.4に示すフローチャートに従っ
てその手順を説明する．なお，図–3.4の色は，それぞれ材料体積比率 (青と赤)，界面体積比
率 (緑)を表している．まず，1回目のフィルタリング操作におけるフィルタ半径を R1 とす
ると，式 (2.20)から r1 が求まる．

r1 =
R1

2
√

3
(3.8)

この r1 は，第 2章で説明した式 (2.19)の Helmholtz型偏微分方程式を解く際の係数 r に該
当する．次に，式 (2.36)に r1 を代入して，フィルタリング操作を施した後の設計変数の配
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列 s̃( j) を次式から求める．
s̃( j) = T∗K−1

h (r1)Ts( j) (3.9)

そのあと，下式のようなしきい値関数 ϕを用いて投影 (projection)を施した，固体材料の材
料体積比率 v( j)

i = ϕ(s̃( j)
i )を得る．

ϕ (x) =
tanh(S T ) + tanh (S (x − T ))
tanh(S T ) + tanh(S (1 − T ))

(3.10)

ここで，xは 0 ≤ x ≤ 1を満たす変数である．S , T は，それぞれしきい値関数の傾き，しき
い値を制御するためのパラメータであり，0 < S，0 < T < 1を満たす必要がある．また，S

の値が大きいほど階段関数に近づく．次に，この v( j)
i の配列 u( j) に，フィルタ半径 R2 を用い

て 2回目のフィルタリング操作を施し，節点値ベクトル ¯̃u( j) を次式のように求める．

r2 =
R2

2
√

3
(3.11)

¯̃u( j) = K−1
h (r2)Tu( j) (3.12)

ここで，式 (3.12)を見ると式 (2.36)や式 (3.9)には存在する T∗ がないことに気付く．これ
は，¯̃u( j) を節点値ベクトルとして得るためである．さらに，空間勾配 ¯̃u( j) のノルム ||∇¯̃u( j)

i ||を
次式より得る． ∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ = ∫
Ωi

√(
B¯̃u( j)

i

)T (
B¯̃u( j)

i

)
+ ϵdΩ (3.13)

ただし，ϵ は感度解析で設計変数に対する微分をとる際に，原点で微分係数が発散するのを
防ぐためのパラメータであり，ϵ = 1.0 × 10−8 とした．Bは前述のとおり Bオペレータであ
る．最後に，固体材料 j, k ( j, k = 1, 2, . . . ,m, j , k)間の界面体積比率 v( j,k)

i を次式より得る．

v
( j,k)
i = ϕ

(
κ
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ ∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥) (3.14)

ここで，式 (3.14)における空間勾配のノルムのかけ合わせ
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ ∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥は，0から 1まで
の値をとることを保証しない．κ はそれを正規化するために導入された補正パラメータで
ある．
これに関連して，Helmholtz型偏微分方程式による密度フィルタで得られる設計変数の勾
配
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥の最大値 ∥∥∥∥∇¯̃u( j)
i

∥∥∥∥
max
は数学的に次式のようになることが分かっている 54)．

∥∥∥∥∇¯̃u( j)
i

∥∥∥∥
max
=

√
3

R2
(3.15)

そのため，式 (3.15)から，
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ ∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥について次の関係式が成り立つ．
ϵ ≤
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ ∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∇¯̃u( j)
i

∥∥∥∥
max

∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥
max =

3
R2

2

(3.16)
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したがって，本研究においては，κを次式のように設定することで，式 (3.14)に示す v( j,k)
i の

正規化を可能にした．
κ =

1∥∥∥∥∇¯̃u( j)
i

∥∥∥∥
max

∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥
max

=
R2

2

3
(3.17)

最終的な有効ヤング率 Ei は，式 (3.14)で求めた界面体積比率 v( j,k)
i で，材料界面のヤング率

Eint と，式 (3.1)で求めた固体材料のヤング率 Esld
i を線形補間することで得られる．固体材

料数 m = 2の場合，それは次式のように表される．

Ei = v
(1,2)
i Eint +

(
1 − v(1,2)

i

)
Esld

i (3.18)

3.4 最適化問題の設定
本研究では，各固体材料の体積に制約条件を与えた平均コンプライアンス最小化問題を解
く．そこで，以下のような目的関数 f (s)および不等式制約条件式 g(1)(s), g(2)(s)を定義する．

minimize : f (s) = f Tu (3.19)

subject to : K(s)u = f (3.20)

g(1)(s) =
nelm∑

i

v(1)
i Vi − χ(1)V̄ ≤ 0 (3.21)

g(2)(s) =
nelm∑

i

v(2)
i Vi − χ(2)V̄ ≤ 0 (3.22)

0 < smin ≤ s( j)
i ≤ smax (3.23)

ここで，設計変数の下限値と上限値は，それぞれ smin = 1 × 10−4，smax = 1とする．K(s)は
全体剛性行列，uは節点変位ベクトル， f は外荷重ベクトルである．固体材料数を m = 2と
して計算を行うため，この 2材料の使用体積量に対して上限の制約を与える．g(1), g(2) は，
それぞれ固体材料 1, 2の使用体積量の割合に対する制約条件である．Vi は各要素の体積で
あり，V̄ は設計領域の体積，係数 χ(1), χ(2) は，それぞれの材料の体積量の上限を制約するパ
ラメータである．

3.5 感度解析
本研究では，MMA100) を用いて最適化計算を行う．MMA では目的関数および制約
関数の設計変数に対する勾配 (感度) が必要になるため，本章では随伴変数法 (Adjoint

Variable Method: AVM)を用いた感度の導出を行ったあと，感度の差分近似による値 (Finite

Difference Approximation: FDA)との精度比較を行い，当該感度解析法の妥当性を検証する．
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図–3.3 マルチマテリアル graded interfaceの概念図
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図–3.4 2段階の密度フィルタリングを用いた projection-mappingの手順

3.5.1 随伴変数法を用いた感度の導出
本節では随伴変数法による感度の導出を行う．まず，設計変数 s( j)

i ごとに得られる目的関
数の感度の配列 ∂ f /∂s( j) は式 (2.36)を用いて次式のように表せる．

∂ f
∂s( j) =

∂ f
∂s̃( j) T∗K−1

h (r1)T (3.24)

K−1
h (r1) は，フィルタ半径 R1 によって式 (2.20) および式 (2.29) から得られる行列である．
式 (3.24)を求めるにあたっては，Helmholtz型偏微分方程式の逆行列 K−1

h (r1)を直接求める
必要はなく，次式を解くことで得られる a( j)

1 を用いれば良い．

Kh(r1)a( j)
1 =

∂ f
∂s̃( j) T∗ (3.25)

要素ごとの配列 ∂ f /∂s̃( j) の i番目に着目した微分項 ∂ f /∂s̃( j)
i については，式 (3.18)から随伴

変数法を用いると次式のように表せる．

∂ f

∂s̃( j)
i

=

∫
Ωi

−uT
i K0,iui

∂v(1,2)
i

∂s̃( j)
i

(
Eint − Esld

i

)
+
(
1 − v(1,2)

) ∂Esld
i

∂s̃( j)
i

 dΩi (3.26)

ここで，K0,i はヤング率を 1とした場合の要素剛性行列である．また，式 (3.26)の各微分項
については，以下のように整理できる．まず，∂Esld

i /∂s̃
( j)
i は，式 (3.2)を参照すると次式の

ようになる．
∂Esld

i

∂s̃( j)
i

=

m∑
k

∂w(k)
i

∂s( j)
i

E(k) (3.27)
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ここで，

∂w(k)
i

∂s̃( j)
i

=


γ
(
v

( j)
i

)γ−1 ∂v
( j)
i

∂s̃( j)
i

∏m
l,l, j

(
1 −
(
v(l)i

)γ)
, if k = j

−v(k)
i γ
(
v

( j)
i

)γ−1 ∂v
( j)
i

∂s̃( j)
i

∏m
l,l, j,k

(
1 −
(
v(l)i

)γ)
, if k , j

(3.28)

しきい値関数の式 (3.10)の微分項 ∂ϕ/∂xは次式となる．

∂ϕ

∂x
=

S sech2 (S (x − T ))
tanh(S T ) + tanh(S (1 − T ))

(3.29)

次に，∂v(1,2)
i /∂s̃( j)

i を導出する．簡単のため式 (3.26)の右辺の一部を次式における pi と定義
する．

pi :=
∫
Ωi

−
(
Eint − Esld

i

)
uT

i K0,iuidΩi (3.30)

仮に，材料番号に j = 1を代入すると，式 (3.14)から ∂v(1,2)
i /∂s̃( j)

i の配列 ∂v(1,2)
i /∂s̃(1) は次式

のように導出できる.

pi
∂v(1,2)

i

∂s̃(1) =

∫
Ω

piκb(1)
i∫

Ωi
dΩi

dΩ

K−1
h (r2)T (3.31)

ここで，

b(1)
i =

(
B¯̃u(1)

i

)T
B√(

B¯̃u(1)
i

)T(
B¯̃u(1)

i

)
+ ϵ

√(
B¯̃u(2)

i

)T(
B¯̃u(2)

i

)
+ ϵ (3.32)

である．ここでの ũ(1)
i , ũ

(2)
i は要素ごとに与えられる節点値ベクトルである．また， j = 2と

することで pi∂v
(1,2)
i /∂s̃(2) も計算できる．式 (3.24)同様，式 (3.31)も逆行列 K−1

h (r2)を直接求
める必要はなく，実装上では，次式の連立 1次方程式を解くことで得られる a(1)

2 を用いる．

Kh(r2)a(1)
2 =

∫
Ω

piκb(1)
i∫

Ωi
dΩi

dΩ (3.33)

一方で，制約条件式 g(1), g(2) の感度の配列は，次式のように陽に求まる．

∂g(1)

∂s(1) =
∂g(1)

∂s̃(1) T∗K−1
h (r1)T (3.34)

∂g(1)

∂s(2) = 0 (3.35)

∂g(2)

∂s(1) = 0 (3.36)

∂g(2)

∂s(2) =
∂g(2)

∂s̃(2) T∗K−1
h (r1)T (3.37)
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表–3.3 数値計算例で用いる固体材料の材料特性
Mat.1 Mat.2 Interface

Young’s modulus 100 200 150

Poisson’s ratio 0.3 0.3 0.3

ここで，配列 ∂g(1)/∂s̃(1), ∂g(2)/∂s̃(2) の i番目の要素は次式のようになる．

∂g(1)

∂s̃(1)
i

=
∂v(1)

i

∂s̃(1)
i

Vi (3.38)

∂g(2)

∂s̃(2)
i

=
∂v(2)

i

∂s̃(2)
i

Vi (3.39)

3.5.2 感度の差分近似を用いた精度検証
ここでは，本研究で導出した随伴変数法による解析的感度の精度検証の方法について説明
する．比較対象は次式のような FDAによって求められる感度である．

∂ f

∂s( j)
i

≃
f (s( j) + ∆s( j)

i ) − f (s( j))
∆s

(3.40)

ここで，∆s は，設計変数の僅かな変動量を指し，ここでは ∆s = 1.0 × 10−7 とする．∆s( j)
i

は，着目する i番目の成分のみ ∆sを持ち，それ以外の成分はゼロを有するベクトルである．
蛇足ではあるが，FDAによる感度の計算は「設計変数の数」だけ構造解析を実施する必要が
ある．これは，一般に設計変数の多いトポロジー最適化問題では膨大な計算となるため，実
設計に適用することは難しい．一方，随伴変数法は構造解析を何度も計算する必要がないこ
とから，計算コストを大幅に削減できるため，実用的な方法といえる．その一方で，FDAに
よる感度の計算は導関数を導く必要のない方法であるため，複雑な関数系を有する目的関数
や制約条件式に対してもそのまま適用することができ，近似誤差を除けば精度も良いため，
感度検証のベンチマークとして用いられることが多い．
この提案手法の検証では材料界面の物性値も加味するものであることから，その有用性を
確認するために，明確な界面が存在していない初期状態，つまり，設計変数の分布が一様で
あるもの (Case 1)とそうでないもの (Case 2)の 2ケースを考える．2ケースともに，スケー
ル L = 100，要素数は 20 × 10 = 200とし，フィルタ半径は R1 = R2 = 20とした．材料の物
性値は表–3.3のとおりである．固体材料の数は m = 2としているため，各材料番号に対する
感度である ∂ f /∂s(1)

i , ∂ f /∂s(2)
i の 2つについて比較を行う．図–3.5および図–3.6の左側のグ

ラフは，目的関数 f (s)の感度について随伴変数法 (AVM)と差分近似 (FDA)による感度を
比較したものである．また，その相対誤差の絶対値を図–3.5 および図–3.6 の右側の緑色の
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図–3.5 Case 1の感度解析: 上)初期設計変数の分布, 左) AVMと FDAの比較,右) AVMと
FDAの相対誤差

グラフで描画している．図–3.5では，設計変数の初期値を全体に一様に与えて計算した結果
を示している．この図から，相対誤差は最大でも 0.04%程度であり，十分に高い精度を有し
ていることが伺える．図–3.6については，異なる設計変数の初期値を構造モデルの上側・下
側に与えて同様の感度検証を行った結果である．このような初期値設定を行った理由は，明
確な材料界面が存在する条件下においてどの程度の精度が保証されるかを確認するためであ
る．図–3.6を見ると，相対誤差の絶対値は最大で 5%程度まで上昇していることが読み取れ
る．これは，式 (2.36)の Helmholtz型偏微分方程式による密度フィルタの過程において，要
素値である設計変数 s( j) を節点に割り振り，それの勾配をとるという複雑な操作を行ってい
ることによる数値誤差から発生するものだと考えられる．しかしながら，以上の検証より，
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図–3.6 Case 2の感度解析: 上)初期設計変数の分布, 左) AVMと FDAの比較,右) AVMと
FDAの相対誤差

提案する手法の感度式が十分な精度を有していることが確認でき，この結果は次節で紹介す
る最適化結果の信頼性を保証するものであるといえる．

表–3.4 しきい値パラメータ S の設定
Optimization step ∼150 ∼200 ∼250 251∼

S 1 2 4 8
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図–3.7 しきい値関数

3.6 最適化計算例
本章では，3 つの単純な構造モデルを用いて提案手法の妥当性と性能に関する検証を行
う．まず，片持ちはりのモデルを用いて，異なるヤング率を有する材料の可換性と密度フィ
ルタのフィルタ半径が計算結果に与える影響についての検証を行う．次に，2つの単純引張
構造モデルを用いて，固体材料の可換性に関して片持はりモデルと同様の検証を行うほか，
界面のヤング率が与える物理的な影響についても検証を行う．いずれの計算例でも平面応力
状態を仮定し，4節点四辺形要素を用いている．設計変数の初期値は一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.5

とし，べき乗パラメータは γ = 3を与えた．本研究では最適化計算途中で出現する材料界面
のヤング率を考慮するため，最適化計算途中においては，ある程度大幅な界面の移動を許容
しなければならない．その一方で，最適化計算の初期段階で界面体積比率がある程度存在し
なければ界面のヤング率を考慮することが難しくなる．以上の点から，式 (3.10) における
しきい値パラメータの選定は慎重に行う必要がある．本研究の 1回目の projectionに用いる
しきい値パラメータ S については，表–3.4のように 150ステップまでは S = 1とし，その
後 S = 8 になるまで 2 倍ずつ値を増やしていく．このように最適化ステップ数に応じてし
きい値パラメータを変更することによって，極端な局所的最適解への収束を避けつつ，設計
変数の 2値化を促すことができる．一方で，2回目の projectionに用いる S は，最適化計算
全体を通して S = 8 を与えた．また，しきい値パラメータ T は，1 回目の projection では
T = 0.5，2回目の projectionでは T = 0.05を与えた．このときのしきい値関数の形を，そ
れぞれ図–3.7 (a)，(b) に示す．界面体積比率 v( j,k)

i は固体材料に比べ小さい値で停留しやす
いため，2回目の projectionにおける T の値も小さく設定している．収束判定は，最適化ス
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図–3.8 構造モデル 1

図–3.9 目的関数と制約関数の履歴

テップ数が 250以上かつ前ステップとの設計変数の差の L2ノルムが 5.0 × 10−5 以下である
場合とした．

3.6.1 片持はりモデル
ここでは，図–3.8に示すような片持はりの 2次元構造モデルを用いて最適化計算を行う．
スケールは L = 20とし，0.04L の分布荷重を載荷した．各固体材料の体積制約は，それぞ
れ χ(1) = 0.25, χ(2) = 0.25とした．これは，設計領域に各固体材料が最大で 25 %ずつ使用
でき，空隙が 50%となることを表している．
まず，フィルタ半径に R1 = 3, R2 = 3を与え最適化計算を行った．その際の目的関数およ
び材料体積制約関数の履歴を図–3.9に示す．この図から，目的関数が十分に減少して収束し
ており，制約条件式の値もほぼ 0に収束していることが読み取れる．これより，本研究で設
定した最適化問題は妥当であると判断できる．次に，材料 1，2のヤング率の入れ換えを行
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図–3.10 提案手法における最適化結果: (a) E(1) = 100, E(2) = 200, (b) E(1) = 200, E(2) = 100.

うことで，提案する材料モデルが固体材料間で可換性を有していることを示す．最適化結果
を図–3.10に示す．Case 1は，第 2章の表–3.3に示すような 2つの固体材料および材料界面
を用いて最適化計算を行った結果である．Case 2 は Case 1 の設定から E(1), E(2) の大小関
係を入れ換えて E(1) = 200, E(2) = 100として計算を行った結果である．この図から，固体
材料のヤング率を入れ換えてもほぼ同じ計算結果が得られており，可換性を満足しているこ
とが確認できた．これは，3.2節の図–3.2で用いられた拡張 SIMP法と比較して，提案する
材料モデルの式 (3.18)で実装した DMO型材料内挿関数の式 (3.1)が独立性・可換性を有し
ていることを示唆するものである．
次に，フィルタ半径 R1, R2 の違いが及ぼす最適化レイアウトへの影響に関して検証を行
う．フィルタ半径 R1, R2 にそれぞれ異なる値を入れた 4ケース (a)∼(d)の結果を図–3.11に
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図–3.11 異なるフィルタ半径におけるトポロジーの比較 : a) R1 = 3, R2 = 3, b) R1 = 6, R2 =

3, c) R1 = 3, R2 = 6, d) R1 = 6, R2 = 6.

図–3.12 異なるフィルタ半径による界面体積比率 v(1,2) の比較: a) R1 = 3, R2 = 3, c)

R1 = 3, R2 = 6.
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図–3.13 構造モデル 2

図–3.14 提案手法における最適化結果: (a) E(1) = 100, E(2) = 200, (b) E(1) = 200, E(2) = 100.
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図–3.15 異なる材料界面ヤング率に対する最適化結果の比較: (a) Eint = 1, (b) Eint = 50, (c)

Eint = 150, (d) Eint = 300,,上段)ヤング率の分布図,下段) Misesの相当応力図
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図–3.16 構造モデル 3

表–3.5 固体材料と材料界面の特性
Mat.1 Mat.2 Interface

Young’s modulus 100 200 1, 50, 150, 300

Poisson’s ratio 0.3 0.3 0.3

示す．(a)∼(d)いずれの結果も，構造上重要な左側 2隅に剛性の高い赤の材料 2が配置され
ていることから，平均コンプライアンス最小化問題としては概ね妥当なレイアウトが得られ
ていることが推察できる．図–3.11の (a)と (b)を比較すると，R1 の値が大きくなるにした
がって，構造の複雑さが減っていることが明らかになった．その一方で，図–3.11(a) と (c)

を比較すると，R2 の値が大きくなっても界面の幅が大きくなっていることは，見かけ上は
分からない．そこで，図–3.11(a)と (c)の界面体積比率 v(1,2)

i のみを表した図を図–3.12に示
す．この図から，材料界面がある程度の幅を持った，連続的に遷移する材料として表現され
ていることが明らかとなった．また，図–3.12(a)から (c)へ R2 の値が大きくなることに比例
して，界面の幅も大きくなっていることが観察できる．

3.6.2 単純引張モデル
ここでは，図–3.13のような単純引張構造モデルを用いて最適化計算を行う．スケールは

L = 20とし，構造の右側に分布荷重をかける．体積制約はそれぞれ χ(1)(s) = 0.5, χ(2)(s) =

0.5とし，設計領域に各固体材料が 50 %ずつ配置され，空隙は存在しないという条件設定
を行った．
まず，前節と同様に材料 1，2のヤング率の入れ換えを行い，固体材料間における可換性
について確認する．ここでは，フィルタ半径は R1 = 4, R2 = 4を与えて最適化計算を実施し
た．その最適化結果を図–3.14に示す．Case 1は，表–3.3に示す 2つの固体材料および材料
界面を用いて最適化計算を行った結果である．Case 2は Case 1の設定からヤング率の値を
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図–3.17 異なる材料界面ヤング率に対する最適化結果の比較: (a) Eint = 1, (b) Eint = 50, (c)

Eint = 150, (d) Eint = 300,上段)ヤング率の分布図,下段) Misesの相当応力図

42



入れ換えた．この図から，前節同様に固体材料のヤング率を入れ換えてもほぼ同じ計算結果
が得られており，可換性が満足していることが確認できた．
最後に，界面のヤング率の大きさが最適化結果に与える影響について検証を行う．まず，
使用した固体材料と材料界面の特性を表–3.5 に示す．各ケースでの界面のヤング率につい
て，材料 1よりも小さい値で 2つ，材料 1および 2の中間値をとる値で 1つ，そして実験的
に材料 1と 2より大きいヤング率をとる値で 1つの合計 4つを仮定し，それぞれ (a)∼(d)と
した．その最適化結果を図–3.15に示す．同図の上段はヤング率で色分けした材料レイアウ
ト，下段はMisesの相当応力を表している．図–3.13の構造モデルは，変位境界である左側
固定端の上下隅近傍に比較的高い応力が発生する構造であるため，そこにヤング率の高い材
料 2 (赤)が配置され，その応力を右端の荷重載荷部まで材料 2が合理的に伝達するような構
造レイアウトとなっている．Misesの相当応力応力分布図について (a)から (d)へと見てい
くと，いずれの結果も固定端近傍の上下の隅に比較的高い応力が発生しており，いずれの結
果も定性的ではあるが平均コンプライアンス最小化問題として妥当な結果が得られていると
思われる．また，(a)∼(d)へと界面のヤング率が増加するにしたがって，界面が水平方向に
伸びながらその領域が増加し，界面の応力値も上昇していることがわかる．平均コンプライ
アンス値も小さくなっていることから，剛性が大きくなっていることを定量的に示した．こ
れらの結果より，界面のヤング率が小さいうちは，材料界面の表面積は小さいままで，材料
2 (赤)が中心となって応力を伝達するようなトポロジーが得られているといえる．これにつ
いては，力学的に合理的な結果であると思われる．一方で，界面のヤング率が増加するにつ
れ，本来存在しない界面材料というものが線状の水平部材のように活用されている様子が見
られる．工学的な観点で言えば，材料界面はそもそも構造上の弱点となりやすく，そこに応
力集中が生じるようなレイアウトは好ましくない．材料界面に応力集中が生じにくいような
レイアウトを得るためには，本提案手法に加えて材料界面に応力の上限値，すなわち界面強
度を考慮できるようにすることが有効であると思われる．これについては次章で実装および
検証を行う．
さらに追加の検証として，図–3.16のような構造モデルを用いて検証を行った．この構造
モデルは，図–3.13の構造モデルの変位境界近傍に材料 1 (青)による非設計領域を強制的に
設けたモデルであり，それ以外は先の計算例と同じ条件とした．このような特殊な条件設定
をした理由は，ヤング率の低い材料 1 (青)を強制的に変位境界近傍に配置することで，荷重
の法線方向に繋がる材料界面を生じやすくするためである．つまり，先の計算例のように材
料 2の材料剛性が支配的となってレイアウトが決定されるような条件下では，材料界面の影
響が見えにくくなるため，それを避けるための処置である．図–3.16の構造モデルを設定し，
それぞれ異なる界面のヤング率を与えて最適化計算を行った場合の結果を図–3.17 に示す．
図–3.15 と比較して，全体的に大きく異なる結果が得られていることがわかる．図–3.17(a)

から (d)にかけて界面のヤング率が上昇するにしたがって，緑色の材料界面の表面積が増え
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ていることがわかる．つまり，先の例と同様に界面のヤング率が低い場合は，界面の表面積
が少なくなるような配置が得られているといえる．また，図–3.17のMisesの相当応力図を
比較すると，(a)から (d)へ界面のヤング率が上昇するにつれて，界面の応力値が上昇し，さ
らに界面が水平方向に伸びながら表面積を増やしていると分析できる．これについても先の
計算例と同様な傾向にあるといえる．図–3.17(d)のような，界面のヤング率が母材より高い
という仮想的な条件における計算結果では，界面が波打った形状で表れていることがわか
る．この結果から，ヤング率の高い界面を活かすために，表面積をできる限り大きくするよ
うな結果が得られていることが予想できる．理論上は，体積制約が与えられていない界面で
設計領域が埋め尽くされるような形状が得られるはずだが，そのような結果は得られていな
い．それは，フィルタ半径 R1 で形状の複雑さを制御しているためだと考えられる．図–3.18

は，図–3.17(d)の結果で用いた材料パラメータ，すなわち E(1) = 100, E(2) = 200, Eint = 300

を用いて，フィルタ半径を変更した際の最適化結果をまとめたものである．ただし，図
–3.18(b)は，図–3.17(d)の結果と同じものである．図–3.18から，フィルタ半径 R1 が小さい
ほど界面の表面積が増え，より複雑な材料レイアウトを得ることができる．また，フィルタ
半径 R1 が小さくなることで，界面の表面積が増えて全体の剛性が上がった結果として，平
均コンプライアンス値も減少していることが確認できた．
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図–3.18 フィルタ半径 R1 を変えた場合の最適化結果 (ヤング率の分布)の比較

3.7 結論および今後の展望
本章では，固体材料および界面の物性を考慮するためのマルチマテリアルトポロジー最適
手法を提案し，手法の妥当性および性能の検証を行った．提案手法は，材料界面の物性を考
慮しながら個々の材料に等価な重みを与えることで固体材料間の可換性を完全に満足するこ
とができる手法である．また，本手法の独創性として，隣接する要素間に生じる設計変数の
空間勾配を用いて，界面体積比率を表現した点にあり，これによって界面幅を制御しつつ，
数値的に安定した手法を確立することができた．提案手法の計算結果から，提案する材料
モデルが，材料定義の可換性・独立性を担保しつつ材料界面を考慮できることが明らかに
なった．
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最適化計算例では，材料界面の剛性が小さいと仮定した場合は，材料界面の表面積が小さ
くなり，構造上の弱点を少するようなレイアウトが得られた．一方で，材料界面の剛性が母
材よりも大きいという仮想的な条件下で計算を行うと，界面の表面積を大きくするようなレ
イアウトが得られることが分かった．これについては，現実的な問題設定ではないものの，
数値上の力学計算としては正しい結果といえる．本提案手法は，フィルタリング操作を含
め，やや複雑なステップを踏むが，コード実装自体は容易であることから材料界面を扱う工
学的な問題全般への発展が可能であり，実設計への適用も期待できると考えている．
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4 強度を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化

4.1 概要
本章では，第 1章でも述べたとおり，本論文の主題である材料界面の強度を考慮するため
のマルチマテリアルトポロジー最適化手法の開発のための理論を構築し，その定式化および
検証を行う．具体的には，各固体材料およびその界面の応力値が各々の材料強度および界面
強度を満足するようなマルチマテリアルトポロジー最適化手法を開発する．この目的を達成
するために，本章では次の 2つを提案している. それは (1)応力特異点問題を緩和するため
の相当応力式の提案と，(2)応力制約付き平均コンプライアンス最小化問題を解くための新
たな目的関数の定式化である．これらは，いずれも本研究の骨格をなすものであると同時に
本論文の新規性を表すものである．また，材料界面に生じる物理を考慮するために，本研究
では界面剥離モデルを導入するとともに，その界面の応力制約を課す仕組みを考え，最適化
問題に取り入れている．

4.2 固体材料と界面の同時応力制約付きマルチマテリアルトポロジー最適化手法
4.2.1 応力制約付きトポロジー最適化の特異点問題およびその緩和手法
ここでは，第 1章でも述べた特異点問題およびその緩和手法について説明するために，典
型的な応力制約付き重量最小化問題を例に取り上げる．まず，空隙-固体材料の 2相材料モ
デルを仮定した SIMP法 23) を採用した場合，以下のような問題設定となる．

minimize : f (s) =
n∑
i

siVi (4.1)

subject to : K(s)u = f (4.2)

σv
i = sγi E0

√
σT

i Vσi ≤ sηi σ̄ (4.3)

0 ≤ si ≤ 1, i = 1, . . . , n (4.4)

式 (4.3) は応力制約条件式を意味しており，σv
i は要素ごとに平均化された Mises の相当応

力，σ̄は材料固有の許容応力度，γ, ηはそれぞれのべき乗パラメータである．SIMP法では，
剛性行列 K は弾性係数に依存するが，その有効ヤング率 Ei は次式のように表される．

Ei = sγi E0 (4.5)

ただし，E0 は固体材料のヤング率である．上記の最適化問題について，物理との整合性を
保つためには，有効ヤング率 Ei と許容応力度 σ̄に内挿されている設計変数 si に同じペナル
ティパラメータを与える，すなわち η = γである必要がある．しかし，このようなパラメー
タ設定をすると，応力制約付きトポロジー最適化問題は非常に解きづらくなることが知られ
ている．これは，設計変数が 0に漸近すると，荷重載荷状態にある部分において力を受け持
つはずの固体材料が消失し，結果として局所的な応力の値が無限大に発散するのが原因であ
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る．Bruggiらは，qp-relaxation77) と呼ばれる緩和手法を SIMP法に適用させることでこの
特異点問題に対処した．すなわち，η < γとなるような応力に関するべき乗パラメータ ηを
選択することにより，局所的応力の発散の問題を改善した．それは次式のように表わすこと
ができる．

lim
si→0

σv
i

sηi
= lim

si→0

sγi
sηi

E0

√
σT

i Vσi = 0 (4.6)

ただし，Vは次式のように定義される．

V =




1 −0.5 0

−0.5 1 0

0 0 3

 for 2D,



1 −0.5 −0.5 0 0 0

−0.5 1 −0.5 0 0 0

−0.5 −0.5 1 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3


for 3D.

(4.7)

また，σi は Voigt表記で示した Cauchy応力であり，各 Gauss点ごとに算出された応力を有
限要素ごとに平均化したものである．

σi =

∫
Ωi

D0BuidΩ (4.8)

ここで，D0 はヤング率を 1としたときの弾性係数行列である．以上のように，式 (4.6)で適
切な ηを用いることによって，特異点問題を緩和することができる．なお，このようにして
与えられるパラメータ ηは物理的な解釈が困難であり，あくまで数学的な措置であることに
注意しなければならない．

4.2.2 特異点問題を緩和する固体材料の相当応力式の提案
本章で新たに提案する，応力特異点問題を緩和する手法の概念は，上述した単材料の

qp-relaxation77) を DMO 型材料内挿関数を用いたマルチマテリアル材料モデルに取り入れ
るというものである．まず，本研究では各固体材料が応力を分担するという仮定の下，i番
目の要素で平均化された各固体材料のMisesの相当応力 σ( j),v

i を次式のように定式化した．

σ
( j),v
i =

w
( j)
i

d
E( j)
√
σT

i Vσi (4.9)

ここで，w( j)
i は式 (3.2)で紹介した，可換性を有する DMO型材料内挿関数の重み係数であ

る．次に，式 (4.6) と同様に，に，式 (4.9) に示す固体材料の相当応力の極限を取ることを
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考える．ここでは，DMO型材料内挿関数式 (3.2)を代入し，以下の関係式が成り立つよう
な d，すなわち，固体材料 jの材料体積比率 v( j)

i が限りなく 0に近づいても，その相当応力
σ

( j),v
i が発散しないような dを分母に与えるという仕組みを考えた．

lim
v

( j)
i →0
σ

( j),v
i = lim

v
( j)
i →0

w
( j)
i

d
E( j)
√
σT

i Vσi

=

(
v

( j)
i

)γ∏m
k(k, j)

{
1 −
(
v(k)

i

)γ}
d

E( j)
√
σT

i Vσi

= 0 (4.10)

ここで，本研究では dを次式のようにおくことでそれを満足できるようにした．

d =
(
v

( j)
i

)γ−1
m∏

k(k, j)

{
1 −
(
v(k)

i

)γ}
(4.11)

その結果，最終的に式 (4.9)は次式のように表すことができる．

σ
( j),v
i = v

( j)
i E( j)

√
σT

i Vσi (4.12)

これが本研究で提案する，特異点問題を緩和する固体材料の相当応力の式である．この発散
しない固体材料の相当応力の値が許容応力度以下となるように応力制約を課すことで，安定
的に最適化問題を解くことができるようになる．ただし，本研究では後述の界面応力につい
ても応力制約を課すことになるため，最適化問題は複雑化することが予想される．これを改
善するための方法として，後の 4.4節では目的関数を新たに提案する次第である．

4.3 界面剥離モデル
本節では，材料界面の応力規準について説明する．本研究では，Liuら 84) の手法に習い，

Brewerら 108) の複合材料の層間剥離の発生に対する 2次応力規準を，材料界面の相当応力と
して導入する．この相当応力を用いることで，引張応力とせん断応力を分けて評価すること
ができ，より現実に近い界面を再現した状態で最適化計算を行うことができる．まず，3.3節
と同様に，2段階密度フィルタリングを用いることで得られる仮想的な材料界面の界面体積
比率 v( j,k)

i を得る．v( j,k)
i を得るためのフローチャートを図–4.1に示す．基本的な考え方は第

3章の図–3.4と同じだが，本節で説明する材料界面の界面体積比率 v( j,k)
i は界面応力の評価の

みに用いられ，界面のヤング率の評価は固体材料のヤング率のみから求められる点が異なる．
次に，計算した界面体積比率 v( j,k)

i を用いて，2種類の固体材料 j, k ( j, k = 1, 2, . . . ,m, j , k)

の界面に対する応力規準を次式のように定義する．

σ
( j,k),d
i = v

( j,k)
i E( j)

√(
σ

( j,k)t
i,n

)2
+

1
β2

(
σ

( j,k)
i,l

)2 ≤ σ̄( j,k) (4.13)
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図–4.1 強度を考慮するための固体材料と材料界面の 2 段階密度フィルタリングによる
projection-mapping法

図–4.2 座標変換と応力の図解

ここで，σ( j,k),d
i は界面の引張応力とせん断応力を結合した相当界面応力，β = cs/cn は界面せ

ん断強度の最大許容値 cs と界面法線引張強度 cn の比である．σ( j,k)t
i,n は界面における引張応

力を表し，次式のようになる．

σ
( j,k)t
i,n =

σ( j,k)
i,n if σ( j,k)

i,n ≥ 0

0 else.
(4.14)
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式 (4.13)における σ( j,k)
i,l および式 (4.14)の σ( j,k)

i,n は，それぞれ界面の接線，法線方向に生じ
る応力を表しており，次式のように表される．

σ
( j)
i,l =

(
n( j)

i

)T
Σil( j)

i (4.15)

σ
( j)
i,n =

(
n( j)

i

)T
Σin( j)

i (4.16)

ただし，Σi は 2階のテンソル表記にした Cauchy応力である．また，n( j)
i , l( j)

i は，それぞれ
有限要素ごとに平均化された単位法線ベクトルと単位接線ベクトルを表す．n( j)

i は，Bオペ
レータを用いることで次式から導出できる．

n( j)
i =

∫
Ωi

B¯̃u( j)
i dΩ∣∣∣∣∣∣∣∣∫Ωi

B¯̃u( j)
i dΩ

∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.17)

なお，l( j)
i は得られた n( j)

i から陽に求めることができる．図–4.2は，本研究で定義される応
力についてまとめた概念図である．この図より，固体材料の数を m = 2と仮定した場合，固
体材料 1，2に関するMisesの相当応力 σ(1),v, σ(2),v，材料界面に生じる界面剥離に関する相
当応力 σ(1,2),d, σ(2,1),d の 4種類が考慮される．
ところで，4.2.1節で言及したとおり，空隙と固体の 2相材料を対象としたトポロジー最適
化の応力特異点問題は，応力が作用する箇所で設計変数が 0に漸近したとき，応力を受け持
つはずの固体材料がなくなり，結果として応力値が無限大に発散するという数値的現象であ
る 76), 77)．一方で，材料界面については，界面体積比率 v( j,k)

i 自体が界面応力の評価にのみ用
いる変数として定義されていることから，界面相当応力の式 (4.13)で示されるように，界面
体積比率 v( j,k)

i が 0へ漸近しても応力値の発散にはつながらず，固体材料側の緩和手法に依
存する程度に収まる．したがって，材料界面の相当応力には緩和手法を与える必要はない．

4.4 最適化問題の設定
ここでは，本章で設定する最適化問題について説明する．本最適化問題では，各固体材料
の使用体積量と強度，さらに界面強度を制約条件として課した上で，構造の剛性最大化を図
るものである．なお，本研究では扱いやすさの観点から，剛性最大化問題を荷重一定の条件
下における平均コンプライアンス最小化問題と等価な問題と考える．3.1節でも述べたとお
り，数値計算の観点で，本研究のような非凸性の高い問題をMMA100) といった数理計画法
の最適化アルゴリズムを単に用いるだけでは安定的に最適解を得ることはできない．このこ
とから，本研究では応力制約式をそのまま与えるのではなく，応力制約の役割を果たすペナ
ルティ関数として目的関数に付加するように定式化を行った．具体的な方法は，まず平均コ
ンプライアンスを正規化し，そこに制約条件である応力制約の項を，ペナルティとして扱う
ように足し合わせ，それら全体を最小化するというものである．以下に本研究で提案する目

51



的関数 f (s)および不等式制約条件式 g( j)(s)を示す．

minimize :

f (s) =


c

α︸︷︷︸
正規化した平均コンプライアンス

+

n∑
i

 m∑
j

σ( j),v
i

σ̄( j)


p

+

m∑
j

m∑
k,k, j

σ( j,k),d
i

σ̄( j,k)


p︸                                            ︷︷                                            ︸

応力制約に関する項



1
p

(4.18)

subject to :

K(s)u = f (4.19)

g( j)(s) =
n∑
i

v
( j)
i Vi − χ( j)V̄ ≤ 0, j = 1, . . . ,m (4.20)

0 < smin ≤ s( j)
i ≤ smax, j = 1, . . . ,m (4.21)

c = f Tu (4.22)

ここで，設計変数の下限値と上限値を，それぞれ smin = 1 × 10−4，smax = 1とする．g( j)

は，それぞれの固体材料の使用体積量に対する制約条件である．cは平均コンプライアンス
値であり，αは cと同じ値をとるパラメータである．ただし，感度解析で αは定数として扱
う．こうすることで，平均コンプライアンス c/αの項が常に 1の値をとる．
なお，目的関数 (4.18) の第 1 項，第 2 項は次元の異なる量であり，定量的にこれらを公
平に評価することは容易ではない．そのため，平均コンプライアンスに関する量に極力適切
な重み付けを行うことを意図して，このような目的関数の定式化を行っている．目的関数
(4.18)の応力制約に関する項は，固体材料の相当応力 σ( j),v

i および界面の相当応力 σ( j,k),d
i が，

それぞれの固体材料の許容応力度 σ̄( j) および界面の許容応力度 σ̄( j,k) を超過した際に，その
部分を p-normで抽出し，超過した相当応力にペナルティを与えるような仕組みとなってい
る．このような応力制約に関する項を，目的関数の中に組み込んで最小化問題を解くことに
より，各要素で算出される応力が許容応力度を超過しない材料レイアウトが得られるように
なる．なお，p-normの凸性は Minkowskiの不等式により保証されており，p-normを目的
関数で扱うという試みは Leら 69) によっても行われているほか，Verbartら 72) は本研究に
似た p-normの式 (p-mean)を提案している．しかし，本研究のように αの値が最適化途中
で変化する問題の場合は，解かれる最適化問題も計算途中で変化していくことに注意しなけ
ればならない．このことから，後に示す 4.6節での数値計算例では，本最適化問題で得られ
た結果が力学的に妥当な最適構造が得られているかを確認する必要がある．

4.5 感度解析
ここでは，3.5節と同様に随伴変数法 (AVM)を用いた感度の導出を行ったあと，感度の差
分近似による値 (FDA)との精度比較を行い，当該感度解析法の妥当性を検証する．
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4.5.1 随伴変数法を用いた感度の導出
ここでは，随伴変数法による感度の導出を行うが，3.5.1 節で示した最初の 2 式 (3.24),

(3.25)までは同じである．念のため，以下にその 2式を再掲する．

∂ f
∂s( j) =

∂ f
∂s̃( j) T∗K−1

h (r1)T (4.23)

Kh(r1)a( j)
1 =

∂ f
∂s̃( j) T∗ (4.24)

要素ごとの配列 ∂ f /∂s̃( j) の i番目に着目した微分項 ∂ f /∂s̃( j)
i については，随伴変数法を用い

て陰的な微分項 ∂u/∂s̃( j)
i を消去することで，次式のように表せる．

∂ f

∂s̃( j)
i

=
(
AB( j)

i D( j)Bu
)∂v( j)

i

∂s̃( j)
i

− A
pα

u⊤
m∑
k

 ∂K
∂w(k)

i

∂w(k)
i

∂v
( j)
i

u∂v( j)
i

∂s̃( j)
i

− λT
m∑
k

 ∂K
∂w(k)

i

∂w(k)
i

∂v
( j)
i

u
∂v

( j)
i

∂s̃( j)
i

+

m∑
k,k, j

AB( j,k)
i D( j)Bu

∂v
( j,k)
i

∂v
( j)
i

∂v( j)
i

∂s̃( j)
i

+

m∑
k,k, j

AB(k, j)
i D(k)Bu

∂v
(k, j)
i

∂v
( j)
i

∂v( j)
i

∂s̃( j)
i

(4.25)

式 (4.25)において，右辺の第 1項から第 3項が固体材料に関する微分項，第 4，5項が材料
界面に関する微分項である．また，λは随伴ベクトルであり，以下の随伴方程式を解くこと
によって得られる．

Kλ =
∫
Ω

n∑
i

(
f adj
i

)T
dΩ (4.26)

ここで， f adj
i は次式のとおりである．

f adj
i = A

 m∑
j

(
B( j)

i v
( j)
i D( j)B

)
+

m∑
j

m∑
k,k, j

(
B( j,k)

i w
( j,k)
i D( j)B

) (4.27)

また，A, B( j)
i , B

( j,k)
i についても以下のように記される．

A =

 c
α
+

n∑
i

 m∑
j

σ( j),v
i

σ̄ j

p + m∑
j

m∑
k,k, j

σ( j,k),d
i

σ̄( j,k)

p



1
p−1

(4.28)

B( j)
i =

σ( j),v
i

σ̄( j)

p−1
1
σ̄( j)

∂σ( j),v
i

∂σi

T (4.29)

B( j,k)
i =

σ( j,k),d
i

σ̄( j,k)

p−1
1
σ̄( j,k)

∂σ( j,k),d
i

∂σi

T (4.30)

また，∂σ( j),v
i /∂σi は以下で表される．

∂σ
( j),v
i

∂σi
=

Vσi√
σT

i Vσi

(4.31)
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∂σ
( j,k),d
i /∂σi については，例えば xx成分に関する微分項 ∂σ( j,k),d

i /∂σi,xx は次式のように表さ
れる．

∂σ
( j,k),d
i

∂σi,xx
=
σ

( j,k)t
i,n

(
n( j)

i

)T
Ixxn( j)

i + σ
( j,k)
i, ｌ
(
n( j)

i

)T
Ixxl( j)

i√(
σ

( j,k)t
i,n

)2
+ 1
β2

(
σ

( j,k)
i,l

)2 (4.32)

ただし，

Ixx =



1 0

0 0

 for 2D,
1 0 0

0 0 0

0 0 0

 for 3D.

(4.33)

他の成分についても，次式のような Iyy, Izz, Ixy = Iyx, Iyz = Izy, Izx = Ixz を用いることで，
同様に導出が可能である．

Iyy =



0 0

0 1

 for 2D,
0 0 0

0 1 0

0 0 0

 for 3D.

(4.34)

Ixy =



0 1

0 0

 for 2D,
0 1 0

0 0 0

0 0 0

 for 3D.

(4.35)

Izz =


0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , Iyz =


0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , Izx =


0 0 0
0 0 0
1 0 0

 (4.36)

次に，微分項 ∂v( j,k)
i /∂v

( j)
i を導出する．∂v

( j,k)
i /∂v

( j)
i の配列 ∂v

( j,k)
i /∂u

( j) は次式のようになる．

∂v
( j,k)
i

∂u( j) =

∂ϕ
(
κ
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ ∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥)
∂
(
κ
∥∥∥∥∇¯̃u( j)

i

∥∥∥∥ ∥∥∥∇¯̃u(k)
i

∥∥∥)
∫
Ωi

κb( j,k)
i∫

Ωi
dΩ

dΩ

K−1
h (r2)T (4.37)

ただし，b( j,k)
i は次式のようになる．

b( j,k)
i =

(
B¯̃u( j)

i

)T
B√(

B¯̃u( j)
i

)T(
B¯̃u( j)

i

)
+ ϵ

√(
B¯̃u(k)

i

)T(
B¯̃u(k)

i

)
+ ϵ (4.38)
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表–4.1 固体材料数 m = 2を用いた数値計算例における固体材料の材料特性
Mat.1 Mat.2

Young’s modulus 100 200

Poisson’s ratio 0.3 0.3

ここでの ¯̃u( j)
i ,

¯̃u(k)
i は要素節点値ベクトルである．式 (4.23)同様，式 (4.37)も逆行列 K−1

h (r2)

を直接求める必要はなく，実装上では，次式の連立 1 次方程式を解くことで得られる a( j,k)
2

を用いる．
Kh(r2)a( j,k)

2 = Λ
( j,k)
i

∫
Ωi

κb( j,k)
i∫

Ωi
dΩ

dΩ

 (4.39)

ただし，Λ( j,k)
i は，式 (4.25)において微分項 ∂v( j,k)

i /∂v
( j)
i がかかっている項の左側に存在する

微分項である．
一方で，制約条件式 g( j) の感度の配列は次式のように陽に求まる．

∂g( j)

∂s(k) =


∂g( j)

∂s̃(k)T
∗K−1

h (r1)T, j = k

0, j , k
(4.40)

ここで，配列 ∂g( j)/∂s̃( j) の i番目の要素は次式のようになる．

∂g( j)

∂s̃( j)
i

=
∂v

( j)
i

∂s̃( j)
i

Vi (4.41)

4.5.2 感度の差分近似を用いた精度検証
本節では，3.5 節と同様に，前節で導出した提案手法の解析的感度 (AVM) を，差分近似
で計算した感度 (FDA)と比較することで，精度に関する妥当性について検証を行う．この
提案手法の検証では材料界面の感度も加味するものであることから，その有用性を確認する
ために，明確な界面が存在していない初期状態，つまり，設計変数の分布が一様であるも
のとそうでないものの 2ケースを考える．2ケースともに，式 (3.40)で与える変動量 ∆sは
∆s = 1.0 × 10−7 とした．また，スケール L = 100，要素数は 20 × 10 = 200とし，フィルタ
半径は R1 = R2 = 20とした．界面の許容応力度については，σ̄int = σ̄(1,2) = σ̄(2,1) = 0.01を
与えた．材料の物性値は表–4.1のとおりである．固体材料の数を m = 2としたため，各材
料番号に対する感度である ∂ f /∂s(1)

i , ∂ f /∂s(2)
i の 2つについて比較を行う．図–4.3および図

–4.4の左側のグラフは，目的関数 f (s)の感度について解析的感度と差分近似による感度を
比較したものである．また，その相対誤差の絶対値を右側の緑色のグラフで描画している．
図–4.3 では，設計変数の初期値を全体に一様に与えて計算した結果を示している．この図
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図–4.3 Case 1 の感度解析: 上) 初期設計変数分布, 左) AVM と FDA の比較, 右) AVM と
FDAの相対誤差

から，相対誤差は最大でも 1%未満であり，十分に高い精度を有していることが伺える．図
–4.4 については，異なる設計変数の初期値を構造モデルの上側・下側に与えて同様の感度
検証を行った結果である．図–4.4を見ると，図–4.3同様に相対誤差の絶対値は最大でも 1%

未満である．以上の検証より，提案する手法の感度式が十分な精度を有していることが確認
でき，この結果は次節で紹介する最適化結果の信頼性を保証するものであるといえる．

4.6 最適化計算例
本節では，5つの単純な構造モデルを用いて提案手法の妥当性と性能に関する検証を行う．
まず，引張り構造を用いて，層間剥離の 2次応力規準を用いた界面の応力制約が最適化結果
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図–4.4 Case 2 の感度解析: 上) 初期設計変数分布, 左) AVM と FDA の比較, 右) AVM と
FDAの相対誤差

にどのような影響を与えるかについて検証を行う．次に，片持ちはりモデルを用いて，界面
の許容応力度 σ̄( j,k) ( j, k = 1, 2, . . . ,m, j , k) の大きさを変化させた場合に得られる最適化結
果が，力学的に合理的なものであることを確認する．3番目に，2次元の L字型ブラケット
構造を用いて，固体材料と材料界面の許容応力度を，それぞれ大きさを変化させた場合に得
られる最適構造の性能比較を行う．4番目に，2次元の逆 T字型ブラケット構造を用いて，
荷重を 2箇所に与えた場合の最適化結果から，数値安定性について検証を行う．さらに，固
体材料数を m = 3 に増やした場合についても同様に検証を行う．最後に，3 次元の持ち送
り構造を用いて，応力制約として許容応力度を与えた場合と与えなかった場合の計算結果に
ついて考察を行う．上記のケースに対して，2次元のモデルでは平面応力状態を仮定し，4
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図–4.5 引張構造

節点四辺形要素を用いた．3次元のモデルでは 8節点六面体要素を用いた．また，簡単のた
め，界面に与える許容応力度については σ̄int = σ̄(1,2) = σ̄(2,1) とした．p-normパラメータ p

の値については，理論上は，p → ∞とすることで相当応力の最大値を正確に抽出するよう
な関数になるが，数値計算の観点から，実装上は適切な大きさの pを用いる必要がある．な
お，Verbartら 72) の検証から，p-meanにおいて p ≤ 12を代入して計算を行った場合，計算
結果の最大応力値が，許容応力度を大きく超過する結果が出る可能性があることが示されて
いる．一方で，p > 28の値では，収束性が悪化することが示されている．以上のことから，
本研究における p-normパラメータは p = 16を採用する．
数値計算例を示す前に，3.6 節と同様，本研究で扱うしきい値パラメータ S , T の設定を
行う．1 回目の projection に用いるしきい値パラメータ S については，90 ステップまでは
S = 1とし，その後 30ステップごとに，S = 8になるまで 1ずつ値を増やしていく．一方で，
2回目の projectionに用いる S は，最適化計算全体を通して S = 8を与えた．また，しきい
値パラメータ T は，1回目の projectionでは T = 0.5，2回目の projectionでは T = 0.05を
与えた．なお，ここで設定したしきい値パラメータは，問題の解像度や設計領域によって汎
用性が失われる可能性がある．したがって，ここで挙げたパラメータ設定は最適化計算にあ
たって予備検討での試行錯誤が必要である．パラメータ設定に関する基本的な考え方は Hu

ら 85) によっても言及されているため，そちらも参照されたい．収束判定は，最適化ステッ
プ数が 350以上，かつ前ステップとの設計変数の差の L2ノルムが 5回連続で 5.0 × 10−5 以
下になる場合とした．また，本章の数値計算例では，相当応力のコンター図の可視化にあた
り，各要素に対して次のような規則に従い後処理を行った．

if v(1)
i ≥ 0.5, Mat.1

else if v(2)
i ≥ 0.5, Mat.2

else if v(2,1)
i ≥ 0.5, Interface

このような処理を行うことで，空隙部分の相当応力を表示せず，固体材料と材料界面をそれ
ぞれ抽出して結果を表示している．
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図–4.6 β = 2のときの引張構造におけるトポロジー最適化結果の比較

4.6.1 引張り構造
ここでは，図–4.5の引張り構造を用いて，界面の相当応力として与えた引張/圧縮非対称
応力規準が最適化結果に与える影響について検証を行う．スケールは L = 100とし，構造右
端中心の 0.04Lの領域に 0.1の大きさの分布荷重を載荷した．要素数は 200 × 100 = 20000

とした．各固体材料の体積制約として，χ(1) = χ(2) = 0.2を与えた．これは，設計領域に各固
体材料が最大で 20%ずつ使用でき，空隙が 60%となることを意味している．設計変数の初
期値は一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.2を与えた．また，フィルタ半径には R1 = 6, R2 = 4を与えた．

なお，単位については第 2，3 章と同様に与えず，無次元化している．まず，β = 2 を与え
たときの最適化結果を図–4.6に示す．図–4.6(a)は，許容応力度 σ̄int に十分大きい値を与え
た際の計算結果である．これは，応力制約のない平均コンプライアンス最小化問題とみなせ
る．図–4.6(a)から，界面の相当応力値が，引張方向に対して垂直な方向の面に高い値をとる
ことがわかる．このとき，界面の相当応力の最大値は σ(2,1),d = 0.02であった．この値を受
けて，図–4.6(b)では，許容応力度を σ̄int = 0.01を設定して最適化計算を行った．図–4.6(b)
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図–4.7 β = 0.1のときの引張構造におけるトポロジー最適化結果の比較

から，定性的ではあるが，界面に小さい値の許容応力度を与えることで，界面がシャープな
形で得られた．これは，引張方向に対して垂直な面がなくなり，せん断方向のみで力を受け
持つような構造が得られたためだと考えられる．
次に，β = 0.1 を与えたときの最適化結果を図–4.7 に示す．図–4.7(a) が，許容応力度
σ̄int に十分大きい値を与えた際の計算結果である．このとき，界面の相当応力の最大値は
σ(2,1),d = 0.14であった．この値を受けて，図–4.7(b)では，許容応力度を σ̄int = 0.1を設定
して最適化計算を行った．この図から，先ほどの図–4.6(b)とは対照的に，引張方向に対し
て垂直な材料界面が現れている．これは，図–4.6 のときと比較して，式 (4.13) の重み係数
1/β2 が大きくなり，せん断応力の代わりに引張で力を受け持つような作用が働いたためだ
と考えられる．
以上の検証から，βは引張/せん断の重み付けを決定するようなパラメータであることが確
認できた．Brewerら 108) の検証結果から，1.7 ≤ β ≤ 2.3程度の値を与えるのが望ましいと
考えられるため，本研究における以降の検証では β = 2を用いる．
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図–4.8 片持ちはり構造

図–4.9 材料界面強度の異なる片持ちはり構造の最適化結果
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図–4.10 メッシュ解像度の異なる片持ちはり構造の最適化結果
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表–4.2 材料界面強度の異なる片持ちはり構造: 最適化結果の性能比較
(a) (b) (c)

Objective function f (s) 1.00 1.02 1.02

Mean compliance c 1.31 1.32 1.31

Maximum Mat.1 stress σ(1),v 0.18 0.18 0.18

Maximum Mat.2 stress σ(2),v 0.79 0.79 0.81

Maximum Interface stress σ(2,1),d 0.45 0.24 0.20

表–4.3 メッシュ解像度の異なる片持ちはり構造: 最適化結果の性能比較
(a) (b) (c) (d)

Objective function f (s) 1.02 1.00 1.02 1.03

Mean compliance c 1.32 1.30 1.31 1.91

Maximum Mat.1 stress σ(1),v 0.17 0.15 0.18 0.23

Maximum Mat.2 stress σ(2),v 0.61 0.62 0.83 1.1

Maximum Interface stress σ(2,1),d 0.26 0.22 0.20 0.24

図–4.11 目的関数値と制約条件の推移: 左)図-4.9(a),右)図-4.9(c)

4.6.2 片持ちはり構造
次に，図–4.8の片持ちはりの構造モデルを用いて，材料界面に応力制約を与えない，また
は与えた場合の最適化計算を行った．また，本計算例では界面の応力制約に着目するため，
固体材料には応力制約を課さないものとした．スケールは L = 100 とし，0.05L の領域に
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0.4の大きさの分布荷重を与えた．要素数は 300 × 150 = 45000要素とした．各固体材料の
体積制約として，χ(1) = χ(2) = 0.2を与えた．これは先の計算例と同様，設計領域に各固体材
料が最大で 20%ずつ使用でき，空隙が 60%となることを意味している．設計変数の初期値
は一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.2とした．また，フィルタ半径には R1 = 8, R2 = 6を与えた．最適

化結果を図–4.9に示す．
図–4.9(a) に見られるように，界面応力制約を考慮しない最適構造では，剛性の高い赤の
材料 2は荷重載荷点や応力特異点である左側隅角部などの高応力領域に分布し，剛性の低い
青の材料 1は他の低応力領域に分布していることから，妥当な結果が得られているものと考
えられる．一方で，界面に生じる応力については，水平方向中心線に対して上下に対称な位
置に界面応力が生じているが，界面に引張りが生じる，すなわち剥離方向に高い応力が発生
している．これは，実際にはその界面近傍で剥離が生じやすいことを示唆する結果といえよ
う．次に，界面の許容応力度に σ̄int = 0.3, σ̄int = 0.25を与えた結果をそれぞれ図–4.9(b), (c)

に示す．これらの図から，界面応力の許容応力度が小さくなるにつれて，上下非対称な材料
配置に変化していることが分析できる．表–4.2は，片持ちはり構造で得られた最適化結果の
目的関数値，平均コンプライアンス値，固体材料および界面の最大応力値をまとめた表であ
る．この表から，図–4.9(a)における界面の最大応力値が 0.45であるのに対し，図–4.9(b)で
は 0.24，図–4.9(c)に至っては 0.20まで減少している．また，図–4.9(c)のケースでは，高い
引張応力が生じていた材料界面が消失していることがわかる．このように，材料界面の強度
に合わせて界面剥離が生じにくくなるようなトポロジーが得られていることが考察できる．
次に，メッシュの解像度が最適化結果に与える影響について検証を行う．Fig.4.10は，4

つの異なるメッシュ解像度で最適化計算を行った結果をまとめたものである．Fig.4.10(a)は
5000要素，Fig.4.10(b)は 11250要素，Fig.4.10(c)は 45000要素，Fig.4.10(d)は 125000要
素である．なお，Fig.4.10(c) は Fig.4.9(c) の結果と同じものを示している．先程と同様に，
4つ全ての結果において，設計変数の初期値は一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.2を与え，フィルタ半径

には R1 = 8, R2 = 6 を与えた．4 つの最適化結果を比べて，Fig.4.10(a) を除いた 3 つの材
料レイアウトに大きな変化は現れなかった．このことから，高い精度で界面の応力値を評価
するためには，ある程度細かいメッシュで最適化計算を行う必要があるといえる．さらに，
メッシュが細かくなるにつれて，最適化計算の計算コストは増加する一方で，より滑らかな
結果が得ることができた．Table 4.3は，Fig.4.10でまとめた 4つの結果について，目的関数
値，平均コンプライアンス値，各固体材料および材料界面の最大応力値をまとめたものであ
る．この表から，メッシュの粗い (a)を除いた 3ケースで材料界面の許容応力度 σ̄int = 0.25

を満足していることが定量的に明らかになった．以上の結果は，十分に細かいメッシュで計
算を行うことで，メッシュの解像度に依らない，許容応力度を満足した力学的に妥当な材料
レイアウトが得られることを示唆している．
図–4.11は，図–4.9(a)，(c)の場合の目的関数値および制約条件関数値の推移を示した図で
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図–4.12 L字型ブラケット構造

ある．(c)のケースでは，しきい値関数のパラメータが変化する箇所で振動が見られたもの
の，どちらの結果においても目的関数および制約間数値が十分に収束していることから，こ
の最適化計算で得られた結果は妥当であるといえる．

4.6.3 L字型ブラケット構造
図–4.12に示すような 2次元の L字型ブラケット構造を用いて最適化計算を行う．スケー
ルは L = 300とし，0.01Lの領域に 0.4の大きさの等分布荷重を載荷した．要素数は 57600

要素とした．各固体材料の体積制約は，それぞれ χ(1) = 0.2, χ(1) = 0.2とした．設計変数の
初期値は一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.2を与えた．また，フィルタ半径には R1 = 10, R2 = 8を与え

た．固体材料および材料界面に与える許容応力度をそれぞれ変化させた場合の計算結果を図
–4.13および図–4.14に示す．
定性的ではあるが，図–4.13(b)∼(d)，図–4.14(e)∼(h) の結果を通して，許容応力度が与え
られることで，固体材料あるいは界面の応力分布が均一になっていると見受けられる．図
–4.13(a)の結果においては，応力制約のない状態で最適化計算を行うと，荷重載荷点，変位
拘束点，また応力特異点である隅角部にヤング率の高い赤の固体材料 2が配置されており，
平均コンプライアンス最小化問題として妥当な結果が得られていると考えられる．一方で，
材料 2におけるMisesの相当応力の分布図を見ると，応力特異点である隅角部で応力集中が
生じていることがわかる．一方で，図–4.13(c)や図–4.14(g)の結果では，青の固体材料 1が
代わりに隅角部に配置されており，固体材料 2 の最大応力値は，それぞれ 0.76 から 0.23，
0.76から 0.20へ大きく減少した．さらに，図–4.14の (e)と (h)から，固体材料 1, 2の両方
に適切な許容応力度を与えた場合，隅角部を避ける円弧型の材料レイアウトが得られてい

65



図–4.13 様々な強度設定を行った L字型ブラケット構造の最適化結果
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図–4.14 様々な強度設定を行った L字型ブラケット構造の最適化結果
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図–4.15 L字型ブラケット構造の各最適化結果に対する荷重-変位曲線

図–4.16 目的関数値と制約条件の推移: 左)図-4.13(a),右)図-4.14(h)

68



ることがわかる．このことから，固体材料に適切な許容応力度を与えることで，応力集中
を避けるような計算結果が得られることが確認できた．また，図–4.13(b)や図–4.14(f)を図
–4.13(a)と比較すると，青の材料 1に制約を与えることで，材料 1が構造の 1箇所にまとま
り，材料 1全体で均一な応力分布になるような最適化結果が得られている．
表–4.4は，それぞれ図–4.13，図–4.14の各計算結果における目的関数値，平均コンプライ
アンス値，固体材料および材料界面の最大応力値をまとめたものである．表–4.4を通して，
応力制約を与えていない (a)の結果が最も平均コンプライアンス値が小さく，2つの固体材
料に許容応力度を与えている (e)や，2つの固体材料および材料界面に許容応力度を与えて
いる (h)の平均コンプライアンス値が最も大きい値となった．このことから，平均コンプラ
イアンス値と引き換えに，最大応力値の制御が行われていることが確認できる．
なお，図–4.14(e)では，隅角部に中間密度が比較的多い状態で最適化計算が収束した．こ
れは，許容応力度やしきい値パラメータの変更によって緩和できると考えられる．また，
表–4.4 から，図–4.14(e) の結果における材料 2 の最大応力値 0.41 が，許容応力度である
σ̄(2) = 0.4を僅かではあるが超過していることが読み取れる．これは，p-norm関数を用いた
目的関数の性質上，起こり得る結果であるといえよう．
平均コンプライアンス値と引き換えに最大応力値の制御が行われていることを確認するた
めに，代表的な 4つの例を取り上げて，荷重変位曲線を比較する．図–4.15は，図–4.13お
よび図–4.14 の結果の中から代表して，図–4.13(a) の応力制約なし，図–4.14(f) の材料 1 と
界面に応力制約を与えた場合の結果，図–4.14(g)の材料 2と界面に応力制約を与えた場合の
結果，図–4.14(h)の材料 1，2と界面に応力制約を与えた場合の結果の 4例で得られる荷重
変位曲線を示している．本研究では微小変形理論における線形弾性体を仮定しているため，
荷重変位曲線はいずれの例も直線である．この図–4.15から，応力制約のない図–4.13(a)が
最も剛性の高い結果であることが読み取れる．続いて，図–4.14(g)，図–4.14(f)，図–4.14(h)

の順番で剛性が高いことが見て取れる．最も応力制約の条件が厳しい図–4.14(h)の結果にお
いて，最も剛性が下がっていることがわかる．
図–4.16は，それぞれ図–4.13(a)，図–4.14(h)の結果における目的関数値および制約条件関
数値の推移を表したものである．前節の図–4.11と同様に，許容応力度を与えることで，し
きい値関数のパラメータが変化する箇所で多少の振動が見られるものの，どちらの結果にお
いても目的関数および制約関数値が十分に収束していることから，この最適化計算で得られ
た結果は妥当であるといえる．

4.6.4 逆 T字型ブラケット構造
この節では，図–4.17 のような逆 T 字型ブラケット構造を適用した際の最適化結果を示
す．この構造は，左右対称かつ荷重が 2箇所で与えられるものであり，提案手法の数値的安
定性についてより詳しく検証することができる．スケールは L = 300とし，2箇所の 0.01L
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表–4.4 様々な強度設定を行った L字型ブラケット構造: 最適化結果の性能比較
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)

Objective function f (s) 1.00 1.00 1.00 1.02 1.02 1.00 1.06 1.04

Mean compliance c 1.89 2.27 2.27 1.91 3.15 2.07 2.47 2.63

Maximum Mat.1 stress σ(1),v 0.17 0.08 0.52 0.16 0.09 0.08 0.51 0.09

Maximum Mat.2 stress σ(2),v 0.76 1.00 0.23 0.79 0.41 0.83 0.20 0.40

Maximum Interface stress σ(2,1),d 0.38 0.55 0.39 0.16 1.40 0.16 0.17 0.17

図–4.17 逆 T字型ブラケット構造

表–4.5 固体材料数 m = 3を用いた数値計算例における固体材料の材料特性
Mat.1 Mat.2 Mat.3

Young’s modulus 100 200 300

Poisson’s ratio 0.3 0.3 0.3

の領域に 0.5の大きさの等分布荷重を載荷した．要素数は 79200要素とした．2つのフィル
タ半径は，それぞれ R1 = 10, R2 = 8を与えた．
まず，前節までと同じ 2種類の固体材料および空隙を仮定した場合の最適化計算結果を図

–4.18および図–4.19に示す．各固体材料の体積制約は，それぞれ χ(1) = 0.2, χ(1) = 0.2とし
た．設計変数の初期値も一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.2を与えた．図–4.18は，許容応力度に十分に

大きい値を与えて計算した結果である．この図から，前節の図–4.13(a)同様に，応力集中が起
きやすい隅角部および荷重載荷点近傍にヤング率の高い赤の材料 2が配置されていることか
ら，妥当な計算結果が得られていると考えられる．また，中心軸に対して対称な材料レイア
ウトが得られており，数値的に安定した計算結果が得られていると考えられる．一方で，材
料 2の相当応力 σ(2),vのコンター図から，2箇所の隅角部に応力集中が起きていることが確認
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図–4.18 逆 T字型ブラケット構造のトポロジー最適化結果

図–4.19 許容応力度を与えた場合の逆 T字型ブラケット構造のトポロジー最適化結果
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図–4.20 3種類の固体材料を使用した逆 T字型ブラケット構造のトポロジー最適化結果

できる．図–4.19は，固体材料および材料界面にそれぞれ σ̄(1) = 0.15, σ̄(2) = 0.5, σ̄int = 0.25

を与えた場合の計算結果である．図–4.18 では，材料 2 の最大応力値は 0.67 であったのに
対し，σ̄(2) = 0.5という許容応力度の値を与えることで，最大応力値を 0.5まで下げること
ができた．材料 1に関しては，図–4.18の結果から，制約を与えなくても応力集中が比較的
生じていなかった．それにも関わらず，図–4.19で σ̄(1) = 0.15という許容応力度の値を与え
ることによって，最大応力値を 0.11から 0.08まで下げることができた．材料界面に関して
も，図–4.19で σ̄int = 0.25という許容応力度の値を与えることによって，最大応力値を 0.33

から 0.19まで下げることができた．
次に，表–4.5 に示すような 3 種類の固体材料および空隙を仮定した場合の最適化計算結
果を図–4.20，図–4.21 および図–4.22 に示す．なお，各固体材料の体積制約は，それぞれ
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図–4.21 材料 1, 2, 3および材料界面に許容応力度を与えた場合の逆 T字型ブラケット構造
のトポロジー最適化結果

χ(1) = χ(2) = χ(3) = 0.15とした．設計変数の初期値も一様に s(1)
i = s(2)

i = s(3)
i = 0.15を与え

た．図–4.20は，図–4.18同様に，3材料を用いても中心軸に対して対称な材料レイアウトが
得られており，数値的に安定した計算結果が得られていると考えられる．一方で，図–4.21

は，許容応力度の値にそれぞれ σ̄(1) = 0.15, σ̄(2) = 0.5, σ̄(3) = 0.6, σ̄int = 0.25を与えて最適
化計算を行った場合の計算結果である．定性的ではあるが，図–4.21 の結果は図–4.19 と比
較しても，非対称性がより顕著であり，中間密度を多く残した最適化結果である．このこと
から，固体材料数を増やすことで，固体材料に許容応力度を与えた場合の数値的安定性が低
くなる傾向をもつことが考察できる．図–4.22は，固体材料 2，固体材料 3および界面にそ
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図–4.22 材料 2, 3および材料界面に許容応力度を与えた逆 T字型ブラケット構造のトポロ
ジー最適化結果

れぞれ σ̄(2) = 0.5, σ̄(3) = 0.6, σ̄int = 0.25の許容応力度の値を与え，固体材料 1には十分に
大きい許容応力度の値を与えた場合の計算結果である．この問題設定は，青の材料 1が低剛
性かつ高強度材料であることを想定したものである．図–4.22 を図–4.21 と比較すると，図
–4.22が比較的対称な材料レイアウトであることがわかる．このことからも，許容応力度を
与えていない固体材料の存在の有無が，数値安定性を左右させていることを示唆していると
考えられる．
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図–4.23 3次元持ち送り構造

4.6.5 3次元持ち送り構造
最後に，提案手法を 3 次元設計に適用した際の最適化結果を示す．図–4.23 のような 3

次元持ち送り構造を用いた．スケールは L = 20 とし，図–4.23 で示した L × 0.1L の領域
に 0.5 の大きさの等分布荷重を載荷した．最適化計算の要素数は 192000 要素とした．ま
た，この最適化計算例では z = 0の平面における対称構造を設定しており，この後に示す結
果も z = 0 を軸に反転させたものを映し出している．各固体材料の体積制約は，それぞれ
χ(1) = 0.15, χ(1) = 0.15とした．設計変数の初期値も一様に s(1)

i = s(2)
i = 0.15を与えた．

固体材料および材料界面に与える許容応力度をそれぞれ変化させた場合の計算結果を図
–4.24および図–4.25に示す．図–4.24は，固体材料および材料界面の許容応力度の値を十分
に大きくして計算を行った場合の計算結果である．この図から，y軸での上半分，下半分で
対称的な材料レイアウトが得られていることが明らかとなった．一方で，図–4.25では，固
体材料および材料界面の許容応力度の値としてそれぞれ σ̄(1) = 0.15, σ̄(2) = 0.5, σ̄int = 0.25

を与えて最適化計算を行った．図–4.26 は，図–4.24，図–4.25 における材料 1 の相当応力
のコンター図を別視点から見て比較したものである．この図から，図–4.24とは異なり，図
–4.25では材料 1が y軸での上半分，下半分で非対称な材料レイアウトになっていることが
わかる．これは，材料界面に与えられている引張/圧縮非対称応力規準が，このような非対称
な材料レイアウトに起因しているものと考えられる．具体的には，図–4.26のように，上半
分に材料 1を多めに配置することで，上半分に生じる引張応力に対抗できるような材料配置
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図–4.24 3次元持ち送り構造におけるトポロジー最適化結果

が得られたのだと考えられる．

4.7 結論および今後の展望
本研究では，各固体材料および材料界面の強度を考慮したマルチマテリアルトポロジー最
適化手法を開発し，その性能検証を行った．ヤング率の正則化に対して，DMO型材料内挿
関数を採用し，さらに graded interfaceの概念を拡張する手法を提案した．さらに本研究で
は，材料界面の仮想的な界面体積比率を定義し，材料界面の応力の評価を行った．固体材料
にはMisesの相当応力，材料界面には引張/圧縮非対称応力規準を用いて，より現実に近い界
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図–4.25 許容応力度を与えた場合の 3次元持ち送り構造におけるトポロジー最適化結果

面を再現した状態で最適化計算を行った．また，応力制約付き構造最適化問題で生じ得る特
異点問題を緩和するために，DMO 型材料内挿関数に適応した緩和手法を新たに提案した．
本提案手法で得られる形状は，界面および固体材料の最大応力値を制御し，構造の安定性を
向上させるのに有効であることが確認できた．また，固体材料や界面の許容応力度を考慮す
ることで最大応力値を制御できるが，その代わりに構造の全体剛性が下がることが明らかに
なった．
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図–4.26 図-4.24と図-4.25の材料 1のMisesの相当応力分布図を別視点から見た図

一方で，本研究で提案する手法は，問題設定によっては中間密度を残したまま，あるいは
目的関数の性質上，最大応力値が許容応力度を超過した状態で最適化計算が収束することが
ある．これは今後取り組むべき課題であると考えている．また，提案手法では界面にある程
度幅をもたせて解析を行うことから，繊細な界面形状を表現することが難しく，得られた最
適構造をそのまま製造した場合，界面で局所的に応力集中が生じる可能性があると考えられ
る．したがって，本提案手法は固体材料のレイアウトを大まかに決定するための最適設計手
法という位置づけになる．また，本研究では固定されたメッシュを用いており，厳密な材料
界面の応力の評価もまた困難であるのが現状である．その一方で，本章の計算結果は，ある
程度メッシュの解像度が高ければ，概ね同じ材料配置が得られることを示唆している．以上
のことから，材料界面にアダプティブメッシュを取り入れる，Bスプライン曲線で補間を行
うことで，上述したような問題にある程度対処できると考えている．
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5 結論

本研究では各固体材料およびその界面の応力値が各々の材料強度および界面強度を満足する
ようなマルチマテリアルトポロジー最適化手法の開発を目的として，独自の材料界面表現
法，相当応力式，問題設定の提案を行った．この提案手法を軸として，材料界面のヤング率
を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化手法および固体材料および界面の強度を考慮
したマルチマテリアルトポロジー最適化手法を構築し，その性能検証を行った．
まず，第 3章で扱った界面のヤング率を考慮したマルチマテリアルトポロジー最適化につ
いて，材料界面の物性を考慮しながら個々の材料に等価な重みを与えることで固体材料間の
可換性を完全に満足することができる手法であることを示した．また，本手法の独創性とし
て，隣接する要素間に生じる設計変数の空間勾配を用いて，材料界面の界面体積比率を表現
した点にあり，これによって界面幅を制御しつつ，数値的に安定した手法を確立することが
できた．さらに本手法を用いて実施した最適化計算から，提案する材料モデルは，材料の可
換性・独立性を担保しつつ材料界面のヤング率を考慮できるものであることを確認した．最
適化計算例では，材料界面の剛性が小さいと仮定した場合は，材料界面の表面積が小さくな
り，構造上の弱点を減らすようなレイアウトが得られた．一方で，材料界面の剛性が母材よ
りも大きいという仮想的な条件下で計算を行うと，界面の表面積を大きくするようなレイア
ウトが得られることが分かった．これについては，現実的な問題設定ではないものの，数値
上の力学計算としては正しい結果といえる．以上より，第 3 章で得られた数値計算結果か
ら，本論文で提案した手法の妥当性が確認できた．
第 4章では，各固体材料および材料界面の強度を考慮したマルチマテリアルトポロジー最
適化手法を開発し，その性能検証を行った．まず，材料モデルの正則化に関連して，DMO

型材料内挿関数を採用し，graded interfaceの概念を取り入れた界面表現法を提案した．さら
に本研究では，材料界面の仮想的な界面体積比率を定義し，材料界面の強度評価を行った．
固体材料には Misesの相当応力，材料界面には引張/圧縮非対称応力規準を用いて，より現
実に近い界面を再現した状態で最適化計算を行った．また，応力制約付き構造最適化問題で
生じ得る特異点問題を緩和するために，DMO型材料内挿関数に適応した緩和手法を新たに
提案した．これにより，所与の材料体積制約条件下で界面および固体材料の最大応力値を制
御ししつつ，構造の剛性最大化を可能にするという，実際のマルチマテリアル構造の設計に
有用な手法の開発に成功した．
第 1 章でも言及したとおり，本論文で提案する手法は材料界面にある程度の幅を持たせ
た上で，界面剛性を変化させて与えることが可能である．以上のような特徴から，接着剤に
よる接着を想定したマルチマテリアル最適構造設計への適用が可能であると考えている．ま
た，3Dプリンタなどの積層造形技術を使って製造したマルチマテリアル構造物は，製造条
件によって遷移的な界面を有することが分かっているため，このような構造設計にも適用可
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能であると考えられる．さらに，第 4 章で得られた結果は，固体材料に応力集中が生じな
い，かつ材料界面の負荷を軽減できるような材料レイアウトであった．このことから，本提
案手法は強度の観点で材料界面が弱点となり得るマルチマテリアル構造の上流設計に役立つ
と考えられる．
その一方で，第 4章で言及したとおり，本提案手法では繊細な界面形状を表現することは
難しい．また，界面の応力を厳密に評価するためには，十分に細かいメッシュによる離散
化，あるいは XFEMなどの特殊な解析方法が必要となるが，本論文における数値計算例で
は，一様な固定メッシュを利用するに留まっている．以上のことから，現状は固体材料のレ
イアウトを大まかに決定するための最適設計手法という位置づけになる．上述した問題に対
しては，材料界面にアダプティブメッシュや Bスプライン曲線を用いた補間技術を取り入れ
ることで，ある程度改善できると考えている．本提案手法は，材料界面を扱う工学的な問題
全般への発展が可能であり，例えば，界面剥離を抑えた不熱膨張メタマテリアルトポロジー
最適設計などへの展開が期待される．
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付録 A 勾配法を用いた最適化アルゴリズム

A.1 Optimality criteria method (OC)

OC 法 109)−113) は厳密な最適性基準である KKT 条件を基にした解法である．式 (2.8) の
KKT条件から，次式を得る．

∂ f (s)

∂si

−λ0
∂h(s)

∂si

= 1 (i = 1, . . . , n) (A.1)

ここで，Lagrange乗数 λ0 が常に正の値をとり，微分項 ∂ f (s)/∂si が常に負の値，∂h(x)/∂xi

が常に正の値をとると仮定すると，式 (A.1)を満たす解 s∗i は 1つ存在する．その最適解を
探索する方法として，次式のような設計変数の更新手続きを用いる．

s(k+1)
i = s(k)

i


∂ f (s)

∂si

−λ0
∂h(s)

∂si


η

(A.2)

ここで，設計変数の上付きの文字 (k)は，最適化ステップを意味する．ηは定数で，0.5から
0.75程度の値が用いられる．
しかし，式 (A.2)のような設計変数の更新を行うことで，設計変数が上限値または下限値
を超過してしまう可能性が考えられる．そこで，式 (A.2)を修正して，以下のように設計変
数が上限値と下限値を超過しない手続きに変更する．

s(k+1)
i = min

{
max
{
sL(k)

i ,
(
A(k)

i

)η}
, sU(k)

i

}
(A.3)
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(
A(k)

i

)η ≤ sL(k)

i

)
s(k)

i

(
A(k)

i

)η (
sL(k)

i < s(k)
i

(
A(k)

i

)η
< sU(k)

i

)
sU(k)

i

(
s(k)

i

(
A(k)

i

)η ≥ sU(k)

i

) (A.4)

さらに，sL(k)

i , sU(k)

i を次式のようなムーブリミットを設けることで，1回の最適化ステップに
おける設計変数の変動量を制御する．

sL(k)

i = max
{
(1 − ς)s(k)

i , s
L
i

}
(A.5)

sU(k)

i = min
{
(1 + ς)s(k)

i , s
U
i

}
(A.6)

適切なムーブリミット ςを与えることにより，極端に局所的な最適解への収束を避けること
ができる．一般的には ς = 0.15が用いられることが多い．
以上で示した OC法は，平均コンプライアンス最小化問題などの基本的な問題では非常に
高い収束性を示すが，目的関数の微分 ∂ f (s)/∂si の符号が変化する問題，制約関数が設計変
数に対して単調でない，または不活性な問題の場合，OC法で安定的に解くことができない．
このような場合は，次に示すMMAなどの逐次凸関数近似法を利用することが望ましい．
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A.2 Method of moving asymptotes (MMA)

構造物等の位相最適化問題の解法としては，先述した最適性規準法 (OC 法) や逐次線形
計画法 (Sequential Linear Programming: SLP法)などが多く用いられてきた．MMA100) は，
1987 年に Svanberg によって提案された最適化アルゴリズムであり，CONLIN 法 114) を一
般化した，数理計画法 (Mathematical Programming: MP)の 1つである．この手法は，設計
変数を漸近線を用いて凸近似するものである．上下限の漸近線をそれぞれ U(k)

i と L(k)
i とす

ると，凸な近似関数 g̃は，1次までの Taylor級数展開することで，次式のように表される．

g̃ j (s) = g j

(
s(k)
)
+

ns∑
+,i

pi j
(k)

 1

U(k)
i − si

− 1

U(k)
i − s(k)

i


+

ns∑
−,i

qi j
(k)

 1

si − L(k)
i

− 1

s(k)
i − L(k)

i

 (A.7)

ここで

pi j
(k) =

(
U(k)

i − s(k)
i

)2 ∂g j

(
s(k)
)

∂s
i f
∂g j

(
s(k)
)

∂s
> 0 (A.8)

qi j
(k) = −

(
s(k)

i − L(k)
i

)2 ∂g j

(
s(k)
)

∂s
i f
∂g j

(
s(k)
)

∂s
≤ 0 (A.9)

ここで g jは原関数，g̃はその凸な近似関数である．また，j = 0, .., ngとし g0は目的関数，す
なわち，g0 ≡ f である．∑+,i と ∑−,i は正と負の一回微分の項の合計を意味している．pi j

(k)

と qi j
(k) は係数で，1回の微分の符号にしたがって選択される．また，ns 個の漸近線 Li

(k) お
よび Ui

(k) は次のように更新される．

Li
(k) = s(k)

i − α̃i

(
s(k−1)

i − L(k−1)
i

)
(A.10)

Ui
(k) = s(k)

i + α̃i

(
U(k−1)

i − s(k−1)
i

)
(A.11)

ここで，α̃i は対応する設計変数 s(k)
i の変化量に応じて計算されるパラメータである．以上の

ように，元の最適化問題を近似関数を使って間接的に以下の陽的な問題に置き換え，それを
双対法によって解く．

minimize g̃0 (s)

g̃ j (s) ≤ 0 ( j = 1, ..., ng)

Li ≤ βi
≤ si ≤ βi ≤ Ui

(A.12)

パラメータ β
i
と βi は間接的に求まる移動限界と呼ばれるもので，次ステップの最適解の候

補 si
(k+1) として扱われる．
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付録 B graded interfaceの概要

graded interface54) とは，設計変数の空間勾配に基づいて材料界面を表現するための手法で
ある．この手法は 2 段階のフィルタリング操作 (smoothing) としきい値関数による 2 値化
(projection) を通して行われる．Fig.B.1 は，その graded interface の手続きのフローチャー
トである．まず，フィルタ半径 R1 を用いた式 (2.36)の Helmholtz型偏微分方程式による密
度フィルタによって，設計変数場 s を平滑化する．その後，式 (3.10) などのしきい値関数
による射影で，変数場は uに 2値化される．その後，フィルタ半径 R2 を用いたフィルタに
よって再び平滑化された後，空間勾配をとり，最終的に界面体積比率 ûが得られる．

Fig.B.1 から，2 段階のフィルタリング操作を行うことで，固体材料の材料体積比率を表
す sと，界面体積比率 ûの変数場を分離できることがわかる．このことは，最適化計算で最
終的に得られるレイアウトが，固体材料と界面が完全に分離した状態で得られることを意味
している．密度法の欠点の 1つとして，界面を明示的に表現することができないといったこ
とが挙げられるが，この graded interfaceの手法を取り入れることでその欠点を克服しつつ，
感度解析で設計変数の更新ができるなどといった密度法の利点を活かすことができる．

図–B.1 母材とコーティング材を表現するための 2段階フィルタリングの手順
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