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概要
CPT定理は C,P,Tの全ての変換を課した際に理論が不変であることを主張する、現代物理学の基
本的枠組みに直接関わる対称性である。CPT定理からは粒子と反粒子の対称性が示唆され、正負
ミューオンの質量や異常磁気能率を比較することで CPT対称性を検証可能である。しかし現在、
負ミューオンの質量mµ− や磁気モーメント µµ− の決定精度は正ミューオンに 1桁劣る。このため
高精度に決定されたmµ− や µµ− への需要は大きい。
ミューオニックヘリウム原子はヘリウム原子の 2つの電子のうちの一つを負ミューオンに置換

したエキゾチック原子である。三体系でありながら、実験的には純レプトン二体系のミューオニウ
ムと同様の取り扱いが可能であり、高磁場の下で超微細構造 (Hyperfine Structure : HFS)を分光
することで理論的な曖昧さなく µµ− やmµ− を決定可能である。我々はミューオニックヘリウム原
子の超微細構造精密分光によって µµ− やmµ− を、現在の 100倍のO (10) ppbで決定することを
目標としている。すでにゼロ磁場におけるミューオニックヘリウム原子の HFS 分光に成功してお
り、世界最高精度である 4.5 ppmの精度で以下の結果を得た。

∆νMuSEUM
4Heµ−e− (0 atm, 0◦C) = 4 464 980 (20) kHz (4.5 ppm) (1)

更なる高精度化に向けて、大強度ミューオンビームライン J-PARC MLF MUSE H-Lineの利用
と、光ポンピングを利用した高偏極ミューオニックヘリウム原子の生成を組み込んだ HFS分光を
計画している。本研究では J-PARCで開発したレーザー装置を使用し、パルスミューオンビーム
を用いた手法としては初めて高偏極ミューオニックヘリウム原子の生成を実証した。到達偏極率は
30%程度と見積もっている。H-Lineの利用と高偏極ミューオニックヘリウム原子生成を組み込ん
だ HFS分光の到達精度をMCシミュレーションにより推定した結果、mµ− と µµ− について 100

日間の測定で 70 ppbの統計精度が期待される。
本論文では J-PARCでの、ゼロ磁場におけるミューオニックヘリウム原子の HFS分光と高偏極

ミューオニックヘリウムの生成について述べる。
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第1章 Introduction

CPT定理はC,P,Tの全ての変換を課した際に理論が不変であることを主張する命題であり、現代
物理学の基本的枠組みに直接関わる対称性である。CPT対称性は粒子と反粒子の質量や磁気モー
メントを比較することで検証可能である。第 2世代のレプトンについては負ミューオンの質量mµ−

や磁気モーメント µµ− の決定精度は正ミューオンに 1桁劣り、CPT定理の検証もmµ− や µµ− の
決定精度に制限されている。このため高精度に決定された µµ− やmµ− への需要は大きい。
ミューオニックヘリウム原子 (Heµ−e−)はヘリウム原子の持つ 2つの電子 (e−)のうちの 1つを
負ミューオン (µ−)に置き換えたエキゾチック原子の 1種である。µ−の軌道半径は e−の約 1/400

なので、Heµ−e− 原子は (Heµ−)
+ を疑似的な原子核とした水素様原子として扱うこともできる。

4He原子から生成された 4Heµ−e−原子の場合、4He原子核のスピンは 0なので基底状態の超微細
構造 (Hyperfine Structure : HFS)は µ−と e−のスピン相互作用から生じる。正ミューオン µ+と
e−の束縛状態であるミューオニウム (Mu)と比較すると、Muが標準模型において点状レプトンの
純粋な二体系であるのに対し、Heµ−e− 原子は三体系であり、µ− が He原子核の周りに偏在する
複雑な系である。この効果によってMuと Heµ−e− 原子の超微細構造はわずかに異なる。すなわ
ち精密に測定された Heµ−e− 原子の超微細構造は量子三体系の理論を検証する最良の指針たりう
る。一方で 4Heµ−e−原子は三体系であるにも関わらず、実験的にはMuと同様な取り扱いが可能
である。1.2.1で後述する通り、Muと 4Heµ−e− 原子の基底状態 HFSを高磁場の下で精密に分光
すれば、それぞれ正負ミューオン µ±の質量や磁気モーメントを理論的な曖昧さなく実験的に決定
できる。
本章では 4Heµ−e− 原子やMuの HFS分光について述べる。

1.1 CPT定理
CPT定理は荷電共役変換 (C変換)、パリティ反転変換 (P変換)、時間反転変換 (T変換)の全て
を課した際に理論が不変であることを主張する命題である。現代物理学の基本的枠組みに直接関わ
る対称性であり、CPT対称性の検証は非常に重要である。CPT定理により粒子と反粒子は質量や
寿命が等しく、磁気モーメントが反転することが示唆される。すなわち、粒子と反粒子の間でこれ
らを比較することで CPT対称性を検証できる。
現在正ミューオンの質量mµ+ は、ミューオニウムのHFS測定から決定された電子との質量比 [1]

mµ+

me−
= 206.768 277(24) (120 ppb) (1.1)

が最高精度の実験値である。一方、負ミューオンの質量mµ− はミューオニック Siの特性 X線の
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分光から決定された [2]
mµ−

me−
= 206.768 30(64) (3.1 ppm) (1.2)

が最高精度である。すなわち、正負ミューオンの質量の比較による CPT対称性の検証は、mµ− の
決定精度により、3.1 ppmのレベルに制限されている。
CPT対称性は正負ミューオンの異常磁気能率 aµ =

gµ−2
2 を比較することでも検証できる。aµは

標準模型による計算値 [3]

athµ = 116 591 810(43) × 10−11 (1.3)

と実験値 [4]

aexpµ = 116 592 061(22) × 10−11 (1.4)

の間に 4.2σの乖離が存在していることでも注目されており、アメリカのFermi National Accelerator

Laboratoryでは現在も測定が続けられている。また日本の J-PARCにおいても測定に向けた取り
組みが進行中である [5]。aµの実験値は下式で決定され、パラメーターの 1にミューオンと陽子の
磁気モーメント比 µµ/µp が含まれる。

aµ =
ge
2

ωa

ωp

µp

µe

µµ

µp
(1.5)

ここで、ωa は蓄積リング内でのミューオンのサイクロトロン運動とスピン回転の周波数の差、ωp

は蓄積リング内の磁場による自由陽子の NMR周波数。µµ−/µp の不確かさが µµ+/µp と比べて 1

桁大きいため、現在は aµ− の決定にも µµ+/µp の値が使用されている [6]。
CPT定理の検証のためだけでなく、標準模型のパラメーターという観点からも高精度に決定さ
れた正負ミューオンの質量mµ± や磁気モーメント µµ− への需要は大きい。

1.2 ミューオン磁気モーメントと質量の実験的決定
正ミューオン µ+ と電子 e− の束縛系である純レプトン二体系のミューオニウム Mu や、ヘリ
ウム原子の持つ 2 つの電子 (e−) のうちの 1 つを負ミューオン (µ−) に置き換えたミューオニッ
クヘリウム原子 Heµ−e− の寿命はミューオンと同程度であり、エキゾチック原子の中では実験的
に扱いやすい。本節で詳細を説明するが、高磁場の下で Mu や Heµ−e− 原子の超微細構造を分
光することで、理論的な曖昧さなくミューオンの磁気モーメントや質量を実験的に決定できる。
我々は Heµ−e− 原子の精密分光により負ミューオン質量と磁気モーメントの不確かさを 100倍改
善することを目指して研究に取り組んでいる。正ミューオンの質量と磁気モーメントについて、
J-PARC(Japan Proton Accelerator Research Complex) ではMuSEUM(Muonium Spectroscopy

Experiment Using Microwave)コラボレーションがMuのHFS精密分光による 10倍の精度改善を
目指した取り組みを進行中である [7][8]。またMuの 1S-2S状態間の遷移周波数を精密分光すること
でmµ+ の決定精度を 100倍向上することを目指した実験が J-PARCと PSI(Paul Scherrer Institut

)で別個に計画されている [9][10][11]。
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1.2.1 HFS分光による磁気モーメント比の決定
静磁場B 中の基底状態のMuや Heµ−e− 原子のスピンハミルトニアンは下式で与えられる。

H = h∆νI · J + µe
BgJJ ·B − µµ

Bg
′
µI ·B (1.6)

ここで hはプランク定数、h∆νは超微細構造、I、J はそれぞれミューオンと電子のスピン演算子、
µe
B , µ

µ
B は電子、ミューオンの磁気モーメントの大きさ、gJ , g′µ は束縛状態の電子、ミューオンの

g因子である。4Heµ−e−原子の場合にのみ生じる高次の効果は∆ν, gJ , g
′
µに現れるため、三体系

であるにも関わらず 4Heµ−e− 原子はMuと同様の取り扱いが可能である。
Appendix.Bの通りにすれば (1.6)から、各固有状態のエネルギー準位を与える Breit-Rabi方程

式が以下の通り得られる

EF= 1
2±

1
2 ,mF

= −h∆ν
4

−mFµ
µ
Bg

′
µB0 ±

h∆ν

2

√
1 + 2mFx+ x2 (1.7)

ここで、

x =
(gSµB + gµµµ)

h∆ν
B0 (1.8)

s =
1√
2

[
1− x√

1 + x2

]1/2
(1.9)

c =
1√
2

[
1 +

x√
1 + x2

]1/2
(1.10)

であり、F,mF はそれぞれ原子の全スピンとその z成分を意味する。また、B = (0, 0, B0)とした。
水素様原子の場合、各スピン固有状態とは以下のように対応する。



|F,mF ⟩

|1, 1⟩

|1, 0⟩

|1,−1⟩

|0, 0⟩

 =


1 0 0 0

0 s c 0

0 0 0 1

0 c −s 0





|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉

 (1.11)

Heµ−e− 原子の場合、∆ν < 0, µµ
B < 0として扱うことに留意する必要がある。
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図 1.1: ミューオニウムとミューオニックヘリウムのエネルギー準位図。高磁場では縮退や状態の
混合がなくなる。

(1.7)から、磁場に対するエネルギーの変化が同じ符号となる副準位間の準位差を考える。Muの
場合は以下の通りである。

∆νMu
12 =

E1,1 − E1,0

h
= −µµ

Bg
′
µ

B0

h
+

∆ν

2

(
1 + x−

√
1 + x2

)
(1.12)

∆νMu
34 =

E1,−1 − E0,0

h
= µµ

Bg
′
µ

B0

h
+

∆ν

2

(
1− x+

√
1 + x2

)
(1.13)

Heµ−e− 原子の場合、−∆ν → ∆ν,−µµ
B → µµ

B と置き換えれば以下の通り。

∆νµHe
12 =

E0,0 − E1,1

h
= −µµ

Bg
′
µ

B0

h
+

∆ν

2

(
1− x+

√
1 + x2

)
(1.14)

∆νµHe
34 =

E1,0 − E1,−1

h
= µµ

Bg
′
µ

B0

h
+

∆ν

2

(
1 + x−

√
1 + x2

)
(1.15)

この際 xについても x→ −xと置き換えられる。いずれの場合も

ν12 + ν34 = ∆ν (1.16)

が常に成立する。
磁場を陽子 NMRで測定する場合、磁場は自由陽子の NMR周波数 νp から B0 =

hνp

2µp
として求

める。また、

r′e =
µe

µp
=
gJµ

e
B

2µp
(1.17)

r′µ± =
µµ±

µp
=
g′µµ

µ
B

2µp
(1.18)

とすれば

x =

(
r′e ± r′µ±

)
νp

∆ν
(1.19)
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となる。これらを用いれば、以下が得られる

ν12 = ±

(
r′e ∓ r′µ±

)
νp

2
+

∆ν

2

(
1∓

√
1 + x2

)
(1.20)

ν34 = ∓

(
r′e ∓ r′µ±

)
νp

2
+

∆ν

2

(
1±

√
1 + x2

)
(1.21)

r′µ± =
∓2ν12ν34 + (ν34 − ν12) r

′
eνp

νp [2r′eνp ± (ν34 − ν12)]
(1.22)

以上から、ν12 と ν34 の測定により、∆ν だけでなく以下の通りミューオンと陽子の磁気モーメン
ト比が得られる。

µµ±

µp
= r′µ±

gµ
g′µ

(1.23)

=
∓2ν12ν34 + (ν34 − ν12) r

′
eνp

νp [2r′eνp ± (ν34 − ν12)]

gµ
g′µ

(1.24)

(1.24)には高磁場での分光における測定値 ν12, ν34と外部磁場に対応する νpの他には電子と陽子の
磁気モーメント比 µe/µp、電子の質量me、自由ミューオンの g因子 gµ、束縛状態のミューオンと
電子の g因子 g′µ, gJ のみが含まれる。µe/µp, me, gµは実験的に高精度で決定されている。g′µ, gJ
はミューオンの質量、電子の質量、ヘリウム原子核の質量、自由電子の g因子、自由ミューオンの
g因子、微細構造定数をパラメーターとして計算可能である [12][13]。磁気モーメントと質量は

µµ± = gµ
eℏ
2mµ

(1.25)

で相関し、eと ℏは定義値である。したがって ν12, ν34, νpを高精度に測定すれば µ±の磁気モーメ
ントと質量の決定精度を、その他のパラメーターの中で最も精度の低い µe/µpの不確かさ 300 ppt

と同程度まで向上できる [14]。

1.2.2 ミューオニウムの超微細構造分光の現状
Muは純レプトンの束縛系であるため、高精度な理論計算が可能である。最新の理論値は 2019

年に Eidesが報告した値に Karashenboimが補正を加えた以下の値である [15][16]

∆νthMu = 4 463.302 832(511)(70)(52)(2) MHz (120 ppb) (1.26)

不確かさの 1つ目は電子とミューオンの質量比me/mµ の不確かさに由来し、2つ目は QEDの高
次項によるもの、3つ目は理論による系統的な不確かさ、4つ目は微細構造定数 αの不確かさによ
るもの。
Muはエキゾチック原子の中では比較的寿命が長く、高精度な測定が可能な原子でもある。最高
精度の実験値は、1999年に Liuらが、Los Alamos Meson Physics Facility (LAMPF)で 1.7 Tの
磁場中でのゼーマン分裂を利用して測定した以下の値である [1]

∆νex, HF
Mu = 4 463.302 765(50)(17) MHz (12 ppb) (1.27)
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1つ目の不確かさは統計的な原因、2つ目の不確かさは系統的な原因が由来である。
ゼロ磁場での測定についても、1975年に Casoersonが LAMPFで測定した結果が報告されてい

る [17]。
∆νex, ZF

Mu = 4 463.302 2(14) MHz (310 ppb) (1.28)

この値では統計的な不確かさのみを考慮している。

1.2.3 ミューオニックヘリウムの超微細構造分光の現状
4Heµ−e− 原子は三体系であり、また 4He 原子核が有限の大きさを持つため理論的な取り扱い

は難しい。理論値は摂動論や変分法といった手法で計算されており、最新の理論値は 2018 年に
Aznabayevが報告した、変分法による以下の値である [18]。

∆νth4Heµ−e− = 4 464.55(60) MHz (134 ppm) (1.29)

ただし不確かさの原因については言及されていない。Krutovによる 2次の摂動論による計算の結
果は Aznabayevの計算と同程度の不確かさを持ち、

∆νth,SOPT
4Heµ−e− = 4465.526 (700) MHz (1.30)

である [19]。∆νth,SOPT
4Heµ−e− の不確かさは三体系波動関数の不確かさに起因する、Fermi Energy νF の

不確かさ、αや粒子の質量といったパラメーターの不確かさ、計算していない高次の electron vertex

correctionsが主要因である。
4Heµ−e−原子は寿命が 2.2 µs程度であり実験的には扱いやすい。またMuと同様の手法でHFS

を測定でき、1980年には Orthらが、ゼロ磁場での測定で得た以下の値を報告している [20]。

∆νex, ZF
4Heµ−e− = 4 464.94(6) MHz (13 ppm) (1.31)

1982年には Gardnerらが、高磁場での測定よって以下の値を報告した [21]。

∆νex, HF
4Heµ−e− = 4 465.004(29) MHz (6.5 ppm) (1.32)

これらの実験値の不確かさは統計的なものである。
最新の理論値でも不確かさは過去の実験値よりも大きい。測定精度をより向上すれば、理論の発
展を促すモチベーションになりうる。

1.3 ミューオニックヘリウム超微細構造の理論計算
電磁場中の 2 粒子系を表す非相対論的な方程式である Breit 方程式は以下で与えられる [22]。

(Appendix.Aで導出について説明する)

Wψ++ (r1, r2) = (H0 +H1 +H2 +H3 +H4 +H5 +H6)ψ++ (r1, r2) (1.33)

W = E −m1c
2 −m2c

2 (1.34)
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H0 =
p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+ q1ϕ (r1) + q2ϕ (r2) +

q1q2
4πε0r12

(1.35)

H1 = − p4
1

8m3
1c

2
− p4

2

8m3
2c

2
(1.36)

H2 = − 1

4πε0

q1q2
2m1m2c2

1

r12

[
p1 · p2 +

(p1 · r12) (p2 · r12)
r212

]
= − 1

4πε0

q1q2
2m1m2c2

1

r12

[
p1 · p2 +

∑
i,j r

12
i r

12
j p

1
i p

2
j

r212

] (1.37)

H3 =
q1ℏ
2m1c

 [p1 × E (r1)] +
[
p1 ×

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]
2m1c

−
2
[
p2 ×

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]
2m2c

σ1

+
q2ℏ
2m2c

 [p2 × E (r2)] +
[
p2 ×

[
−grad2

q1
4πε0r21

]]
2m2c

−
2
[
p1 ×

[
−grad2

q1
4πε0r12

]]
2m1c

σ2

(1.38)

H4 = −iℏ

[
q1

(2m1c)
2

[
p1 · E (r1) + p1 ·

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]

+
q2

(2m2c)
2

[
p2 · E (r2) + p2 ·

[
−grad2

q1
4πε0r12

]]]
(1.39)

H5 =
1

4πε0

q1q2
4m1m2c2

[
−8π

3
(σ1 · σ2) δ

3 (r12) +
1

r312

[
σ1 · σ2 −

3 (σ1 · r12) (σ2 · r12)
r212

]′]
(1.40)

H6 = −
[
q1ℏ
2m1c

B (r1) · σ1 +
q1ℏ
2m2c

B (r2) · σ2

]
− 2

[
q1ℏ
2m1c

A (r1) · p1 +
q1ℏ
2m2c

A (r2) · p2

]
(1.41)

H5 の第二項、すなわち []′ で囲まれた項は r ̸= 0でのみ評価し、r = 0では第一項だけを考える。
ここで、E は系の全エネルギー、ψ++ は 2粒子の波動関数、mi は粒子 iの質量、qi は粒子 iの電
荷、pi は粒子 iの運動量、σi は粒子 iのスピン行列、ri は粒子 iの位置ベクトル (i=1,2)であり、
r12 = r1 − r2、ϕ,Aはそれぞれ電磁場のスカラーポテンシャルとベクトルポテンシャル、E は外
部電場、B は外部磁場、cは光速、ε0 は真空の誘電率を意味する。
これらは Dirac-Coulomb-Breitハミルトニアンと呼ばれ、それぞれ

H0 :非相対論的な運動

H1 :運動エネルギーの相対論的な補正

H2 :電子が生成する磁場の遅延に起因する、古典的な相対論効果の補正

H3 :スピンと起動角運動量の相互作用

H4 :電場との相互作用

H5 :2粒子のスピン-スピン相互作用
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H6 :スピンと磁場の相互作用

を表している。Dirac-Coulomb-Breitハミルトニアンは 4Heµ−e原子の HFSの計算で利用されて
いる。
Breit方程式はクーロンゲージを仮定しているため Lorentz対称ではなく、電磁場について量子

化もされていない。また非相対論極限に近似する際の高次項を無視しているなど、高精度な計算に
は向いていない。ミューオニウム HFSの理論値の計算には場の理論的に 2粒子の相互作用を表し
た Bethe-Salpeter方程式や、非相対論的なスピン 1/2の粒子と電磁場の相互作用を表した有効場
の理論である Non-relativistic quantum electrodynamics(NRQED)が使用されている [15][23]。

1.3.1 基底状態超微細構造とゼーマン効果
Breit方程式のH5 は 2粒子のスピン-スピン相互作用を表す。H5 によって生じるエネルギー構

造が Hyperfine Structureである。H6はそれぞれの粒子のスピンと磁場の相互作用を表しており、
磁場によるエネルギ準位の変化である Zeemann効果を生む。H0 の動径方向の固有関数を ϕとす
ると、

⟨ϕ|H5 +H6 |ϕ⟩ =
1

4
∆νσ1 · σ2 + µ1σ1 ·B + µ2σ2 ·B (1.42)

となり、基底状態の二粒子系のスピンハミルトニアンが得られる。ただし∆νはHyperfine Structure

であり、ゼロ磁場におけるスピン固有状態のエネルギー差を意味する。ゼーマン効果について高次
の効果を考慮すると、Hを以下のように書き換える必要がある [24]。

H =
1

4
∆νσ1 · σ2 +

1

2
g1µ1s1 ·B +

1

2
g2µ2s2 ·B (1.43)

g1, g2はそれぞれ束縛状態にある粒子 1,粒子 2の g因子である。束縛状態にある粒子の g因子は、
束縛により生じる効果から自由な状態とは値が異なる。ミューオニウムの場合、束縛状態の µ+と
e− の g因子は以下の通りである [12]

gN = g′µ = gµ

[
1− α2

3

(
1− 3

2

me

mµ

)
−
(
α2me

mµ
− α3

12π

me

mµ
+

97

108
α4

)]
(1.44)

gJ = ge

[
1− α2

3

(
1− 3

2

me

mµ

)
+
α3

4π
−
(
α2me

mµ
− 5α3

12π

me

mµ
+ α4

[
1

12
+

0.289...

π2

])]
(1.45)

ただし gµ, ge はそれぞれ自由な µ+,e− の g 因子であり、αは微細構造定数。三体系であるミュー
オニックヘリウムの場合、4He原子核と e−のそれぞれから影響を受けるため、基底状態における
束縛 µ− の g因子は以下の通り [13]
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g′µ = gµ

[
1− 2α2

3

[
1− 3

2

mµ

mα
+

9

2

(
mµ

mα

2
− 3

2

α

2π

(
1− 5

3

mµ

mα

)
−2α

π

(
1− 3

2

mµ

mα

)
G1s

(
2αmr

me

))]]
×
(
1− α

3

[
1− 2me

mα +mµ
− 1

2

memµ

m2
α

])
(1.46)

ここで、mαは α粒子、すなわち 4He原子核の質量。e−については原子核 (4Heµ−)+に束縛され
ているとみなし、g因子はミューオニウムの場合からmµ → mα +mµ と置き換えれば良い。

1.3.2 摂動計算
KrutovとMartynenkoによる摂動的な取り扱いでは、非相対論的な三体系ハミルトニアンとし
て下式を使用する [19]。

H = H0 +∆H+∆Hrec (1.47)

H0 = − 1

2Mµ
∇2

µ − 1

2Me
∇2

e −
2α

xµ
− α

xe
(1.48)

∆H =
α

xµe
− α

xe
(1.49)

∆Hrec = − 1

mα
∇µ ·∇e (1.50)

Mµ =
mµmα

mµ +mα
(1.51)

Me =
memα

me +mα
(1.52)

ここでH0はµ−, e−の運動を原点の 4He原子核との換算質量Mµ,Meを使用して表したものである。
mµ,me,mαはµ−, e−,4 He++の質量、xµ,xeは原子核とµ−, e−の相対位置ベクトル、xµe = xµ−xe

である。H0の第 3項は 4He++によるクーロンポテンシャルと µ−の相互作用、第 4項は (4Heµ−)+
によるクーロンポテンシャルと e−の相互作用を表している。∆Hと∆Hrecは e−の運動に対する
スカラーポテンシャルと、反跳を表す摂動ハミルトニアンである。
超微細相互作用を表すハミルトニアンは以下で与えられる。

∆HHFS = − 8πα

3memµ

σµ · σe

4
δ (xµ − xe) (1.53)

∆HHFSは (A.279)の第一項に等しく、Fermi contact interactionと呼ばれる相互作用を表す。σµ ·σe

はそれぞれ µ−, e− のスピン行列。
H0 の固有関数は下式で与えられる。

Ψ0 (xe,xµ) = ψe (xe)ψµ (xµ)

=
1

π

(
2α2MeMµ

)3/2
exp [−2αMµxµ] [−αMexe]

(1.54)
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Ψ0 (xe,xµ)と (1.53)を使えば以下が得られる。

∆νHFS
0 =

8πα

3memµ
⟨δ (xµ − xe)⟩

=
νF(

1 + Me

2Mµ

)3 (1.55)

νF =
8α4M3

e

3memµ

= 4516.915 MHz

(1.56)

2ℏνF は Fermi Energyであり、Fermi contact interactionによって生じる。(1.55)中で、換算質量
の比 Me

2Mµ
によって生じる反跳効果は ∆νHFS

rec = −33.525 MHzとなる。KrutovとMartynenkoに
よる計算では、1998年の CODATA推奨値を元に、以下の値を使用している [25]

me = 0.510 998 918 (44)× 10−3 GeV (1.57)

me = 0.105 658 369 2 (94) GeV (1.58)

α−1 = 137.035 99911 (46) (1.59)

m
(
4
2He

)
= 3.727 379 04 (15) GeV (1.60)

ae = 1.159 652 186 9 (41)× 10－ 3 (1.61)

aµ = 1.165 919 81 (62) 10－ 3 (1.62)

ここで、m (42He
)は 4Heの質量、ae, aµ はそれぞれ e− と µの異常磁気能率。

∆Hと∆Hrecによる寄与は、LakdawalaとMohrによる second-order Perturbation Theory(SOPT)

の計算によると、以下の値である [26]。

∆ν∆H =－ 29.650 MHz (1.63)

∆ν∆Hrec,SOPT = 0.079 MHz (1.64)

1.3.2.1 Relativistic effect

相対論的な効果による HFSへの影響は Breit interactionとも呼ばれる、

HB = − 1

4πε0

α

2xµx

[
σµ · σe +

(σµ · xµe) (σµ · xµe)

x2µe

]
(1.65)

から計算される。HB は Darwin Lagranzian(A.110) に含まれる遅延ポテンシャルであり Breit

equationにおいてはH2 に相当する。Huangと Hughesによる計算によれば、HFSへの寄与は以
下の通り [27]。
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∆νrel = νF

[
3

2
(Zeα)

2 − 1

3
(Zµα)

2
+O

(
(Zµα)

2

Mµ

)]

= νF

[
3

2
(α)

2 − 4

3
(α)

2
+O

(
(Zµα)

2

Mµ

)]
= 0.040 MHz (8.9 ppm)

(1.66)

第一項の 3
2 (Zeα)

2 が Breit interactionに由来し、Ze = 1である。第二項 − 1
3 (Zµα)

2 はミューオ
ンの寄与で、Zµ = 2である。

1.3.2.2 Vacuum Polarization

HFSの理論計算における真空効果の主要な寄与は、1-loopの vacuum polarization(VP)である。
ミューオニックヘリウムでは e− の 1-loopの VPによって以下のポテンシャルが生じる [19]

∆V eα
VP (xe) =

α

3π

∫ ∞

1

ρ (ξ)

(
−2α

xe

)
exp [−2meξxe] dξ (1.67)

ρ (ξ) =

√
ξ2 − 1

(
2ξ2 + 1

)
ξ4

(1.68)

∆V µe
VP (xµ) =

α

3π

∫ ∞

1

ρ (ξ)

(
−2α

xµ

)
exp [−2meξxµ] dξ (1.69)

∆V eµ
VP (|xe − xµ|) =

α

3π

∫ ∞

1

ρ (ξ)

(
− α

xeµ

)
exp [−2meξxeµ] dξ (1.70)

ここで、xeµ = |xe − xµ|。1次の摂動論では、これらの効果は超微細相互作用ハミルトニアン (1.53)

と結合し、以下のポテンシャルとなる。

∆V HFS
VP (xeµ) = − 8α

3memµ

σe · σµ

4

α

3π

∫ ∞

1

ρ (ξ) dξ

(
πδ

(
xeµ − m2

eξ
2

xeµ

)
exp [−2meξxeµ]

)
(1.71)

∆V HFS
VP (xeµ)による HFSの補正は以下の通り [19]

∆νHFS
VP = νF

αMe

6πMµ

(
1 + Me

2Mµ

)3 ∫ ∞

1

ρ (ξ) dξ

[
Me

2Mµ
+ 2 meξ

2Mµα
Me

2Mµ
+ meξ

2Mµα

(
2 + meξ

2Mµα

)]
(
1 + meξ

2Mµα

)2 (
Me

2Mµα
+ meξ

2Mµα

)2
= 0.035 MHz

(1.72)

一方で、Krutovによればミューオンの VPの寄与は O
(
10−6

)
MHzと非常に小さくなる。2-loop

の VPの寄与についても 1-loopの VPの α
π 倍程度となり、0.001 MHzよりも小さいと考えられる

ため無視されている。
VPの寄与については、Krutovの SOPTによる計算によれば、それぞれ以下の通りである [19]

∆VVP VOPT eα = 0.151 MHz (1.73)

∆VVP VOPT µα = 0.048 MHz (1.74)

∆VVP VOPT eµ =－ 0.145 MHz (1.75)



第 1章 Introduction 16

1.3.2.3 Radiative Recoil

1-loopの真空偏極とクーロン相互作用∆Hを含んだ高次の摂動では radiative-recoilの効果が生
じ、以下のオーダーの寄与が生じる。

O

(
νFα

(
Me

Mµ

)2

ln
Mµ

Me

)
(1.76)

Krutovの計算ではこの効果は 0.004 Hzと身積もられ、不確かさに含まれている。

1.3.2.4 Nuclear structure correction

Nuclear structure effectもミューオニックヘリウムHFSに対する重要な補正の 1つである。これ
は他のミューオニック原子でも同様である。ミューオンと原子核の相互作用を考えた場合、Nuclear

structure effectの主要な寄与は、4He2+イオンの荷電半径を rα = 01.676 fmとして、以下のポテ
ンシャルから計算される [19]。

∆Vstr,µ (rµ) =
2

3
πZα

〈
r2α
〉
δ (rµ) (1.77)

∆Vstr,µ (rµ)の寄与は以下の通り。

∆νHFS
str,µ = −νF

8

3
α2M2

µr
2
α

(
3
Me

Mµ
− 11

2

M2
e

M2
µ

+ · · ·
)

= −0.007 MHz

(1.78)

同様にして、e− と Nuclear structure effectの寄与については以下が得られる。

∆νHFS
str,e = −νF

4

3
α2M2

e r
2
α

[
5− ln

Me

Mµ
+
M2

e

M2
µ

(
3 ln

Me

Mµ
− 7

)
+
M2

e

M2
µ

(
17

2
− 3 ln

Me

Mµ
· · · ·

)]
= −0.003 MHz

(1.79)

1.3.2.5 Two-Photon Exchange Recoil Correction

Krutovによれば、µ−と e−の相互作用を考える際、以下で表される 2光子を交換する反跳の補
正に注意する必要がある [19]。

∆V HFS
rec,µe (xµe) = 8

α2

m2
µ −m2

e

ln
mµ

me
δ (xe) (1.80)

この過程の寄与は以下の通りとなる。

∆νHFS
rec,µe (xµe) = νF

3α

π

memµ

m2
µ −m2

e

ln
mµ

me

= 0.812 MHz

(1.81)
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1.3.2.6 Vartex Correction

QEDの摂動計算では (1.53)に対する vertex correctionが必要となる。vertex correctionは主に
異常磁気能率を生じる効果なので、簡単には µ−と e−の異常磁気能率 aµ, aeを用いて以下のよう
に HFSへの寄与が見積もられる [26][28]。

∆νrad = νF [aµ + ae + aµae] (1.82)

KrutovとMartynenkoの計算では aµ、ae の寄与はそれぞれ以下の通りと見積もられている [19]。

∆νµg−2 = 5.244 MHz (1.83)

∆νeg−2 = 5.244 MHz (1.84)

一方で、KrutovとMartynenkoが実際に計算した電子の vertex correctionは異常磁気能率からの
推定値とは大きく異なり、以下の値である [19]。

∆νevertex = 6.138 MHz (1.85)

1.3.2.7 Resulting Value and Uncertainty Estimation

以上の値を合計した結果、KrutovとMartynenkoによる second-order perturbation theoryの
ミューオニックヘリウム原子 4Heµ−e− の HFS理論値は

∆νHFS = 4465.526 (700) MHz (1.86)

となる [19]。∆νHFS の不確かさは以下を主要因として見積もられている。

• 三体系波動関数の不確かさに起因する、Fermi Energy νF の不確かさ

• αや粒子の質量といったパラメーターの不確かさ

• 計算していない高次の electron vertex corrections

1.3.3 摂動法以外の手法による計算値
4Heµ−e− 原子の HFSの理論計算は perturbation theory以外の手法でも取り組まれている。
µ−の位置 xµを定数として近似する Born-Oppenheimer近似では、1981年にDrachmanが [29]

∆νDrachman
HFS = 4450 MHz (1.87)

と報告している。ただし不確かさについては言及がない。
変分法によるアプローチでは、Aznabayevが (1.47)から求めた波動関数を使用して以下の値を

報告している [18]。

∆νAznabayev
HFS = 4 464.55 (60) MHz (1.88)
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他にも 2012年には Frolovが以下の計算結果を報告している [30]

∆νFrolovHFS = 4464.554 54 (3) MHz (1.89)

Frolovの計算では以下のハミルトニアンから得た波動関数を使用している。

H = − ℏ
2me

[
∇2

e +

(
me

mµ

)
∇2

µ +

(
me

MHe

)
∇2

He

]
+

e2

reµ
− 2e2

reHe
− 2e2

rµHe
(1.90)

∆νFrolovHFS の不確かさは ∆νAznabayev
HFS よりもはるかに小さい。これは Frolovの計算では不確かさに

ついて、Fermi contact interaction以外の効果を考慮せず計算精度のみ計上しているためと思われ
る。実際、2001年の Pachuckiの変分法による計算 [31]では、µ− と e− の異常磁気能率への補正
を始め、HFSに影響を与える高次の補正から不確かさを見積もった結果、∆νAznabayev

HFS と同等の不
確かさを持つ以下の値を報告している。

∆νPachuckiHFS = 4464.54 (60) MHz (1.91)
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第2章 HFS測定原理

原子に磁場を印加すると、磁場が固有状態を混合する。混合した各状態はそれぞれの固有エネル
ギーの差に応じた周期で状態遷移を繰り返すが、通常この周波数は ≥ O (GHz)であり、ある程度
の測定時間で平均すると無視できる。磁場が振動磁場である場合、磁場の振動周期によって状態
遷移の周期はうなる。磁場の振動周期と状態間の遷移周波数が近しいほど状態遷移は低速となる。
この現象を利用して原子の超微細構造を測定できる。
本章では基底状態の 4Heµ−e−原子にマイクロ波磁場を印加した場合について、超微細構造の測

定原理を説明する。

2.1 マイクロ波中での状態振幅
磁場B = (Bx, By, Bz)との相互作用ハミルトニアンは

HB =



(mI ,mJ) =
(
1
2 ,

1
2

) (
1
2 ,−

1
2

) (
− 1

2 ,
1
2

) (
− 1

2 ,−
1
2

)
gsµB−gµµµ

2 Bz
gSµB

2 B− − gµµµ

2 B− 0

gSµB

2 B+ − gsµB+gµµµ

2 Bz 0 − gµµµ

2 B−

− gµµµ

2 B+ 0
gsµB+gµµµ

2 Bz
gSµB

2 B−

0 − gµµµ

2 B+
gSµB

2 B+ − gsµB−gµµµ

2 Bz

 (2.1)

である。ただし、B± = Bx ± iBy であり、mI ,mJ はそれぞれ µ−, e− のスピンを表す。マイクロ
波のハミルトニアンは、印加マイクロ波周波数 ν に対して角周波数を ω = 2πν として

HM = HB cosωt (2.2)

となる。2次の摂動を無視する限りでは軌道角運動量を持たない状態では電場によるエネルギー変
化は生じないため、電場については無視できる。これを各固有状態 |F,mF ⟩についてのハミルトニ
アンに変形すれば、
PHMP

−1 = PHBP
−1 cosωt

=
cosωt

2



(F,mF ) = (1, 1) (1, 0) (1,−1) (0, 0)

(gSµB + gµµµ)Bz (sgSµB + cgµµµ)B− 0 (cgSµB − sgµµµ)B−

(sgSµB + cgµµµ)B+

(
c2 − s2

)
(gSµB − gµµµ)Bz (cgSµB + sgµµµ)B− −2cs (gSµB − gµµµ)Bz

0 (cgSµB + sgµµµ)B+ − (gSµB + gµµµ)Bz − (sgSµB − cgµµµ)B+

(cgSµB − sgµµµ)B+ −2cs (gSµB − gµµµ)Bz − (sgSµB − cgµµµ)B−
(
s2 − c2

)
(gSµB − gµµµ)Bz


(2.3)



第 2章 HFS測定原理 20

P =


1 0 0 0

0 s c 0

0 0 0 1

0 c −s 0

 (2.4)

4Heµ−e− 原子の波動関数を以下のように置く。

ψ(r, t) = ϕ(r)
∑
k

ak(t) |k⟩ exp
[
−iEk

ℏ
t

]
(2.5)

ただし、


|1⟩

|2⟩

|3⟩

|4⟩

 =



|F,mF ⟩

|1, 1⟩

|1, 0⟩

|1,−1⟩

|0, 0⟩

 (2.6)

であり、ϕ(r)は波動関数の空間成分、Ek は各状態の固有エネルギー、ak(t)は各状態の振幅。
H0 = P (HHFS +HBz )P

−1、H′
M = H′

B cosωt = PHMP
−1 とすると、Schrödinger方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(t) = (H0 +H′

M )ψ(t) (2.7)

からマイクロ波による状態変化を表す微分方程式が以下の通りに得られる。

ȧk(t) = − i

ℏ
∑
k′

ak′(t) ⟨k|H′
B |k′⟩ cotωt exp

[
−iEk′ − Ek

ℏ
t

]
(2.8)

(2.8)に寿命での崩壊を加えた以下の式が各状態の振幅の時間変化となる。

ȧk(t) = −γ
2
ak(t)−

i

ℏ
∑
k′

ak′(t) ⟨k|H′
B |k′⟩ cotωt exp

[
−iEk′ − Ek

ℏ
t

]
(2.9)

ここで、

bkk′ =
1

2ℏ
⟨k|H′

B |k′⟩ (2.10)

ωk′k =
E′

k − Ek

ℏ
(2.11)

fk′k = 2 cosωt exp [−iωk′kt]

= exp [−i (ωk′k + ω) t] + exp [−i (ωk′k − ω) t]

(2.12)
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と置く。ωk′kは |k′⟩ , |k⟩間の遷移角周波数に相当する。遷移周波数の測定ではBz = 0となるように
マイクロ波を印加するので b11 = b22 = b24 = b33 = b42 = b44 = 0。また bk′k = b∗kk′ , fk′k = f∗kk′。
ωk′k + ω ≥ O(GHz)なので、fkk′ 内の exp [−i (ωk′k + ω) t]の項はある程度の時間で平均すると無
視できる。以上から


ȧ1(t)

ȧ2(t)

ȧ3(t)

ȧ4(t)

 =


−γ/2 −ib12f12 0 −ib∗41f∗41

−ib∗12f∗12 −γ/2 −ib23f23 0

0 −ib23∗f∗23 −γ/2 −ib∗43f∗43
−ib41f41 0 −ib43f43 −γ/2




a1(t)

a2(t)

a3(t)

a4(t)

 (2.13)

図 1.1から、4Heµ−e− 原子の場合 E4 > E1 ≥ E2 ≥ E3 であり、Muの場合 E1 > E2 ≥ E3 ≥ E4

である。

2.1.1 高磁場
図 1.1の通り、高磁場では ω41 と ω23 が近い値となる。ω41 − ω ≃ 0となるようにマイクロ波を
印加する場合、

ω42,43,12,13 − ω ≥ O(GHz)

なので exp [−i (ω42,43,12,13 − ω) t]は無視でき、各状態の時間変化は以下の通りとなる。


ȧ1(t)

ȧ2(t)

ȧ3(t)

ȧ4(t)

 =


−γ/2 0 0 −ib∗41 exp [i (ω41 − ω) t]

0 −γ/2 −ib23 exp [−i (ω23 − ω) t] 0

0 −ib∗23 exp [i (ω23 − ω) t] −γ/2 0

−ib41 exp [−i (ω41 − ω) t] 0 0 −γ/2




a1(t)

a2(t)

a3(t)

a4(t)


(2.14)

状態が混合する準位だけをまとめた以下の 2つの方程式は別個に解ける。

 ȧ1(t)

ȧ4(t)

 =

 −γ/2 −ib∗41 exp [i (ω41 − ω) t]

−ib41 exp [−i (ω41 − ω) t] −γ/2

  a1(t)

a4(t)

 (2.15)

 ȧ2(t)

ȧ3(t)

 =

 −γ/2 −ib23 exp [−i (ω23 − ω) t]

−ib23∗ exp [i (ω23 − ω) t] −γ/2

  a2(t)

a3(t)

 (2.16)

(2.15)について、係数行列の固有ベクトルは

1√
2

 ±1

exp [−i (ω41 − ω) t]

 (2.17)
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なので、係数行列を対角化するために以下の行列 Q,Q−1 を使う

Q =
1√
2

 1 −1

exp [−i (ω41 − ω) t] exp [−i (ω41 − ω) t]

 (2.18)

Q−1 =
1√
2

 1 exp [i (ω41 − ω) t]

−1 exp [i (ω41 − ω) t]

 (2.19)

|b| = |b41|と置けば、

Q−1

 −γ/2 −ib∗41 exp [i (ω41 − ω) t]

−ib41 exp [−i (ω41 − ω) t] −γ/2

Q =

−γ/2 + i|b| 0

0 −γ/2− i|b|


(2.20)

よって (2.15)を以下のように変形できる

Q−1

 ȧ1(t)

ȧ4(t)

 =

−γ/2 + i|b| 0

0 −γ/2− i|b|

Q−1

 a1(t)

a4(t)

 (2.21)

ここで、

X(t)

Y (t)

 = Q−1

 a1(t)

a4(t)

 (2.22)

としてその時間微分を考えると、

 Ẋ(t)

Ẏ (t)

 =
d

dt

Q−1

 a1(t)

a4(t)


 (2.23)

= Q−1

 ȧ1(t)

ȧ4(t)

+

[
d

dt
Q−1

]  a1(t)

a4(t)

 (2.24)
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=

−γ/2 + i|b| 0

0 −γ/2− i|b|

Q−1

 a1(t)

a4(t)

+
1√
2

 0 i (ω41 − ω) exp [i (ω41 − ω) t]

0 i (ω41 − ω) exp [i (ω41 − ω) t]

  a1(t)

a4(t)


(2.25)

=

−γ/2 + i|b| 0

0 −γ/2− i|b|

 X(t)

Y (t)

+
1√
2

 0 i (ω41 − ω) exp [i (ω41 − ω) t]

0 i (ω41 − ω) exp [i (ω41 − ω) t]

Q
X(t)

Y (t)


(2.26)

= A

X(t)

Y (t)

 (2.27)

ただし、

A =
1

2

−γ + 2i|b|+ i (ω41 − ω) i (ω41 − ω)

i (ω41 − ω) −γ − 2i|b|+ i (ω41 − ω)

 (2.28)

よって

X(t)

Y (t)

 = exp [tA]

X(0)

Y (0)

 (2.29)

Γ =
√
(ω41 − ω) + 4|b|2 とおいて以下の通りに Aを対角化する。

R−1AR =

−γ
2 + i

2 [(ω41 − ω) + Γ] 0

0 −γ
2 + i

2 [(ω41 − ω)− Γ]

 (2.30)

R =

ω41 − ω ω41 − ω

Γ− 2|b| −Γ− 2|b|

 (2.31)

R−1 =
1

2 (ω41 − ω) Γ

Γ + 2|b| ω41 − ω

Γ− 2|b| − (ω41 − ω)

 (2.32)
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これを用いれば

X(t)

Y (t)

 = exp [tA]

X(0)

Y (0)

 (2.33)

=

∞∑
n=0

[
1

n!
(tA)

n

] X(0)

Y (0)

 (2.34)

=

∞∑
n=0


tn

n!

R−1

−γ
2 + i

2 [(ω41 − ω) + Γ] 0

0 −γ
2 + i

2 [(ω41 − ω)− Γ]

R


n
X(0)

Y (0)



(2.35)

=

∞∑
n=0


tn

n!
R−1

(−γ
2 + i

2 [(ω41 − ω) + Γ]
)n

0

0
(
−γ

2 + i
2 [(ω41 − ω)− Γ]

)n

R

X(0)

Y (0)


(2.36)

= R−1

 exp
[
−γ

2 + i
2 [(ω41 − ω) + Γ]

]
0

0 exp
[
−γ

2 + i
2 [(ω41 − ω)− Γ]

]
R

X(0)

Y (0)


(2.37)

以上から、下式が得られる。

 a1(t)

a4(t)

 = Q(t)R−1

 exp
[
−γ

2 + i
2 [(ω41 − ω) + Γ]

]
0

0 exp
[
−γ

2 + i
2 [(ω41 − ω)− Γ]

]
RQ−1(0)

 a1(0)

a4(0)


(2.38)

これを計算すれば、状態振幅について以下の方程式が得られる。

a1(t) =

[(
cos

[
Γ

2
t

]
− i

(ω41 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a1(0)− i

2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a4(0)

]
exp

[
i
ω41 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.39)

a4(t) =

[
−i2|b|

Γ
sin

[
Γ

2
t

]
a1(0) +

(
cos

[
Γ

2
t

]
+ i

(ω41 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a4(0)

]
exp

[
i
ω41 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.40)
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Γ =

√
(ω41 − ω)

2
+ 4|b|2であり、|4⟩と |1⟩の組み合わせでは |b| = 1

4ℏ

√
(cgSµB − sgµµµ)

2 (
B2

x +B2
y

)
となる。
(2.16)についても同様に解けば、以下を得る。

a2(t) =

[(
cos

[
Γ

2
t

]
− i

(ω23 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a2(0)− i

2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a3(0)

]
exp

[
i
ω23 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.41)

a3(t) =

[
−i2|b|

Γ
sin

[
Γ

2
t

]
a2(0) +

(
cos

[
Γ

2
t

]
+ i

(ω23 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a3(0)

]
exp

[
i
ω23 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.42)

この場合 |b| = 1
4ℏ

√
(cgSµB + sgµµµ)

2 (
B2

x +B2
y

)である。
2.1.2 低磁場
磁場が弱い場合は ω41 ≃ ω42 ≃ ω43 ≃ ω であり、ω12,13,23 − ω ≤ O(GHz)とできる。ω41 = ω0

と置けば、微分方程式は以下のようになる。


ȧ1(t)

ȧ2(t)

ȧ3(t)

ȧ4(t)

 =


−γ/2 0 0 −ib∗41 exp [i (ω0 − ω) t]

0 −γ/2 0 0

0 0 −γ/2 ib∗43 exp [i (ω0 − ω) t]

−ib41 exp [−i (ω0 − ω) t] 0 ib43 exp [−i (ω0 − ω) t] −γ/2




a1(t)

a2(t)

a3(t)

a4(t)


(2.43)

ここで、c ≃ s ≃ 1√
2
であり、2b41 = (cgSµB − sgµµµ)B+, 2b43 = − (sgSµB − cgµµµ)B−。x軸

をマイクロ波磁場Bに平行にとれば、b41 = −b∗43 = bとして、b = b∗ = |b|なので、以下のように
なる。

a±(t) =
1√
2
[a1(t)± a3(t)] (2.44)

ȧ4(t) = −i
√
2|b|a+(t)−

γ

2
a4(t) (2.45)

(2.44)、(2.45)を使えば微分方程式は以下のように書き換えられる。


ȧ+(t)

ȧ−(t)

ȧ4(t)

 =


−γ/2 0 −i

√
2|b| exp [i (ω0 − ω) t]

0 −γ/2 0

−i
√
2|b| exp [−i (ω0 − ω) t] 0 −γ/2



a+(t)

a−(t)

a4(t)


(2.46)
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Γ =

√
(ω0 − ω)

2
+ 8|b|2 として、a+ と a4 について高磁場の場合と同様に解けば下式を得る。

a−(t) =
a1(0)− a3(0)√

2
exp

[
−γ
2
t
]

(2.47)

a+(t) =

[(
cos

[
Γ

2
t

]
− i

(ω0 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a1(0) + a3(0)√

2
− i

2
√
2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a4(0)

]
exp

[
i
ω0 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.48)

a4(t) =

[
−i2

√
2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a1(0) + a3(0)√

2
+

(
cos

[
Γ

2
t

]
+ i

(ω0 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a4(0)

]
exp

[
i
ω0 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.49)

となる。a1(t), a3(t)は以下から求める。

a1(t) =
1√
2
(a+(t) + a−(t)) (2.50)

a3(t) =
1√
2
(a+(t)− a−(t)) (2.51)

2.2 初期状態
ミューオニックヘリウム内の µ− の偏極率 Pµ は

Pµ =

∑
mI ,mJ

∣∣〈mI = 1
2

∣∣ ρmI ,mJ
|mI ,mJ⟩

∣∣2 −∑mI ,mJ

∣∣〈mI = − 1
2

∣∣ ρmI ,mJ
|mI ,mJ⟩

∣∣2∑
mI ,mJ

∣∣〈mI = 1
2

∣∣ ρmI ,mJ
|mI ,mJ⟩

∣∣2 +∑mI ,mJ

∣∣〈mI = − 1
2

∣∣ ρmI ,mJ
|mI ,mJ⟩

∣∣2 (2.52)

で与えられる。ただし ρmI ,mJ
は各状態の振幅。よって

Pµ =

ρ21
2 ,

1
2

+ ρ21
2 ,−

1
2

− ρ2
− 1

2 ,
1
2

− ρ2
− 1

2 ,−
1
2∑

mI ,mJ
|ρmI ,mJ

|2
(2.53)

同様に、電子の偏極率 Pe は

Pe =

ρ21
2 ,

1
2

− ρ21
2 ,−

1
2

+ ρ2
− 1

2 ,
1
2

− ρ2
− 1

2 ,−
1
2∑

F,mF
|ρF,mF

|2
(2.54)

∑
mI ,mJ

|ρmI ,mJ
|2 = 1として計算すると、以下が得られる。

ρ21
2 ,

1
2

=
1 + Pµ

2

1 + Pe

2
(2.55)

ρ21
2 ,−

1
2

=
1 + Pµ

2

1− Pe

2
(2.56)

ρ2
− 1

2 ,
1
2

=
1− Pµ

2

1 + Pe

2
(2.57)
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ρ2
− 1

2 ,−
1
2

=
1− Pµ

2

1− Pe

2
(2.58)

(2.59)

これらを使えば、|F,mF ⟩の密度行列を以下のように書ける。

ρ =
1

4
P ′


(1 + Pµ) (1 + Pe) 0 0 0

0 (1 + Pµ) (1− Pe) 0 0

0 0 (1− Pµ) (1 + Pe) 0

0 0 0 (1− Pµ) (1− Pe)

P ′−1 (2.60)

非対角成分は各状態の位相関係を意味し、統計平均をとると消える。
以上から、µ− の偏極率が Pµ、e− の偏極率が Pe のときの初期状態について以下を得る。

|a1(0)|2 =
1

4
(1 + Pµ) (1 + Pe) (2.61)

|a2(0)|2 =
1

4

[
s2(1 + Pµ) (1− Pe) + c2(1− Pµ) (1 + Pe)

]
(2.62)

|a3(0)|2 =
1

4
(1− Pµ) (1− Pe) (2.63)

|a4(0)|2 =
1

4

[
c2(1 + Pµ) (1− Pe) + s2(1− Pµ) (1 + Pe)

]
(2.64)

2.3 ミューオン偏極率の時間発展
|↕µ⟩ =

∣∣mI = ± 1
2

〉とする。ミューオニックヘリウムの波動関数を
ψ(r, t) = ϕ(r)

4∑
k

ak(t) |k⟩ exp
[
−iEk

ℏ
t

]
(2.65)

とした場合、ミューオンの偏極方向の期待値は

⟨P (t)⟩ =
4∑
k,j

a∗k(t)aj(t) (⟨k|↑µ⟩ ⟨↑µ|j⟩ − ⟨k|↓µ⟩ ⟨↓µ|j⟩) exp
[
−iEk

ℏ
t

]
(2.66)

であり、

⟨1|↑µ⟩ = ⟨↑µ|1⟩ = 1 (2.67)

⟨1|↓µ⟩ = ⟨↓µ|1⟩ = 0 (2.68)

⟨2|↑µ⟩ = ⟨↑µ|2⟩ = s (2.69)

⟨2|↓µ⟩ = ⟨↓µ|2⟩ = c (2.70)

⟨3|↑µ⟩ = ⟨↑µ|3⟩ = 0 (2.71)

⟨3|↓µ⟩ = ⟨↓µ|3⟩ = 1 (2.72)

⟨4|↑µ⟩ = ⟨↑µ|4⟩ = c (2.73)
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⟨4|↓µ⟩ = ⟨↓µ|4⟩ = −s (2.74)

なので、

Sµz
=


1 0 0 0

0 s2 − c2 0 2sc

0 0 −1 0

0 2sc 0 c2 − s

 (2.75)

として

⟨Pµ(t)⟩ =
4∑
k,j

a∗k(t)aj(t) ⟨k|Sµz |j⟩ exp
[
−iEk

ℏ
t

]
(2.76)

= |a1(t)|2 − |a3(t)|2 + (s2 − c2)
(
|a2(t)|2 − |a4(t)|2

)
+ 4scRe

(
a∗2(t)a4(t) exp

[
i
E2 − E4

ℏ
t

])
(2.77)

電子についても同様に考えれば

⟨Pe(t)⟩ = |a1(t)|2 − |a3(t)|2 − (s2 − c2)
(
|a2(t)|2 − |a4(t)|2

)
− 4scRe

(
a∗2(t)a4(t) exp

[
i
E2 − E4

ℏ
t

])
(2.78)

ただし、ミューオンの崩壊レート γ = 454.90(17) kHzに対して E2−E4

ℏ はO(GHz)と遥かに大きい
ので、第 4項は無視できる。

2.3.1 高磁場
高磁場においては

a1(t) =

[(
cos

[
Γ41

2
t

]
− i

(ω41 − ω)

Γ41
sin

[
Γ41

2
t

])
a1(0)− i

2|b41|
Γ

sin

[
Γ41

2
t

]
a4(0)

]
exp

[
i
ω41 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.79)

なので

|a1(t)|2 =

[(
cos2

[
Γ41

2
t

]
+

(
(ω41 − ω)

Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

])
|a1(0)|2 +

(
2|b41|
Γ

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
|a4(0)|2

+2Re

(
i
2|b41|
Γ41

(
cos

[
Γ41

2
t

]
− i

(ω41 − ω)

Γ41
sin

[
Γ41

2
t

])
sin

[
Γ41

2
t

]
a∗1(0)a4(0)

)]
exp [−γt]

(2.80)
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初期状態についての議論から、a∗1(0)a4(0) = a1(0)a
∗
4(0) = 0なので、結局

|a1(t)|2 =

[(
cos2

[
Γ41

2
t

]
+

(
(ω41 − ω)

Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

])
|a1(0)|2 +

(
2|b41|
Γ

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
|a4(0)|2)

]
exp [−γt]

(2.81)

同様にすれば、以下が得られる

a2(t) =

[(
cos

[
Γ23

2
t

]
− i

(ω23 − ω)

Γ23
sin

[
Γ23

2
t

])
a2(0)− i

2|b23|
Γ23

sin

[
Γ23

2
t

]
a3(0)

]
exp

[
i
ω23 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.82)

|a2(t)|2 =

[(
cos2

[
Γ23

2
t

]
+

(
(ω23 − ω)

Γ23

)2

sin2
[
Γ23

2
t

])
|a2(0)|2 +

(
2|b23|
Γ23

)2

sin2
[
Γ23

2
t

]
|a3(0)|2

+
4|b23|
Γ23

(ω23 − ω)

Γ23
sin2

[
Γ23

2
t

]
a2(0)a3(0)

]
exp [−γt]

(2.83)

a3(t) =

[
−i2|b|

Γ23
sin

[
Γ23

2
t

]
a2(0) +

(
cos

[
Γ23

2
t

]
+ i

(ω23 − ω)

Γ23
sin

[
Γ23

2
t

])
a3(0)

]
exp

[
i
ω23 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.84)

|a3(t)|2 =

[(
2|b23|
Γ23

)2

sin2
[
Γ23

2
t

]
|a2(0)|2 +

(
cos2

[
Γ23

2
t

]
+

(
(ω23 − ω)

Γ23

)2

sin2
[
Γ23

2
t

])
|a3(0)|2

]
exp [−γt]

(2.85)

a4(t) =

[
−i2|b41|

Γ41
sin

[
Γ41

2
t

]
a1(0) +

(
cos

[
Γ41

2
t

]
+ i

(ω41 − ω)

Γ41
sin

[
Γ41

2
t

])
a4(0)

]
exp

[
i
ω41 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.86)

|a4(t)|2 =

[(
2|b41|
Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
|a1(0)|2 +

(
cos2

[
Γ41

2
t

]
+

(
(ω41 − ω)

Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

])
|a4(0)|2

]
exp [−γt]

(2.87)

Γ41 =

√
(ω41 − ω)

2
+ 4|b41|2 (2.88)

|b41| =
1

4ℏ

√
(cgSµB − sgµµµ)

2 (
B2

x +B2
y

)
(2.89)

2.3.2 低磁場
低磁場では Γ =

√
(ω0 − ω)

2
+ 8|b|2 であり、

a−(t) =
a1(0)− a3(0)√

2
exp

[
−γ
2
t
]

(2.90)
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a+(t) =

[(
cos

[
Γ

2
t

]
− i

(ω0 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a1(0) + a3(0)√

2
− i

2
√
2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a4(0)

]
exp

[
i
ω0 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.91)

a4(t) =

[
−i2

√
2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a1(0) + a3(0)√

2
+

(
cos

[
Γ

2
t

]
+ i

(ω0 − ω)

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a4(0)

]
exp

[
i
ω0 − ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.92)

a2(t) = a2(0) exp
[
−γ
2
t
]

(2.93)

である。よって、∆ω = ω0 − ωとして

a1(t) =

[[(
cos

[
Γ

2
t

]
+ cos

[
∆ω

2
t

])
− i

(
∆ω

Γ
sin

[
Γ

2
t

]
+ sin

[
∆ω

2
t

])]
a1(0)

2

+

[(
cos

[
Γ

2
t

]
− cos

[
∆ω

2
t

])
− i

(
∆ω

Γ
sin

[
Γ

2
t

]
− sin

[
∆ω

2
t

])]
a3(0)

2

−i2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a4(0)

]
exp

[
i
∆ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.94)

a3(t) =

[[(
cos

[
Γ

2
t

]
− cos

[
∆ω

2
t

])
− i

(
∆ω

Γ
sin

[
Γ

2
t

]
− sin

[
∆ω

2
t

])]
a1(0)

2

+

[(
cos

[
Γ

2
t

]
+ cos

[
∆ω

2
t

])
− i

(
∆ω

Γ
sin

[
Γ

2
t

]
+ sin

[
∆ω

2
t

])]
a3(0)

2

−i2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a4(0)

]
exp

[
i
∆ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.95)

a4(t) =

[
−i2

√
2|b|
Γ

sin

[
Γ

2
t

]
a1(0) + a3(0)√

2
+

(
cos

[
Γ

2
t

]
+ i

∆ω

Γ
sin

[
Γ

2
t

])
a4(0)

]
exp

[
i
∆ω

2
t

]
exp

[
−γ
2
t
]

(2.96)

。これらを用いて計算すれば、以下が得られる。

|a1(t)|2 =

2−(2
√
2|b|
Γ

)2
1− cos [Γt]

2
+

[[
Γ−∆ω

Γ

]
cos

[
Γ +∆ω

2
t

]
+

[
Γ +∆ω

Γ

]
cos

[
Γ−∆ω

2
t

]] ∣∣∣∣a1(0)2

∣∣∣∣2

+

2−(2
√
2|b|
Γ

)2
1− cos [Γt]

2
−
[[

Γ−∆ω

Γ

]
cos

[
Γ +∆ω

2
t

]
+

[
Γ +∆ω

Γ

]
cos

[
Γ−∆ω

2
t

]] ∣∣∣∣a3(0)2

∣∣∣∣2

+

(
2|b|
Γ

)2
1− cos [Γt]

2
|a4(0)|2

]
exp [−γt]

(2.97)
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|a3(t)|2 =

2−(2
√
2|b|
Γ

)2
1− cos [Γt]

2
−
[[

Γ−∆ω

Γ

]
cos

[
Γ +∆ω

2
t

]
+

[
Γ +∆ω

Γ

]
cos

[
Γ−∆ω

2
t

]] ∣∣∣∣a1(0)2

∣∣∣∣2

+

2−(2
√
2|b|
Γ

)2
1− cos [Γt]

2
+

[[
Γ−∆ω

Γ

]
cos

[
Γ +∆ω

2
t

]
+

[
Γ +∆ω

Γ

]
cos

[
Γ−∆ω

2
t

]] ∣∣∣∣a3(0)2

∣∣∣∣2

+

(
2|b|
Γ

)2
1− cos [Γt]

2
|a4(0)|2

]
exp [−γt]

(2.98)

|a4(t)|2 =

(2
√
2|b|
Γ

)2

sin2
[
Γ

2
t

](∣∣∣∣a1(0)√
2

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣a3(0)√
2

∣∣∣∣2
)

+

1−

(
2
√
2|b|
Γ

)2

sin2
[
Γ

2
t

] |a4(0)|2
 exp [−γt]

(2.99)

2.4 共鳴曲線
高磁場と低磁場のいずれの場合においても、∆ωが大きくなると sin2 Γ

2 t、cos Γt、cos Γ+∆ω
2 tの

項の係数は小さく、cos Γ−∆ω
2 tの項は振動の周期が大きくなり、|b| = 0 kHzとした場合に近づく。

これを利用し、|b| = 0の場合とそうでない場合の状態量の違いを時間で積分した信号量を求める
と∆ω = 0にピークを持つ共鳴曲線が得られる。ミューオニウムやミューオニックヘリウム原子の
場合、共鳴曲線はマイクロ波を印加する場合としない場合の崩壊電子/陽電子検出数の差を時間で
積分することで得られる。時刻 t1から t2の間に検出される二次粒子の数を、マイクロ波を印加す
る場合はNON (y0, θ, t1, t2)、しない場合はNOFF (y0, θ, t1, t2)として、信号量 Sを以下のように定
義する

S =
∆N

NOFF
(2.100)

=
NON

NOFF
− 1 (2.101)

ミューオンの崩壊電子、陽電子の放出方向はスピン方向に相関するため、マイクロ波を印加する場
合の偏極率 PON

z (t)と、しない場合の偏極率 POFF
z (t)を用いて

∆N = NON −NOFF (2.102)

=
γdΩ

4π
A2(y0) cos θ

[∫ t2

t1

[
PON
z (t)− POFF

z (t)
]
exp(−γt)dt

]
(2.103)

とできる。

2.4.1 ミューオンの崩壊
ミューオンの主要な崩壊は弱い相互作用による、Michel崩壊と呼ばれる以下のモードである。

µ+ → e+ + νe + ν̄µ (2.104)
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µ− → e− + ν̄e + νµ (2.105)

ミューオンの寿命 τµ、あるいは崩壊レートの測定値は以下の値である [32]

τµ ≡ 1

γ
= 2.196 981 1(22) µs (2.106)

自由ミューオンの崩壊スペクトルは以下の式で表される [33]

N (y, θ, t) =
γ

2π
y2 [(3− 2y) + (1− 2y)Pz (t) cos θ] exp [−γt] (2.107)

ただし y = p/pmaxは崩壊電子/陽電子の最大運動量に対する割合であり、θはミューオンのスピン
と電子、陽電子の運動量のなす角度。原子核の束縛軌道中で負ミューオンが崩壊する場合、原子核
との反跳によって二次粒子の持ちうるエネルギーは増加する。ただしヘリウム原子核は軽いため、
この効果はミューオニックヘリウムの場合無視できる。
y ≥ y0 のミューオンを立体角 dΩの領域で検出する場合の検出率は

N (y0, θ, t) dΩ =

∫ 1

y0

N (y, θ, t) dydΩ (2.108)

=
γ

4π
[A1 (y0) +A2 (y0)Pz (t) cos θ] exp [−γt] dΩ (2.109)

=
γ

4π
A1 (y0) [1 + a (y0)Pz (t) cos θ] exp [−γt] dΩ (2.110)

A1 (y0) = 1−
(
2y30 − y40

)
(2.111)

A2 (y0) =
1

3
−
(
y40 −

2

3
y30

)
(2.112)

a (y0) =
A2 (y0)

A1 (y0)
(2.113)

である。時刻 t1 から t2 の間に検出される二次粒子の数は

N (y0, θ, t1, t2) dΩ =

∫ t2

t1

γ

4π
A1 (y0) [1 + a (y0)Pz (t) cos θ] exp [−γt] dΩ (2.114)

=
γdΩ

4π

[
[−A1(y0) (exp(−γt)))]t2t1 +A2(y0) cos θ

[∫ t2

t1

Pz0(t) exp(−γt)dt
]]

(2.115)

となる。

2.4.2 高磁場の場合
4Heµ−e− 原子の場合、高磁場極限では c ≈ 0, s ≈ 1なので、|1⟩と |4⟩の遷移を測定する場合

(2.77)から、偏極率は以下で表せる。

Pz(t) = cos2
[
Γ41

2
t

]
+

(
(ω41 − ω)

Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
−
(
2|b41|
Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
(2.116)
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= 1− 2

(
2|b41|
Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
(2.117)

マイクロ波を印加しない場合 |b41| = 0なので
[
PON
z (t)− POFF

z (t)
]
exp [−γt] = [|a4 (0)| − |a1 (0)|]

[
2

(
2|b41|
Γ41

)2

sin2
[
Γ41

2
t

]
exp [−γt]

]
(2.118)

= 2 [|a4 (0)| − |a1 (0)|]
2|b41|2

Γ2
41

(1− cos [Γ41t]) exp [−γt] (2.119)

ミューオンの初期偏極率を P、電子の初期偏極率を 0とすれば |a4 (0)| − |a1 (0)| = −P なので[
PON
z (t)− POFF

z (t)
]
exp [−γt] = −P 2|b41|2

Γ2
41

(1− cos [Γ41t]) exp [−γt] (2.120)

したがって、∆N は以下の通りになる。

∆N (y0, θ, t1, t2) =
γdΩ

4π
A2(y0) cos θ

[∫ t2

t1

−P 2|b41|2

Γ2
41

(1− cos [Γ41t]) exp [−γt] dt
]

(2.121)

以上から、以下が得られる。

S (t1, t2) =
−PA2(y0) cos θ[

A1 (y0)− P
2 A2 (y0) cos θ

]
γ ∫ t2

t1

2|b41|2
Γ2
41

(1− cos [Γ41t]) exp [−γt] dt

γ
∫ t2
t1

exp [−γt] dt

 (2.122)

=
−PA2(y0) cos θ[

A1 (y0)− P
2 A2 (y0) cos θ

]L (t1, t2) (2.123)

L (t1, t2) =
1

exp [−γt1]− exp [−γt2]
2|b41|2

Γ2
41

[
exp [−γt1]

(
1− g(t1)

γ2

Γ2
41 + γ2

)
− exp [−γt2]

(
1− g(t2)

γ2

Γ2
41 + γ2

)]
(2.124)

g(t) = cos (Γ41t)−
Γ41

γ
sin (Γ41t) (2.125)

Γ41 =

√
(ω41 − ω)

2
+ 4|b41|2 (2.126)

|b41| =
1

4ℏ

√
(cgSµB − sgµµµ)

2 (
B2

x +B2
y

)
(2.127)

|2⟩と |3⟩の遷移を測定する場合、Γ41 → Γ23,|b41| → |b23|, −P → P と置き換えれば良い。

2.4.3 低磁場の場合
低磁場においては s ≈ cなので偏極率は以下で表せる。

Pz(t) = |a1 (t)| − |a3 (t)| (2.128)

= 2

[[
Γ−∆ω

Γ

]
cos

[
Γ +∆ω

2
t

]
+

[
Γ +∆ω

Γ

]
cos

[
Γ−∆ω

2
t

]] [
|a1 (0)|2

4
− |a3 (0)|2

4

]
(2.129)
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マイクロ波を印加しない場合、Γ = ∆ωであり、POFF
z (t) =

[
|a1 (0)|2 − |a3 (0)|2

]
なので

PON
z (t)− POFF

z (t) =

[[
Γ−∆ω

2Γ

]
cos

[
Γ +∆ω

2
t

]
+

[
Γ +∆ω

2Γ

]
cos

[
Γ−∆ω

2
t

]
− 1

] [
|a1 (0)|2 − |a3 (0)|2

]
(2.130)

よって、初期偏極率を Pとすれば以下が得られる。

S (t1, t2) =
∆N (y0, θ, t1, t2)

NOFF (y0, θ, t1, t2)
(2.131)

=
P
2 A2(y0) cos θ[

A1 (y0)− P
2 A2 (y0) cos θ

] [γ ∫ t2
t1

[[
Γ−∆ω

2Γ

]
cos
[
Γ+∆ω

2 t
]
+
[
Γ+∆ω

2Γ

]
cos
[
Γ−∆ω

2 t
]
− 1
]
exp [−γt] dt

γ
∫ t2
t1

exp [−γt] dt

]
(2.132)

=
PA2(y0) cos θ[

A1 (y0)− P
2 A2 (y0) cos θ

]L (t1, t2) (2.133)

L (t1, t2) =
γ

exp (−γt1)− exp (−γt2)

[[
Γ−∆ω

Γ

[
Γ+∆ω

2

]
sin
[
Γ+∆ω

2 t
]
− γ cos

[
Γ+∆ω

2 t
]

[Γ + ∆ω]
2
+ 4γ2

+
Γ +∆ω

Γ

[
Γ−∆ω

2

]
sin
[
Γ−∆ω

2 t
]
− γ cos

[
Γ−∆ω

2 t
]

[Γ−∆ω]
2
+ 4γ2

+
1

2γ

]
exp [−γt]

]t2
t1

(2.134)

Γ =
√
∆ω2 + 8|b|2 (2.135)

|b| = 1

4ℏ

√
(cgSµB − sgµµµ)

2 (
B2

x +B2
y

)
(2.136)

低磁場における共鳴曲線の形状を図 2.1, 2.2に示す。
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図 2.1: 低磁場で、印加マイクロ波強度に相当するパラメーター |b|を変化させた際の共鳴曲線。|b|
が大きい、すなわち印加マイクロ波強度が大きいほど線幅が広がる。
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図 2.2: 低磁場で、積分間隔 [t1, t2]を変化させた際の共鳴曲線。積分間隔次第で共鳴曲線の形状は
大きく変化する。

2.4.4 ミューオニウムの共鳴曲線
4Heµ−e−原子の原子核の磁気モーメントは µ−に等しく、図 1.1の通り状態によるエネルギーの

大小関係が水素原子やMuの場合と異なる。このため水素原子やMuの場合の取り扱いは 4Heµ−e−

原子とわずかに異なる。Muの場合、スピン固有状態を固有エネルギーが高い順に並べると |1⟩ ≥
|2⟩ ≥ |3⟩ > |4⟩となる。したがって、高磁場においては |1⟩ ↔ |2⟩と |3⟩ ↔ |4⟩の遷移を考える。加
えて∆ν > 0と扱うため、高磁場極限では c ≈ 1, s ≈ 0となる。これにより各状態の振幅の式が変
化する。ただし最終的に得られる共鳴曲線 L (t1, t2)は 4Heµ−e− 原子の場合と同様の形になる。
低磁場の場合については 4Heµ−e− 原子と同様に扱え、得られる共鳴曲線も同様になる。

2.5 超微細構造の圧力依存性
ミューオニウムやミューオニックヘリウム原子は周囲のガス原子と衝突を繰り返す。この際ガ
ス中の原子との相互作用の効果で 4Heµ−e−やMuの準位エネルギーは変動する。Toriiによれば、
ガス原子とミューオニックヘリウム原子の距離を Rとして、原子同士の相互作用ポテンシャルを
V (R(t))とすると原子の振動状態は以下のように表せる [34]

f(t) = exp [−iω0t+ iη(t)] (2.137)
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η(t) =

∫ t

−∞
κ(t′)dt′ (2.138)

κ(t) = V (R(t)) (2.139)

ω0は共鳴周波数、κ(t)は　周波数の変動、η(t)はガス同士の相互作用により生じる位相の変化。非
弾性衝突を無視すれば、η(t)は実数となる。共鳴曲線 I(ω)は f(t)のフーリエ変換から得られ、

I(ω) = lim
∆t→∞

∣∣∣∣∣ 1√
2π∆t

∫ ∆t/2

−∆t/2

f(t) exp [iωt] dt

∣∣∣∣∣
2

(2.140)

となる。
ガスの圧力や温度といった巨視的条件は通常時間によって変化せず、f(t)は定常的にランダムな

過程である。この場合 I(ω)は、以下のように相関関数Φ(τ)のフーリエ変換で書き直せる (Wiener-

Khinchin Theorem)

I(ω) =
1

π
Re

[∫ ∞

0

Φ(τ) exp [−iωτ ] dτ
]

(2.141)

Φ(τ) = lim
∆t→∞

1

∆t

∫ ∆t/2

−∆t/2

f∗(t)f(t+ τ)dt (2.142)

= ⟨f∗(0)f(τ)⟩ (2.143)

Φ(τ)について、

∆Φ(τ) = −Φ(τ)⟨1− exp [−i∆η]⟩ ≡ −Φ(τ)(∆− iγ)∆τ (2.144)

とでき、

∆− iγ = −iNv
∫ ∞

b1

(1− exp [−η(b)])2πbdb ≡ −iNv(σ∆ − iσγ) (2.145)

となる。N はガス原子の数であり、v は衝突する原子の相対速度、η(b) = ηi(b) − ηf (b)は衝突前
後の位相変化。
(2.144)から、

dΦ

dτ
= −(∆− iγ)Φ (2.146)

Φ = exp [−(∆− iγ)τ ] (2.147)

である。これを用いれば

I(ω) =
γ

2π

1

(ω −∆)2 + γ2
(2.148)

となり、ガス原子の数、すなわちガス圧力に比例して共鳴周波数はシフトする。したがって HFS

分光の際は複数の標的ガス圧で測定し、真空に外挿する必要がある。三体衝突の考慮が必要な高圧
環境ではさらに 2次の項が生じる。
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ミューオニウム HFSの場合、Craneらによれば、ガス圧によるシフトは以下の通りである [35]。

∆νMu (D) = ∆νMu (0)
(
1 + aP + bP 2

)
(2.149)

Gas a [10−9/Torr] b [10−15/Torr2]

Argon −5.00± 0.24 8.14± 2.59

Krypton −10.59± 0.39 8.79± 5.90

P は 0 ◦C でのガス密度、aは 1次の密度シフトの係数、bは二次の密度シフトの係数である。
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第3章 ミューオニックヘリウムHFS測定
装置

我々は茨城県東海村にある J-PARCの物質生命科学実験施設 (MLF : Material and Life Science

Experimental Facility) Muon Source Extention (MUSE)を使用して 4Heµ−e− 原子の超微細構造
を分光している。図 3.1に測定の概念図を示す。測定ではまず 4Heµ−e−原子生成のために 4Heと、
少量の電子供給源を混合したガス標的を封入したガスチャンバーに偏極 µ−ビームを入射する。µ−

は標的ガスをイオン化しながら減速し、十分エネルギーが低くなると以下の過程で 4Heµ−e−原子
を形成する。

µ− + 4He →
(
4He2+µ−e−

)∗
+ e− (3.1)(

4He2+µ−e−
)∗ →

(
4He2+µ−)+ + e− (3.2)(

4He2+µ−)+ +X → 4He2+µ−e− +X+ (3.3)

ただし、Xは electron donorとして混合したガス原子。X = Xeの場合については Souderらが詳
細を報告している [36]。
生成した 4Heµ−e− 原子にマイクロ波を照射すると共鳴により 4Heµ−e− 原子の状態が遷移し、

µ− のスピンは反転する。µ− は 2.2 µsで崩壊し、スピンと反平行な方向に崩壊電子を多く放出す
る。したがって印加マイクロ波の周波数を掃引しながらガスチャンバー下流の検出器で NON と
NOFF を測定すれば、2.4で求めた共鳴曲線が得られる。

図 3.1: ミューオニックヘリウム超微細構造分光の概念図

本実験には、J-PARCでミューオニウムの超微細構造を分光するMuSEUMコラボレーションの
装置を、キャビティをカスタマイズして利用している。ゼロ磁場での測定における具体的な装置の
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配置図は図 3.2の通りである。

図 3.2: ゼロ磁場における測定装置の概念図 [37]。ガスチャンバー内部にマイクロ波キャビティを設
置する。崩壊陽電子はチャンバー下流の検出器でカウントする。装置は磁気シールドで消磁する。

以下では各装置の詳細について説明する。

3.1 J-PARC MLF MUSE D-Line

J-PARCは茨城県東海村に所在する、大強度陽子加速施設である。イオン源から供給される H−

は全長 400 mの線形加速器 (LINIAC) により 400 MeVまで加速される。H− ビームは周長 30 m

の RCS (Rapid Cycling Synchrotron) に輸送され、荷電変換フォイルにより陽子に変換された後、
3 GeVに加速される。RCSでの加速後、95%以上の陽子はMLFに、残りの陽子は MR (Main Ring

Synchrotron) に送られる。J-PARCはパルス状のビームを供給し、RSCへの入射と出射は 25 Hz

のサイクルで繰り返される。ビーム強度を高めるため、RCSは 1サイクルで 2つのバンチを加速
する。このため J-PARCが供給するミューオンビームは 600 nsの時間間隔で 2つのバンチが飛来
する。
MLFでは陽子を炭素標的に入射し、核破砕で生じた π± の、以下の崩壊からミューオンを生成
する。

π+ → µ+ + νµ (3.4)

π− → µ− + ν̄µ (3.5)

角運動量の保存のため、生成ミューオンは 100%偏極している。
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π− は崩壊の他に、下式のように原子に捕獲されて電子と陽電子を発生させうる

π− + (A,Z) → (A,Z − 1)
∗

(3.6)

→ γ + (A,Z − 1) (3.7)

γ → e+ + e− (3.8)

この反応によって生成した電子、陽電子はバックグラウンドとして各ビームラインに到達する。
実験にはMLFのMUSE D-LineのD2 Areaを使用する。2023年現在、J-PARCの陽子ビーム強

度は約 800 kWであり、D-Lineでのミューオンビーム強度はそれぞれ 1.6×107 µ+/s, 1.7×106 µ−/s

である。

図 3.3: J-PARC MLF MUSE D2 Area。自由度が高く、様々な装置を使用できる。

3.2 ガスチャンバー
ガスチャンバーは直径 280 mm、長さ 450 mmの円筒形の容器で、アルミニウム製である。上流

側のフランジには直径 100 mm、厚さ 100 µmの、CuBe製の薄いビーム窓がある。標的ガス封入
の際は一度ガスチャンバー内を真空引きする。このためガスチャンバー内は大気圧に対して負圧、
正圧のどちらにもなりうる。これによるビーム窓の破損を防ぐため、ビーム窓の上流に円筒形の小
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フランジが設置してある。小フランジ内部を真空引きすることで、ビーム窓は常にチャンバー内部
から押し出される方向に力を受ける。下流側のフランジには、低エネルギーの陽電子やビームライ
ン上流から到来する電子、陽電子バックグラウンドを吸収して低減するために厚さ 55mmのアル
ミ板が取り付けられている。

図 3.4: 磁気シールド内に設置されたガスチャンバー。天面のシールドを取り外して直上から見
た図。

標的ガス封入前の真空度の測定には crystal and cold cathode combination gauge (TOEL CC10)

を使用する。圧力が 0.6 Pa以下の場合に cold cathode gauge、それ以外の場合では crystal gauge

が使用される。標的封入後のチャンバー内の標的ガス圧の測定には capacitance gauge (ANELVA

M-342DG) を使用する。ANELVA M-342DGの測定精度は 300 Kで 0.2%である。

3.2.1 ガス標的
4Heµ−e− 原子を生成するため、標的には 4Heガスが必要である。4Heガス中で停止した µ− は

4He原子核に束縛され、Aurge遷移によって基底状態の (4Heµ−)+ イオンを形成する。4Heµ−e−

原子の第一イオン化エネルギーは水素の 13.6 eVに近い値なので、(4Heµ−)+イオンは第一イオン
化エネルギーが 24.6 eVである 4Heから電子を得ることができない。したがって 4Heµ−e−原子形
成のために電子を供給する原子 (electron donor)をガス標的に混合する必要がある。3Heµ−e− 原
子の分光も含め、全ての先行研究で electron donorとして Xeが使用されている [20][21][38][39]。
表 3.2.1にいくつかの原子と分子のイオン化エネルギーを示す。CH4 の第一イオン化エネルギー
12.5 eVは Xeの 12.1 eVに近いため、CH4も electron donorとして扱える [40]。後述の残留偏極
率や、原子核捕獲率の観点に加え、将来計画への影響を鑑みて我々は electron donorとして CH4
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を選択し、4He標的に 2%の CH4を混合している。CH4を electron donorとしたHFS分光には前
例はない。

図 3.5: ガスチャンバー上流側フランジの図面。CuBe製ビーム窓とカプトン窓の間の空間が常に
チャンバー内部より低圧に保つことでビーム窓の変形を抑制する。

µ+ の電子束縛エネルギーは (4Heµ−)+ イオンとほぼ同等であり、4Heµ−e− 生成用ガス標的に
µ+ を入射した場合にはMuが生成する。

atom or molecule ionization energy (eV)

He 24.59

Ne 21.56

Ar 15.76

Kr 14.00

Xe 12.13

N2 11.48

CH4 12.94

表 3.1: ガス分子ごとのイオン化エネルギー

3.2.2 残留偏極
µ− が He原子に束縛されると高励起状態の 4He2+µ−e− 原子が生成し、Aurge遷移によって基

底状態の (4Heµ−)+イオンとなる [36]。Aurge遷移や周囲の原子による Stark混合、電子獲得の際
の超微細相互作用のため、µ−は減偏極する。Orthらの測定によれば、electron donorに Xeを使
用する場合、残留偏極は 2-3%程度となる [20]。一方で CH4 を使用した場合には 5%の残留偏極が
報告されている [40]。
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3.3 マイクロ波回路
3.3.1 マイクロ波キャビティ
マイクロ波キャビティは、TM220モードでの共鳴周波数が、ミューオニウム HFSの値である

4.463 GHzとなるように設計された、長さ 330 mm、直径 180 mmの純銅製の円筒である。マイク
ロ波を固定端反射するため、キャビティ上流は厚さ 20 µmの銅フォイルに覆われ、下流には銅製
のメッシュが張られる。

図 3.6: TM220キャビティ。左 : 下流側がメッシュで終端されているため、キャビティ内外の気圧
差によって上流側終端の銅フォイルが破損することはない。右 : キャビティ内部。下流側終端を
取り外している。

円筒形キャビティ内における TMmn0モードのマイクロ波について、共鳴周波数は以下の式で与
えられる。

fmn0 =
c

nr

√(
jmn

πR

)2

+
( p
2d

)
(3.9)

ここで、cは光速、nr は媒質の屈折率、jmn はm次のベッセル関数の n番目のゼロ点、Rはキャ
ビティの半径、dはキャビティの長さ。
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また強度分布は以下の式で与えられる。

Hr = −Aiωε
k2c

m

r
Jm

(
jmn

R
r

)
sin [mθ] (3.10)

= −Aiωε
k2c

m

r

[
Jm−1

(
jmn

R
r

)
+ Jm+1

(
jmn

R
r

)]
sin [mθ] (3.11)

Hθ = −Aiωε
k2c
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R
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m

(
jmn

R
r

)
cos [mθ] (3.12)

= −Aiωε
k2c

m

r

[
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(
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R
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)
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(
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R
r

)]
cos [mθ] (3.13)

Hz = 0 (3.14)

ω2εµ = k2c =

(
jmn

R

)2

(3.15)

ここで、Jm (x)はm次のベッセル関数であり、Aは規格化定数。マイクロ波強度の二乗和は

|H|2 = |Hr|2 + |Hθ|2 (3.16)

= A2ω
2ε2

4k2c

[
J2
m−1

(
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R
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)
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)
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(
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)
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(
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R
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)
cos (2mθ)

]
(3.17)

となる。また quarity factor Qを、入力マイクロ波強度 P とキャビティ内のマイクロ波のエネル
ギーW を用いて

Q = ω
W

P
(3.18)

とすれば、キャビティの体積を V = πR2dとしてW は

W = µ

∫
V

|H|2 dV (3.19)
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となるので

|H|2 =
PQ

2πµ
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(3.23)

ともできる。
実際に測定される信号はマイクロ波強度とミューオンの停止位置の畳み込みである。積分に使用

する時間幅が小さい場合、位置による状態遷移確率の効果が無視できなくなる。
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3.3.2 周波数調整
キャビティの共鳴周波数はキャビティ内に誘電体を挿入することで大きくなり、非誘電体を

挿入することで小さくなる。この変化は挿入する物体の量と位置によって制御でき、20 mm ×
100 mm×5 mmのアルミニウム板ないし酸化アルミニウム板を組み合わせ、ピエゾモーター (attocube

ANPz101eXT12)で動かして共鳴マイクロ波周波数を調整する。周波数の調整幅は ±1 MHz程度
である。

3.3.3 入力マイクロ波
キャビティへの入力マイクロ波は信号発生器 (Rohde&Schwarz SMBV-B100A)により生成し、ア
ンプ (Mini Circuit ZVE-8G)で増幅する。これらのマイクロ波は同軸ケーブル (HUBER+SUHNER

SUCOFLEX104, SUCOFLEX126, GigaLane GL200)を使用してキャビティまで導かれ、周波数
4463MHzに合わせた直径 11 mmの円形ループ inputアンテナによってキャビティ内部に放射さ
れる。マイクロ波の印加は 25 Hzで ONと OFFを切り替える。
ミューオニウムの状態遷移確率は印加マイクロ波周波数だけでなくパワーにも依存する。本実験
ではキャビティに入射するマイクロ波の 0.1%と、マイクロ波キャビティに設置された pick upア
ンテナの出力をパワーメータ (Rohde&Schwarz NRP-18A)で測定し、キャビティ内部のマイクロ
波強度をモニターしている。pick upアンテナは直径 11 mmの円形ループアンテナをベースとし
て、十分なマイクロ波を pick upできるように調整した。

図 3.7: マイクロ波系の回路図。入力マイクロ波の 1/1000を分波して、ピックアップパワーと共に
モニターする [41]。
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3.3.4 品質係数
(3.23)の通りQはマイクロ波強度に関係するが、中心周波数によって異なる値となりうる。測定

中の信号強度を担保するため、また Qの変化による信号強度の変化を補正するため、各測定の前
後でキャビティ内のマイクロ波磁場の Qはベクトルネットワークアナライザー (Rohde&Schwarz

ZNB4)によって評価する。inputアンテナについて入力信号に対する反射信号の比である S11を測
定し、そのスペクトルを Lorentzianで Fitし、共鳴中心周波数 fc と半値幅 ωc を決定する。これ
らを使用し、

Q =
fc
ωc

(3.24)

として Qを決定する。

図 3.8: VNAによるキャビティの性能測定概念図 [41]

2022年の 3月に 10.5 atmでの測定をした際、ピエゾモーターを 300 µmずつ動かしながら記録
したマイクロ波キャビティの S11パラメーターを一例として図 3.9に示す。これらを Lorentz関数
で Fitして誘電体の位置毎のキャビティの共鳴周波数 fc とその半値幅 ωc を決定し、Qを求めた。
10.5 atmでの測定の際の誘電体の位置と共鳴周波数の対応を図 3.10に、共鳴周波数とQの対応を
図 3.11に示す。
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図 3.9: 2022年 3月のキャビティの S11パラメーター。横軸は周波数 (GHz)、縦軸は反射率。誘
電体の位置が変わるとピークの位置も変化していく

図 3.10: アルミナ製チューニングバーの位置と共鳴周波数の対応。チューニングバーがキャビティ
の内壁と接触した状態が横軸のゼロ点。標的ガス圧が変化すると、屈折率の変化によって共鳴周波
数はシフトするが、Heは誘電率が小さいため 10.5 atmと真空で比較しても 1.5 MHz程度のシフ
トに収まる。
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図 3.11: 共鳴周波数と Q値の対応。ガス圧によるシフトを考慮しても、4Heµ−e− 原子や Muの
HFSの付近では Q = 12000程度で安定している。

3.3.5 磁気シールド
ゼロ磁場で超微細構造を分光するため、ガスチャンバーやマイクロ波キャビティは環境磁場か

ら遮蔽する。装置は 3層のパーマロイ製磁気シールドで覆われている。分解能約 0.5 nTの同軸フ
ラックスゲートプローブ (MTI K.K. FM-3500)を使用して測定された磁気シールド内部の磁場は
環境磁場の約 1/1000倍の 350 nT以下である。磁場の最大の発生源は、空洞の温度を測定する熱
電対である。

3.4 検出器
状態遷移による崩壊電子放出方向の変化の測定では、J-PARCの大強度ミューオンビームによる
高レート係数率に対応可能な検出器が必要となる。我々はプラスチックシンチレーターを高度に分
割した検出器を使用することでこの要件を満たしている。検出器は 2層構造で、1層当たり 24× 24

個の 10 mm角、3 mm厚のプラスチックシンチレーターで構成される。層間隔は 40 mmであり、
ガスチャンバー下流に設置し、電子/陽電子を検出する。プラスチックシンチレーターには Eljen

EJ212を使用している。EJ212は減衰定数が速く (2 ns）、発光波長は約 450 nmである。検出器の
各セグメントの境界には、光クロストーク低減のため反射膜 (3M Enhanced Specular Reflector :

ESR)が貼り付けてある。
それぞれのプラスチックシンチレーターには SiPM(浜松ホトニクス株式会社 S12825-050P-01)

が取り付けられている。SiPMはMPPC (Multi-Pixel Photon Counter) とも呼ばれる、ガイガー
モードAPDをマルチピクセル化したフォトンカウンティングデバイスであり、S12825-050P-01で
は 1.3 mm角のアクティブエリアに 50 μm間隔で 667個のアバランシェフォトダイオード (APD)

が配置されている。
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図 3.12: 検出器の概念図 [7]。(a). 各セグメントの詳細。(b). 上流から見た図。24 cm× 24 cmの
領域にシンチレーターが敷き詰められている。 (c). 横から見た図。2層構造になっており、層間
隔は 4 cm

SiPMの読み出しには、KEKの Open-It(Open Source Consortium of Instrumentation)グルー
プが開発した Kalliope(KEK Advanced Liner and Logic board Integrated Optical detector for

Positron and Electron)を使用する。Kalliopeは ASICとして開発されたアナログ信号回路 VOL-

UME2012と、FPGAを含んだデジタル回路の組み合わせからなり、増幅した SiPMの信号をデ
ジタル回路で読み出す [42]。デジタル回路の FPGAには時間分解能 1 nsの Time-to-Digital Con-

verter(TDC)が実装されている。TDCの時間窓は 64 µ sであり、これはミューオンの寿命 2.2 µs

よりも十分長く、J-PARCのビームのパルス間隔 25 msよりも十分短い。Kalliopeは 1枚当たり
32chなので、検出器 1層につき 18枚の Kalliopeを使用する。
prompt particlesや、ビームライン上流で崩壊したミューオン由来の粒子によるバックグラウン
ド低減のため、検出器の上流には absorberとして厚さ 30 mmのアルミニウム板が設置されてい
る。absorberの厚みは磁気シールド内の空間的制約によって決定されている。
1層目と 2層目の検出器でのミューオンの崩壊陽電子の検出時間の差の測定から、検出器の時間
分解能は 4 nsと評価されている [43]。これはマイクロ波によるミューオニウムの状態遷移信号の
時間スペクトルを十分測定可能な分解能である。
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図 3.13: Kalliope Board。Open-Itグループが開発したモジュール。プラスチックシンチレータの
発光を、アンプと波高分別器を組み込んだASICでデジタルパルスに成形し、TDCとマルチヒット
保持用メモリを組み込んだ FPGAで時間情報を SiTCP TCPパケットに成形して、光イーサネッ
トで PCに送る。

3.4.1 データ取得
読み出し回路のデータ取得トリガーには J-PARCの RCSから提供されるビーム入射トリガーを

使用するため、ミューオンパルスビームの到達とも対応する。陽子加速器が停止した場合にはトリ
ガー信号は発生しない。ただしビーム電流モニタの故障等の理由で、予期せぬビームロスが発生し
た場合でもトリガー信号が得られる可能性がある。取得データは各データ取得トリガーに対応した
IDを持つため、各トリガー毎の検出粒子数からビームロスを検出し、解析から除外できる。

3.5 データ処理
検出器から得られた信号は”clustering analysis”と”coincidence analysis”により処理される。
clustering analysisは光クロストークのために 1粒子の入射を複数のセグメントで検出したイベ
ントを補正するものである。時間、空間的に近いタイミングのイベントを以下の手順でクラスタリ
ングする。

1. 各セグメントについて粒子検出イベントを時間順に並べる

2. Ch xについて、各イベントと近い時間 (typicaly ±8 ns)で Ch x+1,Ch x+24,Ch x+25に
イベントがないか確認し、イベントが見つかった場合はクラスターに追加する。クラスタに
追加されたセグメントではこの探索は行わない。ただし、x mod 24 = 23の場合はCh x+24

のみ、x/24 = 23, 46の場合は Ch x+ 1のみを探索し、xがこのどちらも満たす場合は探索
をしない
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3. あるセグメントで粒子検出イベントが見つかった場合、近いタイミング (tipically ±8 ns)で
隣接する最大 8個のセグメントにもイベントがないかを確認する

4. 3の終了後、各クラスターに含まれるセグメントについて 2と同様の処理をし、隣接するク
ラスターを結合する。この際基準とする検出タイミングにはクラスターの始点となったイベ
ントのものを使用する。

この操作により、最大 9セグメントが 1クラスタに追加される。ここで、セグメント番号 Chは

Ch = x+ 24y + 242 × (l − 1) (3.25)

として決定しており、層番号 lは 1層目の検出器の場合 l = 1、2層目の場合 l = 2である。
クラスタリングの完了後、dark noiseのように各層で独立に発生するバックグラウンドを除外
するため、2層の検出器で同時に検出されたイベントをピックアップする coincidence analysysを
する。1層目の検出器の各クラスターについて、その検出時間の ±15 nsの間に 2層目にもクラス
ターが存在するもののみを解析に使用するイベントとした。ただし 2層目のクラスターについて、
一度 coincidenceの判断に使用したクラスターは以降の探索では使用しない。
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第4章 ゼロ磁場でのミューオニックヘリウム
超微細構造分光

3章で述べた装置を使用し、我々は 2021年から 2022年にかけて 3 atm,4 atm,10.5 atmの標的
ガス圧で 4Heµ−e−原子のHFSをゼロ磁場で分光した。また 3通りのガス圧で得られたHFSの値
を真空外挿することで、世界最高精度で 4Heµ−e− 原子の HFSを決定した。本章ではこれらの測
定について解析手法と結果を述べる。

4.1 先行研究
基底状態の 4Heµ−e− 原子の HFSはこれまでに、Orthらによるゼロ磁場での測定から [20]

∆ν4Heµ−e− = 4 464.95(6) MHz (13 ppm) (4.1)

Gardnerらによる 11.5 kGと 13.6 kGの高磁場での測定から [21]

∆ν4Heµ−e− = 4 464.004(29) MHz (6.5 ppm) (4.2)

と報告されている。どちらの測定も LAMPFで行われ、4Heガス標的に electron donorとして Xe

を 1.5%混合している。
Orthらの測定では 19.4 atmでの測定値を、Caspersonらによって報告されたミューオニウム

HFSの pressure shift

∆νpressure (p) = Ap (4.3)

A = 14.7 (9) kHz/atm (at 0◦C) (4.4)

を使用して真空外挿している [17]。一方 Gardnerらの測定では 5 atmと 15 atmの 2点を測定し、
一次関数で真空外挿している。この際求められた 4Heµ−e− 原子の圧力シフトは

A = 11.4 (2.7) kHz/atm (at 0◦C) (4.5)

である。

4.2 Blind Analysis

2022年の 3 atmと 10.5 atmの測定では、結果にバイアスがかからないように印加マイクロ波周
波数に一定のオフセット δBを加えている。印加マイクロ波周波数はDAQ PCを経由して信号発生
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機 (Rohde&Schwarz SMBV-B100A)に設定する。図 4.1にマイクロ波制御用コンソールの画面と、
Rohde&Schwarz SMBV-B100Aのフロントパネルの表示を示す。マイクロ波制御用コンソールで
設定した設定印加マイクロ波周波数に、±8 kHZの範囲でランダムに設定されたオフセット δB を
加えた値を信号発生機に送信している。印加マイクロ波周波数の真の値は隠されており、Unblind

用プログラムに事前に設定されたパスワードを入力する以外の方法で δB を知ることはできない。

図 4.1: 左 : マイクロ波制御用コンソールの画面。オフセット値はマスクされている。マイクロ波
パワーや標的ガス圧もこの画面でモニターし、記録する。右 : Signal Generator Rohde&Schwarz

SMBV-B100Aのフロントパネル。出力マイクロ波周波数はマスクされているため、実際の印加マ
イクロ波周波数を知ることはできない。

4.3 解析
本節で取り扱うデータは clustering analysis と coincidence analysis の処理をした後のもので

ある。

4.3.1 規格化
解析に使用するデータではビームロスの発生等により、マイクロ波を照射した場合と照射しない

場合の、実際のデータ取得回数が異なる場合がある。これを補正するために、各データについてマ
イクロ波を照射した場合と照射しない場合それぞれのデータを実際のデータ取得回数で規格化す
る。データ取得回数は図 4.2のような粒子検出数の分布のうち、規定量 (今回は 5個に設定)以上
を超えるイベント数を積分して決定する。
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図 4.2: 粒子検出イベント数のヒストグラムの 1例。ビームロスのため、0イベントにもカウント
が発生する。

4.3.2 Data Selection by Microwave Power

今回の測定、特に 2022年 3月の標的ガス圧 10.5 atmでの測定では、同軸ケーブルに取り付け
られた SMAコネクタの劣化の影響で入力マイクロ波強度が不安定であった。図 4.3は正常な場合
と、異常があった場合の入力マイクロ波強度のモニター値のグラフである。

図 4.3: マイクロ波強度のモニター値。左 : 正常な run。右 : 測定中に突然入力強度が増加した
run。
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図 4.4: 左 : 摩耗していない SMAコネクタ。右 : 劣化した SMAコネクタ。コネクタの摩耗によ
り絶縁体部分が金属粉に覆われている

入力マイクロ波強度の大きな変動は大きな系統的不確かさを生じる。今回の解析では取得データ
のうち、このような入力マイクロ波強度に異常があった期間については解析から除外している。

4.3.3 非対称度の計算
以上の処理をしたデータを使用して

Asymmetry (t) ≡ NON (t)

NOFF (t)
− 1 (4.6)

を計算する。ここで NON (t) , NmathrmOFF (t)はそれぞれ各時間における、マイクロ波を印加
した場合と印加しない場合の規格化された検出粒子数である。Asymmetryは µ− のスピン反転量
に応じて生じる崩壊電子放出方向の分布の変化を表す。
共鳴が起きている状態と起きていない状態における Asymmetryの時間変化を図 4.5に示す。

図 4.5: 2021年の 4 atmでの測定における NON/NOFF − 1のプロット。印加マイクロ波の周波数
が共鳴周波数に近い場合には Asymmetryが変化する。
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4.3.4 Fitting by Resonance Curve

Asymmetryを時刻 t1 から t2 の範囲で積分し、周波数との対応を下式で表されるゼロ磁場での
共鳴曲線で Fitして HFSを決定する。

L (t1, t2) =
γ

exp (−γt1)− exp (−γt2)

[[
Γ−∆ω

Γ

[
Γ+∆ω

2

]
sin
[
Γ+∆ω

2 t
]
− γ cos

[
Γ+∆ω

2 t
]

[Γ + ∆ω]
2
+ 4γ2

+
Γ +∆ω

Γ

[
Γ−∆ω

2

]
sin
[
Γ−∆ω

2 t
]
− γ cos

[
Γ−∆ω

2 t
]

[Γ−∆ω]
2
+ 4γ2

+
1

2γ

]
exp [−γt]

]t2
t1

(4.7)

時間によってバックグラウンドと信号量の比が変化することや、積分区間によって共鳴曲線の形状
が変化するため、t1, t2の値によって結果は変化する。十分な統計量が得られていれば、t1, t2はあ
る程度狭くする方が Fitの結果得られる共鳴周波数の決定精度は高くなる。ただし積分区間が短く
なると、特に共鳴中心ではマイクロは強度分布による Rabi振動の周期のばらつきとミューオンの
停止位置分布の効果が無視できなくなる。現状の解析では t2 をデータ取得周期の終端 60 µsに固
定した場合の Fit精度が良好であった。
t2 = 60 µsに固定し、t1 を変化させた場合の Fit結果の変化を図 4.11,図 4.7,図 4.8に示す。三
通りのガス圧における共鳴周波数の決定精度の平均が最も良好だった t1 = 1600 nsを採用し、以
下の結果を得た。

∆ν4Heµ−e− (3.044 atm, 24.6◦C) = 4 464 992 (20) + δB kHz (4.8)

∆ν4Heµ−e− (3.969 atm, 17.3◦C) = 4 465 050 (17) kHz (4.9)

∆ν4Heµ−e− (10.43 atm, 18.5◦C) = 4 465 106 (17) + δB kHz (4.10)
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図 4.6: 3atmでの測定の解析結果
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図 4.7: 4atmでの測定の解析結果
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図 4.8: 10.5atmでの測定の解析結果
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図 4.9: 4atmの最終結果
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図 4.10: 10.5atmの最終結果。∆ω = −100 kHzで正の値となっている点は同軸ケーブルの不調の
ためキャビティにマイクロ波が入力できていなかったと思われるが、pick-up側のパワーモニタが
稼働しておらず、除外する根拠がないので残している。
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図 4.11: 3atmでの測定の解析結果

4.4 Unblind

測定結果の確定後、δB の値を unblindした。その結果は

δB = −1.926 kHz (4.11)

であった。δB を取り除いた測定結果を真空に外挿するために、以下の一次関数で Fitする。

∆ν4Heµ−e− (P atm, 0◦C) = ∆ν4Heµ−e− (0 atm, 0◦C) +AP (4.12)

2.5で述べた通り、標的ガス圧が大きくなると 2次の圧力依存性が無視できない。ただし今回の測
定では 2次の効果を Fitするにはデータ点数が少ない。また 2次の効果まで考慮した標的ガスが
異なるミューオニウムでの測定例から、今回の測定範囲である 10.5 atm以下の領域では 2次の効
果は 1次の効果より 2桁小さい [35]。そのため真空外挿では 1次の効果のみ考慮し、2次の効果は
ミューオニウムの測定例のうち最大のものを基準に系統的不確かさとして計上している。
共鳴中心の決定と同様に、FitにはROOTのMINUIT2アルゴリズムを使用する。MINUIT2で
は通常、評価関数とデータ点の残差を各データ点の不確かさで重み付けした値の二乗和 χ2が最小
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となるようなパラメーターを探索する。パタメーターの探索手法は準ニュートン法のうちの DFP

法と呼ばれる方式である。
Fitによる真空外挿の結果、図 4.12の通り

∆νMuSEUM
4Heµ−e− (0 atm, 0◦C) = 4 464 980 (20) kHz (4.5 ppm) (4.13)

A = 13.0± 3.2 kHz/atm(at 0◦C) (4.14)

を得た。先行研究の結果 [20][21]

∆νOrth
4Heµ−e− = 4 464.95(6) MHz (13 ppm) (at Zero Field by Orth, et.al.) (4.15)

∆νGardner
4Heµ−e− = 4 464.004(29) MHz (6.5 ppm) (at High Field by Gardner, et.al.) (4.16)

と比較すると 1σ の範囲内で無矛盾である。また圧力シフトの係数 Aについても Gardnerらの測
定結果

AGardner = 11.4 (2.7) kHz/atm (at0◦C) (4.17)

と無矛盾な値である。

図 4.12: 真空外挿の結果。黒線は unblined前、赤線は unblind後のデータ点を使用した結果であ
り、unblinedによって結果は 1 kHz変化した。
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図 4.13: 先行例との比較。赤色の線が今回の結果。緑色の線はOrthによるゼロ磁場での測定 [20]、
青色の線は Gardnerによる高磁場での測定 [21]。

今回の測定結果はこれらの先行研究の結果よりも高精度な、世界記録である。

4.5 系統的不確かさ
同様の装置、手法でMuのHFSを測定した際の系統的な不確かさは表 4.1の通りである [7]。µ−

ビーム強度は µ+ ビームに比べて約 1/10となるため、本測定においては Detector pileupの寄与
は無視できる。また今回の測定ではより測定精度が高いガス圧計を使用したため、Pressure gauge

precisionの寄与は 5 Hzである。一方標的ガス温度については変動が大きかったため、45 Hzの寄
与がある。
CH4 の混合率が変化すると圧力シフトの大きさも変化するため、これも系統的不確かさの要因

となる。しかし CH4による水素様原子のHFSの圧力シフトは測定例がない。そこで、水素様原子
の既知の最大の圧力シフトである Xe中の水素の圧力シフトから測定に与えうる最大の不確かさを
見積もる [44]。今回の一連の測定では CH4の混合率に 0.2%の不確かさがあり、圧力シフトに最大
∼ 3 Hz/atmの不確かさが生じる [45]。
圧力シフトの 2次の効果については、測定例のある中で値の最も大きいKr中のMuについての
結果をもとにすると、最大で 780 Hzの不確かさが生じうる [17]。この効果による不確かさを低減
するためには、Heガス中での圧力シフトの 2次の効果を決定する必要がある。
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Source Contribution [Hz]

Pressure gauge precision 46

Microwave power drift 37

Detector pileup 19

Gas temperature fluctuation 6

Static magnetic field negligible

Gas impurity buildup 12

Muon beam intensity negligible

Muon beam profile negligible

total 63

表 4.1: Muの測定における系統的不確かさ

その他の要因の寄与については表 4.1と同様となる。これらを表にまとめると、表 4.2の通りで
ある。今回の測定における最大の系統的不確かさ 782 Hzは、統計的不確かさは 20 kHzより二桁
下のオーダーである。

Source Contribution [Hz]

Pressure gauge precision 5

Microwave power drift 37

Detector pileup negligible

Gas temperature fluctuation 45

Static magnetic field negligible

Gas impurity buildup 6

CH4 concentration 3 [Hz/atm]

Quadratic pressure shift <780

Muon beam intensity negligible

Muon beam profile negligible

total 782

表 4.2: 4Heµ−e− の測定における系統的不確かさ

4.6 ミューオニウムとの比較
2022年 3月の、10.5 atmでの測定では同時にミューオニウムHFSについても測定した。積分区

間 [1600 µs, 600000 µs]での解析結果は図 4.14の通りである。
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図 4.14: 10.5atm標的でのミューオニウムの測定結果

4Heµ−e−原子の共鳴曲線と比較すると、共鳴中心における信号量はミューオニウムの方が約 11

倍大きい。これはミューオンの残留偏極に由来した違いである。Muの生成の際は超微細相互作用
によってのみ減偏極が生じるため、ゼロ磁場におけるMuの残留偏極は 50%である。信号強度は
偏極率に依存するので、我々の測定における 4Heµ−e− 原子の残留偏極は約 4.5%だったと推定で
きる。33
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第5章 高精度化に向けて

我々はゼロ磁場での測定によって 4Heµ−e−のHFSを世界記録の精度で決定した。最終的な目標
としては O (1 ppb)を目指しており、高精度化のためには大強度ビームの利用と高偏極 4Heµ−e−

原子の利用が考えられる。このうち大強度ビームについては J-PARCで 2022年から新しく運用さ
れているH-Lineを利用する予定である。H-LineはD-Lineの約 10倍の強度のビームを供給し、加
えて超伝導磁石を利用した高磁場での測定が可能である [46][47]。
高偏極 4Heµ−e−原子の生成については、1993年にBartonが LAMPFで、Rbとのスピン交換に

よって 44%偏極した 4Heµ−e−原子を生成している [48]。これを参考に、J-PARCにパルスミューオ
ンビームを使用した 4Heµ−e−原子再偏極装置を組み上げ、詳細に調べた。本章ではこの 4Heµ−e−

原子の再偏極について説明する。

5.1 Spin Exchange Optical Pumping

4Heµ−e− 原子形成の過程で、µ− は Aurge遷移や Stark混合により減偏極する。図 4.6で見た
ように、µ− の減偏極は 4Heµ−e− 原子の HFS測定精度を制限する。µ− を再偏極できれば測定精
度を大幅に向上する可能性があり、Spin Exchange Optical Pumping (SEOP)と呼ばれる手法に
よってその実現を目指す。
SEOPは中性子スピンフィルターのための偏極 3He原子生成などに利用される原子核偏極技術
である [49]。SEOPでは Optical Pumpingによって生成したアルカリ金属原子 (一般には Rb)と
のスピン交換によって原子核偏極を実現する。Optical Pumpingはレーザー照射によって原子の状
態遷移を誘発し、特定の状態の原子の量を増加させることで偏極状態を作り出す手法である。根本
的な原理はMuや 4Heµ−e− 原子の HFS分光と同様であり、またアルカリ金属原子のエネルギー
スペクトルは Breit-Rabi方程式で計算可能である。以下では J-PARCにおける中性子スピンフィ
ルター開発での SEOPとのアナロジーから 4Heガス中の Rbについて考察する [50]。
中性子スピンフィルター開発では通常、常温で 3気圧の 3He、と 50 torrの N2、少量のアルカ
リ金属を封入したガラスセルで SEOPを行う。SEOPにはアルカリ金属蒸気が必要なため、十分
な偏極効率が得られる 200度程度までセルを加熱する。85Rbの 52S1/2-5

2P1/2HFSの圧力シフト
は 3He 中では 20 GHz/atm、4He 中では 5 MHz/Torr =∼ 3.8 GHz/atm である [51][52]。また
85Rb52S1/2 − 52P1/2のゼーマン分裂による線幅の広がりは、 2 Tでも約 20 GHzである。これら
は一般的なレーザーの線幅に対して十分小さいため、795 nmのレーザーを Rbに照射すると全て
の副準位が同時に励起される。
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図 5.1: 85Rbの Breit-Rabi Diagram。原子核のスピンが 1/2以外の場合でも Breit-Rabi方程式は
適用できる。磁場が 2 T印加された場合でも線幅の広がりは 20 GHzほどであり、レーザーの波長
で考えると 70 pmと非常に小さい。

52P1/2に励起された 85Rbが 52S1/2に脱励起すると、放出された光子は周囲の 85Rbを励起する
が、この光子は偏光していないため基底状態 85Rbの偏極率は低下してしまう。これを防ぐために
3HeSEOPでは少量の N2 をセルに封入し、N2 との衝突で 85Rbを脱励起させる。緩衝ガスに N2

を使用するのは、Rbとの衝突断面積が 50 Å2と大きい事に加え、アルカリ金属とは反応しないた
めである。N2 と 85Rbの衝突頻度は 85Rbの 52P1/2 状態の崩壊レート Γ = 1/27 ns−1 よりも大き
い必要がある。
Rbの励起エネルギーは衝突により N2 の振動状態や回転状態として蓄積され、3Heガスやセル

の壁面に熱として衝突的に伝達される。この過程のためレーザー光の一部が熱としてセルに蓄積さ
れ、セルの温度はオーブンの周辺温度より数十度ほど高くなる。N2 との衝突は Rb原子を基底状
態に脱励起させるほか、励起状態、及び基底状態の副準位を等確率で混合する。
Optical Pumping中の、Rb原子による光子の平均吸収確率 ⟨δΓ⟩は

⟨δΓ⟩ = (1− 2⟨Sz⟩)Rp (5.1)
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と与えられる。ここで Rp は非偏極の Rbがポンピングレート、2⟨Sz⟩は Rbの平均偏極率。ポン
ピングレートは

Rp =

∫ ∞

0

I (ν)σ (ν) dν (5.2)

であり、I (ν)は単位周波数あたりのレーザー強度、σ (ν)は Rbの吸収断面積。ポンピング光によ
る Rb原子の全スピン ⟨Fz⟩の変化は

d⟨Fz⟩
dt

=
1

2
(1− 2⟨Sz⟩)Rp − ΓRb⟨Sz⟩ (5.3)

と表せる。ここで ΓRb は Rbのスピン緩和レート。定常状態の Rbのスピン偏極率 PRb は

PRb = 2⟨Sz⟩ (5.4)

=
ΓRb

ΓRb +Rp
(5.5)

となる。PRb ≈ 1の場合

⟨δΓ⟩ = (1− 2⟨Sz⟩)Rp (5.6)

= ΓRbPRb (5.7)

となり、光ポンピング効率は 100%に近付く。

5.1.1 SEOP for 3He

偏極した Rb原子と 3He原子が衝突すると、Rbと 3Heの弱い超微細相互作用によって Rbの角
運動量の一部が 3Heに伝達する。これにより 3Heは偏極するが、一方で 3He原子と壁面の衝突や
3He同士の衝突、磁場勾配による拡散といった要因で偏極緩和を生じる。偏極緩和の確率を ΓHeと
した時、3Heの偏極率の変化は

dPHe

dt
= κRb [Rb] (PRb − PHe)− ΓHePHe (5.8)

と表される。ここで、κRbは Rb-3He衝突でのスピン交換係数、[Rb]は Rbの数密度。定常状態で
の 3Heの偏極率は

dPHe

dt
= 0 (5.9)

κRb [Rb] (PRb − PHe) = ΓHePHe (5.10)

から

PHe = PRb
κRb [Rb]

κRb [Rb] + ΓHe
(5.11)

となる。
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5.1.2 ミューオニックヘリウムの SEOP

He 原子の軌道に捕獲されたミューオンは基底状態へのカスケード中に 2 つの電子を放出し、
(Heµ−)+イオンを生成する。µ−の質量は e−の 200倍以上であるため、原子核の周りを回るボー
ア半径は e−の 1/400以下となる。したがって (Heµ−)+イオンは、正味の電荷が+1の擬似的な原
子核と考えられ、陽子とよく似た振る舞いをする。
10気圧のHe中で、このイオンは数ナノ秒で分子イオンHe(Heµ−)+を形成する [53]。He(Heµ−)+

は偏極アルカリ金属原子との荷電交換

Alkali ↑ +He(µ−He)+ → Alkali+ +He + (µ−He)+e− ↑ (5.12)

によって、電子偏極 Heµ−e− 原子を生成する。ここで ↑ は電子のスピン偏極を意味する。また
Heµ−e− 原子はアルカリ金属原子とのスピン交換

Alkali ↑ +Heµ−e− → Alkali ↓ +Heµ−e− ↑ (5.13)

によっても偏極される [48]。
これらの反応で生成した電子偏極 Heµ−e− 原子の一部は、超微細相互作用により擬似原子核偏
極 Heµ−e−原子となる。4He原子核はスピン 0なので、4Heµ−e−原子の擬似原子核の偏極はすな
わち µ− の偏極を意味する。
また、アルカリ金属原子の第一イオン化エネルギーは小さく、Kで 4.3407 eV、Rbで 4.1771 eV、

Csで 3.8939 eVである。よって低気圧の 4Heガス中であっても、アルカリ金属蒸気が存在すれば
アルカリ金属原子を electron donorとして 4Heµ−e−原子が形成される。electron donorのアルカ
リ金属原子が偏極していれば、生成する 4Heµ−e−原子も電子が偏極した状態であると考えられる。
偏極の過程こそ異なるものの、4Heµ−e−の偏極率の変化は 3Heと同様に下式で表して良いと考
えられる。

dP4Heµ−e−

dt
= κRb [Rb]

(
PRb − P4Heµ−e−

)
− Γ4Heµ−e−P4Heµ−e− (5.14)

J-PARCにおける 4Heµ−e−の場合、ビーム強度がO
(
106 µ−/s

)なので、4Heµ−e−よりも 4Heの数
の方がはるかに大きい。4Heが基底状態である場合、Pauliの排他律から 4Heµ−e−と 4Heが衝突し
ても 4Heの量子状態は変わらないと考えられる。加えて 4Heµ−e−の平均自由行程はO (0.1 µm)程
度であり、数密度比を考えると 4Heµ−e−同士の衝突が起こる確率は無視できる。すなわち 4Heµ−e−

の場合、3Heと比較して偏極緩和確率は小さい。

5.1.3 Hybrid SEOP

RbはD1線を励起するのに必要な 795 nmレーザーが安価なことや、光ポンピング効率において
優れる一方、Rb同士の衝突による偏極緩和確率が大きい。Hybrid SEOPは SEOPに複数のアル
カリ金属を使用することで Rbの偏極緩和を抑制する手法であり、J-PARCのスピンフィルター開
発では RbとKを使用している [54]。K原子と Rb原子のスピン交換衝突では Rb原子の偏極がほ
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とんど損失なく K原子に伝達する。K原子同士の衝突による偏極緩和は Rbの場合と比べて非常
に小さいため、Hybrid SEOPの導入によってアルカリ金属の Optical Pumping効率が上昇する。
K-Rbのスピン交換衝突断面積は 200 Å2と非常に大きい。通常 SEOPに使用される温度である

200◦C では [K] ≃ [Rb] ≃ 1014 cm−3 であり、K-Rbのスピン交換レートは 105 s−1 となる。これ
は SEOPセルにおけるアルカリ金属の典型的なスピン緩和速度 500 s−1 よりはるかに速い。した
がってK原子と Rb原子はスピン温度平衡状態にあり、電子のスピン偏極率 PAは等しくなる。こ
の単純化により

dPHe

dt
= −ΓHePHe + ΓSE (PA − PHe) (5.15)

となる。ここで ΓSE = κK [K] + κRb [Rb]。3Heの場合、スピン交換レート係数 κは Kと Rbの場
合でほぼ等しいので、スピン交換レートはアルカリ金属の数密度にほぼ比例する。定常状態では

(PA − PHe) =
ΓHe

ΓSE
PHe (5.16)

PA =

(
1 +

ΓHe

ΓSE

)
PHe (5.17)

PHe = PA
ΓSE

ΓSE + ΓHe
(5.18)

となり、ΓSE > ΓRb なので、到達偏極率が向上する。
一方 4Heµ−e−の場合、高温において到達偏極率を保つことができる点に Hybrid SEOPの利点
がある。4Heµ−e− 原子は 2.2 µsで崩壊するため、より多くの µ− を再偏極するためにアルカリ金
属の数密度やアルカリ金属と 4Heµ−e−原子の衝突頻度を向上させたい。しかし数密度が大きくな
りすぎるとアルカリ金属を光ポンピングしきれなくなってしまう。Hybrid SEOPであれば、同じ
温度におけるアルカリ金属の数密度の合計量こそ減少するものの、より高温な状態でもアルカリ金
属を 100%偏極可能である。

5.1.4 偏極領域
SEOPに用いるガラスセルには Rb原子の他に 4Heµ−e− 原子生成のための Heガスと、緩衝ガ
スとして N2 や CH4 を封入する。ここで緩衝ガスは偏極した Rb原子がセルの壁面に衝突して減
偏極するのを防ぐ役割を持つ。セルの大きさを Lとすると空中の原子は弾性軌道により約 L/vの
時間で壁に衝突する。ここに他の気体が存在すると原子の運動は拡散運動となり、壁と衝突するま
での時間は L2/Dとなる。ここでDは拡散係数であり、その次元は [L2T−1]なので単位時間あた
りに粒子が広がる面積を意味する。古典的には平均速度 vの粒子の平均自由行程が ℓならば

D =
1

3
vℓ (5.19)

で与えられる。
He ガス中の Rb 原子については 2000◦C, 760 torr において D0 = 0.54 cm2/s ないし D0 =

0.7 cm2/sである。Dは平均自由行程に比例するので、圧力に反比例する。よってガス圧を P とす
ると

D = (760 torr/P )D0 (5.20)
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となる。
質量mj、数密度 nj の標的原子中の注目原子 (質量mi)の平均自由行程 ℓは

ℓ =
1

σijnj

(
mj

mi +mj

)1/2

(5.21)

となる。ここで σij は標的原子と注目原子の散乱断面積。また体積一定の容器内では、気体の状態
方程式から

nj =
PjNA

RT
(5.22)

である。ここでNA はアボガドロ定数、Rは気体定数。標的原子に複数の原子を考える場合は

ℓtot =

∑
j

ℓij

−1

=

[∑
σijnj

(
mi +mj

mj

)1/2
]−1

(5.23)

となる。
R = 8.31 J/ (K ·mol), NA = 6.02×1023 /molなので、例えばPHe = 6 atm, V = 450 cm3, T =

200◦Cの場合、n = 6×1.013×105×6.02×1023/8.31/473.15 = 9.31×1025 m−3 またRb原子の原子
半径は 248 pm、He原子の原子半径は 31 pmなので、古典的には散乱断面積はσ = π (248 + 31)

2
pm2

である。よって

ℓRb−He =
1

π (248 + 31)
2 × 10−24 × 9.31× 1025

(
4.0026

84.912 + 4.0026

)1/2

(5.24)

= 9.32 nm (5.25)

Maxwell-Boltzmann分布の平均速度は

v̄ =

√
8kBT

πm
(5.26)

= 343.48 m/s (5.27)

なので平均自由時間としては
ℓRb−He

v̄
=

9.32× 10−9

343.48
(5.28)

= 2.71× 10−11 s (5.29)

となる。同様に Heガス中の K原子を考えた場合、平均自由行程は以下の値となる。

ℓK−He =
1

π (235 + 31)
2 × 10−24 × 9.31× 1025

(
4.0026

38.96370668 + 4.0026

)1/2

(5.30)

= 14.75 nm (5.31)

アルカリ金属原子の平均自由行程の小ささから、SEOPではレーザーが照射された領域でのみ標
的原子は偏極する。
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5.2 ミューオニックヘリウム原子再偏極装置
5.2.1 D1 Area

J-PARC MLF MUSE D-Lineの D1 Areaを利用し、4Heµ−e− 原子再偏極の実証実験をした。
D1 Areaのビームスペックは D2 Areaと同等である。D1 Areaにはビーム軸方向に最大 0.4 Tの
磁場を印加可能なヘルムホルツコイルが備え付けられている。ヘルムホルツコイルの上流、下流に
はそれぞれ 10個の検出器が対称に設置されている。

図 5.2: D1エリアの装置を横からみた写真

5.2.2 レーザー装置
本実験ではアルカリ金属の偏極のためにレーザーが必要となる。以下では実験に使用した装置に

ついて説明する。光ポンピングするアルカリ金属は、中性子スピンフィルターに倣い Rbを選択し
た [50]。
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図 5.3: D1装置を下流側から見た写真。検出器には Kalliopeモジュールが使用されている

5.2.2.1 Laser Diode Array

本実験には多数のレーザーダイオードを水平に並べたレーザー素子 Laser Diode Array(LDA)の
出力するビームを使用した。LDAはCoherent DILAS製で、中心波長は 796．9 nm、線幅 0.8 nmの
CWレーザーを供給する。100 Aの電流を流すと 90 Wの出力がある。図 5.6は使用した LDA(SN

: 62313)のスペックシートである。

図 5.4: 使用した LDA。レーザー射出部にはレンズが設置されており、鉛直方向の発散を強く抑え
ている。



第 5章 高精度化に向けて 76

5.2.2.2 Chirped-VBG

LDAが供給するビームは線幅が広く、また中心周波数も Rbの D1線 795 nmとは異なるため、
そのまま使用しても大部分のレーザーは optical pumpingに寄与しない。
VBG(Volume Bragg Grating) は回折格子の一種であり、重クロム酸ゼラチン (DiChromated

Gelatin : DCG)フィルムを 2枚のガラスで挟んだ素子である。DCGにはレーザー干渉によって
溝が刻まれており、入射光に対して回折格子として機能する。パターン間隔 d nmの VBGにレー
ザーを垂直入射すると、入射光のうち波長 d nmの光の一部は Bragg反射され、LDAに入射する。
LDAに入射した光は誘導放射を引き起こすため、LDAのレーザー放射とVBGでの Bragg反射を
繰り返すことで中心波長 d nmかつ線幅の狭いレーザー光を生成できる。
VBGのパターン間隔が変化すれば、出力されるレーザーの波長も変化する。これを利用し、VBG

の熱膨張を制御する他、Chirped-VBGと呼ばれる素子を使用することでレーザー波長の微調整が
可能となる。Chirped-VBGはパターン間隔に傾斜をつけた VBGであり、レーザーを照射する高
さによって Bragg反射する光の波長が異なる。すなわち Chirped-VBGの高さを調整するだけで
レーザー波長を調整可能である。波長の調整が容易であるため、我々は Chirped-VBGをレーザー
波長の挟帯化素子として採用した。図 5.9に波長挟帯化の前後のレーザーのスペクトルを示す。

図 5.5: 左 : Chirped-VBGの概念図。高さによって異なる波長の光を約 20%Bragg反射し、誘導
放射を引き起こす。右 : 実物の写真。14 mm角の正方形。
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図 5.6: LDAのスペックシート。
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図 5.7: Chirped-VBGにより挟帯化する前後のスペクトル。挟帯化前は各レーザーダイオードの共
振周波数が異なるため、ピークが複数ある。VBGを使用することで線幅は 0.2 nmまで狭まる。挟
帯化後のピーク周波数は VBGの高さで調整する。レーザー光によって VBGは加熱されるため、
挟帯化後も熱平衡状態になるまでは徐々にレーザー波長が変化する。

5.2.2.3 光学素子

Rbはレーザーが照射されている領域でのみ偏極する。照射するレーザーの形状調整には f =

−20 mmのレンズ (Thorlabs LK1085L2-B)と f = −30 mmのレンズ (Thorlabs LK1982L2-B)を使
用した。またRbを偏極するため、LDAが出力する線偏光状態の光を λ/4板 (Thorlabs WPQ10M-

780)で円偏光状態にした。

5.2.3 Glass Cell

ガレスセルには Rbや Kを封入する。セルは Rb、Kの両方を封入した Hybreidセルと、Rbの
みを封入した Pure-Rbセルの 2通りを作成した。
アルカリ金属は反応性が高く、Pyrexのような一般的なガラスにアルカリ金属を封入して加熱し
た場合、ガラスは変色する。これを避けるためにアルミノシリケートガラスの 1種である GE180

を使用して SEOP用のセルを製作する。セルには常温で 3 atmの 4Heガスを封入する。ガラスが
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厚いと µ− ビームがセル内部に到達できず、4Heµ−e− 原子を生成できない。反面ガラスが薄すぎ
る場合、内圧によりセルは破裂する。セルの設計は応力の計算とGeant4シミュレーションの併用
によって最適化した。内圧に強いため、カプセルのような形状をベースとしている。今回使用した
セルは直径 75 mm、長さ 150 mm、ガラス厚さ 1 mmである。

図 5.8: 今回使用したガラスセル。ガラス加工は東北大学金属材料研究所のガラス工場に依頼した。
温度モニター用の熱電対はシールテープで固定している。

図 5.9: 試験用に製作した pyrex製のセル。左 : Rb封入後、50時間 200◦C に加熱したもの。Rb

によって腐食され、変色している
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Molcure Composition by Weight

SiO2 60.3%

BaO 18.2%

Al2O3 14.3%

CaO 6.5%

Sr0 0.25%

表 5.1: Composition of GE180

Molcure Composition by Weight

SiO2 80.6%

Ba2O3 13.0%

Na2O 4.0%

Al2O3 2.3%

Others 0.1%

表 5.2: Composition of Pyrex

5.2.3.1 レーザー遮光

MLFでのレーザーの使用には、安全のため厳重な遮光が求められる。我々はレーザーを暗箱に
設置し、セル加熱用のオーブンと暗箱をアルミダクトで接続した。セル加熱用のオーブンはアルミ
ニウム製の円筒形であり、ミューオンビーム上流側は 0.5 mm厚の黒色アルマイトで終端している
ためビームライン上流にレーザー光が漏れ出すことはない。さらに D1 Areaの分光器全体を黒色
アルマイト板と暗幕で覆い、簡易的な暗室とすることで 2重に遮光している。

図 5.10: 実験のセットアップ。暗箱とオーブンをつなぐダクトと、分光器を覆う暗室を設置する前
の様子。
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5.3 測定結果
セルを加熱し、レーザーと µ−ビームを同時に照射すると、図 5.11のようにレーザーの偏光に対

応して偏極したRbと同じ方向に µ−が再偏極する。セルの上下流の検出器で µ−の崩壊電子をカウ
ントし、上流側での検出数Nupと下流側での検出数Ndownの非対称度Asymmetry =

Nup−Ndown

Nup+Ndown
を

求める。各検出器の検出効率が一定であれば、Asymmetry = AP (t)となる。ここで、Aは立体角
や測定可能な崩壊粒子のエネルギー範囲などの要素で決まる係数であり、µSRの測定からA = 0.22

と求められている。実際にはセルを設置する位置や、セルの加熱による検出器の温度変化等に起
因する検出効率のばらつきによってオフセットは変化する。Asymmetry は偏極率に比例するの
で、µ− の再偏極に伴い Asymmetryは変化していく。ビーム上流側に偏極した µ− が増加すると
Asymmetryも増加し、下流側に偏極した µ− が増加すると Asymmetryは減少する。

図 5.11: 照射レーザーの偏光と Rb、µ− 偏極方向の対応を表した図。

図 5.12に 240度に加熱した Hybridセルでの測定結果を示す。照射レーザーの偏光に対応して
Asymmetryが変化しており、µ− が再偏極していることがわかる。また照射レーザーが直線偏光
である場合 Rbは無偏極状態となり、µ−を減偏極させる。4Heµ−e−原子では残留偏極が小さいた
め、Asymmetryは変化しない。図 5.13は 200度と 240度において Hybridセルに右円偏光光を照
射した結果の比較である。t < 2000 nsの領域では 240度の場合の Asymmetryが有意に大きい。
これは温度の上昇に伴いセル内のアルカリ金属の数密度や 4Heµ−e− 原子との相対速度が増加し、
衝突頻度が増大したためである。t > 2000 nsの領域では Asymmetryが飽和し、違いがなくなる
と考えられる。
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図 5.12: Hybridセルを 240度に加熱した際の測定結果
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図 5.13: Hybridセルを 200度に加熱した場合と 240度に加熱した場合の、右円偏光レーザーによ
る Asymmetryの変化。

一方で Rbセルの場合、200度と 220度の測定結果を比べると図 5.14の通りであり、ほとんど変
化がない。これは pure-Rbセルでは Hybridセルに比べて Rb同士の衝突によるスピン減偏極の効
果が大きく、数密度の増大に伴って光ポンピング効率が低下したためと考えられる。
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図 5.14: Rbセルを 200度に加熱した場合と 220度に加熱した場合の、右円偏光レーザーによる
Asymmetryの変化。

セル内のアルカリ金属の偏極率を見積もるため、Rbセルに µ+ を入射してMuの再偏極につい
ても測定した。Muは超微細相互作用以外の過程では減偏極しないため、入射 µ+の偏極率を Pµ、
セル内のアルカリ金属の偏極率を PAlkaliとすれば生成時点の偏極率は (Pµ +PAlkali)/2となる。ま
た直線偏光レーザーを入射している場合、µ+は無偏極状態になる。D-Lineの供給する µ+ビーム
はほぼ 100％偏極しているため、これらから µの偏極率とAsymmetryの対応や PAlkaliの値を大ま
かに推定できる。3HeSEOPの知見から、セル内の Rb光ポンピング効率が十分高いと考えられる
200度で測定を実行し、図 5.15に示す結果を得た。セル内の Rbの偏極率は約 30%と推定される。
これは照射レーザー径が約 40 mmであるのに対しセルの直径が 75 mmであったため、セルの体積
の 36%程度の領域にしかレーザーが照射されていないことが大きな原因と考えられる。レーザー
強度が足りず Rbを 100%偏極できていない場合、温度の増加とともにその影響は大きくなり、到
達 Asymmetryも減少する。今回の測定ではいずれの温度でも到達 Asymmetryは同程度であり、
レーザー照射領域の Rbは 100%偏極と考えられる。
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図 5.15: Rbセルを 200度に加熱した状態で µ+を入射した際の測定結果。µ+はスピンと平行な方
向に崩壊陽電子を放出しやすいので、レーザーの偏光と Asymmmetryの増減の関係は反転する。

初期偏極率、到達偏極率と Asymmetryの対応から Asymmetry = 0.014P (t) − 0.13と仮定し、
Rbと 4Heµ−e−の衝突レート f を粗く掃引しながらMCシミュレーションを行った。各レーザー
偏光に対し、

χ2 =
∑(

AsymmetryEXP −Asymmetrysimulation

δEXPδsimulation

)2

(5.32)

が最小であったシミュレーションの結果を図に示す。ここで、AsymmetryEXP, Asymmetrysimulation

は測定結果とシミュレーション結果のAsymmetry、δEXP, δsimulationは測定結果とシミュレーショ
ン結果の不確かさ。
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図 5.16: 左円偏光について χ2 が最小値 6.2× 109 となった、f = 3.0× 106 の場合の結果
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図 5.17: 直線偏光について χ2 が最小値 4.8× 109 となった、f = 1.3× 106 の場合の結果
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図 5.18: 右円偏光について χ2 が最小値 2.3× 1010 となった、f = 0.9× 106 の場合の結果

シミュレーションから見積もられる f は、左円偏光の場合とそれ以外の場合で約 3倍の差があ
る。原因の 1つとしては、セル内部の温度の違いが考えられる。本測定に使用したガラスセルは封
じ切りのため、内部のガス温度をモニターすることができない。セルの温度調整は、セル外壁の温
度を基準に加熱用ヒーターの出力を制御して行っている。しかし実際にはレーザー光の吸収による
加熱や温度勾配の存在のため、セル内のガス温度と外壁の温度には差が生じうる。直線偏光のレー
ザーはセル内部まで到達しないため、入力レーザー光の偏光や偏光度によってはセルの内部温度に
は大きな差が生じうる。セル内のガス温度が 160度と 220度の場合を比較すると、160度の場合
f は 220度の 35%程度である。

5.4 HFS分光へのSEOPの組み込み
将来的に SEOP装置は HFS測定に組み込む。装置の性能向上のための取り組みはこれからも
続けていくが、差し当たり SEOPの組み込みで測定精度はどの程度変化するかの推定を試みる。
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SEOPを組み込んだ HFS測定では、SEOPによるスピン状態の変化と Rabi振動によるスピン状
態の変化の双方が発生する。現状では 2つの効果を組み合わせた状態遷移を解析的に取り扱えて
いないため、MCシミュレーションによってこれを推定する。本論文では以下の仮定に基づいてシ
ミュレーションした。

2.3.2で求めた各状態の存在確率について、各状態の遷移確率を初期状態領で加重平均したも
のと捉え、以下のように取り扱う。

1: 1 nsごとに粒子が崩壊するか判定する
2: 崩壊しない場合、アルカリ金属とのスピン交換をするか判定する
3: 崩壊する場合、ないしスピン交換をする場合、現在粒子がどの状態かを決定する
4: スピン交換した場合、以降の計算では現在の時刻を t = 0としてスピン交換確率と各状
態の存在確率を求める

Rbの最外殻電子が |me =↑⟩に偏極している場合、SEOPによる状態の変化は図 5.20のようにな
ると想定している。Rbの偏極方向が |me =↓⟩の場合は図 5.21の通りである。

図 5.19: 時刻 t = 0に状態 |1⟩だった場合に、t = tではどの状態かを選択する確率を表した図
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図 5.20: Rbが |↑⟩に偏極している場合の、Rbと 4Heµ− の衝突による状態遷移のチャート

図 5.21: Rbが |↓⟩に偏極している場合の、Rbと 4Heµ− の衝突による状態遷移のチャート

シミュレーションに際し、200度で 6気圧のヘリウム標的内での SEOPを想定する。温度 Tに
おける Rbと Kの数密度は下式から計算できる [54]

[Rb] = mRb [Rb]0 (5.33)

[K] = mK [K]0 (5.34)

[Rb]0 =

(
7.25× 1016

T

)
109.318−

4040
T cm−3 (5.35)

[K]0 =

(
7.25× 1016

T

)
109.408−

4453
T cm−3 (5.36)

ただしmRb、mKはそれぞれRb,Kのモル分率であり、mRb+mK = 1。単純化のためmRb = 1と
すれば、200度では [Rb] = 9.22191 × 1014 cm−3 となる。また Rbの熱速度は vRb = 343.43 m/s

であり、4Heµ−e−の熱速度は v4Heµ−e− = 1560.07 m/sとの相対速度は v̄α = 1.217× 103 m/s。平
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均自由行程は lRb−He = 9.32 nmとなる。Bartonによれば、Rbとのスピン交換による 4Heµ−e−

の偏極の時間発展は以下で表される [48]

Pµ = 1− exp[−tβα] (5.37)

βα = gασSEv̄α[Rb] (5.38)

βαはスピン交換レートを意味する。gαは無偏極を想定した場合の、衝突の際にスピン交換しうる
粒子の割合と解釈できる。4Heµ−e− の場合、gα = 1

2 である。σSE は Rbと 4Heµ−e− のスピン交
換断面積であり、Bartonの測定結果から σSE = (4.47± 0.67± 0.82)× 10−14 cm2である [48]。す
なわち Rbと 4Heµ−e− の衝突レート f は f = σSEv̄α[Rb] = 5.02 MHz となる。5.3から、セル全
体にレーザーが照射されていると仮定して Rbの偏極率は 1として扱う。また図 4.9,4.10,4.11か
ら、マイクロ波強度 |b| = 500 kHz、4Heµ−e− の初期偏極率は 5%とする。
以上の値を使用し、100 万個の 4Heµ−e− 原子について MC シミュレーションした。ただし、

4Heµ−e− 原子の位置やマイクロ波強度の分布は考慮していない。マイクロ波を印加した状態で、
同時に SEOPした場合としない場合の偏極率の時間発展は図 5.22,5.23のようになった。比較のた
め、初期偏極率がミューオニウムと同等の 50%の場合についても図 5.24,5.25に示す。
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図 5.22: 初期偏極率 5%、∆ω = 0 kHzの場合のシミュレーション結果。
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図 5.23: 初期偏極率 5%、∆ω = 600 kHzの場合のシミュレーション結果。
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図 5.24: 初期偏極率 50%、∆ω = 0 kHzの場合のシミュレーション結果。
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図 5.25: 初期偏極率 50%、∆ω = 600 kHzの場合のシミュレーション結果。

共鳴曲線は下式で表される。

S =

γdΩ
4π A2(y0) cos θ

[∫ t2
t1

[
PON
z (t)− POFF

z (t)
]
exp(−γt)dt

]
NOFF

(5.39)

γdΩ
4π A2(y0) cos θは検出機によって決まる定数であり、時刻 t1 から t2 の期間に |mµ =↕⟩の状態で
崩壊した µ− の数をそれぞれN↕ とすれば∫ t2

t1

Pz0 (t) exp [−γt] dt =
N↑ −N↓

N↑ +N↓
(5.40)

なので、

S ∝
NON

↑ −NON
↓

NON
↑ +NON

↓
−
NOFF

↑ −NOFF
↓

NOFF
↑ +NOFF

↓
(5.41)

となる。シミュレーション結果をここに代入すれば、図 5.26,5.27の共鳴曲線が得られる。ただし
積分区間について、t1 = 2000 ns, t2 = 10000 nsとした。
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図 5.26: 初期偏極率 5%の場合の共鳴曲線。実線は共鳴曲線の理論式を 0.1倍にスケールしたもの。
初期偏極率のためスケーリングが必要となる。
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図 5.27: 初期偏極率 50%の場合の共鳴曲線。実線は共鳴曲線の理論式。初期偏極率が十分高い場
合、信号強度は減少しうる。

図 5.26と 5.27を比べると、SEOPをしている場合に得られる信号強度は初期偏極率によらな
いことがわかる。一方で図 5.24,5.27からは、偏極率が十分に高くなると SEOPと Rabi振動の効
果は打ち消し合うことが示唆される。初期偏極率を 5%とし、Rbと 4Heµ−e− 原子の衝突レート
f が 5.0 MHzの場合と 2.5 MHzの場合を比較したところ、図 5.28の通り共鳴中心の信号強度は
f = 2.5 MHzの場合の方が 40%程度大きくなった。f はセルの温度によって決定されるため、SEOP

による利得を最大化するためには HFS測定中の温度管理が重要になる。
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図 5.28: f = 2.5 MHzと f = 5.0 MHzの場合の比較。f = 2.5 MHzの場合の方が中心強度が大
きい。

4.6にも現れている通り、共鳴中心の信号強度を A、統計量を N とすると測定精度は A ×
√
N

に比例する。したがって SEOPの組み込みによって 4Heµ−e−HFSの測定精度は 6倍以上改善す
ると期待できる。
2022年から運用開始された J-PARC MLF MUSEの大強度ビームライン H-Lineは、D-Lineの

10倍の強度のビームを供給する [46][47]。高磁場の下で測定する場合、崩壊電子はより検出器に集
中するためさらに統計量は増加する。加えてNishimuraらによって開発された Rabi振動分光法を
適用すると統計精度をさらに 3倍向上できる [8]。SEOPとこれらを複合した場合の到達精度の予
測を表 5.3に示す。
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現在 将来
ビーム強度 D-Line H-Line

1.0× 106 1.0× 107

偏極率 4.5% 100%

信号強度 0.07 0.44

測定期間 10 days 100 days

解析手法 Resonance Curve Rabi Oscillation

測定環境 ゼロ磁場 高磁場
測定精度 20 kHz 0.03 kHz

表 5.3: 現状の測定精度と、予想される将来の測定精度。

以上の通り、SEOPの組み込みと H-Lineの利用、高磁場での測定、Rabi振動分光法の適用に
よって 4Heµ−e−原子のHFSは∼ 7 ppb、負ミューオンの磁気モーメントは∼ 70 ppbの統計精度
に達すると予想される。系統的不確かさについては、測定圧力領域を拡大して最大の要因である 2

次の圧力依存性を決定することで統計精度と同等以下に低減可能である。マイクロ波強度とガス温
度についても装置の改善によって安定性を向上し、系統的不確かさを低減する。
統計精度は SEOP条件の最適化によってさらに向上する可能性もある。ただし SEOPの効果と

Rabi振動が複合した場合の共鳴曲線については知見がなく、さらなる考察が必要である。

5.4.1 金属製セル
HFS測定でも SEOPにガラスセルを使用する場合、ガラスで停止した µ− はバックグラウンド

となる。D1 Areaでの再偏極実験では 90%もの µ− がガラスで停止していたため、再偏極による
効果よりも統計量の減少の影響の方が大きくなりうる。加えてマイクロ波キャビティ内にガラスセ
ルが存在することでマイクロ波強度分布や共鳴周波数が受ける影響など、考慮しなければならない
要素も増大する。さらに、標的ガス圧を変化させるためにはセルを新しく作成しなければならず、
ガラス加工精度によって系統的な不確かさが生じてしまう。
これらの問題をまとめて解決するために、アルカリ金属と反応しない金属を探索し、マイクロ波
キャビティとしての機能を兼ね備えた SEOPセルを作成するという手段が考えられる。ガラスに
比べて金属は形状の自由度や圧力への耐性が大きいものが多い。また原子番号が大きいので束縛さ
れた µ− の寿命も短く、4Heµ−e− 原子由来の信号とバックグラウンドの分離が容易である。ガス
交換用の機構やマイクロ波導入用の機構をあらかじめ用意しておけば、ガス圧やマイクロ波につい
ての問題も解決できる。一方でレーザー入射窓を取り付ける必要があり、その方法や加熱による破
壊の可能性についてよく検討しなければならない。またアルカリ金属は容易に酸化してしまうため
ガスのリークが大きな問題になる。
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第6章 Conclusion

我々は、正負ミューオン質量の比較による高精度な CPT対称性の検証のため、ミューオニック
ヘリウム原子の超微細構造を高磁場の下で精密分光して負ミューオンの質量と磁気モーメントの決
定精度を 100倍以上向上すること目指している。ミューオニックヘリウム原子の超微細構造の精
密分光に必要な要件としては測定手法の確立、Rabi振動の直接解析、大強度ミューオンビームの
利用、ミューオニックヘリウム原子の再偏極が挙げられる。
本研究では第一に、マイクロ波による状態遷移を利用した手法でミューオニックヘリウム原子の
超微細構造をゼロ磁場の下分光し、以下の通りに決定した。

∆νMuSEUM
4Heµ−e− (0 atm, 0◦C) = 4 464 980 (20) kHz (4.5 ppm)

不確かさの主要因は統計的な原因であり、系統的な不確かさは< 1kHzである。この値は世界記録
であり、我々は精密分光の手法を確立したと言える。
ミューオニックヘリウム原子の生成は Auger遷移や Stark混合を伴い、ミューオンの偏極率を

低下させる。同条件でのミューオニウム超微細構造の測定との比較から、本実験で生成したミュー
オニックヘリウム原子の偏極率は 5%程度と予想される。偏極率は測定精度に大きく影響する要因
であり、精密分光のためにはミューオニックヘリウム原子の再偏極が求められる。本研究では第二
に、SEOPによってミューオニックヘリウム原子を再偏極する装置を J-PARCで開発し、偏極率
30%程度までの再偏極を実現した。これはパルスミューオンビームを使用したミューオニックヘリ
ウム原子再偏極の世界初の例でもある。
大強度ミューオンビームについては 2022年から運用を開始した J-PARC MUSE H-Lineを利用

する予定であり、Rabi振動の直接解析はミューオニウム超微細構造の精密分光に取り組んでいる
MuSEUMコラボレーションによって実現済みである。したがって本研究によってミューオニック
ヘリウム原子の超微細構造の精密分光に必要な要素が揃った。SEOPによるミューオニックヘリウ
ム原子の再偏極実験の結果を元としたMCシミュレーションによれば、これらを組み合わせた測
定では 70 ppb程度の測定精度が期待される。MuSEUMコラボレーションが計画している H-Line

でのミューオニウムHFSの精密分光と合わせれば、CPT対称性を現状より二桁高いオーダーで検
証可能となる。
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Appendix

A Breit equation

A.1 電磁場での荷電粒子の運動
電磁ポテンシャルを Aµ = (ϕ/c,A)とすると、質量m、電荷 q の荷電粒子が真空電磁場内を運

動する場合の相対論的な運動方程式の空間成分は

m
d2r

dτ2
= γq

[
E +

dr

dt
×B

]
(A.1)

また時間成分は、
dE

dτ
= qE ·

(
dr

dτ

)
(A.2)

ただし τ は固有時間で、

dτ =

√
1−

(v
c

)2
dt =

1

γ
dt

四元ベクトル

xµ =

(
ct

r

)
, uµ =

dxµ

dτ
,pµ = m0u

µ (A.3)

を用いれば、

d

dτ
pµ = γ

(
q
cE · v

q [E + v ×B]

)
(A.4)

= qηµρηνσ


0 −∂1A0 − ∂0A1 −∂2A0 − ∂0A2 −∂3A0 − ∂0A3

∂1A0 + ∂0A1 0 ∂1A2 − ∂2A1 −∂3A1 + ∂1A3

∂2A0 + ∂0A2 −∂1A2 + ∂2A1 0 ∂2A3 − ∂3A2

∂3A0 + ∂0A3 ∂3A1 − ∂3A1 −∂2A3 + ∂3A2 0

ηνλ


γc

γvx

γvy

γvz


(A.5)
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となる。ただし

∂µ =


1
c

∂
∂t

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

, ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (A.6)

B = rot A (A.7)

E = −grad ϕ− ∂A

∂t
(A.8)

また I を単位行列として

Aµ = ηνµA
ν (A.9)

=

(
−1 0

0 I2

) (
ϕ/c 0

0 A

)
(A.10)

=

(
−ϕ/c 0

0 A

)
(A.11)

なので、空間成分は

m0γ
d2r

dt2
= q

[(
−grad ϕ− ∂A

∂t

)
+
dr

dt
× rot A

]
(A.12)

であり、ベクトル公式から
dr

dt
× (∇×A) = ∇

(
dr

dt
·A
)
−A

(
dr

dt
·∇
)

また生成・消滅演算子を用いたAの表式から
dA

dt
=

(
∂

∂t
+

(
dr

dt
·∇
))

A

である。よって (A.12)は

m0γ
d2r

dt2
= q

[
−grad ϕ− dA

dt
+∇

(
dr

dt
·A
)]

(A.13)

となる。
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(A.13)を
d

dt

(
m0γ

dr

dt
+ qA

)
= −∇

[
qϕ− q

(
dr

dt
·A
)]

(A.14)

と変形し、ṙ = dr
dt として Lagrangeの運動方程式

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
=
∂L

∂r
(A.15)

と比較すると (
∂L

∂ṙ

)
= m0γṙ + qA (A.16)

∂L

∂r
= − ∂

∂r

[
qϕ− q

(
dr

dt
·A
)]

(A.17)

なので

L =
1

2
m0γṙ

2 − q (ϕ− ṙ ·A) (A.18)

となる。

p =

(
∂L

∂ṙ

)
= m0γṙ + qA (A.19)

を用いると、ハミルトニアンは

H = p · ṙ − L

=
1

2
m0γṙ

2 + qṙ ·A+ q (ϕ− ṙ ·A) (A.20)

=
1

2
m0γṙ

2 + qϕ (A.21)

となる。(A.19)を用いて (A.21)を Legendre変換すれば

H =
1

2
m0γṙ

2 + qϕ (A.22)

=
m0γ

2
(p− qA)

2
+ qϕ (A.23)

を得る。また、

H = p · ṙ − L

= p · ṙ +
m0c

2

γ
+ q (ϕ− ṙ ·A) (A.24)

= (p−A) · ṙ +
m0c

2

γ
+ qϕ (A.25)
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とすれば

p = m0γṙ + qA (A.26)

と

γ =

√
1− ṙ2

c2
=

√
m2

0c
2 + (p− qA)

2

m0c
(A.27)

から

H = (p−A) · ṙ +
m0c

2

γ
+ qϕ (A.28)

= c

√
m2

0c
2 + (p− qA)

2
+ qϕ (A.29)

を得る。

A.2 電磁場中の荷電粒子が従うディラック方程式
外場のない状態で荷電粒子が従うディラック方程式は

iℏ
∂

∂t
ψ =

(
cα̂ · p̂+ β̂m0c

2
)
ψ (A.30)

ここに電磁ポテンシャルを導入する場合、(A.23)から iℏ ∂
∂t → iℏ ∂

∂t − qϕ、p → p − qAと置き換
えれば良いので

iℏ
∂

∂t
ψ =

(
cα̂ · (p̂− qA) + β̂m0c

2 + qϕ
)
ψ (A.31)

ここで、cは光速、qは荷電粒子の電荷、m0は荷電粒子の静止質量、Eはエネルギー固有値、ψは
固有関数。また

p̂ = −iℏ∇ (A.32)

であり、スピン 1/2の粒子では

α̂i = σi

(
0 I

I 0

)
, β̂ =

(
I 0

0 −I

)
(A.33)

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, I =

(
1 0

0 1

)
(A.34)

である。(A.31)の解 ψを、2成分波動関数 ψ+, ψ− を用いて ψ =

(
ψ+

ψ−

)
と置くと、

E (p) = +

√
m2

oc
4 + (cp)

2
(A.35)



Appendix 106

として

E (p)ψ+ = cα̂ · (p̂− qA)ψ− +
(
m0c

2 + qϕ
)
ψ+ (A.36)

E (p)ψ− = cα̂ · (p̂− qA)ψ+ +
(
−m0c

2 + qϕ
)
ψ− (A.37)

となる。外場が十分弱く、qϕ≪ m0c
2、qA ≪ pとできる場合、

Γ (p) =
cσ̂ · p̂

E (p) +m0c2
(A.38)

とすれば

ψ+ = Γ (p)ψ− (A.39)

ψ− = −Γ (p)ψ+ (A.40)

なので (
m0c

2β + cα̂ · p̂
)
ψ± = ±E (p)ψ± (A.41)

ψ+ =

(
I

Γ (p)

)
ψ+ (A.42)

ψ− =

(
−Γ (p)

I

)
ψ− (A.43)

を得る。

Λ+ (p) =
1

2E (p)

[
E (p)±

(
m0c

2β + cα̂ · p̂
)]

(A.44)

Λ− (p) =
1

2E (p)

[
E (p)∓

(
m0c

2β + cα̂ · p̂
)]

(A.45)

とすれば

Λ± (p)ψ± = ψ± (A.46)

Λ± (p)ψ∓ = 0 (A.47)

となる。このΛ±はCASIMIR projection operatorと呼ばれる演算子である。また、(A.31)の解は

ψ =

(
1

Γ (p)

)
ψ+ +

(
−Γ (p)

1

)
ψ− (A.48)

となる。
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また E (p) > 0の場合、(A.37)から、

ψ− = Γ (p)ψ+ (A.49)

非相対論の領域として p≪ m0cの場合を考えると

E (p) =

√
m2

0c
4 + (cp)

2
(A.50)

≈ m0c
2 +

p

2m
+ · · · (A.51)

≈ m0c
2 (A.52)

と近似できるので、(A.36)から

E (p)ψ+ ≈ 1

2m0c

(
(α (p− qA)) (α (p− qA)) +m0c

2 + qϕ
)
ψ+ (A.53)

ここで、Pauli行列について

σiσj = δijI2 + iϵijkσk (A.54)

なので

(α̂ · (p̂− eA)) (α̂ · (p̂− eA))κ =

(p̂− qA)
2
+

∑
ijk=x,y,z

iϵijkσk

(
iℏ
∂

∂i
− qAi

)(
iℏ
∂

∂j
− qAj

)κ
右辺第二項について、∑

ijk=x,y,z

iϵijkσk

(
iℏ
∂

∂i
− qAi

)(
iℏ
∂

∂j
− qAj

)
κ

=
∑

ijk=x,y,z

iϵijkσk

(
−ℏ2

∂

∂i

∂

∂j
+ iqℏ

[
∂

∂i
Aj +Ai

∂

∂j

]
+ q2AiAj

)
κ

= iσ

(
−ℏ2∇×∇κ+ iqℏ

[
∂

∂i
(Ajκ) +Ai

∂

∂j
κ

]
+ q2AiAjκ

)
= iσ

(
−ℏ2∇×∇κ+ iqℏ [∇× (Aκ) +A×∇κ] + q2A×Aκ

)
∇×∇κ = rot grad κ = 0、また同じベクトル同士の外積は 0となるので

iqℏ [∇× (Aκ) +A×∇κ] = iqℏ [(∇×A)κ+ (∇κ)×A+A×∇κ]

であり、A×∇ = −∇×Aなので結局

E (p)ψ+ ≈ 1

2m0

(
(p̂− qA)

2
+m0c

2 + qϕ− qℏσ (∇×A)
)
ψ+ (A.55)

=
1

2m0

(
(p̂− qA)

2
+m0c

2 + qϕ− qℏσB
)
ψ+ (A.56)

となり、Pauli方程式が得られる。(A.56)の第 4項はスピンと磁場の相互作用を意味する。スピン
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演算子を

Ŝ =
ℏ
2
σ (A.57)

とすれば
qℏ
2m0

σ ·B = g
q

2m0
Ŝ ·B (A.58)

はスピンと磁場の相互作用を意味する。 磁場中の磁気モーメントのエネルギーの式

E = µ ·B (A.59)

と対比すれば
µ = g

q

2m0
Ŝ (A.60)

は粒子の磁気モーメントに相当することがわかる。(A.60)中の gは g因子と呼ばれ、Pauli方程式
では常に 2となる。実際には電子の g 因子は 2.002 319 304 362 56(35)、ミューオンの g 因子は
2.002 331 8418(13)であり、2とはわずかに異なる [14]。このズレは異常磁気能率と呼ばれ、QED

や弱い相互作用、強い相互作用の効果によって生じる。

A.3 Liénard-Wiechert ポテンシャル
ここからは自由に運動する荷電粒子について考える。Maxwell方程式と

E = −grad ϕ− ∂A
∂t から

∇E = ∇
(
−∇ϕ− ∂

∂t
A

)
(A.61)

=
ρ (t, r)

ε0
(A.62)

Lorentzゲージの下では、div A+ ε0µ0
∂
∂tϕ = 0なので

∇2ϕ− 1

c2
∂2

∂t2
ϕ = −ρ (t, r)

ε0
(A.63)

とできる。位置 rj にいる電荷 qj の粒子 j について考えると、電荷密度 ρj (t, r)は

ρj (t, r) = qjδ
3 (rj − r) (A.64)

なので、 [
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

]
ϕ = − qj

ε0
δ3 (rj − r) (A.65)

となる。遅延 Green関数 (Retarded Green function)

G (t, r) =

{
1

4π|r|δ
(
t− |r|

c

)
(t > 0)

0 (t < 0)
(A.66)
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は [
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

]
G (t, r) = −δ (t, r) (A.67)

を満たすので、これを使えば

ϕ (t, r) =

∫ ∫
d3r′dt′G (t− t′, r − r′) ρj (t

′, r′) (A.68)

=
1

4π

∫ ∫
ρj (t

′, r′)

|r − r′|
δ

(
t− t′ − |r − r′|

c

)
d3r′dt′ (A.69)

=
1

4π

∫ ρj

(
t− |r−r′|

c , r′
)

|r − r′|
d3r′ (A.70)

のように遅延ポテンシャルが導かれる。rj は時間に依存するので、tr = t− |r−r′|
c として

ϕ (t, r) =
1

4π

∫ ρj

(
t− |r−r′|

c , r′
)

|r − r′|
d3r′ (A.71)

=
1

4πε0

∫
qjδ

3 (rj (tr)− r′)

|r − r′|
d3r′ (A.72)

=
qj

4πε0

∫ ∫
δ3 (rj (t

′)− r′)

|r − r′|
δ (t′ − tr) dt

′d3r′ (A.73)

=
qj

4πε0

∫
δ (t′ − tr)

|r − rj (t′)|
dt′ (A.74)

このとき tr (t
′, rj (t

′)) = t− |r−rj(t′)|
c であり、x = xiに i番目の０点を持つ関数 f(x)についての

恒等式

δ (f (x)) ≡
∑
i

δ (x− xi)
d
dxf (x)

∣∣
x=xi

(A.75)

を用いれば

δ (t′ − tr) =
δ (t′ − tr)

d
dt′ (t

′ − tr)
∣∣
t′=tr

(A.76)

=
δ (t′ − tr)

d
dt′

(
t′ −

[
t− 1

c |r − rj (t′)|
])∣∣

t′=tr

(A.77)

=
δ (t′ − tr)(

1− 1
c

(r−rj(t′))·( d
dt′ rj(t′))

|r−rj(t′)|

)∣∣∣∣
t′=tr

(A.78)

なので、

ϕ (t, r) =
qj

4πε0

∫
δ (t′ − tr)

|r − rj (t′)|
dt′ (A.79)
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=
qj

4πε0

∫
1

|r − rj (t′)|
[(

1− 1
c

(r−rj(t′))·( d
dt′ rj(t′))

|r−rj(t′)|

)]∣∣∣∣
t′=tr

δ (t′ − tr) dt
′ (A.80)

=
qj

4πε0

1

|r − rj (t′)|
[(

1− 1
c

(r−rj(t′))·( d
dt′ rj(t′))

|r−rj(t′)|

)]
∣∣∣∣∣∣∣∣
t′=tr

(A.81)

=
qj

4πε0

1

|r − rj (t′)| − 1
c (r − rj (t′)) ·

(
d
dt′ rj (t

′)
) ∣∣∣∣∣

t′=tr

(A.82)

粒子 j の速度を vj =
d
dtrj とすれば、(A.65)の解は

ϕ (t, r) =
qj

4πε0

1

|r − rj | − 1
c (r − rj) · vj

∣∣∣∣
t′=tr

(A.83)

のようになる。Maxwell方程式から

B = rot A (A.84)

E = −grad ϕ− ∂A

∂t
(A.85)

rot B = µ0j + ε0µ0
∂

∂t
E (A.86)

なので

rot rot A = µ0j + ε0µ0
∂

∂t

[
−grad ϕ− ∂A

∂t

]
(A.87)

grad (div A)− (∇ ·∇)A = µ0j + ε0µ0
∂

∂t

[
−grad ϕ− ∂A

∂t

]
(A.88)

よって

−
[
∇2 − ε0µ0

∂2

∂t2

]
A+∇

(
∇ ·A+ ε0µ0

∂

∂t
ϕ

)
= µ0j (A.89)

ローレンツゲージの下では

div A+ ε0µ0
∂

∂t
ϕ = 0 (A.90)

なので [
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

]
A = −µ0j (A.91)

電流密度 j は

j (t, r) = ρ (t, r)
d

dt
r (A.92)
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なので、ϕと同様にして解けば

A (t, r) =
qjµ0

4π

vj

|r − rj | − 1
c (r − rj) · vj

∣∣∣∣
t′=tr

(A.93)

=
qj

4πε0c2
vj

|r − rj | − 1
c (r − rj) · vj

∣∣∣∣
t′=tr

(A.94)

を得る。(A.83)と (A.94)は Liénard-Wiechertポテンシャルと呼ばれ、点電荷の運動が生む古典的
な電磁場を表す。

A.4 Darwin Lagrangian

(A.83)と (A.94)は式中に遅延時間

tr = t− |r − rj (t
′)|

c
(A.95)

を含んでいる。

τ =
|r − rj (t

′)|
c

(A.96)

とすると、τ ≪ tならば t′ = tr のとき、

c2τ2 = (r − rj (t− τ))
2

≈
(
r +

[
−rj (t) +

d

dt
rj

∣∣∣∣
t

τ − d2

dt2
rj

∣∣∣∣
t

τ2 + · · ·
])2

= (r − rj (t))
2
+ 2τ

[
(r − rj (t)) ·

d

dt
rj

∣∣∣∣
t

]
+ τ2

[(
d

dt
rj

∣∣∣∣
t

)2

− (r − rj (t)) ·
d2

dt2
rj

∣∣∣∣
t

]
− · · ·

これを解けば

τ ≈

[
(r − rj) · d

dtrj
∣∣
t

]
± c |r − rj |

√
1− 1

c2

[
[(r−rj)· d

dtrj|
t
]
2

|r−rj |2
+
(

d
dtrj

∣∣
t

)2 − (r − rj) · d2

dt2 rj
∣∣
t

]
c2
[
1− 1

c2

[(
d
dtrj

∣∣
t

)2 − (r − rj) · d2

dt2 rj
∣∣
t

]]
τ > 0なので

τ ≈ 1

c
|r − rj |+

1

c2

[
(r − rj) ·

d

dt
rj

∣∣∣∣
t

]
+

|r − rj |
2c3

[[
(r − rj) · d

dtrj
∣∣
t

]2
|r − rj |2

+

(
d

dt
rj

∣∣∣∣
t

)2

− (r − rj) ·
d2

dt2
rj

∣∣∣∣
t

]

となる。

|r − rj (t− τ)| = cτ

(r − rj (t− τ)) · d
dt

rj

∣∣∣∣
t−τ

≈ (r − rj) ·
d

dt
rj −

[(
d

dt
rj

)2

− (r − rj) ·
d2

dt2
rj

]
τ
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なので

|r − rj | −
1

c
(r − rj) · vj

∣∣∣∣
t′=tr

= c

[
1− 1

c
(r − rj) ·

d

dt
rj −

1

c2

[(
d

dt
rj

)2

− (r − rj) ·
d2

dt2
rj

]]
τ

= |r − rj |

[
1 +

1

2c2

[[
(r − rj) · d

dtrj
∣∣
t

]2
|r − rj |2

−
(
d

dt
rj

∣∣∣∣
t

)2

+ (r − rj) ·
d2

dt2
rj

∣∣∣∣
t

]]

よって
1

|r − rj | − 1
c (r − rj) · vj

∣∣
t′=tr

=
1

|r − rj |
+

1

2c2 |r − rj |

[(
d

dt
rj

∣∣∣∣
t

)2

− (r − rj) ·
d2

dt2
rj

∣∣∣∣
t

−
[
(r − rj) · d

dtrj
∣∣
t

]2
|r − rj |2

]

また

vj (t− τ) = vj +
d

dt
vj

∣∣∣∣
t

τ

これを (A.83)と (A.94)に代入すると、相対論の 2次までのオーダーでは

ϕ (t, r) =
qj

4πε0

[
1

|r − rj |
+

1

2c2 |r − rj |

[(
d

dt
rj

∣∣∣∣
t

)2

− (r − rj) ·
d2

dt2
rj

∣∣∣∣
t

−
[
(r − rj) · d

dtrj
∣∣
t

]2
|r − rj |2

]]

A (t, r) ≈ qjvj

4πε0c2
1

|r − rj |

となる。(A.18)にこれを代入すると、

L = −m0c
2

γ
− q (ϕ− ṙ ·A) (A.97)

= −m0c
2

γ
− qqj

4πε0

(
1

|r − rj |
+

1

2c2

[
|ṙ|2 − (r − rj) · r̈j − 2ṙ · ṙj

|r − rj |
− ((r − rj) · ṙj)2

|r − rj |3

])
(A.98)

ここで、ラグランジアンに x,y,z,tの関数Ωの微小変位∆Ωで与えられる項を加えることを考える。

ṙ ·∆Ω =
d

dt
Ω (A.99)

を満たす限り
d

dt

∂

∂ṙ

d

dt
Ω− ∂

∂r

d

dt
Ω =

d

dt

∂

∂ṙ
ṙ ·∆Ω− ∂

∂r

d

dt
Ω (A.100)

=
d

dt

∂

∂r
Ω− ∂

∂r

d

dt
Ω (A.101)

= 0 (A.102)
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なので、 d
dtΩは運動方程式には影響しない。これを利用し、(A.98)に運動方程式に影響しない項

d

dt
Ω = − 1

4πε0

d

dt

q1q2
2c2

(r1 − r2) · ṙ2
|r1 − r2|

(A.103)

= − q1q2
4πε0c2

[
|r − rj |2 [(ṙ1 − ṙ2) · ṙ2 + (r1 − r2) · r̈2]− [(r1 − r2) · ṙ2] [(r1 − r2) · (ṙ1 − ṙ2)]

|r − rj |3

]
(A.104)

を加え、

L = −m0c
2

γ
− qqj

4πε0

(
1

|r − rj |
− 1

2c2

[
ṙ · ṙj

|r − rj |
+

((r − rj) · ṙ) ((r − rj) · ṙj)
|r − rj |3

])
(A.105)

とする。二粒子系を考えるため、(A.105)でm0 → m1, q → q1, γ → γ1, r → r1, j = 2と書き換
え粒子 2の運動エネルギー −m2c

2

γ2
を加えれば

L = −m1c
2

γ1
− m2c

2

γ2
− q1q2

4πε0

(
1

|r1 − r2|
− 1

2c2

[
ṙ1 · ṙ2

|r1 − r2|
+

((r1 − r2) · ṙ1) ((r1 − r2) · ṙ2)
|r1 − r2|3

])
(A.106)

となり、各粒子について対称なラグランジアンが得られる。−m2c
2

γ2
は時間にのみ依存するので、こ

れも運動方程式には影響しない。
また (A.106)は

d

dt

∂

∂ṙ1
L− ∂

∂r1
L =

d

dt

∂

∂ṙ2
L− ∂

∂r2
L = 0 (A.107)

を満たす。一方で、(A.106)は c−2 のオーダーまでの近似である。したがって

−mjc
2

γj
= −mjc

2

√
1−

ṙ2j
c2

(A.108)

≈ −mjc
2 +

1

2
mj ṙ

2
j +

1

8c2
mj ṙ

4
j (A.109)

mjc
2は定数なので、ラグランジアンから省いても影響はない。これらから、任意の外場 (ϕ,A)中

の任意の数の粒子の運動を表すラグランジアンとして

L = −
∑

mjc
2 +

∑ 1

2
mj ṙ

2
j +

∑ 1

8c2
mj ṙ

4
j −

∑
qiϕ+

∑
qiA · ṙj

−
∑∑ qjqk

4πε0

(
1

|rj − rk|
− 1

2c2

[
ṙj · ṙk

|rj − rk|
+

((rj − rk) · ṙj) ((rj − rk) · ṙk)
|rj − rk|3

])
(A.110)

が得られる。
(A.110)からハミルトニアンを求める。正準運動量を

pi =
∂

∂ṙi
(A.111)



Appendix 114

とすれば、ハミルトニアンは

H =
∑

pi · ṙi − L (A.112)

である。pi は ri に対応する運動量なので、ṙi = pi/mi と置き換えれば

H =
∑

mic
2 +

∑ p2
i

2mi
−
∑ p4

i

8m3
i c

2
+
∑

qiϕ−
∑ qi

mi
A · pi

+
∑∑ qiqj

4πε0

(
1

|ri − rj |
− 1

2c2mimj

[
pi · pj

|ri − rj |
+

((ri − rj) · pi) ((ri − rj) · pj)

|ri − rj |3

])
(A.113)

となる。

A.5 Breit equation

(A.113)について、(A.109)と逆の近似をすれば

H ≈
∑√

m2
i c

4 + (cpi)
2
+
∑

qiϕ−
∑ qi

mi
A · pi

+
∑∑ qiqj

4πε0

(
1

|ri − rj |
− 1

2c2mimj

[
pi · pj

|ri − rj |
+

((ri − rj) · pi) ((ri − rj) · pj)

|ri − rj |3

])
(A.114)

とできる。
(A.114)を用いて 2粒子系の Dirac方程式を立てると[∑(

cα̂i · pi +mic
2β̂i + qiϕi − qicAi · α̂i

)
+

q1q2
4πε0r12

(
1− 1

2

[
αi ·αj +

(r12 ·αi) (r12 ·αj)

r212

])]
ψ

(A.115)

= Eψ (A.116)

ここで、

r12 = r1 − r2 (A.117)

pi = −iℏ∇i (A.118)

また

πi = pi − qiAi (A.119)

とすれば (A.116)は[∑(
cα̂i · πi +mic

2β̂i + qiϕi

)
+

q1q2
4πε0r12

(
1− 1

2

[
αi ·αj +

(r12 ·αi) (r12 ·αj)

r212

])]
ψ = Eψ

(A.120)
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となる。
(A.120)の解 ψは粒子 1,2それぞれについて 4通りづつ解を持つ、16成分の波動関数となる。粒

子 iの解 ψi を

ψi =

(
ψ+
i

ψ−
i

)
(A.121)

とすれば、ψは ψ1 と ψ2 のテンソル積であり

ψ =

(
ψ+
1

ψ−
1

)
·

(
ψ+
2

ψ−
2

)
(A.122)

=

(
ψ+
1 ψ

+
2 ψ+

1 ψ
−
2

ψ−
1 ψ

+
2 ψ−

1 ψ
−
2

)
(A.123)

=

(
ψ++ ψ+−

ψ−+ ψ−−

)
(A.124)

。ここで、ψ±
i は 2成分の波動関数であり、ψ±± は ψ±±

1 と ψ±±
2 のテンソル積。ここから[

E − 2 (m1 +m2) c
2 −

∑
qiϕi −

1

4πε0

q1q2
r12

]
ψ++

= c [σ̂1 · π̂1ψ−+ + σ̂2 · π̂2ψ+−]−
1

4πε0

q1q2
2r12

[
σ1 · σ2 +

(r12 · σ1) (r12 · σ2)

r212

]
ψ−− (A.125)

ここで、

R̂i = σ̂i · π̂i (A.126)

V = e1ϕ1 + e2ϕ2 +
1

4πε0

q1q2
r12

(A.127)

M̂ = − 1

4πε0

q1q2
2r12

[
σ1 · σ2 +

(r12 · σ1) (r12 · σ2)

r212

]
(A.128)

とすれば (A.125)は[
E − (m1 +m2) c

2 − V
]
ψ++ = c

[
R̂1ψ−+ + R̂2ψ+−

]
+ M̂ψ−− (A.129)

同様にすると [
E − (m1 −m2) c

2 − V
]
ψ+− = c

[
R̂1ψ−− + R̂2ψ++

]
+ M̂ψ−+ (A.130)



Appendix 116

[
E + (m1 −m2) c

2 − V
]
ψ−+ = c

[
R̂1ψ++ + R̂2ψ−−

]
+ M̂ψ+− (A.131)

[
E + (m1 +m2) c

2 − V
]
ψ−− = c

[
R̂1ψ+− + R̂2ψ−+

]
+ M̂ψ++ (A.132)

のように 16通りの方程式が得られる。Pauli近似をするとこれらは[
π2
1

2m1
+

π2
2

2m2
− V

]
ψ++ = c

[
R̂1ψ−+ + R̂2ψ+−

]
+ M̂ψ−− (A.133)

[
2m2c

2 − V
]
ψ+− = c

[
R̂1ψ−− + R̂2ψ++

]
+ M̂ψ−+ (A.134)

[
2m1c

2 − V
]
ψ−+ = c

[
R̂1ψ++ + R̂2ψ−−

]
+ M̂ψ+− (A.135)

[
2 (m1 +m2) c

2 − V
]
ψ−− = c

[
R̂1ψ+− + R̂2ψ−+

]
+ M̂ψ++ (A.136)

(A.134)と (A.135)から、

O (mc)ψ±∓ = O (mv) [ψ++ + ψ−−] (A.137)

であり、ψ+− と ψ−+ は ψ++ の v
c 倍のオーダーである。(A.136)は

O (mc)ψ−− = O (mv) [ψ+− + ψ−+] +O (1)ψ++ (A.138)

なので ψ−− は ψ+−, ψ−+ よりもさらに高次で、
(
v
c

)2 のオーダーとなる。
H1 = cα̂1 · p1 +m1c

2β̂1 (A.139)

H2 = cα̂2 · p2 +m2c
2β̂2 (A.140)

Vi = qi [ϕ (ri)−αiAi (ri)] (A.141)

U =
1

4πε0

q1q2
r12

[
1− 1

2

[
αi ·αj +

(r12 ·αi) (r12 ·αj)

r212

]]
(A.142)

とすれば、Dirac方程式は

[E −H1 −H2ϕ2]ψ (r1, r2) = [V (r1, r2) + U (r1, r2)]ψ (r1, r2) (A.143)

となる。両辺を Fourier変換して運動量を変数にすれば、左辺は
1

(2π)
3

∫
[E −H1 −H2]ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

= [E −H1 −H2]

(
1

(2π)
3

∫
ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

)
= [E −H1 −H2] Ψ (p1,p2)
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右辺は
1

(2π)
3

∫
[V1 (k) + V2 (r2) + U (r1, r2)]ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

=
1

(2π)
3

∫ [∫
q1 [φ (−k)−α1A (−k)] exp [−ik · r1] d3k

]
ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

+
1

(2π)
3

∫ [∫
q2 [φ (−k)−α2A (−k)] exp [−ik · r2] d3k

]
ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

+
1

(2π)
3

∫ [∫
U (k) exp [ik · (r1 − r2)] d

3k

]
ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

=

∫
d3k [V1 (−k)Ψ (p1 + k,p2) + V2 (−k)Ψ (p1,p2 + k) + U (k)Ψ (p1 − k,p2 + k)]

ただし、フーリエ変換後の ϕ,Aに 1
(2π)3/2

をかけたものをそれぞれ φ,Aとして

Ψ(p1,p2) =
1

(2π)
3

∫
ψ (r1, r2) exp [−ip1 · r1] exp [−ip2 · r2] d3r1d3r2

Vi (k) =
1

(2π)
3/2

qi

(2π)
3/2

∫
(ϕ (ri)−αiAi (ri)) exp [−ik · ri] d3ri

= qi [φ (k) +αiA (k)]

U (k) =
1

(2π)
3/2

1

(2π)
3/2

∫
U (r1, r2) exp [−ik1 · (r1 − r2)] d

3r12

=
1

(2π)
3

q1q2
4πε0

∫ [
1

r12
− 1

2r12

[
αi ·αj +

(r12 ·αi) (r12 ·αj)

r212

]]
exp [−ik1 · (r1 − r2)] d

3r12

=
1

2π2

q1q2
4πε0

1

k2

[
1−

[
αi ·αj −

(k ·αi) (k ·αj)

k2

]]
すなわち

[E −H1 −H2] Ψ (p1,p2)

=
1

(2π)
3

∫
d3k [V1 (−k)Ψ (p1 + k,p2) + V2 (−k)Ψ (p1,p2 + k) + U (k)Ψ (p1 − k,p2 + k)]

(A.144)

ここで (A.45)を用いて運動量の異なる波動関数を射影した場合について、4つの演算子 I++, I−+, I+−, I−−

を以下のように定義する

Λ+ (p1)

(
1

Γ (p2)

)
=

(
1

Γ (p1)

)
I++ (p1,p2) (A.145)

Λ− (p1)

(
1

Γ (p2)

)
=

(
−Γ (p1)

1

)
I−+ (p1,p2) (A.146)
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Λ+ (p1)

(
−Γ (p2)

1

)
=

(
1

Γ (p1)

)
I+− (p1,p2) (A.147)

Λ− (p1)

(
−Γ (p2)

1

)
=

(
−Γ (p1)

1

)
I−− (p1,p2) (A.148)

このとき

Λ+ (p) =
1

2E (p)

[
E (p) +

(
m0c

2β + cα̂ · p̂
)]

(A.149)

Λ− (p) =
1

2E (p)

[
E (p)−

(
m0c

2β + cα̂ · p̂
)]

(A.150)

Γ (p) =
cσ̂ · p̂

E (p) +m0c2
(A.151)

(
m0c

2 + cσ · pΓ (p)
)
ψ+ = E (p)ψ+ (A.152)(

−m0c
2Γ (p) + cσ · p

)
ψ+ = E (p) Γ (p)ψ+ (A.153)(

m0c
2 +

c2 (σ · p) (σ · p)
E (p) +m0c2

)
ψ+ = E (p)ψ+ (A.154)(

c2 (σ · p) (σ · p)
E (p) +m0c2

)
ψ+ =

(
E (p)−m0c

2
)
ψ+ (A.155)

c2 (σ · p) (σ · p)ψ+ =
(
E (p)−m0c

2
) (
E (p) +m0c

2
)
ψ+ (A.156)

なので、I++ について
1

2E (p1)

[
E (p1) +

(
m0c

2 + c (σ̂ · p̂1)
cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2

)]
= I++ (A.157)

1

2E (p1)

[(
E (p1)−m0c

2
) cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2
+ c (σ̂ · p̂1)

]
=

cσ̂ · p̂1

E (p1) +m0c2
I++ (A.158)

の 2式が得られる。これを解けば

I++ =

(
E (p1) +m0c

2
) (
E (p2) +m0c

2
)
+ c2 (σ · p1) (σ · p2)

2E (p1) (E (p2) +m0c2)
(A.159)

=

(
E (p1) +m0c

2
) (
E (p2) +m0c

2
)
+ c2 (σ · p1) (σ · (p2 − p1)) + c2 (σ · p1) (σ · p1)

2E (p1) (E (p2) +m0c2)

(A.160)

=

(
E (p1) +m0c

2
) (
E (p2) +m0c

2
)
+ c2 (σ · p1) (σ · (p2 − p1)) +

(
E (p1)−m0c

2
) (
E (p1) +m0c

2
)

2E (p1) (E (p2) +m0c2)

(A.161)
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=

(
E (p1) +m0c

2
)
(E (p2) + E (p1)) + c2 (σ · p1) (σ · (p2 − p1))

2E (p1) (E (p2) +m0c2)
(A.162)

= 1 +

(
E (p1)−m0c

2
)
(E (p2)− E (p1)) + c2 (σ · p1) (σ · (p2 − p1))

2E (p1) (E (p2) +m0c2)
(A.163)

となる。また I−+ については
1

2E (p1)

[
E (p1)−

(
m0c

2 + c (σ̂ · p̂1)
cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2

)]
= − cσ̂ · p̂1

E (p1) +m0c2
I−+ (A.164)

1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
) cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2
− c (σ̂ · p̂1)

]
= I−+ (A.165)

なので

I−+ =
1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
) cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2
− c (σ̂ · p̂1)

]
(A.166)

=
1

2E (p1)

[
(E (p1) +m0c

2

E (p2) +m0c2
cσ̂ · p̂2 − c (σ̂ · p̂1)

]
(A.167)

となる。同様にすれば

I−− (p1,p2) = I++ (A.168)

I+− (p1,p2) = −I−+ (p1,p2) (A.169)

が得られる。
αの射影 α++,α−+,α+−,α−− も

Λ+ (p1)α

(
1

Γ (p2)

)
= Λ+ (p1)

(
σΓ (p2)

σ

)
=

(
1

Γ (p1)

)
α++ (p1,p2) (A.170)

Λ− (p1)α

(
1

Γ (p2)

)
= Λ− (p1)

(
σΓ (p2)

σ

)
=

(
−Γ (p1)

1

)
α−+ (p1,p2) (A.171)

Λ+ (p1)α

(
−Γ (p2)

1

)
= Λ+ (p1)

(
σ

−σΓ (p2)

)
=

(
1

Γ (p1)

)
α+− (p1,p2) (A.172)

Λ− (p1)α

(
−Γ (p2)

1

)
= Λ− (p1)

(
σ

−σΓ (p2)

)
=

(
−Γ (p1)

1

)
α−− (p1,p2) (A.173)

と定義する。α++ について
1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
)
σ

cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2
+ c (σ̂ · p̂1)σ

]
= α++ (A.174)
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1

2E (p1)

[(
E (p1)−m0c

2
)
σ + c (σ̂ · p̂1)σ

cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2

]
=

cσ̂ · p̂1

E (p1) +m0c2
α++ (A.175)

であり、

(σ · a) (σ · b) = a · b− i [a× b]σ (A.176)

(σ · a)σ + i [a× σ] = σ (σ · a)− i [a× σ] = a (A.177)

なので、

α++ =
1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
)
σ

cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2
+ c (σ̂ · p̂1)σ

]
(A.178)

=
1

2E (p1)

[
c (σ̂ · p̂1)σ +

(
E (p1) +m0c

2
)

E (p2) +m0c2
cσ (σ̂ · p̂2)

]
(A.179)

=
c

2E (p1)

[
p̂1 − i [p1 × σ] +

(
E (p1) +m0c

2
)

E (p2) +m0c2
[p2 + i [p2 × σ]]

]
(A.180)

また α−+ について
1

2E (p1)

[(
E (p1)−m0c

2
)
σ

cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2
− c (σ̂ · p̂1)σ

]
= − cσ̂ · p̂1

E (p1) +m0c2
α++ (A.181)

1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
)
σ +−c (σ̂ · p̂1)σ

cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2

]
= α++ (A.182)

なので、

α−+ =
1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
)
σ + c (σ̂ · p̂1)σ

cσ̂ · p̂2

E (p2) +m0c2

]
(A.183)

=
1

2E (p1)

[(
E (p1) +m0c

2
)
σ +

c2 (σ · p1)σ (σ · p̂2)

E (p2) +m0c2

]
(A.184)

同様にすれば

α+− = α−+ (A.185)

α−− = −α++ (A.186)

が得られる。Pauli近似 p1, p2 ≪ m0cを考えると

I++ (p1,p2) ≈ 1 +
(σ · p1) (σ · (p2 − p1))

(2m0c)
2 +O

(
1

(m0c)
4

)
(A.187)

= 1 +
1

(2m0c)
2 [p1 · (p2 − p1) + i [p1 × (p2 − p1)]σ] +O

(
1

(m0c)
4

)
(A.188)

= 1 +
1

(2m0c)
2 [p1 · (p2 − p1) + i [p1 × p2]σ] +O

(
1

(m0c)
4

)
(A.189)
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α++ ≈ 1

2m0c
[p1 − i [p1 × σ] + p2 + i [p2 × σ]] +O

(
1

(m0c)
3

)
(A.190)

=
1

2m0c
[p1 + p2 + i [(p2 − p1)× σ]] +O

(
1

(m0c)
3

)
(A.191)

=
1

2m0c
[2p1 + (p2 − p1) + i [(p2 − p1)× σ]] +O

(
1

(m0c)
3

)
(A.192)

以上から、(A.144)に CASIMIR射影演算子

Λ1
+ (p1) =

1

2E (p1)

[
E (p1) +

(
m1c

2β1 + cα1 · p1

)]
(A.193)

Λ2
+ (p2) =

1

2E (p2)

[
E (p2) +

(
m2c

2β2 + cα2 · p2

)]
(A.194)

を作用させると、

(E − E (p1)− E (p2))Ψ++ (p1,p2)

= q1

∫
d3k

[
φ (−k) I1++ (p1,p1 + k)−A (−k)α1

++ (p1,p1 + k)
]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k) I2++ (p2,p2 + k)−A (−k)α2

++ (p2,p2 + k)
]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2
[
I1++ (p1,p1 − k) I2++ (p2,p2 + k)− B

]
Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

(A.195)

B = α1
++ (p1,p1 − k)α2

++ (p2,p2 + k)−
(
α1

++ (p1,p1 − k) · k
) (

α2
++ (p2,p2 + k) · k

)
k2

(A.196)

となる。O
(

1
(2mi,jc)

2

)
のオーダーまで展開すると

(E − E (p1)− E (p2))Ψ++ (p1,p2)

=

(
E −m1c

2 −m2c
2 − p2

1

2m1
− p2

2

2m2
+

p4
1

8m3
1c

2
+

p4
2

8m3
2c

2

)
Ψ++ (p1,p2)

= q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + k + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1 +

−p1 · k − i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

−
(
2p1 − k − i [k × σ1]

2m1c

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c
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− ((2p1 − k − i [k × σ1]) · k) ((2p2 + k + i [k × σ2]) · k)
4m1m2c2k2

)]
Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

≈ q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + k + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1− p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

−
(
(2p1 − k − i [k × σ1]) · (2p2 + k + i [k × σ2])

4m1m2c2

− ((2p1 − k − i [k × σ1]) · k) ((2p2 + k + i [k × σ2]) · k)
4m1m2c2k2

)]
Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

= q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + k + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1− p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

−
(
(2p1 − k − i [k × σ1]) · (2p2 + k + i [k × σ2])

4m1m2c2

− ((2p1 − k)k) ((2p2 + k)k)

4m1m2c2k2

)]
Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

= q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + k + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1− p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

−
(
4p1 · p2 + 2k · (p1 − p2)− k2 + 2i (p1 · [k × σ2]− p2 · [k × σ1]) + [k × σ1] · [k × σ2]

4m1m2c2

−4 (p1 · k) (p2 · k) + 2k2 (p1 · k)− 2k2 (p2 · k)− k4

4m1m2c2k2

)
]
Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

= q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + k + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)



Appendix 123

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1− p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

− 1

4m1m2c2

(
4

[
p1 · p2 −

(p1 · k) (p2 · k)
k2

]
+ 2i (p1 · [k × σ2]− p2 · [k × σ1])

+ k2 (σ1 · σ2)− (k · σ1) (k · σ2)

)]
Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

= q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + k + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+ q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + k + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1− p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

− 1

4m1m2c2

(
4

[
p1 · p2 −

(p1 · k) (p2 · k)
k2

]
+ 2i ([p1 × k] · σ2 − [p2 × k] · σ1)

+k2 (σ1 · σ2)− (k · σ1) (k · σ2)
))]

Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

クーロンゲージ div A (r) = 0ではA · k = 0なので、(
E −m1c

2 −m2c
2 − p2

1

2m1
− p2

2

2m2
+

p4
1

8m3
1c

2
+

p4
2

8m3
2c

2

)
= q1

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2

)
−A (−k)

2p1 + i [k × σ1]

2m1c

]
Ψ++ (p1 + k,p2)

+q2

∫
d3k

[
φ (−k)

(
1 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)
−A (−k)

2p2 + i [k × σ2]

2m2c

]
Ψ++ (p1,p2 + k)

+
1

2π2

q1q2
4πε0

∫
d3k

1

k2

[(
1− p1 · k + i [p1 × k]σ1

(2m1c)
2 +

p2 · k + i [p2 × k]σ2

(2m2c)
2

)

− 1

4m1m2c2

(
4

[
p1 · p2 −

(p1 · k) (p2 · k)
k2

]
+ 2i ([p1 × k] · σ2 − [p2 × k] · σ1)

+k2 (σ1 · σ2)− (k · σ1) (k · σ2)
))]

Ψ++ (p1 − k,p2 + k)

(A.197)

ここで、任意の関数 f (r)について以下が成り立つ。
1

(2π)
3/2

∫
d3 exp [ir · p]

∫
d3kF (k)Ψ (p− k) (A.198)
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=

∫
d3kF (k) exp [−ir · k] 1

(2π)
3/2

∫
d3qΨ(q) exp [ir · q] (A.199)

=
1

(2π)
3/2

∫
d3k

[
1

(2π)
3/2

∫
d3r′f (r′) exp [ir′ · k]

]
exp [−ir · k] (A.200)

× 1

(2π)
3/2

∫
d3q

[
1

(2π)
3/2

∫
d3r′ψ (r′) exp [−ir′ · q]

]
exp [ir · q] (A.201)

= f (r)ψ (r) (A.202)

1

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k p [F (k)Ψ (p− k)] (A.203)

=
−iℏ

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k ∇F (k)Ψ (p− k) (A.204)

=
−iℏ

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k ([∇F (k)]Ψ (p− k) + F (k) [∇Ψ(p− k)])

(A.205)

= −iℏ ([∇f (r)]ψ (r) + f (r) [∇ψ (r)]) (A.206)

= −iℏ∇f (r)ψ (r) (A.207)

= pf (r)ψ (r) (A.208)

1

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k k [F (k)Ψ (p− k)] (A.209)

=
−iℏ

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k ∇k [F (k)Ψ (p− k)] (A.210)

=
−iℏ

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k

[
[∇F (k)]Ψ (p− k) + F (k)

[
∇Ψ(p− k)

(
∂ (p− k)

∂k

)]]
(A.211)

=
−iℏ

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k [[∇F (k)]Ψ (p− k) + F (k) [∇Ψ(p− k) (1− 1)]]

(A.212)

=
−iℏ

(2π)
3/2

∫
d3p exp [ir · p]

∫
d3k [∇F (k)]Ψ (p− k) (A.213)

= −iℏ [∇f (r)] (A.214)

= [pf (r)] (A.215)

= [pf (r)− f (r)p] (A.216)

ただし

F (k) =
1

(2π)
3/2

∫
d3rf (r) exp [ik · r] (A.217)
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したがって、電場、磁場をそれぞれ E (r) = −grad ϕ (r)、B (r) = rot A (r)とすると

φ (k) [p× k]σ → iℏ [p× [−grad ϕ (r)]]σ (A.218)

= iℏ [p× E (r)]σ (A.219)

A (k) [k × σ] → −iℏ [rot A (r)]σ (A.220)

= −iℏB · σ (A.221)

となる。また、
1

k2
p · k → iℏp ·

[
−grad

1

r

]
(A.222)

1

k2
[p× k] → iℏ

[
−p×

[
grad

1

r

]]
(A.223)

である。kを含む項について、 ∫
d3k

1

k2
exp [ik · r] (A.224)

について、k1 = k sin θ cosϕ、k2 = k sin θ sinϕ、k3 = k cos θとすれば d3k = k2 sin θなので∫
d3k

1

k2
exp [ik · r] =

∫ ∞

0

dk

∫ π

0

dθ

∫ π

−π

dϕ exp [ikr cos θ] sin θ (A.225)

t = cos θとすれば dt = − sin θdθなので∫
d3k

1

k2
exp [ik · r] =

∫ ∞

0

dk

∫ π

−π

dϕ

∫ −1

1

−dt exp [ikrt] (A.226)

=

∫ ∞

0

dk

∫ π

−π

dϕ

[
1

ikr
exp [ikrt]

]t=1

t=−1

(A.227)

=

∫ ∞

0

dk

∫ π

−π

dϕ
1

ikr
[exp [ikr]− exp [−ikr]] (A.228)

= 2π

∫ ∞

0

dk
1

ikr
[exp [ikr]− exp [−ikr]] (A.229)

u = krと置くと、dk = 1
rdu なので∫

d3k
1

k2
exp [ik · r] = 2π

∫ ∞

0

dk
1

ikr
[exp [ikr]− exp [−ikr]] (A.230)

=
2π

r

∫ ∞

0

du
exp [iu]− exp [−iu]

iu
(A.231)

=
2π

r

∫ ∞

0

du
2 sin [u]

u
(A.232)

=
2π

r

∫ ∞

−∞
du

sin [u]

u
(A.233)

=
2π2

r
(A.234)
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加えて、これを利用すれば
∂

∂r

∫
d3k

1

k2
exp [ik · r] = i

∫
d3k

k

k2
exp [ik · r] (A.235)

=
∂

∂r

[
2π2

r

]
= −2π2 r

r3
(A.236)

から ∫
d3k

k

k2
exp [ik · r] = 2π2i

r

r3
(A.237)

が得られる。さらに、任意のベクトル a, bに対して∫
d3k

(k · a) (k · b)
k4

exp [ik · r] =
∫
d3k

(
−ia · ∂

∂r

)(
b · k

k4

)
exp [ik · r] (A.238)

=

∫
d3k

(
−ia · ∂

∂r

)(
−1

2
b ·
[
∂

∂k

1

k2

])
exp [ik · r] (A.239)

=
i

2

(
a · ∂

∂r

)∫
d3k

(
b ·
[
∂

∂k

1

k2

])
exp [−ik · r] (A.240)

=
i

2

(
a · ∂

∂r

)([(
b

k2

)]k=∞

k=−∞
−
∫
d3k

b

2k2
·
[
∂

∂k
exp [ik · r]

])
(A.241)

=
1

2

(
a · ∂

∂r

)
(b · r)

∫
d3k

1

k2
exp [ik · r] (A.242)

= π2

(
a · ∂

∂r

)
(b · r) 1

r
(A.243)

= π2

[(
a1

∂

∂r1
+ a2

∂

∂r2
+ a3

∂

∂r3

)(
b1r1
r

+
b2r2
r

+
b3r3
r

)]
(A.244)

=
π2

r3

∑[
ai
(
bi
[
r2j + r2k

]
− ri (bjrj + bkrk)

)]
(A.245)

=
π2

r3

∑[
ai
(
bi
[
r2i + r2j + r2k

]
− ri (biri + bjrj + bkrk)

)]
(A.246)

=
π2

r3
[
r2 (a · b)− (a · r) (b · r)

]
(A.247)

=
π2

r

[
(a · b)− (a · r) (b · r)

r2

]
(A.248)

同様に∫
d3k

(k · a) (k · b)
k2

exp [ik · r] =
∫
d3k

(
−ia · ∂

∂r

)(
b · k

k2

)
exp [ik · r] (A.249)

= −i
(
a · ∂

∂r

)∫
d3k

(
b · k

k2

)
exp [ik · r] (A.250)
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= −i
(
a · ∂

∂r

)(
2π2ib · r

r3

)
(A.251)

= 2π2

(
a · ∂

∂r

)(
b · r

r3

)
(A.252)

=
2π2

r5

∑[
ai
(
bi
[
−2r2i + r2j + r2k

]
− 3ri (bjrj + bkrk)

)]
(A.253)

=
2π2

r5
[
r2a · b− 3 (a · r) (b · r)

]
(A.254)

=
2π2

r3

[
a · b− 3

(a · r) (b · r)
r2

]
(A.255)

(A.255)は原点が特異点であり、値が定まらない。(発散するのか 0になるのかもわからないのが問
題っぽい)。r = 0における値を定義するために、(A.255)に有限かつ原点で連続な関数 f(r)をか
け、原点周りの半径 ϵの微小球体内で空間積分した場合を考える。

X (r) =
1

r3

[
a · b− 3

(a · r) (b · r)
r2

]
(A.256)

=

(
a · ∂

∂r

)(
b · r

r3

)
(A.257)

= −
(
a · ∂

∂r

)(
b · ∂

∂r

)
1

r
(A.258)

なので、limϵ→0 としたときに有限な項のみ考えると∫
ϵ

X (r) f (r) d3r = −
∫
ϵ

f (r)

[∑
aibj

∂

∂ri

∂

∂rj

]
1

r
d3r (A.259)

= −f (0)
∫
ϵ

[∑
aibj

∂

∂ri

∂

∂rj

]
1

r
d3r (A.260)

積分領域を考えると奇関数の寄与は 0なので∫
ϵ

X (r′) f (r) d3r = −f (0)
∫
ϵ

[
a1b1

∂2

∂r21
+ a2b2

∂2

∂r22
+ a3b3

∂2

∂r23

]
1

r
d3r (A.261)

1
r は球対称な関数なので、aibi を内積の平均値に置き換えれば∫

ϵ

X (r) f (r) d3r = −f (0)
3

a · b
∫
ϵ

∇2 1

r
d3r (A.262)

∇2 1
r = −4πδ3 (r)なので ∫

ϵ

X (r) f (r) d3r =
4π

3
a · bf (0)

∫
δ3 (r) d3r (A.263)

=
4π

3
a · b

∫
f (r) δ3 (r) d3r (A.264)

=
4π

3
a · bf (0) (A.265)
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よって ∫
ϵ

f (r)

[
X (r)− 4π

3
a · bδ3 (r)

]
d3r = 0 (A.266)

すなわち

X (r)− 4π

3
a · bδ3 (r) =


0 (r < ϵ)

1

r3

[
a · b− 3

(a · r) (b · r)
r2

]
(r > ϵ)

(A.267)

これらを利用して (A.197)を位置空間に逆フーリエ変換すれば以下を得る(
E −m1c

2 −m2c
2 − p2

1

2m1
− p2

2

2m2
+

p4
1

8m3
1c

2
+

p4
2

8m3
2c

2

)
ψ++ (r1, r2)

= q1

[
ϕ (r1)−

iℏp1 · E (r1)− ℏ [p1 × E (r1)]σ1

(2m1c)
2 − 2A (r1) · p1 + ℏB (r1) · σ1

2m1c

]
ψ++ (r1, r2)

+ q2

[
ϕ (r2)−

iℏp2 · E (r2)− ℏ [p2 × E (r2)]σ2

(2m2c)
2 − 2A (r2) · p2 + ℏB (r2) · σ2

2m2c

]
ψ++ (r1, r2)

+
q1q2
4πε0

1
r
−
iℏp1 ·

[
−grad1

1
r12

]
− ℏ

[
p1 ×

[
−grad1

1
r12

]]
σ1

(2m1c)
2
r312

−
iℏp2 ·

[
−grad2

1
r12

]
− ℏ

[
p2 ×

[
−grad2

1
r12

]]
σ2

(2m2c)
2
r312

− 1

4m1m2c2

(
4

[
p1 · p2

r
− 1

2r12

[
p1 · p2 −

(p1 · r12) (p2 · r12)
r212

]
− 2ℏ

([
p1 ×

[
−grad1

1

r12

]]
σ2 +

[
p2 ×

[
−grad2

1

r12

]]
σ1

)
+ 4π (σ1 · σ2) δ

3 (r12)

−4π

3
σ1 · σ2δ

3 (r12) +

(
Xσ (r)−

4π

3
σ1 · σ2δ

3 (r12)

)])]
ψ++ (r1, r2) (A.268)

Xσ (r)−
4π

3
σ1 · σ2δ

3 (r12) =


0 (r = 0)

1

r3

[
a · b− 3

(σ1 · r) (σ2 · r)
r2

]
(r ̸= 0)

ただし、

grad2
1

r
= −grad1

1

r
=

r12
r3

これを整理すれば、以下の Dirac-Coulomb-Breitハミルトニアンが得られる。

Wψ++ (r1, r2) = (H0 +H1 +H2 +H3 +H4 +H5 +H6)ψ++ (r1, r2) (A.269)

W = E −m1c
2 −m2c

2 (A.270)

H0 =
p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+ q1ϕ (r1) + q2ϕ (r2) +

q1q2
4πε0r12

(A.271)

H1 = − p4
1

8m3
1c

2
− p4

2

8m3
2c

2
(A.272)
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H2 = − 1

4πε0

q1q2
2m1m2c2

1

r12

[
p1 · p2 +

(p1 · r12) (p2 · r12)
r212

]
(A.273)

= − 1

4πε0

q1q2
2m1m2c2

1

r12

[
p1 · p2 +

∑
i,j r

12
i r

12
j p

1
i p

2
j

r212

]
(A.274)

H3 =
q1ℏ
2m1c

 [p1 × E (r1)] +
[
p1 ×

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]
2m1c

−
2
[
p2 ×

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]
2m2c

σ1

(A.275)

+
q2ℏ
2m2c

 [p2 × E (r2)] +
[
p2 ×

[
−grad2

q1
4πε0r21

]]
2m2c

−
2
[
p1 ×

[
−grad2

q1
4πε0r12

]]
2m1c

σ2

(A.276)

H4 = −iℏ

[
q1

(2m1c)
2

[
p1 · E (r1) + p1 ·

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]
(A.277)

+
q2

(2m2c)
2

[
p2 · E (r2) + p2 ·

[
−grad2

q1
4πε0r12

]]]
(A.278)

H5 =
1

4πε0

q1q2
4m1m2c2

[
−8π

3
(σ1 · σ2) δ

3 (r12) +
1

r312

[
σ1 · σ2 −

3 (σ1 · r12) (σ2 · r12)
r212

]′]
(A.279)

H6 = −
[
q1ℏ
2m1c

B (r1) · σ1 +
q1ℏ
2m2c

B (r2) · σ2

]
− 2

[
q1ℏ
2m1c

A (r1) · p1 +
q1ℏ
2m2c

A (r2) · p2

]
(A.280)

ただし、H5 の []′の項は r ̸= 0でのみ評価し、r = 0では 0として扱う。これらのハミルトニアン
はそれぞれ、

H0 :非相対論的な運動

H1 :運動エネルギーの相対論的な補正

H2 :電子が生成する磁場の遅延に起因する、古典的な相対論効果の補正

H3 :スピンと起動角運動量の相互作用

H4 :電場との相互作用

H5 :2粒子のスピン-スピン相互作用

H6 :スピンと磁場の相互作用

を表す。

Vi (r1, r2) = ϕ (ri) +
qj
r12

(A.281)
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とすれば、

H3 =
q1ℏ
2m1c

 [p1 × [−grad1 V1 (r1, r2)]]

2m1c
−

2
[
p2 ×

[
−grad1

q2
4πε0r12

]]
2m2c

σ1 (A.282)

+
q2ℏ
2m2c

 [p2 × [−grad2 V2 (r1, r2)]]

2m2c
−

2
[
p1 ×

[
−grad2

q1
4πε0r12

]]
2m1c

σ2 (A.283)

H4 = iℏ

[
q1

(2m1c)
2 [p1 · [−grad1 V1 (r1, r2)]] +

q2

(2m2c)
2 [p2 · [−grad2 V2 (r1, r2)]]

]
(A.284)

と書くこともできる。

B Breit-Rabi equation

静磁場B 中の基底状態のミューオニウムや基底状態のミューオニックヘリウム原子のスピンハ
ミルトニアンは

H = h∆νI · J + µe
BgJJ ·B − µµ

Bg
′
µI ·B (B.1)

である。ここで hはプランク定数、h∆νは超微細構造、I、J はそれぞれミューオンと電子のスピン
演算子、µe

B , µ
µ
B は電子、ミューオンの磁気モーメントの大きさ、gJ , g′µは束縛状態の電子、ミュー

オンの g因子である。第一項は電子とミューオンの超微細相互作用、第二項と第三項はゼーマン効
果を意味する。Hは全スピン演算子 F = I + J とその z成分 hatFz と交換する。B = (0, 0, B0)

を仮定し、電子、ミューオンのスピンをそれぞれmJ ,mI とすれば

H =
1

4



(mI ,mJ ) =
(
1
2 ,

1
2

) (
1
2 ,−

1
2

) (
− 1

2 ,
1
2

) (
− 1

2 ,−
1
2

)
h∆ν + 2

(
µe
BgJ − µµ

Bg′
µ

)
B0 0 0 0

0 −h∆ν − 2
(
µe
BgJ + µµ

Bg′
µ

)
B0 2h∆ν 0

0 2h∆ν −h∆ν + 2
(
µe
BgJ + µµ

Bg′
µ

)
B0 0

0 0 0 h∆ν − 2
(
µe
BgJ − µµ

Bg′
µ

)
B0



H,F ,hatFz の同時固有状態 |F,mF = mI +mJ⟩の固有値 E を求めるためにHを対角化する。H
の固有値 λは

λ =
h∆ν

4
± 1

2
(gSµB + gµµµ)B0, −

h∆ν

4
± 1

2

√
(h∆ν)

2
+ ((gSµB − gµµµ)B0)

2

であり、固有ベクトルは
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
1

0

0

0

,


0

b

c

0

,


0

0

0

1


の 4通り。ただし、

x =
(gSµB + gµµµ)

h∆ν
B0

b2 =
1

2

[
1∓ x√

1 + x2

]
c2 =

1

2

[
1± x√

1 + x2

]
固有ベクトルを並べた行列

P =


1 0 0 0

0 b1 b2 0

0 c1 c2 0

0 0 0 1


が逆行列 P−1 を持つためには

detP = b1c2 − b2c1

̸= 0

でなければならない。このとき余因子を用いて P−1 を考えると

P−1 =
1

b1c2 − b2c1


(−1)1+1 (b1c2 − b2c1) 0 0 0

0 (−1)2+2c2 (−1)2+3c1 0

0 (−1)3+2b2 (−1)3+3b1 0

0 0 0 (−1)4+4 (b1c2 − b2c1)


であり、
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PP−1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


なので、

c2 = −b1
b2 = c1

すなわち

b =
1√
2

[
1∓ x√

1 + x2

]1/2
c =

1√
2

[
1± x√

1 + x2

]1/2
(複号同順)とすれば

P =


1 0 0 0

0 b c 0

0 c −b 0

0 0 0 1

, P−1 =


1 0 0 0

0 b c 0

0 c −b 0

0 0 0 1


このとき

PHP−1 =
h∆ν

4


1 + 2x − 4µµ

Bg′
µB0 0 0 0

0 −
(
b2 + c2

)
+ 2x

(
c2 − b2

)
+ 4bc 2

(
c2 − b2

)
− 4xbc 0

0 2
(
c2 − b2

)
− 4xb1c1 −

(
b2 + c2

)
− 2x

(
c2 − b2

)
− 4bc 0

0 0 0 1 − 2x − 4µµ
Bg′

µB0


これが対角行列になるのは、bc > 0の場合

b = ± 1√
2

[
1− x√

1 + x2

]1/2
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c = ± 1√
2

[
1 +

x√
1 + x2

]1/2
bc < 0の場合

b = ± 1√
2

[
1 +

x√
1 + x2

]1/2
c = ∓ 1√

2

[
1− x√

1 + x2

]1/2
(複号同順)。よって

PHP−1 =
h∆ν

4


1 + 2x− 4µµ

Bg
′
µB0 0 0 0

0 −1± 2
√
1 + x2 0 0

0 0 −1∓ 2
√
1 + x2 0

0 0 0 1− 2x− 4µµ
Bg

′
µB0


この対角行列はエネルギー固有値を意味し、固有状態との対応を考えれば

PHP−1



|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|0, 0⟩
|1, 0⟩
|1,−1⟩



=
h∆ν

4


1 + 2x− 4µµ

Bg
′
µB0 0 0 0

0 −1 + 2
√
1 + x2 0 0

0 0 −1− 2
√
1 + x2 0

0 0 0 1− 2x− 4µµ
Bg

′
µB0





|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|0, 0⟩
|1, 0⟩
|1,−1⟩


となる。

H



|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉

 = HP−1P



|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉


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= HP−1



|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|1, 0⟩
|0, 0⟩
|1,−1⟩


なので、改めて

x =
(gSµB + gµµµ)

h∆ν
B0

s =
1√
2

[
1− x√

1 + x2

]1/2
c =

1√
2

[
1 +

x√
1 + x2

]1/2
とすれば



|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|1, 0⟩
|0, 0⟩
|1,−1⟩

 = P



|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉



=


1 0 0 0

0 s c 0

0 c −s 0

0 0 0 1





|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉


|F,mF ⟩を並べ替え、



|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|1, 0⟩
|1,−1⟩
|0, 0⟩

 =


1 0 0 0

0 s c 0

0 0 0 1

0 c −s 0





|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉


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= P ′



|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉


とすると

P ′−1 =


1 0 0 0

0 s 0 c

0 c 0 −s
0 0 1 0


であり

P ′ (HHFS +HBz)



|mI ,mJ⟩∣∣ 1
2 ,

1
2

〉∣∣ 1
2 ,−

1
2

〉∣∣− 1
2 ,

1
2

〉∣∣− 1
2 ,−

1
2

〉



= P ′ (HHFS +HBz)P
′−1



|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|1, 0⟩
|1,−1⟩
|0, 0⟩



=
h∆ν

4


1 + 2x− 4µµ

Bg
′
µB0 0 0 0

0 −1 + 2
√
1 + x2 0 0

0 0 1− 2x− 4µµ
Bg

′
µB0 0

0 0 0 −1− 2
√
1 + x2





|F,mF ⟩

|1, 1⟩
|1, 0⟩
|1,−1⟩
|0, 0⟩



=


E1 0 0 0

0 E2 0 0

0 0 E3 0

0 0 0 E4




|1, 1⟩
|1, 0⟩
|1,−1⟩
|0, 0⟩


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となる。これを整理すれば Breit-Rabi方程式

EF= 1
2±

1
2 ,mF

= −h∆ν
4

−mFµ
µ
Bg

′
µB0 ±

h∆ν

2

√
1 + 2mFx+ x2 (B.2)

が得られる。ただし、ミューオニックヘリウムの場合は磁気モーメントの向きがミューオニウムの
場合と逆なので∆ν と µµ

B をそれぞれ −∆ν と −µµ
B に置き換える必要がある。

B.1 more general case

原子核のスピンが 1
2 ではない場合にも基底状態では Breit-Rabi方程式が成り立つ。原子核のス

ピンを I、磁気モーメントを µI とすれば、ハミルトニアンは以下のように書ける。

H = h∆νI · J + µe
BgJJ ·B − µI

I
I ·B (B.3)

(B.3)の第一項は、昇降演算子 I±, J± を用いれば以下のように書き換えることができる。

HHFS = h∆νI · J (B.4)

= h∆ν

(
IzJz +

I+J− + I−J+
2

)
(B.5)

ただし、演算子Oに対して昇降演算子 O± は以下のように定義される。

O± = Ox ± iOy (B.6)

したがってHHFS はmF = mI +mJ の値を変えず、第二項によりmF の同じ状態が混合される。
よって、ハミルトニアンをmF で並べると以下のようになる

HHFS +Hz =



(mI ,mJ) =
(
I, 12

) (
I,− 1

2

) (
I − 1, 12

)
· · ·

(
−I, 12

) (
−I,− 1

2

)
h∆νI

2 + (
gJµ

e
B

2 − µI)Bz 0 0 · · · 0 0

0 HmF=I− 1
2 ,(00)

HI− 1
2 ,(01)

· · · 0 0

0 HI− 1
2 ,(10)

HI− 1
2 ,(11)

· · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · H−I+ 1
2 ,(01)

0

0 0 0 · · · H−I+ 1
2 ,(11)

0

0 0 0 · · · 0 h∆νI
2 − (

gJµ
e
B

2 − µI)Bz



HmF=M− 1
2
=

 −h∆νM
2 − gJµ

e
B

2 Bz − µI

I MBz h∆ν

√
(I+M)(I−M+1)

√
( 1

2−(−
1
2 ))(

1
2+(−

1
2 )+1)

2

h∆ν

√
(I−(M−1))(I+(M−1)+1)

√
( 1

2+
1
2 )(

1
2−

1
2+1)

2
h∆ν(M−1)

2 +
gJµ

e
B

2 Bz − µI

I (M − 1)Bz


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=

−h∆νM
2 − gJµ

e
B

2 Bz − µI

I MBz h∆ν

√
(I+M)(I−M+1)

2
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gJµ

e
B

2 Bz − µI

I (M − 1)Bz


(
M = I, I − 1, · · · ,−(I − 1)

)
これを以下のように、2× 2の部分行列でまとめる

(HHFS +Hz)



|mI ,mJ⟩

0

0
...∣∣M,− 1

2

〉∣∣M − 1, 12
〉

0
...

0



→ HM− 1
2

( ∣∣M,− 1
2

〉∣∣M − 1, 12
〉
)

(B.7)

こうすれば Bと同様にして
∣∣M,− 1

2

〉と ∣∣M − 1, 12
〉の固有エネルギーを求めることができ、以下の

一般の場合の Breit-Rabi方程式が得られる。

EF=mF± 1
2 ,mF

= −h∆ν
4

− µI

I
mFBz ±

1

2

√
(h∆ν)

2

(
I +

1

2

)2

+ 2h∆ν
(
gJµe

B +
µI

I

)
mFBz +

(
gJµe

B +
µI

I

)2
B2

z

(B.8)
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L. Laub, C. Lehner, L. Lellouch, I. Logashenko, B. Malaescu, K. Maltman, M.K. Marinković,
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