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要旨

一般相対性理論では時空の曲がりによって重力の作用が説明され, この時空の曲がりはアインシュタ
イン方程式に従う. アインシュタイン方程式は非線形偏微分方程式であり, それに伴う非線形現象がし
ばしば重力系の時間発展に重要な影響を及ぼす. 本論文ではそのような非線形現象によって引き起こさ
れる, (漸近)Anti-de Sitter(AdS) 時空中での乱流的現象に注目する. ここで AdS時空とは最大対称空
間で負の宇宙項を持つアインシュタイン方程式の解であり, 漸近 AdS時空とは遠方で AdS時空に漸近
する解の総称である. (漸近)AdS時空はそこでの重力理論と遠方境界における量子場の理論の双対性が
指摘されて以降, 素粒子理論, 超弦理論, 重力理論の分野で特に注目されるようになり, 今でも関連する
様々な研究が行われている. また近年, AdS 時空中での重力を伴う場のダイナミクスにおいて, 非線形
相互作用に由来する一種の不安定性の存在が示唆され, この現象を理解するための研究が重力理論の研
究者を中心に進められている. ここで注目されている不安定性とは, AdS 時空に対して有限のエネル
ギーを伴う摂動を加えたとき, それがどれほど小さな振幅であっても, 十分時間が経てば, 大きな波数を
持ったモードが励起され, 最終的にブラックホールが形成されるというものである. この不安定性が生
じる一般的条件や, その動的過程の後の可能な終状態については未だ完全に明らかとなっておらず, 盛
んに研究が続けられている. 非線形なダイナミクスによってエネルギーが大きなスケールから小さなス
ケールに流れる様子は乱流現象におけるエネルギーカスケードと類似しており, しばしば AdS時空中で
の乱流現象と呼ばれるため, 本論文でもこの呼称を用いる.

AdS 時空中における乱流現象の発現において, 必要となる重要な要素として, 本来 AdS 時空の持つ,

場や粒子を有限領域に閉じ込める効果と, 考える場の非線形相互作用が挙げられる. しかしこの乱流現
象がどれほど一般的に発現するかといった普遍性は未だ未解明であり, 非線形相互作用のある, 異なる
系を用いて解析することは, AdS時空中における乱流現象の理解を一歩進めることにつながると考えら
れる. そこで, 本論文では AdS時空中で非線形な運動方程式に従い, 比較的扱いやすいダイナミクスを
持ったオブジェクトとして南部後藤開弦の運動を解析することとした. 簡単のため背景時空を 2+1 次
元 AdS時空 (AdS3)とし, その中での有限の長さを持った南部後藤開弦の運動を数値計算によって解析
した. 開弦の場合, 端点で境界条件を課す必要があるが, 本論文では以下の 2つの異なる境界条件につい
て調べた. その一つは自由端境界条件であり，もう一つは端点が動径方向には固定されており，角度方
向にだけ自由に動ける境界条件である．端点が自由端の場合は先行研究によって無限個の保存量が存在
することが知られており, 可積分であることから乱流的現象が生じないと予想されるが, もう一つの境
界条件では保存量の存在が明らかでなく, 乱流的現象がみられる可能性がある.

ここでは, まっすぐな弦が定常回転する, Gubser-Klebanov-Polyakov (GKP) 弦と呼ばれる解を用
いて初期条件を構成した. GKP解は本論文で考えている両方の境界条件を満たしており, この弦に摂動
を加え, それぞれの境界条件の下での運動を見ることで, 境界条件による弦の運動の違いを調べた. 数値
シミュレーションを用いて弦の運動を数値計算した結果, 自由端境界条件の場合, 小スケールの揺らぎ
が増幅されることはなく, GKP 解に対して比較的長波長の揺らぎが重ねあわされた運動が続いた. 一
方, 端点が動径方向の運動にのみ制限されている場合は小スケールの揺らぎが増幅し, それに伴い開弦
が複雑に折れ曲がり, ランダムな運動が見られた. また, エネルギースペクトルでは端点が自由に動ける
場合はほぼ時間変化がなかったが, 端点が動径座標一定面に固定されている場合はエネルギーカスケー
ドによって大きな波数を持ったモードが励起される様子が見られた.

以上のように, 本論文における解析から, AdS3 時空中の南部後藤開弦の運動における乱流現象の発現
には, 境界条件が深く関わっていることが明らかとなった. これは一般の AdS 時空における乱流現象に
おいても境界条件が重要となる可能性を示唆する結果と言える.
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第 1章

導入

1.1 背景と動機
本学位論文において, 著者が自らあげた研究成果は第 4章, 第 5章で述べられており, 重力
相互作用そのものを直接扱ったものではないが, その動機は重力系における非線形相互作用
の理解にあるため, まずは一般相対性理論についての一般的な説明から始める.

地球に住む我々は経験的に質量のある物体が地面に落ちることを知っている. このことは,

ニュートンの運動方程式を考えると, 物体に地面へ向かう向きの力が働いていることを意味
する. この力を我々は重力と呼ぶ. この重力が電磁気的な力や近接力と大きく異なる点はその
力の大きさが質量 (慣性質量)に比例しているように見えることである. つまり, 重力の強さ
を特徴づける質量 (重力質量)と物体の慣性の大きさを特徴づける質量が比例するということ
が観測的な事実として存在するのである. アインシュタインはこの観測的事実を原理 (等価原
理)として採用し, 一般相対性理論を着想するに至った. 一般相対性理論は発表から 100年以
上経った今も, 観測との明らかな矛盾が見つかっておらず, 我々の宇宙において重力の関与す
る現象を非常によく説明する.

等価原理には, その条件によっていくつかの種類があるが, 今日において強い等価原理と呼
ばれているものは, 重力下で行われる如何なる局所的な (重力も含んだ)実験もその結果は重
力の存在に依存しない, というものである.ここで「局所的」とは系全体に及ぼされている重
力の潮汐力が無視できるほど考えている実験系が小さな領域で閉じていることを意味する.

例えば, 地表に立っている我々は物体が下に向かって加速されるように見えるが, これは我々
が地表から上向きに力を受けて加速していると解釈すると, 重力ではなく, 非慣性系に乗って
いる我々から見た慣性力とみなすことができる. このように等価原理は, 任意の時空点近傍で
の重力は慣性系から一様な加速度で運動している系の慣性力と区別できないことを意味して
いる. 等価原理の下ではあらゆる物体が, その個々の性質に依らず, まったく同様に重力の作
用を受ける. これを自然な形で説明しようとしたとき, 重力を個々の物体間に働く力ではな
く, 時空の性質そのものに由来するものであると考えるのは非常に尤もらしい解釈である. 一
般相対性理論では等価原理を満たすために重力は時空の曲がりによって生じると考える. 時
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空の曲がりは線素 ds2, 或いは計量テンソル gµν によって表され, 一般に

ds2 = gµν(t,x)dxµdxν (1.1)

と書かれる.

さて, 重力が時空の曲がりによって説明されるのならば, 時空の曲がりを生む源が何かを説
明する必要がある. 万有引力の法則と等価原理はあらゆる物質が同様に重力相互作用を行う
ことを示唆しており, あらゆる物質が重力の源となると考えて良いだろう. つまり, 物質の存
在そのものが重力場を生み出し, その重力場によって物質の運動が影響を受けるのである. こ
の重力場と物質分布の関係を与える基礎方程式がアインシュタイン方程式であり, しばしば
以下のように書かれる:

Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν = 8πGNTµν , (1.2)

Rµν =
∂

∂xγ
Γγ
µν − ∂

∂xν
Γγ
µγ + Γγ

αγΓα
µν − Γγ

ανΓα
µγ , (1.3)

Γα
βγ =

1

2
gαδ

(
∂gδβ
∂xγ

+
∂gδγ
∂xβ

− ∂gβγ
∂xδ

)
, (1.4)

ここで右辺の Tµν , GN はそれぞれ物質分布によって与えられるエネルギー運動量テンソル,

重力定数で左辺の Rµν , Rはそれぞれリッチテンソル, リッチスカラーと呼ばれる計量の微分
を用いて表される量, また Λは宇宙定数である.

この式からもわかるように, アインシュタイン方程式は非線形偏微分方程式であり, しばし
ば重力系では非線形現象がその系の時間発展に重要な役割を果たすことがある. 本論文では
特に, (漸近)Anti-de Sitter(AdS)時空中での非線形現象に着目する.

AdS時空は負の宇宙定数を持つ真空 (Tµν = 0)のアインシュタイン方程式の解で, 最大対
称空間となっている. 漸近 AdS時空は遠方において漸近的に AdS時空に近づく時空の総称
である. 負の宇宙項を持つ漸近 Anti-deSitter(AdS)時空は 1998年の AdS5 × S5 上の Type

IIB 超弦理論と 4次元 N = 4 SU(N) super Yang-Mills (SYM) 理論 [1]の双対性の発見以
来多くの注目を浴びており, この対応あるいは類似の拡張された対応は広く AdS/CFT対応
と呼ばれている.AdS/CFT対応は, 適切な極限をとると, 漸近 AdS時空上の古典重力理論と
強結合系の場の理論の対応を与える. これにより, しばしばある一方の理論で求めるのが困難
な量をもう一方の理論で代わりに求めることができる場合がある. ただし, AdS/CFT対応は
完全に証明されたものではなく, 様々な状況での検証が今も続けられている.

AdS/CFT 対応を考える上で AdS 時空の動的安定性は非常に重要な要素と言える. AdS

時空が線形摂動に対して安定であることは古くから知られていたが [2] 非線形性を取り入
れた目立った解析は 2011 年までなされて来なかった. そのような中, 2011 年に Bizon と
Rostworowskiの論文 [3]において, 負の宇宙項を持つ 3 + 1次元アインシュタイン無質量実
スカラー理論を用いて, 球対称系の動的数値解析を行った. そこで彼らは, 初期に与える摂動
の振幅がどんなに小さくても, 十分時間が経つとブラックホールが形成されるという傾向を発
見した. 現在この現象は AdS時空の非線形動的なある種の不安定性であると解釈され, AdS
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不安定性と呼ばれている. また, AdS 不安定性は大きなスケールから小さなスケールへのエ
ネルギーのカスケード的な流れであるエネルギーカスケードによって引き起こされていると
考えられている [3]. これによって, エネルギーが十分小さな領域に局在化することができ, ど
れほど小さい摂動でもブラックホールを形成できるのである. このエネルギーカスケードは
流体力学における乱流現象においてしばしば観測されるものと類似であり, AdS時空におけ
る乱流現象と呼ばれることもある. 本論文においてもこれに従い, エネルギーカスケードが起
こる場合を単に乱流と呼ぶことがある. AdS時空上の乱流が生じるためには, 漸近 AdS時空
の共形時間的境界によって場が反射され, 有限時間に場が戻ってくるという性質（閉じ込め）
と [4] 異なる空間スケールのモードがエネルギーのやり取りをするために運動方程式の非線
形性が重要であると考えられる.

文献 [3]の研究の後, 数値計算を用いた解析だけでなく, 非線形摂動解析も含めて, AdS不
安定性に関する研究が多くなされた [5–8]. ただし, AdS不安定性は未だに一般的な状況で示
されたわけではなく, それが起こるための条件がどのようなものであるかはわかっていない.

また, エネルギーカスケードが起きたとしても, その終状態が必ずしもブラックホール形成と
なるかどうかもわかっておらず, その性質の解明のために様々な角度からの検証が必要とさ
れている. ここではエネルギーカスケードを伴う AdS不安定性がどのくらい普遍的な現象な
のか, その発現に関わる要素は何かという点に注目しよう. 例えば, もともとの AdS不安定性
は無質量スカラー場の重力相互作用における非線形性が重要な役割を果たしていたが, 非線
形ダイナミクスを起こす要因が重力相互作用である必要はあるのか, エネルギーカスケード
が起きるために, 重力相互作用というのがどこまで本質的に重要なのかを見るためには, (漸
近)AdS 時空中において別の非線形ダイナミクスを調べることが重要となる. その一つとし
て, AdS時空を運動する南部後藤開弦を考えることができる. AdS時空上を運動する南部後
藤開弦の運動は非線形であることが知られており, そこでの乱流の研究は [9–11]で行われて
いる. それらはいずれも開弦の両端が AdS時空の共形時間的境界に位置している場合であり,

エネルギーカスケードを伴う乱流的現象が確認されている. また, 本論文の付録 Cにおいて
明らかにしたように, 端点の端が AdS境界上にある真っ直ぐな弦を背景解として, 非線形摂
動解析を行った結果, 無質量スカラー場に見られる AdS不安定性と同様の性質を持つことが
わかった. 本研究では特に, 乱流の発現が開弦の端点に課される境界条件によってどのように
変化するかを詳しく調べることを目的とする.

本研究において境界条件に対する依存性に注目するもう一つの動機は, AdS時空中の弦の
運動における可積分性についての先行研究にある. 弦の運動は無限次元自由度を持っており,

そこでの可積分性とは無限個の保存量が存在する性質である. 例えば, 閉弦の運動は可積分系
であることが知られている [11]. 開弦の場合, 保存量の存在は境界条件に依存し, 状況によっ
てその可積分性が変わることが先行研究 [11]で明らかとなった. 保存量は場の運動を制限す
ると考えられる. ゆえに保存量が多くなるにつれ, その運動は規則的になると期待できる. 乱
流は一般に乱雑な流れを生むことから, 保存量が多く, より規則的な運動に制限される可積分
系では乱流は起きにくいと考えられる. 逆に乱流的現象が観測されれば,その系が非可積分で
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あることを強く示唆する結果と言える. 本研究では先行研究 [11]で可積分性が明らかとなっ
ていない境界条件の場合について数値解析を行い, 乱流的現象の有無を調べることで可積分
な場合との比較を通して, 系の可積分性についての示唆を得るとともに, 境界条件が乱流的現
象の発現にどのように影響するかを調べる.

1.2 方法と結果
著者が自らあげた主な研究成果は第 4章, 第 5章で述べられており, そこで用いられた方法
と結果をまとめる.

本研究では AdS3 時空を運動する南部後藤開弦の運動に対して二つの異なる境界条件の下
でシミュレーションを行い, その動的振る舞いを調べる. 与える境界条件は文献 [11]で可積分
系と示された自由端の場合と, 端点が動径方向には固定されており, 角度方向にだけ自由に動
ける境界条件である.

この 2つの境界条件による運動の違いを見るために, まっすぐな弦が定常回転するGubser-

Klebanov-Polyakov(GKP) 弦 [12]と言われる解に初期に摂動を加え, その後の運動を数値的
に調べる. ここで, GKP 弦は上記の二つの境界条件をいずれも満たしており, 摂動について
も同様に二つの境界条件を満たすものを考える.

結果として, 自由端の場合はエネルギーカスケードを伴う乱流的現象を見ることができな
かった. 一方で端点の動径方向の運動のみが制限されている場合には適切な波数分解を行っ
た上でエネルギーカスケードが確認され, 乱流的現象が確認された. これらは AdS3 時空を運
動する弦の運動において乱流現象の発現が境界条件に依存することを意味する. また, 上で述
べた可積分系と乱流の関係から, 端点の動径方向の運動のみが制限されると非可積分系にな
るという示唆を得たことになる.

1.3 構成
本学位論文において著者の研究の結果は第 4.5節から第 4.7節, また付録 Cに与えられて
いる. 第 2章から第 3章までは本章で述べた本研究の背景をより詳しく知るための概説であ
る. 第 2章では AdS時空の基本的な性質と AdS不安定性を紹介し, 第 3章において弦の基本
的な性質から AdS時空上の閉弦と開弦の可積分性について概説する. また AdS3 時空上を運
動する無限の長さを持った弦の運動について文献 [11]に基づき紹介した後, 第 4章で著者の
研究である AdS3 時空上の有限の長さを持った弦の運動を紹介する.

第 4章では冒頭に本論文で扱う境界条件を述べた後に, 第 4.1節で数値計算で使う運動方程
式を紹介し, 第 4.2節でエネルギーと角運動量を定義する. 第 4.3節で, 本論文で扱う境界条
件をいずれも満たし, 背景解として用いる GKP解を導入する. 第 4.4節で具体的な初期摂動
の与え方を解説し, 第 4.5節でそれぞれの境界条件が課された弦の定性的な振る舞いを概観す
る. より詳しい解析として, 第 4.6節で弦の端点の運動に対してカオス性を測るために初期値
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鋭敏性を調べる. 第 4.7 節ではエネルギースペクトルや角運動量スペクトルからエネルギー
や角運動量のカスケードを調べることで乱流的現象を見る. 第 5章は結論である. 付録 Cで
は著者が行った非線形摂動の解析を紹介し, それ以外の付録は各対応する章を読む際に助け
となる計算を紹介したものとなる.

1.4 記法
この論文の記法は主に文献 [13]に準ずる. まず, ;はターゲット時空の添え字に対する共変
微分, |は弦の世界面上の共変微分である.また, 微分を単に , で表すこともある。第 3章では
ターゲット時空の添え字をギリシャ文字, 弦の世界面の座標の添え字を英字で表す. 2階テン
ソルAαβ に対してA(αβ)は対称化された 2階テンソルを表す. 即ち, A(αβ) = 1

2 (Aαβ +Aβα)

である. dは時空の空間次元を表すとする. また計量を空間的にとる. 即ち 3 + 1次元のミン
コフスキー計量 ηαβ はデカルト座標で ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1)である. 他には光速 cを 1と
し,　アインシュタインテンソルを Gαβ で表す. 特に断らない限りはアインシュタインの縮
約を用いている.
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第 2章

Anti-deSitter時空

ここでは Anti-deSitter(AdS)時空を導入する. この時空は負の宇宙定数 Λ(< 0)を持った
真空のアインシュタイン方程式:

Gαβ + Λgαβ = 0 (2.1)

の解で最大対称空間となっている. AdS 時空での場や粒子, 弦の運動や幾何学量は特に
AdS/CFT対応 [1, 12, 14–17]の文脈で注目され研究されている. AdS時空は対称性の高い
時空であり, AdS時空が持つ対称性の生成子の数はミンコフスキー時空が持つポアンカレ対
称性の生成子の数と同じである. しかし, AdS 時空はミンコフスキー時空とは異なり共形な
時間的境界を持つ時空であり, そこで場の運動を解くときには一般に境界条件を課さなけれ
ばならない. 境界条件は理論との整合性から決まることがあり, しばしば反射境界条件が課さ
れ, そのときの場の運動は有限領域に閉じ込められたときと類似している. すなわち, 境界に
向かう波は反射され有限時間で戻ってくることができる. この性質が AdS不安定性を引き起
こす一つの要因になっていると考えられている.

2.1 AdS時空の導入
[18]の第 2.5節に基づいて AdS時空を紹介する. d+ 1次元 AdS時空は d+ 2次元のミン
コフスキー時空

ds2 = −dX2
0 − dX2

−1 +

d∑
i=1

dX2
i (2.2)

の双曲面

−X2
0 −X2

−1 +
d∑

i=1

X2
i = −ℓ2 (2.3)

として得ることができる. ℓは AdS半径と呼ばれ, 宇宙定数 Λとの関係は Λ = − (d−1)(d−2)
2ℓ2

で与えられる. (2.3) から d + 1 次元 AdS 時空の等長変換群は d + 2 次元ミンコフスキー
時空のローレンツ群であることが分かり, SO(2, d) である. この等長変換群の生成子の数は
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d+2C2 = (d+2)(d+1)
2 でこれは d+ 1次元ミンコフスキー時空の持つポアンカレ群の生成子の

数 d+1C2 + d = (d+2)(d+1)
2 と同じである.

双曲面 (2.3) の無限遠 (いずれかの i ∈ {1, 2, . . . , d} で |Xi| → ∞) を AdS 境界という.

AdS境界は時空の空間無限遠であるが, Minkowski 時空の場合とは異なり, 場の運動を考え
るとき, AdS境界上での場の情報は重要である.

2.2 AdS時空の座標
[18]の第 2.5節に基づいて AdS時空の座標系について幾つか紹介する.

2.2.1 Global AdS 座標
µi を

∑d−1
i=1 µ

2
i = 1を満たす方向余弦, t ∈ [−π, π), r ∈ [0,∞)として双曲面 (2.3)を

X0 + iX−1 = ℓeit/ℓ
√

1 +
r2

ℓ2
, Xi = µir, (2.4)

と媒介変数表示すると線素は

ds2 = −
(

1 +
r2

ℓ2

)
dt2 +

dr2

(1 + r2

ℓ2 )
+ r2

d−1∑
i=0

dµ2
i (2.5)

となるが, dΩ2
d−1 を (d− 1)次元球面の線素とすると∑d−1

i=1 dµ
2
i = dΩ2

d−1 より

ds2 = −
(

1 +
r2

ℓ2

)
dt2 +

dr2

(1 + r2

ℓ2 )
+ r2dΩ2

d−1 (2.6)

と表せる. (2.6)は ℓ→ ∞ではミンコフスキー時空になることが分かる. 上の tはX0X−1 平
面の角度でありその範囲は −π ≤ t < π であったが, 普遍被覆という操作を行って tの範囲を
−∞ < t < ∞とする. こうすると AdS時空に時間的な閉曲線が存在しなくなる. (2.6)の動
径座標をコンパクト化 (r = ℓ tanx, t→ t/ℓ) するとこの座標系での線素は

ds2 =
ℓ2

cos2 x
(−dt2 + dx2 + sin2 xdΩ2

d−1) (2.7)

である. このとき, AdS境界は x = π/2にあり, その形状は R× Sd−1 で円筒である. この計
量は共形変換をして ℓ2

cos2 x を外すと空間部分が半分の静的アインシュタイン宇宙になり [18],

x = π/2の面はその接方向に時間方向を持っていることから, AdS境界は共形時間的境界と
呼ばれる.
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2.2.2 Poincare 座標
双曲面 (2.3)を

X0 =
1

2z
(z2 + ℓ2 + |x|2 − t2), X−1 =

ℓt

z
, Xi =

ℓxi
z

(i = 1, . . . d− 2),

Xd−1 =
1

2z
(z2 − ℓ2 + |x|2 − t2)

(2.8)

と媒介変数表示すると AdS時空の線素は

ds2 =
1

z2
(−dt2 + dx · dx + dz2) (2.9)

と共形平坦な形になり, t, z, xi, i = 1, . . . , dは t ∈ (−∞,∞), z ∈ (0,∞), xi ∈ (−∞,∞)の
範囲を動く. また, AdS境界は z = 0に位置しており, 形状は Rd である. 線素 (2.9)は z = 0

だけでなく, z = ∞でも特異的になるが, この面をポアンカレホライズンという. このホライ
ズンは座標特異点であり, ポアンカレ座標が AdS時空全体を覆っていないことに由来するも
のである. AdS時空においてポアンカレ座標が覆っている領域は図 2.1に示してある. 前の
節で AdS 時空の等長変換群は SO(2, d) であることを確認したが, ポアンカレ座標系ではそ
の等長変換を比較的単純な形で表現でき次のようになる: t, xの並進変換, xµ = (t,x)とし
たときのローレンツ変換 xµ → Λµ

νx
ν , スケール変換 t → λt, x → λx, z → λz, そして AdS

時空の特殊共形変換 [19]:

z → z

1 + 2x · b+ b · bA
, xµ → xµ + bµA

1 + 2x · b+ b·bA
, A ≡ z2 + x · x, (2.10)

ここで bµ は定数ベクトルである. また, x · b = −x0b0 +
∑d

i=1 x
ibi であり b · b, x · xは x, b

をそれぞれ b, xに変えたものである. これらが局所的に AdS時空の等長変換全てを表してい
ることは, 生成子の数の総和が d+ d−1C2 + (d− 1) + 1 + d = (d+2)(d+1)

2 となり, AdS時空
の等長変換群の生成子の数と一致していることから分かる.

2.3 閉じ込め
ここでは AdS時空の性質を理解するために AdS時空上の運動が動径方向のみに制限され
ているテスト粒子を考える. そのために最初にテスト粒子の基本事項について紹介しておく.

テスト粒子の運動
ここでの内容は [13] の第 1.3, 1.5 節に基づく. テスト粒子の運動は時空中で曲線を描く.

よって 1 つのパラメータ λ で特徴づけられる. テスト粒子が運動している時空の座標を xα

とすると, 質量mが 0でないテスト粒子の作用は以下のように与えられる:

S = −m
∫
dλ
√

−u′αu′α, u′ ≡ dxα

dλ
(2.11)
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Poincare patch

Poincare horizon

Poincare horizon

AdS 境界

図 2.1: Global AdS 時空中のポアンカレパッチ: オレンジと青の曲面はポアンカレホライズンでその
間の領域をポアンカレ座標ははっている. [9]の Figure 2 を参考にして作った.

この作用を xα で変分を取ることでテスト粒子の運動方程式:

du′α

dλ
+ Γα

βγu
′γu′β = κ(τ ′)u′α, u′α =

dxα

dλ
(2.12)

が得られ, 測地線方程式という. 曲線のパラメータを固有時 τ

gαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 1 (2.13)

にとると (2.12)は
duα

dτ
+ Γα

βγu
γuβ = 0, uα =

dxα

dτ
(2.14)

となる. 今までは質量のある粒子について考えてきたが, 質量のない粒子の運動, 例えば光
の運動も (2.14), (2.12)で表される. 特に測地線方程式が (2.14) となるパラメータを質量の
有無に関わらずアフィンパラメータと呼ぶ. 測地線は u′αu′α の符号に応じて時間的測地線
(u′αu′α < 0), 光的測地線 (u′αu′α = 0), ここでは紹介しなかったが空間的測地線 (u′αu′α < 0)

と呼ばれる. また, 時間的測地線と光的測地線をまとめて因果的測地線と呼ぶ. 最後に測地
線上の保存量について紹介する. またこれ以降の議論は測地線のパラメータをアフィンパラ
メータと取った場合にしか成り立たない. 時空に対称性があるとそれに付随して ξ(α;β) = 0

を満たすキリングベクトル ξ = ξα∂α が存在する. このキリングベクトル ξ を用いて測地線の
保存量 q を q = ξαu

α と構成できる. それは
dq

dτ
= uα;βu

βξα + uαξα;βu
β = 0 (2.15)

が成立するからである. ここで中辺の 1項目では測地線方程式 (2.14)を使い 2項目ではキリ
ング方程式 ξ(α;β) = 0を使った. この事を踏まえて AdS時空の粒子の運動を考える.
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図 2.2: ポテンシャル V (r̂). また範囲 0 ≤ r̂/ℓ ≤ 2でプロットしている.

AdS時空上の粒子の運動
曲線のパラメータをアフィンパラメータにとった因果的測地線を考える. 動径方向にのみ
運動する場合, 粒子の運動は AdS2 時空中での運動と同じである. 以下, 粒子に質量mがある
場合とない場合に分けて考える.

(I) m ̸= 0

アフィンパラメータを固有時 (2.13) にとったときを考える. AdS2 時空の計量は (2.6)

より,

ds2 = −(1 +
r̂2

ℓ2
)dt2 +

1

1 + r̂2

ℓ2

dr̂2 (2.16)

となる. ここで r̂ は r の範囲を拡張したもので r̂ ∈ (−∞,∞) である. このとき, AdS 時空
(2.16)がキリングベクトル ξ(t) = ∂t を持っているから単位質量当たりのエネルギー Ẽ:

Ẽ ≡ −uαξ(t)α = −ut = (1 +
r̂2

ℓ2
)ut, (2.17)

は保存する. 今, 曲線のパラメータを固有時にとっているので E は

E2 =

(
dr̂

dτ

)2

+ 1 +
r̂2

ℓ2
(2.18)

と表せる. よってこのときの “ポテンシャル”V は V = r̂2

2ℓ2 となる. 図 2.2に V の様子を示
す. 式 (2.18)からわかるように粒子の運動は調和振動子と同じ運動をする. また, ut は任意
の r̂ で発散することなく有限の正の値を持つ. ゆえにこれからどんな速度で粒子を発射して
も有限時間 tで再び同じ場所に戻ってくることが分かる. 即ち, 粒子の運動は有限領域に閉じ
込められているのである.
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図 2.3: AdS境界で反射境界条件が課されたときの光の運動

(II) m = 0

このとき, 線素が (2.7)となる座標系 (t, x)を考える. uαuα = 0より, dx
dt は

dx

dt
= ±1 (2.19)

である. t = 0の時に x = 0とすると x = π/2となる tは t = π/2と有限である. つまり有限
の時間で光が AdS境界に達するのである. これは AdS時空中の光の運動は境界条件を与え
ないと決まらないということを意味する. しかし, 理論との整合性から AdS境界でしばしば
反射境界条件が課され (図 2.3を参照), 有限時間で再び同じ場所に戻ってくることができる.

以上のように, 粒子の運動は質量の有無に関わらず有限時間で反射されるという意味で有
限の大きさを持った箱の中での運動と類似する. このことは物質場でも同じで, しばしば大き
さが有限の箱に閉じ込められた場合と類似する運動を行う.

2.4 漸近 AdSブラックホール時空
この節では球対称漸近 AdSブラックホール時空を考える. この時空は AdS/CFT対応にお
いて有限温度の CFTを考える上で重要である. また, 漸近 AdS ブラックホールを考えるこ
とで漸近平坦な Schwarzschild ブラックホールでは見ることのできなかった熱力学的性質を
見ることができる. 具体的には，漸近平坦な場合と異なり, d ≥ 3ではブラックホールの質量
に対して温度が単調にはならないということである. まず, d ≥ 3の場合を紹介し, その後に
d = 2を紹介する. d ≥ 3の場合は文献 [18]の第 15.4節, d = 2の場合は文献 [20]に準ずる.
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2.4.1 d ≥ 3

d ≥ 3の場合の漸近 AdS ブラックホールは Schwarzschild-AdS ブラックホールと呼ばれ,

ℓ→ ∞で Schwarzschild ブラックホールになるものである. その線素は動径座標を面積半径
r にとると,

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1, f(r) = 1 +
r2

ℓ2
− wdMGN

rd−2
, wd =

8π

(d− 2)Ωd−1
,

Ω =
2(π)d/2

Γ(d
2 )

,

(2.20)

と書ける. M = 0のときにこの時空は AdS時空 (2.6)になる. また, 後のために動径座標を
コンパクト化 (r = ℓ tanx, t→ t/ℓ, MSch = wdGNM/ℓd−2)すると, 線素は

ds2 =
ℓ2

cos2 x
(−A(t, x)dt2 +A(t, x)−1dx2 + sin2 xdΩ2

d−1), A(t, x) = 1 − 2MSch(cosx)d

(sinx)d−2

(2.21)

となる.

このブラックホールのホライズンは f(r) = 0を満たす最も大きい r = r+ に位置し, r+ は
M の増加関数である. 温度 T は t → iτ として r = r+ で円錐特異点が生じないという条件
から,

T =
f ′(r+)

4π
=

1

4π

(
dr+
ℓ2

+
d− 2

r+

)
(2.22)

と求まり, このグラフは図 2.4(縦軸は規格化された逆温度 1/(ℓT ) で書いてあることに注意)

のようになる. これから, T は r+ の単調関数ではなく同じ温度を与える r+(M)が 2つある
ことが分かる. また, 温度の最小値を与える r+ は dT

dr+
= 0より r+ = r0 ≡ ℓ

√
d−2
d であり,

そのときの温度は Tmin =

√
d(d−2)

2πℓ である. r+ < r0 では漸近平坦な Schwarzschild ブラッ
クホールと同様にM の増加とともに T も減少する. 一方, r+ > r0 では漸近平坦な場合と異
なり質量が増加するとともに T が増加する. これは比熱が正であることを意味し, 熱力学的
に安定である. r+ < r0 のブラックホールを小さなブラックホールといい, r+ > r0 のブラッ
クホールを大きなブラックホールという. AdS/CFT対応で有限温度 T の CFTを考えたい
場合安定性の観点から, T > Tmin のときは大きなブラックホールを考え, T < Tmin では熱的
な AdS時空を考える.

2.4.2 d = 2

d = 2の場合, 漸近 AdS ブラックホールは BTZ ブラックホール [21]と呼ばれその線素は

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2dϕ2, f(r) =

r2

ℓ2
−M (2.23)



2.4 漸近 AdSブラックホール時空 15

0 1 2 3 4 5

r+/
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

1/
(T

)

d=3
d=4
d=5

図 2.4: d ≥ 3のときの規格化された逆温度 1/(ℓT )と r+/ℓの関係.

と与えられる [20]. ここで簡単のため, より一般的な表式に含まれる角運動量パラメータは 0

とした. ホライズンの動径座標 r+ は r+ = ℓ
√
M であり, 温度 T は

T =
r+

2πℓ2
(2.24)

となる. これから分かるように温度は r+, そしてM の単調増加関数である. よって, 比熱は
正であり熱力学的に安定である.

実はホライズンの外側の線素を適当な座標系を取ることによって AdS3 時空の線素に変換
することができる [14]. 具体的には

X ± Y = ℓ

√
r2 − r2+
r2

e(ϕ±
t
ℓ )

r+
ℓ ,

z =
ℓr+
r
e

ϕr+
ℓ

(2.25)

とすれば線素は
ds2 = ℓ2

−dT 2 + dX2 + dz2

z2
(2.26)

と表され, AdS3 時空のポアンカレ座標の線素 (2.9)と同じである.

d ≥ 3のときと同様に動径座標をコンパクト化 (x = ℓ tanx, t → t/ℓ, M → (M + ℓ2)/ℓ2)

すると線素は

ds2 =
ℓ2

cos2 x
(−A(t, x)dt2 +

dx2

A(t, x)
+ sin2 xdϕ2), A(t, x) = 1 −M cos2 x (2.27)

となる.
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2.5 AdS不安定性
AdS時空はこれまで見てきたように閉じ込めの性質があり, ミンコフスキー時空の安定性
で重要であった無限遠への永続的なエネルギー拡散が起こらない. AdS時空の安定性の非線
形項を取り入れた研究は長い間目立ったものはなかったが, 2011 年に AdS 時空の不安定を
示唆する研究が行われた [3]. この節では文献 [3–5] に基づいて AdS 不安定性について見て
いく.

2.5.1 d = 3の場合
文献 [3]は球対称性を課して, 負の宇宙項を持つ 3 + 1次元アインシュタイン無質量実スカ
ラー場理論を考えた. この理論の運動方程式は 8πGN = 2とすると,

∇α∇αϕ = 0,

Gαβ + Λgαβ = 2Tαβ
(2.28)

であり, Tαβ はスカラー場のエネルギー運動量テンソルで以下のように与えられる:

Tαβ = ∇αϕ∇βϕ− gαβ
2

∇γϕ∇γϕ. (2.29)

時空の線素を

ds2 =
ℓ2

cos2 x
(−A(t, x)e−2δ(t,x)dt2 +A(t, x)−1dx2 + sin2 xdΩ2

2) (2.30)

と置く. δ = 0, A = 1のとき, 式 (2.30)は AdS4 時空 (2.7)(d = 3)となる. ˙≡ ∂
∂τ , ′ ≡ ∂

∂x と
して Π, Φを Π ≡ ϕ̇eδ/A, Φ ≡ ϕ′ と定義するとスカラー場の運動方程式 (2.28)やそれらの定
義から

Φ̇ = (Ae−δΠ)′, Π̇ ≡ 1

tan2 x
(Ae−δΦ tan2 x)′ (2.31)

と運動方程式が求まり, またアインシュタイン方程式 (2.28)から

A′ =
1 + 2 sin2 x

sinx cosx
(1 −A) − sinx cosxA(Φ2 + Π2),

δ′ = − cosx sinx(Φ2 + Π2)

(2.32)

と拘束条件が得られる. 次に時空の質量 M を定義する. 漸近 AdS ブラックホール 時空
(2.21)での質量MSch は

MSch =
sinx

2 cos3 x
(1 −A) (2.33)

と表されており, ここでも質量M を同様に,

M = lim
x→π

2 −0
m(t, x), m(t, x) =

sinx

cos3 x
(1 −A) (2.34)
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と定義する. M は (2.32)より

M =
1

2

∫ π/2

0

dx tan2 xA
(
Π2 + Φ2

)
(2.35)

と書くことができる. (2.28)から場が中心 (x = 0)でテイラー展開できることを課すと

A(t, x) = 1 + O(x2), δ(t, x) = O(x2), ϕ(t, x) = ϕ(t) + O(x2) (2.36)

となる. ここで t → f(t) の座標変換を使って δ(t, 0) = 0 とした. これは A(t, 0) = 1 より
x = 0にいる観測者の固有時が tと一緒になることを課すものである. AdS境界 (x = π

2 )付
近での振る舞いも同様に, 場が x = π

2 で展開できることと質量M(2.35)が有限であることを
課すと

A(t, x) = 1 − 2M
(
x− π

2

)3
+ O

((
x− π

2

)6)
,

δ(t, x) = δ0(t) + O
((

x− π

2

)6)
,

ϕ(t, x) = ϕ3(t)
(
x− π

2

)3
+ O

((
x− π

2

)5)
(2.37)

と求まる. ここで, A の表式に M が現れることは (2.34) から分かる. また, (2.37) から ϕ

の境界条件はディレクレ境界条件となっており, ϕは境界で固定端反射されると考えられる.

(2.37)が成り立つとき, M の時間微分は 0となる. それは (2.34)より

dM

dt
= lim

x→π
2 −0

sinx

2 cos3 x
Ȧ, (2.38)

また, アインシュタイン方程式 Gt
x = 2T t

x より

Ȧ = −A2 cosx sinxe−δΠΦ (2.39)

となるから, dM
dt は

dM

dt
= − lim

x→π
2 −0

2 tan2 xA2e−δΠΦ (2.40)

と表され, (2.37)を使うと dM
dt = 0が示せるからである. 文献 [3]では初期条件を

Φ(0, x) = 0, Π(0, π) =
2ϵ

π
exp

(
−4 tan2 x

π2σ2

)
(2.41)

の形で与えて σ = 1/16とし ϵを変えながら数値計算した. 彼らはブラックホールの形成を見
かけのホライズン (A = 0, 外向きに進む光の膨張率が 0になるところ*1)の発生によって判
断した. 図 2.5 に摂動の振幅の大きさ ϵ と見かけのホライズンが最初に形成されたときの動
径座標 x = xH との関係を示す. 図 2.5では幾つかの系列があるように見え, また, 小さな ϵ

*1 例えば, [13]の第 5. 1. 7項参照
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図 2.5: 見かけのホライズン xH と振幅 ϵの関係. 出典 [3].

でもブラックホールが形成されることが分かる. 幾つかある系列を ϵが大きい方から第 1の
系列, 第 2の系列, 等と呼ぶことにする. まず, 第 1の系列, 即ち (ϵ ≥ ϵ1 ≃ 42.5)*2で何が起
こっているかを説明する. 第 1の系列では初期に与えたスカラー場のエネルギー密度が大き
く, 遠方に拡散することなくすぐに自己重力でブラックホールを形成する. これはミンコフス
キー時空に同じ摂動を加えたときでも生じる現象である. ミンコフスキー時空の場合, ϵ < ϵ1

ではブラックホールが形成されない. なぜならば崩壊する代わりにエネルギーが無限遠へと
拡散してしまい, 再び中心に戻ってくることはないからである. しかし, 今の場合, ϵ < ϵ1 で
もブラックホールが形成されている. このとき何が起きているのだろうか? ミンコフスキー
時空との違いは場の運動は空間無限遠である AdS境界で有限の座標時間 tで反射され, 再び
中心に戻ってくることである. これによって, ミンコフスキー時空の場合で生じる永続的なエ
ネルギーの拡散が起きない. 反射された後, スカラー場は再び集まるがこのときより密に集ま
ることができる. 第 2の系列 32 ≂ ϵ2 ≤ ϵ ≤ ϵ1 では 1回 AdS境界でスカラー場が反射され,

ブラックホールを形成している. 第 3, 第 4等の系列は 2回, 3回等反射され, ブラックホール
が形成されている (図 2.6). 文献 [3]は数値計算で解析を行っているため任意の ϵに対しての
結果を得ることはできない. しかし, 上で確認された事は

AdSd+1 (d ≥ 3)時空上の AdS不安定性 :

「AdSd+1 時空は任意の大きさを持つ (多くのクラスの) 摂動によってブラックホール
が形成されるという意味で不安定である [4]」

*2 ここで 42.5という数字はグラフから読み取った.
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図 2.6: 第 2以上の系列でブラックホールが形成される様子.

ということ示唆する. 文献 [3] ではこの原因を明らかにするために摂動解析を行った. 即ち,

場を

ϕ(t, x) =

∞∑
i=0

ϵ2i+1ϕ2i+1(t, x), (2.42)

A(t, x) = 1 −
∞∑
i=0

ϵ2iA2i(t, x), δ(t, x) =

∞∑
i=1

ϵ2iδ2i(t, x) (2.43)

と展開することで非線形摂動の解析を行った. ここで ϕが ϵの奇数の項, またA, δが ϵの偶数
の項でしか展開されない理由は次の通りである. まず, アインシュタイン方程式とスカラー場
の運動方程式 (2.28)が ϕを −ϕに変える変換で不変である. スカラー場の初期条件を ϵの一
次のみで与えた場合の解を ϕ = ϕ(t, x, ϵ)とすると ϕ(t, x,−ϵ)の初期条件は −ϕ(t, x, ϵ)と等
しい. ゆえに −ϕ(t, x, ϵ)は解なので解の一意性が成り立つとすると ϕ(t, x,−ϵ) = −ϕ(t, x, ϵ)

である. よってこの式を ϵで展開すれば ϕの ϵの偶数項は 0となることがわかる. またアイ
ンシュタイン方程式 (2.28)より, 計量は ϵの偶数項しか持たないことが分かるので (2.43)と
書ける. 以下では ϵの各次数で得られる式を見ていく. また、この項の残りではアインシュタ
イン縮約を用いない。
まず ϵの 1次は (2.28)より

ϕ̈1 + Lϕ1 = 0, L ≡ − 1

tan2 x
∂x
(
tan2 x∂x

)
(2.44)

となる. 境界条件 (2.36), (2.37)の下での演算子 Lに関する固有値問題

Lej = w2
j ej (2.45)

は
ej = dj(cosx)3 2F1(j + 3,−j, 3/2; sin2 x), wj = (2j + 3) (2.46)

と解ける (図 2.7参照). ここで 2F1(α, β, γ; δ)はガウスの超幾何関数であり, また, dj は

dj = 4

√
(j + 1)(j + 2)

π
(2.47)
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図 2.7: ej の形状

である. 内積 (, )を
(f, g) =

∫ π/2

0

tan2 f(x)g(x) (2.48)

と定義すると {ej}j=0,..., は正規直交関数系をなしている. ϕ1 は {ej}j=0,..., を使って

ϕ1(t, x) =
∞∑
j=0

Aj cos(wjt+Bj)ej (2.49)

と展開される. これから分かるように ϕ1 は振動解の線形和なので線形摂動ではこの時空は安
定である. 次に ϵの 2次の方程式から A2, δ2 が

A2(t, x) =
cos3 x

sinx

∫ x

0

dy tan2 y(ϕ̇1(t, y)2 + ϕ′1(t, y)2), (2.50)

δ2(t, x) = −
∫ x

0

dy cos y sin y(ϕ′1(t, y)2 + ϕ̇1(t, y)2) (2.51)

と求まる. 最後に ϵの 3次について考える. このとき得られる方程式は

ϕ̈3 + Lϕ3 = −(Ȧ2 + δ̇2)ϕ̇1 − (A′
2 + δ′2)ϕ′1 − 2(A2 + δ2)ϕ̈1 (2.52)

である. ϕ3 を {ej}j=0,..., を使って

ϕ3 =

∞∑
j=0

cj(t)ej (2.53)

と展開し, cj についての方程式を求めると cos a cos b = 1
2 (cos(a+ b) + cos(a− b))を使って
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一般に

c̈j + w2
j cj =

∑
wl±wm±wn=±wj

Sl,±m,±nAlAmAn cos((wl ± wm ± wn)t+Bl ±Bm ±Bn)

+ (非共鳴項)

(2.54)

と書ける. Sl,±m,±n は定数である. (非共鳴項) は振動数が ±wj と一致しない項をまとめて
表したものであり, cj に対する寄与は微小なものである. これを見るために, 例えば (非共鳴
項)を D, θ を定数として D cos(wkt+ θ), k ̸= j とすると cj は

cj =
D

w2
j − w2

k

cos(wkt+ θ) (2.55)

と求められ, 任意の t で小さいままである. しかし共鳴項は, 例えば A, θ を定数として
A cos(wjt+ θ)とすると

cj =
At

2ωj
sin(wjt+ θ) (2.56)

と求まり, cj の大きさを時間 tに比例して増大させる. 以上を踏まえると ϕ(j) = (ej , ϕ)は

ϕ(j) = ϵAj cos(wjt+Bj) + ϵ3cj

= ϵAj cos(wjt+Bj)

+ ϵ3

 ∑
wl±wm±wn=±wj

Sl,±m,±nt

2wj
AlAmAn sin((wl ± wm ± wn)t+Bl ±Bm ±Bn) + (非共鳴項)


+ O(ϵ5)

(2.57)

となる. ϵ3 の項において共鳴項である 1 項目は j 以外のモードからの寄与も含む. この項
の存在は異なるモードからの励起, 言い換えるとエネルギーが流れていることを示唆する.

しかし, 全ての共鳴項が意味のある励起を担うわけではない. 例えば (2.57) の ϵ3 の項に
A sin(wjt+Bj)があったとしよう. このとき, ϕ(j) の ϵ1 の項とこの項に注目すると

ϵAj cos(wjt+Bj) + ϵ3At sin(wjt+Bj) = ϵAj cos

(
(wj −

ϵ2A

Aj
)t+Bj

)
+ O(ϵ5) (2.58)

となり, 振動数に繰り込める. このような項は振動数の変化のみにしか寄与せずモード間のエ
ネルギーのやり取りにはそれほど寄与しない. 一方 (2.57)の共鳴項で wj の振動数シフトで消
せない項が一般には存在し, そのような項が j モードを大きく励起させる可能性がある. では
文献 [3]に戻って具体的に ϕ1の形を決めてどうなるか見てみよう. まず, (ϕ, ϕ̇)|t=0 = (ϵe0, 0)

として cj を求めてみる. すると ϕ1 = e0 cos(3t)で, 共鳴項は j = 0モードにしか現れない.

よって, j = 0のモードに着目してその ϵ3 の項を求めると c0 = − 153
4π t sin 3tとなるが, この

項は ϵ1 の項の振動数に

ϕ(0) = ϵ cos(3t) − ϵ3
153

4π
t sin 3t ≃ ϵ cos

(
(3 +

153

4π
ϵ2)t

)
(2.59)



22 第 2章 Anti-deSitter時空

と繰り込める. したがって, 摂動は大きくならない. 一方, 2 つのモードの重ね合わせ
(ϕ, ϕ̇)|t=0 = (ϵ(+e0 + e1), 0)のとき, 即ち ϕ1 = ϵ(e0 cos(3t) + e1 cos(5t))のとき, 共鳴項が
j = 2に出現する. ϕ1 には j = 2のモードは存在しなかったのでこの項は一般に振動数に繰
りこめない. したがって, 今の場合, j = 0, 1モードから j = 2モードへのエネルギーの流れ
があると期待できるのである.

これから, 実際に各モードのエネルギーのやり取りを見ていく. そのために各モードのエネ
ルギー En を以下のように定義する:

Ej = Π2
j + w−2

j Φ2
j , (2.60)

ここで
Φj = (e′j ,

√
AΦ), Πj = (ej ,

√
AΠ) (2.61)

である. Φj を e′j で展開している理由は Φは ϕの x微分だからである. また, (e′j , e
′
i) = w2

i δij

である. それは

(e′j , e
′
i) =

∫ π/2

0

dxe′je
′
i tan2 x =

[
eje

′
i tan2 x

]π/2
0

−
∫ π/2

0

tan2 xejLe
′
i = w2

j (ei, ej) = w2
j δij

(2.62)

と示すことができる. Ej を (2.60)のように定義すると

M =

∞∑
j=0

Ej (2.63)

となる. j = 0から j = k モードのエネルギーがエネルギーの総和に占める割合を Σk, 即ち

Σk =
1

M

k∑
j=0

Ej (2.64)

と定義する.

図 2.8 は初期条件が 2 つのモードの重ね合わせで与えられた場合 (ϕ, ϕ̇)|t=0 = (ϵ( 1
d0
e0 +

1
d1
e1), 0)の Σk の時間変化を示している. 時間が経つにつれ k が小さい Σk の値が減少して

いることが分かる. これは j が小さいモードから大きいモードへとエネルギーの流れがある
ことを意味している. j がより大きいモードほど空間的により細かい振動を示し, 中心での値
も大きくなる (図 2.7). 結果として小さい領域でのエネルギーの集中が起きており, これがブ
ラックホール形成, すなわち AdS不安定性の要因の一つと考えられる. この大きなスケール
から小さなスケールへのエネルギーの流れは, 乱流現象においてしばしばみられ, エネルギー
カスケードと呼ばれているため, AdS時空におけるエネルギーカスケードを伴う類似の現象
を AdS乱流と言い表すことがある. 本論文でもこのような表現を用いることにする. まとめ
ると, AdS不安定性においてはエネルギーが空間的に小さなスケールに集中することが本質
的であり, それを担っているのが乱流現象であると考えられる.
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図 2.8: Σk の時間発展の様子. ϵ = 0.088としている. 出典 [3].

2.5.2 d = 2の場合
今までは d ≥ 3での話であった. d = 2ではどうだろうか? d = 2でのブラックホール解
は BTZ ブラックホールと呼ばれ線素は (2.27)で与えられたが, M = −1のとき AdS3 時空
になる. 即ち AdS3 時空と BTZ ブラックホールの間には質量のギャップがあり, これから,

AdS3 時空への微小な摂動はブラックホールを形成できない. しかし, この場合でも乱流を見
ることができるのである. それを文献 [5]に基づいてみていく.

文献 [5]では d = 3のときと同様に AdS3 時空に無質量実スカラー場を加えることを考え
た. 今, 運動方程式は (2.28)において, アインシュタイン方程式の Tαβ の係数を 2から 1に
変えたものを用いる. また, 時空の線素を

ds2 =
ℓ2

cos2 x
(−A(t, x)e−2δ(t,x)dt2 +A(t, x)−1dx2 + sin2 xdψ2) (2.65)

とおく. ここで ψ は周期的座標で ψ ∼ ψ + 2π である. Π ≡ A−1eδϕ̇, Φ ≡ (ϕ)′ と定義すると
これらの運動方程式は

Φ̇ = (Ae−δΠ)′, Π̇ =
1

tanx

(
Ae−δΦ

)′
(2.66)

となり, また, A, δ は以下の拘束条件

A′ = 2 tanx(1 −A) − cosx sinxA(Φ2 + Π2), (2.67)

δ′ = − sinx cosx(Φ2 + Π2) (2.68)

を満たす. 他に使う式はアインシュタイン方程式 Gt
x = T t

x から導かれる

Ȧ = −2A2ΠΦ sinx cosx (2.69)
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である. 質量M を
M = lim

x→π
2 −0

m(t, x), m(t, x) =
1 −A

cos2 x
(2.70)

と定義すると (2.67)により

m′(t, x) = tanxA(Π2 + Φ2) (2.71)

となるのでM は
M =

∫ π/2

0

dy tan yA(t, y)(Π(t, y)2 + Φ(t, y)2) (2.72)

と書くことができる.

さて, d = 3のときと同じように正則性*3と t → f(t)の座標変換の自由度を使うと中心付
近 x ≃ 0では

A = 1 + O(x2), δ(t, x) = O(x2), ϕ(t, x) = f(t) + O(x2) (2.73)

と展開され, AdS 境界付近 x ≃ π/2 では正則性と質量M(2.72) が有限であることを課すこ
とにより

A = 1 −M
(
x− π

2

)2
+ O

((
x− π

2

)4)
, δ = δ(t) + O

((
x− π

2

)4)
,

ϕ(t, x) = f∞(t)
(
x− π

2

)2
+ O

((
x− π

2

)4) (2.74)

と表せられる. これから (2.69)を使うとM が保存することが分かる. A(t, x) = 0が見かけ
のホライズンであるが, 今の場合 A(t, x)がM < 1のとき時間発展で 0にならないことを背
理法で示す. ある時間 t = t0 で初めて A(t, x) が A(t, x) = 0 となったしよう. そのときの
xを x = xh とする. Aは連続で, また境界で A(t, π/2) > 0であるから区間 I = (xh,

π
2 )で

A(t, x) > 0 である. よって (2.71) よりこの区間 I で m′ ≥ 0 である. 一方 x = xh で m は
(2.70)より m(t, xh) = 1

cos2 x ≥ 1である. ゆえにM ≥ 1
cos2 xh

≥ 1となるがこれはM < 1

矛盾する. これから見かけのホライズンが時間発展とともに形成されないことが分かった.

次に乱流的振る舞いを調べるためにスカラー場を固有関数系に展開することを考えよう.

そのためにまず線形摂動方程式を考える. スカラー場の方程式を線形化すると

ϕ̈+ Lϕ = 0, L ≡ − 1

tanx
(tanxϕ′)

′
(2.75)

となる. 境界条件 (2.73), (2.74) の下での演算子 L の固有値 wj とそれに対応する固有関数
ej は

wj = (2j + 2), ej = 2
√
j + 1 cos2 xP

(0,1)
j (cos 2x) (2.76)

と求まる. j ≥ 0 で P
(0,1)
j (cos 2x) は Jacobi の多項式である. 内積 (, ) を (f, g) =∫ π/2

0
dx tanxf(x)g(x)と定義すれば {ej}j=0,...,は正規直交関数系になる. 即ち (ei, ej) = δij

*3 今回の場合は原点で円錐特異点がないことを課す. これより A(t, 0) = 1となる.
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図 2.9: 異なる時刻でのエネルギースペクトルの様子. ϵ = 0.3 としている. 小さい図は線形ー log プ
ロットである. 出典 [5].

が成り立つ. また, その微分も (e′n, e
′
m) = w2

nδnm を満たす. さて, j モードのエネルギー Ej

をΦj = (Φ, e′j), Πj = (Π, ej)を用いて d = 3と同じように定義する,即ちEj = Π2
j +w−2

j Φ2
j

とする. このとき, M =
∑∞

j=0Ej が成り立つ. 文献 [5]では初期条件を

ϕ(0, x) = ϵ exp

(
− tan2 x

σ2

)
, ϕ̇(0, x) = 0 (2.77)

と与えて数値計算を行った. 以下では σ = 1
32 である. 図 2.9に異なる時間でのエネルギース

ペクトルを示す. 見てわかるように時間が経つにつれ, 特定の領域にあるモードのエネルギー
が減少し, j が小さいモードのエネルギーが増加しているが, j が大きいモードのエネルギー
も増加しているのでエネルギーカスケードが起こっている.

[5]は解の解析性の時間変化を解析帯方法 (analyticity strip method) を使って求めた. こ
れは解を複素平面まで拡張した時に, 実軸から最も近い特異点の実軸からの距離を求めるも
のである. この距離を解析半径 ρ(t)という. 解析半径は k ≫ 1で

EK = C(t)k−β(t) exp(−2ρ(t)k) (2.78)

とエネルギースペクトルをフィッティングすることにより求まる. 図 2.10は ρの時間変化を
示している. 図 2.10から ρは時間の増加とともに指数的に減少しているが 0にはならないこ
とが分かる. これはエネルギーカスケードは起きているが解は任意の時間で滑らかであるこ
とを意味する. また, ρ = exp(−t/T )としたとき T ∝ ϵ2 と振る舞うことも文献 [5]で示唆さ
れた.

また, 乱流現象を見る別の指標として Sobolevノルム Ḣ2

(Ḣ2)2 =

∫ π/2

0

dxϕ′′(t, x)2 (2.79)
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図 2.10: 解析半径 ρ(t)の時間変化. 出典 [5].

図 2.11: Ḣ2 の時間変化. 出典 [5].

が考えられる. 図 2.11を見て分かるように Ḣ2 はある時間から指数的に増加していることが
分かる. これは場の空間変化が時間発展とともにより大きくなっていることを意味する.

このように解析半径 ρが指数的に減少し, Ḣ2 が指数的に増加することから 3次元でも乱流
現象が起きていると結論付けられる. 以上から 3次元での AdS不安定性についてまとめると
以下のようになる [4]:

AdS3 時空上の AdS不安定性 :

「AdS3 時空上の十分小さくて, 滑らかな摂動は常に滑らかだが, 解析半径 ρが時間の増
加とともに指数的に減少する [4]」

以上は数値計算による AdS 時空の不安性解析についての紹介である. しかし, 数値計算
では ϵが非常に小さいところを調べるのは困難である. それは不安定性が確認されるまでの
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時間が 1/ϵ2 で増加すると期待されるからである [6]. そこで, その後の研究では 2 時間形式
(Two-Time Formalism)等非線形摂動を用いた解析が試みられている [6]. 一方で，安定な摂
動を探す試みもなされており，その一つの例がこの章で見た初期に一つのモードのみを与え
るというものがあった [3]. 他にも，安定な摂動を探すという方向の研究としては [22]がある.
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第 3章

弦の運動

この章では南部後藤弦について紹介する. 弦が運動する時空はターゲット時空と呼ばれる.

時空中の粒子の軌跡は曲線であったが, 弦の軌跡は時空中で 2次元曲面を描き, 世界面と呼ば
れる. よって, 弦の運動は 2つの座標 σa, a = 0, 1で表される. 後で見るように南部後藤弦の
運動では世界面の面積が極値をとる. AdS時空中を運動する南部後藤弦の運動ではその可積
分性がよく研究されており, 例えば, AdS3 時空上の南部後藤閉弦の運動は可積分系であるが
[11], 開弦の運動になると, 保存量の存在が境界条件に依存することが知られている. この章
では南部後藤弦についての基本的事項をまとめた後, 最後に AdS3 時空上を運動する南部後
藤開弦の運動を調べた研究 [11]を紹介する.

3.1 弦の運動方程式
南部後藤弦の作用は µをテンションとして次のように与えられる ([23]の第 6.1節参照):

SNG = −µ
∫
dσ2

√
−h, h ≡ det(hab), (3.1)

ここで hab は誘導計量で以下のように与えられる:

hab ≡ gαβ
∂xα

∂σa

∂xβ

∂σb
. (3.2)

このように南部後藤弦の作用は世界面の面積で与えられ. その運動では世界面が極値面にな
る. 南部後藤弦の方程式は作用 (3.1)の変分を取ると

xα|abh
ab = Γα

βγx
β
,ax

γ
,bh

ab (3.3)

と運動方程式が導かれる (導出については付録 Aを参照). このように弦の運動方程式は一般
に非線形偏微分方程式である.
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3.2 弦のエネルギー運動量テンソル
弦の作用 (3.1)をターゲット時空上の積分で書き直すと

SNG = −µ
∫
dxd+1dσ2

√
−hδ(d+1)(x− x(σ)) (3.4)

である. これを gµν で変分すると

δSNG = −µ
2

∫
dd+1x

√
−g
∫
dσ2

√
−hhabxµ,axν,bδgµν (3.5)

となり, エネルギー運動量テンソル Tµν は

Tµν√−g = −2
∂SNG

∂gµν
= µ

∫
dσ2

√
−hhabxµ,axν,bδd+1(x− x(σ)) (3.6)

と与えられる. このエネルギー運動量テンソルは保存則:

Tµν
;ν = 0 (3.7)

を満たし, 時空がキリングベクトル ξµ を持つときエネルギー運動量テンソルを使って保存
流を

qµ ≡ Tµνξν (3.8)

と定義できる. qµ が保存流であることは以下のように示せる:

qµ;µ = Tµν
;µ ξν + Tµνξν;µ = T (µν)ξ(ν;µ) = 0, (3.9)

ここで二つ目の等式で (3.7)を, 三つ目の等式でキリングベクトルが満たす方程式を使った.

3.3 カスプ
ここでは弦のカスプと呼ばれる形状について [23]に基づいて紹介する. ここでは弦の座標
は (τ, σ)と表し, また, i, j は 1, 2, 3をとるとする. ターゲット時空を 3 + 1次元のミンコフ
スキー時空にとり, 閉弦の場合を考える (σ ∼ σ + 2π). ターゲット時空の線素は

ds2 = −dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 = ηαβdx
αdxβ (3.10)

である. この節では x0 = t, また ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1)である. まず初めに弦の座標 (τ, σ)

を静的ゲージと呼ばれる次の形にとる:

t = τ, hττ = −hσσ, hτσ = 0. (3.11)

このとき弦の運動方程式は Γα
βγ = 0より簡単になって線形波動方程式

ẍ− x′′ = 0, (3.12)
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になる. ここで, x = (x1, x2, x3)であり, ˙ = ∂
∂τ , ′ = ∂

∂σ である。また, 拘束条件として

hτσ = ẋ · x′ = 0, (3.13)

hττ = −hσσ → 1 − ẋ · ẋ = x′ · x′ (3.14)

が課されている. (3.13), (3.14)をそれぞれ τ で微分すると

ẍ · x′ + ẋ · ẋ′ = 0, (3.15)

ẍ · ẋ + x′ · ẋ′ = 0 (3.16)

が得られる. (3.15)の左辺は (3.14)を σで微分して得られる式を使うことにより (ẍ−x′′) ·x′

となり, さらに運動方程式 (3.12)を使うことで 0になることが示せる. また, (3.16)の左辺も
(3.13)を σ で微分して得られる式を使うことにより同様に 0になることが示せる. よって初
期条件を拘束条件 (3.13), (3.14) を満たすように与えればその後の運動でも満たされるので
ある. さて, (3.12)はよく知られているように任意の関数 x+(t), x−(t)を用いて

x = x+(t+ σ) + x−(t− σ) (3.17)

と解ける. これらは拘束条件 (3.13)より

|ẋ+(t+ σ)|2 = |ẋ−(t− σ)|2 (3.18)

が成り立つ. これから, σ = 0とすれば x+ と x− の微分の絶対値は等しい. 次に, 拘束条件
(3.14)と先ほど得られた (3.18)を使うと

|ẋ+(t+ σ)| =
1

2
(3.19)

となる. よって関数 ẋ+(t+ σ), ẋ−(t− σ)は半径 1
2 の 2次元球面上を運動する. ここで弦の

運動量 P を考える. ミンコフスキー時空には並進対称性 xα → xα + constがあるため, それ
に付随したキリングベクトル ξµ(a) = δµa が存在する. よって (3.8)を空間積分することで, 運
動量 P は

P = µ

∫ 2π

0

dσẋ(t, σ)

= µ

∫ 2π

0

dσ(x′
+(t+ σ) − x′

−(t− σ))

= µ(x+(t+ 2π) − x+(t)) − µ(x−(t+ 2π) − x−(t))

(3.20)

となる. ここで x(t, σ) = x(t, σ + 2π) より,

x+(t+ 2π) + x−(t− 2π) = x+(t) + x−(t) (3.21)

から運動量 P は

P = 2µ(x+(t+ 2π) − x+(t)) = 2µ(x−(t) − x−(t− 2π)) (3.22)
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図 3.1: x2 = (x1)2/3 のグラフ. [23]の Fig6.1を参考に作成.

と表せる. この運動量 P が 0の座標系を考えると
x+(t+ 2π) − x+(t) = x−(t) − x−(t− 2π) = 0 (3.23)

が成り立ち, x+(t), x−(t)は周期 2π の周期関数となる. よって∫ 2π

0

dtẋ+(t) = 0,

∫ 2π

0

dtẋ−(t) = 0 (3.24)

である. (3.24), (3.19) と (3.18) から ẋ+(t + σ) と ẋ−(t − σ) はある時 t = t0, ある場所
σ = σ0 で等しくなり, ẋ(t0, σ0) = 2ẋ+(t0 + σ0)でこの大きさは (3.19)から 1となる. よっ
て t = t0, σ = σ0 で弦は光の速度で動く. τ = τ0, σ ∼ σ0 での弦の形状を調べるために
x を σ で展開して考える. また, 簡単化のため τ0 = 0, σ0 = 0 とし, ミンコフスキー時
空の並進対称性と回転対称性を使って x(0, 0) = 0, ẋ(0, 0) = (1, 0, 0) とする. このとき,

ẋ+(0, 0) = ẋ−(0, 0) = ( 1
2 , 0, 0)で (3.19)を使うと ẍ+(0, 0), ẍ−(0, 0)の x1 成分は 0である

ことが示せる. よって x(0, σ)は σ ∼ 0で
x1(0, σ) = (

...
x 1

+ − ...
x 1

−)σ3 + O(σ4), (3.25)

x2(0, σ) = (ẍ2+ + ẍ2−)σ2 + O(σ3), (3.26)

x3(0, σ) = (ẍ3+ + ẍ3−)σ2 + O(σ3) (3.27)

と一般に展開できる. ゆえに x1x2 平面で考えると (3.25), (3.26)の右辺の第 1項目はそれぞ
れ一般に 0でないのでその形状 x2 ∝ (x1)2/3 となり尖がった形になる (図 3.1). この尖がっ
た形状をカスプという.

3.4 AdS3 時空中での弦の運動
この節では [11, 24] に基づいて, AdS 時空中の弦の運動, 特に保存量についてまとめる.

AdS3 時空上の弦の運動を 2 + 2次元ミンコフスキー時空で考える. AdS3 時空は 2 + 2次元
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ミンコフスキー時空の双曲面

−X2
0 −X2

3 +X2
1 +X2

2 = ηµνX
µXν = −ℓ2 (3.28)

として表されるのであった (2.3). ここで µ, ν = −1, . . . , 2である. また, 弦の運動は 2次元
曲面であるから共形平坦な座標系をとることができ, それを (u, v)とする. このとき,

huu = hvv = 0 (3.29)

である. この式 (3.29)はビラソロ拘束条件またはダブルヌル拘束条件と呼ばれる. このとき
AdS時空上の弦の作用はラグラジアン未定乗数 λを使って

S = µ

∫
dudv(huv − λ(XµXµ + ℓ2))

= µ

∫
dudv(Xµ

,uXµ,v − λ(XµXµ + ℓ2))

(3.30)

と表せる. ここで ∂u, ∂v が両方未来方向を向いている事から huv < 0 であることを使った.

すると, 弦の運動方程式は

Xµ
,uv = −λXµ, (3.31)

となる. λは (3.31)の両辺に Xµ を掛けて (3.28)を使うと

λ =
1

ℓ2
XµX

µ
,uv (3.32)

となる.

拘束条件 (3.29)は閉弦の場合 (境界がない場合), τ ≡ u− v = 一定面で満たされていれば,

その後の運動でも満たされることを示そう. これを示すためには huu,v, hvv,u が 0であるこ
とを示せば良い. huu については以下のように示される:

huu,v = Xµ
,uXµ,uv = −λXµ

,uXµ = 0, (3.33)

ここで (3.28)を uで微分して得られる式:

XµXµ,u = 0 (3.34)

と運動方程式 (3.31)を使った. hvv,u = 0も同様に示すことができる. よって, huu, hvv は初
期面 τ = 一定で満たされいればその後の運動でも満たされる. 開弦の場合 (境界がある場合)

は拘束条件 (3.29)が初期面 τ = 一定とその弦の境界で満たされれば, その後の運動でも満た
されることが示せる.

3.4.1 保存量
第 3.2節で弦の運動において時空の対称性に付随した保存量が存在することを見た. AdS3

時空は SO(2, 2)の等長変換群を持っている. この対称性に付随する保存量を考えよう. ここ
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では弦の座標を τ = u − v, σ = u + v にとって考える. このとき作用 (3.30) はミンコフス
キー計量 ηττ = −ησσ = −1, ητσ = 0を用いて

S =
µ

2

∫
dτdσ(ηabXµ

,aXµ,b − λ(XµXµ + ℓ2)) (3.35)

と表される. なお, a, b = τ , σ である. すると作用 (3.35) はローレンツ変換 X ′α = Λα
βX

β

の下で不変である. ローレンツ変換の微小変換は, ω[αβ] = ωαβ , またMµν をローレンツ変換
の生成子

(Mµν)αβ = ηµβηαν − ηµαηβν (3.36)

とすると
Λα
β = δαβ +

1

2
ωµν(Mµν)αβ , |ωµν | ≪ 1, (3.37)

と書ける. また, Mµν は交換関係

[Mµν ,Mµ′ν′ ] = ηµµ′Mνν′ + ηνν′Mµµ′ − ην′µMνµ′ − ηµ′νMµν′ (3.38)

を満たす.

Xα の変換は
Xα → X ′α = Xα +

1

2
ωγδ(Mγδ)αβX

β (3.39)

なので, ネーターの定理から

ωµνηab∂a(−µXα,b(Mµν)αβX
β) = 0 (3.40)

が成り立つ. ゆえに保存流 jµνa は

jµνa ≡ −µXα,a(Mµν)αβX
β (3.41)

となる.

Li, L̄i(i = 1, 2, 3)を以下のようにMµν の線形結合を取ったものとして,

L0 =
M03 −M12

2
, L1 =

M02 −M13

2
, L2 =

M01 +M23

2
, (3.42)

L̄0 = −M03 +M12

2
, L̄1 =

M23 −M01

2
, L̄2 =

M13 +M02

2
(3.43)

と定義すると, Li, L̄i は交換関係

[L0, L1] = −L2, [L0, L2] = L1, [L1, L2] = L0, (3.44)

[L̄0, L̄1] = −L̄2, [L̄0, L̄2] = L̄1, [L̄1, L̄2] = L̄0, (3.45)

[Li, L̄j ] = 0 (3.46)

を満たす. つまり, Li, L̄i は SL(2, R)の生成子の交換関係を満たす. ゆえに, この弦は対称性
SO(2, 2) ≃ SL(2, R)L × SL(2, R)R を持つ. Li, L̄j に付随する保存流 Jia, Ija は (3.41)の
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jµνa を使って

J0a =
j03a − j12a

2
, J1a =

j02a − j13a
2

, J2a =
j01a + j23a

2
, (3.47)

I0a = −j03a + j12a
2

, I1a =
j23a − j01a

2
, I2a =

j13a + j02a
2

(3.48)

となる.

3.4.2 主カイラル模型
AdS3 時空上の南部後藤弦の運動は主カイラル模型によって記述される. 主カイラル模型は
そのターゲット時空が群で内部座標は 2次元である. この模型は可積分性がよく研究された
模型である. 以下では主カイラル模型において Lax接続が存在することを示した後, ビラソ
ロ拘束条件が課された南部後藤弦の作用が主カイラル模型の作用と一致することを示し, 弦
の運動において無限個の保存量が構成できることを見る.

主カイラル模型の運動
主カイラル模型は群 Gに値を取る場 g ∈ Gの模型であり, その作用は

S = −1

2

∫
dσ2ηab Tr

(
g−1g,ag

−1g,b
)

= −1

2

∫
dσ2ηab Tr(JaJb) = −1

2

∫
dσ2ηab Tr(IaIb)

(3.49)

で与えられる.ここで ηab は 1+1次元のミンコフスキー計量であり, Ja, Ia は

Ja ≡ g−1g,a, Ia ≡ −g,ag−1 (3.50)

である. 以下 g ∈ SL(2, R)として考える. g の運動方程式は作用の変分から

∂aJa = 0, or ∂aIa = 0 (3.51)

と導かれ (付録 B参照), Ja, Ia は保存流となっている. 作用 (3.49)は大域的な変換:

g → gLggR (3.52)

の下で不変であるから, その対称性に付随する保存流が存在する. g → ggR の対称性に対し
ての保存則は, 運動方程式の導出の途中で出てくる δg を含んだ表面項がバルクの項と一致す
るため (付録 B参照)運動方程式と同じく ∂aJa = 0であり, また g → gLg に対しての保存則
も (3.52)と同じである.

Lax接続
ここでまず簡単に Lax接続を [25]の 2.6節に基づいて紹介する. 1+1次元の場の理論を考
える. 時空の座標を (τ, σ)と表したとき, Lax接続 Aa, a = τ, σ は

Aτ,σ −Aσ,τ + [Aτ , Aσ] = 0 (3.53)
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を満たすものとして定義される. この Aa の各成分は一般に正方行列である. そこで Aa を
ゲージ接続と考えるとそれに付随する共変微分 Da は Da = ∂a − Aa と与えられ, 曲率 Rab

は Rab = [Da, Db] と定義されるが, (3.53) を使うと Rab = 0 となる. このことから, (3.53)

はゼロ曲率条件と呼ばれる. 空間が周期的 (σ ∼ σ + 2π)である場合, 以下で定義されるモノ
ドロミー行列 Q:

Q = P exp

(∫ 2π

0

dσAσ

)
(3.54)

のトレースが保存することが示せる. ここで P は経路順序積である. Aa が任意のパラメータ
λ(スペクトルパラメータ)を持っていれば, Qを λで展開することで, その展開係数は保存量
となり, 無限個の保存量を得ることができる.

さて, 主カイラル模型に戻ってみると, Ja, Ia がその定義から以下のゼロ曲率条件*1

∂aJb − ∂bJa + [Ja, Jb] = 0, ∂aIb − ∂bIa + [Ia, Ib] = 0 (3.55)

を満たすことがわかる. 座標をダブルヌル座標 (+,−) に取り, η++ = η−− = 0, η+− =

−1/2として, スペクトルパラメータ λを含む L±, L̄± を

L± =
J±

1 ± λ
, L̄± =

I±
1 ± λ

(3.56)

と定義すると, L± はゼロ曲率条件

∂+L− − ∂−L+ + [L+,L−]

=
1

1 − λ2
(∂+J− − ∂−J+ + [J+, J−] + λ(∂+J− + ∂−J+))

= 0

(3.57)

を満たす. ここで 2行目から 3行目は (3.51)と (3.55)を使った. よって L± は Lax 接続で
あり, L̄も同様に Lax接続であることが示せる. このスペクトルパラメータ λの入った Lax

接続を用いることで, 空間が周期的な場合, モノドロミー行列から無限個の保存量が作れる.

3.4.3 南部後藤弦と主カイラル模型の関係
g ∈ SL(2, R)を t̄, r̄, θ̄ を用いて以下のようにで媒介変数表示する:

g = exp
(
t̄(τ, σ)T 0

)
exp
(
r̄(τ, σ)T 2

)
exp
(
θ̄(τ, σ)T 1

)
, (3.58)

ここで T 0, T 1, T 2 は SL(2, R)の生成子でパウリ行列 σj , j = 1, 2, 3を使って

T 0 =
i

2
σ1, T 1 =

1

2
σ2, T 2 =

1

2
σ3 (3.59)

*1 このゼロ曲率条件は (3.53) で Aa → −Aa としたものである. しかし, この場合も同様にモノドロミー行列
を構成できる.
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と表せる. これらは

[T 0, T 1] = −T 2, [T 1, T 2] = T 0, [T 2, T 0] = −T 1 (3.60)

を満たし, TrTA = 0, また規格化条件は

Tr
(
TATB

)
= γAB , γAB =

1

2
diag(−1, 1, 1) (3.61)

である. γAB を γAB の逆行列, 即ち γAB = 2diag(−1, 1, 1) と定義し, 以下, 大文字のローマ
字に関する添え字の上げ下げはこの γAB で行う. dJ ≡ g−1dg とすると

dJ = (dt̄ cosh r̄ cosh θ̄−dr̄ sinh θ̄)T 0+(dt̄ sinh r̄+dθ̄)T 1+(−dt̄ cosh r̄ sinh θ̄+dr̄ cosh θ̄)T 2.
(3.62)

よって
−1

2
Tr(dJdJ) =

1

4
(− cosh2 r̄dt̄2 + dr̄2 + (sinh r̄dt̄+ dθ̄)2) (3.63)

となる. これから主カイラル模型の作用 (3.49)は

S =

∫
dσ2ηab

1

4
(−t̄,at̄,b cosh2 r̄ + r̄,ar̄,b + (t̄,a sinh r̄ + θ̄,a)(t̄,b sinh r̄ + θ̄,b)) (3.64)

と表される. 一方, (2.3)において

X0 + iX3 =
ℓ√
2
e

it̄
2

(
cosh

(
θ̄ + r̄

2

)
+ i cosh

(
θ̄ − r̄

2

))
, (3.65)

X1 + iX2 =
ℓ√
2
e

it̄
2

(
sinh

(
θ̄ + r̄

2

)
+ i sinh

(
θ̄ − r̄

2

))
(3.66)

とすると AdS3 時空の線素は

ds2 =
ℓ2

4

(
− cosh2 r̄dt2 + (dt̄ sinh r̄ + dθ̄)2 + dr̄2

)
(3.67)

となり, ビラソロ拘束条件 (3.29)の下での弦の作用は

S = µ

∫
dudv

(
− cosh2 r̄t,ut,v + (t̄,u sinh r̄ + θ̄,u)(t̄,v sinh r̄ + θ̄,v) + r̄,ur̄,v

)
(3.68)

となる. これは (3.64)と係数を除いて同じである. ゆえにビラソロ拘束条件が課された AdS3

時空上の弦の運動は主カイラル模型で記述される. よって, このような弦の運動には Lax接
続が存在し, 周期境界条件が課された場合, つまり閉弦に対しては保存量が無限個構成できる.

以下 AdS3 時空の座標を (2.3)において次のように導入する:

X0 + iX3 =
1 + r2

1 − r2
eit,

X1 + iX2 =
2r

1 − r2
eiθ.

(3.69)
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この座標系では, AdS3 の線素は

ds2 = −ℓ2
(

1 + r2

1 − r2

)2

dt2 +
4ℓ2

(1 − r2)2
(dr2 + r2dθ2) (3.70)

と表される. すると, Lax接続 Ja = JaAT
A の JaA は

J0a =
−(1 + r2)2t,a + 4r2θ,a

2(1 − r2)
, (3.71)

J1a + iJ2a =
e−i(t+θ)(r(1 + r2)(t,a − θ,a) − i(1 − r2)r,a)

(1 − r2)2
(3.72)

であり, また IaA は

I0a =
(1 + r2)2t,a + 4r2θ,a

2(1 − r2)
, (3.73)

I1a + iI2a =
ei(t−θ)(−ir(1 + r2)(t,a + θ,a) + (1 − r2)r,a)

(1 − r2)2
(3.74)

と具体的に書き下すことができる.

3.4.4 閉弦
閉弦の場合 σ ∼ σ + 2π と周期境界条件が課されている. よってモノドロミー行列 Q:

Q = P exp

(
−
∫ 2π

0

dσLσ

)
(3.75)

のトレース TrQを λについて λ → ∞で展開することによって無限個の保存量が得られる.

以下, 具体的に保存量を一つ求めてみよう,

Lσ は
Lσ = L+ − L− =

1

λ2
(Jσ − λJτ ) (3.76)

と表されるので, |1/λ| ≪ 1で展開すると

−Lσ = −Jτ
1

λ
+ Jσ

1

λ2
+ O

(
1

λ3

)
. (3.77)

これを (3.75)に代入することで

Q = 1− 1

λ

∫ 2π

0

dσJτ (τ, σ)+
1

λ2

(∫ 2π

0

Jσ(τ, σ) +

∫ 2π

0

dσ

∫ σ

0

dσ′Jτ (τ, σ)Jτ (τ, σ′)

)
+O

(
1

λ3

)
(3.78)

となる. よって非自明な保存量の一つは (3.78)のトレースを取って 1/λ2 の項から∫ 2π

0

dσ

∫ σ

0

dσ′JAτ (τ, σ)JA
τ (τ, σ′) (3.79)

と求まる.
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3.4.5 開弦
開弦の場合は一般に周期境界条件が課されないので閉弦の場合に述べた方法から無限個の
保存量の存在が示せない. しかし, 境界条件によっては無限個の保存量が作れることが知ら
れている [11]. ここでは [11]の結果を紹介する. また弦の端点を σ = ±π

2 とする. 弦の端点
でディレクレもしくはノイマン境界条件を課すとき, その課し方として 23 = 8通りある. 以
降, ディレクレ (ノイマン)境界条件は D(N)と表す. 例えば, t, r, θ それぞれにノイマン境界
条件, ディレクレ境界条件, ノイマン境界条件を課すとき, その境界条件を (N,D,N)と記す.

[11]は以下の条件が端点で満たされる場合を考えた:

(a) JA
+ = RA

BJ
B
− , (3.80)

(b) IA+ = RA
BI

B
− , (3.81)

(c) JA
+ = RA

BI
B
− and JA

− = RA
BI

B
+ . (3.82)

ここで RA
B は

RA
B = RA

B , RA
CR

C
B = δAB (3.83)

を満たす. また他の条件として, 代数の構造を変えない条件を持つ. 即ち, 交換関係
[TA, TB ] = fAB

C T
C を満たす生成子 TA を RA

B で T ′A = RA
BT

B と変換しても同じ
交換関係が成り立つ:

[T ′A, T ′B ] = fAB
C T

′C . (3.84)

αを α(TA) = RA
BT

B を満たす線形演算子と定義すると条件 (a), (b), (c)は αを用いて

(a) J+ = α(J−), (3.85)

(b) I+ = α(I−), (3.86)

(c) J+ = α(I−) and J− = α(I+) (3.87)

と書ける. これは Lτ ,Lσ で見ると

(a) Lτ (τ, σ;λ) = α(Lτ (τ, σ;λ)), Lσ(τ, σ;λ) = −α(Lσ(τ, σ;−λ)), (3.88)

(b) L̄τ (τ, σ;λ) = α(L̄τ (τ, σ;−λ)), L̄σ(τ, σ;λ) = −α(L̄σ(τ, σ;−λ)), (3.89)

(c) Lτ (τ, σ;λ) = α(L̄τ (τ, σ;−λ)), Lσ(τ, σ;λ) = −α(L̄σ(τ, σ;−λ)) (3.90)

となる. ここで，これらの式は弦の端点 (σ = ±π
2 )で評価されていることに注意する.

条件 (a), (b), (c) が満たされるとき, モノドロミー行列 (3.75)の代わりになるものが作れ
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る. それを紹介するために以下の量を導入する:

M(τ, σ2, σ1;λ) = P exp

(
−
∫ σ2

σ1

dσLσ(τ, σ;λ)

)
, (3.91)

M̄(τ, σ2, σ1;λ) = P exp

(
−
∫ σ2

σ1

dσL̄σ(τ, σ;λ)

)
, (3.92)

M ′(τ, σ2, σ1;λ) = P exp

(
−
∫ σ2

σ1

dσα(Lσ(τ, σ;λ))

)
, (3.93)

M̄ ′(τ, σ2, σ1;λ) = P exp

(
−
∫ σ2

σ1

dσα(L̄σ(τ, σ;λ))

)
. (3.94)

(3.95)

ここで (3.91)で σ2 = 2π, σ1 = 0とするとM(τ, 2π, 0;λ) = Qとなる. これらを用いて, モ
ノドロミー行列 (3.75)の代わりに保存量を生成するものはそれぞれ以下のように構成できる:

(a) Ma(τ, λ) = M ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)
, (3.96)

(b) Mb(τ, λ) = M̄ ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
M̄
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)
, (3.97)

(c) Mc(τ, λ) = M̄ ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)
. (3.98)

ここでM ′(τ,−π/2, π/2;−λ)等, σ2 が σ1 より小さいものについては一旦積分の上限と下限
をそれぞれ適当な記号, 例えば x1, x2 とかにし, x1 > x2 と考え, 経路順序積 P を外したあと
に x1, x2 に具体的な値を代入して計算する. 例えばM ′(τ, 0, π;−λ)は

M ′(τ, 0, π;−λ)

= 1 −
∫ 0

π

dσα(Lσ(τ, σ;−λ)) +

∫ 0

π

dσ

∫ σ

π

dσ′α(Lσ(τ, σ;−λ))α(Lσ(τ, σ′;−λ)) + . . .

(3.99)

と計算される.

例として条件 (a)(3.80)が満たされるとき, M(a) が保存することを示そう.

∂

∂τ
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)

= −Lτ

(
τ,
π

2
;λ
)
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)

+M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)
Lτ

(
τ,−π

2
;λ
)
, (3.100)

∂

∂τ
M ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
= −α

(
Lτ

(
τ,−π

2
;−λ

))
M ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
+M ′

(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
α
(
Lτ

(
τ,
π

2
;−λ

))
(3.101)
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より,
∂

∂t
Ma(τ, λ)

= −α (Lτ (0;λ))M ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)

+M ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)
Lτ (0;λ)

=
[
M ′
(
τ,−π

2
,
π

2
;−λ

)
M
(
τ,
π

2
,−π

2
;λ
)
,Lτ (0;λ)

]
(3.102)

となる. ここで 2行目から 3行目に移るとき (a)の時の条件 (3.88)を使った. よって TrMa

は保存量となり, 閉弦のときと同じように λ = ∞周りでMa を 1/λ について展開すれば無
限個の保存量を求めることができる. Ma を 1/λで展開したときの O(1/λ2)では

M (2)
a = 2

(∫ π/2

−π/2

dσ

∫ π/2

−π/2

dσ′(JAt(τ, σ)JA
t (τ, σ′))

)
(3.103)

となる.

今まではMa について考えてきたが, Mb も JAa → IAa に変えることで同様に示せる. ま
たMb をMa と同様に 1/λで展開して, O(1/λ2)の項から得られる保存量は

M
(2)
b = 2

(∫ π/2

−π/2

dσ

∫ π/2

−π/2

dσ′(IAt(τ, σ)IAt (τ, σ′))

)
(3.104)

である.

[11] では条件 (a), (b), (c) が (N,N,N), (N,N,D) と r = 0 の (N,D,N) のとき, 満たさ
れることが示された. ここでは (N,N,N) の場合に条件 (a) が満たされることを見よう.

σ′ = σ ± π
2 と定義し t, r, θ を境界 σ = ∓π

2 で

t(τ, σ) = T (τ) + O(σ′2), r(τ, σ) = R(τ) + (O)(σ′2), Θ(τ, σ) = θ(τ) + (O)(σ′2)
(3.105)

と展開する. ここで境界条件 (N,N,N) を使った. すると, JAa は境界 σ = ∓π
2 で (3.71),

(3.72)を使って

J0τ (τ,±π
2

) =
−(1 +R2)T,τ + 4R2Θ,τ

2(1 −R2)
, (3.106)

J1τ (τ,±π
2

) + iJ2τ (τ,±π
2

) =
e−i(T+Θ)(R(1 +R2)(T,τ − Θ,τ ) − i(1 −R2)R,τ )

(1 −R2)2
, (3.107)

J0σ(τ,±π
2

) = J1σ(τ,±π
2

) + iJ2τ (τ,±π
2

) = 0 (3.108)

となる. ゆえに, J+, J− は境界 σ = ±π
2 で

J0+(τ,±π
2

) = J0τ (τ,±π
2

)+J0σ(τ,±π
2

) = J0τ (τ,±π
2

) = J0τ (τ,±π
2

)−J0σ(τ,±π
2

) = J−(τ,±π
2

)

(3.109)
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を満たす. ゆえに, これは条件 (a)(3.80) で RA
B = δAB としたものである. また同様に

I0σ = 0も言えるので条件 (b)も満たす. よって (N,N,N)では無限個の保存量が存在し可積
分系である.

3.5 AdS境界に端点が固定された弦の運動
この節では AdS3 時空中を運動する, 端点が AdS境界に固定された弦の運動を考える. こ
の節は [11] を紹介したものとなっている. 端点での境界条件は θ に関しては θ = 定数 を課
す. また tに関しては, 今の場合, 運動方程式から t,σ = 0が導かれる. [11]ではまず, AdS境
界に位置する定常な弦を考えた. *2 この解は θ = 0軸に対して対称な解であり θ ≥ 0では座
標系 (3.69)の r と z = 1−r2

1+r2 の関係が付いている z を用いて

θ(ϕ) =

√
1 − z20
z0

(ϕ− Π(z20 ; sn(ϕ; i
√

1 − z20)) − F0 + Π0),

z

z0
= sn(ϕ; i

√
1 − z20).

(3.110)

と与えられる. ここで z0 は θ = 0となるときの z の値で, Π(z20 ; sn(ϕ; i
√

1 − z20))は第三種
楕円積分で sn(ϕ; i

√
1 − z20) は Jacobi の楕円関数である. また, F0, Π0 は完全楕円積分で

F0 = F (1; i
√

1 − z20), Π0 = Π(z20 ; 1; i
√

1 − z20)である. ϕは 0 ≤ ϕ ≤ F0 をとる. θ ≤ 0で
は ϕの範囲は F0 ≤ ϕ ≤ 2F0 として ϕ̃ = 2F0 − ϕとすると

θ(ϕ) = −
√

1 − z20
z0

(ϕ̃− Π(z20 ; sn(ϕ̃; i
√

1 − z20)) − F0 + Π0),

z

z0
= sn(ϕ̃; i

√
1 − z20)

(3.111)

となる. 弦の座標 (τ, σ)を共形平坦にとると, t, θ は

t =
2F0z0
π

τ, ϕ =
2F0

π
σ. (3.112)

と表せる. 今から “極座標”(r, θ)の代わりに “デカルト”座標を導入する. 即ち, (r, θ)と以下
のような関係が付いている (x, y)を用いる:

x = r cos θ, y = r sin θ. (3.113)

このとき, 線素は

ds2 = −ℓ2
(

1 + |x|2

1 − |x|2

)2

dt2 +
4ℓ2

(1 − |x|2)2
dx · dx (3.114)

*2 真っ直ぐな弦に関する非線形摂動解析は付録 Cを参照.
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図 3.2: 弦の発展の様子. θb =
π
4
, ∆t = 2で ϵ = 0.08. 出典 [11]

である. ここで x = (x, y)であり, また |x| < 1である. [11]では (3.110), (3.111)で表わさ
れる解を境界から揺らして摂動を加えた. その揺らし方は,

α(t) =

{
exp
(

2( ∆t
t−∆t −

∆t
t + 1)

)
0 < τ < ∆τ

0 その他
(3.115)

として
θ(t, 0) = θb + ϵα(t) (3.116)

と与えられた. ここで θb は (3.110) で θb = limϕ→0 θ としたものである. 摂動 (3.116) は
C∞ 関数であり, もう一つの端点では θ(τ, π) = 0である. 図 3.2に弦の運動の様子が示され
ている. 摂動を加えてから徐々に波が鋭くなり, カスプの対が生成されていることが分かる
(図 3.2(b)).

これからエネルギーの流れをみるために, エネルギースペクトルを以下のように定義する.

まず, 非摂動解 (3.110), (3.111)と (3.112)を φ = σ/π として (t, x̄(φ), ȳ(φ))と表す. 次に,

非摂動解の単位法線ベクトル (nx, ny) = (ȳ′/|x′|,−x̄′/|x′|) (ここで ′ ≡ ∂
∂φ )を用いて以下の

ように表される弦:

x(t, φ) = x̄(φ) + ξ(t, φ)nx, y(t, φ) = ȳ(φ) + ξ(t, φ)ny (3.117)

を考えると, 弦の運動方程式から ξ に関する偏微分方程式が得られる. 一般の弦の解は
式 (3.117) で表せないが, 非摂動解から僅かにしか異ならない弦は表されると考えられる.

ξ(t, φ)の方程式において, |ξ(t, φ)| ≪ 1とし, ξ の非線形項を無視すると ξ に関する線形摂動
方程式が得られる. その空間演算子の固有関数を en とすると, {en}n=1,... は以下で定義され
る内積 (, )

(f, g) =

∫ 1

0

8z0F0dφ

(1 − x̄2 − ȳ2)2
f(φ)g(φ) (3.118)
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図 3.3: エネルギースペクトルの時間変化. θb = π/4, ϵ = 0.01で∆t = 2. εtot は線形摂動理論での全
エネルギー. 出典 [11].

で正規直交関数系 ((ei, ej) = δij), であり, また, n が大きくなるにつれ, その固有関数の固有
値は単調に増加する. ξ を {en}n=1,... によって

ξ(t, φ) =
∞∑

n=1

cn(t)en (3.119)

と展開し, エネルギースペクトルを

εn = (ċn)2 + w2
nc

2
n (3.120)

と定義する. この量は ξ が線形摂動方程式に従うとすると時間変化しないが, ξ が十分大きく
なり ξ の運動方程式において非線形項が効いてくるようになると時間変化するようになる.

図 3.3は θb = π/4, また摂動の振幅 ϵを ϵ = 0.01, 摂動をかけた時間 ∆tを ∆t = 2とした
ときのエネルギースペクトルの時間変化を表している. これから分かるように時間が経つに
つれ高波数モードが励起されべき的になることが分かる.
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第 4章

AdS3時空上の有限の長さを持った弦
の運動

この章では, 本論文の目的である弦の乱流における境界条件の影響についての研究を著者
の論文 [26]から紹介する. [26]では AdS3 時空上を運動する有限の長さを持った南部後藤開
弦の運動を二つの異なる境界条件の下で, 数値的に調査している. 考えた境界条件は以下の 2

つである (図 4.1参照):

(A)全ての座標にノイマン境界条件を課した場合 (N,N,N):

t,σ(τ,±π
2

) = 0, r,σ(τ,±π
2

) = 0, θ,σ(τ,±π
2

) = 0, (4.1)

(B)動径座標 r にディレクレ境界条件を課しそれ以外の座標 t, θ にノイマン境界条件を課し
た場合 (N,D,N):

t,σ(τ,±π
2

) = 0, r(τ,±π
2

) = r0, θ,σ(τ,±π
2

) = 0. (4.2)

第 3.4.5 項で見たように (A) の場合は可積分系である. 一方 (B) は, 文献 [11]で可積分性を
明らかにすることができなかった系である. 乱流の発生が非可積分であることの十分条件で
はないが, 第 1 章で述べたように, 可積分系では一般に乱流が見られないと期待できるため,

逆に数値的に乱流が見られれば, その系は非可積分系であることが示唆される. 数値計算の結
果から系が非可積分系であることを示唆する過去の研究としては [17, 27–32]がある.

4.1 AdS3 時空上を運動する南部後藤弦の運動方程式
文献 [11]は座標系 (t, r, θ)(3.69)で解析が行われたが, この座標系は (3.69)から分かるよう
に通常の極座標系と同様に r = 0が座標特異点となっており，数値計算に適していない. そ
のために座標系 (3.114)で考える. ただし, ここでは xの代わりに χ = (χ1, χ2)を使う. 弦



4.1 AdS3 時空上を運動する南部後藤弦の運動方程式 45

(A): (N,N,N) (B): (N,D,N)

図 4.1: それぞれの境界条件に対する弦の運動

の座標を (u, v)とすると誘導計量 hab は

huu = −
(

1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t2,u +
4

(1 − |χ|2)2
|χ,u|2,

hvv = −
(

1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t2,v +
4

(1 − |χ|2)2
|χ,v|2,

huv = −
(

1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t,vt,u +
4

(1 − |χ|2)2
χ,u · χ,v

(4.3)

で与えられる. 座標 (u, v)をダブルヌル座標 (3.29)に取ると弦の南部後藤作用 (3.1)は

S = µ

∫
dudv

(
−
(

1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t,vt,u +
4

(1 − |χ|2)2
χ,u · χ,v

)
(4.4)

となり, 弦の運動方程式は

t,uv =
−4

(1 − |χ|2)(1 + |χ|2)
((χu · χ)t,v + (χv · χ)t,u) ,

χ,uv = − 1

(1 − |χ|2)

(
2(χ · χ,u)χ,v

− 2(χ,u · χv)χ + 2(χ · χ,v)χ,u + (1 + |χ|2)t,ut,vχ
) (4.5)

と求められる. また, 拘束条件 (3.29)として

huu = −
(

1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t2,u +
4

(1 − |χ|2)2
|χ,u|2 = 0,

hvv = −
(

1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t2,v +
4

(1 − |χ|2)2
|χ,v|2 = 0

(4.6)
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が課されている. 拘束条件 (4.6)は u, v が未来方向を向いている, つまり, t,u, t,v > 0のとき,

t,u =
2

(1 + |χ|2)
|χ,u|, t,v =

2

(1 + |χ|2)
|χ,v| (4.7)

と解ける. 弦の座標はダブルヌル座標 (3.29) という条件だけでは決まらない. u, v をそれ
ぞれ変換する自由度が残っている:u → f(u), v → f(v). この自由度を使って弦の境界を
u− v = ±π

2 とする.

実は (4.5) をそのまま解こうとするとは数値的に不安定であることが [9] で報告されてお
り, この不安定性をなくすためには運動方程式の t,u, t,v を (4.7)を使って消去すればよい [9].

すると, 運動方程式 (4.5)は

t,uv =
−8

(1 − |χ|2)(1 + |χ|2)2
((χu · χ)|χ,v| + (χv · χ)|χ,u|) ,

χ,uv = − 2

1 − |χ|4
(
2|χ,u||χ,v|χ+

(1 + |χ|2)((χ · χ,u)χ,v + (χ · χ,v)χ,u − (χ,u · χv)χ)
)
.

(4.8)

となり, これを用いて数値計算を行う. また, 同時に拘束条件 (4.6)も満たさなければならな
いが, 拘束条件は第 3.4節で述べたように境界と初期面で満たされればその後の運動でも満た
される. このため, 拘束条件を満たすように初期条件を与えれば, 境界条件が拘束条件と整合
的である限り, 数値精度の範囲で拘束条件が満たされることになる. 逆に, 拘束条件 (4.6) が
どのくらい満たされているかを数値計算の精度チェックに用いることができる. 数値計算の
具体的な実行の仕方は付録 Dを参照.

4.2 エネルギーと角運動量
この節ではエネルギー E と角運動量 J を導入する. そのために弦の座標を

τ = u+ v, σ = u− v (4.9)

と (τ, σ)に取り替える. このとき, −∞ < τ <∞で −π
2 ≤ σ ≤ π

2 である. 対称性を見やすく
するために, AdS3 時空の座標を (t, r, θ)(3.69)に取ろう. すると, 弦の作用 (4.4)は

S =
µ

2

∫
dτdσ

(
−
(

1 + r2

1 − r2

)2

(t,τ t,τ − t,σt,σ)

+
4

(1 − r2)2
((r,τr,τ − r,σr,σ) + r2(θ,τθ,τ − θ,σθ,σ))

) (4.10)

となる. よって, t, θ の共役運動量 pt, pθ は

pt =

(
1 + r2

1 − r2

)2

t,τ , pθ =

(
r

1 − r2

)2

θ,τ (4.11)
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である. ここで µは簡単化のため省略した. (4.10)には並進対称性 t→ t+定数, θ → θ +定
数があり, これにより共役運動量 pt, pθ を積分した量, 即ちエネルギー E と角運動量 J

E =

(
2

π

)2 ∫ π/2

−π/2

dσpt, J =

(
2

π

)2 ∫ π/2

−π/2

dσpθ (4.12)

の時間変化は

dE

dt
=

(
2

π

)2
[(

1 + r2

1 − r2

)2

t,σ

]π
2

−π
2

, (4.13)

dJ

dt
=

(
2

π

)2
[(

r

1 − r2

)2

θ,σ

]π
2

−π
2

, (4.14)

となり, 境界での場の値にしかよらない. 本章で考える境界条件では t,σ = 0, θ,σ = 0なので
E, J は保存する. また, pt, pθ を座標 (t,χ)で書くと

pt =

(
1 + |χ|2

1 − |χ|2

)2

t,τ , pθ = χ× pχ (4.15)

となり, ここで pχ は χの共役運動量で

pχ ≡ χ,τ

(1 − |χ|2)2
(4.16)

である.

4.3 Gubser-Klebanov-Polyakov (GKP) 弦
この節では弦の初期条件を与えるときに使う Gubser-Klebanov-Polyakov (GKP) 弦を紹
介する [12]. GKP解は元々は閉弦の解 (−π ≤ σ ≤ π) として与えられ, 座標系 (t,χ)では

tGKP(τ, σ) = κτ,

χGKP
1 (τ, σ) + iχGKP

2 (τ, σ) =

√
1 − k2 − dn(ω(k)σ + K(k)|k2)

k cn(ω(k)σ + K(k)|k2)
eiω(k)τ

(4.17)

と表せる. ここで dn(x), cn(x) はヤコビの楕円関数で K(k) は第一種完全楕円積分である.

また ω(k)と κは
ω =

2K(k)

π
, κ = ωk (4.18)

である. −π
2 ≤ σ ≤ π

2 に限ると開弦の解としても考えることができ, 原点を回転する剛体棒
のような運動をする (図 4.2参照). それは (4.17)から分かるように (χ1, χ2)平面において弦
の角度が σ によらないからである.
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図 4.2: GKP弦:黒い円は AdS境界.

4.4 初期条件
本研究では GKP解に摂動を加え, 二つの境界条件 (N,N,N), (N,D,N)による運動の違い
をみる．GKP 解は (N,N,N) と (N,D,N) 両方の境界条件を満たす解であり, 摂動も二つの
境界条件をいずれも満たすものを考える. 具体的には初期条件を

t(0, σ) = 0, χ(0, σ) = χGKP(0, σ), (4.19)

∂χ2

∂τ
=
∂χ2GKP

∂τ
+ ϵ exp

(
− tan2 σ

)
(4.20)

と与える. ここで ϵは微小なパラメータである. 残りの初期条件 ∂τ t(0, σ), ∂τχ1(0, σ)は拘束
条件 (4.7)を満たすように求める (D.2.3参照). また, この初期条件から r0 = χ1(0, π2 )であ
る. 以下 k = 0.5とする.

4.5 運動
まずは弦の運動を概観しよう. ここでは ϵ = 0.1 とする. 図 4.3 に各時刻の弦の様子
を示している. まず (N,N,N) を見ると, 弦はその形をあまり変えることなく運動してい
る. 一方, (N,D,N) の場合, 0.0 ≤ t ≤ 4.0(図 4.3b) では初期の形状とあまり変わらないが,

11.0 ≤ t ≤ 13.4(図 4.3c) では収縮と膨張を繰り返し, 105.0 ≤ t ≤ 109.0(図 4.3d) ではク
シャクシャになって不規則に運動する. このように弦の運動は (A)と (B)で大きな違いが見
られる. そして (N,D,N) の不規則な運動はこの系が非可積分系であると期待させるもので
ある.
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(a) (N,N,N): 0.0 ≤ t ≤ 77.7
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(b) (N,D,N): 0.0 ≤ t ≤ 4.0
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(c) (N,D,N): 11.0 ≤ t ≤ 13.4
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(d) (N,D,N): 105.0 ≤ t ≤ 109.0
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図 4.3: 弦の運動の様子: 実線は摂動を加えた時の解で破線は GKP 解を表している. また黒の円は
AdS境界である.

4.6 初期値鋭敏性
第 4.5 節において (N,D,N) では不規則な運動が見られた. これから, この系になんらか
のカオス的な性質が期待できるだろう. そこで, 端点の運動に対して, 初期値鋭敏性を調べ
てみよう. 初期値鋭敏性とは初期条件の僅かな違いが時間とともに指数的に増加するという
性質である. この初期値鋭敏性はリアプノフ指数 λ によって特徴づけられる. リアプノフ指
数を定義するために簡単のため, 1 次元系の力学量 X(t) を考えよう. X(t) は常微分方程式
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Ẋ(t) = f(t,X)に従っているとする. この微分方程式は初期条件を一つ与えれば解が決まる.

そこで初期条件が ϵ で特徴づけられているとしその解を X = X(t, ϵ) と書こう. このとき,

δX(t, ϵ) ≡ |X(t, ϵ) −X(t, 0)|とするとリアプノフ指数は

λ = lim
t→∞

lim
ϵ→0

1

τ

δX(t, ϵ)

δX(0, ϵ)
(4.21)

と定義される ([33]の 4.4節). τ が十分大きいところで δX ∝ eλτ となるので λ > 0のとき,

軌道の差は指数関数的に増加して全く違う軌道になるため，この系には初期値鋭敏性がある
という. 一方, λ ≤ 0 のとき, 初期値鋭敏性があるとは言わない. 特に λ < 0 の場合, 軌道
X(t, 0)は安定である.

さて, 初期値鋭敏性の有無を弦の端点 θ = θ(τ,−π
2 )の ϵ依存性でみる. 尚, ここでの解析は

世界面の時間 τ で行なう. これまで θ の範囲は θ ∈ [−π, π)であったが, ここでは範囲を拡張
して θ ∈ (−∞,∞)とする. 拡張の仕方は n回反時計回りに回ったら θ = π + 2nπ, 反時計回
りに回ったら θ = π − 2nπ とする.

δθ−π/2 を

δθ−π/2(τ, δϵ) =

∣∣∣∣∣θ (τ,−π2)
∣∣∣∣
ϵ=0.1+δϵ

− θ
(
τ,−π

2

) ∣∣∣∣
ϵ=0.1

∣∣∣∣∣ (4.22)

とするとリアプノフ指数 (4.21)は

λ = lim
τ→∞

lim
δϵ→0

1

τ
log

|δθ−π/2(τ, δϵ)|
|δθ−π/2(0, δϵ)|

(4.23)

となる.

リアプノフ指数 (4.23)を求めるとき, τ が大きいところの振る舞いがより効いてくる. よっ
て, 本研究では 150 ≤ τ ≤ 300のデータを使ってリアプノフ指数を求める. 図 4.4, 図 4.5は
δθ−π/2 の時間発展をそれぞれ linear-log, log-log プロットで表している. δθ−π/2 = α + λτ

とフィッティングすると λ ∼ 0.02と求まった (フィッティング曲線は図 4.4において赤線で
描かれている). これは正なので初期値鋭敏性があることを示唆しているが, 図 4.5から分か
るようにこの範囲では θ−π/2 の振る舞いはべき関数を用いても同様にフィットできる. 実際,

べき関数を用いて, δθ−π/2 = α + β log τ とフィッティングすると β ∼ 4.8と求まる (フィッ
ティング曲線は図 4.5において赤線). どちらのフィッティングが優位であるかの定量的な判
断をするには至っておらず, 本研究においてべき的な振る舞いをするか, 指数的な振る舞いを
するかを定めることはできなかった.

4.7 乱流
次に異なる空間スケール間のエネルギーの流れを見る. 乱流が生じているとき, 大きいス
ケールから短いスケールへとエネルギーがカスケード的に流れる. その結果, 十分発時間が
たった後ではエネルギースペクトルの中間領域にべき則がしばしば見られる. 通常の乱流で
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図 4.4: (N,D,N) において linear-log プロットでの δθ−π/2 の時間発展. δϵ = 10−3, 10−5, 10−7,

10−9 である. また, フィッティングは 150 ≤ τ ≤ 300で行った.

は散逸の効果によってあるスケールでパワーがなくなり, AdS時空でのエネルギーカスケー
ドにおいてもブラックホール形成が起こればそれによってエネルギーカスケードは終息す
る. 一方, 今考えているような散逸のない系ではエネルギーカスケードがどのスケールでも
起きて, 時間が経つにつれ任意の高波数モードを励起されると考えられる [4]. この節では保
存量であったエネルギーと角運動量に注目してエネルギーカスケードの様子を調べる. エネ
ルギーと角運動量は弦の時間座標 τ で保存していたので, ここでは時間座標を τ として考え,

ϵ = 0.1とする.

4.7.1 エネルギー
エネルギー E は pt の積分として表されている. この pt を使って各モードのエネルギーを
定義したいが,

√
pt を単にフーリエ級数展開してその係数で各モードのエネルギーを定義す

るべきでない. その理由は, 開弦の場合 √
pt が一般に周期的でなく，端点における周期性の

破れが原因となり. そのフーリエ係数が一般にべき的となるからである. もちろんこれは我々
が見たい小さいスケールへのエネルギーの流れによって生じたものではない. これを避ける
ために, pt の積分において以下のような座標変換をする:

σ =
π

2
tanh(tanσ′). (4.24)
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図 4.5: (N,D,N)において log-log プロットでの δθ−π/2 の時間発展. δϵ = 10−3, 10−5, 10−7, 10−9

である. また, フィッティングは 150 ≤ τ ≤ 300で行った.

このとき, E*1の表式は

E =
2

π

∫ π/2

−π/2

dσ′ pt(σ(σ′))

cosh2(tanσ′) cos2 σ′
≡ 2

π

∫ π/2

−π/2

dσ′p′t(σ
′) (4.25)

となり, p′t(σ
′)は

p′t(σ
′) ≡ pt(σ(σ′))

cosh2(tan(σ′)) cos2(σ′)
(4.26)

である. このように定義した p′t は境界で任意の回数 l(∈ N)の微分 dlp′
t(σ

′)

dσ′l が 0となる. つま
り境界では周期的となり, 我々が見たい現象の解析に適している.√

p′t をフーリエ変換して√
p′t =

C0√
2

+
1

2

∞∑
n=1

(Cne
2inσ′

+ C−ne
−2inσ)

=
C0√

2
+

1

2

∞∑
n=1

(Cne
2inσ′

+ C∗
ne

−2inσ),

(4.27)

各モードのエネルギー En を
En = |Cn|2 (4.28)

と定義する. このとき,
∞∑

n=0

En = E (4.29)

*1 E, J の数値的な保存の確かめは付録 D.4参照.
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が成立する [29]. さて, 今から (N,N,N), (N,D,N)のエネルギースペクトルについて見てい
く. まず, (N,N,N) のエネルギースペクトルは en = En/E として図 4.6a のようになった.

この場合, エネルギースペクトルにほとんど変化がなくこれは無限個の保存量が存在するこ
とと整合的である.

次に, (N,D,N)のエネルギースペクトルを見ていく. (N,D,N)では後の時刻で急な変動が
起こるようになる. そのためにエネルギースペクトルの時間平均 ēj :

ēj(τ0) =
1

2∆τ

∫ τ0+∆τ

τ0−∆τ

dτ
En(τ)

E
(4.30)

をとる. このとき, エネルギースペクトルは図 4.6bのようになった. ここで ∆τ = 4π として
いる. まず, τ0 = 30.0では (N,N,N)と違いが明確にわからないほど似ているが, τ が増加す
るにつれ高波数モードが励起されている. そして τ = 285.0 では 1 ≤ n + 1 ≤ 40 でべき則
が見えている. このべき αを log(En/E) = −α log(n+ 1) + β と 1 ≤ n + 1 ≤ 40でフィッ
ティングして求めると α = 1.8 ± 0.1と求まる. このように (N,D,N)では任意の高波数モー
ドが時間が経つにつれ励起されているように見える. 一方 (N,N,N) では範囲 0 ≤ τ ≤ 300

ではこのような振る舞いは見られなかった.
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図 4.6: (N,N,N)(左 (a))と (N,D,N) (右 (b))のエネルギースぺクラム: (b) において, 紫色の直線は
τ0 = 285.0のデータを範囲 1 ≤ n+ 1 ≤ 40でフィッティングした曲線.

4.7.2 角運動量
モードの角運動量 Jn を定義するために, エネルギーと同様に, 座標変換 (4.24)をする. こ
のとき, J は

J =
2

π

∫ π/2

−π/2

dσ′ χ(σ(σ′)) × pχ(σ(σ′))

cosh2(tan(σ′)) cos2(σ′)
(4.31)
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となる. χ(σ(σ′))/(cosh(tan σ′) cosσ′), pχ(σ(σ′))/(cosh(tan σ′) cosσ′) をフーリエ変換,

即ち

χ

cosh(tanσ′) cos(σ′)
=

χ0√
2

+
1

2

∞∑
n=1

(χne
2nσ′

+ χ∗
ne

−2nσ′
), (4.32)

pχ
cosh(tanσ′) cos(σ′)

=
pχ0√

2
+

1

2

∞∑
n=1

(pχn
e2nσ

′
+ p∗χn

e−2nσ′
) (4.33)

を用いて各モードの角運動量 Jn を

J0 = χ0 × pχ0
, Jn =

1

2

(
χn × p∗χn

+ χ∗
n × pχn

)
= Re

(
χn × p∗χn

)
(4.34)

と定義する. このとき,

J =
∞∑

n=0

Jn (4.35)

が成り立つ [29]. 角運動量スペクトルを (図 4.7) に示す. ここで jn = |Jn/J | であり, また
(N,D,N)での j̄n はエネルギースペクトルの時と同様に, jn の時間平均:

j̄n =
1

2∆τ

∫ τ0+∆τ

τ0−∆τ

dτ

∣∣∣∣Jn(τ)

J

∣∣∣∣ (4.36)

である (エネルギースペクトルのときと同様に∆τ = 4π としている). 角運動量スペクトルは
(N,N,N), (N,D,N)の両方とも, エネルギースペクトルと同様の振る舞いをしている. 即ち,

(N,N,N)では角運動量スペクトルは時間発展とともにあまり変わらない. 一方, (N,D,N)は
大きい n のモードが立ち, τ = 285.0 で 1 ≤ n + 1 ≤ 100 でべき則が見えている. このべき
α は log(|Jn/J |) = −α log(n+ 1) + β と 1 ≤ n + 1 ≤ 100でフィッティングして求めると
α = 2.1 ± 0.1と求まる.

また, 角運動量に特有なこととして, τ が大きくなるにつれ, j̄1 が減少して j̄0 が増加してい
ることが確認できる．これは自転による角運動量 J1 が減少し，軌道角運動量 J0 が増加した
と解釈でき, 第 4.5節で, τ が大きくなるにつれて (例えば, τ ≥ 105.0)原点を中心として公転
をするようになったことに対応していると考えられる. つまり, これは自転の角運動量の一部
が軌道角運動量に変換されたことを意味する.
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図 4.7: (N,N,N)(左)と (N,D,N)(右)の角運動量スペクトル: (b) において, (右 (b))のエネルギース
ぺクラム: (b) において, 紫色の直線は τ0 = 285.0のデータを範囲 1 ≤ n+ 1 ≤ 100でフィッ
ティングした曲線.
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第 5章

結論

本論文では AdS時空上の乱流現象がどれくらい普遍的な現象なのかという問いに対する一
つのアプローチとして, AdS時空上の南部後藤弦の運動においてどのような状況で乱流的現
象が見られるかを数値シミュレーションを用いて調べた．より具体的には AdS3 時空上を運
動する有限の長さを持った南部後藤開弦の運動を数値的に研究した. 開弦の運動は端点での
境界条件が必要となる. 本論文では端点が完全に自由端となっている場合と, 動径方向にの
み固定され, 角度方向には自由に動くことのできる境界条件の二つの場合について弦の運動
を調べ, 比較を行った. 前者の場合は先行研究から無限個の保存量の存在が知られており, 可
積分系であることから予想されるように, 弦の形状に大きな変化が生じることはなく, エネル
ギーと角運動量のスペクトルにも時間変化がほぼ見られなかった. 一方, 後者の場合は, 数値
シミュレーションの結果, 不規則な運動が見られ, エネルギーと角運動量のスペクトルにおい
て, 高波数モードの励起を確認した. これは乱流に見られるエネルギーカスケードと類似の現
象であり, AdS時空中の南部後藤開弦の運動においても乱流的現象が発現することを示して
いる. また, これらの結果は, 先行研究において動径方向の運動のみ制限された境界条件に対
しては, 無限個の保存量の存在を確認できなかったこととも整合的であり, この系が非可積分
であることを示唆している.

これらの結果は AdS時空上を運動する弦の乱流現象がその境界条件に依存することを意味
する. AdS不安定性においてはその AdS境界が共形時間的境界であり, 波が反射されて戻っ
てくることが重要な要素の一つであったが, 詳細な境界条件の違いが乱流的現象を伴う AdS

不安定性の発現にどのように影響するかは調べられていない. 本論文の結果は境界条件の詳
細が乱流的現象の発現に影響する可能性を示唆しており, 今後の詳しい解析が期待される.

もう一つ, 本研究結果から得られる示唆は, AdS 時空中における乱流的現象の発現におい
て, 重力相互作用は必ずしも必要でなく，それに代わる非線形相互作用が存在すれば, 同様の
乱流的現象が期待できるという点である. ただし, 本研究においても背景が AdS時空である
ことは重要な要素となっており, ミンコフスキー時空中での弦の運動では乱流的現象はみら
れない.

付録 Cでは, AdS時空上の南部後藤開弦の運動を非線形摂動まで解析することで, 無質量
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スカラー場を用いた AdS時空の不安定性と類似する結果を得ることができた. 即ち, エネル
ギーカスケードが起きることや永年項の現れ方が AdS時空と類似するという結果を得た. 無
限に伸びた弦の運動は, AdS/CFT 対応の観点から, AdS 境界における粒子の運動と対応が
つくと考えられ, 実用上より重要性が高い. 今後, 付録 Cと同様に無限に長い弦の場合につい
て, 乱流的現象の有無を数値的に調べることは重要な研究対象となるだろう.
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付録 A

弦の運動方程式の導出

ここでは弦の運動方程式 (3.3)を導出する. その後に弦の運動方程式は外曲率が 0であるこ
とと等価であることを見る. ここでの計算テクニックは [13]の第 3.4節に基づく. また, 弦の
運動方程式の導出において課される境界条件について, [34]の第 6.5節に基づいて紹介する.

まず, 弦の作用 (3.1)の xα に関する変分を取ると

δS = −µ
∫
dσ2δ

√
−h (A.1)

となる. ここで δ
√
−h = −δh

2
√
−h
がでてくるがこれは以下のように計算される ([13] の第

1.8 節): M を n × n(n ∈ N) の任意の正方行列とし, この行列に摂動を加えた行列M ′ を
M ′ = M + δM と表す. ここで δM の任意の成分 δMij , i, j = 0, . . . , n− 1は |δMij | ≪ 1

である. 以下 δM の 1次までを考える. また行列式を |M |のように表す.

|(M + δM)M−1| = |1 + δMM−1| = 1 + tr
(
δMM−1

)
= 1 + (δM)ij(M

−1)ji, (A.2)

一方, M ′ をM ′ = |(M + δM)| − |M |とすると

|(M + δM)M−1| =
|(M + δM)|

|M |
=

|M | +M ′

|M |
= 1 +

M ′

|M |
(A.3)

となる. よって (A.2)と (A.3)を比べれば

M ′ = |M |(M)ij(M
−1)ji (A.4)

が導ける. この式を使って (M)ab = hab とすると δh = M ′ は

δh = hδhabh
ba (A.5)

となる. よって作用の変分 (A.1)は

δS = −µ
2

∫
dσ2

√
−hδhabhba (A.6)
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であるが, (3.2)を使って δxα が見える形で書くと

δS = −µ
2

∫
dσ2

√
−hhab

(
gαβ,γδx

γxα,ax
β
,b + 2gαβx

α
,aδx

β
,b

)
= −µ

2

∫
dσ2

(
(gαβx

α
,ah

abδxβ
√
−h),b

−δxβ(gαβx
α
,ah

ab
√
−h),b −

√
−h
2

habgαγ,βx
α
,ax

γ
,b

) (A.7)

と表される. ここで全微分項は後で考えることにして, 3行目のみを考える. 3行目の第 1項
の微分を展開し, 時空のクリストッフェル記号 Γα

βγ と世界面のクリストッフェル記号 Γa
bc を

使えば

δS =
µ

2

∫
dσ2

√
−hδxβ

(
gαβx

α
,abh

ab + gββ′Γβ′

αγx
α
,ax

γ
,bh

ab − gαβx
α
,ch

abΓc
ab

)
(A.8)

よって
gαβx

α
,abh

ab + gββ′Γβ′

αγx
α
,ax

γ
,bh

ab − gαβx
α
,ch

abΓc
ab = 0. (A.9)

β を上に上げ β と αを入れ替えると

xα,abh
ab + Γα

βγx
β
,ax

γ
,bh

ab − xα,ch
abΓc

ab = 0 (A.10)

となり, 共変微分の定義を使うと (3.3)が得られる.

さて, 次に (3.3)は外曲率 Ka
(i)a が 0であることと同値であることを見ていく. d + 1次元

のターゲット時空において, 世界面の法線ベクトルは d + 1 − 2 = d − 1個ある. また, 世界
面が時間的な曲面なので, それらは空間的なベクトルである. それらを正規直交化したものを
nα(i), i = 1, . . . , d − 1と記す. このとき, nα(i)n(j)α = δij である. この法線ベクトルと世界面
の接ベクトル xα,a を使ってクロネッカーデルタ δαβ は

δαβ = nα(i)nβ(i) + habxα,axβ,b (A.11)

と書くことができる. これは時空の任意の点のベクトル Aα が nα(i) と xα,a で展開できて δαβ へ
の作用と (A.11)の右辺への作用が等しいことから証明できる. さて (A.11)を使って (3.3)を

δαβ (xβa;γh
abxγ,b − Γc

abx
β
,ch

ab) = (nα(i)nβ(i) + hedxα,exβ,d)(xβa;γh
abxγ,b − Γc

abx
β
,ch

ab) (A.12)

と書き換える. ここで
Γabc = xγ,axγ,b;βx

β
,c (A.13)

が成り立つことに注意する. これは Γα
βγ が下の添え字に対称であることから

Γabc = Γacb (A.14)

であり,
Γabc = xγ,ax

γ
,b;βx

β
,c = hab,c − Γbac (A.15)
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を使うと Γabc は hab を使った通常の形に書けることが示せるからである. すると,

hedxα,exβ,d(xβa;γh
abxγ,b − Γc

abx
β
,ch

ab)

= hedΓdabx
α
,eh

ab − hedxα,eΓdabh
ab

= 0

(A.16)

が成り立つ. ここで (A.15)を使った. よって, 式 (A.12)は nα(i)xα,a = 0を使って,

nα(i)h
abxγ,bnβ(i)x

β
a;γ = −nα(i)h

abxγ,bnβ(i);γx
β
a ≡ −nα(i)K(i) (A.17)

となる. ここで外曲率Kab(i) は

Kab(i) ≡ nα(i);βxα,ax
β
,b (A.18)

と定義されK(i) ≡ Kab(i)h
ab である. よって運動方程式は nα(i) が一次独立なので

K(i) = 0 (A.19)

と同値である. さて, (A.7)の第 1項目を考える. このときに弦の 1つの座標を τ , もう 1つ
を σ と書き, τ を世界面の時間座標とする. また, τ の範囲を τ ∈ [τi, τf ] とする. このとき,

(A.7)の第 1項目を書き直すと∫
dσ2

(
gαβx

α
,ah

abδxβ
√
−h
)

=

∫
dσgαβx

α
,ah

aτδxβ
√
−h
∣∣τf
τi

+

∫
dτgαβx

α
,ah

aσδxβ
√
−h
∣∣σf

σi

(A.20)

となる. (A.20)の第 2行目は通常の変分を考えるときと同様に τ = τi, τf で δxα = 0 である
から 0である. 次に, (A.20)の第 3行目を考える. この項は閉弦の場合周期境界条件が課され
ているので 0である. 問題となるときは開弦の場合である. 開弦の場合, 境界条件を端点で課
さなければならない. そのときに (A.20)の 3行目が消えるということが境界条件の与え方に
制限を与えるのである. 時空の計量が対角的で, 世界面の誘導計量が共形平坦であるとき, こ
の項は以下の境界条件を課したときに 0となる. それはノイマン境界条件

xα,σ = 0 (A.21)

とディレクレ境界条件
δxα = 0, (A.22)

である [34]. ノイマン境界条件 (A.21)では自由に端点が動ける. 一方, ディレクレ境界条件の
場合 (A.22)では端点は自由に動けない. このとき, 端点が動ける領域を D-ブレーンという.
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付録 B

主カイラル模型の運動方程式の導出

ここでは本文に記した主カイラル模型の運動方程式の導出について述べる. 作用 (3.49)の
変分は

δS = −
∫
dσ2ηab Tr

(
δg−1g, aJb + g−1δg,aJb

)
(B.1)

となる. ここでトレースの性質 Tr(AB) = Tr(BA)を使って

ηab Tr(δJaJb) + ηab Tr(JaδJb) = ηab Tr(δJaJb) + ηab Tr(δJbJa) = 2ηab Tr(δJaJb) (B.2)

であることを用いた. また δg−1 は
δ(g−1g) = δg−1g + δg−1g = 0 → δg−1 = −g−1δgg−1 (B.3)

であるから作用の変分 (B.1)は

δS = −
∫
dσ2ηab Tr

(
−δgJaJbg−1 + δg,aJbg

−1
)

(B.4)

と表される. ここで第 2項に関して部分積分:

δg,aJbg
−1 = (δgJbg

−1),a − δg(Jbg
−1),a

= (δgJbg
−1),a − δgJb,ag

−1 + δgJbg
−1g,ag

−1

= (δgJbg
−1),a − δgJb,ag

−1 + δgJbJag
−1

(B.5)

をすると (B.4)は

δS = −
∫
dσ2ηab Tr

(
(δgJbg

−1),a − g−1δgJb,a
)

(B.6)

となり, 全微分の項は積分すると消えるので作用の変分は

δS =

∫
σ2ηab Tr

(
g−1δgJa,b

)
(B.7)

と求まる. g−1δg, ηabJa,b は生成子 (3.59)を用いて g−1δg = ϵAT
A, Ja,b = JAa,bT

A と展開
できる. これを (B.7)に代入すると

δS =

∫
σ2ηabϵAJBa,b Tr

(
TATB

)
=

∫
dσ2ηabϵAJBa,bγ

AB =

∫
dσ2ηabϵAJAa,b (B.8)
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と表される. ここで (3.61)を使った. よって δg が任意のとき ϵA = γABϵB も任意なので

ηabJAa,b = 0 (B.9)

が導ける.
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付録 C

弦の非線形摂動

ここでは AdS時空上を運動する,端点が AdS境界に固定された南部後開藤弦の非線形摂動
解析による解析を行う. また, 第 3.5節で使っていたターゲット時空の座標系とは違う座標系
を使う. それは

gµν(t, x, y) = ℓ2

 −(1 + x2 + y2) 0 0

0 1 − x2

1+x2+y2 − xy
1+x2+y2

0 − xy
1+x2+y2 1 − y2

1+x2+y2

 (C.1)

である. この座標系は (2.6) を ℓ でリスケールしたデカルト座標系に移す (ℓt = t, ℓx =

r cosϕ, ℓy = r sinϕ)と得られる. この時空において弦の方程式の解として以下のものがある

t = τ,

x = tanσ,

y = 0.

(C.2)

尚, σ は σ ∈ (−π
2 ,

π
2 )であり, σ = ±π

2 のとき AdS境界に達する. この解は空間の原点を通
る静的で無限に伸びた真っすぐな弦である [35]. これを非摂動解として扱う. さて, この弦の
両端端を止めながら垂直方向に微小に揺らすことを考える (図 C.1). この揺らし方は y 方向
への摂動と考えられる. また, このときの y の境界条件は固定端境界条件 y(τ,±π/2) = 0で
ある. y を微小パラメータ ϵを用いて展開すると

y = ϵy1(τ, σ) +
1

2
ϵ2y2(τ, σ) +

1

6
ϵ3y3(τ, σ) + · · · (C.3)

となる. これを弦の方程式に代入して ϵの各次数で摂動方程式は求めていく.

まず ϵの 1次から y1 は

∂2

∂τ2
y1 + Ly1 = 0, L ≡ − ∂2

∂σ2
+

2

cos2 σ
(C.4)

を満たす. この式は 2次元 AdS時空の質量を持ったスカラー場と同じ方程式である. *1 演算

*1 (著者は赤木聡氏にこのことに気づかせてくれたことを感謝したい. )
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図 C.1: 非摂動解とそれに摂動加えた弦の様子.

子 Lの固有関数 ej :

Lew = w2ew (C.5)

を求めるために ew = cos2 σg(σ), z = sin2 σ とすると (C.5)は

z(1 − z)g′′(z) + (γ − (α+ β + 1)z)g′(z) − αβg(z) = 0,

with γ =
1

2
, α = −w − 2

2
, β =

w + 2

2

(C.6)

という超幾何方程式になる. よってこれから (C.5)の解は

ew = c1 sinσ cos2 σ 2F1

(
3 − w

2
,
w + 3

2
;

3

2
; sin2 σ

)
+c2 cos2 σ 2F1

(
2 − w

2
,
w + 2

2
;

1

2
; sin2 σ

)
(C.7)

と求まる. ここで境界での振る舞い σ → ±π/2を調べると(
c1

cos
(
πw
2

)
w2 − 1

+ c2
sin
(
πw
2

)
w

)
1

σ + π/2
, (C.8)(

c1
cos
(
πw
2

)
w2 − 1

− c2
sin
(
πw
2

)
w

)
1

σ − π/2
(C.9)

となり, 固定端境界条件が満たされるためには前の係数が 0になる必要がある. よって

c1
cos
(
πw
2

)
w2 − 1

= 0 and c2
sin
(
πw
2

)
w

= 0 (C.10)

が満たされる必要があり, c1, c2 が 0でないとき w = 2m+ 3もしくは w = 2nである必要が
ある. ここで mは非負の整数, nは 1以上の整数である. ゆえに式 (C.5)の境界条件を満た
す固有関数は

ew =


4
√

(m+1)(m+2)√
2π

sinσ cos2 σ 2F1

(
3−w
2 , w+3

2 ; 3
2 ; sin2 σ

)
w = 2m+ 3

2
√
2n√

(2n+1)(2n−1)π
cos2(σ) 2F1

(
2−w
2 , w+2

2 ; 1
2 ; sin2 σ

)
w = 2n

(C.11)
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図 C.2: ew の様子:横軸が σ である. ここでは w = 2, 3, 4, 5まで表している.

となる (図 C.2参照). またこの ew は

cos2(x)2F1(1 −m,m+ 1; 1/2, sin2(x)) = cos(2mx) +
tan(x) sin(2mx)

2m
(C.12)

sin(x) cos2(x)2F1(−m,m+ 3;
3

2
; sin2(x)) =

1

4
sec(x)

(
sin(2(m+ 1)x)

m+ 1
+

sin(2(m+ 2)x)

m+ 2

)
(C.13)

と表現することもできる. 内積を (f, g) =
∫ π/2

−π/2
dxf(x)g(x)として定義すると {ew}w=2,...,

は正規直交関数系をなす. これから y1 は

y1 =

∞∑
m=2

A1
m cos(mτ + θm)em (C.14)

と展開でき, 振動数が実なのでこの弦の線形摂動は安定である.

次に ϵの 2次について考える. この次数では y2 についての式が導かれるが実は y1 と同じ
になるのである. よって y1 に繰り込める. よって以下 y2 = 0とする. ϵの 3次の式から y3 は

∂2y3
∂σ2

− ∂2y3
∂τ2

− 2 sec2 σy3

=
1

2

(
y21 (−2 sin(2σ)y1,σ + (cos(2σ) − 2)y1,σσ + (cos(2σ) + 2)y1,ττ )

+ y1 (sin(2σ) (3y1,σσ − y1,ττ ) y1,σ + 2y1,τ (y1,τ − sin(2σ)y1,τσ)

+(4 cos(2σ) − 2)y21,σ
)

+ cosσ
(
4 sin(σ)y31,σ + cosσ (y1,ττ − 3y1,σσ) y21,σ

+ cosσy21,τ (y1,σσ − 3y1,ττ ) + 4y1,τy1,σ (cosσy1,τσ − sinσy1,τ )
)

+2 sec2 σy31
)

(C.15)

を満たす.
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AdS永年項
さてここから y1 を具体的に決めて y の 3 次の項でどのような共鳴項が現れたかの結果を
述べる. y1 を

y1 =

9∑
i=2

A0
i cos(iτ + θi)ei (C.16)

とすると n = 10のところに例えば A0
9A

0
3A

0
2
12

√
330

π cos(10τ + θ9 + θ3 − θ2)という共鳴項が
あった. これから, 高波数モードへのエネルギーカスケードがある. また, n ≥ 10では共鳴項
は存在しなかった. この他にも以下のことが観測された.

1 (+ −−), (+ + +)は現れない. これは AdS不安定性の場合と同じである [7].

2 偶と奇が混合したものしかモードの振幅のやり取りにつながらない.

しかし, これは y1 を (C.16)と置いた時に観測されたもので更なる調査が必要とされる.
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付録 D

数値計算の詳細

この付録では弦の運動を計算する際に使った数値計算手法について紹介する. この方法
は [9, 10, 29]に準じ, また h′ = h/

√
2とする.

図D.1: ダブルヌル座標による数値計算

D.1 ダブルヌル座標
図 D.1 において 5 点 N , E, W , S, C を考える. この, 内４点 N , E, S, W の座標
値 (u, v) は C を (uC , vC , ) としたとき, それぞれ (uC + h′, vC + h′), (uC − h′, vC + h′),

(uC + h′, vC − h′), (uC − h′, vC − h′)となる. また, 場を総じて ϕと表し点 N , E, S, W , C

での場の値を ϕN , ϕE , ϕS , ϕW , ϕC と表す. このとき, 点 C での ϕの u, v微分は 2次精度で
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点 N , E, S, W の ϕの値を使って

ϕ,u(uC , vC) =
ϕN − ϕE + ϕW − ϕS

2h
, ϕ,v(uC , vC) =

ϕN − ϕW + ϕE − ϕS
2h

(D.1)

と表せる. また, 点 C での ϕ,uv や ϕC は 2次精度で

ϕ,uv =
ϕN − ϕW − ϕE + ϕS

h
, ϕC =

ϕE + ϕW
2

(D.2)

となる. 場 ϕの方程式がある関数 f を使って

ϕ,uv = f(ϕ, ϕ,u, ϕ,v) (D.3)

と表されたとする. 式 (D.1), (D.2)を (D.3) に代入することで式 (D.3)は 2次精度で満たさ
れる. またこのように, 2次差分を使って運動方程式を書き換えたものを離散化された方程式
と呼ぶことにする. 数値計算は以下のように行う:まず, ϕE , ϕS , ϕW はあらかじめ求めてお
く. そして離散化された方程式を使うことで ϕN を求める. この方法は 2次精度である. χに
ついては非線形な方程式を解かないといけない. このために, ニュートン法や予測子修正法
[36]を用いる.

D.2 境界での時間発展
ここでは場の境界での時間発展の仕方について述べる. 図 D.1の 5点 N ′, E′, S′, W ′, C ′

を考える. ここで, E′ は仮想点である. 場を先ほどと同様にまとめて ϕ と書き N ′, E′, S′,

W ′, C ′ での場の値を ϕN ′ , ϕE′ , ϕS′ , ϕW ′ , ϕC′ と書く. 全体的な方針は以下の通りである:ま
ずノイマン境界条件が課されている場に対しては ϕ,σ は 2次精度で

ϕ(uC′ , vC′),σ =
ϕE′ − ϕW ′

h′
= 0 (D.4)

と近似され, 仮想点の場を ϕE′ = ϕW ′ とする. 次に t以外の場で残りの求まっていない点で
の値は式 (D.1), (D.2)を (D.3)に代入することで求める (ディレクレ境界条件を課された場
は N ′ での値は分かっているが後で見るように tの N ′ の値を求めるためには仮想点 E′ の値
が必要となる. そのため, 運動方程式を使って E′ の値を求める). 最後に tは拘束条件 (4.7)

を使って求める. 以下に (N,N,N), (N,D,N)について詳細に述べる.

D.2.1 (N,N,N)

このとき, 全ての座標に対してノイマン境界条件が課されている. よって仮想点 E′ での t,

χの値 tE′ , χE′ は tE′ = tW ′ , χE′ = χW ′ となる. χN は運動方程式を使って求める. 最後
に tN ′ は拘束条件によって

t′N ′ = tS′ +
2

(1 + |χW ′ |2)
|χN ′ − χS′ | (D.5)

と求まる.
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D.2.2 (N,D,N)

簡単のため極座標 r, θ で考える. まず θ, tはノイマン境界条件が課されているので仮想点
E′ での値は θE′ = θW ′ , tE′ = tW ′ となる. また, r はディレクレ境界条件が課されているの
で rN ′ = rS′ = r0 である. 次に θN ′ , rE′ は運動方程式を使って求めるのだが θN ′ は θ の運
動方程式が今の場合境界で θ,uv = 0となっているので θN ′ = 2θW ′ − θS′ と求まる. また rE′

は運動方程式を使うと 2次方程式となって, 簡単に求めることができる. 最後に tN ′ は拘束条
件を使って,

tN ′ = tS′ +

√
(rW ′ − rE′)2 + r20(θN ′ − θS′)2

(1 + r20)
(D.6)

となる.

D.2.3 初期値の設定
ここでは [29]に基づいて初期値の構成の仕方を紹介する. 場の運動を決めるためには初期
時刻 τ = 0で場の配位と速度を与えなければならない. しかし, 図 D.1において τ = 0面 (•)

に場の配位を与える事はできても速度の情報まで与える事はできない. これに対してどうす
るかというと次の面 τ = h/

√
2(◦)面の場を与えられた速度で決めるのである. 拘束条件がな

い場合は速度を自由に与えることができるが, 本論文では, 拘束条件が満たされるようにする
ために次の手順で ◦での場の配位を決める. まず τ = 0(•)面では初期条件による配位を与え
る. τ = h/

√
2面 (◦)での場の求め方を解説するために例として N ′′′ での場を求めることを

考える. L, R はそれぞれ N ′′′ とW ′′′ の中点, N ′′′ と E′′′ の中点である. またそれぞれの点
に対応する場を上と同じ記法で表す. Lでの ϕの v 微分 ϕv|L, Rでの ϕの u微分 ϕv|R は 2

次精度でそれぞれ

ϕ,v|L =
ϕN ′′′ − ϕW ′′′

h
, ϕ,u|R =

ϕN ′′′ − ϕE′′′

h
(D.7)

となる. また R, Lでの場の値 ϕR, ϕL は 2次精度で

ϕR =
ϕN ′′′ + ϕE′′′

2
, ϕL =

ϕN ′′′ + ϕW ′′′

2
(D.8)

である. Rで huu = 0また tE′′′ = 0, tN ′′′ > 0より

tN ′′′ = 2

√
(χ1N ′′′ − χ1E′′′)2 + (χ2N ′′′ − χ2E′′′)2

1 + (χ1N′′′+χ1E′′′ )2

4 + (χ2N′′′+χ2E′′′ )2

4

. (D.9)

同様に Lで hvv = 0, また tW ′′′ = 0, tN ′′′ > 0より

tN ′′′ = 2

√
(χ1N ′′′ − χ1W ′′′)2 + (χ2N ′′′ − χ2W ′′′)2

1 + (χ1N′′′+χ1W ′′′ )2

4 + (χ2N′′′+χ2W ′′′ )2

4

(D.10)
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と求まる. (D.9)から (D.10)を引くことにより tN を含まない式√
(χ1N ′′′ − χ1E′′′)2 + (χ2N ′′′ − χ2E′′′)2

4 + (χ1N ′′′ + χ1E′′′)2 + (χ2N ′′′ + χ2E′′′)2
=

√
(χ1N ′′′ − χ1W ′′′)2 + (χ2N ′′′ − χ2W ′′′)2

4 + (χ1N ′′′ + χ1W ′′′)2 + (χ2N ′′′ + χ2W ′′′)2

(D.11)

を得る. χ2N ′′′ は決めているので式 (D.11)は χ1N ′′′ の 1変数方程式となる. よって 1変数の
Newton 法を使って χ1N ′′′ を求める. その後に式 (D.9) または式 (D.9) を使って tN ′′′ を求
める.

D.3 数値誤差
ここでは数値誤差を評価する量を [29] に基づいて導入し, 第 4 章で紹介した境界条件が

(N,D,N)の弦の運動の数値シミュレーションの際の数値誤差を示す. まず, Cu, Cv を

Cu(σ) = (1 + |χ|2)2t2,u − 4|χu|2, Cv(τ, σ) = (1 + |χ2|2)t2,v − 4|χv|2 (D.12)

と定義する. これらは式 (4.6)を使うと 0になる. 次に Cu, Cv を規格化するために Cu, Cv

の負の符号を正に変えた量を

Nu(σ) = (1 + |χ|2)2t2,u + 4|χu|2, Nv(τ, σ) = (1 + |χ2|2)t2,v − 4|χv|2 (D.13)

と導入し, 数値誤差を測る量として Cmax を

Cmax =
1

2

Cu + Cv

Nu + Nv
(D.14)

と定義する. 第 4 章で使った計算手法は 2 次精度なので誤差は計算グリッド数 N に対して
O( 1

N2 ) と振る舞うと期待される. (N,D,N) を数値シミュレーションする際の数値誤差は図
D.2のようになった. 図 D.2から分かるように Cmax ∼ 1/N2 となっており期待通りである.

0 50 100 150 200 250 300
10 8

10 7
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10 4

10 3

C m
ax

N=212

N=213

N=214

図D.2: 異なるグリッド数 N での (N,D,N)の数値誤差. N は N = 212, 213 214.
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図D.3: (N,D,N)での ERE(左 (a)), JRE(右 (b)) の時間依存性

D.4 エネルギーと角運動量の数値的な保存の確かめ
この付録ではエネルギー E (4.12)と角運動量 J (4.12)が (N,D,N)の場合に数値的に保存
するか確かめる. 保存がどのくらい破れているか見るために相対誤差 Erot, Jrot を

ERE =

∣∣∣∣E(t) − E(0)

E(0)

∣∣∣∣ , JRE =

∣∣∣∣J(t) − J(0)

J(0)

∣∣∣∣ (D.15)

と定義すると図 D.3 より保存の破れが 数値誤差 (図 D.2 参照) 程度であることが分かる.

よって E, J は数値誤差の範囲で保存していると言える.
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付録 E

Ma, Mb

この付録では (N,N,N) と同じ方法を用いて (N,D,N) で無限個の保存量が構成できない
ことを示す. これを示すためにはMa(3.96), Mb(3.97) を λ で展開して得られる保存量即ち
M

(2)
a (3.103), M

(2)
b (3.104)が保存しないことを示せばよい.
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図 E.1: (N,N,N) と (N,D,N)でのM
(2)
a ((a)), M

(2)
b ((b)) の時間依存性

図 E.1にその結果を示す. (N,N,N)では保存しているが, (N,D,N)では時間とともに変化
している. よって, (N,D,N)では (N,N,N)と同じ方法で無限個の保存量を構成できない.
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