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概 要

自由度の大きな孤立系を長時間放置すると，その初期状態にかかわらず熱平衡状
態と呼ばれる巨視的に不変な終局状態に到達する。これは熱力学を支える原理・経
験則であるが，この「熱平衡状態への緩和」に対応する力学過程がいかなるものか
は未だ十分に理解されていない。
平衡統計力学の基礎付けに関わるこの問題は大自由度ハミルトン系（エネルギー
保存力学系）の研究対象となる。通常，熱平衡化を力学原理から説明する際には，「カ
オス」と呼ばれる乱雑で予測不能な運動の存在が想定され，カオスは平衡状態への
スムースな緩和を導くと考えられている。しかしながら，大自由度系におけるカオ
スの発生と緩和ダイナミクスの関係については未だに解明されていない点が多い。
Fermi, Pasta, Ulamは 1次元非線形格子振動系がエネルギー等分配状態に向けてど
のように緩和するかを考察した。それ以降この模型に対する多くの研究がなされ，
非自明な遅い緩和の存在が報告されている。しかしながら，その遅い緩和の特性と
起源を，相空間軌道の遍歴過程の文脈の中で理解する試みは十分とは言えなかった。
本論文では，数値計算により，上記のFermi-Pasta-Ulam模型における緩和過程を相
空間内の軌道の挙動と結びつけて理解することを目的とする。
筆者は，Fermi-Pasta-Ulam模型（m = 1, κ = 1, α = β = 1/8, N = 10, 12, 16, 32,

64, 128, 256, 512）に対し，モードエネルギーの分散により定義した，粗視化した緩
和指標を導入し，その時間発展と緩和時間の全エネルギー密度依存性を観察するこ
とで「遅い多段階緩和」を検出した。さらに Lyapunov解析によって系の軌道不安
定性を捉えるとともに，それを種々の粗視化量と対応させることで４つの動力学相，
すなわち，準周期運動・淀み運動・ローカルなカオス・より強いカオスの存在を見
出した。また，カオスが発生している時間領域においても，系に非熱的ゆらぎが伴
うことが示唆された。
次に筆者は「緩和の停滞」の一般性に着目した。緩和が停滞している状況で微視
的状態（運動量と座標）に変更を加えることで，停滞状態（プラトー）の摂動に対
する安定性を議論した。結果として，微視的状態の操作のもとでも緩和の遅さは解
消されることがなく，したがってこの緩和の停滞は相空間において決して稀な現象
ではないことが推測された。さらに，熱力学極限に対する興味から，システムサイ
ズが大きい場合の挙動について考察した結果，熱力学極限においても依然として遅
い緩和が残存する可能性が示された。
以上，筆者は熱平衡状態への緩和を力学的に基礎付けるという問題意識のもと，
大自由度ハミルトン系（Fermi-Pasta-Ulam模型）がエネルギー等分配状態へ緩和す
る過程を研究した。その結果，「遅い多段階緩和」を検出し，軌道不安定性と粗視化
量の挙動を対応させることで４つの動力学相の存在を見出した。さらに，この系の
相空間においては，緩和の停滞が決して稀な現象ではないこと，熱力学極限におい
ても遅い緩和が生き残る可能性があることを示した。
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第1章 緒言

1.1 平衡統計力学の理論的基盤
平衡統計力学とは，決定論的なニュートン力学に「等重率の原理，ミクロカノニ
カル分布」なる原理・確率分布を導入して熱力学を説明する体系である。これによ
り平衡状態に関する熱的な問題は「分配関数の計算」という一点に帰着される。平
衡統計力学の下では，対応する力学系の詳細な性質を考慮する必要がなく，シンプ
ルな手続きによって多彩な熱現象を説明できるという点で非常に強力である。一方
で，力学と確率の整合，すなわち力学のもつ決定論的性質と統計力学・熱力学がも
つ統計性がどのように橋渡しされるか，という統計力学の理論的基盤にかかわる問
題は依然未解決問題として残されている。これはつまるところ，導入した確率分布
が実現される力学過程がどのようなものであるかを問うことであり，ひいては決定
論的力学系からいかにして熱が生まれ，エントロピーが増大し，非可逆過程が生ず
るかを考察する問題となる。以上のような問題を，本論文においては「統計力学の
基本問題」と呼ぶことにする。
この問題に関する研究は多岐にわたっており，問題意識が明確にされないまま議
論されることが多い。統計力学の基本問題は大きく２つに分けることができるだろ
う。ひとつは系から時間情報が消失している「平衡状態」で力学と熱力学を結ぶた
めの機構や仮説を議論するもので，もう一方は，「非平衡状態から平衡状態への緩和」
を力学的に基礎付ける立場である。例えば，エルゴード仮説や相空間の典型性（エ
ネルギー曲面上での微視的状態の没個性化）などの仮説を要請することで等重率の
原理を保証し，力学の世界に確率分布を持ち込むことを正当化しようとする立場は，
前者の範疇に含まれるだろう。一方，緩和過程に関して，たとえば相空間での軌道
不安定化（カオス）を背景に「混合性」を仮定する方法が挙げられるが，依然とし
て明確な知見がなく，理論物理学の難問のひとつとなっている。本論文では，特に
後者に関する考察を行うこととする。

1.1.1 等重率の原理，エルゴード性
平衡統計力学はなぜ正しいのか？この問いに対して多くの人は「熱力学とのあい
だに整合性が取れているから」とか「現実の物性を非常によく説明・予言するから」
と答えるだろう。事実，統計力学の説明・適用範囲はきわめて広くその妥当性はや
はりこの二点に集約される。したがって，その理論体系の中で据え置かれている仮
定にもまた，一定の正当性があると考えるのが普通である。しかしながら，平衡統
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計力学の基礎には，それ自体が物理として中心的な問題となりうるような，きわめ
て重要 1な仮定（“等重率の原理”）が含まれる。等重率の原理は，ミクロな力学か
らマクロな熱力学を説明するために要請された仮定であり，ここでは，決定論的な
力学法則によって支配される運動が確率過程を模倣する状況（力学法則が生み出す
時系列がマルコフ過程によって生成されたもののように振る舞う状況）が想定され
ている。この仮定がどのように統計力学の中に潜り込んでいるか，その詳細を考え
てみることにする。
力学原理を出発点として統計力学を構成する際，相空間上に「等重率の原理」を
を要請して「ミクロカノニカル」確率分布を導入すると統計力学が正しく機能する。
等重率の原理は，相空間内に定められたエネルギー曲面上のあらゆる微視的状態が，
すべて平等に実現されることを要請する。この描像が成立するためには，エネルギー
以外に余計な第一積分（保存量）が存在しないこと，すなわち，実際に軌道が巡る
ことのできる領域がエネルギー曲面よりも狭められないことが必要である（図 1.1）。
このような性質をもつ力学系を非可積分系という。非可積分系において等重率の原理
が満たされるような力学過程を提唱したものとして歴史的に有名なのが「エルゴー
ド仮説 (ergodic hypothsis)」である：

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(p(t′), q(t′))dt′ =

∫
f(p, q)δ(H(p, q)− E)dpq∫

δ(H(p, q)− E)dpq
. (1.1)

ここで，p, qは系の運動量と座標，Hはハミルトニアン，Eは全系のエネルギーの
値を表す。このエルゴード仮説は，ある物理量 f(p, q)に関して，運動方程式で駆動
される軌道に沿った時間平均と，ミクロカノニカル分布に基づく相空間平均（アン
サンブル平均）が等しいとする仮定である。すなわち，時間発展上，系の軌道はエ
ネルギー曲面上を隈無く訪問し，各点での滞在時間がすべて等しいことを意味して
いる。エルゴード仮説が “任意”の物理量 fに対する主張であること，観測時間が無
限大であることなどを考慮すると，実際の系のスケールでこれが満たされることが
ないというのはよく知られた事実である。
現状では，ダイナミクスの詳細に立ち入らずに，とりあえず「等重率の原理」を
認めることが統計力学の出発点となっているが，その背景にある力学過程について
はいまだに十分な知見がないと言えるだろう。最近では相空間の典型性（すなわち，
相空間には「個性的な微視的状態」と「没個性的な微視的状態」があり，後者は前
者を圧倒しており，平衡状態とは，そういった莫大な量の没個性的な状態点を軌道
が巡ることだと解釈する立場）を用いた基礎付けがおこなわれつつある。

1.1.2 非平衡状態から平衡状態への緩和，混合性
次に時間の情報が入った系の振る舞い，すなわち緩和過程を考える。

—–自由度の大きな孤立系を長時間放置すると，その初期状態にかかわ
らず「熱平衡状態」と呼ばれる巨視的に不変な終局状態に到達する—–

1 つまり，「もっともらしいが，自明ではないような」
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これは熱力学の基本原理である。では，この「非平衡状態から平衡状態への緩和」に
対応する力学過程とは一体どのようなものであろうか？この問いかけに対して我々
は現状でほとんど明確な答えを持ち合わせていない。平衡統計力学の基礎づけに関
わるこの問題は大自由度ハミルトン系（エネルギー保存力学系）の研究対象となる。
緩和を力学原理に依拠して説明しようとする場合，「非可積分性」だけではなく，
エネルギー曲面上の「軌道の巡り方」に対してもある性質を要請しなくてはなら
ない。緩和を説明する方法として，エルゴード性よりも厳しい条件である「混合性
(mixing)」を付与する立場がある。いま，時間発展演算子を T とし，物理量 f と g

の時間発展を

f(r, t+ T ) = T f(r, t), (1.2)

g(r, t+ T ) = T g(r, t), (1.3)

とする。ただし rは相空間上の状態点を表す。混合性とは，物理量 f , gの相関関数
が各々の平均値の積に緩和する性質を指す：

C(f, g, T ) = ⟨T f, g⟩ − ⟨f⟩ ⟨g⟩ , (1.4)

lim
T→∞

C(f, g, T ) = 0. (1.5)

いま，エネルギー曲面上の状態点を xとして，ある領域Aとある領域Bに関する特
性関数 fA，fB を次のように定義する：

fA(x) =

{
1(x ∈ A)

0(x /∈ A)
, fB(x) =

{
1(x ∈ B)

0(x /∈ B)
. (1.6)

混合性の成立条件 (1.5)における物理量 f, gとして特性関数 fA, fBを選ぶと，混合性
の条件 (1.5)は

lim
t→∞

P (T A ∩B) = P (A)P (B). (1.7)

となる。ここで P (R)はある領域 R内の状態が実現される確率を意味する。P (R)

はエネルギー曲面上の全測度 ΓE に対する領域 Rの全測度 Γ(R)の割合，すなわち
Γ(R)/ΓEに等しい。測度を用いて混合性の条件を表現すると

lim
t→∞

Γ(T A ∩B)

ΓE

=
Γ(A)

ΓE

Γ(B)

ΓE

, (1.8)

となり，これより
lim
t→∞

Γ(T A ∩B)

Γ(A)
=

Γ(B)

ΓE

, (1.9)

が導かれる。これにより，混合性が成立する場合には以下の描像が成り立つ [NH94]：

あるアンサンブルの成分系がエネルギー曲面上の部分領域 Aに一様に
セットされている状況を考える。この成分系のうち，t → ∞の時間発展
の後に，エネルギー曲面上の任意の部分領域B内にあるものの割合は，
初期状態Aに関わらず Γ(B)/ΓEとなる。これは，部分領域A内の状態
点が時間発展とともに任意の部分領域B に一様に広がること，すなわち
領域Aの状態がエネルギー面上に混合されてゆくことを意味している。
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混合性を仮定することは，時間相関の消失がおこる運動を想定することであると
言える。エルゴード仮説の場合は，軌道がエネルギー曲面上のあらゆる点を訪問す
るのに要する時間が無限大であるのに対し，混合性は実際の系における観測量の収
束の速さを説明するためのひとつの方法となると考えられる。エルゴード性のよう
に徐々に無限時間をかけて相空間を埋め尽くすのではなく，高い不安定性を持った
軌道が，短時間のうちに相空間の「遠い場所」にまでその活動範囲を広げ，粗視化
された意味で全域に軌道を経巡らせることが期待できる。（図 1.2に「混合性のない
エルゴーディクな軌道」と「混合性をもつ軌道」の違いを示した。）混合性のある
相空間では，軌道が初期値近傍に停滞することを防ぐことができ，短時間で広範囲
の運動を粗く経験することで，平均値への収束に必要な時間を短縮できると考えら
れる。

q

p

Surface of another first integral

p

q

Energy surface

15年1月30日金曜日

図 1.1: ミクロカノニカル統計力学が要請する等重率の原理が成り立つためには，対
象となる力学系にエネルギー以外の第一積分（保存量）が存在しないこと，すなわ
ち非可積分性が必要である（右図）。エネルギー以外に保存量がある場合，系の運動
領域はその保存量が作る曲面とエネルギー曲面の共通部分だけに制限されてしまい
（左図の赤い部分），等重率の原理は成り立たない。

決定論的力学法則のもとで緩和がなぜ起こるのか，という問いかけに対して，上
記で導入した混合性はひとつの回答になりうる。ではさらに問いを進めて，混合性
を導く力学を考える。混合性が発達している場合，相空間上に取ったある領域は，時
間発展とともに自身の体積を保存しつつ複雑な形状に広がる（図 1.3）。このような
相空間の複雑な構造を導くものとして，通常，「カオス (chaos)」と呼ばれる乱雑で予
測不能な運動の存在が想定される。カオスとは，軌道が不安定性を獲得している状
態を指し，その状況下で系はあたかも確率過程を模倣しているように振る舞う。上
記で問題提起したような「非平衡状態から平衡状態への緩和」は，相関関数がすば
やく消失するカオス的運動によってスムースに実現されるものだと考えられている。
しかしながら，大自由度系におけるカオスの発生と緩和ダイナミクスの関係につい
ては未だに解明されていない点が多い。
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t

ergodic without mixing

mixing

14年12月10日水曜日
図 1.2: 混合性のないエルゴーディクな運動と，混合性のある運動の比較イメージ
図。混合性のないエルゴーディクな軌道は無限時間でエネルギー曲面上を稠密に埋
め尽くすが，その相関は消える事がなく，このため系が熱平衡状態へ緩和すること
が期待できない。緩和が起きるためには，混合性による相関の消失が必要とされる。

mixing

non-mixing

14年12月10日水曜日

図 1.3: 混合性のある軌道のもとでは，相空間内のある状態の集合は時間発展ととも
に複雑な形状に変形され，内部の状態点は相関を失いながら輸送される。
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1.1.3 本論文の構成
本論文は，「非平衡状態から平衡状態への緩和が，一体どのような力学プロセスに
よって特徴付けられるのか」という問題意識のもと，大自由度ハミルトン系における
緩和過程を研究したものである。すなわち，前述した平衡統計力学の基本問題との
関連性から，ハミルトン系で生起する運動がどのように軌道不安定性を獲得し，相
空間上を運動するか，そしてそれが緩和過程とどのように結びつくかを中心的な興
味とする。以下，本論文の構成を記す。
第 2章「Hamilton力学系の風景」では，ハミルトン力学系（エネルギー保存系）
における一般論のレビューを行う。まず，2.1節でハミルトン力学系を定義し，それ
が満たすシンプレクティック性について述べる。さらにそこで発生すると考えられ
る予測不能で乱雑な運動（カオス）およびその定量的評価である Lyapunov指数に
関して簡単に解説する。2.2節では「解ける・積分できる力学系」すなわち可積分系
を定義し，さらに可積分系の幾何学的描像を Liouville-Arnoldの定理をもとに紹介
する。2.3節ではハミルトン系において有用な作用変数・角変数を導入し，2.4節で
は可積分系に摂動を加えた系の挙動を調べるために，1自由度および多自由度系に
対してカノニカル摂動論を考察する。多自由度系においては，1自由度系では顕在
化しなかった摂動計算の発散問題が浮かび上がる。さらに，その発散を回避して摂
動論を成功させる取り組みの中で発見されたKolmogorov-Arnold-Moser の理論（摂
動ハミルトン系における周期運動の残存）を解説する。2.5節では，摂動ハミルトン
系における保存量（第一積分）の消失について証明した Poincaréに定理を考察し，
その統計力学との関連を述べる。2.6節では，相空間の構造を捉えるための方法であ
る Poincaré断面の方法を導入する。2.7節では，摂動によって相空間構造が変化し
自己相似的構造を内包すること（Poincaré-Birkhoffの定理），およびカオスの発生
機構であるホモクリニック（ヘテロクリニック）錯綜を解説する。2.8節では，ハミ
ルトン系で見られる遅い運動について事例を紹介する。第 3章では，本論文で扱う
Fermi-Pasta-Ulam非線形格子振動模型を導入し，この模型が示す非自明な遅い緩和
を取り上げて解析した先行研究を解説する。第 4章では，本研究において扱う模型，
および数値計算方法（数値積分，緩和指標の導入，緩和時間の導入，Lyapunov解析
の方法など）を述べ，第 5章ではFermi-Pasta-Ulam模型において見られた遅い多段
階緩和（multistage slow relaxation）とその性質の詳細を報告する。第 6章では本研
究の要約と考察が述べられる。
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第2章 Hamilton力学系の風景

古典平衡統計力学は，熱力学を力学から説明するものである。統計力学は力学に
対して「等重率の原理」「ミクロカノニカル分布」なる確率分布を導入することで非
常に巧みに熱現象を説明する。しかしながら，その確率分布を導入する理論的妥当
性や，その確率分布の背景にある力学がどのようなものであるかに関しては依然と
して未解明のままとなっている。また，非平衡状態から平衡状態に系が緩和すると
き，それに対応する力学過程がいかなるものであるかについても十分な知見が存在
しない。このような統計力学の基本的な問題を考察するとき，エネルギー曲面上に
不要な第一積分（保存量）が存在しないことや，軌道が強い不安定性を獲得してい
ることが仮定される。そこには，力学系のカオスが暗黙のうちに想定されていると
考えられる。どのような力学系がカオス性を獲得できるかという問題は，Poincaré

が「力学の基本問題」と呼んだものであり，その様相は多自由度系に関しては未だに
不明な点が多い。以下，Hamilton力学系のカオス [AJL92] ,[Tab89],[Haa71],[YO94]

に関する一般論のレビューをおこなう。

2.1 Hamilton力学系
2.1.1 Hamilton正準方程式，Hamilton相流
正準共役な変数である一般化運動量 pと一般化座標 qがHamiltonian H(p, q)を
通じて次のような微分方程式（Hamiltonの正準方程式）で関連づけられているとき，
これをN 自由度Hamilton力学系という：

pi = −∂H

∂qi
, qi =

∂H

∂pi
(i = 1, · · · , N). (2.1)

系の力学的状態は 2N 次元の相空間上のある一点で指定される。ここで r = (q,p)

とすると，相空間上の軌道の運動は速度場（Hamilton相流）：

d

dt
r = J ·∇H ∇H(r) =

(
∂H

∂r1
, · · · , ∂H

∂r2N

)
, (2.2)

によって記述される。ここで J はシンプレクティック行列

J =

(
0 I
−I 0

)
, (2.3)

を表す。ただし，Iは単位行列をあらわす。
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2.1.2 シンプレクティック性
正準方程式の解である q,pに関して，

N∑
i=1

dqi(t) ∧ dpi(t) =
N∑
i=1

dqi(0) ∧ dpi(0), (2.4)

なる関係が成立する。この 2次微分形式の保存は，Hamilton相流が相空間面積を保
つこと（Liouvilleの定理）を意味する（図 2.1）。さらに，時間発展を記述するヤコ

14年12月8日月曜日

図 2.1: ハミルトン系では，相空間内の体積（面積）要素の形状は変化してもその大
きさが保存するように軌道が時間発展する。体積要素内の状態点は途中で消滅した
り，他の状態点と重なることはない。Liouvilleの定理は各時刻での状態密度が不変
であることを意味する。

ビ行列（モノドロミー行列）
M =

∂(r(t))

∂(r(0))
, (2.5)

に関して，
tMJM = J , (2.6)

が成立し，Hamilton系の時間発展がある種のカノニカル変換であることを示して
いる。

2.1.3 決定論的法則から生まれる予測不能性 - カオスとLyapunov

指数
ニュートン方程式に代表される決定論的法則は，初期条件の厳密な設定・観測に
よって未来永劫にわたる物理的状態の予測を可能にする。しかしながら，システム
に非線形性が伴う場合（実は自然界にはそのようなケースが圧倒的に多い），シス
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テムは初期条件に対してきわめて強い敏感性が示し，結果として事実上 1の予測不
能性をもつこととなる。この初期値鋭敏性は決定論的カオス（あるいは単にカオス）
と呼ばれる。このカオスと呼ばれる現象は，数理的興味を超えて，自然界における
不可逆性の問題，熱化の問題と密接に関連する。また，Hamilton力学系におけるカ
オスは非常に豊富な構造をもつことが知られている。ここでは「初期値鋭敏性」を
基軸にカオスを定義し，その定量的表現である Lyapunov指数を導入する。
いま，ある力学系

dx

dt
= f(x), (2.7)

と，それに対する変分方程式

d

dt
(δx) = Df(x) · δx, (2.8)

を考える。カオスは初期条件の情報がすばやく消失する性質をもち，それはすなわ
ち変分方程式の解 δx(t)が

|δx(t)| ∼ ||δx(0)|| exp(λt), λ > 0, (2.9)

で示されるような指数的挙動を示すことに等しい。これは，初期時刻において酷似
していた 2つの軌道間のわずかな「ずれ」が時間発展とともに指数的に増大するこ
とを意味し，その意味でカオス力学系は「記憶喪失過程」であると言える。ここで
その誤差の増大率，情報の損失率を表す量 λ

λ(x) = lim
t→∞

1

t
log

||δx(t)||
||δx(0)||

, (2.10)

を Lyapunov指数と呼び，これが正の値を取るとき，一般に系はカオスであるとい
う（図 2.2）。

2.2 可積分系
2.2.1 Liouvilleの定理
調和振動子やケプラー問題は解析的に解くことができる。しかしながら，自然界
に展開する運動の大部分はいわゆる求積法によって求めることが（原理的に）でき
ない。まずは，力学系が積分できる（解ける）性質，すなわち可積分性について述べ
る。実は，Hamilton力学系が求積法によって解けるのは，系の自由度と同じ数だけ
の第一積分が存在する場合に限られる。いま自由度N のHamilton系において，N

個の保存量（第一積分）が存在している状況を考える：

Φ1(p, q) = α1,Φ2(p, q) = α2, · · · ,ΦN(p, q) = αN . (2.11)

1カオスは予測不能性を伴うと言いつつも，依然として決定論的法則のもとで発生している。仮に
無限精度での初期値の制御が可能であれば，未来はやはり正確に予測できる。しかしながら無限精度
の観測や制御は事実上不可能である。
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図 2.2: Lyapunov指数はある変位の方向に対する軌道不安定性の指標となる。Lya-

punov数が正であるとき，2つの独立な軌道は，「時刻ゼロでは酷似していた」という
ことを指数関数的に “記憶喪失”する。カオスが，決定論的な法則から生まれる予測
不能な運動だと言われる所以はここにある。初期の誤差がどんなに小さくても，や
がて増大し，2つの軌道の相関は消えてしまう。

ただし，このうち 1つはHamiltonian自身（系の全エネルギー）であるとする。ま
た，これらの第一積分には，互いの Poisson括弧が消える条件：

{Φi,Φj} =
N∑
k=1

{
∂Φi

∂qk

∂Φj

∂pk
− ∂Φi

∂pk

∂Φj

∂qk

}
= 0, (2.12)

が課されているものとする。条件 (2.12)がすべての i, jに対して満たされるような
N 個の第一積分の組を「包合系をなす第一積分」と呼ぶ。さらにこれらは 1価の第
一積分であるとする。「1価の第一積分」とは，相空間上の一点 (p, q)を指定すると
一意的にその値が決まり，その等高線が相空間内に孤立した曲面をつくるような保
存量をいう。一方，相空間内に孤立曲面を定めることのできない保存量，すなわち
ある領域内のあらゆる場所に等高線が及んでしまうような第一積分は「無限多価の
第一積分」と呼ばれ可積分性とは無関係な保存量であるため考慮されない。
このような包合系をなす 1価の第一積分がN個存在する場合，系は求積可能であ
る（Liouvilleの定理 2）。また，全系のエネルギーを定数倍した保存量や，複数の
保存量を足し合わせた保存量のように，自明な操作によって無数に生成されてしま
う保存量は関数的に独立ではなく，求積可能性に関して全く寄与しない。

2.2.2 可積分系の幾何学的描像，Liouville-Arnoldの定理
積分可能なHamilton系に対してArnoldは幾何学的理解を与えた。すなわち，可
積分系の軌道はトーラスのトポロジーを持つことを示した。
いま，N 自由度Hamilton力学系を考える。この系には包合系をなす独立な第一
積分 Φ1, Φ2, · · · , ΦN が存在するとする。これらの第一積分によって定まる積分曲面

2相空間の面積保存，シンプレクティック性に関する Liouvilleの定理とは別。

13



の共通部分（すなわち実際に系の軌道が這うことのできる領域）をDα（レベルセッ
ト）とする：

Dα ≡ {(p, q) | Φi(p, q) = αi (i = 1, 2, · · · , N)}. (2.13)

このレベルセットDaに対して以下の 2つが成立する：

(1) レベルセットDαはコンパクトで連結な多様体である。

(2) 勾配ベクトル∇Φi(p, q)がレベルセットDα上の各点で一次独立であると仮定
するなら，DαはN 次元トーラス T n：

T n = {(θ1, θ2, · · · , θN) mod 2π}, (2.14)

のトポロジーをもち，軌道はこのトーラス上を準周期運動する。

可積分系の軌道が形成するトーラスを図 2.3に示した。2次元トーラスは，周期境界
条件が課された 2次元平面上の運動と対応している。また，図 2.4に示したように，
θ1と θ2の比が有理比の場合（右）は，軌道は有限時間内の閉じるが，無理比の場合
（左）には，軌道は閉じることがなくエルゴード的にトーラスを埋め尽くす。

�2

�1

�1

�2

�2

�1

14年12月8日月曜日

図 2.3: 可積分系の軌道が形作るトーラス。ここでは 2次元トーラスを示している。
2次元トーラスは θ1, θ2で特徴付けられ，その運動は周期境界条件が課された 2次元
平面上の運動と対応している。左図の青い辺と緑の辺に対してそれぞれ周期境界条
件を課したものは２次元トーラスとなる。

2.3 Hamilton-Jacobiの理論，作用・角変数
2.3.1 Hamilton-Jacobi方程式
Hamilton系の求積を実行する強力な方法としてHamilton-Jacobiの方法が挙げら
れる。ある有用なカノニカル変換 (p, q) → (α,β)によってHamiltonianが正準共役
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図 2.4: θ1と θ2の比が無理数比の場合，軌道はトーラス表面を稠密に埋め尽くすが，
有理数比の場合には有限の時間で軌道が閉じる。
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な変数のうち片方の組だけで表現される場合（たとえばαだけで書かれる場合）を
考える。このような変換を見つける事ができれば運動方程式はきわめて簡潔な形で
与えられる：

dαi

dt
= −∂H (α)

∂βi

= 0, (2.15)

dβi

dt
=

∂H (α)

∂αi

= ci (const.). (2.16)

ゆえに，
αi = const., βi = cit+ di, (2.17)

となり，定数解と時間比例解が得られる。ただし，diは積分定数である。解がこのよ
うな単純な挙動を示すように見える座標系へのカノニカル変換はある母関数S(α, q)

によって
pi =

∂S

∂qi
, βi =

∂S

∂αi

, (2.18)

のように生成される。重要な作業はこの母関数を求める事である。このとき，母関
数 Sは次のHamilton-Jacobi方程式に従う：

H(∇S, q) = H (α) = E(α), ∇S =

(
∂S

∂q1
, · · · , ∂S

∂qN

)
. (2.19)

ここでEは全系のエネルギーを表す。この偏微分方程式に対してN個の任意定数を
含むような完全解 S = S(α, q)を求めることができれば運動はすべて解けたことに
なる。

2.3.2 separableな母関数，作用・角変数
しかしながら，Hamilton-Jacobi方程式が解けるのは実質的に母関数Sが separable

である場合に限られる。いま母関数が separableな形式

S(q,α) =
N∑
i=1

Si(qi,α), (2.20)

で与えられている場合を考える。ここで分離された各母関数Siは qiただ一つを通じ
てのみ “旧”座標依存性をもつ。また piは

pi =
∂

∂qi
Si(qi,α), (2.21)

となり “旧”座標に関して qiだけの関数となる。
ここで新たな変数（作用変数）Ji を次のように導入する：

Ji =
1

2π

∮
C

pidqi. (2.22)
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qiはそれぞれが周期運動をし，系全体が多重周期運動をしているとし，積分は qiに
関する 1周期の閉軌道C にわたって実行する。このC は図 2.3の 2次元トーラスの
場合には，γ1および γ2となる。このとき J1と J2はそれぞれ γ1と γ2の半径に相当
する。また，Jiに正準共役な変数として角変数 θiが導入される。(2.22)において，
(2.21) より，piは qに関しては qiのみを含むことから，作用変数 Jiは (2.17)におけ
る定数解αだけの関数となる。

Ji = Ji(α). (2.23)

したがってカノニカル変換 (p, q) → (α,β) → (J ,θ) によって変換されたHamilto-

nianは作用変数だけの関数となる：

K = K (J). (2.24)

カノニカル変換 (p, q) → (J ,θ)を生成する母関数 S̃は，Sと同様に separableであ
り，および (2.23)であることから

S̃(q,J) =
N∑
i=1

S̃i(qi,J), (2.25)

と与えられる。その変換則は

pi =
∂S̃

∂qi
=

∂S̃i

∂qi
, θi =

∂S̃

∂Ji
, (2.26)

となる。ここで運動方程式とその解は
dJi
dt

= −∂K (J)

∂θi
= 0, ∴ Ji = const. (2.27)

dθi
dt

=
∂K (J)

∂Ji
= ωi(J), ∴ θi = ωit+ δi. (2.28)

となる。作用変数に関して，(2.26)と定義 (2.22)より，

Ji =
1

2π

∮
C

∂S̃i

∂qi
dqi, (2.29)

となり 1周期あたりのSiの変化分を与えている。一方，ある qmを 1周期分だけ変化
させる間にその他の qを止めておく場合，この操作中の θiの変化 δθmを求めると，

[δθi]m =

∮
C

∂θi
∂qm

dqm =

∮
C

∂2S̃

∂qm∂Ji
dqm =

∂

∂Ji

∮
C

pmdqm =
∂Jm
∂Ji

· 2π = 2πδim,

(2.30)

となる。途中計算には (2.26),(2.22)を用いた。ここで qiの周期が Tiであるとするな
ら，i = mより

[δθi]i = ωiTi = 2π, (2.31)

であり，ωiは運動の振動数であることが分かる。このように作用・角変数は，運動
が 1周期だけ時間発展するとともに 2πずつ増加するような正準変数の組として導入
されている。
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2.4 カノニカル摂動論
可積分系を摂動した近可積分系をカノニカル摂動論によって論じる。１自由度系
の場合，カノニカル摂動論は問題なく成功するが，対象が 2自由度以上になると摂
動論はたちまち発散の問題（小分母の困難, small divisor problem）を抱える事とな
る。この多自由度系での摂動論の破綻は，興味深い事にカオスの発生という物理的
実体と密接に関連する。Kolmogorov, Arnold, Moserは，小分母の困難を回避して
摂動論を収束させる文脈の中で，可積分系で見られる周期軌道が，ゼロでない測度
で摂動系においても残存することを示した（KAMの定理）。これは，可積分系に近
い摂動ハミルトン系においてエルゴード性がしばしば破れることを示唆したもので
あり，微弱な非線形性の存在から系の熱化やカオス化を説明する従来の素朴な期待
に対し，非線形性とカオスの関連がそう単純ではないことを明らかにしている。

2.4.1 1自由度系の場合
最終的目標は多自由度系の摂動論を議論することであるが，まずは 1自由度系を
議論する。可積分系に対する摂動ハミルトニアン：

H = H0 + ϵH1 + ϵ2H2 + · · · , (2.32)

を考える。非摂動系での作用変数，角度変数をそれぞれ J0, θ0 とする。いま，カノ
ニカル変換によって新たなハミルトニアンを新たな作用変数だけで書けることを目
指す。このような変換を生成するハミルトン・ヤコビの母関数 Sを ϵ で級数展開し
た形式

S = S0 + ϵS1 + ϵ2S2 + · · · , (2.33)

として考える。ここで非摂動系から摂動系への変数変換：(J0, θ0) → (J, θ)は Sを通
して次のように生成される：

J0 =
∂S

∂θ0
, θ =

∂S

∂J
, S = S(J, θ0). (2.34)

ϵ → 0の無摂動極限で S0 は恒等変換 (J = J0, θ = θ0) を与える必要があるから，
S0 = Jθ0とする。すなわち

S = Jθ0 + ϵS1 + ϵ2S2 + · · · , (2.35)

となる。また，摂動系ハミルトニアンは無摂動系の変数を用いて

H = H0(J0) + ϵH1(J0, θ0) + ϵ2H2(J0, θ0) + · · · , (2.36)

と書かれる。以上から，母関数 Sに対するハミルトン・ヤコビの方程式は

H0

(
∂S

∂θ0

)
+ ϵH1

(
∂S

∂θ0
, θ0

)
+ ϵ2H2

(
∂S

∂θ0
, θ0

)
+ · · · = E(J), (2.37)
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となり，さらに新たなハミルトニアンE(J)も ϵに関する級数に展開しておく。

E(J) = E0(J) + ϵE1(J) + ϵ2E2(J) + · · · . (2.38)

ここで，
J0 =

∂S

∂θ0
= J + ϵ

∂S1

∂θ0
+ ϵ2

∂S2

∂θ0
, (2.39)

に注意して (2.37)の各項を J0 = J のまわりでテイラー展開すると，

H0

(
∂S

∂θ0

)
= H0(J) + ϵ

[
∂S1

∂θ0

(
∂H0

∂J0

)
J0=J

]

+ ϵ2

[
∂S2

∂θ0

(
∂H0

∂J0

)
J0=J

+
1

2

(
∂S1

∂θ0

)2(
∂2H0

∂J2
0

)
J0=J

]
+O(ϵ3),

H1

(
∂S

∂θ0
, θ0

)
= H1 (J, θ0) + ϵ

[
∂S1

∂θ0

(
∂H1

∂J0

)
J0=J

]
+O(ϵ2),

H2

(
∂S

∂θ0
, θ0

)
= H2(J, θ0) +O(ϵ),

(2.40)

となり，これらを (2.37)に戻して，(2.38)から摂動パラメタの各次数の係数比較を
行うと，

ϵ0 : H0(J) = E0(J), (2.41)

ϵ1 :
∂S1

∂θ0

∂H0

∂J0
+H1(J, θ0) = E1(J), (2.42)

ϵ2 :
∂S2

∂θ0

∂H0

∂J0
+

1

2

(
∂S1

∂θ0

)2
∂2H0

∂J2
0

+
∂S1

∂θ0

∂H1

∂J0
+H2(J, θ0) = E2(J), (2.43)

を得る。目標は，新たな摂動ハミルトニアンを新たな作用変数だけで表現できるよ
うなカノニカル変換を生成する母関数 Sを求めることであった。
(2.41)から，新ハミルトニアンのE0は旧ハミルトニアンのH0において J0を Jに
置き換えたものになることが分かる。(2.42)および (2.43)については以下のように
S1, S2, ...を求める。オリジナルの力学変数は p, qであり，これらはカノニカル変換
によって作用変数 J0と角度変数 θ0に移された。p, qは θ0の周期関数であり周期 1

をもち，それゆえ (2.35)，(2.36)のH1, H2, ...，S1, S2, ... をフーリエ級数で表現して
おく。

H1 =
∑
n

H(1)
n (J0) exp(2πinθ0), H2 =

∑
n

H(2)
n (J0) exp(2πinθ0).

S1 =
∑
n

S(1)
n (J) exp(2πinθ0), S2 =

∑
n

S(2)
n (J) exp(2πinθ0).

(2.44)

これらを (2.42)，(2.43)に代入し，1周期分の平均を取ることを考える。∂S1/∂θ0，
∂S2/∂θ0のフーリエ級数において n = 0の項は消えるので，1周期分の平均値は 0と
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なる。
∂S1

∂θ0
=

∫ 1

0

dθ0
∑
n

2πin · S(1)
n (J) exp(2πinθ0) = 0. (2.45)

一方，∂H1/∂J0，∂H2/∂J0はフーリエ級数の n = 0の項だけが残り，平均値は

∂H1

∂J0
=

∫ 1

0

dθ0
∑
n

∂H
(1)
n

∂J0
exp(2πinθ0) =

∫ 1

0

∂H
(1)
0

∂J0
dθ0, (2.46)

となる。以上から，(2.42)，(2.43)の 1周期分にわたる平均を取れば，

E1(J) = H1(J, θ0), (2.47)

E2(J) = H2(J, θ0) +
1

2

(
∂S1

∂θ0

)2
∂2H0

∂J2
0

+
∂S1

∂θ0

∂H1

∂J0
, (2.48)

としてE1, E2が決定される。これらを用いれば (2.42)，(2.43)を S1, S2について解
くことができる。
ここで，θ0に関する任意の関数 f(θ0)に対して

f̃ = f − f, (2.49)

とすると，f̃ は θ0の関数の純粋な周期部分をあらわす。したがって (2.42)，(2.43)

は，この定義と (2.47)，(2.48)より，

∂

∂θ0
S1(J, θ0) = −H̃1(J, θ0)

ω0(J)
, (2.50)

∂

∂θ0
S2(J, θ0) = − 1

ω0(J)

H̃2(J, θ0) +
1

2

˜(
∂S1

∂θ0

)2
∂2H0

∂J2
0

+
˜∂S1

∂θ0

∂H1

∂J0

 , (2.51)

を得る。ただし，周波数は ω0 = ∂H0/∂J0と定義した。これを S1, S2について解く
ことを考える。(2.44)と同様に H̃1をフーリエ級数で展開すれば，

H̃1(J, θ0) =
∑
n ̸=0

H̃
(1)
n (J) exp(2πinθ0), (2.52)

となる。ただし，H̃1が純粋に周期的な部分だけを含むことから，フーリエ級数にお
ける定数項が存在しないため n = 0を除外した。これとすでに提示した S1のフーリ
エ級数表現を (2.50)に代入すれば，

S1(J, θ0) =
i

2π

∑
n ̸=0

H̃
(1)
n (J)

nω0(J)
exp(2πinθ0), (2.53)
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と定まる。S2についても同様の手順で決定される。これより，摂動系における新た
な角度変数 θ，作用変数 J，振動数 ωは

θ = θ0 + ϵ
∂

∂J
S1(J, θ0), (2.54)

J0 = J + ϵ
∂

∂θ0
S1(J, θ0), (2.55)

ω(J) = ω0(J) + ϵ
∂

∂J
E1(J), (2.56)

となり，無摂動系に対して ϵの 1次の補正が加わることがわかる。以上から，1自由
度系においては摂動論を成功的に遂行することができる。

2.4.2 多自由度系の場合
多自由度系を考える。多自由度系の場合も 1自由度系の場合と同様に，摂動ハミ
ルトニアン：

H(J0,θ0) = H0(J0) + ϵH1(J0,θ0) + ϵ2H2(J0,θ0) + · · · , (2.57)

を考え，ハミルトン・ヤコビの母関数を

S = Jθ0 + ϵS1 + ϵ2S2 + · · · , (2.58)

と展開しておく。対応するハミルトン・ヤコビ方程式

H0(∇θ0S) + ϵH1(∇θ0S,θ0) + ϵ2H2(∇θ0S,θ0) + · · · (2.59)

= E0(J) + ϵE1(J) + ϵ2E2(J) + · · · , (2.60)

の各項を J0 = J のまわりでテイラー展開し，摂動パラメタの次数で整理して係数
比較をおこなえば，

ϵ0 : H0(J) = E0(J). (2.61)

ϵ1 : ∇θ0S1 ·∇J0H0 +H1(J ,θ0) = E1(J), (2.62)

.....

を得る。ここでH1, H2, ...や S1, S2, ...のフーリエ級数展開は系が多自由度であるか
ら多重周期運動を考え，多重フーリエ級数として

H1 =
∑
n

H(1)
n (J0) exp [2πi(n · θ0)] ,

S1 =
∑
n

S(1)
n (J) exp [2πi(n · θ0)] ,

(2.63)

と展開される。nは整数ベクトル (n1, n2, ....., nN)を表す。また，(2.49)で導入した
θ0の関数 f の，1周期にわたる平均値は多自由度系においては

f =

∫ 1

0

...

∫ 1

0

fdθ0,1dθ0,2 · · · dθ0,N , (2.64)
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と定義され，f̃ = f − f である。これらを用いると (2.47)に対応するものとして

E1(J) = H1(J ,θ0), (2.65)

が，また (2.50)に対応するものとして

ω0(J) ·∇θ0S1(J ,θ0) = E1(J)−H1J ,θ0 = −H̃1(J ,θ0), (2.66)

が得られる。ただし周波数はω0 = ∂H0/∂J0 である。(2.52)式の多重バージョンを

H̃1(J ,θ0) =
∑
n ̸=0

H̃
(1)
n (J) exp [2πi(n · θ0)] , (2.67)

とする。1自由度の場合と同様に整数ベクトルn が零ベクトル 0である項は排除し
た。そして最終的に (2.53)の対応物として

S1(J ,θ0) =
i

2π

∑
n ̸=0

H̃
(1)
n (J)

n · ω0(J)
exp [2πi(n · θ0)] , (2.68)

が定まる。

2.4.3 小分母の困難
1自由度では摂動展開が成功するが，多自由度の場合，周波数 ω0が互いに有理比
をなす場合，(2.68)の分母が

(n · ω0) = 0, (2.69)

を満足するような，零ベクトルではない整数の組 (n1, n2, ..., nN) を選ぶことができ
る（これを縮退あるいは共鳴という）。このとき，フーリエ係数は発散してしまう。
さらに，たとえ周波数が互いに無理比であっても，分母が厳密にゼロにならないまで
も，その値がきわめて小さくなってしまうような整数ベクトルをやはりみつけるこ
とができてしまい，この場合も摂動論は破綻する。この問題は小分母の困難 (small

divisor problem)と呼ばれる。

2.4.4 Kolmogorov-Arnold-Moserの理論，近可積分系における
周期軌道の残存

Kolmogorov, Arnold, Moserはこの小分母の困難がある条件の下で回避され，摂
動展開が収束することを証明した [Kol91, Arn63b, Arn63a, Mos67] 。
まず条件：

det

(
∂2H0

∂J i
0J

j
0

)
̸= 0, (2.70)

を要請する。これはPoincaréの定理の節で扱った非退化条件であり，作用変数ベク
トルで指定されるトーラスを周波数ベクトルで特徴付けるための条件である。この
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条件の下，すべての整数ベクトルnに対し，適当な正の数C, µに対してディオファ
ンティン条件

|n · ω0| ≥ C |n|−µ , |n| =
N∑
i=1

|ni|, (2.71)

が成立している場合，無限回のカノニカル変換が可能で，次々と摂動パラメタ ϵの高
次項を排除してゆき，その結果極限的なハミルトニアンが作用変数のみで表現でき
るとした。すなわち小さな摂動を受けた系でもなお，可積分系的な準周期運動（トー
ラス）の「ほとんど」が残存することが証明された。摂動展開の収束条件は他にも
次のように書かれることもある。簡単のため 2自由度の場合の表現を用いる。条件：

すべての整数 r, sに対して
∣∣∣∣ω1

ω2

− r

s

∣∣∣∣ > K(ϵ)

s2.5
(ϵ → 0でK(ϵ) → 0), (2.72)

が満たされるトーラスは摂動によって破壊されずに残る。この条件は，二つの周波
数比 ω1/ω2 が無理比であるとき，これを有理数でどの程度の精度まで近似すること
ができるかという問題と関連する。「無理数性」が強い場合，すなわち無理数を有理
数近似したときにその誤差が (2.72)のようにK(ϵ)/s2.5よりも大きくなるようなトー
ラスは摂動に耐えて生き残る。一方，「有理数に近い無理数」，すなわち∣∣∣∣ω1

ω2

− r

s

∣∣∣∣ < K(ϵ)

s2.5
, (2.73)

となるような周波数も持つ無理数トーラスは摂動によって破壊される。
以上のKAM理論の帰結は，摂動系においても広い範囲で摂動に耐えたトーラス

（準周期運動）が生き残っており，可積分系と同様の性質が引き継がれている場合が
多いことを示唆している。

2.5 Poincaréの定理，摂動による第一積分たちの消失
力学系の不安定性は，その系の保存量の個数と密接に関連している。一般に，系
の自由度と同じ数の保存量（包合系をなす独立な第一積分）が存在する場合，積分
法によって解析解を求めることができるが，保存量の数が系の自由度よりも少ない
場合は解析解を得ることができない。
ミクロカノニカル統計力学は，エネルギーを一定とするようなアンサンブルを扱
い，孤立系の力学発展が，相空間の等エネルギー超曲面上の全域で平等におこなわ
れることを要請する。孤立系において全系のエネルギーは保存量であるが，仮にこ
れとは別に独立な保存量が存在したとすると，等エネルギー面はその保存量の表式
が定める面によって分割され，運動可能領域は等エネルギー面上よりも狭められて
しまう。すなわち，ミクロカノニカルアンサンブルを生成するような力学系はエネ
ルギー以外の保存量を持ってはならない。すなわち，力学系の非可積分性が統計力
学的描像が成立させると考えられる。
たとえば，N 個の質点からなる調和振動子系は，N 個の独立な保存量

Φ1 = J1ω1, Φ2 = J2ω2, , ....., Φk = JNωN , (2.74)
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を持つ。Jkは作用変数，ωkは角度変数の 1階時間微分 θ̇kである。じつはこの保存
量 Jkωkは，各基準振動のエネルギーである。このような系はミクロカノニカル統計
に従う力学系の例にはならない。この系に初期に与えられた各 Φk が保存されると
いうことは，初期の基準振動へのエネルギー分配の状況が未来永劫持続することに
対応する。
通常，統計力学の基本問題に取りかかろうとするとき，系には非線形性が導入さ
れるが，これは，全系のエネルギーを唯一の保存量とし，それ以外の保存量が不在と
なるような力学系を構成するためである。1950年代に行われたFermi, Pasta, Ulam

の実験（非線形格子振動系の緩和ダイナミクスに関する数値実験）に代表されるよ
うなこのような姿勢の根底には，以下に示す Poincaréの定理があったと言える。
Poincaréの定理は，可積分系に摂動が添加された系において，ハミルトニアン以
外に（包合系をなす独立な）第一積分が存在しない [Poi92]ことを示した定理である。
以下，Poincaréの定理を証明する。
いま，可積分系ハミルトニアンH0に対して ϵを摂動強度パラメタ（きわめて小さ
い）とした摂動が加えられたハミルトン系：

H = H0(J) + ϵH1(J ,θ) + ϵ2H2(J ,θ) + . . . , (2.75)

を考える。J，θはそれぞれ可積分系に関する作用変数，角度変数であり，H1，H2，...
は角度変数 θについて 2π周期の周期関数であるとする。いま，非退化条件：

det

(
∂2H0

∂Ji∂Jj

)
̸= 0, (2.76)

を課す。この条件は可積分系ハミルトニアンH0のヘシアンが恒等的に non-zeroで
あることを示す。いま振動数 ωiが

ωi =
∂H0

∂Ji
, (2.77)

と定義されることから，非退化条件 (2.76)は，

det

(
∂ωi

∂Jj

)
̸= 0, (2.78)

と書き改められる。これは可積分系において作用変数の組 (J1, J2, ..., JN)で指定さ
れるそれぞれのトーラスを，異なる振動数で特徴付けられることを意味する。
以上の条件のもとで，(2.75)系に

Φ = Φ0(J ,θ) + ϵΦ1(J ,θ) + ϵ2Φ2(J ,θ) + . . . , (2.79)

なる形式の第一積分が存在しないことを示す。
証明スキームは，(2.79)なる保存量の存在を仮定した上で次の通りおこなわれる。

(i) Φ0が角度変数 θを含まず，作用変数のみによってΦ0 = Φ0(J)と書けることの
証明
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(ii) Φ0は可積分系ハミルトニアンH0のみの関数 Φ0 = Φ0(H0)となることの証明

(iii) 摂動系で仮定した第一積分 Φは摂動ハミルトニアンH だけの関数であり，ハ
ミルトニアンと包合系をなす独立な保存量にはなりえないことの証明

なお，以下，簡単のため自由度 2の場合の証明を示す。Φが第一積分となる条件は
ハミルトニアンとのポアソン括弧が消えることである。すなわち，

{Φ,H} = 0, (2.80)

∴
N∑
i=1

(
∂Φ

∂θi

∂H

∂Ji
− ∂Φ

∂Ji

∂H

∂θi

)
= 0. (2.81)

ここに展開形式の (2.75),(2.79)を用いてさらに ϵの次数に関して整理すれば

{H0, Φ0}+ ϵ
[
{H0, Φ1}+{H1, Φ0}

]
+ ϵ2

[
{H0, Φ2}+{H1, Φ1}+{H2, Φ0}

]
+ · · · = 0,

(2.82)

となる。これが任意の（十分に小さな）摂動パラメタ ϵについて恒等式として成立す
るためには，各 ϵnの係数がすべてゼロとなる必要がある。したがって，少なくとも

{H0, Φ0} = 0, (2.83)

{H0, Φ1}+ {H1, Φ0} = 0, (2.84)

は成立していなくてはならない。

(i) Φ0 ̸= Φ0(θ)，Φ0 = Φ0(I)の証明
Φ0を角度変数 θについてフーリエ級数展開すると，

Φ0 =
∑
k

ϕk(J)e
i(k·θ), (2.85)

と書ける。いま，特に 2自由度を考えているので，整数ベクトル：k = (k1, k2)，
角度変数ベクトル：θ = (θ1, θ2) であり，(k · θ) = k1θ1 + k2θ2 である。この表
式のもとで，Φが第一積分であるための第一の条件 (2.83)は∑

k

(
k ·

∂H0

∂Ji

)
ϕk(J)e

i(k·θ) = 0, (2.86)

となる。これは恒等的に成立すべきであるから，すべての整数ベクトルkに対
して

ϕk(J) = 0 or

(
k ·

∂H0

∂Ji

)
= 0, (2.87)

となる。いま，ある整数ベクトル kで後者が成立していたとすると，(
k ·

∂H0

∂Ji

)
= 0 ∴

2∑
j=1

kj
∂H0

∂Jj
= 0, (2.88)
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である。さらに Jiで偏微分して
2∑

j=1

∂2H0

∂Ji∂Jj
kj = 0, (2.89)

を得る。これは整数ベクトル kを未知数とする連立 1次方程式である。ここで
冒頭に仮定した非退化条件 (2.76) により，係数行列式は non-zeroであるから，
k = 0のみが解となる。したがって，整数ベクトルが零ベクトルでないフーリ
エ係数は消え，

ϕk ̸=0(J) = 0, ϕ0(J) ̸= 0, (2.90)

となり，したがって
Φ0 = ϕ0(J), (2.91)

が導かれる。以上から，Φ0が角度変数 θ によらず，作用変数 J のみを含むこ
とが証明された。

(ii) Φ0 = φ0(H0)の証明
仮定したハミルトニアンおよび第一積分の ϵの 1乗の係数H1, Φ1を (i)と同様
にフーリエ級数展開すると，

H1 =
∑
k

h
(1)
k (J)ei(k·θ), (2.92)

Φ1 =
∑
k

ϕ
(1)
k (J)ei(k·θ), (2.93)

となる。この表式のもとで，Φが第一積分であるための第二の条件 (2.84)が恒
等的に成立することは(

k ·
∂H0

∂J

)
ϕ
(1)
k (J) =

(
k ·

∂Φ0

∂J

)
h
(1)
k (J), (2.94)

と書くことができる。いま，関数H1に対して散逸性の条件とよばれる条件を
課す。

散逸性の条件 [YO94][Pri62]

(k · ∂H0/∂J) = 0 を満足するような作用変数ベクトルJ = (J1, J2)

上で，無限個の異なる整数ベクトル kを添字としてもつH1 のフー
リエ展開係数 h

(1)
k (J)が，恒等的に h

(1)
k (J) ̸= 0である。ただし，互

いに平行な整数ベクトルは 1つの整数ベクトルとしてみなす。

いま，散逸性の条件を満足するような或る整数ベクトルkを考える。散逸性の
条件より，(k · ∂H0/∂J) = 0 となるような作用変数集合上で恒等的にフーリ
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エ展開係数 h
(1)
k が non-zeroであるから，(2.94)より，同一の集合上において

(k · ∂Φ0/∂J) = 0 とならなければならない。すなわち，(
k ·

∂H0

∂J

)
=

(
k ·

∂Φ0

∂J

)
= 0. (2.95)

したがって，2つのベクトル (∂H0/∂J)と (∂Φ0/∂J)はそれぞれ整数ベクト
ル kに垂直であるから 1次従属なベクトルであることが言える。したがって，
(k · ∂H0/∂J) = 0 となるような作用変数集合上でヤコビアンがゼロ：

∂ (Φ0, H0)

∂ (J1, J2)
= 0, (2.96)

となる。このような状況を実現するような整数ベクトル k は無数に存在する
ので，上式は恒等式として 0となる。したがって，Φ0は可積分系ハミルトニア
ンH0のみの関数として表現できる：

Φ0 = φ(H0). (2.97)

(iii) Φ = Φ(H)の証明
関数：f = Φ− φ(H)を考える。いま仮定より，ΦとHはともに摂動ハミルト
ン系の第一積分であるから，関数 f もまた第一積分である。非摂動系 ϵ = 0を
考えると，(2.97)より f = Φ0 − φ(H0) = 0となることから，f は ϵを因数とし
て含んでおり，

f = Φ− φ(H) = ϵΦ′, (2.98)

と表現することができる。ここで導入した Φ′もまた摂動ハミルトン系の第一
積分である。ハミルトニアンHも，仮定した第一積分 Φも摂動強度パラメタ
による展開が可能であると仮定しているから，Φ′も同様に

Φ = Φ′
0 + ϵΦ′

1 + ϵ2Φ′
2 + · · · , (2.99)

という展開形式をもつ。ここで証明 (i), (ii)と同様の議論をおこなえば，最終
的に (2.97)と同様に

Φ′
0 = φ′(H0), (2.100)

という帰結に到達できる。さらに先に冒頭で導入した関数 f と同様に

f ′ = Φ′ − φ′(H) = ϵΦ′′. (2.101)

f ′′ = Φ′′ − φ′′(H) = ϵΦ′′′, (2.102)

.....

と次々に定義してゆくことができる。これらを用いて最初に存在を仮定した第
一積分 Φを表現すると，(2.98)から順に

Φ = φ(H) + ϵΦ′

= φ(H) + ϵ {φ′(H) + ϵΦ′′}
= φ(H) + ϵφ′(H) + ϵ2 {φ′′(H) + ϵΦ′′′}
= φ(H) + ϵφ′(H) + ϵ2φ′′(H) + ϵ3 · · · ,

(2.103)
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となり，ΦはハミルトニアンH のみの関数として表現されてしまう。すなわ
ち，この摂動系では，ハミルトニアンと包合系をなす独立な第一積分は存在し
ないと言える。（証明終）

2.5.1 Poincaréの定理は，統計力学を後押しするか?

Poincaréの定理の帰結は，一見すると，可積分系に非線形性（摂動）を加えた場
合に系からエネルギー以外の保存量が消失し，結果としてミクロカノニカル分布に
従う運動が起きることを意味するように見える。しかし，この定理は，「摂動強度パ
ラメタ ϵに関して解析的な第一積分は，エネルギー以外には存在しないこと」を証
明したものであり，第一積分の表式が「非常にもっともらしい」場合に限って成立
する定理といえる。
たとえば，まったく別のクラスの保存量，すなわち摂動パラメタに対して解析的
でない保存量や，ある特定の摂動強度のもとで突如現れる保存量などによってエル
ゴード性や混合性が妨げられる可能性等については言及していない。その意味で，
このPoincaréの定理は，相空間の混合性を背景とした統計力学の理論的妥当性を後
押しするものではない。この定理の主張を超えて，エルゴード性や混合性を検証・
考察することがFermi, Pasta, Ulam (FPU)らの数値実験のモチベーションであった
と言え，これは今日のHamilton力学系の研究にも受け継がれている。
FPUらの数値実験をはじめとして，非線形系においてなおも可積分系的な振る
舞いが残る例が次々と発見され，今日ではPoincaréの定理の特殊性が広く知られて
いる。

2.6 相空間構造を覗く
2.6.1 Poincaré断面の方法
V. I. Arnoldがその著書 [Arn81]の中で指摘している通り，Hamilton系の力学は相
空間の幾何学である。その意味で相空間構造を直接観察することは重要であり，そ
の可視化手段としてPoincaré断面の方法が挙げられる。N自由度力学系の場合，軌
道は 2N 次元の相空間上を運動する。Hamilton系の場合にはエネルギー保存の拘束
条件から軌道は 2N − 1次元の領域に制限される。ここにさらに次元を 1次元減少
させるための “スクリーン”を導入し，軌道とスクリーン交点を点列として写像化す
る。ただし点列を記録する際には，通過の向きは，「裏から表」，「表から裏」のどち
らか一方に固定するものとする。この「軌道の断面」をPoincaré surface of section

Σ，記録される点列をPoincaré写像FP と呼ぶ。例えば 2自由度Hamilton系の場合
は，4次元の相空間，3次元のエネルギー曲面，2次元のPoincaré surface of section

（図 2.5）となる。
ある 2次元トーラス上に初期点を取った場合を考える。トーラスが無理数比の周
波数を持つのであれば，軌道は閉じることなく稠密にトーラス表面を埋め尽くすた
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図 2.5: Poincaré surface of section ΣにPoincaré写像による点列 P0, P1, P2, · · · が記
録される。図の場合，軌道が断面を「裏から表に向けて」通過するときだけ点列を
取ることとしている。

め，Poincaré断面上には欠損のない閉曲線が描かれる。これは丁度，トーラスの断
面に相当している。一方でトーラスの周波数が有理数である場合（これを共鳴トー
ラスという）は，軌道が有限回の回転ののちに閉じるため，トーラスは埋め尽くさ
れることなく，それゆえPoincaré写像は有限個の点列となる。これらのトーラスが
破壊されてカオスが発達する場合は，点列はほとんどランダムな様相を呈する。
特筆すべき点として，Hamilton相流から生成されるPoincaré写像FP は元の力学
系同様にシンプレクティック性を持つ：

FP :
[
p(τ j), q(τ j)

]
7→
[
p(τ j+1), q(τ j+1)

]
. (2.104)

N∑
i=1

dqi(τ) ∧ dpi(τ) =
N∑
i=1

dqi(0) ∧ dpi(0). (2.105)

Poincaré写像はそのシンンプレクティック性から，面積保存写像 (area-preserving

map)である。ただし断面Σから再びΣまで到達するまでの時間間隔 τ j+1 − τ j は必
ずしも一定である必要はない。

2.6.2 面積保存写像，ツイスト写像
(2N − 2)次元の面積保存写像は，あるN自由度Hamilton系のPoincaré写像であ
ると解釈できる。写像化されたシステムは微分方程式系に比べて非常に解析しやす
く，非可積分なHamilton系の性質を抽出するために有用な解析対象となる。
いま簡単のため 2自由度系を考える。これまで見てきたように，可積分系の軌道は
相空間内でトーラス上に乗る。2つの角変数は次のように時間に比例して発展する。

θ1(t) = ω1t+ θ1(0), θ2(t) = ω2t+ θ2(0). (2.106)
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いま T2を θ2の 1周期 T2 = 2π/ω2とする。θ2が 1回転するとき，θ1は

θ1(t+ T2) = θ1(t) + ω1T2 = θ1(t) + 2π

(
ω1

ω2

)
= θ1(t) + 2πγ(J1), (2.107)

となる。γ = ω1/ω2 は回転数 (rotation number)と呼ばれる。H = H(J1, J2) =

E, J2 = J2(J1, E)より γは J1のみの関数である。いまトーラスに対して，図 2.6の
ように J1, θ1平面で Poincaré断面を取ると，

Xi = (J1, θ1(t+ iT2)), (2.108)

と表される軌道が断面の点列となる。Poincaé断面を張る座標として新たに極座標

ri = J1, θi = θ(t+ iT2), (2.109)

を導入する。断面上の点列Xi = Xi(r, θ)はツイスト写像

T :
ri+1 = ri
θi+1 = θi + 2πγ(ri)

, (2.110)

となる。回転数 γが無理数比の場合，軌道はトーラス上を覆いつくし，Poincaré断
面上には連続的な閉曲線が描かれる。一方，γが有理数比となる共鳴トーラスでは
有限個の離散的な点列が生成される。可積分系のトーラスの断面は，(r, θ)空間にお
いていくつか同心円を形成し，点列はそのひとつの円上を回転移動する。
ここで回転数 γ(r)は rに対してなめらかな関数であり，ツイスト条件：

dγ(r)

dr
̸= 0, (2.111)

を満足するものとする。この条件から，半径 r，すなわち作用変数 J1によって写像
の回転速度は異なってくる。このため剛体回転的な運動ではなく，内側の円周と外
側の円周でねじれ (twist)が生じる（図 2.7）こととなり，この特徴から (2.110)はツ
イスト写像と呼ばれる。またツイスト写像は，保測条件

∂(ri+1, θi+1)

∂(ri, θi)
= 1, (2.112)

を満たす。

2.6.3 不動点とその安定性
ある写像 Sに対する不動点X∗とは写像に対して不変となる点

SX∗ = X∗, (2.113)

をいう。いま写像 Sを：
Xi+1 = S(Xi), (2.114)
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図 2.6: 2次元トーラスにおいて取られた Poincaré surface of section Σ。
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図 2.7: ツイスト写像はその名の通り，“ねじれ”ている。
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とする。ここで簡単のためXi+1 = (xi+1, yi+1)，S(Xi) = (f(xi, yi), g(xi, yi)) とす
る。また，ここで写像 Sに関する不動点を (x∗, y∗) = (0, 0)としても議論の一般性を
失わない。不動点 (x∗, y∗)まわりで線形化された変分方程式を取ると，[

δxi+1

δyi+1

]
=

[
∂f/∂x

∂g/∂x

∂f/∂y

∂g/∂y

] ∣∣∣∣∣
(x∗,y∗)

[
δxi+1

δyi+1

]
(2.115)

= DS(x∗, y∗)

[
δxi+1

δyi+1

]
, (2.116)

となる。この接空間写像に対して線形安定性解析を行うと，変分方程式は対角化され[
ξi+1

ηi+1

]
=

[
λ1

0

0

λ2

][
ξi
ηi

]
. (2.117)

この結果，ヤコビ行列DSの固有値 λ1, λ2から原点付近の相流は 3つのパターンに
分類される。

（複素共役）λ1 = exp(ia), λ2 = exp(−ia)：不動点は楕円型不動点となる。（図 2.8

左）

（共に実数）λ2 = 1/λ1：不動点は双曲型不動点となる。（図 2.8右）

（重解）λ1 = λ2 = ±1：不動点は放物型不動点となる。

elliptic fixed point hyperbolic fixed point

14年12月9日火曜日

図 2.8: 楕円型不動点と双曲的不動点
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2.7 相空間の階層構造
2.7.1 摂動されたツイスト写像，Poincaré-Birkhoffの不動点定理
いま，2.6.2で導入したツイスト写像をわずかに摂動する場合，すなわち 2自由度
摂動ツイスト写像：

Tϵ :
ri+1 = ri + ϵf(ri, θi)

θi+1 = θi + 2πγ(ri) + ϵg(ri, θi)
, (2.118)

を考える。ツイスト写像 (2.110)は 2自由度のHamilton力学系

J ′ = J, (2.119)

θ′ = θ +
∂

∂J ′S0(J
′), (2.120)

と関連づけられ，
∂S0

∂J
= 2π

ω1

ω2

= 2πγ, (2.121)

と対応する。さらに摂動ツイスト写像 2.118は

J ′ = J + ϵ
∂

∂θ
S1(J, θ). (2.122)

θ′ = θ +
∂

∂J ′S0(J
′) + ϵ

∂

∂J ′S1(J
′, θ), (2.123)

と同類と見なすことができる。ここで非摂動ツイスト写像と同様にツイスト条件
(2.111)および面積保存 (2.112)が満たされているとする。2.4.4で前述したKolmogorov-

Arnold-Moserの理論によれば，非摂動系において無理数比の振動数をもつトーラス
は，加えられた摂動によってわずかに変形されるにとどまり，その準周期性軌道は
不変に保たれる。では，有理数比の振動数をもつ共鳴トーラスは摂動によってどの
ような変更を受けるだろうか。
いま，有理数比の回転数

γ(J) =
ω1

ω2

=
m

n
（n,mは互いに素な整数）, (2.124)

をもつ共鳴トーラスが Poincaré断面上に映し出す曲線を C とする。ツイスト条件
(2.111)から，γ = γ(J) はJの増加に対してなめらかにその値を増加させるとする。
この共鳴トーラス C を挟む 2つの閉曲線 C+，C− を考える（図 2.9左）。ただし，
C +は C よりも大きな回転数をもつトーラスで，C −は C よりも小さな回転数をも
つトーラスであるとする：

C + : γ >
m

n
, C − : γ <

m

n
. (2.125)

共鳴トーラスC は回転数 (2.124)を持つため，そのツイスト写像は n周期の離散的
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14年12月9日火曜日

図 2.9: 回転数m/nを持つ共鳴トーラス C とそれを挟む C+，C−。n回のツイスト
写像に対して C は不動点集合となり，C+は左に回転，C−は右に回転する。

な点列を生成する。ここで C に対するツイスト n回写像 T nを考えると，[
J

θ

]
=

[
J

θ + n
(
∂S0

∂J

) ] =

[
J

θ + n ·
(
2πm

n

) ] =

[
J

θ + 2πm

]
=

[
J

θ

]
, (2.126)

となり，C は T nの不動点となることが分かる。また，T n(C +)は反時計回りに，一
方 T n(C −)は時計回りに回転する（図 2.9右）。ここで，摂動ツイスト写像 T n

ϵ の下
でも，C +とC − の相対的なねじれの関係が保持されるとし，摂動パラメタ ϵはこれ
を実現する程度に十分小さいとする。また，回転数の半径依存性に関して連続性を
考慮すると，2つの閉曲線 T n

ϵ (C +)と T n
ϵ (C −)の間に回転運動をしない

T n
ϵ : (r(θ), θ)→(r′(θ), θ), (2.127)

なる点を想定することができる。このように写像 T n
ϵ によって角度成分が一定に保

たれるような点の集合をRとする（図 2.10）。
写像 T n

ϵ の保測性から，Rと T n
ϵ Rは原点を囲んで同じ面積を持ち，かつ，R上の

点は半径方向にのみ写され，角度方向には写されない。この不動点集合Rの写像の
され方は，幾何学的制約からあるクラスのみに限られる。すなわち，Rとその像 T n

ϵ

は偶数個の交点しか持ち得ず，さらにこの偶数個の交点はすべて T n
ϵ の不動点であ

る。写像 T n
ϵ が不動点をもつならばそれらは必ずR上になければならず，したがっ

て写像 T n
ϵ は偶数個の不動点を持つ（図 2.11左）。

さらに，不動点の個数の n依存性を考える。Rとその像 T n
ϵ R のとある交点を

(r0, θ0)とする。これは T n
ϵ の不動点であるから

T n
ϵ (r0, θ0) = (r0, θ0), (2.128)

である，したがって

T n+l
ϵ (r0, θ0) = T l

ϵ (r0, θ0) (l = 0, 1, · · · ), (2.129)
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14年12月9日火曜日
図 2.10: 摂動ツイスト写像に対して，角度成分が不変となるような集合Rが C+と
C−の間に見つかる。

であることから，n回写像に満たない点

T 1
ϵ (r0, θ0), T 2

ϵ (r0, θ0), · · · , T n−1
ϵ (r0, θ0), (2.130)

もまたT n
ϵ の相異なる不動点である。ゆえに，R上にはT n

ϵ の不動点がn個存在する。
不動点が偶数個存在しているという先の主張から，T n

ϵ の不動点は 2nk (k = 1, 2, · · · )
個存在することが分かる（Poincaré-Birkhoffの定理）。さらに相流の様子から，この
2nk個の不動点は nk個の楕円型不動点と nk個の双曲型不動点からなり，それらは
交互に配置されることが分かる（図 2.11右）。

T n
� (C+)

T n
� (C�)

T n
� (R)

R

14年12月9日火曜日図 2.11: 写像 T n
ϵ はその幾何学的制約から偶数個の不動点を持ち，さらにそれらは

楕円型と双曲型が交互に並ぶパターンを形成する。図中の○印は楕円型不動点，×
印は双曲型不動点を表している。
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2.7.2 相空間のフラクタル性
非摂動ツイスト写像 T (2.110)（すなわち可積分系）の下では，断面上に同心円を
形成するトーラスは，その振動数が有理数比であるか無理数であるかに関わらず不
変曲線であった。そこに摂動が加わった場合 Tϵ(2.118)には，KAM理論 2.4.4によ
り，非摂動状態において無理数比の回転数 γを持つトーラスは，摂動の印加にも関
わらず依然として保持される。一方，有理数比を持つ共鳴トーラスは摂動によって
破壊され，そこには楕円型不動点と双曲型不動点が交互に並ぶ構造が残されること
が Poincaré-Birkhoffの定理によって明らかにされた。
いま，共鳴トーラスの残骸である楕円型不動点および双曲型不動点近傍での力学
的特性に着目する。双曲型不動点近傍においてはホモクリニック（もしくはヘテロク
リニック）錯綜とよばれる複雑な軌道のもつれが発生することが知られている（詳
細は 2.7.3参照）これはカオスの発生機構となる。ここでは楕円型不動点近傍での挙
動を詳細に議論し，相空間が自己相似的な階層構造をもつことを示す。
摂動パラメタ ϵが十分に小さい状況下で共鳴トーラス崩壊の後に残された 2次的な
楕円型不動点のうちひとつに着目すると，その近傍にはKAM定理によって存在が
保証されている不変曲線 (KAMトーラス)がいくつも見つかる。また共鳴トーラス
も同様にいくつも見つかり，これらはPoincaré-Birkhoffの定理により破壊されてさ
らに楕円型-双曲型不動点が交互に列んだ構造を生み出す。このプロセスは高次にわ
たって微細なスケールにまで展開し，相空間は全体が部分に埋め込まれた階層構造
を形作ることが分かる（図 2.12）。このフラクタルな相空間構造によって，Hamilton

系はきわめて多彩な挙動を示し，それらはシンプルな統計性の仮定からは乖離した
非自明なものとなる。

2.7.3 カオスの発生機構 - ホモ（ヘテロ）クリニック錯綜
次に双曲型不動点近傍の挙動を議論する。双曲型不動点 x∗

hは，そこから出て行く
不安定多様体Wuと，入り込んでくる安定多様体Wsを持つ。安定多様体Ws は双
曲型不動点 x∗

hに向かって指数関数的にゆっくり接近し，一方，不安定多様体Wuは
x∗
hから指数関数的にゆっくり遠ざかる（図 2.13）：

lim
n→∞

T nx → x∗
h (x ∈ Ws). (2.131)

lim
n→∞

T −nx → x∗
h (x ∈ Wu). (2.132)

安定・不安定多様体はそれぞれ固有値 |λ| < 1，|λ| > 1をもつような固有ベクトル
に接していて，正もしくは負方向の写像の繰り返しによって無限の時間をかけて不
動点に流れ込んでゆく多様体である。Hamilton力学系において安定・不安定多様体
が議論される際，その様相については次の２種類の場合がしばしば取り上げられる。

ホモクリニック軌道： 1個の双曲型不動点 aが安定多様体Ws
a と不安定多様体Wu

a

を共有する。すなわちWu
a = Ws

a となる（図 2.14左）。
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perturbation

irrational torus
rational torus

. . . . . magnification

14年12月9日火曜日

図 2.12: 左上は非摂動系における共鳴トーラス（赤）と非共鳴トーラス（黒）を表
している。KAM理論の主張から，非共鳴トーラスは摂動を受けても保持される。一
方，Poincaré-Birkhoffの定理から，共鳴トーラスは摂動に依って破壊され，その跡
には楕円型不動点と双曲型不動点が交互に配置される構造が残骸として残される。
さらに，この構造は微細なスケールに入り込んでコピーされており，相空間がフラ
クタル的構造を示す。

x�
h

Ws

Wu Ws

Wu

14年12月9日火曜日

図 2.13: 双曲型不動点には安定多様体と不安定多様体が付随する。
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へテロクリニック軌道： 2個の双曲型不動点 a, bが安定多様体Ws
b と不安定多様体

Wu
a，およびWs

a とWu
b を共有する。すなわちWu

a = Ws
b，Ws

a = Wu
b となる

（図 2.14右）。

a

Ws
a

Wu
a

ba

Wu
a

Ws
a

Ws
b

Wu
b

14年12月9日火曜日

図 2.14: 左：ホモクリニック軌道，右：ヘテロクリニック軌道。図のように安定多様
体と不安定多様体が滑らかに接続し 2重縮退している状況は，摂動が無い場合の特
殊な事情であって，摂動が加わるや否やこの縮退は解けて交差を起こしはじめる。

以下，安定多様体と不安定多様体の「交差」に関するいくつかの重要な性質を与える。

2.7.3.1 多様体は自分自身と交差しない

多様体が自分自身と交差している状況を考える。図2.15に記された4つの点A,B,C,D

は写像 T によってそれぞれ T A, T B, T C, T D に移される。このとき写像の連続性

x�
h

Wu

Ws

A
B

C
D

T AT B

T C

T D

14年12月9日火曜日

図 2.15: 多様体が自分自身と交わっている状況を図示している。このような状況は
写像の連続性の観点から許されない。

を要請すると，点A,B,C,Dの相対的位置関係は写像された点 T A, T B, T C, T D に
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おいても保持されていなくてはならず，したがってそれらは図 2.15に示した通りの
順序となる。さらに同じく連続性により，隣接する点A,Dの写像 T A, T D もまた
隣接していなくてはならない。しかしながら，図のように点Aにおける交差が認め
られる場合には，これらは両立しない。したがって安定・不安定多様体は自分自身
とは交わらないことが導かれる。

2.7.3.2 安定多様体と不安定多様体の交差 - ホモクリニック錯綜（ヘテロクリニッ
ク錯綜）

安定・不安定多様体は自分自身とは交わらないが，これらが互いに交わる状況は
許される。実は，図 2.14に示したように安定多様体と不安定多様体がなめらかに接
続している状況（2重縮退）というのは非常に特別な場合（非摂動系）に限られ，一
般には（摂動によって）その縮退は解けて，両多様体は交差するようになる。同一の
双曲型不動点 aに付随するWs とWuが交差する場合，この交差点をホモクリニッ
ク点と呼び，異なる 2つの不動点 a, bに付随するWsとWuが交差するとき，この点
をヘテロクリニック点と呼ぶ。以下，ホモクリニック軌道に関して考察するが，そ
こで結論づけられることは，ヘテロクリニック軌道に対しても同様に成り立つ。
いま，図 2.16に示したように，ある双曲型不動点 aがあり，これに安定多様体Ws

a

と不安定多様体Wu
a が付随しており，これらはある点 xで交差しているとする (ホ

モクリニック点)。この点 xの周囲に 2点 x′と x′′を取り，それぞれWs
a上とWu

a 上

a

Wu
a

Ws
a

Ws
a

Wu
a

x

x�x��

14年12月9日火曜日

図 2.16: ホモクリニック軌道に対してあるホモクリニック点（交差点）xがあると
する。いま，図のように x周辺に x′および x′′を取ることにする。

に配置されているものとする。ただしこの 2点は相流に乗ってホモクリニック点 x

に進入する前のものであるとする。Wu
a 上の点は写像 T によってすべてWu

a に写さ
れ，同様にWs

a 上の点はすべてWs
a に写されることに注意すると，点 T x′および点

T x′′ をそれぞれWs
a 上とWu

a 上に見つけることができる（図 2.17）。
ここでホモクリニック点 xの写像 T xの位置を考える。写像の連続性から，3点

x, x′, x′′の相対的な位置関係はこの写像によって保持されなくてはならない。すなわ
ち，T xは常に T x′, T x′′よりも相流前方にいなくてはならない。この制約を満たす
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図 2.17: 写像 T によるx′および x′′の像はやはりそれぞれWu
a，Ws

a上に乗る。

ため，素朴には図 2.18 のように蛇行・交差が発生することが予想される。しかし，
ここでPoincaré写像が「向きづけられている」こと (2.105) に注意する必要がある。
すなわち，ホモクリニック点 xの像 T xは図 2.19に示したように向きを含めた面積
保存を満たさなくてはならず，図 2.18のような T xは認められない。この制約から，
図 2.20のようにもう一度交差した点が正しい T xとなる。この蛇行と交差は次々と
発生し，ホモクリニック点の生成には終わりは無い（図 2.20）。 仮に，終わりがあ

a

Wu
a

Ws
a

Ws
a

Wu
a

x

x�x��

T x� T x��

T x
(?)

14年12月15日月曜日

図 2.18: 写像の連続性から想定される多様体の蛇行と交差。図に示した “素朴な”T x

は，Poincaré写像が向きづけられた写像であることを考慮すると実は誤りである。

るとすれば，点列はある不動点に落ち込むこととなる。しかし，この逆像を取ると
不動点から離れることができなくなり，これは「ホモクリニック点の逆像が 1対 1

対応でホモクリニック点である」ことに矛盾している。したがって以上から，ホモ
クリニック点が 1個あれば，同様の点が無限に存在することが結論づけられる。
写像 T の保測性は図 2.20 の斜線部分の面積を一定に保ち，また，不動点 aへの漸
近は指数関数的に遅いことが分かる。これより，不動点 aに接近するにつれて蛇行
の振幅が指数増大することとなる。さらに，この微細に折り畳まれ，引き延ばされ
た構造（図 2.21）と同じものが，aに後ろ向きに漸近する系列においても見いださ
れる（図 2.22）。これにより双曲型不動点の近傍には，折り畳みと引き延ばしを受
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図 2.19: Poincaré写像は向きづけられた写像であることに注意すると，dξ0 ∧ dη0 =

−dξ1 ∧ dη1 は可能性から排除され，dξ0 ∧ dη0 = dξ1 ∧ dη1 が採用される。

14年12月15日月曜日

図 2.20: ホモクリニック点が 1つ存在すると，同様の点は無限個存在する。
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けたWs
a とWu

a が交差を起こして 2次的なホモクリニック点を生成し，これらが稠
密に分布していると言える（図 2.23）。このような安定多様体と不安定多様体の複
雑な絡み合いを「ホモクリニック錯綜 (あるいはヘテロクリニック錯綜)」 という。
双曲型不動点近傍に初期点を取った場合，この複雑な折りたたみと引き延ばしの構
造によって軌道は相空間上の広い領域にランダムに輸送されてゆくことが期待され
る。この性質が，系にカオスをみちびき，混合性をもたらす。

Wu

14年12月10日水曜日 図 2.21: ホモクリニック点は無限に生成される。

2.7.3.3 ホモ（ヘテロ）クリニック錯綜と 1価の解析的第一積分の不在

双曲型不動点近傍にホモクリニック錯綜が発生した場合，そこには 1価の解析的
な第一積分が存在しないことが証明される。これにより，ホモクリニック錯綜によっ
て相空間上にカオスを発生することとなる。以下，簡単のため 2自由度Hamilton系
を考える。いま，系のHamiltonianとは別に 1価の解析的な第一積分

Φ(p, q) = α (p = (p1, p2), q = (q1, q2)), (2.133)

が存在していると仮定する。この保存量の存在は (p1, q1)で張られる Poincaré断面
上に，ある不変曲線族

J(p1, q1) = const., (2.134)

を定める。ここで JはPoincaré写像における不変量であるため，不変多様体である
安定多様体Wsと不安定多様体Wu もまた，J(p1, q1) = const.のひとつの等高線と
なる。したがってWsおよびWuの上では相流方向の J(p1, q1)の微分はゼロとなる。
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Ws

14年12月10日水曜日
図 2.22: ホモクリニック点は無限に生成される。

14年12月15日月曜日

図 2.23: ホモクリニック錯綜
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ホモクリニック錯綜が発生している場合，WsとWuはある角度を持って横断的
に交差しホモクリニック点を作ることから，そこでは 2つのことなる相流方向に関
して J(p1, q1)の微分がゼロとなる。したがってホモクリニック点では

∇J(q1, p1) = 0, (2.135)

となることが分かる。前節の議論より，ホモクリニック点は双曲型不動点近傍に稠
密に分布しており (2.135)はそれらの点すべてに対して成立する。すなわちホモクリ
ニック点が稠密分布した領域では恒等的に (2.135)が成立する：

J(p1, q1) = J = const. (2.136)

これはすなわち，Jが微視状態 p1, q1に依存しない定数となることを意味する。これ
は冒頭で仮定した第一積分の 1価性に矛盾する。よってホモクリニック錯綜のもと
で 1価の解析的第一積分が存在しないことが分かる。なお，この証明のロジックは
[DF76][YO94]による。以上から，ホモクリニック錯綜が存在するとき，系には第一
積分が不在となり，広範囲への軌道の輸送が実現されると考えられる。

2.8 Hamilton系でみられる遅い運動の数々
通常，ミクロカノニカル統計力学は Hamilton力学系のカオスによって基礎付け
られる。そこでは系の非線形性によって強いカオスが発生することが仮定され，力
学が確率過程を模倣する状況 3が想定されている。しかしながら，実際にHamilton

系で生起する運動は，その複雑な相空間構造に由来する非自明な遅さをもち，シン
プルな統計性の仮定 4から乖離した挙動が見られることがしばしばある。すなわち，
系に非可積分性を付与するだけでは，通常期待されるような（指数関数的に速い）
緩和過程を簡単に説明することができない。非可積分ハミルトン系が示す非自明な
挙動を考究することは，力学的決定性と熱力学的統計性の中間にあるシステム，す
なわち “未発達な統計性を持つシステム”を理解する新しい様式を提案することへと
つながる。

2.8.1 淀み運動，KAMトーラスへの軌道の巻き付き
KAM理論によれば，可積分系に微弱な摂動が加えられた系においても，可積分
系の準周期軌道を乗せたトーラスがわずかに変形されつつも残り続ける。Hamilton

系では，このKAMトーラス付近に軌道が巻き付くことでおきる一見規則的な運動
（淀み運動，stagnant motion）が見られることがある。この場合，カオスが発生せ

3 これは，決定論的力学法則の解から計算される何らかの物理量の時系列が，あたかもマルコフ
過程から生起したものであるように見える状況を指す。

4 ここでいうシンプルな統計性の過程とは，相空間のエネルギー曲面全域にカオスが発達し，エ
ネルギー曲面上のいかなる点を初期点としても軌道がランダムに振る舞うような状況を指している。
この状況下では軌道によが複雑にさまざまな場所を訪問するために，指数関数的な相関の減衰が見
られると考えられる。
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ず，運動は過去の履歴を長時間引きずり，その時間相関は t−αで表されることにな
る。このような遅い緩和は指数関数的緩和 exp(−γt)のような特徴的な時間スケール
を持たず，パワースペクトルには 1/f ゆらぎ (1/fβ)が現れることが報告されている
[AKH+89][CS84][Kar83] 。Poincaré-Birkhoffの定理から伺えるように，相空間はフ
ラクタルな構造をもち，トーラスの残骸がいたるところに自己相似的に内包されて
いる。これによって淀み領域に滞在する時間分布がベキ則に従うと考えられる。さ
らに，自由度の大きなシステムにおいてもこのような異常緩和が起きる可能性が指
摘されている [YK98]。

2.8.2 Arnold拡散，多自由度系における普遍的な不安定化機構
2自由度力学系においては，KAM理論が存在を保証する 2次元 KAMトーラス

（わずかに変形された周期解）は 4次元相空間内の 3次元エネルギー曲面上に存在す
る。2次元KAMトーラスは 3次元エネルギー曲面に対して余次元 1であることから，
エネルギー曲面を「内」と「外」に分割する。解の一意性から軌道は交差せず，し
たがってトーラス内部の運動はトーラス外部に接続されることはない（図 2.24左）。
これにより，いわゆる統計力学が仮定するエネルギー曲面上でのエルゴード化は明
らかに達成されない。2自由度Hamilton系におけるこの非エルゴード性は，その自
由度の小ささから統計力学にとってさほど致命的ではない 5。
次にN 自由度Hamilton系 (N ≥ 3)を考える。KAM理論によって摂動系におい
てもN 次元KAMトーラスが残存しており，これは 2N − 1次元エネルギー曲面上
に存在する。しかしながら，余次元が 2以上となるために 2自由度力学系とは事情
が一変し，KAMトーラスはエネルギー曲面を幾何学的に分割することが出来なく
なる。結果として，軌道は KAMトーラスに束縛されることなく，KAMトーラス
を “迂回”して抜け出し，相空間のあらゆる場所を訪問できる可能性が出てくる（図
2.24右）。
Arnoldはこのような軌道が実際に存在することを，具体的な 2.5自由度 6のハミ
ルトン系（Arnold模型）：

H =H0 + ϵH1, (2.137)

H0 =
1

2
(J2

1 + J2
2 ), (2.138)

H1 = cos(θ1 − 1) [1 + µ (sin θ2 + cos t)] , (2.139)

のもとで示した [Arn64]。無摂動系 (µ = 0)は振り子 (J1, θ1)と回転子 (J2, θ2) からな
り，µ ̸= 0の摂動系では振り子と回転子が µで相互作用する模型となる（図 2.25）。
可積分系の場合に作用変数 J2は保存量であるが，摂動および相互作用の結果 J2は

5なぜならば，高自由度での大域的不安定化が提唱できれば統計力学としては問題ないから。
6ここで 0.5自由度は時間 tを表す。tに正準共役な変数を導入すれば 2.5自由度ハミルトン系は 3

自由度のハミルトン系となる。このように時間を運動量や座標と同様に力学変数として含めた相空
間を拡大相空間と呼ぶ。
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変動し，その変化が
|∆J2| ∼ 4πµ exp

(
− πJ2

2
√
ϵ

)
, (2.140)

と評価される。これは，小さい ϵのもとで，Arnold Hamiltonianにおける作用変数の
変動がきわめて小さいことを意味する。この相空間の輸送現象は「Arnold拡散 7」と
呼ばれ，多自由度Hamilton系における普遍的な不安定化の機構と考えられている。Arnold diffusion The elementary process of relaxation with slowness

KAM torus

KAM torus

KAM torus

Chaos

2D 3D and more

J2

Irregular but Slow Dynamics

15年1月30日金曜日

図 2.24: アーノルド拡散の概念図。２自由度ハミルトン系の場合，KAMトーラス
（2次元トーラス）の間にカオスが発生したとしても，そのカオス軌道はKAMトー
ラスを越えて外に出る事はできない（左図）。一方，力学系の自由度が 2を超えると
余次元を使ってカオス的軌道が大域的に拡散することが期待される（右図は J2方向
への拡散を示している）。Arnoldはこういった大域的運動がおこる軌道が存在する
ことをあるハミルトン系に対して示した。この機構はアーノルド拡散と呼ばれ，大
自由度系特有の普遍的な不安定化の機構であり，緩和の素過程と目されている。

||�x(t)||2 =t �x(t) · �x(t) =t �x(0)tMM�x(0)

J1

�1

J2

�2

µ

cos t

15年1月30日金曜日

図 2.25: Arnoldの模型。回転子と振り子が相互作用し，時間依存する外場が加えら
れている。Arnoldは回転子の作用変数の変動の仕方に関して評価を与え，その変動
がきわめて遅いことを示した。

7 ここでの「拡散」は通常の意味での
⟨
(x− x0)

2)
⟩
∝ tを意味しない。実際，[Kon05]では，高精

度数値計算によりこの Arnold拡散と呼ばれる現象がいわゆる「拡散的」ではないことが示唆されて
いる。
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2.8.3 Nekhoroshev安定性
Nekhoroshevは，一般的な近可積分系

H = H0(J) + ϵH1(J, θ), (2.141)

に対して，

||J(t)− J(0)|| < Aϵγ, 0 < t < exp

(
1

Bϵ

)δ

, (2.142)

を示した [Nek71]。すなわちこのNekhoroshevの理論は，小さな ϵに対して，stretched
exponential的に長い時間 exp(1/Bϵ)δのあいだ，作用変数の変動がある小さな範囲
Aϵγ内に抑えられると読める。これは前節のArnold拡散において，作用変数が顕著
に変動（O(1)程度変化）するまでには長い時間を要することと整合している。
多自由度系においてArnold拡散のような普遍的な不安定化機構がありながら，そ
の輸送に顕著な「遅さ」が伴うことは，統計力学にとって無視できない事実である。
また，δ, γは自由度N に依存し，δ = γ = 1/2N と評価されている [LN92]。

2.8.4 Boltzmann-Jeans則，異なる自由度間の遅いエネルギー輸
送 -量子論誕生前の遺産

Boltzmann[Bol95]と Jeansは，黒体輻射において見られる高周波数モードの自由
度凍結を力学的に説明することを試みた。この問題は Landauと Tellerによっても
考察された。いま，古典的な多原子気体系を考える。彼らは，原子同士の衝突によっ
てもたらされる並進自由度と振動自由度間のエネルギー交換は，振動自由度の周波
数が十分に高い場合にはきわめて遅くなることを予想した [BGG87, BGG89, BB91,

BCS93, Ben94, Bol95]。そのエネルギー交換∆Eは次に示すように指数的に小さい：

∆E ∼ E0 exp(−τ0ω) (E0 > 0, τ0 > 0). (2.143)

また，別表現を借りれば，速い運動と遅い運動の間のエネルギー移動はきわめて長
い時間を必要とする：

T ∝ exp

(
τslow
τfast

)a

. (2.144)

ここで τfastと τslow はそれぞれ速い/遅いタイムスケールを持つ運動の特徴的時間を
表している。
このシナリオはBoltzmann-Jeans conjectureと呼ばれ，黒体輻射におけるエネル
ギー等分配則の破れを説明するものと考えられた。今日では，量子論による強力な
説明に取って代わられているが，Hamilton力学系における非自明な遅い緩和や非統
計性に関する知見として未だに重要性を持っている。例えば近年，液相の水 [SIS06]

や鎖状多体系 [KY10]における遅い緩和の特性が Boltzmann-Jeansの描像と一致す
ることが報告されている。Boltzmann-Jeans則は可積分系から遠く離れた系に対し
ても妥当性をもっており，近可積分系を議論の対象とする伝統的なHamilton力学系
の方法と一線を画しているという点で特筆すべきである。
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第3章 格子振動系における遅い緩和

Fermi-Pasta-Ulam模型が示す非熱的挙動に関しては 1950年代に初めてその問題
が知られてから今日に至るまで非常に多くの研究がなされてきた。しかしながら，
指標や条件の違いに阻まれて，その全体像を俯瞰して統一的な見解を抽出すること
は大変に難しい。本章では，「Fermi-Pasta-Ulam模型の緩和過程はどのように遅く，
そしてなぜ遅いのか？」という問題意識 1を基軸に先行研究を整理することとする。

3.1 黎明期：FPU paradox - Fermi-Pasta-Ulam模型
におけるエネルギー等分配則の破れ [FPU55]

1950年代，Fermi, Pasta, Ulam は 1次元固体結晶の模型として非線形相互作用を
もつ格子振動系のエルゴード性を考察した。分子動力学シミュレーションの草分け
的存在といえる彼らの研究は，力学と統計力学の関係にきわめてパラドキシカルな
示唆を与えた。Fermi-Pasta-Ulam模型（以下 FPU模型と呼ぶ）のHamiltonianは

H =
N∑
i=1

p2i
2m

+
N∑
i=0

[
κ

2
(qi+1 − qi)

2 +
α

3
(qi+1 − qi)

3 +
β

4
(qi+1 − qi)

4

]
, (3.1)

で表され，κは調和係数，αおよび β はそれぞれ 3次，4次ポテンシャル係数であ
る。α ̸= 0，β = 0の場合を FPU-αモデル，α = 0，β ̸= 0の場合を FPU-βモデル，
α ̸= 0, β ̸= 0の場合を FPU-αβモデルと呼ぶ。
対応する調和振動系 (α = β = 0)は可積分系であるためN 個の各モードエネル
ギーが系の第一積分となりモード間のエネルギー輸送は禁制されている。そこに微
弱な非線形性を与えた場合，Poincaréの定理 (2.5節)の指摘どおり，可積分系から
滑らかに変形されて残るような第一積分はHamiltonian以外存在しなくなる。ミク
ロカノニカル分布が実現するために不要な第一積分が非線形性によって消滅して系
がエルゴード性を獲得した結果，モード間エネルギー等分配の実現が素朴には期待
される。彼らは，最低周波数モードを単一に励起するという平衡状態から遠く離れ
た初期条件を設定し，高周波数モードへのエネルギー分配がどのように実現される
かを観察した。その結果，エネルギーは全モードに共有されず初期励起モード近辺
にのみ集中し，さらに初期状態の再帰という非エルゴード的な挙動（図 3.1）が確
認された。エネルギーの局在性と再帰性は非常に強固に長時間持続しており，系が
「可積分的」であることを示している。

1FPU模型が導いた大きな潮流のひとつに非線形波動理論と新たな可積分系であるソリトン系の
発見が挙げられるが，本論文では熱化過程に主題を置くため詳細には触れない
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FPU系には Poincaréの定理が保証するような「摂動パラメタに関して解析的な
第一積分」は存在しないものの，エネルギー曲面上に実効的に軌道の運動領域を狭
める構造が存在することを示唆している。このエネルギー等分配則の破れは “FPU

paradox”として知られる。この衝撃的な結果は，“非線形性が統計性（stochasticity）
をもたらす” という素朴な仮定に疑いの目が向けられる 2最初の例となった 3。この
ように，未発達な統計性をもつ力学系が示す非熱的な挙動を説明することは，現代
においても重要な課題として残されている 4。また，FPU paradoxは後にソリトン
系と呼ばれる可積分系の発見 [ZK65]へとつながる。この意味で，FPU問題は非線
形物理の原初だと言える。
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(a) N = 32,FPUα, t = 0 ∼ 104 におけるモー
ドエネルギー占有率の時間発展。エネルギーの
大部分は 32個のうち限られた 6つ程度のモー
ドだけで共有され，初期条件への再帰性が見ら
れる。
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(b) 図 3.1(a)よりも 102倍長い観測時間での挙
動。依然として局所的なエネルギー分配が見ら
れ，幾重にもわたるメタ的な再帰現象が確認で
きる。この場合，系は非常に可積分系的に振る
舞う。

図 3.1: FPU paradox - FPU系におけるエネルギー等分配則の破れと再帰現象

3.2 勃興期：stochasticity limitの存在，熱力学極限で
の stochasticity limitの消失と残存

FPU paradoxが報告されると，系を stochasticにする条件や，可積分的運動とカ
オス的運動が分かれる臨界点はどこにあるかという観点から研究する立場が勃興し
た。さらにそれらの研究の中で，熱力学極限において FPU paradoxが生き残るの
か，それとも消失するのか，という重要な問題提起がなされることとなる。
Izrailev, Chirikov[IC66, IKC70]は，stochasticityが現れる（すなわちFPU paradox

が消失する）ような臨界摂動強度 (stochasticity limit)の存在を示した。
2この安直な仮定に対する疑いは，Kolmogorov-Arnold-Moser定理の証明によって決定的となる。
3 FPUだけでなく，Saito, Hirookaによって導入された別の非線形格子振動系 [SH67b, SH67a]に

おいても，粒子の速度相関が残り続け，エルゴード性が破れる事例が報告されている。
4しかしながら，ランダウのように敢えてこの問題に取り合わず，統計力学が導きだす結果が物性

を非常によく説明するという成功体験を以て間接的にその理論的仮定（エルゴード性，等重率の原
理）の妥当性を納得する立場を取るのも，統計力学のユーザとして当然ありうる立場である。
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4次非線形パラメタを β，平行位置座標を z，xを平衡位置からの変位，kを初期
励起モード番号，N をシステムサイズとする。彼らは連続化された FPUβ模型

∂2x

∂t2
=

∂2x

∂z2

[
1 + 3β

(
∂x

∂z

)2
]
, (3.2)

において小さな摂動 β/8N ≪ 1を仮定すると stochasticity limitが

3β

(
∂x

∂z

)2

max

∼ 3

k
(k ≪ N), (3.3)

3β

(
∂x

∂z

)2

max

∼ 3π2k2

N4
(N − k ≪ N). (3.4)

と見積られることを示した。ここでβ
[
(xl+1 − xl)

2 + (xl − xl−1)
2 + (xl+1 − xxl−1

)
]
≈

3β (∂x/∂z)2 であり，stochasticity limitは摂動部分の強度に関するものであることが
分かる。彼らはFPU論文で確認された非統計的な運動の初期条件がこの stochasticity

limitの内側にあったことを示している（図 3.2(a)）。また，図 3.2(b)には，我々の
数値計算によって描かれた stochasticity limit を示した。両者の結果の整合について
は議論が必要であるが，やはり stochasticity limitと思しき境界を確認することがで
きる。
彼らの主張は，「統計的振る舞いと非統計的振る舞いを分ける臨界エネルギー Ec

が存在する」ことを示唆している。またそれだけでなく，彼らの結果を熱力学極限
（ϵ0 = E0/N を有限に保ちつつN → ∞とする）に適応すると，熱力学極限におい
ては FPU paradoxが消失することを間接的に示している。
一方，これとは逆の主張がBocchieriらによってなされている [BSBL70]。彼らは
近接相互作用 Lennard-Jonesポテンシャル

V = 4ϵ
[
(σ/R)12 − (σ/R)6

]
, (3.5)

で連結された 1次元格子におけるエネルギー等分配状態の達成を議論した。彼らの数
値計算は異なるいくつかの異なるシステムサイズN = 2 ∼ 100 で行われ，その結果
振動エネルギー密度 ϵ0 = E0/Nがポテンシャルの深さの 2-3%よりも大きい場合にエ
ネルギー等分配則が成立することを示した。彼らの結果は，熱力学得極限においても
stochasticity limitが残り続けることを示唆している。また，彼らは，stochasticity

limit以下の運動が示す再帰現象を説明するものとして，相空間構造に対する 2つの
conjectureを提案している：

(1) 系は ergodicであって，その軌道はある周期運動から他の軌道へわずかにしか
変化しない。この場合，系がエネルギー曲面上を巡るのに要する時間はきわめ
て長くなる。

(2) 系は non-ergodicであって，初期条件に依存してエネルギー曲面上の一部しか運
動できない。（系にはHamiltonian以外に何らかの保存量を持つ。）
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彼らは，系が示す再帰的な運動において，エネルギー等分配が部分的に成立いてい
るようないくつかのモード群が形成されていることを根拠に，(2)がもっともらしい
シナリオであると主張した。
Buteraらもまた，古典および相対論的量子場の理論と関連する格子系において

stochasticity thresholdの数値的評価を与えた [BGG+80]。
stochasticity limit (stochasticity threshold)が熱力学極限に向けても有効である場
合，非線形な系において見られる非統計性が熱力学極限においても生き残る事が示
唆される。この文脈では [GS72b] [CGS72] [GS72a] らが，stochasticity limitと零点
エネルギーの対応や，Planck分布との関連性を議論し，古典非線形力学系における
エルゴード性の破れが量子効果と結びつくという観点からその物理的意味を論じて
いる。
stochasticity limitに関するこれらの先行研究には特筆すべき暗黙の背景がある。
すなわち，stochasticity limitの存在を論じるとき，「カオス的運動と秩序的運動の分
離」が前提とされている。この分離の前提は，たとえば相空間における第一積分の
存在・非存在の問題に代表されるように，ダイナミクスの詳細を捨象して系全体の
性質を捉えること, すなわち時間無限大の性質に力点を置く立場によるものである。
当時のFPU問題は可積分なソリトン系との結びつきの中で語られる事が多く，この
ため緩和の停滞は保存量の存在として解釈される傾向にあった。[BSBL70]において
conjecture(2)がもっともらしいとされているのもまたそういった背景によるものと
考えられる。
しかしながら，ダイナミクスの詳細（すなわち相空間内の軌道の巡回過程）に着
目することの重要性をここで強調しておきたい。系のそのような動的性質に立ち入
ることは，化学反応や生体高分子のダイナミクス，ガラス転移などの興味深い現象
を理解する際に有用な知見を与えることなる。したがって我々は，「カオスと秩序の
分離」という視点を離れ，緩和ダイナミクスに立脚した視点を取ることとする。具
体的には，系の緩和時間を導入してそのエネルギー依存性を明らかにすることで系
の熱的・非熱的性質を取り出すことを試みる。また仮に，stochasticity thresholdを
導入するのであれば，動的性質に異常（緩和時間の発散など）が伴う箇所でそれを
定義することが適切であろう。さらに付け加えると，[BSBL70]において棄却された
conjecture(1)は，多自由度系における普遍的な不安定化機構であり，緩和の素過程
と目されるArnold拡散を指している。これは，厳然とした第一積分が見つからない
限り棄却されない conjectureである。

6Reproduced with permission from F. M. Izrailev and B. V. Chirikov, Statistical Properties of
a Nonlinear String, Soviet Physics Doklady, 11(1):3032, 1966. Copyright 1966, American Institute
of Physics. (PDF here)
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(a) Izrairev, Chirikovによる stochasticity limit （文
献 [IC66]より転載 6）Relaxation Time o jb=0.2
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(b) 我々の数値計算による stohasticity limit

図 3.2: (a)：Izrairev, Chirikovによる stochasticity limitを初期条件空間に示したも
の（文献 [IC66]より転載）。x軸は rescaleされた初期励起モード番号 k/N，y軸は摂
動部分のエネルギー 3β (∂x/∂z)2を表している。実線は彼らが主張する stochasticity

limit(3.3),(3.4)で，破線は中間領域の補間曲線である。この stochasticity limitの下
側は安定領域で，上側が不安定領域を示す。図中１の○：β = 8という強い非線形
性にも関わらず安定領域にあり，実際の運動においても準周期性が見られる。図中
２の○：β = 1/16という弱い非線形性にも関わらず thresholdの近傍にあり，実際
の運動にはあまり準周期性が見られない。(b)：我々の数値計算による stochasticity

limit。x軸を rescaleされた初期励起モード番号 k/N，y軸を全系のエネルギーE0と
する初期条件空間に，ある指標 ξの緩和時間をプロットした phase diagram。ただし
計算条件はN = 32,FPUβとした。指標 ξは，単一のモードが全エネルギーを独占
する非等分配状態では ξ(t) = 1となり，等分配状態においては ξ(t) = 0となる量で
ある。この場合 ξ = 0.2となる時刻を緩和時間と定義した。ここでも同じように緩
和がおきる領域とそうでない領域の間に stochasticity limitらしき境界が見られる。
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3.3 転換期：動的性質への興味，異なる緩和過程の存在
3.3.1 スペクトルの時間発展における2つの異なる動的領域
ダイナミクスの詳細に立ち入り，その過渡的緩和現象を捉えた研究の先駆けとし
てFucitoらの研究 [FMM+82]が挙げられる。彼らは，1次元の非線形Klein-Gordon

方程式
∂2ϕ

∂t2
=

∂2ϕ

∂x2
−m2ϕ− gϕ3, (3.6)

のダイナミクスを考察した。なお，これに対応するHamilton系は以下のように表さ
れる：

H =
1

2
P 2 +

1

2

(
∂ϕ

∂x

)2

+
1

2
m2ϕ2 +

1

4
gϕ4. (3.7)

彼らは解を複素空間上に解析接続することにより，複素平面上の特異点の挙動を緩
和と結びつけ，エネルギースペクトルW が波数 kに対して exponential tailを持つ
状態が比較的短い時間で形成されることを見出し，さらにその状態には 2つの動的
領域 (two different time regions)があることを示した：

W (k, t) ∝ exp(−2|kys(t)|). (3.8)

ys(t) ∝

{
log(tAg1/2)/k0 (small t).

m(A2gk2
0 log t)

−1/2 (intermediate t).
(3.9)

ここでAは初期励起振幅，m2はHamiltonianにおける場 ϕの 2乗係数，gは ϕの 4

乗係数である。彼らの結果によれば，系の緩和は短い時間スケールでは指数スペク
トルの傾きが log tに比例して発展し，中間時間スケールでは (log t)−1/2なる時間依
存性をもつ。系は非常に長い時間をかければ平衡状態に到達するが，その過渡現象
として異なるダイナミクス領域が存在し，FPU paradoxと呼ばれていたものが，こ
うした準安定的状態の形成と持続であると解釈されるという新たな知見を示した。
我々の研究もまた，Fucitoらの理解様式の延長上にある。

3.3.2 スペクトルの時間発展における2つの異なる定常状態
[FMM+82]と同様の着眼点から Liviらは FPUβ模型

H =
N∑
i=1

[
1

2
P 2
i +

1

2
v2
{
ϕi − ϕi+1

a

}2

+
1

4
β

{
ϕi − ϕi+1

a

}4
]
, (3.10)

におけるスペクトルの時間発展に関して 2つの異なる安定状態 (two different station-

ary states)の存在に言及した [LPR+83][LPR+85]。彼らによれば，(1)k−2スペクト
ル，(ii)指数的スペクトルという 2つの状態が存在し，その形成と維持過程は βA2の
値によって質的に異なることを主張した：
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(βA2 ≤ 10) ：(i)指数関数的スペクトルが長時間持続する。(ii)スペクトルの指数
の傾きが特殊な挙動，すなわちある値への漸近を示す。

(βA2 > 10)： (i)ある時刻 T ∗までスペクトルは指数関数的な形状をもつ。このと
きT ∗は βA2に大きく依存する。(ii)等分配状態,すなわち k−2スペクトルが (i)

ののちに達成される。このとき βA2の増加にともない，k−2スペクトルの形成
に要する時間は短くなる。

ここでAは励起振幅をあらわす。また k−2スペクトルとは，系がMarkov過程である
場合に見られるLorentzian型スペクトルにおける高周波領域の周波数依存性を意味し
ている。彼らは，非線形部分と調和部分の比としてReynolds number R ∼ βA2/v2L2

を導入して stochasticity threshold (equipartition threshold) Rcが存在することを示
した。この thresholdは励起モードの選択やシステムサイズに依存しないことが主張
された。

3.3.3 Strong Stochasticity Threshold (SST)

Pettini, Landilfiは，FPUβ模型および ϕ4模型において stretched exponential的
に遅い緩和，および緩和傾向が分離するような energy density thresholdの存在を示
した。さらに，相空間の著しい構造変化が起こる事を Lyapunov解析により見出し，
strong stochasticity threshold (SST) を導入した [PL90]。
まず彼らは，ある時刻 τRが存在し，その前後で動的な性質が変化することを指摘
した（図 3.3(a)）：

(t < τR) stretched exponential law η(t) ∼ exp
[
−(t/τ0)

ξ
]
, 0 < ξ < 1. (3.11)

(t ≥ τR) η∞ = exp
[
−(τR/τ0)

ξ
]
= const. (3.12)

ただし，緩和の指標 ηはスペクトラル・エントロピー

η(t) =
Smax − S(t)

Smax − S(0)
, (3.13)

S(t) = −
N∑
k=1

wk logwk (k = 1, · · · , N), (3.14)

wk(t) = Ek(t)
/ N∑

l=1

El(t),
N∑
k=1

wk = 1 (Ek :第 k番目の基準振動エネルギー),

(3.15)

である。また，運動の相が分離する時刻（緩和時間）τR のエネルギー密度依存性に
関して臨界エネルギー密度 ϵcが存在することを示した：

(ϵ0 < ϵc)： τRがNekhoroshev-likeなスケーリング則：τR = τ0 exp(a/ϵ0)
γに従う（図

3.3(b)）。ただしNekhoroshevの定理における指数 γはシステムサイズに依存
（当時の評価で (γ ∼ 1/N2)）があるが，彼らの結果は大きなN に対しても任
意の寿命を持つ非平衡状態が存在することを示唆した。
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p;(0)=q;(0)

21T . .A~(0)cos 1J

2m . .+8.(0)sin ij (30)

III. RESULTS ON RELAXATION TIMES

For both (li and FPU models, a systematic study of the
dynamical evolution has been made as a function of the
initial energy Eo, for different values of the number N of
degrees of freedom (typically, N = 128, 256, and 512,
which, being powers of 2, allow a FFT algorithm to be
used). The values of the parameters m [Eq. (13)] and (tt

[Eqs. (13) and (14)] were held fixed at 0.01 and 0.1, re-

From Eq. (30) we obtain the values of
q, (t b t—)= q, (0)—bt, so that the integration scheme (17)
can be initialized.
In previous works, a different choice was general-

ly made for the initial conditions, namely q;(0)=0 and
q;(0) given by the excitation of a wave packet. We have
verified that the two choices are substantially equivalent.
The advantage of the present choice is that the evaluation
of the initial amplitudes corresponding to a predeter-
mined value Eo is straightforward.

spectively. Initial conditions corresponding to the excita-
tion of a narrow, low-frequency wave packet were
chosen: at N =128 the four lowest modes (n =1,2, 3,4)
were excited, while at higher N modes were generally
selected in such a way that the relative spread and aver-
age k value of the wave packet remained approximately
constant.
In Figs. 1 and 2 the normalized spectral entropy g

defined in Eq. (28) is plotted (dashed lines) as a function
of time, for different values of the energy density
@=ED/N and different N. From a qualitative point of
view, it appears that, for both P and FPU models (Figs.
1 and 2, respectively), the curves are fairly regular and
similar to each other. From the value g=1 at t =0
[which is implicit in Eq. (28)], the curves fall down due to
energy exchange among normal modes, until an asymp-
totic value, roughly corresponding to equipartition, is
reached. However, this relaxation process occurs on time
scales which, as will be shown in the following, are
different for the two models and strongly depend on the
energy density c.
For what concerns the reliability of the numerical in-

tegrations [hence of the curves ri(t)], we remark first of
all that, in each of the cases considered, the energy densi-
ty remained constant within a high degree of accuracy.
For the typical time steps used (b, t =10 2, which is
about one-hundredth of the shortest period of the oscilla-
tors), fiuctuations b,e/s of the order of 10 s—10 6 and
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FlG. 1. The spectral entropy g plotted vs time for the P model (dashed lines). N, e, and the initially excited modes are (a)
N=128, a=2.74X10, n =1,2, 3,4; (b) N=128, a=2.35X10, n =1,2, 3,4; (c) N=512, c,=2.5X10, n =3,4, . . . , 18; and (d)
N=512, a=0. 183, n =5,8, 12, 15. The solid lines are best fits obtained using Eq. (31). The fitted parameters are (a) v=0.412,
~=6.22X10, ~z =4.25X10; (b) v=0.405, ~=1.68X10, ~z =1.39X10; (c) v=0.273, ~=1.7X10, ~„=2.03X10; and (d)
v=0. 280, v=72, v~ =2.74X 10 .

15年2月3日火曜日

(a) t = τR = 2.74 × 103 前後での運動相の分離
(N=512)。t < τR では stretched exponentialで
減衰する緩和 η(t) ∼ exp [ − (t/τ0)

ξ] が見られ，
t = τR以降は緩和指標は一定値 exp [− (τR/τ0)

ξ]
を取る。
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where 0&v&1 [note that g(0)=1, as required by Eq.
(28)] and r is a parameter.
This function was fitted to the numerical curves g(t) by

means of a nonlinear least-squares technique based on the
Marquardt algorithm. The striking result is that the fits
(solid lines in Figs. 1 and 2) were found to be of very good
quality (with only a few exceptions), independent of the
values of e and N. A major consequence of this fact is
that the fits provide an operational definition for the re-
laxation time vz, so that a unique value for it can be
confidently assigned to each of the cases considered. %e
also remark that the values of the exponent v in Eq. (31)
determined through the best At are generally contained in
a small interval (0.3 & v &0.5), and that no correlation is
observed between the v and c values.
However, an independent question is raised by the high

quality of the fits; in fact, it can be argued that the relaxa-
tion behavior of the spectral entropy described by Eq.
(31) is deeply connected to the dynamical behavior of
both the P and FPU models. The answer to this ques-
tion is probably far from being trivial. Anyway, a sugges-
tive analogy, that of anomalous relaxation processes in
disordered media, can be proposed. These processes, that
consist in thermally activated diffusions in hierarchical
potentials, are characterized by hierarchical distributions
of trapping times. Kohlrausch relaxation laws for suit-
able correlation functions are found in theoretical mod-
els and observed in real physical systems. In Hamil-
tonian systems, a hierarchical distribution of trapping
times can be naturally provided by the capturing of
chaotic phase trajectories near residual KAM tori, as
well as by intermittency in billiards. In these systems,
Kohlrausch functions are again found for suitable corre-
lation functions.
The behavior of the relaxation time rR (determined

through the above-mentioned procedure) as a function of
the energy density e has been investigated for both the P
and FPU models. The main features of the function
rR(e) are essentially the same for both models, and can
be summarized by the following statements: (i) at high-
energy densities, ~z is practically independent —or more
probably only a weak function —of e; (ii) at low-energy
densities, ~z is a steeply increasing function of c;and
(iii) a rather sharp transition occurs between these two re-
gimes, thus defining some critical value c, . As will be
clarified in Sec. IV, c., is not an equipartition threshold,
because equipartition (even though within the mentioned
approximations) is always reached. It rather defines a
transition from fast to slow diffusion in phase space, i.e.,
from diffusion across to diffusion along resonances.
In Figs. 3 and 4 we report ~~ versus c for energy densi-

ties e & c„while the above-mentioned transition is shown
in Figs. 7 and 8 in Sec. IV. Results of Figs. 3 and 4 corre-
spond to N =128 and to the initial excitation of the four
lowest modes (n =1,2, 3,4). Error bars can hardly be as-
signed to the individual points in these figures, since the
~~ values are very slightly affected both by the smooth-
ness of the curves g(t) [hence by the value of T in Eq.
(26)] and by the length of their tails included in the
fitting.
One immediately realizes that ~R(e) increases faster

16—
1

I I I
1

I 1
I

I

12

10

than a power law when e is decreased. This is particular-
ly evident for the P model (Fig. 3), where the s range
considered is wider than for the FPU model (since relaxa-
tion times of the FPU model are intrinsically longer than
those of the P model, we had to restrict the computa-
tions for the former model to a narrower interval). More-
over, the steepest power law that one could guess on the
basis of theoretical arguments is s from classical per-
turbation theory, but this is far from being a good fitting
law (dashed lines in Figs. 3 and 4).
As mentioned in the Introduction, Arnold diffusion is

16
I I

I
I I I I

I
1 I I

12

10

I I l 1 I l 1 t i l

ln c

FIG. 4. Same as Fig. 3 for the FPU model; the exponent is
5=0.180.
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-4
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FIG. 3. Relaxation time is plotted against energy density for
the P model (open circ1es). The number of degrees of freedom
and the initially excited modes are N =128 and n =1,2, 3,4, re-
spectively. The solid line is the best fit of the function defined in
Eq. (32); the exponent is 5=0.174. The dashed line is the power
law ~,
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(b) 緩和時間 τR のエネルギー密度 ϵ0 依存性
(N=512)。横軸は log ϵ0，縦軸は log τR を示す。
実線は τR = τ0 exp(a/ϵ0)

γ，破線は τR ∝ 1/ϵ0を
表す。τRはベキ的依存性ではなく Nekhoroshev-
likeな振る舞いを見せる。

図 3.3: t = τRにおける運動の分離 (a)と，τRのNekhoroshev-likeな ϵ0依存性 (b)。
（文献 [PL90]より転載）

(ϵ0 > ϵc)： τRは ϵ0にほとんど依存しない。

さらに彼らは，最大Lyapunov指数 λ1 を用いて相空間の構造変化を理解することを
試みた。彼らは λ1の ϵ0依存性を議論し，ある ϵcを境にそのスケーリングが変化す
る挙動を発見した：

(ϵ < ϵc)： ϕ4模型と FPUβ模型の違いに依存するスケーリングが見られる。FPUβ

模型においては λ1 ∼ ϵ20の依存性をもつ。

(ϵ > ϵc)： λ1 ∼ ϵ
2/3
0 の関係が成立する。またこの結果はランダム行列近似と整合し

ており，ダイナミクスがランダム過程を模倣しているものと考えられる。

さらにこの λ1に関する ϵcが τR(ϵ0)における threshold ϵcと一致することを示した
（図 3.4）。ϵ0が高い領域においては τRは ϵ0 に依存しない。一方，低い ϵ0では τR
は ϵ−1

0 の関数で急激に増加する。この 2つの領域の間に ϵcが存在しその点 (strong

stochasticity threshold, SST) で著しい相空間の構造変化が起きている。彼らの主張
の中で特筆すべきは，SSTが等分配の臨界ではなく，速い拡散から遅い拡散へ遷移
する臨界だと解釈した点である。

3.3.4 秩序・カオス遷移領域の特性 - Nに関するスケーリング
Kantzら [KLR94]はFPUβ模型に対して，stochasticity threshold（秩序・カオス
遷移領域）の力学的性質がシステムサイズNに関してどのようなスケーリングを持
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x=F(x) . (33)

Let g(t) be a vector in the tangent space whose dynamical
evolution is given by

2N QF,k= X ~„4.
k = 1 k I( t)

(34)

Then A,
&
is defined as

tude, KAM tori can no longer separate the phase space
into disjointed regions. KAM tori are destroyed near
each commensurability condition k.co(I)=0, with k the
resonance vector of integer components and co frequency
vector, and then resonance surfaces are replaced by
finite-thickness chaotic layers. As resonance surfaces in-
tersect for N ~ 3, a chaotic network (the Arnold web) is
produced which is everywhere dense in phase space.
Now, for systems with large N, a major point is to get
some information about the qualitative behavior of the
Arnold web when N is increased at constant e. Would
the density of relevant resonances, and their widths,
change in such a way that the resonance overlap gets
stronger and stronger by increasing N, then the EH of
statistical mechanics at very large N would be fully
justified.
In what follows we argue that the scaling behavior

with c of the maximal Lyapunov characteristic exponent
(LCE), henceforth denoted by A,„ is a good intrinsic
probe of the above-mentioned structure of the Arnold
web, thus of phase space itself. Let us just recall that A, ,
is a quantitative measure of the degree of chaoticity of
the dynamics, providing an average rate of the local ex-
ponential separation of nearby trajectories in phase space.
If xCR, x:—(qp), and F; =BH/Bx;+~ for i =1, . . . , N
while F; =—BH/Bx; z for i =N+1, . . . , 2N, the Ham-
iltonian equations of motion are written as

A, , = lim A,(t}=lim —ln (35}
ffg(0)f/

'

and it is numerically computed by means of a standard
technique.
We have computed A, , for both P and FPU models at

high- and low-energy density. Even though the numeri-
cal estimation of A, , is in principle straightforward, at
small c. some diSculties can be encountered in practice.
In fact, although a connected stochastic layer must al-
ways be present in phase space, one expects that, with de-
creasing c., the degree of chaoticity, and so the value of

becomes lower and lower. As a consequence, a reli-
able computation of A, , requires particular care. First,
when A,

&
is very small, one has to be sure that the mea-

sured chaoticity is intrinsic to the dynamics and not pro-
duced by the integration algorithm. The latter possibil-
ity is simply ruled out either by repeating numerical com-
putations with different values of b, t or by measuring A, ,
at the same e with p=0 (integrable limit) to make a com-
parison. In the latter case A, , is an ever decreasing func-
tion of t with the law —t '. Second, the integration time
needed to get a good convergence of A, , becomes very
long. To give an example, in the ((} model, at a=0.01
and N =128, we got ~„=51000as the relaxation time of
ri(t), while A, , converged to its asymptotic value of
6. 15X10 " after a time of =4X10. The situation is
definitely better for the FPU model, where, in the c. range
considered, faster convergence is obtained. At variance,
at high c fast relaxation is observed in both models.
When A,

&
is plotted versus e (see Figs. 7 and 8) we ob-

serve the following approximate scalings:

c. & c.,'
A. ,(e)- ' (36)

c. , c. (c.,
in the FPU model, and

-2

-4

0
00 ~ ~0

0
0

12

10

oo

-10
-2

FIG. 7. Synopsis of maximum LCE (A,&) and relaxation time (vz ) vs energy density for the FPU model. A,
&
is represented by solid

circles. Dashed lines are references to power laws c and c '. Open circles and squares represent relaxation times.

15年2月3日火曜日図 3.4: 緩和時間 τRと最大 Lyapunov指数 λ1の励起エネルギー密度 ϵ0依存性。横軸
は log ϵ0，縦軸は最大Lyapunov指数の対数 log λ1および緩和時間の対数 log τR，図中
のシンボル●は最大Lyapunov指数，○は緩和時間を表す。2本の破線は λ1のフィッ
ティングを示しており，それぞれ λ1 ∝ ϵ20，τR ∝ ϵ

2/3
0 となる。最大 Lyapunov指数

のエネルギー密度依存性が，あるエネルギー密度の臨界点 ϵcを境に切り替わること
からこの点で相空間構造変化が起きていると推測される。彼らが提唱したこの臨界
点 ϵcは strong stochasticity threshold (SST)と呼ばれた。彼らの結果で強調すべき
ことは，この SSTが等分配の臨界点ではなく，遅い緩和から速い拡散に遷移する点
として提唱されていることである。（文献 [PL90]より転載）
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つかという問題に焦点を当てた。また，初期条件のクラスの違いが与える影響につ
いても考察している。彼らの論文は一貫して熱力学的極限に対する興味をその基軸
としている。
まず彼らは，等分配状態に到達する特徴的時間スケールが，N の変化に対してど
のような依存性を持つかについて調べた。エネルギー Eの値を固定してN を変化
させた場合，異なるN をもつシステムの時間発展は τ = t/N のスケーリングによっ
て同等になることが見出された（図 3.5）。すなわち，特徴的な時間スケールはシス
テムサイズに比例することを意味する。632 Kantz et  al. 
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4. THE SHAPE OF THE T H R E S H O L D  FOR FIXED N 

Before we pass to our main goal, namely determining the asymptotic 
properties of r/for large N, we study its dependence on initial conditions for 
fixed N. From this analysis we obtain important information about the 
threshold behavior of r/. 

We restrict our numerical work to the study of the relaxation proper- 
ties of initial condition, where a packet of Fourier modes with equal 
amount of energy and random relative phases is excited. The initial values 
of the momenta are all set equal to zero. In Fig. 3 we present the results 
for different packet excitations. Each data point represents the average 
over r/(E, T = 80, N =  128) obtained from four different realization of the 
random phases. It turns out that the shape of the curves is determined only 
by the number of excited modes and not by their wave number (within the 
given errors). But let us analyze the curves in more detail. 

As already shown in Section 3, the small-energy region corresponds to 
r/~ 1 independently of the initial conditions. There are very small fluctua- 
tions around this value, but no instability was detected in our numerical 
simulations up to t = 106 for E~< 1 and N ~  128. 

In the high-energy limit r/ drops down to a small, almost constant 
value which depends on AI/N only. This is not an artifact of the numerical 
simulation, but also a consequence of the fluctuations of the mode energies 

15年2月5日木曜日図 3.5: x軸はスケールされた時間 τ = t/N，緩和の指標として y軸に規格化された
スペクトラル・エントロピー η(E,N)（前節の文献 [PL90]と同じもの）を表す。模
型は FPUβで系のエネルギーは E = 10（stochasticity threshold 近傍）に固定し，
初期条件は l0 ∈ [N/32, 3N/32]となるようなモードパケットを等分配励起している。
プロットシンボルの違いはシステムサイズの違いを示しており，異なるシステムサ
イズをもつ系の時間発展が時間のスケーリングによって重なることが示されている。
すなわち，時間スケールがN に対して線形に増加することを示唆されている。（文
献 [KLR94]より転載）

また，秩序・カオスの遷移領域 (stochasticity threshold)におけるダイナミクス
の詳細に着目し，2つの異なる不安定化のメカニズム，およびそれらを示す 2つの
thresholdの存在を示唆した：

(i) 初期に励起したモードパケットよりも少数のモードにエネルギーが集中し，わ
ずかに変化された新たなパケットが形成される。

(ii) モードパケットが不安定化してエネルギー等分配状態へ遷移する。
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彼らは系の適切なコントロールパラメタが何であるかについても考察している。特
に，初期条件のクラスによってコントロールパラメタがエネルギーE となる場合と，
エネルギー密度ϵ = E/Nとなる場合があることが示されている。彼らの結果によれば，
初期に励起するモード l0をNに比例するように選んだ（例えば l0 ∈ [N/32, 5N/32]）
場合にはコントロールパラメタはEとなるが，一方で l0 = 1 ∼ 4, l0 = 1などのよう
にN と無関係に選択した場合には ϵ = E/N が適切なパラメタとなる（図 3.6）。
また彼らの研究対象はFPUβ模型だけでなく，より広いクラスの非線形Hamilton

系（対称/非対称 FPUα系，対称/非対称Toda格子，Gaussianポテンシャル系）：

U(∆xi) =
1

2
(∆xi)

2 +
1

3
α(∆xi)

3 (FPU α), (3.16)

U(∆xi) =
1

2
(∆xi)

2 +
1

3
α|∆xi|3 (対称化 FPU α), (3.17)

U(∆xi) =
1

a2

(
ea∆xi − 1

a
∆xi − 1

)
(戸田格子), (3.18)

U(∆xi) =
1

2b2
(
eb∆xi + e−b∆xi − 2

)
(対称化戸田格子), (3.19)

U(∆xi) =
1

2β

(
1− e−β∆x2

i

)
(Gaussianポテンシャル), (3.20)

に対しても解析を拡張し，対称ポテンシャル系における遷移領域の挙動がFPUβ模
型とよく同様の性質をもつことが示された（図 3.7）。ただしこれらの系を扱うに際
して，彼らはポテンシャルの調和部分と非調和部分の比率

G =

∑N
i=1 U(∆xi)− 1

2
∆x2

i∑N
i=1

1
2
∆x2

i

, (3.21)

を新たなパラメタとして導入した。

3.3.5 Toda格子 vs. FPUαから特徴づけられる stochasticity

threshold

Casettiらは，非線形可積分系として知られるToda格子とFPUα模型を比較する
ことでその緩和特性を捉えた [CCSPC97]。ここでToda格子は

HToda(p, q) =
N∑
i=1

[
1

2
kiq

2
i +

1

4α2
{exp [−2α(qi+1 − qi)] + 2α(qi+1 − qi)− 1}

]
,

(3.22)

なるHamiltonianで表される。このHamilton系は非線形相互作用を伴うにも関わら
ず，包合系をなすN個の保存量をもつ可積分系である [H7́4][Fla74]。Toda格子のポ
テンシャルを 3次まで展開したものは FPUα模型と一致する。
彼らは FPUα模型とToda格子における最大 Lyapunov指数 λ1の時間的収束を観
察し，ある時刻までは FPUα模型は可積分系であるToda格子と区別されないこと
を示した。しかしながらある時刻を通過すると，2つの模型が突如として分離する
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Fig. 6. Plot of q ( r=16)  as a function of the total energy E for different system sizes 
(#-model). Initially modes l~ [N/32, 5N/32[ are excited. 

relative phases between the cosine and the sine waves. The error bars are 
the variance of these values. The data fall very nicely onto a common 
curve, confirming that the relevant control parameter for this kind of initial 
conditions is energy rather than energy density. This is true from 128 to 
1024 degrees of freedom. For the N =  64 system we observe a small devia- 
tion at the "bump." The small number of excited modes together with 
finite-size effects are at the origin of these differences. 

We have also studied the case of lo = I and AI=  3 fixed independently 
of N. In this case the different r/ curves superpose if they are plotted as a 
function of the energy density, as shown in Fig. 7. 

A simple argument can explain these two different results. 6 The 
Hamiltonian of our model can be expressed approximately in terms of the 
harmonic action variables I = (11 ..... IN) as follows: 

H=Ho+AH 
(5.1) 

H o = ~ ' l ,  A H = ~ ( r  2 

The width of t h e / t h  resonance Aco/can be estimated by 

.4H;~/~ o~i, =/~ 

6 The argument was suggested by D. Shepelyansky. 

(5.2) 

15年2月5日木曜日

(a) FPUβ模型，初期にパケット l0 ∈ [N/32, 5N/32]を等分配励起，τ = 16。
プロットシンボルの違いはシステムサイズの違いを表す。データは 4 つの
randon phaseで平均したもの。横軸はエネルギー。Equipartition Thresholds 637 
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Plot  of r/ as a function of the energy densi ty E/N for the FPU-f l  model  with r = 16. 
Initially,  the modes  l = 1, 2, 3 are excited with equal  energy. 

where E~ is the energy of the lth mode. In the acoustic branch of the 
spectrum (small / values) the distance between nearby resonances is 
6~~ 1/N (independent of l). According to the Chirikov criterion, l '~  large - 
scale chaos sets in if .4o9 t ~ 6t, i.e., 

flo91El~ 1 (5.3) 

For initial conditions where l increases proportionally to N, og~~l/N= 
const, is a finite value independent of N and the Chirikov criterion estab- 
lishes a threshold value for the energy of the system 

1 Ethr,s (5.4) 

while when fixing lo and At independent of N, o9~..~ 1/N such that the 
threshold is determined by the energy density 

(5.5) 

It is evident that the two cases discussed in this section correspond to 
the different ways of performing a thermodynamic limit. The first one is 
the correct way if one wants to describe the dynamics of an anharmonic 
crystal where the initially excited frequencies are defined as the relevant 

15年2月5日木曜日

(b) FPUβ 模型，初期にパケット l0 = 1, 2, 3を等分配励起，τ = 16。プロッ
トシンボルの違いはシステムサイズの違いを示し，横軸はエネルギー密度を
表している。（なおこの結果は l0 = 1の場合にも同様に見られる。）

図 3.6: 異なる初期条件のクラスでの異なるコントロールパラメタ。時刻τ = t/N = 16

における緩和指標 ηの値をさまざまなエネルギーもしくはエネルギー密度に対して
プロットしている。初期励起モードパケットを N に比例して選択した場合（l0 ∈
[N/32, 5N/32]）エネルギーEをパラメタとすれば異なるN をもつ系の緩和特性は
ユニバーサルカーブ上にのる。一方，Nに関係なく l0 = 1, 2, 3を励起する場合，ユニ
バーサルカーブを生成するようなコントロールパラメタはエネルギー密度 ϵ = E/N

となる。（文献 [KLR94]より転載）
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Plot of q as a function of e for different symmetric potentials, N = 128, r = 40, modes 
4-19 initially excited. 

In fact, for a fixed value of this extensive pa ramete r  the anharmonic  
energies of all the models  have the same magnitude.  7 

F o r  our  numerical  s imulat ions we choose N =  128 and z = 40, which 
corresponds  to roughly 1600 per iods  of the fastest ha rmonic  and 40 per iods  
of the slowest one. The q curves as a function of e for the potent ia ls  in Eqs. 
(6.1)--(6.5) are shown in Figs. 8 and 9. Again, for all systems we have 
r/(~ ---, 0) ,~ 1 and ~/(e --* oo ) = const  ~ 0. 

The  main  differences occur  in the t ransi t ion region. The r/(e) curves of  
the symmetr ic  potent ia ls  superpose very nicely and exhibit  a region where 
~/> 1 (Fig. 8). The arguments  used in Section 4 to explain the origin of the 
t ransi t ion apply  to all of these models.  Actually,  the t ransi t ion region is 
located at e ~ 1 0 - ' ,  thus indicat ing that  the quar t ic  nonl inear i ty  is the 
dominan t  one. On  the other  hand,  also the symmetr ized FPU-ct model  
shows the same quant i ta t ive  behavior.  We have no analyt ical  a rgument  to 
interpret  this result; nevertheless, it confirms that  e is a proper  control  
parameter .  

7A simpler choice would amount to rescaling the energy by a factor 13 (ct-') for potentials 
having (fl/4)zix~ [(ct/3)zix~] as the leading nonlinear contribution in the Taylor expansion 
of U. Beyopd the impossibility of applying this to model (6.1), this way of rescaling the 
energies becomes insignificant if high-order nonlinear terms dominate in the transition 
region. 

図 3.7: FPUβ模型といくつかの対称ポテンシャル系の比較。N = 128, τ = 40，初
期に 4-19モードを等分配で励起。対称化FPUα，対称化Toda格子，Gaussianポテ
ンシャル系の挙動は FPUβのものときわめてよく一致する。図は τ = t/N = 40に
おけるスペクトラル・エントロピー η（縦軸）を，パラメタ G（横軸）に関してプ
ロットしたものを表している。ここで Gはポテンシャルの調和部分と非調和部分の
比であり，G = {

∑N
i=1 U(∆xi)− 1

2
∆x2

i }/{
∑N

i=1
1
2
∆x2

i }で与えられる。論文の著者ら
は特に遷移領域（図中 G = 0.01から 0.1に見られる過渡的な領域）での挙動の一致
に着目している。（文献 [KLR94]より転載）
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現象が見られた（図 3.8(a)）。この分岐は秩序的運動から非可積分的挙動への遷移を
意味し，とくに分岐点ではソリトン的構造の崩壊が起きていると彼らは推測してい
る。また，この分岐点の時刻を trappting time τT とし，ηが 0.1に到達した時刻を
equipartition time τE としたとき，それらのエネルギー密度 ϵ0依存性は図 3.8(b)に
示したようになる。彼らは，FPUのオリジナル論文で報告された再帰現象が見られ
る状況においても十分長い時間で緩和が起きることを想定すると，τE ∼ ϵ−3から，
その緩和時間は τE ∼ 4 × 1010と見積もられることを示した（図 3.8(b)のアスタリ
スクを参照）。
また，Toda格子からの trapping time τT は図 3.9のようなエネルギー密度 ϵ依存
性をもつ。ϵの低下に伴い単調に trapping timeが伸びてゆく領域に続き，突然発散
傾向が現れる領域が確認できる。さらにきわめて低い ϵに対して，システムサイズN

に依存した stochasticity thresholdが存在することが示唆されている。trapping time

τT の発散的傾向は相空間に非常に狭いボトルネックが存在していることによるもの
で，彼らはこれが「乗り越えることのできないバリア」であると仮定している。
stochasticity thresholdに関するこれらの現象は，エネルギー曲面上でグローバル
であるのか，それとも初期条件に依存する局所的なイベントであるのかという問題
意識のもと，彼らは初期条件のクラスの違いがもたらす影響についても調べている。
そこでは 2種類の初期条件クラス：

(i) qi(0) = A sin (2πni/N), A ̸= 0, pi(0) ̸= 0 (Gaussian random)

(ii) A = 0, qi(0) = 0, pi(0) ̸= 0 (Gaussian random)

が扱われている。結果として，ϵ > 10−2の領域では初期条件のクラスに依らず最大
Lyapunov指数 λ1はユニバーサルカーブ上に乗るが，ϵ < 10−2の低エネルギー密度
領域では初期条件のクラスの違いが顕在化し，カオスと秩序が共存する相空間構造
が存在すると推測されている（図 3.10）。
システムサイズN 依存性に関しては stochasticity thresholdが

ϵc ∼ 1/N2, (3.23)

で評価されることが見出された（図 3.11）。

3.3.6 熱力学極限における緩和のスケーリング
Lucaらは FPUβに関して熱力学極限における緩和のスケーリングを導いている

[DLLR99]。緩和の指標はスペクトラル・エントロピーから計算される有効励起自
由度

neff = exp

[
−

N∑
k=1

wi logwi

]
, (3.24)

が用いられている（この指標は [DLLL95][DLR95][DLLR96]でも導入されている）。
彼らは以下のような “physical initial condintion”，“mechanical initial condition”と
呼ばれる 2種のクラスの初期条件に対して，熱力学極限における緩和のスケーリン
グに違いが出ることを示した（図 3.12）。
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By setting L@x(t),j(t)#[jTJ@x(t)#j / jTj5jTj̇ / jTj
5 1

2 (d/dt)ln(jTj), l1 can be formally expressed as a time
average,

l15 lim
t!`

1
2tE0

t
dtL@x~t!,j~t!# , ~11!

which, in practice, is evaluated by computing @17#

l1~ tN!5
1
NDt(n51

N

lnS ij~ tn!i
ij~ tn21!i D , ~12!

where tn5nDt (Dt is some time interval!, up to a final time
tN , n5N, such that l1(tN) has converged to a reasonably
asymptotic value @18#. A positive asymptotic value of l1
obviously detects a chaotic dynamics, whereas l1(t);t21
corresponds to a nonchaotic dynamics.
We have exploited the existence of an integrable model,

the Toda lattice, close to the FPU a model. The Toda lattice
Hamiltonian reads, in the same units as used in Eq. ~1!,

H~p,q!5 (
k51

N F12 pk21 1
4a2

$exp@22a~qk112qk!#

12a~qk112qk!21%G , ~13!

and the power series expansion of its potential coincides, up
to third order, with the potential part of Eq. ~1!.
As the Toda lattice Hamiltonian describes an integrable

system, the numerical computation of the time behavior of
the largest Lyapunov exponent l1(t) must reveal the non-
chaotic property of its dynamics. In particular, one might
wonder whether some information can be obtained by com-
paring l1

FPU(t) with l1
Toda(t) for the same initial conditions,

i.e., $qi(0),pi(0)%, i51, . . . ,N . This turns indeed out to be
the case. In Fig. 1 we report, as an example, l1

FPU(t) and
l1
Toda(t) in the case N532 and e50.0217 for an initial con-
dition with A53 in Eq. ~4!. Up until t.23105 these two

functions are so close to each other that the two are virtually
indistinguishable. Then, suddenly, they separate at
t>43105: l1

Toda(t) continues its decay toward zero, whereas
l1
FPU(t) tends to converge to a nonvanishing value. This
makes it possible to define clearly what a trapping time in a
regular region of phase space is; moreover, its numerical
determination is unambiguous, as it can be deduced by sim-
ply looking at Fig. 1. We attribute this dramatic difference to
the untrapping of the FPU system from its regular region in
phase space by escaping to the chaotic component of its
phase space.
The peculiar behavior of l1

FPU(t) suggests therefore that
nonintegrable motions, originated by one-mode initial exci-
tations, after a transient, possibly long, trapping in a regular
region of phase space, enter its chaotic component. The cha-
otic component of phase space, by the Poincaré-Fermi theo-
rem @19#, is connected, so that we may well expect that
equipartition is eventually attained on a finite, albeit possibly
very long, time scale.
The precise nature of the trapping mechanism is unclear

to us. One could either think that the trajectories stick close
to a KAM torus during the trapping time, or that, for ex-
ample, they are geodesics of a bumpy manifold to which an
N-torus has been differentiably glued by a tiny ‘‘bridge;’’ in
that case a geodesic, originating at any point of the
N-torus, is locally stable until it finds a path to escape from
the torus. Another possible mechanism of trapping and es-
cape is discussed in Sec. III under point ~v!, in light of the
data discussed in the sequel of the present Section.
In conclusion, once we observe that a trajectory enters the

chaotic component of phase space, we are allowed to think
that equipartition will be eventually attained. In Fig. 2 the
relaxation times to equipartition tE(e) and the trapping times
tT(e), evaluated for the FPU a model, are shown. The re-
sults refer to N532 and initial conditions given by Eq. ~4!.
The initial excitation amplitudes A range from 3 to 11. The
equipartition times appear to be between one and two orders
of magnitude larger than the trapping times. If we extrapo-

FIG. 1. l1
FPU(t) ~solid triangles! and l1

Toda(t) ~squares! are plot-
ted vs time for N532 and energy density e50.0217 @which corre-
sponds to an initial excitation amplitude A53 in Eq. ~4!#. Dividing
t on the horizontal axis by p gives the time in units of the fastest
period of the harmonic part of the chain, Tmin5p .

FIG. 2. The relaxation times to equipartition ~full squares! and
the trapping times ~open squares! are plotted ~for the FPU a model!
vs the energy density e for N532 and the initial conditions of Eq.
~4!. The initial excitation amplitudes considered are, from left to
right, A52,3,4,5,8,10,11, respectively. The asterisk represents the
extrapolation of the equipartition time to the case A51 ~FPU’s
original paper @20#!.
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(a) Toda格子と FPUα模型における最大 Lyapunov指数の収束。横軸は
時間 t，縦軸は最大 Lyaounov指数 λ1 であり，▲が FPUα，□が Toda格
子の挙動を表す。２系はある時刻 τT で分岐する。論文の著者らはこの τT
を trapping time と呼んでいる。（N = 32, ϵ = E/N = 0.0217。）

By setting L@x(t),j(t)#[jTJ@x(t)#j / jTj5jTj̇ / jTj
5 1
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tN , n5N, such that l1(tN) has converged to a reasonably
asymptotic value @18#. A positive asymptotic value of l1
obviously detects a chaotic dynamics, whereas l1(t);t21
corresponds to a nonchaotic dynamics.
We have exploited the existence of an integrable model,

the Toda lattice, close to the FPU a model. The Toda lattice
Hamiltonian reads, in the same units as used in Eq. ~1!,

H~p,q!5 (
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and the power series expansion of its potential coincides, up
to third order, with the potential part of Eq. ~1!.
As the Toda lattice Hamiltonian describes an integrable

system, the numerical computation of the time behavior of
the largest Lyapunov exponent l1(t) must reveal the non-
chaotic property of its dynamics. In particular, one might
wonder whether some information can be obtained by com-
paring l1

FPU(t) with l1
Toda(t) for the same initial conditions,

i.e., $qi(0),pi(0)%, i51, . . . ,N . This turns indeed out to be
the case. In Fig. 1 we report, as an example, l1

FPU(t) and
l1
Toda(t) in the case N532 and e50.0217 for an initial con-
dition with A53 in Eq. ~4!. Up until t.23105 these two

functions are so close to each other that the two are virtually
indistinguishable. Then, suddenly, they separate at
t>43105: l1

Toda(t) continues its decay toward zero, whereas
l1
FPU(t) tends to converge to a nonvanishing value. This
makes it possible to define clearly what a trapping time in a
regular region of phase space is; moreover, its numerical
determination is unambiguous, as it can be deduced by sim-
ply looking at Fig. 1. We attribute this dramatic difference to
the untrapping of the FPU system from its regular region in
phase space by escaping to the chaotic component of its
phase space.
The peculiar behavior of l1

FPU(t) suggests therefore that
nonintegrable motions, originated by one-mode initial exci-
tations, after a transient, possibly long, trapping in a regular
region of phase space, enter its chaotic component. The cha-
otic component of phase space, by the Poincaré-Fermi theo-
rem @19#, is connected, so that we may well expect that
equipartition is eventually attained on a finite, albeit possibly
very long, time scale.
The precise nature of the trapping mechanism is unclear

to us. One could either think that the trajectories stick close
to a KAM torus during the trapping time, or that, for ex-
ample, they are geodesics of a bumpy manifold to which an
N-torus has been differentiably glued by a tiny ‘‘bridge;’’ in
that case a geodesic, originating at any point of the
N-torus, is locally stable until it finds a path to escape from
the torus. Another possible mechanism of trapping and es-
cape is discussed in Sec. III under point ~v!, in light of the
data discussed in the sequel of the present Section.
In conclusion, once we observe that a trajectory enters the

chaotic component of phase space, we are allowed to think
that equipartition will be eventually attained. In Fig. 2 the
relaxation times to equipartition tE(e) and the trapping times
tT(e), evaluated for the FPU a model, are shown. The re-
sults refer to N532 and initial conditions given by Eq. ~4!.
The initial excitation amplitudes A range from 3 to 11. The
equipartition times appear to be between one and two orders
of magnitude larger than the trapping times. If we extrapo-

FIG. 1. l1
FPU(t) ~solid triangles! and l1

Toda(t) ~squares! are plot-
ted vs time for N532 and energy density e50.0217 @which corre-
sponds to an initial excitation amplitude A53 in Eq. ~4!#. Dividing
t on the horizontal axis by p gives the time in units of the fastest
period of the harmonic part of the chain, Tmin5p .

FIG. 2. The relaxation times to equipartition ~full squares! and
the trapping times ~open squares! are plotted ~for the FPU a model!
vs the energy density e for N532 and the initial conditions of Eq.
~4!. The initial excitation amplitudes considered are, from left to
right, A52,3,4,5,8,10,11, respectively. The asterisk represents the
extrapolation of the equipartition time to the case A51 ~FPU’s
original paper @20#!.
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(b) FPUα模型における equpartition time τE と trappting time τT のエ
ネルギー密度 ϵ 依存性。横軸は ϵ，縦軸は trapping timeτT（□）および
equipartition timeτE（■）を表す。equipartition timeについては τE ∼ ϵ−3

なる関係が成立する。τE（■）の系列の左端に示された＊は FPU paradox
が観測される地点に対応している。FPU paradox（再帰現象）は緩和が起
きない例と考えられていたが，彼らの結果は，実は膨大な時間経過の後に
緩和がおきる可能性を示している。

図 3.8: 最大Lyapunov指数の時間的収束の様子と，relaxation time および trapping

time の励起エネルギー密度依存性。（文献 [CCSPC97]より転載）
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late @20# the equipartition time to the case of FPU, we find
tE.431010 ~as is indicated in Fig. 2 by an asterisk!.
Since we can consider the FPU a model as a third order

expansion of a Lennard-Jones potential around its minimum,
we can tentatively extrapolate the equipartition times re-
ported in Fig. 2 to a macroscopic system in three dimensions.
As an example, we can roughly estimate what the physical
equipartition time could be for a classical xenon crystal at
zero temperature and only one normal mode initially excited.
At e50.01, tE;109 proper times ~see Fig. 2! corresponds to
about 1023 s, using as proper time, obtained with standard
Lennard-Jones parameters for xenon, 2.4310212 s.

C. Stochasticity threshold

We have evaluated the trapping times tT(e ,N) for the
FPU a model at different values of both the energy density
e and of the number of degrees of freedom N . When N was
varied, we kept the wavelength of the initial excitation con-
stant @i.e., n in Eq. ~4! is taken proportional to N: n51 at
N532, n52 at N564, and n54 at N5128#, and we excited
only one mode at t50. The results are reported in Fig. 3.
With decreasing e , first tT tends to increase monotonically,
then, abruptly, it displays an apparently divergent behavior.
In fact, when reaching critical threshold values, a very small
change in e suddenly gives an extremely steep increase in
tT. This very steep increase of tT with decreasing e suggests
at least a very narrow bottleneck in phase space, through
which the system can only escape with great difficulty. We
assume that this bottleneck is not an insurmountable barrier,
and for that reason, as well as to conform with previous use,
we will call it a threshold. This is consistent with the results
of Fig. 4, where the largest Lyapunov exponents are reported
for the same cases as in Fig. 3. We have used a cutoff of the
integration time at t54.33108. After such a long time, when
e was smaller than the threshold value, no separation be-

tween l1
Toda(t) and l1

FPU(t) has been observed: the values of
l1
FPU at t54.33108 ~endpoints of broken lines in Fig. 4,
marked by arrows! are taken as upper bounds for the FPU-
Lyapunov exponents and t54.33108 is taken as a lower
bound for the trapping time of the FPU-phase point ~end-
points of the broken lines in Fig. 3, marked by arrows!. Both
l1(e ,N) ~from here on, by l1 we mean l1

FPU) and tT(e ,N)
strongly suggest the existence of an N-dependent threshold
value of the energy ~density!, above which the motion is
chaotic and below which the trajectories appear to be trapped
in a regular region of phase space @stochasticity threshold
~ST!#.
The following approximate relationship between A and

e holds: e.0.002 41A2, therefore the threshold amplitudes
Ac leading to chaos are Ac(N532).1.62, Ac(N564)
.1.42, Ac(N5128).1.28, respectively.
The dotted line at e50.002 41 corresponds to the initial

excitation amplitude A51 of FPU’s original paper. We see
that Fermi and co-workers chose an initial condition well
below this ST @20#. Figure 3 shows that if they had taken a
ten times larger amplitude, they would have observed equi-
partition during the integration time they used. This appears
to us to be the explanation of the lack of statistical mechani-
cal behavior observed in the original FPU numerical experi-
ment.
A few more comments on these results are as follows: ~i!

Fig. 3 suggests that with increasing N , tT(e ,N) probably
becomes less dependent on N @in fact the values of
tT(e ,N564) are closer to those of tT(e ,N5128) than to
those of tT(e ,N532)#; ~ii! there is a narrow energy density
interval where tT and l1 oscillate, suggesting the transition
in phase space from chaotic behavior at large e to regular
behavior at small e; ~iii! the ST shows a weak but clear
dependence on N ~provided the wavelength of the initial ex-
citation is kept constant!. This is not surprising because if we
combine two identical systems—each with the same initial
excitation—the composite system will have new low fre-

FIG. 3. The trapping times tT(e ,N) at different values of energy
density e ~i.e., at different values of the initial excitation amplitudes
A), are reported. Open squares refer to the case N532 (A ranges
from 1.6 to 11!, solid triangles refer to N564 (A ranges from 1.4 to
10!, open circles refer to N5128 (A ranges from 1.25 to 9!, respec-
tively. The endpoints of the broken lines are lower bounds for the
trapping time ~the cutoff of the integration time is at
t54.33108). The dotted vertical line at e50.002 41 corresponds to
the initial excitation amplitude A51 of FPU’s original paper.

FIG. 4. The largest Lyapunov exponents l1(e ,N) are shown for
different values of the energy density e and a sine wave initially
excited @Eq. ~4!#. Open squares refer to N532 and n51, full tri-
angles to N564 and n52, open circles to N5128 and n54, re-
spectively. The endpoints of the broken lines, marked by arrows,
are upper bounds for the FPU Lyapunov exponents at t54.33108
~cutoff of the integration time!. The dotted vertical line at
e50.002 41 corresponds to A51 ~FPU’s original paper!.
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(a) trapping time τT のエネルギー密度 ϵ依存性。□，▲，○はそれぞれ
N = 32, 64, 128を示す。ϵの低下に伴い緩和時間が単調に伸びてゆく領域
に続いて，わずかな ϵの現象に対して急激に trapping time τT が増加す
る挙動が見られ，最終的には，低エネルギー密度領域にシステムサイズに
依存した stochasticity threshold が存在することを示唆している。

late @20# the equipartition time to the case of FPU, we find
tE.431010 ~as is indicated in Fig. 2 by an asterisk!.
Since we can consider the FPU a model as a third order

expansion of a Lennard-Jones potential around its minimum,
we can tentatively extrapolate the equipartition times re-
ported in Fig. 2 to a macroscopic system in three dimensions.
As an example, we can roughly estimate what the physical
equipartition time could be for a classical xenon crystal at
zero temperature and only one normal mode initially excited.
At e50.01, tE;109 proper times ~see Fig. 2! corresponds to
about 1023 s, using as proper time, obtained with standard
Lennard-Jones parameters for xenon, 2.4310212 s.

C. Stochasticity threshold

We have evaluated the trapping times tT(e ,N) for the
FPU a model at different values of both the energy density
e and of the number of degrees of freedom N . When N was
varied, we kept the wavelength of the initial excitation con-
stant @i.e., n in Eq. ~4! is taken proportional to N: n51 at
N532, n52 at N564, and n54 at N5128#, and we excited
only one mode at t50. The results are reported in Fig. 3.
With decreasing e , first tT tends to increase monotonically,
then, abruptly, it displays an apparently divergent behavior.
In fact, when reaching critical threshold values, a very small
change in e suddenly gives an extremely steep increase in
tT. This very steep increase of tT with decreasing e suggests
at least a very narrow bottleneck in phase space, through
which the system can only escape with great difficulty. We
assume that this bottleneck is not an insurmountable barrier,
and for that reason, as well as to conform with previous use,
we will call it a threshold. This is consistent with the results
of Fig. 4, where the largest Lyapunov exponents are reported
for the same cases as in Fig. 3. We have used a cutoff of the
integration time at t54.33108. After such a long time, when
e was smaller than the threshold value, no separation be-

tween l1
Toda(t) and l1

FPU(t) has been observed: the values of
l1
FPU at t54.33108 ~endpoints of broken lines in Fig. 4,
marked by arrows! are taken as upper bounds for the FPU-
Lyapunov exponents and t54.33108 is taken as a lower
bound for the trapping time of the FPU-phase point ~end-
points of the broken lines in Fig. 3, marked by arrows!. Both
l1(e ,N) ~from here on, by l1 we mean l1

FPU) and tT(e ,N)
strongly suggest the existence of an N-dependent threshold
value of the energy ~density!, above which the motion is
chaotic and below which the trajectories appear to be trapped
in a regular region of phase space @stochasticity threshold
~ST!#.
The following approximate relationship between A and

e holds: e.0.002 41A2, therefore the threshold amplitudes
Ac leading to chaos are Ac(N532).1.62, Ac(N564)
.1.42, Ac(N5128).1.28, respectively.
The dotted line at e50.002 41 corresponds to the initial

excitation amplitude A51 of FPU’s original paper. We see
that Fermi and co-workers chose an initial condition well
below this ST @20#. Figure 3 shows that if they had taken a
ten times larger amplitude, they would have observed equi-
partition during the integration time they used. This appears
to us to be the explanation of the lack of statistical mechani-
cal behavior observed in the original FPU numerical experi-
ment.
A few more comments on these results are as follows: ~i!

Fig. 3 suggests that with increasing N , tT(e ,N) probably
becomes less dependent on N @in fact the values of
tT(e ,N564) are closer to those of tT(e ,N5128) than to
those of tT(e ,N532)#; ~ii! there is a narrow energy density
interval where tT and l1 oscillate, suggesting the transition
in phase space from chaotic behavior at large e to regular
behavior at small e; ~iii! the ST shows a weak but clear
dependence on N ~provided the wavelength of the initial ex-
citation is kept constant!. This is not surprising because if we
combine two identical systems—each with the same initial
excitation—the composite system will have new low fre-

FIG. 3. The trapping times tT(e ,N) at different values of energy
density e ~i.e., at different values of the initial excitation amplitudes
A), are reported. Open squares refer to the case N532 (A ranges
from 1.6 to 11!, solid triangles refer to N564 (A ranges from 1.4 to
10!, open circles refer to N5128 (A ranges from 1.25 to 9!, respec-
tively. The endpoints of the broken lines are lower bounds for the
trapping time ~the cutoff of the integration time is at
t54.33108). The dotted vertical line at e50.002 41 corresponds to
the initial excitation amplitude A51 of FPU’s original paper.

FIG. 4. The largest Lyapunov exponents l1(e ,N) are shown for
different values of the energy density e and a sine wave initially
excited @Eq. ~4!#. Open squares refer to N532 and n51, full tri-
angles to N564 and n52, open circles to N5128 and n54, re-
spectively. The endpoints of the broken lines, marked by arrows,
are upper bounds for the FPU Lyapunov exponents at t54.33108
~cutoff of the integration time!. The dotted vertical line at
e50.002 41 corresponds to A51 ~FPU’s original paper!.
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(b) 最大 Lyaounov指数 λ1 のエネルギー密度依存性。□，▲，○はそれ
ぞれ N = 32, 64, 128を示す。この場合も (a)と同様，低いエネルギー密
度領域にシステムサイズに依存した stochasticity thresholdが存在するこ
とを示唆している。

図 3.9: trapping time τT と最大 Lyapunov指数のエネルギー密度 ϵ依存性。（文献
[CCSPC97]より転載）
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quency modes that are absent in the separate subsystems,
which can be expected to facilitate the mechanism of energy
exchange among the normal modes.
As far as we are aware, the direct evidence given in Fig.

4 of the existence of a ST at N@2, obtained through the
behavior of the largest Lyapunov exponent, was never found
before in nonlinear Hamiltonian systems. An indirect sug-
gestion of its existence ~through a ‘‘freezing’’ of the decay of
the spectral entropy! has been given in @8# for the FPU b
model.

D. Coexistence of order and chaos

A question now arises: does such a threshold refer to a
global property of the constant energy surface SE or is it,
rather, a local property of SE sensitive to the initial condi-
tion?
In order to answer this question, we have considered also

the following initial conditions at N532: ~i! Afi0 @the fun-
damental mode—Eq. ~4!—is excited with amplitudes rang-
ing from A50.7 to A55.5# and pi(0)fi0 (i51, . . . ,N) are
Gaussian random numbers with zero mean and standard de-
viation ~‘‘temperature’’! equal to 0.001; ~ii! A50,
qi(0)50 (i51, . . . ,N), and pi(0) (i51, . . . ,N) are ran-
domly chosen according to a Gaussian distribution.
In the first case, a fraction of the energy in the initial

excitation is given to all the normal modes of the system: in
so doing, we are displacing the starting point on SE, propor-
tional to the magnitude of the standard deviation of the noisy
component of the initial excitation. This is intended to pro-
vide some information about the extension of the regular
region~s! in phase space. If all, or almost all, the energy of
the initial excitation is concentrated in one or a few modes,
then we are dealing with a nonequilibrium initial condition;
the existence of a ST entails then that a system, prepared in
a nonequilibrium state below such a threshold, will appear
never to attain equipartition of the energy of the initial exci-
tation. The noisy component has a self-evident physical
meaning related to the impossibility of preparing any physi-
cal system in a perfectly ordered initial state: at nonzero
temperature some randomness in the initial conditions is un-
avoidable.
The second choice—completely random initial condi-

tions—mimicks a physical situation that corresponds to a
crystal prepared at an assigned temperature ~i.e., mean ki-
netic energy per degree of freedom! at thermal equilibrium.
In Fig. 5 the effect of changing the initial conditions ac-

cording to the above prescriptions is shown. Here N532, the
squares refer to Afi0 and no random component, the aster-
isks refer to only random initial excitations, and the starlike
squares refer to Afi0 plus a random component.
In each case a threshold energy ~or equivalently energy

density, since N is fixed! is found. At e.0.01, the uncertain-
ties in the determination of l1 are of the order of the size of
the symbols used; at e,0.01, an estimate is difficult because
of unpredictable fluctuations of l1(t) that could be reduced
only by prohibitively long integration times. Nevertheless,
the information given by Fig. 5 is unambiguous. Down to
e.1022 all the values of l1(e), obtained with different ini-
tial conditions, crowd along the same line; below e.1022

the values of l1, obtained with different initial conditions,

separate and exhibit a coexistence of regular and chaotic re-
gions on the constant energy surface in phase space, whose
details depend on the initial conditions. Below
e.1.831023, even with only random initial conditions, the
motions are regular ~starlike squares!.
This tells us that the phase space undergoes some impor-

tant structural change as a function of the energy, in analogy
with what is observed in two-degrees-of-freedom systems,
like the Hénon-Heiles model @21#, where fully developed
chaos, a coexistence of regular and chaotic regions of phase
space, or only regular trajectories, are observed, depending
on the value of the energy.

E. N dependence of the stochasticity threshold

An important question is the stability or instability of the
stochasticity threshold with N . To this end we have numeri-
cally determined l1(e ,N) at N58,16,32,64 always choosing
random initial conditions, i.e., $qi(0)50, pi(0)5ri%,
i51, . . . ,N , with ri Gauss-distributed random numbers with
zero mean and variance A2e ~after the assignment of the
random values ri , the momenta are adjusted, by rescaling
them, in order to obtain a fixed initial e).
In Fig. 6 the outcome of these computations is reported.

The endpoints of the broken lines have the same meaning as
already discussed above. At large e there is a tendency of all
the sets of points to join. This fact is most evident for
N532 and N564 which have a line segment in common and
then separate at small e: the larger N , the smaller the e at
which the separation occurs.
At each N , we take as a rough estimate of the stochastic-

ity threshold ec the value of e at the midpoint between the
two lowest points on each curve, because the lowest point
~marked by an arrow! is presumably below threshold.
Figure 7 then shows that for these threshold values ec

plotted vs N holds: ec(N);1/N2. This result is interesting
for the following reasons.

FIG. 5. The largest Lyapunov exponents l1(e) are plotted, for
N532, at different values of e and different initial conditions.
Squares refer to the cases Afi0 and no random initial conditions,
asterisks refer to the cases A50 and random initial conditions,
starlike squares to Afi0 and random initial conditions with zero
mean and standard deviation 0.001. The endpoints of the broken
lines, marked by arrows, are upper bounds for the FPU Lyapunov
exponents at t54.33108 ~cutoff of the integration time!.
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15年2月5日木曜日図 3.10: 初期条件のクラスの違いが λ1(ϵ)に与える影響。□はA ̸= 0でランダムで
ない初期条件を与えたもの，＊は A = 0でランダムな初期条件を与えたもの，星
形は A ̸= 0でランダムな初期条件を与えたものを表す。ϵ > 10−2の領域では初期
条件クラスに依存しないユニバーサルカーブが確認できるが，低エネルギー密度領
域においては初期条件のクラスの違いが顕在化している。初期条件の違いによって
stochasticity thresholdが異なることから，カオスと秩序が共存するような相空間構
造があると推測されている。（文献 [CCSPC97]より転載）
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~i! The threshold values vanish sufficiently fast with in-
creasing N , so that the existence of regular regions of phase
space below ec does not constitute a problem for equilibrium
statistical mechanics. In fact, it appears that
N532, . . . ,128 is not too small to obtain indications, if not
‘‘confirmation,’’ of the statistical mechanical behavior of the
FPU a system.

~ii! Both the values of ec and the N dependence
ec(N);1/N2 can hardly be explained on the basis of the best
available estimate of the perturbation amplitudes for which a
positive measure of the regular KAM regions in phase space
exists: m,mc;aexp(2bNlnN) @23#, where m measures the
relative strength of the anharmonic to the harmonic part of a
given Hamiltonian (m depends on e), mc is a threshold
value, a and b are constants. There are also power-law esti-
mates for mc(N), i.e., mc(N);N2d, obtained in the context
of KAM theory @24#; however, at present, d is still very
large: d.160.

~iii! The bounds on the threshold value 1/4a2N<ec
<1/2a2N found by Enz et al. for the FPU a model @22#

predict an N dependence which is in much better agreement
with our results than the exponential drop with N mentioned
in the preceding point.

III. DISCUSSION

We conclude with the following remarks.
~i! It is worth mentioning that recently the existence of an

equipartition threshold vanishing at increasing N has also
been reported for the FPU b model @8,25,26#. It is inappro-
priate to compare these results quantitatively with ours: our
model is different and the evidence for a stochasticity thresh-
old for the FPU b model has been obtained indirectly,
through the opening of a local trap in phase space, which
prevented equipartition. However, we can say that both re-
sults are in qualitative agreement: threshold effects, either
concerning transient dynamics to equipartition of nonequilib-
rium initial conditions ~studied through spectral entropy! or
concerning the dynamics of equilibrium initial conditions
@studied through l1(e ,N)#, vanish at increasing N .
A qualitative agreement about the vanishing with N of the

critical energy to get chaos is reported in a recent paper on
the FPU a model @27#.
The question of how to explain the existence and the

1/N2 dependence of the stochasticity threshold reported here,
remains open.

~ii! In this paper we report the existence of two interesting
phenomena among others: the apparent existence of regular
regions in the phase space of a nonintegrable Hamiltonian
system as is the FPU a model and the existence of almost
regular regions of phase space where the trajectories are
trapped during long but finite times. These phenomena are
reminiscent of the KAM and Nekhoroshev @28# theorems,
respectively. We have already discussed throughout the pa-
per why our results disagree with the present-day quantita-
tive predictions of the KAM theorem. Similarly, the
Nekhoroshev theorem does not seem to be able to provide an
explanation of the observed phenomenology as well. In fact,
without entering into the details of how a thorough compari-
son with our results could be made, Nekhoroshev’s estimate
of the lower bound of the ‘‘trapping’’ time T of a trajectory
close to its initial condition is T.exp(c/m)g(N), where c is a
constant, m has the same meaning as above, and
g(N);1/8N is the optimal N dependence @29# of the expo-
nent. Hence for N532,64,128, as is the case of the results of
Fig. 3 for tT(e ,N), the ‘‘Nekhoroshev trapping’’ time T is
O(1) independently of m ~thus of e). Therefore, it appears
that the physical mechanisms responsible for finite time trap-
ping in phase space, which are behind the Nekhoroshev theo-
rem and our numeric phenomenology, respectively, are dif-
ferent. Thus we emphasize the difference between, on the
one hand, the approach to infinite time trapping ~KAM theo-
rem! and to finite time trapping ~Nekhoroshev theorem!
based on the description of the persistence of certain local
properties of regular regions of phase space, and, on the
other hand, our chaos-related approach, based on the com-
parison of l1(t) for the FPU and Toda lattices ~Fig. 1!. The
behavior of l1(t) suggests that the sudden escape from the
regular region occurs as if the trajectory would eventually
find a ‘‘hole’’ in its boundary.

~iii! It is not out of place to note that while the ST drops

FIG. 6. The largest Lyapunov exponents l1(e ,N) are plotted vs
the energy density e , for different values of N . Random initial con-
ditions are chosen. Starlike polygons refer to N58, crosses to
N516, asterisks to N532, starlike squares to N564, respectively.
The endpoints of the broken lines, marked by arrows, are upper
bounds for the FPU Lyapunov exponents at t54.33108 ~cutoff of
the integration time!.

FIG. 7. The values of the stochasticity thresholds ec are plotted
for different values of N ~for the estimate of ec , see text!.
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(a) 最大 Lyapunov指数 λ1 のエネルギー密度 ϵ依存性。プロット
シンボルの違いはシステムサイズの違いを表し，星状のポリゴンは
N = 8，×は N = 16，＊は N = 32，星形は N = 64の結果を表
す。高いエネルギー密度ではシステムサイズ依存性はほとんど見ら
れないが，低いエネルギー密度ではシステムサイズ依存性が顕著と
なり，矢印に示したようなN 依存の stochasticity thresholdが存在
する。
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creasing N , so that the existence of regular regions of phase
space below ec does not constitute a problem for equilibrium
statistical mechanics. In fact, it appears that
N532, . . . ,128 is not too small to obtain indications, if not
‘‘confirmation,’’ of the statistical mechanical behavior of the
FPU a system.

~ii! Both the values of ec and the N dependence
ec(N);1/N2 can hardly be explained on the basis of the best
available estimate of the perturbation amplitudes for which a
positive measure of the regular KAM regions in phase space
exists: m,mc;aexp(2bNlnN) @23#, where m measures the
relative strength of the anharmonic to the harmonic part of a
given Hamiltonian (m depends on e), mc is a threshold
value, a and b are constants. There are also power-law esti-
mates for mc(N), i.e., mc(N);N2d, obtained in the context
of KAM theory @24#; however, at present, d is still very
large: d.160.

~iii! The bounds on the threshold value 1/4a2N<ec
<1/2a2N found by Enz et al. for the FPU a model @22#

predict an N dependence which is in much better agreement
with our results than the exponential drop with N mentioned
in the preceding point.

III. DISCUSSION

We conclude with the following remarks.
~i! It is worth mentioning that recently the existence of an

equipartition threshold vanishing at increasing N has also
been reported for the FPU b model @8,25,26#. It is inappro-
priate to compare these results quantitatively with ours: our
model is different and the evidence for a stochasticity thresh-
old for the FPU b model has been obtained indirectly,
through the opening of a local trap in phase space, which
prevented equipartition. However, we can say that both re-
sults are in qualitative agreement: threshold effects, either
concerning transient dynamics to equipartition of nonequilib-
rium initial conditions ~studied through spectral entropy! or
concerning the dynamics of equilibrium initial conditions
@studied through l1(e ,N)#, vanish at increasing N .
A qualitative agreement about the vanishing with N of the

critical energy to get chaos is reported in a recent paper on
the FPU a model @27#.
The question of how to explain the existence and the

1/N2 dependence of the stochasticity threshold reported here,
remains open.

~ii! In this paper we report the existence of two interesting
phenomena among others: the apparent existence of regular
regions in the phase space of a nonintegrable Hamiltonian
system as is the FPU a model and the existence of almost
regular regions of phase space where the trajectories are
trapped during long but finite times. These phenomena are
reminiscent of the KAM and Nekhoroshev @28# theorems,
respectively. We have already discussed throughout the pa-
per why our results disagree with the present-day quantita-
tive predictions of the KAM theorem. Similarly, the
Nekhoroshev theorem does not seem to be able to provide an
explanation of the observed phenomenology as well. In fact,
without entering into the details of how a thorough compari-
son with our results could be made, Nekhoroshev’s estimate
of the lower bound of the ‘‘trapping’’ time T of a trajectory
close to its initial condition is T.exp(c/m)g(N), where c is a
constant, m has the same meaning as above, and
g(N);1/8N is the optimal N dependence @29# of the expo-
nent. Hence for N532,64,128, as is the case of the results of
Fig. 3 for tT(e ,N), the ‘‘Nekhoroshev trapping’’ time T is
O(1) independently of m ~thus of e). Therefore, it appears
that the physical mechanisms responsible for finite time trap-
ping in phase space, which are behind the Nekhoroshev theo-
rem and our numeric phenomenology, respectively, are dif-
ferent. Thus we emphasize the difference between, on the
one hand, the approach to infinite time trapping ~KAM theo-
rem! and to finite time trapping ~Nekhoroshev theorem!
based on the description of the persistence of certain local
properties of regular regions of phase space, and, on the
other hand, our chaos-related approach, based on the com-
parison of l1(t) for the FPU and Toda lattices ~Fig. 1!. The
behavior of l1(t) suggests that the sudden escape from the
regular region occurs as if the trajectory would eventually
find a ‘‘hole’’ in its boundary.

~iii! It is not out of place to note that while the ST drops

FIG. 6. The largest Lyapunov exponents l1(e ,N) are plotted vs
the energy density e , for different values of N . Random initial con-
ditions are chosen. Starlike polygons refer to N58, crosses to
N516, asterisks to N532, starlike squares to N564, respectively.
The endpoints of the broken lines, marked by arrows, are upper
bounds for the FPU Lyapunov exponents at t54.33108 ~cutoff of
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FIG. 7. The values of the stochasticity thresholds ec are plotted
for different values of N ~for the estimate of ec , see text!.
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(b) (a)で得られた stochasticity threshold ϵc のシステムサイズ依
存性。ϵc ∼ 1/N2 と見積もられ，N の増大とともに ϵc が消失する
傾向を持つ事が分かる。

図 3.11: stochasticity thresholdのシステムサイズ依存性（文献 [CCSPC97]より転載）
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(physical init. cond.) 初期励起モードパケットのサイズが δγ = N/16となるよ
うな低周波数モードパケット N/64 − 5N/64を励起する。この初期条件のも
とで，システムサイズが大きな場合 (N = 256, 521, 1024, 2048, 4096)，エネル
ギー密度 0.03 ≤ E/N ≤ 0.8の範囲において，系の時間発展 neff(t)がユニバー
サルカーブに乗る。

(mechanical init. cond.) 初期励起モードパケットのサイズを δγ = 5に固定し，
モードパケットN/64 − N/64 + 4を励起する。この初期条件のもとでは大き
なシステムサイズ (N = 256, 512, 1024, 2048)に対してスケーリングの分離が
見られる。すなわち，緩和の初期においては普遍的な緩和が見られない過渡的
現象が見られるが，後期段階ではユニバーサルカーブが存在する。緩和初期に
ついては

√
N で時間をスケールすると部分的にユニバーサルカーブを構成す

ることができる。

彼らはさらに，このような異なるN の間のスケーリングに加えて，異なるエネル
ギー密度間のスケーリングについても言及している。図 3.13に有効自由度 neffの対
数時間発展を示した。初期の過渡的挙動と，後期の収束的挙動の間に，単調で linear

な増加が確認できる。linearな増加を示す部分は，E/N が 2倍になるとともに図上
左側に等間隔で移動しており，背景にベキ則 (N/E)αがあることが示唆されている。
事実，時間を

T = t · (βE/N)3, (3.25)

とスケールすると普遍緩和曲線が構成される。また neff = 0.4となる時刻とE/N の
関係からもベキ則の指数が α = 3であることが分かる。このスケーリングは彼らの
理論的な評価：

T ∼ 2π

(βE/N)3
log

(
π

2βE/N

)
, (3.26)

とも整合している。

3.3.7 Chaotic Breatherの形成と崩壊
非線形格子振動系における緩和過程を理解するひとつの切り口として，Chaotic

Breather（カオス的ブリーザー）がある。Chaotic Breatherは，非線形格子系におい
て見られる特殊な局在モードである。まずは系に多数の非線形局在モードが発生し，
これらが衝突を繰り返しながらエネルギーを交換し最終的にエネルギーを占有する
ような非線形局在モード（Chaotic Breather）が形成される。このChaotic Breahter

はしばらくの間運動したのちに崩壊し，そのエネルギーが全系に拡散する現象が見
られる [BKR90][CDRT98]。
Ullmannらは，FPUβ 模型におけるChaotic Breatherの形成と緩和に着目し，そ
の時間スケールに関する知見を与えた [ULC00]。彼らは全エネルギーの 90%をある
高周波数モード γに与え，その近隣のモードに残りの 10%を与える初期条件を取っ
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We consider the case of strong springs (!!0) and fixed
boundaries q0"qN#1"0. The constant ! describing the
strength of the anharmonic potential can be scaled to any
positive value. We vary the energy and fix ! at the value 0.1
to compare with previous studies of the FPU lattice. The
equations of motion are integrated using a fourth order sym-
plectic integrator. The harmonic part of the Hamiltonian can
be put in the form of N-independent normal modes via the
canonical transformation

qi""
j"1

N

ui jQ j , j"1,N , #2$

with canonical variables Qj . The columns of the matrix ui j
are the orthonormal eigenvectors of the positive definite Her-
mitian eigenvalue problem for the Q’s. The frequencies % j of
the normal modes Qj are

% j"2 sin! & j
2N#2 " . #3$

The above transformation puts the Hamiltonian #1$ into the
form

H""
i"1

N ! 12 Pi
2#

% i
2

2 Qi
2"

#
!

#8N#8 $ "
i , j ,k ,l

% i% j%k% lG# i , j ,k ,l $QiQ jQkQl ,

#4$

where the coefficients G, as calculated in '1(, are

G# i , j ,k ,l $""
P
B# i# j#k#l $, #5$

where P represents the eight permutations of sign of j, k, and
l and the function B(x) takes the value 1 if the argument is
zero, $1 if the argument is %2(N#1), and zero otherwise.

II. NUMERICAL CALCULATIONS

The main numerical tool we use is the calculation of the
effective number of modes neff containing the energy. We
use the general formalism of our previous work '1,2( that the
linear energies Ei)1/2(Pi

2#% i
2Qi

2), i"1, . . . ,N , are calcu-
lated as a function of time. The information entropy is given
by S"$* i"1

N ei ln ei , where ei"Ei /* i"1
N Ei are the normal-

ized energies. We define the effective number of modes shar-
ing the energy by neff(t))exp S '1–3(. We divide neff by N,
to get a fraction in the range from zero to one, which we plot
versus time for various values of N and energy densities
E/N . We also average over 10–20 different realizations of
the initial mode phases to minimize fluctuations. We take
care to distribute the phases of the modes in a random way
so that the quartic term in #1$ does not make the total energy
very different from the linear energy. In this way one is
always close to a set of slightly perturbed linear oscillators as
long as (!E/N)&1.
For physical initial conditions we distribute the total en-

ergy E uniformly among +,"N/16 low-frequency modes

ranging from N/64 to 5N/64 with randomly chosen phases,
for a fixed value of E/N over a range of N, and plot neff /N
versus time. We compare the results to mechanical initial
conditions in which energy is placed in a fixed number of
modes where +,"5 with the modes ranging from N/64 to
(N/64)#4. We have worked with other values of +,, finding
the same qualitative results.
In Fig. 1 we show the evolution of neff /N at fixed energy

density E/N"0.1 for N ranging from 256 to 4096 for +,
"N/16. The data are seen to lie essentially on a universal
evolution curve with the correspondence improving for large
values of N #error bars, where shown, refer to the statistical
error computed over the different initial phases; otherwise
errors are of the size of the symbols$. This result is verified
numerically for energy densities in the range of E/N '0.03,
0.8(. In Fig. 2 we show the evolution of neff /N for the initial
E/N"0.05 and for the same range of N, as in Fig. 1, but for

FIG. 1. neff /N vs time with E/N"0.1 and +,"N/16, for N
"256, 512, 1024, 2048, and 4096. The error bars are the rms varia-
tion over #typically$ 10 independent trials, which are averaged to
give final values.

FIG. 2. neff /N vs time with E/N"0.05 and +,"4 for N
"256, 512, 1027, and 2048. Error bars as in Fig. 1.
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(a) E/N = 0.1，physical initial conditionの下でのダイナ
ミクス
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be put in the form of N-independent normal modes via the
canonical transformation

qi""
j"1

N

ui jQ j , j"1,N , #2$

with canonical variables Qj . The columns of the matrix ui j
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zero, $1 if the argument is %2(N#1), and zero otherwise.
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to get a fraction in the range from zero to one, which we plot
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E/N . We also average over 10–20 different realizations of
the initial mode phases to minimize fluctuations. We take
care to distribute the phases of the modes in a random way
so that the quartic term in #1$ does not make the total energy
very different from the linear energy. In this way one is
always close to a set of slightly perturbed linear oscillators as
long as (!E/N)&1.
For physical initial conditions we distribute the total en-

ergy E uniformly among +,"N/16 low-frequency modes

ranging from N/64 to 5N/64 with randomly chosen phases,
for a fixed value of E/N over a range of N, and plot neff /N
versus time. We compare the results to mechanical initial
conditions in which energy is placed in a fixed number of
modes where +,"5 with the modes ranging from N/64 to
(N/64)#4. We have worked with other values of +,, finding
the same qualitative results.
In Fig. 1 we show the evolution of neff /N at fixed energy

density E/N"0.1 for N ranging from 256 to 4096 for +,
"N/16. The data are seen to lie essentially on a universal
evolution curve with the correspondence improving for large
values of N #error bars, where shown, refer to the statistical
error computed over the different initial phases; otherwise
errors are of the size of the symbols$. This result is verified
numerically for energy densities in the range of E/N '0.03,
0.8(. In Fig. 2 we show the evolution of neff /N for the initial
E/N"0.05 and for the same range of N, as in Fig. 1, but for

FIG. 1. neff /N vs time with E/N"0.1 and +,"N/16, for N
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(b) E/N = 0.1，mechanical initial conditionの下でのダイ
ナミクス

図 3.12: 熱力学極限における緩和のスケーリングに関する初期条件クラスの依存
性。横軸は時間 t，縦軸は規格化された有効励起自由度数 neff/N。システムサイズ
に比例したサイズのモードパケットを初期に励起する “ physical”な初期条件 (a)

と，システムサイズとは無関係に一定のサイズのモードパケットを初期励起する
“mechanical”な初期条件 (b)のもとでは緩和過程のスケーリングに違いが現れる。
physical initial conditionの場合，緩和のダイナミクス全域がユニバーサルカーブに
乗るが，mechanical initial conditionの場合にはユニバーサルカーブを持たない過渡
的段階とユニバーサルカーブを持つ段階に分かれている。過渡的段階に関しては時
間を

√
N でスケールすることでユニバーサルカーブを構成することができる。（文

献 [DLLR99]より転載）
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!"!5 and centered around "!(N/64)"2. We see that there
is an initial transient with the evolution of neff /N versus time,
different for each N value, but coalescing later in the evolu-
tion at longer times and higher values of neff /N. If we intro-
duce a factor of !N to normalize the time scale #not shown$,
we then find that the evolution curves coalesce at early times
but then diverge. These results are qualitatively consistent
with the numerical study in %2& #Fig. 5$, which indicated an
extra volume filling factor, proportional to !N , when the
energy was placed primarily in a single low-frequency mode,
typically "!3. In this case the primary driving frequency is
a beat 'B("E/N2, with "!3, such that the time for trans-
fering energy is much longer than in the present situation.
This allows the filling of the low frequency modes by suc-
cessive excitations #see Ref. %1&$ to manifest itself in the
additional !N dependence. In Fig. 3 we plot neff /N as a
function of the logarithm of time, for a range of E/N values
again with physical initial conditions #note that neff /N
asymptotically converges to a value which is smaller than 1,
due to fluctuations as computed in Ref. %6&$. The evolution is
a monotonically increasing function with an initial transient
and later an approximately linear increase on the logarithmic
time scale. The linear part shifts to the left by somewhat less
than a decade with every doubling of the energy density,
which indicates a power law increase of the time scale with
(N/E)) having an approximate exponent )!3. To be more
quantitative we will normalize the time by a function of
N/E , as in %2& #Fig. 5$, to determine if all values of N/E can
be fitted on a universal curve, after estimating the value of )
analytically.

III. SCALING ESTIMATE AND NUMERICAL
COMPARISON

In the following we present an approximate theory of
Hamiltonian diffusion to explain, qualitatively, the power-
law behavior at low-energy densities. We start by assuming
that there is an effective number of low-frequency modes !k
that are responsible for stochastically transferring energy to

the high-frequency modes, leading to equipartition. We as-
sume that the initial mode package containing the energy,
!", is such that !"*!k , where the size of the effective
package !k determines the couplings to high frequency. Be-
cause, for early times, most of the energy is in the low-
frequency modes, it is convenient to classify the quartic mo-
nomial appearing in the sum of #4$ depending on how many
of the four Q’s in it belong to low-frequency modes. The
largest quartic terms at early times have the four Q’s of low-
frequency modes. These couplings produce deformations of
the linear actions of the low-frequency modes, creating sto-
chastic separatrices for those modes. In %1& it was shown that
the necessary energy to create separatrices in the low-
frequency modes has E(1/N if energy is placed in a single
mode. If we place energy in !"(N modes we expect sto-
chastic separatrices to be created for E/!"(1/N , such that E
is independent of N. However, this occurs at low energy for
!"/N small.
Because of the nonlinear couplings among the low-

frequency modes, the frequency of these modes is corrected
by a beat that we approximate in the following way. We
substitute canonical action angle variables Qi
!!(2I i /+ i)cos(,i) and Pi!!(2+ iI i)sin(,i) into the
Hamiltonian #4$, to obtain

H!-
i

+ iI i"" .

2N"2 #
# -

i , j ,k ,l
G# i , j ,k ,l $!+ i+ j+k+ lI iI jIkI l ang# i jkl $, #6$

where ang(i jkl)/cos(,i)cos(,j)cos(,k)cos(,l). The fre-
quency of mode i is the derivative of the Hamiltonian respect
to I i , which evaluates to

' i!+ i"" .

N"1 #
#-

j ,k ,l
G# i , j ,k ,l $!+ i+ j+k+ lI jIkI l ang# i jkl $/!I i. #7$

We further assume that there is a rapid spreading over low-
frequency modes, as observed numerically %1&, such that we
are considering the sum to run over some !k modes, to be
determined. After using the selection rule #5$, the number of
terms in the above sum is then of the order of (!k)2. We also
assume every quartic term in this sum is typically of the
same size, i.e., with equal energies for all low-frequency
modes, + iI i!E/!k . Since these terms come with random
phases, according to standard Gaussian statistics we take the
sum to be proportional to the square root of the number of
terms. With these assumptions, and setting + i!+ j so that
(I j /I i)1/2 cancels, #7$ becomes
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.E
N #8$

with the !k$1 in the energy per mode canceling the !k ef-
fective couplings. In #8$ and below we set N"1!N #large
N$ except where it appears in the selection rule. From #3$
+ i!1i/N , for low-frequency modes, and taking the beat

FIG. 3. neff /N vs time for N!2048 and E/N!0.03, 0.05, 0.1,
0.2, 0.4, and 0.8.
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15年2月5日木曜日(a) physical initial conditionの下でのダイナミクス。プロットシ
ンボルの違いはエネルギー密度の違いを表している。ダイナミクス
はエネルギー密度を 2倍するごとに 1桁（未満）ほど速い緩和へと
移行していることが分かる。この観測から，時間に関してベキ的な
スケーリング則が成立することが推測される。

cal differences. Evaluating the integral with the assumption
of linear time dependence of Eh(t) we obtain

T!
2!

"#E/N $3
ln" !

2#E/N # . "17$

We note that the logarithmic factor varies slowly. The nu-
merical coefficient is only a rough estimate. Equation "11$
exhibits a basic scaling of T%(N/E)3. The scaling can be
checked numerically, by rescaling the time in Fig. 3. This is
done in Fig. 4, for five values of E/N , giving reasonable
confirmation of the rescaling of time with (N/E)3. We also
confirm this scaling by plotting the time to reach neff /N
!0.4 against E/N , for all of the data, comparing the result to
the inverse cubic scaling "dotted line$, in Fig. 5. We can also
compare the magnitude of T in "17$ with the numerics. Ex-
trapolating the linear "with log time$ portion of the E/N
!0.1 curve in Fig. 3 to neff /N!1 we obtain, approximately,
T&107. Considering our many approximations, this value is
remarkably close to the value of T!3"107 obtained from
"17$.

IV. CONCLUSIONS AND DISCUSSION

We have indicated, numerically, and justified, theoreti-
cally, that the FPU-# model has an appropriate thermody-
namic limit. Provided there is sufficient energy in a group of
low-frequency modes that stochastic diffusion to high-
energy modes occurs on a nonexponentially slow time scale
'1(, then the dominant time scale to equipartition is a power
law (N/E)). The value of )!3, estimated from a theoretical
scaling argument, was found to fit well to the numerical data.

The numerical results also clarify a result from a previous
paper '2( in which a N1/2 scaling was numerically found,
which would not allow a finite-time thermodynamic limit.
The resolution of the seeming contradiction is that there is an
initial transient which can extend over much of the time to
equipartition if N is not very large and the initial energy is
placed in the first few modes "not proportional to N$. The
existence of a thermodynamic limit also agrees with '4(, in
which the energy was also placed in a mode packet *+%N .
The power of N/E , in that study, numerically fit better to
)!1. The use of a different equipartition parameter, less
sensitive than neff /N, could have led to uncertainty in ), but
the issue has not been resolved.
We emphasize that the theory we have developed to ex-

plain the scaling, does not predict the shape of neff(t) which
depends on complicated dynamical processes. Furthermore,
neff is related to the evolution of the energy in the individual
modes in a very complicated way. These dynamics lie be-
yond a simple mode-averaged theory. We also emphasize
that the theory depends on having nonexponentially slow
stochastic diffusion to high-frequency modes, being driven
by local mode-mixing stochasticity among low-frequency
modes '1(. For the approximations to be valid we require that
T#, where , is the time scale for the assumed stochastic
process. Since ,&-B

$1&(N2/#E)2, the approximations
hold if #E/N%1.
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(b) 時間スケールを t · (N/E)3 とするとユニバーサルカーブが構成される。

図 3.13: physicalな初期条件のもとでの時間スケーリング則。（文献 [DLLR99]より
転載）
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た。緩和の指標として有効振動子自由度：

nosc =
1

N
exp

[
−
∑
i=1N

ei log ei

]
, (3.27)

ei =
1

N

{
1

2
p2i +

1

2

[
(qi+1 − qi)

2 + (qi − qi−1)
2
]
+

β

4

[
(qi+1 − qi)

4 + (qi − qi−1)
4
]}

,

(3.28)

を導入した。ここで eiは振動子のエネルギーである（基準振動エネルギーではない）。
図 3.14にChaotic Breatherの形成と崩壊を示した。左図は横軸が時刻，縦軸が振動
子の番号，濃淡はそのサイトでのエネルギー量を表している。時間発展とともに，
(i)複数の局在構造の形成，(ii)それらの合体によるChaotic Breatherの形成と運動，
(iii)Chaotic Breatherの崩壊が確認できる。右図は (i)-(iii)の各時間領域における振
動子エネルギーと基準振動エネルギーを表す。(i)(ii)においてはChaotic Breatherを
示す鋭いピークが見られるが，崩壊後にピークは消滅する。また，Chaitic Breather

の消滅とともに低周波数モードへのエネルギー輸送が確認できる。彼らは初期励起
モード γ，システムサイズN，エネルギー密度E/N の違いが Chaotic Breatherの
形成に与える影響を調べた。結果として初期励起モードを γ < 105とした場合には
breatherは形成されないが，γ > 105となると breather が形成されることが示され
た（図 3.15(a)）。また，系の緩和時間 Teq，Chaotic Breatherが形成されるために必
要な時間 Tb のエネルギー密度依存性はそれぞれ Teq ∝ (E/N)−2，Tb ∝ (E/N)−1 と
評価された（図 3.15(c)(d)）。またシステムサイズがN = 128 となった点を境界に
して TeqのN 依存性が変わることが示された（図 3.15(b)）。ただし，緩和時間 Teq

は noscが 0.7を超えた時刻，Chaotic Breatherの形成時間 Tbは noscが 0.3未満に抑
えられている時間で定義している。なお，Teq ∝ (E/N)2は高周波数モードのカオス
的振動から低周波数モードにエネルギーが stochasticに拡散することを拡散するこ
とを仮定すると理論的に導かれる。さらに，Teqがエネルギー密度に関するベキ則よ
りも遅くなるような thresholdが見積もられる。彼らの研究は Chaotic Breatherの
形成・崩壊過程の観点から 2つの異なるダイナミクスが存在することを見出したと
言える。

3.4 中興期：FPU問題再訪・系統的研究の興隆 - Metastable

Perspectiveへの招待
Fucitoらの研究 [FMM+82] において初めて指摘された「異なる緩和過程」の存在
は 2005年以降に展開された系統的な研究によってその全体像がある程度明らかにさ
れてきた。きわめて系統的に行われたこれらの先行研究はFermi-Pasta-Ulam系が示
す異常な緩和に対して “Metastability perspective” [BCGG08] という理解様式を提
案している。すなわち緩和過程に異なる時間スケールが存在し，ある種の平衡状態
であると思われていた状態が，実は緩和の発展途上にある準安定な「中間状態」で
あったとする知見である。本章ではこのmetastability perspectiveなる観点を作り上
げたいくつかの研究を詳しく解説する。
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the formation and decay of the breathers. In contrast, neff ,
after an initial transient in which the multiple breathers form,
hides the dynamics in a slow statistical progression towards
equipartition.
Another question to be considered is the effect of initial

conditions. Taking the energy as in Figs. 1–6 and the time
such that the breather has formed at this energy, we examine
various initial conditions in Fig. 7. The breather symmetry,
which is exact for all energy initially in the mode !!128,
should be completely lost for !!64 and below. This loss of
breather symmetry is quite evident in Fig. 7, which indicates
that the breather will essentially pick up its full energy for all
phases above "approximately# !!105, below which deteri-
orization of the breather occurs. After a rather rapid transi-
tion the breather has been essentially eliminated by !!85.
We now consider the effect of varying parameters. In Fig.

8 we illustrate for various values of E at fixed N!128 and
!!120 the times required for breather formation, for the
breather to approximately maintain its shape, and for the
breather to disintegrate. As in Fig. 5, nosc is used to distin-
guish the regimes. We observe that all times decrease with
increasing E. The maintenance of the CB and its deteriora-
tion cannot be easily separated, and may be collectively des-
ignated as the time to reach equipartition.
In Fig. 9 we plot ln Teq vs lnN, where Teq is the time for

nosc to increase to nosc!0.7. We see, for fixed !/N!15/16
and fixed E/N!0.625, that there is a transition, approxi-
mately at N!128 where Teq changes from a decreasing func-
tion of N to a constant, independent of N. For large N, Teq
has also been found to be independent of N with low-
frequency-mode initial conditions. However, this scaling can
be obscured by early-in-time transients for some parameters.
The main scaling is with energy density, which we give inFIG. 1. Time evolution of the energy distribution in the oscilla-

tors of the FPU-$ oscillator chain with $!0.1, E!50, N!128
oscillators and initial energy concentrated around the mode !
!120, at times "a# 0"t"104 s, "b# 105"t"1.1#105, and "c# 2
#105"t"2.1#105. Darker regions correspond to oscillators with
more energy, lighter regions to oscillators with less energy.

FIG. 2. Energy density distributions among the oscillators for a
FPU-$ system with $!0.1, E!50, N!128 oscillators and !
!120 at times "a# t!1#104 s, "b# t!1#105 s, and "c# t!2
#105 s.

FIG. 3. Energy density distributions in the mode space for a
FPU-$ system with $!0.1, E!50, N!128 oscillators and !
!120 at times "a# t!1#104 s, "b# t!1#105 s, and "c# t!2
#105 s.
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!120 at times "a# t!1#104 s, "b# t!1#105 s, and "c# t!2
#105 s.
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the formation and decay of the breathers. In contrast, neff ,
after an initial transient in which the multiple breathers form,
hides the dynamics in a slow statistical progression towards
equipartition.
Another question to be considered is the effect of initial

conditions. Taking the energy as in Figs. 1–6 and the time
such that the breather has formed at this energy, we examine
various initial conditions in Fig. 7. The breather symmetry,
which is exact for all energy initially in the mode !!128,
should be completely lost for !!64 and below. This loss of
breather symmetry is quite evident in Fig. 7, which indicates
that the breather will essentially pick up its full energy for all
phases above "approximately# !!105, below which deteri-
orization of the breather occurs. After a rather rapid transi-
tion the breather has been essentially eliminated by !!85.
We now consider the effect of varying parameters. In Fig.

8 we illustrate for various values of E at fixed N!128 and
!!120 the times required for breather formation, for the
breather to approximately maintain its shape, and for the
breather to disintegrate. As in Fig. 5, nosc is used to distin-
guish the regimes. We observe that all times decrease with
increasing E. The maintenance of the CB and its deteriora-
tion cannot be easily separated, and may be collectively des-
ignated as the time to reach equipartition.
In Fig. 9 we plot ln Teq vs lnN, where Teq is the time for

nosc to increase to nosc!0.7. We see, for fixed !/N!15/16
and fixed E/N!0.625, that there is a transition, approxi-
mately at N!128 where Teq changes from a decreasing func-
tion of N to a constant, independent of N. For large N, Teq
has also been found to be independent of N with low-
frequency-mode initial conditions. However, this scaling can
be obscured by early-in-time transients for some parameters.
The main scaling is with energy density, which we give inFIG. 1. Time evolution of the energy distribution in the oscilla-

tors of the FPU-$ oscillator chain with $!0.1, E!50, N!128
oscillators and initial energy concentrated around the mode !
!120, at times "a# 0"t"104 s, "b# 105"t"1.1#105, and "c# 2
#105"t"2.1#105. Darker regions correspond to oscillators with
more energy, lighter regions to oscillators with less energy.

FIG. 2. Energy density distributions among the oscillators for a
FPU-$ system with $!0.1, E!50, N!128 oscillators and !
!120 at times "a# t!1#104 s, "b# t!1#105 s, and "c# t!2
#105 s.

FIG. 3. Energy density distributions in the mode space for a
FPU-$ system with $!0.1, E!50, N!128 oscillators and !
!120 at times "a# t!1#104 s, "b# t!1#105 s, and "c# t!2
#105 s.
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図 3.14: FPUβ模型におけるChotic Breatherの形成と崩壊。左半分の図は横軸が時
刻，縦軸が振動子の番号を表し，濃淡はそのサイトでのエネルギー量を表す。系内
のエネルギー伝搬に関して特徴的な３つの時間領域が取り上げられており，まずは
初期段階として多くの局在した構造が形成されたのち (a)，それらはある 1つの局在
構造に合体し Chaotic Breatherとなる (b)。この Chaotic Breatherはしばらく系を
動き回った後崩壊し，エネルギーは全系に拡散してゆく (c)。右上図と右下図は，各
時間領域 (a)(b)(c)における振動子エネルギー eiおよび基準振動エネルギー ej の分
布の様子を示している。（文献 [ULC00]より転載）
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Fig. 10. Plotting ln Teq vs ln(E/N) we find a slope well ap-
proximated by !2, i.e., Teq!(E/N)!2. In the next section
we present an argument from which this scaling can be esti-
mated. In Fig. 11 we give the scaling with energy density of
the time for CB formation Tb , defined as the time for nosc to
fall to nosc"0.3. For a single breather to form we require that
Tb#Teq . We find this inequality to hold over the range of
E/N values we have investigated, which corresponds to
cases in which CB’s form. However, we note that the scaling
of the breather formation time is approximately Tb
!(E/N)!1. Thus extrapolations of Teq and Tb to higher en-
ergy predict a crossing, which is a transition to energy den-
sities beyond which single breathers will not form. Of course
the transition is qualitative, in the sense that the definitions of
the times for formation and destruction of the CB are also
qualitative.

III. ESTIMATING THE TIME TO EQUIPARTITION

In the usual picture of breather stability, the physical
mechanism by which the breather loses stability is that the
breather frequency becomes resonant with a linear normal
mode "16–18#. This explanation is not directly applicable to
our problem as the breather frequency is higher than the

highest normal mode; e.g., in Fig. 4 the CB has a frequency
$b"2.62 while the highest mode frequency is max(%j)&2.
However, we know this breather is unstable 'a CB(, as it
must have been formed in the chaotic portion of the Hamil-
tonian phase space in order that is was able to be formed
from a few initial modes. Within the usual theory the process
then becomes quite subtle, as it depends on the relatively
small continuous spectrum of the chaos.
Although the dominant structure is the CB, the mode

spectrum, into which the CB can be decomposed, plays an
important role. In particular, adjacent modes interact to form
beats on a slower time scale, which can then interact by the
Arnold diffusion mechanism to drive energy to low-
frequency modes which lack the breather symmetry. This
transfer of energy from the high-frequency portion of the
spectrum to the low-frequency portion is probably the domi-
nant energy transfer mechanism; it has been shown to be the
dominant energy transfer mechanism from low-frequency-
mode initial conditions to the high-frequency modes "9#. In a
recent work "19# we have found that the scaling with energy
density of the time to reach equipartition can be predicted
from that mechanism. The proportionality Teq'low-to-high(
!(E/N)!3 was predicted and confirmed numerically. Here
we show that the same formalism can predict the scaling
Teq'high-to-low(!(E/N)!2, which we have found numeri-
cally in Fig. 10. We only quote some results of the theory.

FIG. 4. Breather phase oscillations for the oscillators at sites i
"9 'dotted line(, i"10 'solid line(, and i"11 'dashed line( for )
"0.1, E"50, *"120, and N"128 oscillators. The oscillator i
"10 has frequency % i"2.62 s!1.

FIG. 5. Time evolution of the normalized effective number of
oscillators (nosc) for )"0.1, E"50, *"120, and N"128 oscilla-
tors.

FIG. 6. Time evolution of the normalized effective number of
modes (neff) for )"0.1, E"50, *"120, and N"128 oscillators.

FIG. 7. Averages of the normalized effective number of oscil-
lators (nosc) over eight different initial conditions vs the initial en-
ergy mostly in mode * for )"0.1, E"50, N"128 oscillators and
t"5$104 s.
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(a) 初期励起モード依存性。t = 5×104におけ
る初期励起モード群の支配的なモード γ と有
効振動子自由度noscの関係。γ = 105を以降の
高周波数モードを励起した場合には breather
が形成されるが，γ = 105よりも低い周波数
モードを励起した場合には breatherが形成さ
れない。

The reader is referred to the original papers for a more de-
tailed treatment !9,19". Before outlining the steps, we show
relevant beat oscillations in Fig. 12. The energies in two
adjacent modes #other modes are also involved$ are shown,
with a small fast energy interchange associated with the CB
and a large slow energy interchange at the main beat fre-
quency. The scaling of the main beat frequency with energy
density is found, numerically, to be %B&(E/N)0.8.
To theoretically estimate the scaling of the time to equi-

partition we transform the Hamiltonian #1$ to action-angle
variables of the normal modes. We first transform to the
normal mode variables, using #2$ and #3$, and then introduc-
ing the canonical action-angle variables #I, '$ through the
transformations Qi!!(2I i /% i)cos('i) and Pi
!!(2% iI i)sin('i) we obtain

H!(
j

% jI j"! )

8N"8 " (
i , j ,k ,l

G# i , j ,k ,l $

#!% i% j%k% lI iI jIkI lang# i jkl $, #8$

where ang(i jkl)*cos('i)cos('j)cos('k)cos('l). The coeffi-
cients G, as calculated in Refs. !3,9" are

G# i , j ,k ,l $!(
P
B# i" j"k"l $, #9$

where P represents the eight permutations of sign of j, k, and
l and the function B(x) takes the value 1 if the argument is
zero, $1 if the argument is %2(N"1), and zero otherwise.
The selection rule #9$ follows from the quartic nature of the
coupling. We can estimate %B , by taking a derivative of H
with respect to an action I i and then evaluating the nonlinear
term in Eq. #8$. The derivative reduces the sum by one index,
and the selection rule #9$ by a second index. If we further
consider the sum to run over some +k modes, to be deter-
mined, the number of terms in the above sum is then of the
order of (+k) !2". We assume every quartic term in this sum
is typically of the same size, i.e., with equal energies for all
low-frequency modes, % jI j!E/+k . If we also take the
phases to be random, then the effective number of terms is
+k , giving the estimate

%B,% j
)E
N . #10$

FIG. 8. Averages of the normalized effective number of oscil-
lators (nosc) over eight different initial conditions vs time for )
!0.1, -!120, N!128 oscillators and E!14 #solid line$, 26 #long-
dashed line$, 38 #dashed line$, and 50 #dotted line$.

FIG. 9. Natural logarithm of time until nosc&0.7(Teq) vs natural
logarithm of the total number of oscillators for )!0.1, E/N
!0.625 and -/N!15/16 #each point is obtained by averaging over
20 different initial conditions$.

FIG. 10. Natural logarithm of time until nosc&0.7 (Teq) vs natu-
ral logarithm of E/N for )!0.1, -!120, and N!128 oscillators
#each point is obtained by averaging over eight different initial con-
ditions$. The linear fit, obtained over all points but the leftmost two,
has a slope of .!$2.04%0.08.

FIG. 11. Natural logarithm of time until nosc'0.3 (Tb) vs natu-
ral logarithm of E/N for )!0.1, -!120, and N!128 oscillators
#each point is obtained by averaging over eight different initial con-
ditions$. The linear fit has a slope of .!$1.19%0.12.
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(b) 緩和時間Teqのシステムサイズ依存性N =
128よりも小さなシステムサイズではN 依存
性がありN 増加とともに緩和時間が減少する
が，N = 128よりも大きなシステムサイズで
はN 依存性が消失する。

The reader is referred to the original papers for a more de-
tailed treatment !9,19". Before outlining the steps, we show
relevant beat oscillations in Fig. 12. The energies in two
adjacent modes #other modes are also involved$ are shown,
with a small fast energy interchange associated with the CB
and a large slow energy interchange at the main beat fre-
quency. The scaling of the main beat frequency with energy
density is found, numerically, to be %B&(E/N)0.8.
To theoretically estimate the scaling of the time to equi-

partition we transform the Hamiltonian #1$ to action-angle
variables of the normal modes. We first transform to the
normal mode variables, using #2$ and #3$, and then introduc-
ing the canonical action-angle variables #I, '$ through the
transformations Qi!!(2I i /% i)cos('i) and Pi
!!(2% iI i)sin('i) we obtain

H!(
j

% jI j"! )

8N"8 " (
i , j ,k ,l

G# i , j ,k ,l $

#!% i% j%k% lI iI jIkI lang# i jkl $, #8$

where ang(i jkl)*cos('i)cos('j)cos('k)cos('l). The coeffi-
cients G, as calculated in Refs. !3,9" are

G# i , j ,k ,l $!(
P
B# i" j"k"l $, #9$

where P represents the eight permutations of sign of j, k, and
l and the function B(x) takes the value 1 if the argument is
zero, $1 if the argument is %2(N"1), and zero otherwise.
The selection rule #9$ follows from the quartic nature of the
coupling. We can estimate %B , by taking a derivative of H
with respect to an action I i and then evaluating the nonlinear
term in Eq. #8$. The derivative reduces the sum by one index,
and the selection rule #9$ by a second index. If we further
consider the sum to run over some +k modes, to be deter-
mined, the number of terms in the above sum is then of the
order of (+k) !2". We assume every quartic term in this sum
is typically of the same size, i.e., with equal energies for all
low-frequency modes, % jI j!E/+k . If we also take the
phases to be random, then the effective number of terms is
+k , giving the estimate

%B,% j
)E
N . #10$

FIG. 8. Averages of the normalized effective number of oscil-
lators (nosc) over eight different initial conditions vs time for )
!0.1, -!120, N!128 oscillators and E!14 #solid line$, 26 #long-
dashed line$, 38 #dashed line$, and 50 #dotted line$.

FIG. 9. Natural logarithm of time until nosc&0.7(Teq) vs natural
logarithm of the total number of oscillators for )!0.1, E/N
!0.625 and -/N!15/16 #each point is obtained by averaging over
20 different initial conditions$.

FIG. 10. Natural logarithm of time until nosc&0.7 (Teq) vs natu-
ral logarithm of E/N for )!0.1, -!120, and N!128 oscillators
#each point is obtained by averaging over eight different initial con-
ditions$. The linear fit, obtained over all points but the leftmost two,
has a slope of .!$2.04%0.08.

FIG. 11. Natural logarithm of time until nosc'0.3 (Tb) vs natu-
ral logarithm of E/N for )!0.1, -!120, and N!128 oscillators
#each point is obtained by averaging over eight different initial con-
ditions$. The linear fit has a slope of .!$1.19%0.12.
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(c) 緩和時間 Teq のエネルギー密度依存性。
Teq ∝ (E/N)−2 なる関係が成立する。

The reader is referred to the original papers for a more de-
tailed treatment !9,19". Before outlining the steps, we show
relevant beat oscillations in Fig. 12. The energies in two
adjacent modes #other modes are also involved$ are shown,
with a small fast energy interchange associated with the CB
and a large slow energy interchange at the main beat fre-
quency. The scaling of the main beat frequency with energy
density is found, numerically, to be %B&(E/N)0.8.
To theoretically estimate the scaling of the time to equi-

partition we transform the Hamiltonian #1$ to action-angle
variables of the normal modes. We first transform to the
normal mode variables, using #2$ and #3$, and then introduc-
ing the canonical action-angle variables #I, '$ through the
transformations Qi!!(2I i /% i)cos('i) and Pi
!!(2% iI i)sin('i) we obtain

H!(
j

% jI j"! )

8N"8 " (
i , j ,k ,l

G# i , j ,k ,l $

#!% i% j%k% lI iI jIkI lang# i jkl $, #8$

where ang(i jkl)*cos('i)cos('j)cos('k)cos('l). The coeffi-
cients G, as calculated in Refs. !3,9" are

G# i , j ,k ,l $!(
P
B# i" j"k"l $, #9$

where P represents the eight permutations of sign of j, k, and
l and the function B(x) takes the value 1 if the argument is
zero, $1 if the argument is %2(N"1), and zero otherwise.
The selection rule #9$ follows from the quartic nature of the
coupling. We can estimate %B , by taking a derivative of H
with respect to an action I i and then evaluating the nonlinear
term in Eq. #8$. The derivative reduces the sum by one index,
and the selection rule #9$ by a second index. If we further
consider the sum to run over some +k modes, to be deter-
mined, the number of terms in the above sum is then of the
order of (+k) !2". We assume every quartic term in this sum
is typically of the same size, i.e., with equal energies for all
low-frequency modes, % jI j!E/+k . If we also take the
phases to be random, then the effective number of terms is
+k , giving the estimate

%B,% j
)E
N . #10$

FIG. 8. Averages of the normalized effective number of oscil-
lators (nosc) over eight different initial conditions vs time for )
!0.1, -!120, N!128 oscillators and E!14 #solid line$, 26 #long-
dashed line$, 38 #dashed line$, and 50 #dotted line$.

FIG. 9. Natural logarithm of time until nosc&0.7(Teq) vs natural
logarithm of the total number of oscillators for )!0.1, E/N
!0.625 and -/N!15/16 #each point is obtained by averaging over
20 different initial conditions$.

FIG. 10. Natural logarithm of time until nosc&0.7 (Teq) vs natu-
ral logarithm of E/N for )!0.1, -!120, and N!128 oscillators
#each point is obtained by averaging over eight different initial con-
ditions$. The linear fit, obtained over all points but the leftmost two,
has a slope of .!$2.04%0.08.

FIG. 11. Natural logarithm of time until nosc'0.3 (Tb) vs natu-
ral logarithm of E/N for )!0.1, -!120, and N!128 oscillators
#each point is obtained by averaging over eight different initial con-
ditions$. The linear fit has a slope of .!$1.19%0.12.
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(d) chaotic breatherの形成時間 Tb のエネル
ギー密度依存性。Tb ∝ (E/N)−1 なる関係が
成立する。

図 3.15: 緩和時間および Chaotic Breather形成時間の初期条件，システムサイズ，
エネルギー密度依存性。（文献 [ULC00]より転載）
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3.4.1 L. Berchialla, L. Galgani, A. Giorgilli (2004) [BGG04]

BerchiallaらはFPUαβ模型 (α = β = 1/4)を対象に，モードパケット（ある個数
の基準振動群）の保有エネルギーに着目して緩和時間を導入しその性質を捉えた。
彼らの研究は，エネルギーがある特定のモード群に集中的に局在する現象 (natural

packet phenomena)に注目してそのタイムスケールを考察するものであった。彼ら
は最低周波数モード励起，および複数の低周波数モード群を励起する初期条件のも
とで，等分配に向けて 2つの異なる時間スケールが存在することを示した。

short time scale： ωcを最大周波数とするモード群 (natural packet)にエネルギー
が広がる（natural packet phenomena）現象の時間スケール。

much longer time scale： natural packetから他のモードにエネルギーが流出し
て等分配状態に到達する時間スケール。

また，さらに natural packetに含まれるモードの最大周波数 ωcと系のエネルギー密
度 ε = E/N の間に

ωc(ε) ∼ ε1/4, εc(ω) ∼ ω4, (3.29)

なる関係があることを示した。すなわち「あるエネルギー密度 εのもとで，natural

packetが含む最大周波数モードの周波数は ωcである。」，あるいは「ある周波数 ω

のモードが最大周波数モードとして natural packet内に含まれるための臨界エネル
ギー密度は εcである。」ことを意味する。
彼らはモードパケットがもつエネルギー：

ε1 = E1, ε2 = E1 + E2, · · · , εs = E1 + E2+, · · · ,+Es, · · · , (3.30)

を導入し，第 sパケットの保有エネルギーが全基準振動エネルギーに対して占める
割合

θs =
εs∑N
j=1 Ej

, (θ1 < θ2 < · · · < θN), (3.31)

を定義した。たとえば初期に最低周波数モードを励起した条件ならば，t = 0でθ0s = 1

(s = 1, 2, · · · , N)，等分配状態で θeqs = s/N となる。また，彼らによれば第 sパケッ
トは∆θs = (N − s)/Nだけ占有率を失うとパケット内部で等分配に達するとされて
いる 7。いま，θsが γ∆θs (γ < 1)だけ占有率を失った時刻を第 sモードパケットの
緩和時間 tRs と定義する。彼らは γ = 0.2，すなわちダイナミクスの初期過程に着目
している。θsの時間発展の典型的な例と，緩和時間の定義は図 3.16に示す通りであ
る。緩和の判定基準はパケット毎に異なり，この緩和時間は各モードパケット内で

7彼らは指標を導入するにあたって，ダイナミクスに関わる重要な仮定を 2つ置いている。まず，
θ1 > θ2, · · · , θN が示すように，彼らはエネルギーが低周波数モードから高周波数モードに順次輸送
されることを想定している。しかしながら，この仮定はあまり自明ではない。事実，「誘導現象」と
呼ばれる急激な不安定化現象が現れる場合には周波数の大小順とは無関係なエネルギー移動が起き
ることがある。また，「第 sパケットが (N − s)/N だけ占有率を失ったときにパケット内では等分配
が成立している」とも仮定している。これも先の仮定と同じく，ダイナミクスの詳細を観察しなけれ
ば正当化されない仮定である。
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LOCALIZATION OF ENERGY IN FPU CHAINS 859

Figure 4. Illustrating how the relaxation time tRs is determined.
The five curves represent as functions of time the quantities #s, as
defined in (5), for the first five packets. The horizontal lines mark
the thresholds for the first four packets, as described in the paper.
In this figure, N = 15, and E = 1.

energy towards higher order modes seems to be very slow — if it occurs at all.
Moreover, the number of modes that take part in the energy sharing seems to
increase with the total energy. Hence we introduce the quantities

E1 = E1 , E2 = E1 + E2 , . . . , Es = E1 + . . . + Es , . . . (4)

as good candidates to quasi–invariance. That is, we consider the total harmonic
energy of a packet of modes — the first s modes, s = 1, . . . , n. Correspondingly,
we also introduce the normalized mean energies of such packets

#s =
EsPN

j=1 Ej

. (5)

We presently consider only initial data with all the energy on the first mode (as in
Fermi’s paper); later we will discuss how the results change if the energy is initially
given to a number of low frequency modes proportional to N . Thus we have initially
#0

s = 1 for s = 1, . . . , N . The value expected according to equipartition is instead
#eq

s = s/N .
Let us take a fixed value for N . If we plot #s(t) vs. t for diÆerent values of s we

typically get the graph of fig. 4. Of course, we have #1 < #2 < . . . , so that diÆerent
curves correspond to increasing values of s, starting from the bottom curve s = 1.
From the figure, which refers to N = 16, one has the clear impression that in a short
time the packet of the first three modes has lost a significant fraction of its initial
energy, while the packet of the first four modes seems to keep most of its initial
energy. We could say that the dynamics involves essentially the first four modes.
We now attempt to give this information a quantitative form. To this end, we
notice that the s–th packet reaches equipartition when it has lost enough energy,
namely #s has decreased by a quantity ¢#s = (N ° s)/N . Thus, we introduce

15年2月5日木曜日
図 3.16: 第 sパケットのエネルギー占有率 θs の時間発展と，緩和時間の定義。（緩
和判定レベルは sによって異なる。）（文献 [BGG04]より転載）

　

のエネルギー等分配達成の緩和時間と見なされている 8。これを様々なエネルギー
で計算することで緩和時間のエネルギー依存性図 3.17が得られる。ここでは２つに
明確に分離した緩和過程が見られる。エネルギーが高い領域から低い領域に移るに
つれて natural packetを構成するモード数は激減する。高エネルギー領域での緩和
特性は tRs ∼ E−1/2 で与えられ，低エネルギーではそのベキ則からの急激な分離が見
られる。また，ある低いエネルギー一定のラインを観察すると，第 1パケットから
第 3パケットまでのエネルギー流入はスムーズで行われるが，ある sで輸送が止ま
る様子を確認できる。また緩和時間のスケールが分離するエネルギーを臨界エネル
ギーER(s)とすると，エネルギーがER(s)を下回る場合に natural packetが最大 s

個のモードを含むこととなる。様々なシステムサイズにおけるER(s) は図 3.18(a)，
スケール変換による普遍曲線の構成は図 3.18(b)のようになる。結果として臨界エネ
ルギー密度と natural packetの周波数 ωの間には εc(ω) = ω4なる関係が存在し，そ
の逆関数 ωc(ε) = ε1/4の存在も示唆された。すなわち，natural packetの幅を εの関
数で表現することに成功している。
以上の結果から，彼らは 2つの異なる緩和過程について下記のように結論づけて
いる：(rather shot time scale)：ある臨界周波数ωcを上限とする natural packetにエ
ネルギーが広がる。(much longer time scale)：全体がエネルギー等分配状態となる
9。また，彼らの主張する thresholdはBocchieriらがLennard-Jones系において存在
を指摘した threshold[BSBL70] と同じものであると解釈している 10。
さらに彼らは，緩和時間 tRs のN 依存性が初期条件クラスによって異なることに
言及している（図 3.19）。初期に最低周波数モードただひとつにエネルギーを注入
する場合（赤），あるサイズのモードパケットをその占有率が線形減衰するように

8注 6に同じ
9 ただしこの時間スケールの定量化は彼らの論文中ではできていない。

10[BSBL70]においてはで紹介したように「ある臨界エネルギー密度を下回る領域で部分的に等分
配が成立するようないくつかのパケットが存在すること」が指摘されている。
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Figure 5. Relaxation time tRs for varying energy and number of
modes in a packet. DiÆerent symbols correspond to diÆerent values
of s = 1, 2, . . ., from left to right. This figure is drawn for N = 15.

the relaxation time tRs defined as the first instant at which #s has decreased by a
fraction ∞¢#s with a positive ∞ < 1. Equivalently, this is the first time for which
one has #s = 1 ° ∞ + ∞s/N . In our calculations we take ∞ = 0.2. Thus, letting
the total energy E vary, we are given a set of pairs

°
tRs , E

¢
that we plot in fig. 5,

which still refers to N = 15. For a constant value of the energy, i.e., moving on a
horizontal line, the points corresponding to increasing values of s are aligned from
left to right, in agreement with the qualitative behaviour of fig. 2.

The relevant information here is that, for a fixed E, the energy flows quite rapidly
from the first packet to the second, third &c, but for some value of s the fast flow
stops, and a much longer time is needed for the quantity #s(t) to fall below the
wanted threshold. In this case we say that a good quasi–invariant quantity is the
energy Es of the packet of the first s modes, i.e., a fast formation of a natural packet
of s low–frequency modes has occurred. If we let the energy decrease, then we see
that the number s of modes forming the natural packet decreases, too. This is
exhibited by the fact that for a fixed s the points

°
tRs , E

¢
look aligned on a straight

line for high values of the energy, but suddenly separate from such a straight line
going very rapidly towards the right. The slope of the straight line indicates a
dependence tRs ª E°1/2.

The point of separation of the s–th curve defines a threshold energy ER(s) in
the following sense: for initial energy less than ER(s) the natural packet contains
at most s modes. Thus, recalling that we are working at a fixed value of N , we are
given a threshold energy ER(N, s) as a function of N and s.

Let now N vary, and let us plot ER(N, s) vs. s for diÆerent values of N . We get
the graph in fig. 6, where diÆerent symbols have been used for diÆerent values of N .

15年2月5日木曜日図 3.17: 第 sモードパケットの緩和時間 tRs のエネルギー依存性（N = 15）。プロッ
トシンボルの違いはパケット sの違いを表す。図中左から右に向かって sは増大し
ており，時間発展はあるエネルギーを固定した直線上で左から右へ展開する。エネ
ルギーが低い領域においてはエネルギーの流入はあるパケット sで停止し，長時間
を経てから次のパケットへとエネルギーが輸送されている様子が分かる。このよう
に初期過程において独占的に長時間エネルギーを保有しているモード群を著者らは
“natural packet”と呼んでいる。高エネルギー領域から低エネルギー領域に移行す
ると tRs ∼ E−1/2なる緩和則（赤）から急激に分離する遅い緩和過程が現れる。（文
献 [BGG04]より転載）
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Figure 6. Plot of the numerically calculated values of ER(N, s)
vs. s, for diÆerent values of N as identified by the diÆerent symbols.

The data look aligned on parallel lines, each line corresponding to a diÆerent N .
The regular spacing among the lines strongly suggests that something proportional
to N must be hidden inside these data. Thus, we replace the packet number s
and the energy E by the fraction s/N of the total number of modes and by the
specific energy ", respectively. Moreover, recalling the form (3) of the frequency
spectrum we remark that there is a one–to–one correspondence between s/N and
!. Therefore, in fig. 7 we plot the same data of fig. 6 on a diÆerent scale, using
the frequency ! as abscissa and the specific energy " as ordinate. It is immediately
evident that all the points are well aligned on a unique curve, very close to a straight
line, which does not depend on N , at least in the range 8 ∑ N ∑ 1023.

4. Conclusion. Our numerical investigations strongly suggest that there exist two
separate time scales for the energy sharing among modes, when energy is initially
given to the first mode. In a rather short time the energy spreads over a natural
packet involving the modes up to a certain critical frequency !c. Further spreading
of energy over all modes, possibly leading to equipartition, requires a much longer
time scale, that we are presently unable to quantify.

Quantitative estimates are instead available for the fast spreading of energy
inside the natural packet. Precisely from the graph of fig. 7 we conjecture that
there exists a specific energy threshold, namely a function "c(!) with the following

meaning: the natural packet includes the mode of frequency ! only if the initial

specific energy " is greater than "c(!). In particular, as ! = 2 is the maximal
frequency in the spectrum of our model, the quantity "c(2) defines a specific energy
threshold above which the natural packet covers the whole available spectrum. This
should somehow correspond to the specific energy threshold for fast equipartition
observed by Bocchieri, Scotti, Bearzi and Loinger. Our result can be equivalently
expressed by saying that there exists a function !c("), the inverse of the function

15年2月5日木曜日

(a) 臨界エネルギー ER
c と sの関係。シンボルの

違いは N の違いを示す。ベキ則が確認でき，さ
らに N の異なるデータ系列が等間隔に並ぶこと
から，N に比例する量の存在が示唆される。
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Figure 7. Same data as in fig. 6, but with the frequency ! in
abscissas and the specific energy in ordinates. All points look well
aligned on the same curve (possibly a straight line). This defines
the function "c(!), as defined in the text.

"c(!), which gives the width of the natural packet, as a function of the specific

energy ".
Actually, fig. 7 suggests a rather definite functional form for the functions in-

troduced above, namely "c(!) ª !4, i.e., !c(") ª "1/4. Presently, no theoretical
justification of this fact is available to us.

Our numerical calculations allowed us to estimate the time needed for the forma-
tion of the natural packet and to confirm the persistence of a separate and longer
time scale to equipartition in case one takes initial conditions involving a number of
low modes proportional to N . Obviously, the initial distribution of energy should
still be localized around the first mode. E.g., the size of the initially excited packet
should not exceed half the size of the natural packet. In such a case we observe
that one still has a fast formation of a natural packet similar to that of the previous
calculations. The main point is that with such a class of initial conditions the times
needed for the fast formation of the natural packet exhibit a strong dependence on
the initial distribution of energy, but the qualitative behaviour indicating that the
natural packet survives for a long time before the system relaxes to equipartition
appears to persist. This is discussed in the Appendix below.

Appendix
We address first of all the problem of the dependence of the relaxation time tRs
(namely the time of formation of the natural packet as represented in fig. 5) on
the number N of degrees of freedom, at a fixed specific energy; this turns out to
strongly depend on the type of initial conditions. With all the energy initially on

15年2月5日木曜日
(b) s → s/N，ER → ER/N でスケール変換を
施し，さらに sとパケット内の特徴的な周波数の
1対 1関係を用いれば，普遍曲線 ϵc = ω4が得ら
れる。

図 3.18: 臨界エネルギー密度 εcと臨界周波数 ωcの間には εc(ω) = ω4，ωc(ε) = ε1/4

なる関係が成立する。（文献 [BGG04]より転載）
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励起させる場合（青）と等分配で励起させる場合（紫）の 3つのクラスが議論され，
それぞれ，熱力学極限のい向けて緩和時間が発散，ある値へ収束，減少することが
導かれている。また，単一モード励起以外の初期条件クラス，また大きなシステム
サイズ (N = 63) においても「2つの異なる緩和時間スケール」が存在することが示
されている（図 3.20）。
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Figure 8. Dependence of the relaxation time tRs on N and
on the initial distribution of energy among the low frequency
modes. The dots represent the relaxation time tR1 for N =
15, 31, 63, 127, . . . , 32 767 , with all the energy initially on the
lowest frequency mode. The triangles and the circles correspond
to initial conditions with energy distributed among the first s =
(N + 1)/16 modes. Thus, for N = 15, 31, . . . , 131 071 the size
of the initially excited packet of modes is s = 1, 2, . . . , 8 192, re-
spectively. This means that the initial packet contains all modes
of frequency not exceeding a fixed value !̂ (which in our case can
be identified with the lowest frequency for N = 15). The triangles
correspond to the case of initial conditions with energy linearly
decreasing from the first mode to the (s + 1)–th mode, with zero
energy on the mode s+1. The circles correspond to the case of ini-
tial conditions with energy equally distributed among the s modes
of the initially excited packet. In both these cases we plot the
relaxation time tRs for the initial packet. In all cases the specific
energy is " = 0.01.

the lowest frequency mode we found that for the values of s that corresponds to
modes belonging to the natural packet one has tRs ª N . An example of this is
illustrated in fig. 8, where the relaxation time tR1 for the mode 1 is plotted vs. N ,
and represented by black dots. The figure refers to the case of initial specific
energy " = 0.01, and to values of N of the form N = 2r ° 1 with r = 4, 5, . . . , 17,
i.e., N = 15, 31, 63, . . . , 131 071. (Actually, for the case of one–mode excitation
the points for N > 32 767 are missing, because the calculation would require an
exceedingly long time.)

15年2月5日木曜日

図 3.19: 緩和時間のシステムサイズ依存性（エネルギー密度は ε = 0.01で固定）に関
する初期条件のクラスの影響。最低周波数モードを単一に励起した場合（●）は緩和
時間がシステムサイズに比例して増大し (tRs ) ∼ N，この場合，熱力学極限 (N → ∞)

に向けて緩和時間が発散することを示唆される (tRs ) → ∞。いくつかのモード（モー
ドサイズ (N + 1/16)）のパケットを高周波数側に向けて線形減衰で励起した場合に
は（▲），システムサイズの増大に向けて緩和時間は定数に収束し，一方パケットを
等分配励起した場合には（○），システムサイズの増大とともになめらかに減少し
てゆく様子が見られる。ただしパケット励起をする場合には，そのサイズは natural

packetを超えないよう設定されている。また緩和時間は，励起したパケットがしか
るべきエネルギーを失うまでの時間として定義されている。ただし，モードパケッ
トを励起する際のサイズは natural packetのサイズを超えないよう選ばれている。
（文献 [BGG04]より転載）
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Figure 9. Relaxation times for N = 63, with energy initially
distributed among the first 4 modes and specific energy 0.01. One
clearly sees that the qualitative behavior is similar to that of fig. 5,
thus showing the persistence of the phenomenon of existence of
two well separated time scales. Here, the symbol £ refers to the
relaxation time for the packet of the first four modes.

Thus, the time of formation of the natural packet would seem to tend to infinity
with N . However, this way of posing the problem is not relevant for the thermody-
namic limit, being related to the very particular class of initial conditions considered
till now, namely with all the energy given initially to the lowest frequency mode.
By the way, the behaviour tR1 ª N in such a case may be understood if one re-
marks that the period of the lowest frequency mode, according to formula (3), is
T1 = 2º/!1 ª 1/N . Since only the lowest frequency mode is actually excited, it
seems reasonable to expect that the typical time scale of the dynamics during the
first phase of the evolution is the period of the lowest frequency mode. This makes
the linear dependence on N understandable.

In view of this argument, the dependence of the relaxation time on N might be
expected to drastically change if the energy is initially shared by a packet of low
frequency modes of length depending on N in some proper way. In order to check
this fact let us consider initial conditions with the energy distributed among the
modes with frequency not exceeding a fixed !̂. This means that the size of the
initial packet is proportional to N . Of course, !̂ should be chosen such that the
size of the initial packet packet does not exceed the size of the natural packet. For
instance, looking at fig. 5, which refers to N = 15, we see that for specific energy

15年2月5日木曜日図 3.20: 単一モード励起とは異なるクラスの初期条件（周波数に関して下から 4つ
のモードを等分配で励起），および大きなシステムサイズ (N = 63)においても「2

つの分離した緩和時間スケール」が確認できる。（文献 [BGG04]より転載）

3.4.2 L. Berchialla, A. Giorgilli, S. Paleari (2004) [BGP04]

前節で紹介した先行研究 [BGG04]では，緩和過程において独占的にエネルギーを
保有する局在モード群)が形成される現象-natural packet phenomena-を基軸として，
2つの異なる緩和時間スケールの存在が明らかとなった。しかしながら，全体がエネ
ルギー等分配状態となる “much longer time scale” の定量的評価はされていなかっ
た。この論文の目的はその遅い緩和の定量的評価をすることにあった。
彼らはFPUβ模型 (β = 1/10)において，遅い緩和時間スケールがエネルギー密度
の逆数に関して指数関数的に遅くなること，すなわちT ∼ exp(ε−1/4)，さらに熱力学
極限においてもこの表式が有効であることを示した。ある非常に制限されたエネル
ギー領域においてはベキ則 T ∼ ε−3 が見られるが，より広いエネルギー領域で有効
なのは stretched exponentialによるフィッティングであることが述べられている。初
期条件は最低周波数モードを励起する場合と，[DLLR99]の physical intial condition

と同様に [(N + 1)/64, 5(N + 1)/64] なるパケットを励起する場合を考える。緩和の
指標および緩和時間の定義は [BGG04]のものを踏襲している (θs, t

R
s )。彼らは緩和

時間TR
s のエネルギー密度依存性（図 3.21）において 2つに分離した緩和時間スケー

ルを確認し，この分離を「音響モードと光学モードの分離」と呼んでいる。この現
象はさまざまなN(31 − 1023)，さまざまな γ(0.05 − 0.95)（緩和の判定レベル）で
も見られ，熱力学極限に向けて残り続ける性質であることが示唆されている。
筆者らは，低周波数モードの間に強い resonenceが存在し，それがmetastable state

を形成し限定された部分的なカオスがおきていると推測している。またBoltzmann-

Jeans予想，Nekhorosheb理論 [BGG89]の文脈において 2つの subsystem間のエネル
ギー輸送率が摂動の強度 µを用いて exp(−µ−a)，(0 < a < 1)（典型的に a = 1/2 or
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1/4）で与えられることに着目し，FPU系の振動の振幅 ε1/2を摂動パラメタであると
して指数的なスケーリング則 teff ∼ exp(ε−1/4)を予想した。このスケーリング則は数
値的に確認された（図 3.22）。この stretched exponentialによるフィッティングが広
い摂動領域をカバーするのに対して，ある限定された摂動領域では teff ∼ ε−3が成立
している。このベキ則は Lucaらの結果 [DLLR99]と consistentである（図 3.8(b)）。
なお，図 3.22で用いられている指標はスペクトラル・エントロピー S から算出され
る有効自由度 neffで，緩和時間は neff/N = 0.4 となった時刻として定義されている。
この teffは小さなN を除いてN 依存性がなく，こうした stretched exponential的な
緩和特性が熱力学極限においても生き残ることを示唆している（図 3.23）。

170 L. Berchialla et al. / Physics Letters A 321 (2004) 167–172

Fig. 1. The critical time tRs (abscissas) corresponding to a specific energy ε (ordinates) for all packets. Number of particles: 511. Left figure:
initial conditions with the whole energy on the lowest frequency mode; crosses: s = 1, triangles: s = 4, squares: s = 8, diamonds: s = 16,
circles: s = 32. Right figure: initial condition with energy equally distributed among the modes 8–40; crosses: s = 35, triangles: s = 37,
squares: s = 63, diamonds: s = 127, circles: s = 255. The dots correspond to the other values of s .

range overcomes the limits of our numerical experi-
ment.
Now, the problem is to make a quantitative estimate

of the relaxation time to equipartition, i.e., the second
and longer relaxation time that shows up in the
figure. According to the general theory developed
in [26] the rate of exchange of energy between the
two populations becomes exponentially small with a
scaling law of the form exp(−µ−a), where µ is the
size of the perturbation and a is some positive number
less than 1. In particular, it is shown that resonances
may play an active role in creating metastable states,
possibly with an internal chaotic dynamics. In such
a case, theoretical considerations suggest that typical
values for a could be 1/2 or 1/4. Although, strictly
speaking, the theoretical results do no apply in a
straightforward manner to the FPU model, we may
conjecture that the existence of strong resonances
among the low frequencies may create such a kind of
metastable state. Since in the case of the FPU system
the natural perturbation parameter is the amplitude
of the oscillation, i.e., ε1/2, we conjecture that an
exponential law teff ∼ exp(ε−1/4) may be appropriate

for our case. This is the conjecture that we want to test
with a numerical experiment.

4. Numerical estimate of the relaxation time to
equipartition

In order to investigate how the system relaxes to
equipartition we use the same parameter neff and
the same method as in [22]. We recall the relevant
definitions. The harmonic energies Ej defined by (2)
are renormalized as ej = Ej/

∑

k Ek . The spectral
entropy is then defined as S = −∑

j ej ln ej . This is
a quantity ranging from 0 (when a single mode owns
all the energy) to lnN when the energy is equally
distributed among the modes. As suggested in [19–
21], a better quantity to be calculated is neff = eS ,
which may be interpreted as the effective number of
modes that share the energy.
In this Letter we calculate the average of neff/N

over 25 different orbits at the same energy, with the
same distribution of energy among the modes, and
with a random choice of the initial phases. The value

15年2月6日金曜日 (a) 最低周波数モードを初期励起した場合。
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Fig. 1. The critical time tRs (abscissas) corresponding to a specific energy ε (ordinates) for all packets. Number of particles: 511. Left figure:
initial conditions with the whole energy on the lowest frequency mode; crosses: s = 1, triangles: s = 4, squares: s = 8, diamonds: s = 16,
circles: s = 32. Right figure: initial condition with energy equally distributed among the modes 8–40; crosses: s = 35, triangles: s = 37,
squares: s = 63, diamonds: s = 127, circles: s = 255. The dots correspond to the other values of s .

range overcomes the limits of our numerical experi-
ment.
Now, the problem is to make a quantitative estimate

of the relaxation time to equipartition, i.e., the second
and longer relaxation time that shows up in the
figure. According to the general theory developed
in [26] the rate of exchange of energy between the
two populations becomes exponentially small with a
scaling law of the form exp(−µ−a), where µ is the
size of the perturbation and a is some positive number
less than 1. In particular, it is shown that resonances
may play an active role in creating metastable states,
possibly with an internal chaotic dynamics. In such
a case, theoretical considerations suggest that typical
values for a could be 1/2 or 1/4. Although, strictly
speaking, the theoretical results do no apply in a
straightforward manner to the FPU model, we may
conjecture that the existence of strong resonances
among the low frequencies may create such a kind of
metastable state. Since in the case of the FPU system
the natural perturbation parameter is the amplitude
of the oscillation, i.e., ε1/2, we conjecture that an
exponential law teff ∼ exp(ε−1/4) may be appropriate

for our case. This is the conjecture that we want to test
with a numerical experiment.

4. Numerical estimate of the relaxation time to
equipartition

In order to investigate how the system relaxes to
equipartition we use the same parameter neff and
the same method as in [22]. We recall the relevant
definitions. The harmonic energies Ej defined by (2)
are renormalized as ej = Ej/

∑

k Ek . The spectral
entropy is then defined as S = −∑

j ej ln ej . This is
a quantity ranging from 0 (when a single mode owns
all the energy) to lnN when the energy is equally
distributed among the modes. As suggested in [19–
21], a better quantity to be calculated is neff = eS ,
which may be interpreted as the effective number of
modes that share the energy.
In this Letter we calculate the average of neff/N

over 25 different orbits at the same energy, with the
same distribution of energy among the modes, and
with a random choice of the initial phases. The value

15年2月6日金曜日 (b) Nに比例したサイズのモードパケット [(N+
1)/64, 5(N + 1)/64]を等分配励起した場合。

図 3.21: 緩和時間のエネルギー密度依存性。x軸が緩和時間 tRs，y軸がエネルギー
密度 εを表す。計算のパラメタはN = 511，γ = 0.150（緩和の判定レベル）で，プ
ロットシンボルの違いはモードパケット番号 sの違いを表す。(a)は最低周波数モー
ドを初期励起した場合で (b)はN に比例したサイズをもつモードパケットを初期励
起（Lucaらが [DLLR99]において physical initial conditionと呼んだ条件に相当）し
た場合の結果を示した。いずれの場合にも，2つの分離した緩和時間スケールが確
認される。（文献 [BGP04]より転載）
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Fig. 2. The time teff needed to reach neff/N = 0.4 vs. ε−1, in log–log scale (left side) and vs. ε−1/4 in semi-log scale (right side). Left figure:
the straight line is the best fit using the data in the interval 0.03 ! ε ! 0.4, which has been considered in [22]. The slope is 2.99, which is
consistent with the predictions in that paper. Right figure: the straight line is the best fit using the data for ε ! 1.

neff(t)/N is observed to increase from 0 to a maximal
value around 0.66. The observed behaviour is the same
as in Fig. 3 of [22], so we omit the figure. In order to
give a quantitative evaluation of the relaxation time to
equipartition we look for a time teff at which neff(t)/N
reaches a fixed value, that we take 0.4, as in [22].
Looking at Fig. 1 it is quite evident that for specific
energy below about 5 × 10−3 the calculation will be
in the best case impractical. Thus, we performed our
investigation in the interval 8.9×10−3 ! ε ! 7.7. The
results are illustrated in Fig. 2, using different scales.
The scaling law teff ∼ ε−3 predicted in [22] is

checked in the left part of the figure. The prediction
is confirmed by the experimental data in the range
0.03 ! ε ! 0.4; the interval is marked by the vertical
dashed lines. However, by extending the specific
energy range of the investigations the cubic scaling
law seems not to be appropriate, since it fails to fit the
experimental data.
The right side of Fig. 2 tests the conjecture teff ∼

exp(ε−1/4) made at the end of Section 3. The compar-
ison with the experimental data shows that the expo-
nential fitting is definitely better than the cubic one.

Fig. 3. Dependence of the relaxation time to equipartition on the
numberN of particles, for two different values of the specific energy
ε, namely, ε = 0.137 (circles) and ε = 0.0516 (triangles). The figure
shows that the time tends to a constant value for large N , thus
supporting the conjecture that the exponential law remains valid in
the thermodynamic limit.
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neff(t)/N is observed to increase from 0 to a maximal
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(b) stretched exponential 則 teff ∼ exp(ε−1/4)
はベキ則 (a)よりも広い領域をフィッティングす
ることができる。

図 3.22: Boltzmann-Jeans conjecture，Nekhoroshev理論を背景としたフィッティン
グ teff ∼ exp(ε−1/4)は数値的に得られた緩和時間のエネルギー依存性とよく一致する
(b)。また，N = 63 − 1023いおいても stretched exponential則が確認されている。
一方，ある限定された摂動強度領域（エネルギー密度領域）においては teff ∼ ε−3が
成立する (a)が，これは Lucaらの結果 [DLLR99]と consistentである（図 3.8(b)）。
（文献 [BGP04]より転載）
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15年2月6日金曜日図 3.23: x軸はシステムサイズ，y軸は緩和時間を表す。N = 1023よりも小さなシ
ステムサイズに関してはN の増大とともに緩和時間が現象する様子が見られるが，
N = 1023以降，熱力学極限に向けてシステムサイズ依存性が消失する傾向を示す。
stretched exponential則はN = 1023においても成立することから，筆者らは熱力
学極限においてこの極めて遅い緩和が残りつづけると主張した。（文献 [BGP04]よ
り転載）
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3.4.3 S. Paleari, T. Penati (2005) [PP05]

先に紹介した [BGG04][BGP04]は，低周波数モードを励起する初期条件のもと
での挙動を議論していたが，それに対して Paleariらは高周波数モード励起を初期
条件とした場合の緩和過程を考察した。結果として，低周波数励起のときと同様に
metastabilityを示す natural packetの形成および stretched exponential的に遅い緩
和特性を見出した。さらに彼らの結果はそうした異常緩和が熱力学極限においても
残り続けることを示唆した。緩和の指標としてスペクトラル・エントロピーを導入
し，緩和時間は [BGG04][BGP04]と同じ方針で定義されている。
彼らはまず，低周波数領域のモードを励起した場合に natural packetが形成され
ること，および stretched exponential則があらわれ，それが熱力学極限においても
有効であることを追試している（図 3.24，図 3.25）。筆者らによれば，この現象は
模型（α, αβ, β）の違い，緩和判定基準 γ，システムサイズNの違いによらず観測さ
れる。
高周波数モード励起を初期条件とした場合に得られた緩和時間とエネルギー密度
の関係を図 3.26に示す。低周波数モード励起の場合と同様に，natural packetの形成
と 2つの緩和時間スケールの分離が存在することが示されている。また，stretched

exponential的な遅い緩和（図 3.27）も確認できるが，低周波数モード励起の場合に
見られた T ∼ exp(ε−1/4) とは異なる指数−1/5をもつ緩和であることがわかる。こ
の指数の違いについては理論的な正当化はされていないが，おそらく低周波数モー
ドと高周波数モードの resonenceの違いによるものであろうと彼らは推測している。
最後に彼らはきわめて重要な議論を展開している。すなわち，しばしば投げかけ
られる「熱力学極限で非エルゴード性が残存したとしても，それが相空間に占める
割合は無視できる程度である」という批判に対して，彼らはエネルギー密度に関し
て stretched exponential的に遅い緩和と naturak packetの形成やmetastabilityは相
空間の特定の領域や狭い領域に限定されるような現象ではないと結論づけている。
すなわちこれらの現象が，模型の違い，緩和判定基準の違い，初期励起モードの領
域に関わらず広く成り立つ可能性を示している。図 3.28では中間的な周波数領域を
初期励起した場合には，（minorな相違点はあれど）同様の現象が観測できることが
示されている。さらに興味深い点として，ある条件のもとでmetastable statesが複
数存在することも示されている。この複数のmetastable statesの存在は，我々が示
したmultistage relaxationと密接に関連する。

3.4.4 A. Giorgilli and S. Paleari, T. Penati (2005) [GPP05]

Giorgilliらは，熱力学極限に向けたFPU paradoxの残存と消失を明らかにするた
め，Lyapunov解析と Poincaré断面の方法を用いて Toda格子と FPUα模型を比較
し，FPUの相空間構造と軌道のふるまいについてあるシナリオを提案している。彼
らは Lyapunov characteristic number (LCN) χを stochasticityの指標とした。ある
力学系：

ẋj = fj(x1, · · · , xn), j = 1, · · · , n, (3.32)
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Figure 1. Natural packet phenomenon. Ø–model, with Ø = 1/10,
N = 255; the threshold ∞ is fixed to 0.1. Abscissa: critical time
ts for every packet1; ordinate: specific energy. Left panel: initial
energy on mode 1. Right panel: initial energy equally distributed
a packet of modes from 4 to 20.

plotted against the fixed values of the specific energy. The left panel refers to the
initial energy being given to the first mode, while the right one refers to the case
of initial energy equally distributed on a packet of low frequencies modes. Two
diÆerent time scales are clearly recognizable. The collection of points clustered in
a straight line, i.e. giving a power law dependence of the time with respect to the
specific energy, represents the relatively rapid formation of the natural packet : the
other points form a sort of second branch which behaves according to a longer time
scale and which represents the destruction of the natural packet and the sharing
of energy among all the modes up to the reaching of equipartition. For the lowest
values of the energy there are no points on plot: this means that the natural packet
is composed by the modes initially excited; in particular, for the left panel it means
that the first mode does not lose more than 10% of the energy it has to lose to
reach equipartition, up to the time of the calculation, 108. We also stress that the
qualitative aspects of this phenomenon are clearly present in all our experiments,
independent of the choice of the threshold ∞, number of particle N , or model (Æ,Ø
model, Æ model or Ø model).

In the paper [1] a careful analysis of the packet formation has been performed,
revealing for example that the natural packet, in the case of initial energy on the
single first mode, extends up to a certain frequency which appears to be a function
of the specific energy only, with no dependence on N .
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(a) 最低周波数モードを初期励起した場合

EQUIPARTITION TIMES IN A FERMI–PASTA–ULAM SYSTEM 713

Figure 1. Natural packet phenomenon. Ø–model, with Ø = 1/10,
N = 255; the threshold ∞ is fixed to 0.1. Abscissa: critical time
ts for every packet1; ordinate: specific energy. Left panel: initial
energy on mode 1. Right panel: initial energy equally distributed
a packet of modes from 4 to 20.

plotted against the fixed values of the specific energy. The left panel refers to the
initial energy being given to the first mode, while the right one refers to the case
of initial energy equally distributed on a packet of low frequencies modes. Two
diÆerent time scales are clearly recognizable. The collection of points clustered in
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other points form a sort of second branch which behaves according to a longer time
scale and which represents the destruction of the natural packet and the sharing
of energy among all the modes up to the reaching of equipartition. For the lowest
values of the energy there are no points on plot: this means that the natural packet
is composed by the modes initially excited; in particular, for the left panel it means
that the first mode does not lose more than 10% of the energy it has to lose to
reach equipartition, up to the time of the calculation, 108. We also stress that the
qualitative aspects of this phenomenon are clearly present in all our experiments,
independent of the choice of the threshold ∞, number of particle N , or model (Æ,Ø
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single first mode, extends up to a certain frequency which appears to be a function
of the specific energy only, with no dependence on N .

15年2月6日金曜日

(b) 4-30の複数モードを等分配励起した場合

図 3.24: x軸は緩和時間，y 軸はエネルギー密度を表す。模型は FPUβ で，β =

1/10, N = 255, γ = 0.1。先行研究においても取られていた低周波数モード励起条件
の場合を追試している。natural packetの形成，異なる 2つの分離した時間スケール
が確認される。この特異な現象はシステムサイズN，緩和判定レベル γ，模型の違
い (FPUα, αβ, β)によらず確認された。（文献 [PP05]より転載）
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Figure 2. Exponentially long relaxation times and their thermo-
dynamic limit. Ø–model, with Ø = 1/10. Left panel: time needed
by neÆ to overcome the threshold 0.5 vs. the specific energy power
to °1/4, for fixed N = 255 and ≤ in the range [0.0089, 7.7], in
semi-log scale; the straight line is the best fit using all the points
with ≤ ∑ 1. Right panel: time needed by neÆ to overcome the
threshold 0.5 vs. the number of particles N , for a couple of spe-
cific energies (0.0516 for triangles and 0.137 for circles) and N in
the range [63, 32767]. After an initial transient, there is clearly no
dependence on N .

2.2. Exponentially long times. A deeper control of the relaxation time to equi-
partition has been obtained in paper [2] using the spectral entropy as a numerical
indicator. We briefly recall its definition: rescaling the energies of the harmonic
modes, ≤j = Ej/

P

k Ek, the spectral entropy defined by S := °P

j ≤j ln ≤j is a
quantity which varies between 0, when all the energy is concentrated on a single
mode, and ln N , when there is equipartition. It is thus possible to define a sort of
“eÆective fraction of modes” involved in the sharing of energy by introducing the
quantity neÆ := eS/N , which varies between 0 and 1.

The actual calculations, in that paper, were performed for the Ø–model, with
Ø = 1/10, and with initial data on a packet of modes with a fixed frequency range,
i.e. the modes initially excited were those in the range [(N + 1)/64, 5(N + 1)/64].
Such a choice was motivated by the aim of comparing our results with those of the
paper [7], where a similar calculation is performed.

The relevant results are shown in fig. 2. For every specific energy, the temporal
evolution of neÆ was calculated and averaged over 25 orbits with diÆerent, randomly
chosen, initial phases. In the left panel, for fixed N = 255, the first time at which
the indicator overcomes the threshold of 0.5 is plotted against ≤°1/4. We recall that
the value 0.5 is not so far away from equipartition because the indicator actually
saturates approximately at 0.7, due to the fluctuations.

In the right panel the same kind of data are plotted as a function of N for two
values of the specific energy: in this way it is possible to see that for N > 1023 it
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(a) 横軸は ϵ−1/4，縦軸は teff を表し，システム
サイズは N = 255。strretched exponential則
teff ∼ A exp(ϵ−1/4) が成立している。
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In the right panel the same kind of data are plotted as a function of N for two
values of the specific energy: in this way it is possible to see that for N > 1023 it

15年2月6日金曜日 (b) 横軸はN，縦軸は teff。エネルギー密度は
ϵ = 0.0516および ϵ = 0.137 に固定している。
システムサイズは大きい領域においてはN 依
存性が消失することが分かる。

図 3.25: 先行研究と同じく，低周波数モード励起の場合に stretched exponential則
が成立することが確認される。また熱力学極限における遅い緩和の残存が示唆され
ている。なお，ここで neffが 0.5を超える時刻を緩和時間と定義している。この判定
レベルは等分配から遠くはなく，実際 0.7を取るときには等分配が達成されている。
（文献 [PP05]より転載）
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Figure 3. Natural packet phenomenon. Æ, Ø–model, with Æ =
Ø = 1/4, N = 127; the threshold ∞ is fixed to 0.1. Abscissa:
critical time ts for every packet1; ordinate: specific energy. Left
panel: initial energy on mode 127. Right panel: initial energy
equally distributed on a packet of modes from 120 to 127.

seems there is no dependence on the number of particles, giving a good support to
the hypothesis that such phenomena could persist in the thermodynamic limit.

3. Initial energy on high frequency modes. In this section we show the new
results obtained along the same lines of those presented in section 2. Our aim is to
investigate the persistence of the natural packet phenomenon and of the exponen-
tially long relaxation times, starting with diÆerent initial conditions. In particular
we consider again the initial energy either on a single mode or equally distributed
on a packet of a few modes, but in a diÆerent part of the spectrum, with particular
care to the high frequency part. Previous analysis of this kind has been performed
for example in [21]: in that work the authors present an heuristic argument accord-
ing to which there should be a power law scaling, at least above a certain threshold,
and they support it with a numerical investigation. They do not exclude, for very
low energies, that the equipartition times could increase more rapidly than in the
power law range. In this respect we notice that in the present paper we explore a
lower specific energy range.

3.1. The natural packets phenomenon. In order to obtain pictures like those
shown in section 2.1, one clearly has to change some definitions. In fact the packets
defined by the formula (4) are an appropriate choice if one aims at describing a flow
from the first mode to the higher ones, but they cannot describe well the sharing
of energy starting from modes in the middle of the spectrum, or in its highest
part. And in the latter case it is neither convenient to simply invert the order, e.g.
introducing the new quantities Es(t) :=

Pn
j=n°s+1 Ēj(t), because the flow of energy

actually observed does not respect such an order. For example, if one considers an
Æ, Ø chain with N = 127 and initial energy on the last mode, the first sharing of
energy happens with a few odd modes close the last one and a few even modes close

15年2月6日金曜日
(a) k = 127モードを初期に励起した場合。横
軸は緩和時間，縦軸は ϵ。
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(b) k = 120 − 127のパケットを初期に等分配
励起した場合。横軸は緩和時間，縦軸は ϵ。

図 3.26: 高周波数モード励起の場合にも，natural packetの形成，2つの異なる緩和
時間スケールの分離が確認できる。模型は FPUαβ模型，α = β = 1/4，N = 127，
γ = 0.1。（文献 [PP05]より転載）
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Figure 4. Exponentially long times. Æ, Ø–model, with Æ = Ø =
1/4, N = 127. Plot of time needed for neÆ to overcome 0.55 vs.
≤°1/5; specific energies are in the range [0.0046, 10], and the straight
lines are the best fit using all the point with ≤ ∑ 1. Left panel: ini-
tial data on the mode 127. Right panel: initial energy in equiparti-
tion on a packet of modes from 120 to 127. Every point is obtained
by averaging over 10 orbits.

to the first. Many other combinations are possible with diÆerent choices of initially
excited modes, and the produced phenomena are very rich.

The idea is then not to impose a prescribed ordering, but to leave such a task
to the dynamics itself. At every time the s–th packet is composed by the s most
energetic modes. With such a rearrangement it is possible to produce again pictures
like those of fig. 1: the qualitative aspects of the natural packet phenomenon seem
to persist in many diÆerent cases, with initial energy concentrated in one (or few)
mode(s) placed in diÆerent parts of the spectrum.

In fig. 3 we show the results of these calculations for N = 127, with initial energy
in the mode 127, left panel, and in a packet of modes from 120 to 127, right panel.

3.2. Exponentially long times. It is now natural to check whether the relax-
ation times to equipartition, measured with the spectral entropy, scales again ex-
ponentially with some inverse power of the specific energy. Such calculations are
performed in a similar way as in paper [2] and as described in section 2.2. The only
diÆerence is in the number of diÆerent orbits used to average neÆ , lowered to 10 to
reduce the computational time. The results, relative to the same initial conditions
of the previous figure, are shown in fig. 4. The fitting with an exponential law
describes in a quite good way the experimental data. With respect to the case of
initial low frequency excitation, the scaling Teq ª exp(≤°1/5) has a diÆerent expo-
nent for the specific energy; we have no theoretical explanation for this particular
number, but such a diÆerence might not be surprising. In fact, as is stressed in
section 1.1, the type of resonances present in the lower and in the upper part of the
spectrum are diÆerent (see formula (2) and (3)); and we suppose that a resonance
mechanism is actually responsible for the long time freezing of the dynamics.

15年2月6日金曜日
(a) k = 127モードを初期に単一励起した場合。
横軸は ϵ−1/5，縦軸は teff。
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Figure 4. Exponentially long times. Æ, Ø–model, with Æ = Ø =
1/4, N = 127. Plot of time needed for neÆ to overcome 0.55 vs.
≤°1/5; specific energies are in the range [0.0046, 10], and the straight
lines are the best fit using all the point with ≤ ∑ 1. Left panel: ini-
tial data on the mode 127. Right panel: initial energy in equiparti-
tion on a packet of modes from 120 to 127. Every point is obtained
by averaging over 10 orbits.

to the first. Many other combinations are possible with diÆerent choices of initially
excited modes, and the produced phenomena are very rich.

The idea is then not to impose a prescribed ordering, but to leave such a task
to the dynamics itself. At every time the s–th packet is composed by the s most
energetic modes. With such a rearrangement it is possible to produce again pictures
like those of fig. 1: the qualitative aspects of the natural packet phenomenon seem
to persist in many diÆerent cases, with initial energy concentrated in one (or few)
mode(s) placed in diÆerent parts of the spectrum.

In fig. 3 we show the results of these calculations for N = 127, with initial energy
in the mode 127, left panel, and in a packet of modes from 120 to 127, right panel.

3.2. Exponentially long times. It is now natural to check whether the relax-
ation times to equipartition, measured with the spectral entropy, scales again ex-
ponentially with some inverse power of the specific energy. Such calculations are
performed in a similar way as in paper [2] and as described in section 2.2. The only
diÆerence is in the number of diÆerent orbits used to average neÆ , lowered to 10 to
reduce the computational time. The results, relative to the same initial conditions
of the previous figure, are shown in fig. 4. The fitting with an exponential law
describes in a quite good way the experimental data. With respect to the case of
initial low frequency excitation, the scaling Teq ª exp(≤°1/5) has a diÆerent expo-
nent for the specific energy; we have no theoretical explanation for this particular
number, but such a diÆerence might not be surprising. In fact, as is stressed in
section 1.1, the type of resonances present in the lower and in the upper part of the
spectrum are diÆerent (see formula (2) and (3)); and we suppose that a resonance
mechanism is actually responsible for the long time freezing of the dynamics.

15年2月6日金曜日
(b) k = 120− 127のパケットを初期に等分配励
起した場合。横軸は ϵ−1/5，縦軸は teff。

図 3.27: 高周波数モード励起の場合にも stretched exponential的な遅い緩和を確認
できるが，低周波数モード励起の場合に見られた T ∼ exp(ε−1/4) とは異なる指数
−1/5をもつ緩和であることが分かる。（文献 [PP05]より転載）
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Figure 5. Natural packet phenomenon. Æ, Ø–model, with Æ =
Ø = 1/4, N = 511; the threshold ∞ is fixed to 0.1. Abscissa:
critical time ts for every packet1; ordinate: specific energy. Left
panel: initial energy on mode 511. Right panel: initial energy on
mode 383.

phase space contains many subregions where the dynamics is frozen for very long
times: the equipartition could be seen only on the infinite time scale, as a results of
the wandering, that happens from time to time, of the orbits among the diÆerent
regions.

The phenomena illustrated in this paper can be seen as a partial, and experi-
mental, confirmation of the existence of several regions of the phase space which
exhibit long time meta-stability.

Acknowledgements. We would like to thank Antonio Giorgilli for useful discus-
sions and a careful reading of the manuscript, and the referees for their valuable
comments and suggestions.
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15年2月6日金曜日
(b) 中周波数モード k = 383 を初期励起した
場合。

図 3.28: 模型は FPUαβ模型，α = β = 1/4，N = 511，γ = 0.1。高周波数モード
励起 (a)および中間的な周波数モードを励起した場合 (b) にも natural packetの形成
と 2つの緩和時間スケールの分離が見られる。彼らはこの事実を以て，この現象は
相空間の中で「広く見られる」と結論づけた。また，興味深い結果としてある条件
のもとでmetastable stateが複数存在するケースが見られた (a)。（文献 [PP05]より
転載）
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とこれに付随する変分方程式

ξ̇j =
n∑

k=1

∂fj
∂xk

ξk, (3.33)
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なる解をもち，ここからある収束量

χ(x0
1, x

0
2, · · · x0

n, ξ
0
1 , ξ

0
2 , · · · , ξ0n) ≜ lim

t→0

1

t
log ||ξ(t)||, (3.35)

が得られる。この χを Lyapunov characteristic number (LCN)と呼ぶ。図 3.29(a)

は Toda格子と FPUα模型の maximal LCNの時間収束を示している。Toda格子
の LCNは，その可積分性により log t/tで下降し続けるが，FPUα模型はある時刻
（trapping time τT )までToda格子と区別されないものの，その後分離してある値に
収束する傾向を示している。彼らが抱えた問題はこのLCNの挙動を如何に説明する
かであった。Hénon-Heiles模型や standard mapが示すような典型的な描像，すな
わち「カオス領域と秩序領域に二分割された相空間構造」を想起すると，図 3.29(a)

で見られた現象はKAM理論が存在を指摘しているような秩序運動からカオス的運
動への移行であると解釈されうる 11。しかしながら，彼らは，LCNはある軌道周辺
のローカルなダイナミクスだけを捉えるもので，決して軌道が訪問可能な領域のサ
イズについては十分な情報を与えないということを強調している。
そこで彼らは，より長時間の挙動（図 3.29(b)）を観察した。彼らの数値実験によ
れば，FPUαがToda格子に近似できる領域 (t < τT )から離脱し，ある一定の LCN

を獲得した後，t = τにおいてLCNは急激な増加を示し別のLCN値に移行して停滞
している。さらにはその後 LCNは減少に転じている。このような複雑な構造から，
軌道が LCN値の異なるいくつかのカオス領域を行き来しているとの見方が提案さ
れている。また，小さなシステムサイズの系に対するPoincaré断面の様子（図 3.30，
図 3.31）からもその仮説が支持されている。さらに [BGP04]と同様にパケットの保
有エネルギーに着目した緩和時間（図 3.32）を観察している。そこではmetastable

state (natural packet) の形成が初期条件に対してさまざまに変化することが確認さ
れ，それがエネルギー曲面上にいくつも異なるカオス領域が存在することの傍証で
あるとした。彼らはLCN値に関する臨界エネルギー密度が熱力学極限に向けてゼロ
になる (ε∗ ∼ 1/N2)ことを予想する一方，軌道の局所的不安定性が熱力学極限にお
いも増大しない可能性を指摘した（図 3.33）し，FPUの遅い緩和が熱力学極限でも
生き残ることを示唆した。

11実際，Toda格子と FPUαの比較を初めて試みた Casettiら [CCSPC97] は，ある時刻における
これら 2系の分離を「秩序的運動から非可積分的挙動への遷移」と捉え，分岐点ではソリトン的構造
の崩壊が起きていると解釈している。
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Figure 1. The maximal LCN vs. time for the Toda lattice and the
FPU Æ–model. Here N = 31 and Æ = 1/4, and the initial specific
energy is " = 10°2. The initial point is calculated for the FPU
system by giving the whole energy to the first mode, and setting
the initial phase to ' = 0.05 º. The orbit of the Toda lattice is
calculated using exactly the same initial point. The trapping time
may be evaluated as øT ª 2£ 106.

exists, where
∞∞ª(t)

∞∞ denotes the norm of the vector (ª1(t), . . . , ªn(t)). The quan-
tity ¬ is called Lyapunov characteristic number (LCN), or Lyapunov characteristic

exponent. For a given orbit with initial point (x0
1, . . . , x

0
n), the limit ¬ may assume

at most n diÆerent values, dependent on the choice of the initial vector ª0. In the
Hamiltonian case n is even, and these values appear in pairs ¬,°¬. In addition
if the system is autonomous then at least two of the LCN’s are zero, due to the
conservation of energy. In our case the orbits lie on a compact energy surface, and
the system is Hamiltonian and autonomous.

For the actual computation of the maximal LCN we integrate directly the equa-
tions (4) and (5). However, since a positive LCN causes the length of the vector ª(t)
to increase exponentially fast we avoid a possible overflow by renormalizing from
time to time the vector, i.e., we replace ª(t) with ª0 = ª(t)/

∞∞ª(t)
∞∞, and accumulate

ln
∞∞ª(t)

∞∞. With probability one, a random initial choice of the initial vector ª0 gives
the maximal LCN. For a detailed description of the method the reader is referred
to [1] and [2].

Let us now come to the so called trapping time introduced in [8]. We recall the
definition including an example. The method consists in calculating the maximal
LCN for both the FPU Æ–model and the Toda lattice, using the same initial con-
ditions for both orbits. A typical example is reported in figure 1. Since the Toda
lattice is an integrable system the Lyapunov exponent tends to zero as log t/t as
expected from the definition. Conversely the Lyapunov exponent for the FPU sys-
tem follows that of the Toda lattice up to a certain time, then suddenly separates

15年2月6日金曜日 (a) LCN の短時間挙動を示したもの。横軸
は時間，縦軸は最大 LCNを表す。図中には
FPUαとToda格子の挙動が比較されている。
運動初期において両者は区別ができないが，
trapping time τT ∼ 2 × 106 で両者は分岐す
る。FPUαは単調に現象する Toda格子から
離脱して一定の不安定性を持つようになる。
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Figure 2. The maximal LCN vs. time for the FPU Æ–model.
Parameter and initial conditions as in fig. 1, but for a longer time
t = 1010. An interesting phenomenon is the sudden increase of the
LCN after time t ª 108.

following an horizontal line, thus indicating that it may have reached some limit.
According to Casetti et al. the trapping time is defined as the time of separation
of the two curves; this introduces a parameter whose numerical determination is
unambiguous.

Now the problem is how to interpret this behaviour. Casetti et al. suggest that
the phenomenon described above is caused by an untrapping of the FPU system
from a regular region in phase space, so that the orbit escapes to a chaotic com-
ponent. Such an interpretation may be based on a picture of the phase space that
emerges from the well known phase portraits, e.g., of the model of Hénon–Heiles
and of the standard map. Precisely the energy surface may be roughly considered
as separated in two regions, an ordered one where the behaviour predicted by the
KAM theorem prevails, and a chaotic one characterized by a positive value of the
maximal LCN. Due to the dimension higher than 3 of the energy surface and to
the possible existence of Arnold diÆusion, the orbit might escape from the ordered
region to the chaotic one.

We should emphasize that the LCN’s give information only on the local dynam-
ics around an orbit. Therefore, a positive value indicates only the existence of a
hyperbolic behaviour of the orbit we are considering. This does not include any
information concerning the size of the region that the orbit is visiting.

On the other hand, in [9] it was observed in a model of three degrees of freedom
that diÆerent chaotic regions may coexist in the phase space, characterized by
diÆerent positive LCN’s. Due to the high dimension of the energy surface these
regions are not dynamically invariant, so that transitions of an orbit from a region
to another one are allowed.

A first indication that diÆerent chaotic regions may exist comes from the calcula-
tions of the maximal LCN for a su±ciently long time. This is illustrated in figure 2.

15年2月6日金曜日(b) LCNの長時間挙動を示したもの。横軸は
時間，縦軸は最大 LCNを表す。τT でToda格
子から離脱して一旦収束したのち，τ において
大きな LCN値へ成長する様子が見られる。

図 3.29: LCNの複雑な挙動は，異なる LCN値をもついくつかのカオス領域が相空
間内に存在することを示唆している。模型は FPUα，α = 1/4，N = 31，ϵ = 10−2，
最低周波数モード励起，励起の位相は φ = 0.05π。（文献 [GPP05]より転載）

Poincaré section: t = [0,5 � 104(< �T )]N = 7, � = 1/4, � = 0.25

15年2月6日金曜日

図 3.30: N = 7, α = 1/4，ϵ = 0.25。LCNの挙動 (a)から τt = 1.5×105，τ ∼ 2×107で
ある。trapping time τTに到達していない時間領域 (0 < t < 5×104 < τT )でFPUα(c)

と Toda格子 (b)の両模型に対して取られた Poincaré surface of sectionは両模型の
違いを抽出している。すなわち周期的に運動する Toda格子に対して，FPUα模型
は τT 以前においてすでに弱いカオス性を持っていることが分かる。（文献 [GPP05]

より転載）
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a. ti = 3£ 106 b. ti = 2.0£ 107 c. ti = 1.36£ 108

d. ti = 1.44£ 108 e. ti = 2.21£ 108 f. ti = 4.387£ 108

Figure 6. Poincaré sections with p2 = 0 for the FPU chain, pro-
jected on the plane q1, p1, for the same orbit as in fig. 5.c, with a
time window of 106 and initial times indicated above each panel.

essentially the same as in figure 5, showing that the orbit is still confined in the
same chaotic region. We consider this as a strong indication that the trapping time
has no dynamical meaning.

In panel b) of figure 6 the time interval starts at t = 2 £ 107, a short after ø̄ .
Here one observes that the increase of stochasticity suggested by the jump of the
LCN seems not to correspond to a significant expansion of the region visited by the
orbit. The subsequent panels c) to f) refer to time intervals starting at times larger
than 108, where the LCN has reached a definitely higher value. We emphasize on
the one hand that the LCN is far from being stabilized, and on the other hand
that the orbit is visiting chaotic regions that are well diÆerent from one figure to
the other. This is just a rough idea of what may be observed by looking at the
whole orbit in separate successive time windows of fixed, not too large length. As a
matter of fact one sees a lot of transitions between diÆerent regions that occur from
time to time, the orbit remaining stuck in a fixed region for a rather long time. For
instance, the portrait of the last panel in fig. 6 does not change for more than 107

time units.
Therefore it appears that identifying a big chaotic region which corresponds in

some sense to equipartition of energy is a hard task. We should rather say that
there is evidence that at least for low N the energy surface is separated in several
distinct chaotic regions each of which may trap the orbit for long time intervals.

図 3.31: (a) τT < t < τ における Poincaré断面。軌道の様子から，系は図 3.30の場
合と同じ chaotic regionに滞在しており，trapping time τT がダイナミクスにとって
重要な量でないことを示唆している。(b) τ > τ（ほぼ τ 直上）の断面。この時間領
域はLCNが急激な増加を見せるため stochasticityの成長が予想されるが，軌道の訪
問領域が顕著に拡大する様子は確認できない。(c)-(f)は t = 108以降の運動，すな
わち LCNが大きな値に向けて成長している領域に対応する。これらの Poincaré断
面は，系がいくつかの異なるカオス領域を訪問していることを示している。LCNの
複雑な挙動は，異なるLCN値をもついくつかのカオス領域が相空間内に存在するこ
とを示唆している。（文献 [GPP05]より転載）

87



LOCAL CHAOTIC BEHAVIOUR IN FPU SYSTEM 997

a. ∞ = 0.85 b. ∞ = 0.2

Figure 4. Illustrating the phenomenon of natural packets with a
long meta-stability time. Ordinates: the initial specific energy ".
Abscissæ: the critical times for the packets of the first s modes (see
text). Here, N = 31 and Æ = 1/4. The energy is initially given to
the lowest frequency mode.

does not significantly change at time øT < t = 107 < ø̄ , as is seen in panel b),
the main diÆerence being a growth of the energy of the tail. In panel c), at time
t = 5£108, we observe a further increase of the energy of the tail, until a distribution
close to equipartition is reached at time t = 1010 > ø̄ represented in panel d). It
is interesting to observe on a computer screen an animation which shows the same
figures at regular time intervals; then one realizes that the relevant phenomenon on
a long time scale is the steady and slow increase of the energy distributed on the tail
of high frequency, until equipartition is eventually reached. A naive interpretation
is that a possible escape from a small chaotic region to a bigger one could happen
around t = ø̄ , i.e., well after the trapping time. Another possible interpretation is
that, mainly due to the high dimension of the space, the energy surface is indeed
divided in many diÆerent and somehow separated chaotic regions, and that the
orbit from time to time travels from a region to another. On a macroscopic time
scale such a behaviour could appear as an almost continuous transition.

The latter conjecture may be supported by the data in figure 4, which has been
calculated with the method illustrated in [4]. One considers the total harmonic
energy Es of a packed formed by the first s modes, and defines a critical time

for the packet as the time at which it has lost a fraction ∞ of the energy that
it should give to the other modes in order to reach equipartition. In the figure
the ordinate represents the specific energy, and in abscissa the critical time for all
packets, s = 1, ..., 31 is represented. One sees that in a short time a natural packet

of low frequency modes is formed, the size depending on the specific energy. After
a long meta-stability time the energy rapidly flows on the highest modes, and the
system eventually reaches equipartition. The parameter ∞ is set to 0.85 in panel
a, and to 0.20 in panel b, thus showing that the same qualitative behaviour occurs
for a wide range of ∞. The breaking of the natural packet is related to the slow but
continuous increase of the energy in the tail of high frequency modes. We stress

図 3.32: 横軸は緩和時間，縦軸はエネルギー密度 ϵ。２つの異なる緩和過程の分離，
metastable state (natural packet)の形成が見られる。この結果は初期に最低周波数
モードを励起した条件のもとで得られているが，初期条件のクラスを変更するとこ
のようなシンプルなmetastabel state が観測されない。この事実から，彼らはエネ
ルギー曲面上に異なるカオス領域がいくつも存在していると推測している。（文献
[GPP05]より転載）

3.4.5 A. Carati, L. Galgani, A Giorgilli, S. Paleari (2007)

[CGGP07]

Caratiらは基準振動エネルギーの自己相関

Cj(t) = ⟨Ej(t)Ej(0)⟩ − ⟨Ej(t)⟩ ⟨Ej(0)⟩ . (3.36)

に着目し，低エネルギーの場合に熱力学極限でも相空間の混合性が欠落しているこ
とを示した。なお，初期条件はMonte Carlo法を用いてミクロカノニカルアンサン
ブルからサンプリングしている。彼らは，高周波数モードエネルギーの相関の残存
（図 3.34），異なるエネルギー密度間のスケーリング（図 3.35），および異なるシス
テムサイズ間のスケーリング（図 3.36）を数値的に導いている。さらに，ミクロカ
ノニカルメジャーから生成された一般的な初期条件のもとで，システムサイズのス
ケーリングに極限的な普遍曲線の存在が示唆された（図 3.36）ことから，熱力学極
限においても FPUの特殊な緩和が一般的に見られるはずだと主張した。

3.4.6 G. Benettin, A. Ponno (2011) [BP11]

Benettinらは，FPUαβ 模型，FPUβ 模型，さらに一般化された高次 FPU模型
(modified FPU, modFPU, FPUαβγδ模型) を可積分系であるToda格子と比較する
ことでその特徴を抽出している。また，初期条件の違いが緩和挙動に及ぼす影響を
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a. b.

Figure 7. a. Dependence of the LCN on the initial phase of the
first mode. The instantaneous value of the LCN is given at times
t = 105 (stars), t = 106 (crosses), t = 107 (open circles) and t = 108

(solid boxes). Here, N=31, the specific energy is " = 5.623£ 10°3

and all the energy is initially on the lowest frequency mode. The
initial phase is represented in abscissa. b. The value of the LCN
vs. specific energy at time t = 109 maximized over diÆerent phases,
for (right to left) N = 7, 15, 31, 63, 127, 511 and 1023.

3. Dependence of the LCN on the number of particles. Let us now come
to the interesting question of the behaviour of the maximal LCN as a function of
the number N of particles. The problem here is whether a numerical calculation on
a limited chain may give a reliable hint on the persistence of the FPU phenomenon
for very large N . For instance, in [5] it has been observed that the relaxation
time calculated through the spectral entropy tends to become constant only for
N ∏ 1023. Similarly, in [15] it is said that the numerical data remain constant for
N between 2 048 and 8 192.

A first remark is that if one chooses initial conditions with the whole energy on
the first mode then a strong dependence on the initial phase may be observed. This
fact turns out to be particularly relevant for N not too high and for intermediate
energies. An example is given in the left panel of fig. 7. Here we have chosen
N = 31 and specific energy " = 5.623 £ 10°3. All the energy is given initially to
the first mode, an we have computed several orbits with a diÆerent initial phase,
which is reported in abscissa. In ordinates we plot the value of the maximal LCN
at times t = 105 (stars), t = 106 (crosses), t = 107 (open circles) and t = 108 (solid
boxes). One observes that even at the final time t = 108 the values of the maximal
LCN for diÆerent orbits are scattered in a rather big interval covering one and half
order of magnitude. In view of the results of sect. 2 we may interpret this fact as
an indication that the diÆerent orbits explore separated regions, characterized by a

15年2月6日金曜日

図 3.33: (a) 最大 LCNの初期条件依存性。横軸は最低周波数モードを励起する際
の位相，縦軸は最大 LCNを表す。システムサイズは N = 31，エネルギー密度は
ε = 5.623× 10−3。プロットシンボルの違いは時刻の違いを表し，＊は t = 105，＋
は t = 106，○は t = 107，■は t = 108に対応する。図より LCN値は初期条件に
大きく依存することが分かる。この依存性はシステムサイズが大きな場合には消失
する。(b)LCNのN 依存性。横軸はエネルギー密度，縦軸は最大 LCNを表し，プ
ロットシンボルの違いはNの違いを表し，図中右から左に向けてN が増大している
（N = 7, 15, 31, 63, 127, 511, 1023）。いずれのNにおいてもあるエネルギー密度 ε∗で
LCNの急激な増加が見られる。ε∗より低い εでは LCNはゼロかもしくは非常に小
さい値を取る。この energy density thershold ε∗ はN に対して ε∗ ∼ 1/N2なる関係
をもち，熱力学極限に向けて thresholdが消滅することが示唆されている。一方で，
Nの増大とともに，LCNの ε依存性はある上限曲線に収束するように見え，熱力学
極限にむけて軌道の局所不安定性が増大しないことが推測される。（文献 [GPP05]

より転載）

89



N, the curve is a function of only one variable; precisely, one
has c*!j ,!"= f!j /#!". This is illustrated in Fig. 3, where, still
for N=511, c* is plotted versus !j /N" /#! for three values of
!: namely, !=3.16"10−3, 1.0"10−3, and 3.16"10−4. A
rather good superposition of the curves seems to be ob-
served. In particular notice that, with increasing !, the do-
main of the curve shrinks to the left, so that c* is found to
approach the value zero. Thus for large ! one has a complete
decay to zero of the correlations, i.e., an analog of the
Izrailev-Chirikov phenomenon. Notice that for each ! the
asymptotic values c*!j" had to be evaluated at a suitable
time, as explained previously. Such a relaxation time was
found to increase as 1/! with decreasing !.

The last point we address concerns the dependence of the
results on the number N of particles. This is a quite delicate
matter, on which we feel we got an interesting result. To

begin with we point out that, if one takes a naive approach
and plots the curves analogous to that of Fig. 2 for increasing
values of N, the curves are found to collapse towards the
trivial one c*=0. This is shown in Fig. 4, top panel, where
the curves for N=511,1023,2047,4095 are reported, for the
same ! as in Fig. 2. Concerning the number K of initial data,
this had forcedly to be diminished with increasing N, and we
had to pass from K=10 000 for N=511 and 1023 to K
=5000 and 2000 for N=2047 and 4095, respectively. This,
by the way, explains the broadening of the “curves” for the
two large values of N.

It would, however, be incorrect to infer from such a col-
lapse that mixing occurs in the thermodynamic limit, because
mixing requires the decaying to zero of the correlations for
all pairs of functions. Instead, a decay to positive values is
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FIG. 2. The “asymptotic values” c*!j" of the normalized auto-
correlation functions Cj!t" /Cj!0" versus j /N for the same param-
eters of Fig. 1: namely N=511 and !=3.16"10−3.
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FIG. 4. The “asymptotic values” c*!j" of the normalized auto-
correlation functions for the mode energies Ej !top panel" and for
the energies E j of packets of n nearby modes with n proportional to
N !bottom panel" for an increasing number N of particles. The value
of ! is the same as in Fig. 2. The asymptotic value c*!j" is plotted in
the top panel versus j /N for j=1, . . . ,N and in the bottom panel
versus j /N0 for j=0, . . . ,N0−1, with N0=511. In the inset of the
bottom panel, for each of the four series of data the corresponding
“moving averages” !over eleven points" are plotted.
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図 3.34: N=511, epsilon = 3.16 × 10−3。x軸は規格化モード番号 j/N，縦軸は規
格化自己相関 Cj(t)/Cj(0) の収束値を表す。高周波数モードエネルギーの相関が残
り続けていおり，高周波数モードは実質的な凍結自由度になっていると考えられる。
（文献 [CGGP07]より転載）

N, the curve is a function of only one variable; precisely, one
has c*!j ,!"= f!j /#!". This is illustrated in Fig. 3, where, still
for N=511, c* is plotted versus !j /N" /#! for three values of
!: namely, !=3.16"10−3, 1.0"10−3, and 3.16"10−4. A
rather good superposition of the curves seems to be ob-
served. In particular notice that, with increasing !, the do-
main of the curve shrinks to the left, so that c* is found to
approach the value zero. Thus for large ! one has a complete
decay to zero of the correlations, i.e., an analog of the
Izrailev-Chirikov phenomenon. Notice that for each ! the
asymptotic values c*!j" had to be evaluated at a suitable
time, as explained previously. Such a relaxation time was
found to increase as 1/! with decreasing !.

The last point we address concerns the dependence of the
results on the number N of particles. This is a quite delicate
matter, on which we feel we got an interesting result. To

begin with we point out that, if one takes a naive approach
and plots the curves analogous to that of Fig. 2 for increasing
values of N, the curves are found to collapse towards the
trivial one c*=0. This is shown in Fig. 4, top panel, where
the curves for N=511,1023,2047,4095 are reported, for the
same ! as in Fig. 2. Concerning the number K of initial data,
this had forcedly to be diminished with increasing N, and we
had to pass from K=10 000 for N=511 and 1023 to K
=5000 and 2000 for N=2047 and 4095, respectively. This,
by the way, explains the broadening of the “curves” for the
two large values of N.

It would, however, be incorrect to infer from such a col-
lapse that mixing occurs in the thermodynamic limit, because
mixing requires the decaying to zero of the correlations for
all pairs of functions. Instead, a decay to positive values is
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FIG. 4. The “asymptotic values” c*!j" of the normalized auto-
correlation functions for the mode energies Ej !top panel" and for
the energies E j of packets of n nearby modes with n proportional to
N !bottom panel" for an increasing number N of particles. The value
of ! is the same as in Fig. 2. The asymptotic value c*!j" is plotted in
the top panel versus j /N for j=1, . . . ,N and in the bottom panel
versus j /N0 for j=0, . . . ,N0−1, with N0=511. In the inset of the
bottom panel, for each of the four series of data the corresponding
“moving averages” !over eleven points" are plotted.
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図 3.35: 横軸は j/N/
√
ε，縦軸は規格化自己相関関数 Cj(t)/Cj(0)の収束値を表す。

異なるエネルギー密度のシステムは j/N → j/N/
√
ϵのスケール変換によって普遍曲

線に乗る。（文献 [CGGP07]より転載）
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N, the curve is a function of only one variable; precisely, one
has c*!j ,!"= f!j /#!". This is illustrated in Fig. 3, where, still
for N=511, c* is plotted versus !j /N" /#! for three values of
!: namely, !=3.16"10−3, 1.0"10−3, and 3.16"10−4. A
rather good superposition of the curves seems to be ob-
served. In particular notice that, with increasing !, the do-
main of the curve shrinks to the left, so that c* is found to
approach the value zero. Thus for large ! one has a complete
decay to zero of the correlations, i.e., an analog of the
Izrailev-Chirikov phenomenon. Notice that for each ! the
asymptotic values c*!j" had to be evaluated at a suitable
time, as explained previously. Such a relaxation time was
found to increase as 1/! with decreasing !.

The last point we address concerns the dependence of the
results on the number N of particles. This is a quite delicate
matter, on which we feel we got an interesting result. To

begin with we point out that, if one takes a naive approach
and plots the curves analogous to that of Fig. 2 for increasing
values of N, the curves are found to collapse towards the
trivial one c*=0. This is shown in Fig. 4, top panel, where
the curves for N=511,1023,2047,4095 are reported, for the
same ! as in Fig. 2. Concerning the number K of initial data,
this had forcedly to be diminished with increasing N, and we
had to pass from K=10 000 for N=511 and 1023 to K
=5000 and 2000 for N=2047 and 4095, respectively. This,
by the way, explains the broadening of the “curves” for the
two large values of N.

It would, however, be incorrect to infer from such a col-
lapse that mixing occurs in the thermodynamic limit, because
mixing requires the decaying to zero of the correlations for
all pairs of functions. Instead, a decay to positive values is
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FIG. 4. The “asymptotic values” c*!j" of the normalized auto-
correlation functions for the mode energies Ej !top panel" and for
the energies E j of packets of n nearby modes with n proportional to
N !bottom panel" for an increasing number N of particles. The value
of ! is the same as in Fig. 2. The asymptotic value c*!j" is plotted in
the top panel versus j /N for j=1, . . . ,N and in the bottom panel
versus j /N0 for j=0, . . . ,N0−1, with N0=511. In the inset of the
bottom panel, for each of the four series of data the corresponding
“moving averages” !over eleven points" are plotted.
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for N=511, c* is plotted versus !j /N" /#! for three values of
!: namely, !=3.16"10−3, 1.0"10−3, and 3.16"10−4. A
rather good superposition of the curves seems to be ob-
served. In particular notice that, with increasing !, the do-
main of the curve shrinks to the left, so that c* is found to
approach the value zero. Thus for large ! one has a complete
decay to zero of the correlations, i.e., an analog of the
Izrailev-Chirikov phenomenon. Notice that for each ! the
asymptotic values c*!j" had to be evaluated at a suitable
time, as explained previously. Such a relaxation time was
found to increase as 1/! with decreasing !.

The last point we address concerns the dependence of the
results on the number N of particles. This is a quite delicate
matter, on which we feel we got an interesting result. To

begin with we point out that, if one takes a naive approach
and plots the curves analogous to that of Fig. 2 for increasing
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“moving averages” !over eleven points" are plotted.
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図 3.36: 異なるシステムサイズの系は j/N → j/N0 (N0 = 511)のスケーリングで同
等となる。システムサイズの増大とともに，相関の形状はある極限的な普遍曲線に
近づくように見え，熱力学極限においても相空間の混合性が欠落していることが示
唆されている。（文献 [CGGP07]より転載）

考察したほか，きわめて挑戦的な試みとして，パラメタ空間を系統的に探索しFPU

系の緩和時間の表式を提案している。FPUαβ模型と FPUβ模型における緩和特性
を整理すると下記のようになる：

(1) ダイナミクスの初期段階において Toda格子とは（エネルギー分配傾向の観点
で）区別することができない（図 3.37）。

(2) 熱力学極限において緩和時間のベキ則 Tex ∼ Aϵ−a が成立する。与えられた α

に対する β の大きさの違いが Aを変化させるものの，指数は a ∼ 2.25で一
定となる。ただし β ≈ βT = 2α2/3 (Toda valueと呼ばれる値。Toda格子の
ポテンシャルを Taylor展開することで得られる。)の場合，aは a ≈ 3に増
加する（図 3.38）。またシステムサイズが小さい領域においては緩和時間は
stretched exponential exp(ϵ∗N/ϵ)

bで表現されるが，N → ∞に向けてベキ則へ
の crossoverが見られる（図 3.39）。

(3) エネルギー密度 ϵを固定して，βを変化させると Teqは β = βT 付近で最大値を
取る（図 3.40左）。この事実から，FPUαβ模型は調和振動を摂動したモデル
と考えるのではなく，「摂動を受けたToda格子」と見なすべきである 12。この
とき摂動の leading order が (β − βT )r

4となる。（このアイデアから彼らは高

12同様の観点から，PonnoらはToda格子とFPUα模型を比較する事で，“secular avalanche stage”
と “diffusion of tail modes”なる 2つの異なる緩和過程が存在することを見出している [PCSF11]。
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次FPU模型（modified FPU, modFPU)を導入し，その模型において (1)を見
出した。）

(4) ϵを固定すると β > β0 で Teq ∼ (β − β0)
−2 となる（図 3.40右）。(1)の性質

Teq = Aϵ−2.25 = Aϵ−4/9と両立させるための表式は

Teq = Cϵ−1/4 [(β − β0)ϵ]
−2 , β0 ≃ βT , C = const. (α = −1), (3.37)

となる。

(5) さらにより一般的な緩和法則の表式

Tαβ
eq (α,β, ϵ) ∼ C|α|−1/2ϵ−1/4

[
(β − cα2)ϵ

]−2
, c ≃ 2/3, (3.38)

を提案した。この一般化された緩和則は数値結果ときわめてよく一致する（図
3.41）。表式 (3.38)は系のコントロール・パラメタが |α|

√
ϵ と βϵであること

を用いて自然な形式で (3.37)を拡張すれば得られる。ただしこの法則は α =

0, β/α2 = cの近傍以外で成立する。また FPUβ模型に対しては，α → 0によ
る緩和時間の発散を回避するため，その緩和表式を

T β(β, ϵ) = Dϵ−1/4(βϵ)−2, D = const., (3.39)

と推測している。FPUβの場合には熱力学極限でベキ則が成立するかどうかは
初期条件の違いによって事情が異なることが指摘されている。初期励起モード
パケットを振動数 0に接するように取った場合には熱力学極限においてベキ則
が成立するが，振動数 0に接しないようなモードパケットを励起した場合，シ
ステムサイズが非常に大きいにも関わらず stretched exponential的緩和が見ら
れる（図 3.42）。Benettinらによって提案されたこれらの緩和法則には現在の
ところ理論的根拠は見当たらない。
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Fig. 1 Left: the averaged energy spectrum at different time T , for the α + β model; N = 1,023, α = −1,
β = 2, ε = 10−4. Right: same quantity for the tangent Toda model (same N and ε). Initial excitation of modes
with 0 < k/N ≤ 0.1

lower 10% of modes (the rectangular profile in the figure). Quite soon, already at T # 103,
a well defined profile is formed, in which only some low frequency modes effectively take
part to energy sharing, the energies of the remaining ones decaying exponentially with k/N .
The energy profile keeps its form nearly unchanged for a rather large time scale, definitely
much larger than the time needed to form it. Afterwords the dynamics slowly evolves to-
wards energy equipartition, the high-frequency modes being progressively involved into the
energy-sharing game. If the phases of the initially excited modes are chosen randomly (this
is crucial, see [5]), then the behavior, for large N at fixed small ε, is independent of N , i.e.
persists in the thermodynamic limit. The initial phases, for the above numerical computa-
tion, were in fact chosen randomly; moreover, to improve a little the figure and reduce the
fluctuations, a further average of Ek(T ) on 24 different random choices of the phases was
introduced.

The two-time scales scenario was first outlined, as far as we know, in two pioneering
papers, nearly twenty years ago [6, 7]. More recently, it was reconsidered and systemati-
cally studied in several papers, both theoretical and numerical, among them [5, 8–11]. The
situation however, in our opinion, is far from being clear. As far as we know:

◦ α + β model: the short time scale is very accurately described numerically and rather
well understood theoretically, the main theoretical tool being the KdV equation. The use
of KdV to explain FPU goes back to the celebrated paper [12]; recent papers on the
subject include [5, 11]. As shown, in particular, in the systematic study [5], the formation
of the metastable profile can be predicted exactly—dependence on N , on ε, on time, on
the initial state—using as normal form for the system a convenient truncation of the KdV
equation. This means that the formation of the metastable state is integrable in character.
Besides KdV, the (integrable) Toda model has been also used as a comparison for the short
time dynamics of FPU, see in particular [13–15]. The model, we recall, has potential

VT (r) = V0
(

eλr − 1 − λr
)

, (5)

15年2月6日金曜日

(a) FPUαβ模型，N = 1023，α = −1，β = 2，
ϵ = 10−4。横軸は規格化されたモード番号，縦
軸はスケールされたモードエネルギーを表す。
左側に描かれた四角の領域は初期パケット（モー
ド全体の10%のサイズを持つ低周波数モード群）
を表している。k/N に対して指数的に減衰した
状態が短時間（t = 103）で形成され，これが
長時間持続し，やがて崩壊して高周波数成分に
エネルギーが分配される様子が見られる。
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15年2月6日金曜日
(b) Toda 格子。四角は (a) 同様，初期励起パ
ケット（モード全体の 10%のサイズをもつ低周
波数モード群）を表す。shot time scaleに関し
ては FPU模型と同じ挙動を示すが，それ以降
の第二の時間スケールは存在しない。

図 3.37: FPUαβ模型とToda格子の時間発展を比較したもの。x軸は規格化された
モード番号，縦軸はスケールされたモードエネルギーを表す。初期に低周波数モー
ドパケット（モード全体の 10%のサイズ）を励起した場合，両者は時刻 103までは
区別されないが，その後FPUが離脱して第２の時間スケールに移行し等分配状態に
向かう。（文献 [BP11]より転載）
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Fig. 5 The equilibrium time Teq
as function of ε−1, in log–log
scale, for the α + β model and its
generalization (8). The three
rightmost lines: γ = δ = 0 and
β = 2βT = 4/3 (triangles),
β = 2 (squares), β = 4
(diamonds). The two
intermediate lines: β = βT and
γ = δ = 0 (squares);
γ = −γT = 1/3, δ = 3δT = 2/5
(dots). The two leftmost lines:
β = βT , γ = γT and
δ = 3δT = 2/5 (triangles),
δ = 6δT = 4/5 (stars). For all
lines, N = 2,047 and α = −1

right; correspondingly, in the left panel of the figure, the point where individual curves sep-
arate from the limit line moves, by growing N , to lower values of ε. Such an N dependence
clearly shows that the occurrence of exponentially long times is, in the case presently an-
alyzed, a finite-size effect. The crossover from stretched exponential to power-law is not
a peculiarity of the α + β model: we shall see below that in the pure β model it is even
more evident. Concerning the value b of the exponent in the stretched exponential, b = 1/8
provides the best interpolation, although close values such as b = 1/9 are also compatible;
b = 1/8 is significantly one half of the value b = 1/4 found in [10] for the β model, that we
shall also find below in our analysis of the β model.

3.3 The Role of β

The value of the exponent a turns out to be independent of β , as far as β is different from
the Toda value βT = 2/3. This was checked by computing Teq as function of ε at sufficiently
large N = 2,047 (so that the thermodynamic limit, in the exploited range of ε, is practically
achieved), for different values of β , namely β = 2βT = 4/3, 2 and 4. The result is reported
in Fig. 5, see the three rightmost curves; the computed values of the slope turns out to be
a " 2.25 for all such values of β , within 1%.

The power-law changes, however, if β = βT : in this case indeed we find a = 3, within
about 1%; see in the figure the line interpolating the black squares. As is remarkable, the
same power law is found for the generalized FPU potential (8), whenever β = βT and
γ #= γT . For example, the line interpolating the dots in Fig. 5 refers to γ = −γT = 1/3
and δ = 3δT = 2/5 (as already remarked, δ > 0 is necessary to avoid instability). In this
case too, the computed exponent is 3 within 1%. It is then natural to continue the investiga-
tion, by considering models tangent to Toda one order up, i.e. with γ = γT , too, and δ #= δT .
This was done for δ = 3δT and 6δT , and the result are the two leftmost lines in Fig. 5. The
exponent now is a = 4, within the same precision. For all curves, error bars in principle

15年2月6日金曜日図 3.38: 緩和のベキ則Teq = Aϵ−aの指数 aに関する結果。模型はFPUαβ模型，横軸
は 1/ϵ，縦軸は緩和時間Teqで，プロットシンボルの違いはmodified FPU模型のパラ
メタの違いを表している。また，N = 2047, α = −1, βT = 2/3, γT = −1/3, δT = 2/15

である。ベキ則の指数 aは β ̸= βT においてはβの値に依存せず約 2.25で不変である
（図中の浅い傾きを持ったデータ系列群，，すなわちダイヤ型，□，△のシンボル）。
一方，β ≈ βT では a ≈ 3に増加する（■，●，▲，★のシンボル）。（文献 [BP11]

より転載）
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Fig. 4 Left: the equilibrium time Teq as function of ε−1, in log–log scale, for N = 63, 127, 255, 511, 1,023,
2,047, 4,095. Right: the same quantity as function of ε−1/8, in semi-log scale, for N = 63, 127, 255, 4,095

confused), but the data at t = 104, 105 show that the short-time energy spectrum is the same,
and moreover, as is very important, the long-term evolution towards energy equipartition
is then practically identical: lines at different times do exactly superimpose. We exploited
other choices of the initial data, with identical result.

3.2 The Equilibrium Times

Let us now come to the main target of our investigation, namely the dependence of the
averaged equilibrium time Teq, as defined above, on N and ε.

Figure 4 (left) shows the behavior of Teq vs. 1/ε, in log–log scale, for different values
of N , namely N = 63, 127, 255, 511, 1,023, 2,047 and 4,095, at fixed β = 2. Error bars
(three std. deviations) are included, although not well visible for large N because much
smaller then the symbol size. The figure shows that individual curves, for small N , are not
straight lines, i.e., are not power laws; for large N , however, they progressively flatten, for
larger and larger intervals, on a line, and are practically indistinguishable from it, in the
exploited range of ε, already for N = 1,023. So, the line, that is a power law as in (7),
provides the dependence of Teq on ε in the thermodynamic limit. The computed value of the
exponent, i.e. the slope of the line in the figure, is

a " 2.25 = 9/4.

Concerning individual curves, a careful inspection shows that the upper part of them is rather
well interpolated by a stretched exponential, precisely

Teq ∼ exp(ε∗
N/ε)b, b = 1/8;

see the right panel of the figure. By growing N , we did not observe any convergence of
the lines appearing in the right panel to a limit line: their slope ε∗

N progressively decreases,
while the point at which the linear behavior (the stretched exponential) starts, moves to the

15年2月6日金曜日図 3.39: 緩和時間のエネルギー密度依存性。パラメタはα = −1, β = 2に固定してお
り，横軸は 1/ϵ，縦軸は緩和時間Teqを表す。プロットシンボルの違いはシステムサイ
ズの違いを示している。熱力学極限に向けて緩和時間はベキ則 Teq = Aϵ−a, a = 2.25

に収束してゆく様子が確認できる。システムサイズが小さい場合にはベキ則からの
分離（stretched exponential Teq ∼ exp(ϵ∗/ϵ)b）が見られる。ベキ則から分岐する点
はシステムサイズが大きいほど低 ϵ側（図中右側）にずれていることが分かる。こ
のような power lawと stretched exponential lawの crossover はFPUβ模型の場合に
も（より顕著に）見られる。（文献 [BP11]より転載）
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Fig. 6 Left: the averaged equilibrium time Teq as function of β , for N = 2,047 and ε = 1.4×10−3, semi-log
scale. Right: same quantity as function of |β − β0|, β0 = 0.7; squares: β < β0, triangles: β > β0

are reported in the figure, but are smaller than the symbols, and so almost invisible. It is
worthwhile to stress that β #= βT is the only case for which the exponent a is noninteger.
We did not study the further case δ = δT ; we guess that to a tangency of order s ≥ 4 there
corresponds an exponent a = s − 1.

We found it interesting to investigate more carefully the (commonly neglected) role of
β in the α + β model, by looking at the dependence of Teq on β at fixed ε. Figure 6, left
panel, shows Teq as function of β , for ε = 1.4 × 10−3 and N = 2,047, in semi-log scale.
The figure shows a very pronounced peak (recall the vertical scale is logarithmic) close to
βT ; quite clearly, even models with β close to zero—including the pure α model—appear
here as perturbations of Toda. The center of the peak is not exactly at βT , but at β0 % 0.7,
and this is likely due to the fact that, for β close to βT , the higher order terms get also
important. The right panel of the figure shows Teq as function of |β − β0|, this time in log–
log scale. The result is with good approximation a line of slope −2, representing a law of
the form

Teq ∼ (β − β0)
−2. (10)

The line in the figure is a least-squares fit of all points with β > β0 but the leftmost one,
and remarkably, the same line reasonably fits also most points with β < β0. The excep-
tional points are the closest to β0 and thus to the Toda value βT ; it is not surprising that
for β % βT , the higher order terms in the potential become important and the law (10) fails.
The small difference between β0 and βT looks like a phenomenological way to keep into
account the effect of such terms, and one can conjecture it would disappear by repeating
computations with V (r) = VT (r) + (β − βT )r4 in place of the FPU potential (2). Keeping
into account the power-law (7) with a = 9/4, the resulting law for Teq, in the thermodynamic
limit, is

Teq = C ε−1/4[(β − β0)ε
]−2

, β0 % βT , (11)

with some positive constant C.
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図 3.40: 緩和時間の β依存性。左図では横軸を β，右図では横軸を |β−β0|とし，縦
軸はいずれも緩和時間 Teqを表している。なお左右の図は同一データから生成され
たものである。左図において確認できる β = βT 付近のピークに着目し，ゼロでな
い発散点をもつベキ則 Teq ∼ (β − βT )

−2が示唆されている（右図）。ただし β0 = 0.7

である。（文献 [BP11]より転載）
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Fig. 11 A test of expression (13), also showing the crossover from the α+β to the pure β model. Parameters:
β = 2, ε = 10−4 (squares), 2 × 10−4 (circles), 4 × 10−4 (triangles). Both panels show T

(αβ)
eq vs. |α|, in

log–log scale. Left: the lines with slope (approximately) −0.5 show the factor |α|−1/2 in front of (13); the
horizontal lines provide the value of T

(β)
eq of the pure β model, so as to show the crossover. Right: same data;

the continuous line represents (13), with C chosen so as to fit exactly one point (same C for the three curves)

It is interesting to test such an expression by moving α to zero, at fixed β and ε; indeed, in
this limit the content of the square bracket goes to a constant, so it is possible to isolate and
test separately the presence of the factor α−1/2 in front of it. Expression (13) has however a
problem: the divergence for α → 0 cannot be true, since the limit of the model for α → 0
is not an integrable model, but the pure β model (similarly, for β → β0 we do not have a
real divergence but only a peak). Practically, for α → 0 we should expect a crossover from
expression (13) to the expression found for the pure β model, namely

T (β)
eq (β, ε) = Dε−1/4(βε)−2,

with a suitable constant D.
Figure 11 shows the dependence of T

(αβ)
eq (α,β, ε) on |α| (we are using negative α) for

N = 2,047, β = 2 and three different values of ε, namely ε = 10−4, 2 × 10−4, 4 × 10−4, in
log–log scale. In the left panel one can observe (i) the peak when |α| = √

β/c % 1.7; (ii) an
interval where the factor α1/2 in front of (13) appears rather clearly (the computed slope, top
to bottom, is 0.51, 0.50, 0.48; solid symbols indicate the interval used to fit the slope) and
(iii) the crossover to the constant value T

(β)
eq (β, ε), represented in the figure by horizontal

lines.
The right panel shows the same numerical points, but in place of the two interpolating

lines, useful to observe the crossover, we plotted the curve (13), with C (the same constant
for the three curves) chosen so as to fit exactly one particular point in the center of the
figure (ε = 2 × 10−4, |α| = 0.1). Although minor discrepancies are present, it looks rather
evident that expression (13) is substantially correct. We admit we have been a little surprised:
expression (13) was guessed just as a possible match between two asymptotic laws for Teq,
namely the ε−9/4 behavior and the (β − β0)

−2 behavior around β = β0; it is not obvious it
holds so generally. Understanding (13) theoretically looks a noneasy challenge.

15年2月6日金曜日

図 3.41: 一般化された緩和表式 (3.38)と数値実験の比較。横軸は ||alpha，縦軸は緩
和時間 T

(αβ)
eq で左右の図は同一のデータを表示している。左図は３つの領域（低・

中・高 |α|）の性質を示しており，低い |α|では緩和時間がほぼ一定となり，FPUβ

模型の緩和時間 T
(βϵ)
eq へのクロスオーバーが見られる。中程度の |α|においてはファ

クター α1/2の効果が鮮明に観察され，|α| =
√

β/c ≃ 1.7付近にピークが存在する。
右図は一般的な緩和表式（Tαβ

eq (α, β, ϵ) ∼ C|α|−1/2ϵ−1/4 [(β − cα2)ϵ]
−2

, c ≃ 2/3）と
比較したものである。数値計算の結果は一般表式ときわめてよく一致している。な
お，右図において定数Cはすべて同じ値を取っている。（文献 [BP11]より転載）
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Fig. 8 Left: as in Fig. 7, but initial excitation of modes with 1
64 ≤ k/N ≤ 5

64 . Right: a zoom on the small
k/N region

Fig. 9 Left: the equilibrium time Teq as function of ε−1, in log–log scale, for the pure β model; N = 127,
255, 511, 1,023, 2,047, 4,095, 8,191, 16,383, 32,767. Right: the same quantity as function of ε−1/4, in
semi-log scale, for N = 127, 255, 511, 1,023, 16,383. Initially excited modes: 0 < k/N ≤ 0.1

compared with Fig. 4, which instead refers to the α + β model. The behavior is clearly very
similar: for large N (left panel) all curves flatten on a line, that is, for the pure beta model
too, in the thermodynamic limit, Teq obeys a power law. Quite significantly, the exponent
looks the same as for the α + β model; the best numerical result is indeed a = 2.26 ± 0.05.
For small N , similarly to the α + β model, individual curves follow a stretched exponential
(right panel). The best choice of the exponent is now 1/4 (as in [10]) rather than 1/8.

Figure 9 shows with greater evidence than Fig. 4 that the study of the thermodynamic
limit is not trivial. Let us use here the self-evident notation Teq(N, ε); quite clearly, to work
out the behavior of the model in the thermodynamic limit, it is not enough to select a large N ,
and to study Teq(N, ε) as function of ε: unavoidably, by lowering ε, this introduces finite-

15年2月6日金曜日
(a) 初期励起パケットが ω = 0に接している場
合 (0 ≤ k/N ≤ 0.1)
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Fig. 10 Same as Fig. 9, but initial excitation of modes with 1
64 < k/N ≤ 5

64

size effects. It is instead mandatory, for each ε, to preliminarily grow N till Teq(N, ε) prac-
tically reaches the limit Teq(∞, ε); this requires N to be larger and larger, for small ε. This
is very expensive numerically, if one wants to reach small values of ε, so as to distinguish a
power law from an exponential, but cannot be avoided: the two limits N → ∞ and ε → 0
definitely do not commute.

At variance with the α +β model, the thermodynamic limit of the pure β model depends
on the initial data (even if low modes only are excited), more precisely it is sensitive to the
fact that the frequency of the excited modes is bounded away from zero. Figure 10 refers to
initial data with k/N as in (12) and shows, in the usual way, Teq as a function of ε for selected
values of N , ranging as before from 127 to 32,767. The difference with respect to Fig. 9, left
panel, is evident: the thermodynamic limit, in the explored range of ε, has been reached, but
this is no longer a power law. The right panel of the figure, where Teq is plotted vs. ε−1/4 in
log–log scale, shows that for sufficiently small ε, even in the thermodynamic limit, Teq(ε) is
a stretched exponential. This is precisely the law obtained in [10] (by observing N = 511),
that we here confirm.

Figure 10 (left) shows that for not too small specific energy (ε ≥ 10−2) the equilibrium
time follows a power of 1/ε, with exponent 2.4. In a similar range of energies, a power
law with exponent 3 was instead obtained in [8]. Such a difference is due to the different
indicators chosen to measure the equilibrium time: indeed, as explained in Sect. 2.2, our
parameter E is only sensitive to the growth of the tail (k > N/2), while the usual spectral
entropy considered in [8] depends on all modes (and is mainly sensitive, in our experience,
to the redistribution of energy among low modes, which is not the same phenomenon). We
confirm the validity of the exponent 3, in that range of ε, if the usual indicator is chosen.

4.3 The Crossover from the α + β Model to the Pure β Model

Let us reconsider the expression (11) of Teq for the α + β model. Such an expression was
obtained for α = −1, but taking into account that the only relevant parameters in the problem
are |α|ε1/2 and βε, the expression naturally generalizes to

T (αβ)
eq (α,β, ε) = C|α|−1/2ε−1/4[(β − cα2)ε

]−2
, c & 2

3
. (13)
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(b) 初期励起パケットが ω = 0に接していない
場合 (1/64 ≤ k/N ≤ 5/64)

図 3.42: 一般化された緩和表式 (3.39)が有効であるかどうかは初期励起パケットの配
置の仕方に依存する。初期励起パケットが0 ≤ k/N ≤ 0.1の場合，一般化されたFPUβ

の緩和則 (3.39)が熱力学極限で成立するが，初期励起パケットが 1/64 ≤ k/N ≤ 5/64

の場合，大きなシステムサイズでも stretched exponential的な遅い緩和が生き残る。
後者の初期条件では，0 ≤ k/N ≤ 1/64の間のギャップを埋めるために時間を要し，
そのために高周波数モードにエネルギーが流れにくくなっているためだと解釈され
ている。（ T β(β, ϵ) = Dϵ−1/4(βϵ)−2, D = const.）（文献 [BP11]より転載）
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3.5 本研究の背景と目的
孤立系が非平衡状態から平衡状態へ緩和するという不可逆現象を力学過程として
理解するため，本論文は大自由度ハミルトン系，特に非線形相互作用をもつ連成振
動系を考察の対象とする。非可積分性をもつ大自由度ハミルトン系に典型的に発生
すると考えられる乱雑で予測不能な運動＝カオスと緩和の関係性について考察する
ことが主要な興味となる。
前節まで紹介した通り，非線形格子振動系における緩和には，通常の統計的な仮
定の下では想定されない非自明な「遅さ」が伴う。すなわち「エルゴード性や混合
性が欠落した状況下での緩和過程」が見られ，そこには指数的減衰をもつデバイ型
の緩和は現れない。
1950年代，Fermi, Pasta, Ulam (FPU)は非線形格子振動系を用いて非可積分性と
カオスおよび緩和の関係性を論じ，素朴な予想に反してエネルギー等分配則が破れ
る現象 (FPU paradox)を見出した [FPU55]。彼らの発見は「非可積分性が必ずしも
混合性・カオス性とは直結しない」ことを示したと言える。これ以降，FPU paradox

がどのような条件で発生し，消失するのか（すなわち等分配状態が達成されるか）
という観点から，パラメタ空間における臨界線 (stochasticity limit)が提唱された
[IC66, IKC70] 。しかしながら，この stochasticity limitはダイナミクスの詳細なプ
ロセスを考慮したものではなく，系の動的な性質を反映したものにはなっていなかっ
た。1980年代に入ると，Fucitoらの研究 [FMM+82]に端を発してダイナミクスの詳
細に立ち入った研究が徐々に行われるようになり，主要な問題は「FPU paradoxの
残存・消滅」から「タイムスケールの分離」へと移り始める。臨界線 (stochaticity

threshold)もまたそのような文脈で定義し直された。その後，系統的な研究が相次
ぎ，FPU模型における緩和の遅さは徹底的に調べられた。
これら系統的な研究においては，緩和特性の励起エネルギー（エネルギー密度）
依存性，システムサイズ依存性，初期条件依存性が議論され，緩和のスケーリング
則が導かれるなど，遅い緩和の全体像を捉えるという意味できわめて大きな貢献を
したと言える。しかしながら，「なぜ遅いのか」という問題意識を基盤として，緩和
の遅さを相空間の軌道と結びつけて理解しようとする試みは十分とは言えなかった。
そこで我々は「粗視化された観測量で見られる緩和過程」と「相空間の微視的情
報であるところの軌道不安定性・カオス性」を比較することによって緩和の力学過
程を明らかにすることを目的とする。本論文では，種々の粗視化量と Lyapunovス
ペクトルを比較することにより緩和過程と軌道の遍歴過程を結びつけ，そこから詳
細な力学的性質を抽出することを試みる。
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第4章 模型と方法

本章では，Fermi-Pasta-Ulam模型の数値解析に関する方法を記述する。まずは，
先行研究よりも一般的でかつ恣意性を排除した緩和指標が導入され，それらの時間
発展から緩和時間が定義される。また，粗視化された緩和指標の挙動を観察するこ
とに加え，微視的情報，すなわち軌道の局所的不安定性（双曲性）を対応させるこ
とで，緩和ダイナミクスを特徴付けることが試みられる。

4.1 模型
以下，非線形相互作用で結合された 1次元の格子振動系 (Fermi-Pasta-Ulam模型)

（図 4.1）を扱う。系のハミルトニアンは

HFPU =
N∑
i=1

p2i
2m

+
N∑
i=0

[
κ

2
(qi+1 − qi)

2 +
α

3
(qi+1 − qi)

3 +
β

4
(qi+1 − qi)

4

]
, (4.1)

となり，系は最近接作用するN +2個の粒子から構成される。サフィックス iは粒子

3次・4次の非線形項

(Fermi, Pasta, Ulam, 1955)

固定端 ...... 固定端
0 1 2 N-1 N N+1
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N���
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(qi+1 � qi)

2

+
N���

i=0

�

3
(qi+1 � qi)

3 +
N���

i=0

�

4
(qi+1 � qi)

4m = 1,� = 1
FPU�� (� = � = 0.25)

※ FPUβ（固定端条件，最低周波数モードの単一励起）は取り扱わない。
    ・選択則による偶数モードの禁制
　 ・エネルギー等分配に到達しない
　

→ 各モード　　　　          間のエネルギー移動を見る。(k = 1,2, · · ·,N)

エネルギー等分配に向けた緩和過程。

初期条件：最低周波数モード 　　　 を単一励起 (k = 1)

Fermi-Pasta-Ulam非線形格子振動模型

14年11月28日金曜日

図 4.1: Fermi-Pasta-Ulam (FPU) 非線形格子振動模型

番号を表し，0からN + 1までの値を取るものとする。pi, qiはそれぞれ第 i番目の
粒子の一般化運動量と一般化座標で，κ, α, βはそれぞれ調和，3次，4次ポテンシャ
ルの係数を表す。粒子の質量はmで均質であるとする。本論文の全体を通して，境
界条件は固定端条件

q0(t) = 0, qN+1(t) = 0, (4.2)

p0(t) = 0, pN+1(t) = 0, (for all t) (4.3)

とし，したがって可動粒子数は N となる。また各ポテンシャルの係数は κ = 1，
α = β = 1/8（FPUαβ模型 1），質量はm = 1で固定する。対応するハミルトン正

1 本研究では FPUα模型および FPUβ模型は扱わない。前者に関しては高エネルギーにおけるポ
テンシャル井戸領域からの離脱がある。また後者に関しては，模型依存の特殊な選択則 [SHI75][SI76]
により，初期励起が偶数モードであった場合には奇数モードへのエネルギー流入が禁制され，奇数
モード励起の場合には偶数モードへのエネルギー流入が禁制されるため，すべてのノーマルモード
間でのエネルギー等分配が原理的に実現しない。
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準方程式は 8次のシンプレクティック法 [Yos90][McL95] によって積分 2され，時間
刻みは∆t = 5 × 10−3とする。この時間刻みは熱力学極限 (N → ∞)において系内
で最も速い時間スケールを持つモードの周期の約 628分の 1に相当する。また数値
計算は tmax = 2× 106まで行われ，これは 4× 108ステップの計算となる。全系の力
学的エネルギーは相対誤差 |Efinal − E0|/E0 × 100 ≃ 10−10%で保存している。

4.2 基準振動分解
ハミルトニアン (4.1)に対応する正準方程式の解 (p, q) から基準座標・基準運動量

(P ,Q)への変換は，離散フーリエ変換

Qk(t) =

√
2

N + 1

N∑
i=1

qi(t) sin
ikπ

N + 1
, (4.4)

Pk(t) =

√
2

N + 1

N∑
i=1

pi(t) sin
ikπ

N + 1
, (4.5)

でおこなわれる。サフィックス kはモード番号を表す。第 k番目の基準振動エネル
ギーEkは

Ek(t) =
P 2
k (t)

2m
+

1

2
mω2

kQ
2
k(t) (k = 1, · · ·N), (4.6)

で与えられる。ここで ωkは第 k番目のモードの周波数で

ωk = 2

√
κ

m
sin

[
kπ

2(N + 1)

]
, (4.7)

となる。調和系 (α = β = 0)においてはN 個の基準振動エネルギーEkはすべて系
の第一積分となる。したがって各基準振動間のエネルギー輸送は禁制されている。
しかし，付加された非線形性によって保存量が破壊され，エネルギー輸送が可能に
なることで，ダイナミカルにモード間エネルギー等分配状態が達成されることが素
朴には期待される（図 4.2）。しかしすでに述べた通り，低エネルギー領域では等分
配則が破れることが知られている（FPU paradox [FPU55]）。

4.3 初期条件
初期条件として，時刻 0で最低周波数モードを単一励起する場合 (k0 = 1)を考え
る。系のエネルギーE0はポテンシャルパート V0と運動エネルギーパートK0にあ

2積分スキームの詳細は付録を参照。
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る比率 γで分配することとする：

V0 = γE0, K0 = E0 − V0.

qi(0) = ±A0 sin

(
2πik0
N

)
.

pi(0) = ±2

√
mK0

N + 1
sin

ik0π

N + 1
. (4.8)

ここで，励起の振幅A0は FPUハミルトニアン (4.1)のポテンシャルパートが V0と
なるように調整される定数である。
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P030  Dynamics of Slow Relaxation to Equipartition in a
Hamiltonian System with Many Degrees of Freedom
- FPU Nonlinear Chain Hironori MATSUYAMA, Tetsuro KONISHI

by normal mode analysis...

・extremely slow relaxation
・two or multi stage relaxation

14年11月28日金曜日

図 4.2: 非線形性により第一積分である基準振動エネルギーが “破壊”され，基準振
動間のエネルギー輸送が可能になる。

4.4 粗視化された緩和指標
相空間のエネルギー曲面の混合性が十分であるならば，古典平衡統計力学の帰結
通り，基準振動間のエネルギー等分配

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Ek(t)dt = E0/N (for all k), (4.9)

が成立する。熱化の度合いを定量化するために，「等分配状態からの距離」として σ

σ(t) =

[
1

N

N∑
k=1

(
ρk(t)− ρ∗

)2]1/2
, ρ∗ =

1

N
, (4.10)

を導入する。ここで ρkは第 kモードエネルギーが全基準振動エネルギーに対して占
める割合

ρk(t) =
Ek(t)∑N
l=1 El(t)

,
N∑
l=1

ρl(t) = 1, (4.11)
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としている。すなわち，(4.10)は，「各モードが等分配状態において取るべき値 ρ∗ =

1/N から平均的にどれだけ乖離しているか」を表す指標となる。(4.10)と同様の指
標は過冷却液体 [TMK89]，自己重力多体系 [TKG94][TTK98]，タンパク質 [SST00]，
鎖状多体系 [KY10] に関する研究でも用いられている。
FPU系の緩和過程が観察される際，Shannon情報量によって定義されたスペクト
ラル・エントロピー

S(t) = −
N∑
k=1

ρk(t) log ρk(t), (4.12)

が等分配の指標としてしばしば導入される [LPR+85, PL90, PCS91, KLR94, Yos96,

CCSPC97]。しかしながら，この指標は対数関数の性質から，エネルギー分配の詳
細（特に tail modesの成長に対して）鈍感な指標となることを注意しておきたい。
Berchiallaらは，スペクトラル・エントロピーとは異なる指標を導入 [BGG04]してい
るが，彼らの指標はすでに 3.4.1で述べたように，エネルギー輸送の方向や natural

packet phenomenaの存在を仮定するなど，若干の恣意性を伴うものであると考えら
れる。そこで我々は，より一般的で恣意性を極力排除した指標 σを用いることとす
る。さらに補助的な指標として，スペクトラル・エントロピーから計算される「有
効励起自由度」Nexを導入する。（これはいくつかの先行研究においても用いられて
いる）

Nex(t) = exp [S(t)] . (4.13)

なお，σとNexは熱化に向けてそれぞれ 0に減少，logN に増加する関数である。

4.5 Lyapunov spectrum 解析 - 軌道不安定性
前節で導入した「等分配からの距離」σおよび「有効励起自由度」Nexはいずれも
粗視化された熱化の指標である。この粗視化された量が示す緩和過程と相空間にお
ける微視的状態，すなわち軌道の不安定性の対応関係を観察することでダイナミク
スを理解するため，Lyapunovスペクトル解析を行う。Lyapunov指数は，軌道の不
安定性，すなわち近接した独立な 2本の軌道の指数的発散の傾向を定量化したもの
で，軌道のカオス性を実質的に反映する量となる。

4.5.1 Lyapunov指数およびLyapunovスペクトルの定義
いま，N 自由度ハミルトン力学系

dx

dt
= f(x), (4.14)

を考える。ここで xは全自由度の運動量と座標を要素とするN 次元ベクトル x =

(x1, · · · , xN , xN+1, x2N) = (p1, · · · pN , q1, · · · qN) = (p, q) をあらわす。これは 2N 次
元相空間上の状態点となり，系はある初期条件

x0 = (x0
1, x

0
2, · · · x0

2N), (4.15)
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のもとで時間発展し，相空間内に軌道x(t)を描く。また，系のハミルトニアンをH

とすると

f(x) = (f1(x), · · · fN(x), fN+1(x), · · · f2N(x)) (4.16)

=

(
−∂H

∂q1
, · · · ,− ∂H

∂qN
,
∂H

∂p1
, · · · , ∂H

∂qN

)
, (4.17)

となる。
次に相空間内の微小変位（2つの独立な軌道の “ずれ”）の時間発展を捉えるため，
この力学系に付随する変分方程式（すなわち接空間の方程式）

d

dt
(δx) = Df(x) · δx, (4.18)

を考える。これは，軌道をわずかに摂動するという状況設定 x(t) → x(t)+ ϵδx(t)

のもとで元の力学系を 1次まで展開することで得られる。すなわち接空間方程式は，
オリジナルの軌道と摂動された軌道の間のズレに関する時間発展を記述している。こ
こで δxは元の力学系に対する 2N次元接ベクトルを表し，Dfは (2N × 2N)-Jacobi

行列で，その要素は
[Df(x)]ij =

[
∂fi
∂xj

(x)

]
. (4.19)

すなわちハミルトニアンの 2階偏微分で与えられる。接空間方程式 (4.18)は，元の
力学系 (4.14)の軌道 x(t)を参照軌道としながら，ある初期条件

x0 = (x0
1, x

0
2, · · · x0

2N), δx0 = (δx0
1, δx

0
2, · · · , δx0

2N), (4.20)

のもとで
δxi(t;x

0, δx0), (4.21)

なる解をもつ。(4.18)の解は形式的に指数解

δx(t) = exp

[∫ t

0

Df(x(t′))dt′
]
δx(0) ≜ Λ(t)δx(0), (4.22)

となる。ここでΛは 2N × 2N 行列である。いま

||δx(t)||2 =t δx(t) · δx(t) =t δx(0)tΛΛδx(0), (4.23)

であり，これにより参照軌道 x(t)の安定性に関する議論は行列 tΛΛの固有値問題
に帰着される。すなわち固有ベクトルを vとして

tΛΛv = exp(2λt)v, (4.24)

となる。このとき λの長時間平均を Lyapunov指数という。
線形微分方程式 (4.18)には 2N 個の独立な解が存在し，これらは各固有ベクトル
方向に関する情報を与える。各方向に対応する固有値 νiについての対数の長時間平
均を第 i Lyapunov指数 λiと呼ぶ：

λi(x
0, δx0) = lim

t→∞

1

t
log |νi| (i = 1, · · · , 2N). (4.25)
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このように 2N次元相空間においては 2N本の方向に対してそれぞれLyapunov指数
が定義され，その組 {λ1, λ2 · · · , λ2N}は Lyapunovスペクトルと呼ばれる。一般に，
Lyapunovスペクトルのうち少なくともひとつLyapunov指数が正である状態を指し
て「カオス」と呼称し，十分に大きな正の数を持つならば，運動は高い混合性を示
すと考えることができる。系がハミルトン系である場合には, そのシンプレクティッ
ク性により特別に Lyapunovスペクトルの対称性が成立する：

λi =− λ2N−i+1 (i = 1, · · · 2N). (4.26)

(λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ2N).

したがってハミルトン系の場合には，独立な Lyapunov指数の個数は相空間次元の
半分（すなわち自由度の数）となる。この対称性を数値的に観察することで，接空
間方程式の数値積分および Lyapunov指数の算出が正しく遂行されていることを確
認している（図 4.3）。 FPUαβ，N=32, 0.50pp

14年8月26日火曜日

図 4.3: FPU模型のLyapunovスペクトルの例。ハミルトン特有の対称性を確認する
ことで計算の妥当性を確かめる。

4.5.2 最大Lyapunov指数の数値的計算方法
以下，数値的に Lyapunov指数を求める方法について述べる。まず，最も簡単な
事例として，最大 Lyapunov指数を求めるスキームを考える。いま，ある変位の方
向を eとすれば，その方向に関する Lyapunov指数は

λ(e,x0, δx0) = lim
t→∞

1

t
log

∥Λ(t)e∥
∥e∥

= lim
t→∞

1

t
log

∥δx(t)∥
∥δx(0)∥

, e ≜ δx(0)

∥δx(0)∥
, (4.27)

と表される（図 2.2）。ここで eは一般に 2N 個の固有ベクトルの線形結合で表され
る。時間発展とともに Lyapunov指数がもっとも高い方向の運動が優勢となり，長
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時間経過後には変位 δxは最大 Lyapunov指数をもつ固有ベクトルに一致すること
となる。Lyapunov指数を数値的に扱う際の大きな問題はその発散である。すなわ
ち，カオスを示す系であれば少なくともひとつの Lyapunov数が正の値を持つため
に，参照軌道と摂動軌道が指数的に乖離し，接空間方程式 (4.18)における線形近似
が破綻してしまう。この場合，もはや摂動軌道の意味が失われている。
そこで，この指数発散の問題を回避するため，「軌道の引き戻し」を施す。この操
作は，(4.18)の線形近似が有効となる範囲で，Lyapunov指数がその方向 eのみに依
存し，大きさにはよらないことに着目している。すなわち，変位方向を保持しつつ
その大きさをリスケールし，参照軌道の近傍に別の摂動軌道を用意する方針を取る。
この計算スキームの概念図を図 4.4に示した。
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図 4.4: 数値計算において，正の Lyapunov指数がもたらす指数的発散を回避するた
めに変位ベクトルの方向を保持したまま軌道を「引き戻す」操作をする。Lyapunov

指数が変位の大きさには依存せず方向のみによって決まるという性質から，変位ベ
クトルの大きさをリスケールすることが許される。

いま，初期変位ベクトル δx0
0がごく短時間∆t 経過ののち (4.18)によって δx1

0へ
写されるとする。この δx1

0の方向を保持しながら，その大きさを初期変位ベクトル
の大きさ ∥δx0

0∥にまで縮め，ベクトル δx1
1を構成する：

δx1
1 = ∥δx0

0∥ ·
δx1

0

∥δx1
0∥
. (4.28)

ここで上付きサフィックスは「時刻」をあらわし，下付きサフィックスは「引き戻し
操作の回数」を表す。このように「接空間方程式による時間発展」と「軌道の引き
戻し操作」を順次繰り返す：

δxτ−1
i−1

(4.18)−→ δxτ
i−1. (4.29)

δxτ
i = ∥δxτ−1

i−1 ∥ ·
δxτ

i−1

∥δxτ
i−1∥

. (4.30)

これによりベクトル δx0
0, δx

1
0, δx

1
1, δx

2
1, δx

2
2, δx

3
2, δx

3
3,· · · を生成し，軌道の拡大

率を長時間にわたって平均すると最大 Lyapunov指数 λmaxが得られる：

λmax = lim
T→∞

1

∆t · T

T∑
τ=1

log
∥δxτ

τ−1∥
∥δxτ−1

τ−1∥
. (4.31)
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4.5.3 Lyapunovスペクトルの数値的計算方法
前節では最大 Lyapunov指数を数値的に取得する方法を見たが，Lyapunov指数
は本来相空間の次元と同じ個数存在する。次に，線形独立な 2N 個の方向に対する
Lyapunov指数 {λ1, λ1, · · · , λ2N}を求める方法を示す。それぞれの指数は，相空間内
の線形独立な各方向に対する不安定性を測る指標となり，最大 Lyapunov指数単独
よりも相空間構造に関して多くの情報をもつ。接空間方程式 (4.18)は線形なハミル
トン系であり，2N 個の独立な解 δx1(t), δx2(t), · · · δx2N(t) が存在する。これらは
Gram-Schdmitの方法を用いて δy1(t), δy2(t), · · · δy2N(t)に直交化され

δyi(t) = δxi(t)−
i−1∑
j=1

⟨δxi(t), δyj(t)⟩
⟨δyj(t), δyj(t)⟩

δyj(t), (i = 1, 2, · · · , 2N), (4.32)

となる。この δyi は Lyapunovベクトルと呼ばれ，Lyapunovベクトル（のうち少
なくとも一つが）指数関数的に伸びることを以てカオスが定義される。このとき，
第 i Lyapunovベクトルが指数的に引き延ばされる割合を長時間平均したものを第 i

Lyapunov指数といい，そのセットを Lyapunovスペクトルという：

λi = lim
t→∞

1

t
log

∥δyi(t)∥
∥δyi(0)∥

, (i = 1, · · · , 2N). (4.33)

まず，2N 次元相空間内に互いに直交する 2N 個の初期変位ベクトルの組

{δx0} = {δx0
1, δx

0
1, · · · δx0

2N}, (4.34)

を用意する。ここで各初期変位ベクトル δx0
i は 2N次元ベクトルで，上付きサフィッ

クスは時刻，下付きサフィックスは各直交方向に付けられた番号を表す。それらの
組である {δx0}は 2N × 2N行列となる。これら 2N個の初期条件のもとで接空間方
程式 (4.18)をシンプレクティック法 3によって直接積分し，各軌道を時間発展させ
る。時間発展によって得られた解ベクトルの組を

{δξ1} = {δξ11, δξ11, · · · , δξ12N}, (4.35)

とする。初期時刻では直交関係にあった δx0 は時間発展によって δξ1に写されるが，
一般にその直交性は壊れている。そこで，これらの解をGram-Schdmitの方法によっ
て直交化し，

{δη1} = {δη1
1, δη

1
1, · · · , δη1

2N}, (4.36)

とする。この ηiが指数的に引き延ばされる割合を長時間平均したものが Lyapunov

指数を与える。ここで，正の Lyapunov指数による計算のオーバーフローを回避す

3 元の力学系がハミルトン系であるなら，その接空間方程式もまたハミルトン系となり，シンプ
レクティック性を持つ。
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るため，そのノルムを毎時刻調整（正規化 4）して

{δx1} = {δx1
1, δx

1
1, · · · , δx1

2N}, (4.37)

を生成し，このセットを (4.18)に取り込ませて時間発展を継続する。ここまでのス
キームをある時刻 τ について整理すると以下のようになる：

(i) δxτ−1
i

(4.18)−→ δξτi . : symplectic integrator. (4.38)

(ii) δξτi
orthogonalization−→ δητ

i
normalization−→ δxτ

i . : Gram-Schdmit method. (4.39)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
δητ

1 = δξτ1 , δxτ
1 = δητ

1/∥δητ
1∥,

δητ
2 = δξτ2 − ⟨δξτ2 , δxτ

1⟩ δxτ
1, δxτ

2 = δητ
2/∥δητ

2∥,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

δητ
2N = δξτ2N −

2N−1∑
j=1

⟨
δξτ2N , δx

τ
j

⟩
δxτ

j , δxτ
2N = δητ

2N/∥δητ
2N∥.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

以上から Lyapunovベクトルの指数拡大率の累積時間平均

λi(t) =
1

∆t · T

T∑
τ=1

log
∥δητ

i ∥
∥δxτ−1

i ∥
, (4.40)

が求まる。また，注 4より

λi(t) =
1

∆t · T

T∑
τ=1

log ∥δητ
i ∥, (4.41)

となる。λi(t)は時間無限大 (t → ∞)の極限で Lyapunov指数 λiに一致する。また，
Lyapunovスペクトルから計算されるKolmogorov-Sinaiエントロピー

SKS =
N∑
i=1

λi, (4.42)

はある状態点の集合が相空間内を輸送されてゆく際の，領域の拡大率，すなわちN

次元体積要素の拡大率を意味している。

V (t) ∼ exp (tSKS) . (4.43)

以上の Lyapunovスペクトルの計算スキームのイメージ図を図 4.5に示しておく。
4一般に Lyapunov 指数は，参照軌道の初期条件 x0 と初期変位 δx0 に依存する量であるが，

[Ose68][BGS76] によれば，初期値空間においてルベーグ測度がゼロとなるような集合を除いて，
初期値に依存せずにある値に収束する。したがって，本論文中においては初期変位ベクトルの組
{δx0} = {δx0

1, δx
0
1, · · · δx0

2N}として正規直交ベクトルを選ぶこととする。この場合，各ノルムは
「微小ではない（大きさ１）」が，これは Lyapunov数が変位の大きさにとは無関係で方向だけで決
まる量であることから正当化される。したがって，「軌道の引き戻し」操作において「正規化」が行
われる。
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Detect the Orbital Instability – Lyapunov Analysis
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(a) Lyapunovスペクトルは微小変位超球の変形に際して主軸の伸長を定量化したもの
となる。

参照軌道

�x��1
1

�x��1
2

�x��1
3 ���

3
���

2

���
1

�x��1
1

�x��1
3

�x��1
2

���
1 ���

2

���
3

Gram-Schdmit

14年12月7日日曜日

(b) Lyapunovスペクトルの数値計算スキーム。

図 4.5: Lyapunovスペクトルのイメージ (a)と Lyapunovスペクトルの数値計算ス
キームのイメージ。接空間方程式による時間発展とGram-Schdmit直交化を繰り返
し用いて，各 Lyapunovベクトルの指数的成長の割合を求める。
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4.6 Hénon-Heiles模型の場合
ここでは，Hénon-Heiles 模型を例に Lyapunov スペクトラムと相空間内の軌道

（Poincaré写像）の比較を行うことにする。Hénon-Heiles模型 [HH64]は，銀河力
学系における第三積分（エネルギー，角運動量以外に相空間の運動領域を狭めるよ
うな保存量）を議論する中で提唱された，２自由度の非線形ハミルトン系である。
系のハミルトニアンは

H =
1

2m
(p2x + p2y) +

k

2
(q2x + q2y) + λ

(
q2xqy −

1

3
q3y

)
, (4.44)

と表され，粒子は 2次元ポテンシャル内を運動する（図 4.6）。相空間は (p1, p2, q1, q2)

の 4次元で張られ，エネルギー保存の拘束から実際の軌道は 3次元に展開している。
Hénon-Heiles模型の相空間では，トーラスが形作る「島構造」とカオスの「海」が
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14年12月11日木曜日図 4.6: Hénon-Heiles模型のポテンシャル曲面と等高線。

共存する様子が見られ，Poincaré-Birkhoffの定理が主張する相空間のフラクタル性
や摂動パラメタの増加に伴うトーラスの崩壊などが観測される典型例となっている。
図 4.7および図 4.8にHénon-Heiles模型の Poincaré surface of section Σ を示した。
横軸は qy，縦軸は pyを表しており，軌道が qx = 0を qx > 0で通過した点をPoincaré

写像としている。初期条件はエネルギー曲面上に一様にサンプリングしている。系
の摂動パラメタ（すなわちエネルギー）が低い領域においては周期的な相空間構造
（島）が見られるが，エネルギーの増加に伴って徐々にランダムな点列（カオスの
海）が広がる様子が確認できる。また図 4.9から，Poincaré-Birkhoffの定理が主張
する相空間の階層的構造を確認することができる。図 4.10にはいくつかの軌道に対
するPoincaré写像と Lyapunovスペクトルを示した。周期的運動が見られる場合に
は Lyapunov指数はゼロに減衰するが，周期軌道が破壊されてカオスが発生する場
合にはゼロでない値を取るようになる。
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14年12月11日木曜日
図 4.7: Hénon-Heiles模型における Poincaré断面の様子。
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E=0.1650

14年12月11日木曜日 図 4.8: Hénon-Heiles模型における Poincaré断面の様子。
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図 4.9: Poincaré-Birkhoffの定理の主張どおり，相空間が階層構造を形成している。
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図 4.10: Hénon-Heiles模型における Poincaré断面と Lyapunovスペクトルの関係。

114



第5章 Multistage Slow Relaxation

5.1 プラトーおよび遅い多重緩和過程
まず 4.4において導入した粗視化された緩和指標 σ(4.10)およびNex(4.13)の性質
を見るため，2つの典型的な例（高エネルギー，低エネルギー励起）に関してその
挙動を見てみることにする。いま，σとN exを長時間平均

σ(t) =
1

t

∫ t

0

σ(t′)dt′, (5.1)

Nex(t) =
1

t

∫ t

0

Nex(t
′)dt′, (5.2)

とし，これらとモードエネルギー占有率の長時間平均 ρk と比較して例示する（図
5.1）。ただし模型のパラメタは κ = 1, α = β = 1/8,m = 1であり，本論文を通して
これらは変更されない。励起エネルギーが低い場合 (図 5.1(a)，5.1(b)，E0 =0.575,

ϵ0 = E0/N = 1.797 × 10−2，N = 32)，にはモードエネルギー間のエネルギー交換
が十分にされず，本来分配されるべき 32個のモードのうちわずか 6個のモードだけ
が支配的にエネルギーを占有し，さらに各モードは互いに異なる特定の値へ収束し，
計算時間中 (tmax = 2 × 106) にエネルギー等分配が達成されない。なお，この計算
条件は，FPUのオリジナル論文において再帰現象が確認されたパラメタ領域付近に
ある。この非混合的な緩和の様子は，σ，N ex ではプラトーという形で現れる。一
方エネルギーが高い場合 (図 5.1(c)，5.1(d)，E0 =3.575, ϵ0 = E0/N = 1.117× 10−1，
N = 32)，各モードエネルギーは共通の値へと収束して等分配が達成され，σおよ
びN exは順調にその値を減少・増加させている。
図 5.1ではデモンストレーションのために 2つの極端な ϵ0の場合を示したが，よ
り広い ϵ0 領域に関する結果を図 5.2 に示す。図中のプロットシンボルの違いはエ
ネルギー密度 ϵ0 の違いを表し，ϵ0が低い系から高い系の順に図中上から下に並ん
でいる。エネルギー密度の領域は ϵ0 = 2.344 × 10−3, · · · , 3.695 × 10−1 で，等間隔
∆ϵ0 = 7.813×10−3で 48分割している。またここで示した結果は 10の異なる初期励
起位相の軌道を平均化したものである。低いエネルギー密度に関しては先の例に示
したように緩和が数値計算中に達成されず，プラトーが最後まで持続している。ま
た中間エネルギー密度領域では緩和の途中にプラトーが形成され，熱化が長時間阻
害されたのち，プラトーが崩壊して緩和が遂行される様子が見られる。エネルギー
密度が高くなるとプラトーはほとんど確認されず，緩和は比較的速やかに遂行され
ることがわかる。エネルギーが低い場合に見られる振動ゆらぎは，再帰現象に由来
するものである。結果として，緩和過程にプラトーが形成されこれがボトルネック
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としてはたらくことで緩和が大幅に遅延する様子が確認できる。
プラトーに挟まれた二段階緩和はガラス転移における α緩和と β緩和ときわめて
よく似ている。二段階ダイナミクスの存在についてはこれまでも先行研究で報告され
ている。本研究ではそれらとは異なる指標で同様に二段階緩和 (two-stage relaxation)

を確認した。しかし，より詳細な観察によると，特に小さなシステムサイズの系に
おいて，多段階緩和 (multistage relaxation)が存在することが分かる。
multistage relaxationの顕著な例を図 5.3に示した。上図はN = 32 (ϵ0 = 4.141×

10−2, 5.703 × 10−2, 6.484 × 10−2, 7.266 × 10−2)，下図は N = 16 (ϵ0 = 2.648 ×
10−1, 2.055 × 10−1, 2.211 × 10−1, 2.289 × 10−1, 2.602 × 10−1)の場合の計算結果で，
さまざまな初期励起位相から計算したものを示している。上図においては t ∼ 103

から 104にかけて，下図においては t ∼ 2.5× 102から 7.5× 103にかけて，緩和の凍
結状態（プラトー）が確認できる。このプラトーはある時刻で崩壊し，緩和が再開
するが，その後の緩和にはいくつもの「小さなプラトー」もしくはプラトーとまで
は言えない「なだらかなスロープ」による階段状の構造が見受けられる。すなわち
興味深いことに FPU模型における緩和には「遅さ」があるだけでなく，「多段階性」
が伴うことが分かる。

5.2 緩和時間 - 緩和の全体像を引き出す
前節においてFPU模型が示す緩和はただ単純に遅いだけでなく，そこに多段階性
があることが分かった。次に，この多段階緩和およびプラトーの形成をクリアに捉
えるため，緩和時間を導入し，励起エネルギー密度の関数として算出する。
いま，あるエネルギー密度 ϵ0のもとでダイナミクスが時間発展し，σ(t)がある緩
和判定レベル σ◦を通過したとする。このときの通過時刻を緩和時間 τσ◦として定義
する（図 5.4）。これにより，あるひとつの緩和判定レベルを設定することで緩和時間
を励起エネルギーの関数として表現することができる（図 5.5）。なお，エネルギー
密度の領域は ϵ0 = 2.344× 10−3, · · · , 3.695× 10−1 で，等間隔∆ϵ0 = 7.813× 10−3で
48分割する。例外として，計算時間内 (tmax = 2× 106)に判定レベルへ到達しない
場合には緩和時間を算出しないものとする。
緩和時間を算出する際に，緩和判定レベル σ◦の選択の仕方によって恣意性が入り
込む余地がある。特に，すでに前節において緩和に多重性があることが確認されて
おり，σ◦の値によって緩和時間の ϵ0依存性は大きく異なると思われる。それは，プ
ラトーの上下に設置された２つの σ◦を想定すれば明らかである。すなわち σ◦を決
める事は，観察すべきダイナミクスの発展段階（phase）を固定することを意味し，
当然それを決めるための正当な指針はない。そこで，σ◦をひとつに固定することに
よって非自明なダイナミクスの特性を見落とすことのないよう，複数の σ◦を設置す
ることで，ダイナミクス全体を捉えることとする。図 5.6および図 5.7に，複数の判
定レベルの設置とそれによる緩和時間の計測を模式的に示した。２つの図中では共
通のシンボル（●，■，▲，○，□）を用いている。図中ではわずか 2つの ϵ0，5本
の σ◦の場合を例示しているが，実際は 48の ϵ0および 100の σ◦ のもとで緩和時間
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(a) 低エネルギー条件下 (E0 = 0.575) における
モードエネルギー長時間平均 ρk の時間発展
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(d) 左図の挙動に対応する緩和指標 σおよびN ex

の時間発展

図 5.1: 2つの典型的な事例（低エネルギー励起，高エネルギー励起）に関して，ρk，
σ，N exの時間発展を示す。低エネルギーの場合には等分配は達成されず，緩和指標
は途中で停滞するが，高エネルギーの場合は等分配が実現していることが分かる。
緩和の停滞は σとN ex に関してはプラトーという形で現れる。
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図 5.2: 様々なエネルギー密度で励起した場合の緩和過程。システムサイズはN = 32

における緩和指標σおよびN ex の時間発展を示している。プロットカラーの違いはエ
ネルギー密度ϵ0の違いを表す。エネルギー密度の範囲はϵ0 = 2.344×10−3, · · · , 3.695×
10−1 であり，σに関しては図中の上部から下部に向けて ϵ0が大きくなり，N exに関
しては図中の下部から上部に向けて ϵ0が大きくなっている。比較的低い ϵ0で励起し
た場合には，緩和過程に長時間持続するプラトーが形成され緩和が大幅に遅延する
様子が確認できる。このプラトーを伴う遅い緩和はガラス転移におけるα, β緩和に
きわめてよく似ている。低 ϵ0領域のプラトーに見られるゆらぎは，FPUのオリジナ
ル論文 [FPU55]において報告された再帰現象によるものである。
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図 5.3: σおよびN exの時間発展において見られる多段階な遅い緩和 (multistage slow

relaxation)。図はシステムサイズN = 32とN = 16において見られるmultistage

slow relaxationのうちいくつかの顕著な例を示している。N = 32（上図）に示され
た結果はエネルギー密度が ϵ0 = 4.141×10−2, 5.703×10−2, 6.484×10−2, 7.266×10−2

の場合のもので，N = 16（下図）に示された結果は ϵ0 = 2.648 × 10−1, 2.055 ×
10−1, 2.211× 10−1, 2.289× 10−1, 2.602× 10−1 に対するもの。
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を計測する。このプロトコルによれば，プラトーが存在する近傍に取った複数の σ◦

で計測した緩和時間には明確な違いが現れる。すなわち図 5.7に示したような（▲
と○の）緩和時間ギャップが明確に検出され，そのギャップの大きさはほぼプラトー
の寿命となる。以上の方法と同様に有効励起自由度に関する緩和時間も，判定レベ
ルをN◦

ex として τN◦
ex
(ϵ0)と定義することができる。

σ—

t

decision level σ◦

ǫ
02

ǫ
01

τ
σ
◦(ǫ02)

τ
σ
◦(ǫ01)

図 5.4: σに関する緩和時間 τσ◦の定義。簡単のため，この図では 2つの異なるエネ
ルギー密度 ϵ01，ϵ02の下での σを示している。緩和曲線がある緩和判定レベル σ◦を
通過した時刻を緩和時間 τσ◦(ϵ0)と定義する。

5.3 励起時間 - モードの個性を引き出す
前節で導入した緩和時間 τσ◦(ϵ0) および τN◦

ex
(ϵ0)は各モードの挙動を捨象すること

で緩和の巨視的な特性を抽出するものであるが，ここでは前節で切り捨てられてい
る各モードの特性に着目して「モード励起時間 τk」を導入する。
いま，初期励起条件として最低周波数モードを単一に励起している。この条件の
もとで，その他の高周波数モードがどのようにエネルギーを獲得していくかに着目
する。ここで k = 2以降のすべてのモードに対して，等分配達成度が 25%となる（す
なわち各モードのエネルギー占有率が ρk = 0.25ρ∗ = 0.25/N となる）までに要する
時間「励起時間」を計算する。励起時間の計測方法を図 5.8に模式的に示した。こ
こで計測される「励起時間」は前節の「緩和時間」とはモードの個性に着目してい
るという点で決定的に異なる量である。
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図 5.5: ひとつの緩和判定レベル σ◦によってエネルギー密度 ϵ0と緩和時間 τσ◦ の
データ系列がひとつ得られる。図中に示された 2個のデータ点は図 5.4から得られ
たものを示す。

σ—

t

ǫ02 ǫ01

図 5.6: 多数の緩和判定レベル σ◦ に対して τσ◦(ϵ0)を計測する方法を示す。緩和
判定レベル σ◦をひとつ置くことによって図 5.4と図 5.5に示したようなデータ系列
(τσ◦ , ϵ0)が得られる。我々は多数の σ◦ (図中では簡単のため，5個の判定レベルを設
置した場合を示した) を図の上部から下部に渡って埋め尽くすように置いた。これ
らの緩和判定レベルは等間隔で置かれ，緩和の全体的な情報を検出する利点をもつ。
1個や少数の判定レベルで計測された緩和時間は系のダイナミクスのごく局所的な
情報しか検出できないが，この方法によれば，判定レベルの選び方に関する依存性
は問題とならず，ダイナミクス全体を隈無く調べることができる。高い σ◦は系がプ
ラトーにトラップされる前，すなわち緩和初期のダイナミクスを捉え，一方で低い
σ◦は緩和後期のダイナミクスを捉える。
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図 5.7: 図 5.6で計測された緩和時間 τσ◦ の励起エネルギー密度 ϵ0依存性。図中に
シンボルは図 5.6のそれと共通のものを用いている。ϵ = ϵ01において▲と○の間に
顕著な緩和時間のギャップが確認できる。これは長時間持続するようなプラトーが
存在することを示している。

ρ k—
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k=2 k=3 k=4

τ2(ǫ0) τ3(ǫ0) τ4(ǫ0)

with excitation of k=1 at ǫ0

25% attainment of equipartition

図 5.8: 各ノーマルモードの励起時間 τk(ϵ0)の計測方法。励起判定レベルは ρk =

0.25ρ∗に固定する。ここで ρ∗はエネルギー等分配が成立した状態での各モードのエ
ネルギー占有率，すなわち 1/N を意味する。
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5.4 緩和時間のエネルギー密度依存性
図 5.2で見られたガラス転移的な遅い緩和に対する緩和時間 τσ および τN◦

ex
の励

起エネルギー密度 ϵ0 依存性を図 5.9に示す。計算条件は図 5.2と同様に，N = 32，
ϵ0 = 2.344× 10−3, · · · , 3.695× 10−1, である。横軸はエネルギー密度 ϵ0，縦軸は緩和
時間 τσ◦，τN◦

ex
の両対数表示で，シンボルの違いは緩和の判定レベル σ◦，N◦

exの違い
を表している。緩和の判定レベルは σ◦ = 0.17から 0.0035，N◦

ex = 21から 1.2を 100

等分割している。判定レベルがエネルギー等分配状態から遠い順（上図の場合には
σ◦が大きい順，下図の場合にはN◦

exが小さい順）に，図中下から上にプロットされ
ている。すなわち図中下部にプロットされているデータ列はダイナミクスの初期段
階に関する緩和特性を与え，逆に上部のデータ列はダイナミクスの後期段階に関す
る知見を与える。
図 5.9から明らかなように，明確に分離した 2つの異なる緩和特性の存在が確認
できる。ダイナミクスの初期過程においては緩和時間が ϵ0の逆数に関してベキ的依
存性

τ(ϵ0) =
a

ϵb0
(a, b : const.), (5.3)

を持つことが分かる。このベキ則が成立する「ダイナミクス初期過程」とは図 5.2に
おいて見られる “最初”のプラトーに拘束される前のダイナミクスに相当している。
一方，判定レベルがプラトーが横たわる位置をまたぐと，プラトーの寿命に相当す
る緩和時間のギャップが形成され，緩和特性はベキ則から大幅に分岐してゆく様子
が確認できる。プラトーに挟まれた緩和の二段階性は，緩和特性がベキ則 (a/ϵb0)か
ら別の特性領域へと遷移することによる二段階性であるということができる。また
エネルギー密度が高い領域においては緩和の全域でベキ則が成立するが，徐々にエ
ネルギー密度が低下すると緩和特性が分岐し始めている。これまでの先行研究にお
いて導入されてきた stochastocoty thresholdをこの場合定義するのであれば，緩和
特性が分離するエネルギー密度 ϵ∗ を臨界値とすべきであろう。本論文では，このよ
うに分離した 2つのプラトー形成前の運動相とプラトー崩壊後の運動相をそれぞれ
“graceful relaxation”と “sticky relaxation”と呼ぶことにする。
次に表示の視点を変えて図5.9とまったく同じデータ列を (τ ◦σ , σ

◦)空間と (τN◦
ex
, N◦

ex)

空間にプロットし直すと図 5.10を得る。図中のシンボルはエネルギー密度 ϵ0の違
いを表し，図の上部から下部に向けて ϵ0が増加している。理想的な単調緩和であれ
ば，この空間では欠損のない連続的な曲線が描かれるが，図 5.10が示す結果はそれ
とは違う緩和特性の存在を捉えている。エネルギー密度が高い領域（図の下部）に
関してはなめらかな緩和曲線が描かれているが，エネルギー密度が比較的低い領域
においては，プラトーに相当する緩和曲線の欠損が見られる。またさらに，複数の
欠損が階段状の構造をなしており，緩和の多段階性が明確に捉えられていることが
分かる。
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図 5.9: 緩和時間 τσ◦ および τN◦
ex
のエネルギー密度 ϵ0依存性。システムサイズは

N = 32。結果は励起位相 γが異なる 10本の軌道を平均したものを示した。異なる
プロットシンボルは緩和判定レベル σ◦，N◦

exの違いを表している。図よりデータ系
列が２つに分離している様子が確認できる。ひとつは ϵ0に関してベキ則をもつ系列
で，もう一方はこのベキ則から分離する，より遅い緩和を表している。ベキ則は大
きな σ◦あるいは小さなN◦

exで得られた系列で，これはすなわちプラトーに捕捉さ
れる以前のダイナミクスを表している。一方でベキ則から分離するデータ系列は小
さな σ◦あるいは大きなN◦

exで得られており，これは緩和後期の特性を捉えている。
これらの２つの分離した系列の間に見られる緩和時間のギャップは，実質的にプラ
トーの持続時間に対応している。
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図 5.10: 緩和時間 τσ◦ および τN◦
ex
の緩和判定レベル σ◦およびN◦

ex依存性。データ
は図 5.9のものと全く同一のものを用いている。異なるプロットシンボルはエネル
ギー密度 ϵ0の違いを表し，図の上部の系列は低い ϵ0において得られたもので，下部
の系列は高い ϵ0によるものを表す。ϵ0が低い場合には緩和時間にいくつかのギャッ
プが見られ，これが階段状の構造を形成している。
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5.5 励起時間のエネルギー密度依存性
これまで見てきた緩和時間 τσ◦と τN◦

ex
は粗視化された熱化の指標に対する緩和時

間であった。ここで，各モードがエネルギーを獲得するために要する時間「モード励
起時間 τk」のエネルギー密度依存性に注目する。図 5.11は横軸を ϵ0，縦軸を各モー
ドの励起時間 τk とし，シンボルはモード番号の違いを表す。ある ϵ0を固定した直
線上で見た場合，下から上に向けて時間発展があり，低エネルギーにおいてはモー
ドエネルギーの輸送があるモード番号で長期的に停止し，その他のモードにエネル
ギーを漏らすまでにきわめて長い時間を要することが分かる。エネルギーを長期に
わたって独占するするようなモード群は先行研究において natural packetと呼ばれ
ていたものに相当している。系はおおまかに見て，natural packetとそれ以外の tail

modesに二分され，先行研究および前節で確認された二段階緩和と整合している。
さらに詳しく観察すると，系はクリアに二分されているわけではなく，各モードの
緩和時間には多様性が見られるなど，複雑な構造を持つ事が分かる。
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図 5.11: 各ノーマルモードの励起時間 τkのエネルギー密度 ϵ0依存性。異なるプロッ
トシンボルはモード番号 kの違いを表す。結果は大まかに２つの異なるモードグルー
プ，すなわち励起の速いモードと遅いモードが存在することを示している。前者の
グループはベキ則 a/ϵb0を持ち，後者はベキ則から離脱してさらに長い励起時間を持
つ。これらの２系列の分離の様子は図 5.9において見出されたガラス緩和的な二段
階緩和とほぼ同じ傾向を持っている。しかし，この結果を詳細に観察することによ
り，各モードの励起時間が多様であることが確認できる。この励起時間の多様性は
遅い多段階緩和の存在を示唆している。
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5.6 有限自由度系での共通性
以上，2つの異なる緩和過程（“gracefull relaxation”と “sticky relaxation”）の存
在，さらにmultistage relaxationがN = 32の系で確認された。これが他の有限自
由度系でも見られる共通の性質であるかを議論するため，N = 16, 12, 10に関して同
様の解析を行った。
図5.12は緩和時間τσ◦およびτN◦

ex
のエネルギー密度 ϵ0依存性を示している。N = 32

の系と同様に，緩和特性が大まかに 2つに分離している様子が確認できるだけでな
く，N = 16の場合には，3つの緩和特性へ分離する様子が確認でき，multistage

relaxationの存在が明確に示されている。また，異なる緩和特性間の乖離の大きさ，
すなわちプラトーの持続時間はシステムサイズが小さくなるにつれて長くなること
が分かる。図 5.13に示した τσ◦ の σ◦依存性および τN◦

ex
の Nex◦ 依存性に関しても，

緩和過程を示す曲線が階段状の構造を形成している様子が見て取れる。図 5.14は励
起時間 τkの ϵ0依存性を示している。ここでもまた natural packet phenomenaを捉
える事ができる。以上の事実から，graceful relaxationと sticky relaxationの分離，
natural packet phenomenaの存在，multi-stage relaxationの存在が有限系において
共通の性質であることが示唆される。

5.7 遅い緩和のダイナミクス - 4つの動力学相
これまで見てきたように，FPU模型はmultistage slow relaxationを示す事が分
かった。次に，この遅いダイナミクスを特徴付けるために，「粗視化された緩和指標」
と「微視的状態の不安定性」，すなわちノーマルモードエネルギー，σ，Nexなどの
種々の粗視化量と相空間の軌道がもつ不安定性（双曲性）を対応させる。「相空間で
の軌道が履歴が，どのように緩和の遅さと結びつくのか？」という問いを念頭に置
きつつ，緩和過程を特徴付け，その理解様式を提案することが本章の中心的な目的
となる。

5.7.1 Kolmogorov-Sinaiエントロピー
図 5.15に有限自由度系（N = 10, 12, 16, 32）におけるσの時間発展を示す。ただし
これらは初期励起位相が γ = 0.5となるようなただ 1本の軌道による計算である。こ
れらの軌道を reference orbitとした接空間の運動方程式を直接解くことでLyapunov

解析を行い，Kolmogorov-Sinalエントロピー（KSエントロピー）を得た。図 5.16は
図 5.15の軌道に対するKSエントロピーの時間的収束の様子を示している。図 5.16

のシンボルの違いは，エネルギー密度 ϵ0の違いを表し，ϵ0が低い順に，下から上に
プロットされている。黒の直線は，理想的な周期運動に対して見られる 1/t型のベ
キ減衰をあらわしている。低い ϵ0領域においては，軌道が 1/tに沿って周期様運動
をしている。一方，ϵ0が増加するとKSエントロピーは 1/t型の減衰に沿って運動し
たのち，分岐し，不安定性を獲得する様子が確認できる。軌道が周期的に振る舞う
時間は，エネルギー密度 ϵ0が低くなるにつれて急激に長くなることが分かる。
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図 5.12: 有限自由度 (N = 10, 12, 16)における緩和時間 τσ◦ および τN◦
ex
のエネル

ギー密度 ϵ0依存性。N = 32の場合と同様に緩和過程の分離が見られる。これらの
結果は大まかに二段階の緩和があることを示している。また，N = 16に対する τσ◦

の結果は顕著に緩和の多段階性を捉えている。多段階緩和は図 5.13と図 5.14におい
てよりクリアに捉えられている。
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図 5.13: 有限自由度 (N = 10, 12, 16)における緩和時間 τσ◦ および τN◦
ex
の緩和判定

レベル σ◦およびN◦
ex 依存性。異なるプロットシンボルはエネルギー密度 ϵ0の違いを

表しており，図中の上部の系列は低い ϵ0によるもの，下部の系列は高い ϵ0によるも
のを表す。緩和曲線は階段状の構造を呈し，遅い多段階緩和の存在を示唆している。
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図 5.14: 有限自由度 (N = 10, 12, 16)における各モードの励起時間 τkのエネルギー
密度 ϵ0依存性。励起時間にはモードごとに個性があることが分かる。励起時間の多
様性は緩和に多段階性が伴うことを示唆している。
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ここで，より詳細に粗視化量 σとKSエントロピーを比較することで，遅い緩和
過程と相空間における軌道の遍歴過程を結びつける。図 5.17(a)は，N = 32, E0 =

1.825, ϵ0 = 5.703× 10−2, γ = 0.5における σ(t)とNex(t) の挙動を示したものである。
青の領域は緩和過程で最初に形成される「第一プラトー」を表し，赤の領域は長時間
に渡るゆるやかな緩和の遂行（スロープ）を表す（これは実質的に「第二プラトー」
と呼んで差し支えない）。すなわちこの場合，系は明らかにmultistage relaxationを
示している。図 5.17(b)は，KSエントロピーの時間的収束の様子を表したものであ
る。図中の青領域と赤領域はパネル (a)で「第一プラトー」および「第二プラトー」
が観測される時間領域と対応している。KSエントロピーの挙動によれば，系には 4

つの動力学相が存在することが分かる：

phase I（緑）： 1/t型の減衰に沿った準周期的運動が観測される。この動力学相は
系が第一プラトーに捕捉される前の運動に対応している。

phase II（青）：この時間領域では系は第一プラトーにあり緩和は一時中断される。
phase Iと同様に power lawによるKSエントロピーの減衰が見られるが，そ
の傾きは 1/t型の減衰よりも浅く，軌道が準周期軌道に引きずられるいわゆる
「淀み運動 (stagnant motion)」をしつつ，ゆっくりと準周期運動から遠ざかっ
ていることを示唆している。

phase III（赤）：この phaseは，第一プラトー崩壊後の動力学相を表している。系
は第一プラトーを離脱するも，その後きわめて長い時間に渡ってゆるやかな緩
和（スロープ，第二プラトー）を経験することになる。このときKSエントロ
ピーは一時的にある値に収束し，ある一定の不安定性を獲得していることが分
かる。この状態を「ローカル・カオス」と呼ぶことにする。この弱い不安定化
によって軌道は準周期運動を離れて相空間内を訪問するようになると考えられ
る。しかしながら，依然として軌道の訪問領域は局所的なエリアに制限されて
おり，その結果粗視化された緩和指標 σはわずかに減少するに留まっている。

phase IV（紫）： phase IIにおいて一旦収束したKSエントロピーはこの動力学相
で再び増加を始め，より強いカオスへと遷移している。この強いカオスは軌道
が相空間のより広い領域を訪問することを手助けし，エネルギー等分配状態が
達成されつつある。

このように，σの挙動，およびKSエントロピーの時間的収束の様子から系の運
動を 4つの動力学相に分類することができる。そこで各 phaseの性質をより詳細に
抽出するため，Lyapunovスペクトル {λi}，モードエネルギー占有率 {ρk}，モード
エネルギーEkのパワースペクトルを解析することにする。

5.7.2 Lyapunovスペクトル
図 5.18は phase I, II, II, IVにおける Lyapunovスペクトルのスナップショットを
示しており，横軸は i，縦軸は第 i Lyapunov指数 λi を表す。各動力学相における
Lyapunovスペクトルの性質は次にようにまとめられる：
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phase I： Lyapunovスペクトルの形状に階段状の構造が見られる。さらにその中に
はほぼ等しい不安定性をもつ自由度が存在し，それらはいくつかのクラスター
を形成している。（図 5.18(a)参照。）

phase II： phase Iと同様に，クラスター形成・階段上の構造が確認できる。系は，
安定な自由度と不安定な自由度に二分されており，第 18番目以降のLyapunov

指数はきわめて小さい値（ほとんどゼロ）を取る。（図 5.18(b)参照。）

phase III： Lyapunovスペクトルの階段構造が破壊され，なめらかなスペクトルが
形成される。（図 5.18(c)参照。）

phase IV：中間領域 (i = 3 − 20)の自由度の不安定性が最大 Lyapunov指数 λ1の
成長に引きずられるように時間発展とともに増大する。（図 5.18(d)参照。□
→■→○→●の順に時間発展を表す。）

5.7.3 モードエネルギー占有率 ρkのスペクトル
図 5.19 は，各 phase I, II, III, IVにおけるモードエネルギー占有率 ρkのスペクト
ルを示す。横軸は ρkの大きさでソートされたモード番号を，縦軸は ρkを表す。各
動力学相に対する ρkスペクトルの特性は次のようにまとめられる：

phase I：図 5.19(a)のシンボルは，下部から上部に向けて時間発展を表す。運動初
期段階では系の半分 (N/2)の自由度が支配的にエネルギーを占有し，その支
配層内には指数関数的な序列が確認できる。時間発展とともにすばやくエネル
ギーはより広い波数空間に輸送される。この動力学相の最終段階では 4-8番目
のモードに局所的等分配が成立するモードパケットが形成されている。

phase II：ノーマルモードは，内部で部分的に等分配が成立するようないくつかの
等分配パケットに別れ，クラスター構造を持つようになる。時間発展ともに
tail modesがいくつかの等分配パケットを保ちながら徐々に成長する。このと
き，支配的なモード群 (1st-5thモード)とそれらに追従するモード群 (6th-13th

モード) は安定に保持されている。（図 5.19(b)参照。□→■→○の順に時間発
展を表している。）

phase III：支配的なモード群と，それに追従するモード群 (1st-8th)は依然として
保持されつつ tail modesが着々とエネルギーを獲得する。（図 5.19(c)参照。□
→■→○→●→△の順に時間発展を表している。）

phase IV：最終的にphase IIおよび IIIと同様に，支配層と追従層は保持され，tail
modesが顕著にエネルギーを獲得し成長し，等分配状態へと移行する。（図
5.19(d)参照。□→■→○→●→△→▲の順に時間発展を表している。）
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5.7.4 モードエネルギーEk(t)のパワースペクトル
ダイナミクスがどの程度確率過程を模倣しているかを考察するため，ノーマルモー
ドエネルギーEkのパワースペクトルを解析することにする。図 5.20に phase I&II,

III, IVのそれぞれに対するパワースペクトルを示した。いずれも横軸は振動数，縦
軸はスペクトル密度を表す。また黒の実線は，力学がMarkov過程を模倣してラン
ダムに振る舞う場合に見られる，高周波数領域での挙動（すなわち Lorentzianが高
周波数領域において示す傾き-2の power law）を表している。各動力学相における
パワースペクトルは以下のような性質をもつ：

phase I&II：パワースペクトルはピーク構造をもち，系が周期性を伴っているこ
とを示唆している。この結果はKSエントロピーが 1/t型のベキ減衰をしてい
た結果と整合している。

phase III：この相においてはパワースペクトルは複雑な構造をもつ。低周波数領
域 (f = 10−5− 10−4)ではホワイトノイズが現れ，高周波数領域では準周期的
スペクトルと f−2の power lawの混合スペクトルが見られる。

phase IV：この動力学相では，KSエントロピーの成長が見られる比較的強いカオ
ス領域であるが，ノイズは Lorentzianを示していない。すなわちカオス的で
等分配状態が成立するようなダイナミクスにもかかわらず非熱的ゆらぎが存在
することから，系には依然として力学的決定性が残存し，力学がMarkov過程
を完全には模倣していないと推測できる。また，Lyapunov指数の成長と，非
熱的ゆらぎが共存している状況は，相空間内にいくつかの異なるローカル・カ
オス領域が存在するというGiorgilliらの指摘 [GPP05]のひとつの側面を捉え
ている。相空間はフル・カオスではないが，軌道はいくつかの限定されたカオ
ス領域を長い時間をかけて巡っており，それゆえ相関が消えず未発達な統計性
を帯びることで遅い緩和を示すと考えられる。

5.8 緩和阻害構造の“ロバストネス”

FPU模型の遅い多段階緩和は σ もしくはNexの時間発展上にプラトーとして現れ
る。このプラトーの形成は FPU模型の緩和過程として “本質的”な遅延なのだろう
か？ここで言う「本質的」であるとは，FPU系の相空間の中でmeasurableである
ことを指す。本節では，遅い多段階緩和・プラトーの形成が相空間の中で稀な現象
ではなく，有限の遭遇頻度を持つような一般性のある現象であるかという問題を考
える。
そこで我々は，「プラトーが微視的状態の操作というある種の摂動に対してロバス
トに存在しうるか」という問題に着目する。いま，ある軌道の時間発展上に形成さ
れたプラトーを捉え，そのプラトー上で実現しているモードエネルギー占有率のス
ペクトル ρk(plt)を摘出し，それ保持したまま，微視的状態 (p, q)に操作を加えて，再
びダイナミクスを発展させる（この操作の概念図を図 5.21に示した）。すなわち，マ
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図 5.15: 有限自由度 (N = 10, 12, 16, 32)におけるσの時間発展。励起位相はγ = 0.5。
エネルギー密度 ϵ0の範囲は ϵ0 = 2.344× 10−3, · · · , 3.695× 10−1で，図中の上部は低
ϵ0，下部は高 ϵ0を表している。緩和過程にプラトーが形成されて緩和が長時間停滞
する様子が確認できる。
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図 5.16: 図 5.15で示した軌道に対応するKolmogorov-Sinaiエントロピーの時間的
収束の様子。システムサイズはN = 10, 12, 16, 32，プロットシンボルの違いはエネ
ルギー密度 ϵ0の違いを表し，ϵ0の範囲は ϵ0 = 2.344× 10−3, · · · , 3.695× 10−1。シン
ボルは図Fig.5.15と共通のものを使用している。図の上部のデータは高い ϵ0におけ
る結果，下部のデータは低い ϵ0における結果を表す。黒の実線は∝ 1/tの減衰を示
している。Kolmogorov-Sinaiエントロピーが∝ 1/tで減衰することは，対応する軌
道が周期運動であることを意味する。低い ϵ0では軌道はほぼ周期解として振る舞っ
ているが，一方，高い ϵ0では軌道は周期運動から離脱しカオス性を獲得している様
子が確認できる。
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図 5.17: 粗視化された緩和指標と軌道の不安定性の対応。(a)は σ,N exの時間発
展，と (b)Kolmogorov-Sinaiエントロピーの時間的収束の様子。システムサイズは
N = 32で，励起エネルギー密度E0 = 1.825(ϵ0 = 5.703×1−−2)，励起位相が γ = 0.5

である軌道に関して計算されたもの。青の領域はこのダイナミクスにおける主要な
プラトーでが形成されている領域で，赤の領域は緩和指標の遅い成長が観測される
領域を表す。この２つの構造は系のスムースな緩和を阻害するものとなっている。こ
のような軌道におけるKolmogorov-Sinaiエントロピーの収束過程 (b)から，4つの
力学過程が存在することが分かる。(phase I, 緑): KSエントロピーは∝ 1/t型の減
衰を示し，系は周期解として振る舞う。(phase II, 青): KSエントロピーが∝ 1/tよ
りも浅い傾きでべき的に減衰し，周期軌道から徐々に離脱する運動，すなわち「淀
み運動」が見られる。(phase III, 赤): KSエントロピーが一時的に収束し，運動が
「ローカルなカオス」であるを示唆している。(phase IV, 紫): KSエントロピーの値
が顕著に成長する領域。比較的強いカオスが発生しエネルギー等分配がほぼ達成さ
れつつある。
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図 5.18: 各力学過程における Lyapunovスペクトル。横軸は i，縦軸は λiを表す。

クロにはまったく同じスペクトルを持ちつつも，異なる微視的状態を初期点とする
軌道たちのダイナミクスを観察することを考える。仮に，微視的状態を操作された
軌道がプラトーを経由しないシンプルな緩和過程を辿った場合，これまで見てきた
ような特異な緩和特性は相空間内でレアな現象である可能性がある。一方で，微視
的状態を変更しているにも関わらず依然としてプラトーの形成や遅い緩和が見られ
るのであれば，相空間内に「広く」そのような現象があることの傍証となるだろう。
いま，ある軌道の時間発展上にプラトーが形成されていたとし，この軌道を「オ
リジナル軌道」と呼ぶことにする。この「オリジナル軌道」が経験するプラトー上
でモードエネルギー占有率 ρk を取り出し，このスペクトルを ρk(plt) とする。この
ρk(plt)の微視的状態 (p, q)を下記のプロトコルで操作し (p̃, q̃) に変更する。このと
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きスペクトル ρk(plt) は保持するものとする：

V0 = γE0, K0 = E0 − V0.

Vk(0) = ρk(plt)V0ζ, Kk(0) = ρk(plt)K0. (5.4)

Q̃k(0) = ±

√
2Vk

mω2
k

, P̃k(0) = ±
√
2mKk (k = 1, 2, · · ·N). (5.5)

q̃i(0) =

√
2

N + 1

N∑
k=1

Q̃k(0) sin
ikπ

N + 1
,

p̃i(0) =

√
2

N + 1

N∑
k=1

P̃k(0) sin
ikπ

N + 1
(i = 1, 2, · · ·N). (5.6)

ここで，γはポテンシャルパートと運動エネルギーパートへのエネルギー分配比率
を表す。ζ は kに依存しない定数で，(5.6)を系のハミルトニアン (4.1)に代入する
ことで得られるポテンシャルエネルギーが V0となるように調整されるものとする。
また，(5.5)の符号は等確率でランダムに選択する。上記のプロトコルで生成された
「操作された微視的状態」(p̃, q̃)を初期点として走る軌道を「操作軌道」と呼ぶこと
とする。このように，同じマクロなスペクトル ρk(plt)をもち，微視的状態が異なる
2つの軌道：「オリジナル軌道」と「操作軌道」の違いを観察する。
図 5.22に，N = 16, E0 = 0.5375, ϵ0 = 3.359× 10−2 に関する結果を示す。パネル

(a)は「オリジナル軌道」がプラトーを形成している様子を示している。図中の赤で
マーキングされた時刻 (t = 2× 104)からスペクトル ρk(plt)を摘出し，先の手順で微
視的状態に操作を施し「操作軌道」を発展させた結果がパネル (b)となる。いくつか
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の γで計算を実行したところ，いずれの場合も緩和過程に「オリジナル軌道」と同
様に安定的に持続するプラトーを形成している様子が確認された。それぞれの「操
作軌道」を参照軌道とするLyapunov解析を行った結果をパネル (c)に示した。いず
れも，Kolmogorov-Sinaiエントロピーは 1/t型の減衰を経た後，より浅い傾きをも
つベキ則で減衰していることから，これらが準周期運動および淀み運動であること
が分かる。結果として，「オリジナル軌道」で形成されていたプラトーは，微視的状
態の操作に対してロバストであることが結論された。すなわち，これまでの議論で
取り上げた異常な緩和現象は FPU模型の相空間でしばしば遭遇しうる現象である
ことを示唆している。

5.9 熱力学極限における異常緩和の消失と残存
本節では，熱力学極限におけるmultistage slow relaxationを議論する。ここで「熱
力学極限を取る」とは，エネルギー密度 ϵ0 = E0/N を有限に保ちつつN → ∞とす
る操作を指す。FPU模型をはじめとする大自由度ハミルトン力学系が示す非自明な
ダイナミクスを考究することを平衡統計力学の基本問題として位置づけるとき，熱
力学極限に向けてその特異な挙動が残り続けるか，消失するかという問いかけはき
わめて重要な意味を持つ。
図 5.23は N = 64, 128, 256, 512，γ = 0.5における緩和時間 τ ◦σ の ϵ0依存性を表
す。初期条件にはこれまでと同様にエネルギーを最低周波数モードに集中させる方
法 (4.8)を採用している。結果は，熱力学極限にむけて緩和時間のギャップ（すなわち
プラトーの持続時間）が消失する傾向があり，最終的には緩和時間がベキ則 τ = a/ϵb0
（a, bは定数）に統合されてゆくと考えられる（graceful-sticky overlap）。この予想
はBenettinらが [BP11]において与えた描像，すなわちFPUαβ模型の熱力学極限で
緩和時間が Teq ∼ Aϵc0（A, cは定数）と表されるという指摘と整合している。
一方，各モードの励起時間τkでは事情が異なってくる。図5.24はN = 64, 128, 256, 512，

γ = 0.5におけるモード励起時間 τk の ϵ0 依存性を示している。τσ◦ の場合と異な
り，緩和の遅さが熱力学極限に向けて生き残るように見える。この結果は先行研究
[BGG04][BGP04][PP05]と整合している。
以上のように，熱力学極限での緩和特性に関しては，τ ◦σ と τk が相反する結果を
示す。これらの矛盾する主張が共存していることについては次章で議論することと
する。
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図 5.22: 「微視的状態の操作」という摂動に対するプラトーのロバストネス。オリ
ジナルの軌道で形成されるプラトーからモードエネルギー占有率のスペクトル ρk(plt)
を採取し，スペクトルを保持したまま微視的状態を操作して再び軌道を発展させた。
(a) はオリジナルの軌道で，ρk(plt)を採取した箇所は時刻 t = 2× 104（(a)の赤＊）。
(b)は微視的状態を操作された軌道の時間発展。操作は異なる 5パターンの励起位
相で行われた。(c) は操作後の軌道に対するKolmogorov-Sinaiエントロピーの時間
的収束の様子。結果として微視的状態を操作してもプラトーが消失することはなく，
プラトーが摂動に対してロバストであることを示唆している。これより，プラトー
の形成は相空間上でありふれた現象であると考えられる。
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図 5.23: システムサイズが大きい場合の緩和時間 τσ◦ のエネルギー密度 ϵ0依存性。
異なるシンボルは緩和判定レベル σ◦の違いを表す。熱力学極限に向けて，二段階緩
和が解消される現象 “graceful-sticky overlap”が見られ，緩和特性はベキ則 a/ϵb0に
統一されていく傾向がある。
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図 5.24: 各モードエネルギーの励起時間 τkのエネルギー密度 ϵ0依存性。異なるシ
ンボルはモード番号 kの違いを表す。τkの分岐の形状が熱力学極限においても保持
されるように見える。
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第6章 結果の要約と考察

本論文は，大自由度ハミルトン系であるFermi-Pasta-Ulam模型の緩和ダイナミク
スを，平衡統計力学の基本問題と位置づけて研究したものである。以下に示すのは，
前章までに示された結果の要約と，そこにいくつかの議論を付加したものである。

6.1 異常緩和 - Multistage Slow Relaxation

緩和・熱化の指標として「エネルギー等分配状態からの距離」σ(4.10)とNex(4.13)

を導入し，その長時間平均 σおよびNex の時間発展を観察した。我々の数値シミュ
レーションによれば，時間発展上に緩和の停滞状態（プラトー）が形成され，ガラ
ス転移と酷似した二段階緩和（graceful relaxation, sticky relaxation）が確認された
（図 5.2）。さらに詳細な観察によると，緩和過程は多段階性（multistage relaxation）
を示すことが分かった（図 5.3）。multistage relaxationをクリアに捉えるために σ，
Nexに関する緩和時間，および各ノーマルモードの励起時間 τkを計算し，それらの
全エネルギー密度 ϵ0 = E0/N 依存性を得た。その結果，multistage relaxationの存
在が明確に示された（図 5.9，図 5.10，図 5.11）。これは有限自由度系において一般
に確認される挙動であった（図 5.12，図 5.13，図 5.14）。

6.2 ４つの動力学相 - 軌道の遍歴過程
緩和時間のエネルギー密度依存性など，緩和の全体的な性質を議論するだけでな
く，ダイナミクスの詳細に立ち入って相空間の軌道の遍歴過程と遅い緩和を対応さ
せ，multistage relaxationを特徴付けることを試みた。そのためにまず，運動方程式
で駆動される軌道を参照軌道として接空間方程式を並列的に解き，Lyapunov解析
をおこなった。Kolmogorov-Sinaiエントロピー，Lyapunovスペクトル，モードエ
ネルギー占有率の長時間平均に関するスペクトル，およびモードエネルギーの時間
変化に対するパワースペクトルの対応関係から，FPU模型の緩和過程には 4つの動
力学相が存在することが示唆された：

phase I “準周期運動” この動力学相は粗視化された緩和の指標 σがプラトーを形
成し始める前のダイナミクスに相当する（図 5.17(a)でプラトーが形成される
以前のダイナミクス）。Kolmogorov-Sinaiエントロピーは 1/t型のベキ的減衰
を示し，系の運動が準周期的であること示している（図 5.17(b)の緑領域）。こ
のときモードエネルギーのパワースペクトルはピーク構造をもつ（図 5.20(a)）。
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Lyapunovスペクトルは階段状の構造を取り，ほぼ等しい不安定性をもついく
つかの自由度がクラスターを形成する（図 5.18(a)）。モードエネルギー占有率
のスペクトルに関しては，支配層のモードから tail modesにかけて指数関数
的差別がある。また，時間発展とともに部分的に等分配が成立しているような
「等分配パケット」が形成される（図 5.19(a)）。

phase II “淀み運動，準周期運動からのゆっくりとした離脱” この動力学相は，系
の運動がプラトーに捕捉されて緩和が一時的に凍結した状態に対応する（図
5.17(a)の青領域）。KSエントロピーが 1/tよりも浅い傾きで減衰している（図
5.17(b)の青領域）ことから，系は依然として準周期軌道に引きずられた「淀み
運動」をしつつ，徐々に準周期軌道から離脱していると考えられる。Lyapunov
スペクトルは phase Iと同様に階段状の構造をもち，さらに安定な自由度と不
安定な自由度に分裂している。（図 5.18(b)）。また，モードエネルギー占有率
のスペクトルから，支配的なモード群とそれに追従するモード群が固定的に
存続する一方で，tail modesはゆっくりと成長する様子が確認できる。このと
き，ノーマルモードはいくつかの「等分配パケット」に分裂し，クラスター構
造を取っている（図 5.19(b)）。

phase III “ローカルなカオス” ここでは σはプラトーを離脱しているものの，再
び別の阻害構造にトラップされ，平衡状態へ向かう速度はきわめて遅い。この
状態は長時間に渡って観測される（図 5.17(a)の赤領域）。これは実質的に “第
二プラトー”と呼んで差し支えない。KSエントロピーは一時的にある値に収
束し，軌道はある一定の不安定性を獲得しており（図 5.17(b)の赤領域），こ
の弱い不安定性を利用して軌道は準周期軌道から離れることができるが，依
然として狭い領域に制限されたカオス運動であると考えられる。phase Iおよ
び IIのLyapunovスペクトルに見られた階段状の構造はこの phaseでは破壊さ
れ，なめらかなスペクトルが形成される（図 5.18(c)）。支配的モード群とそれ
に追従するモード群は引き続き安定的に存続し，その他の tail modesが成長
する様子が見られる（図 5.19(c)）。モードエネルギーのパワースペクトルは複
雑な形状をもち，低周波数領域ではホワイトノイズが，高周波数領域ではベキ
則と周期性の混合スペクトルが見られる（図 5.20(b)）。

phase IV “より強いカオスと非熱的ゆらぎの共存” この動力学相ではエネルギー
等分配状態に向けた成長が見られる（図 5.17(a)の t = 5 × 105以降の運動）。
KSエントロピーは phaseIIIで形成された「第二プラトー」を離脱して成長し
（図 5.17(b)の紫領域），軌道はより強い双曲性を獲得して相空間内のより広い
領域を巡るようになると考えられる。Lyapunovスペクトルに関しては中間領域
の自由度が顕著に不安定性を増している様子が見られる（図 5.18(d)）。各モー
ドエネルギー占有率の時間発展は phaseIIIと同様の挙動を示す（図 5.19(d)）。
また，この領域はKSエントロピーの顕著な成長が見られるにも関わらずモー
ドエネルギーのパワースペクトルはLorentzianを示さない（図 5.20(c)）。すな
わち，カオス的な運動の中に非熱的ゆらぎが存在し，力学はMerkov過程を完
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全に模倣しているとは言えない。これは，相空間内に “local chaotic regions”

がいくつか存在し，それらの間を軌道が長時間行き来しているとするGiorgilli

らの指摘 [GPP05]を想起させる。

6.3 熱力学極限 - 矛盾する2つの主張に関する考察
前節まで述べた通り，FPU模型においては遅い多段階の緩和が存在する。本節で
はこの遅い多段階緩和が熱力学極限においても残るかどうかを考察する。ここで，
熱力学極限とはエネルギー密度 ϵ0 = E0/N を有限に保ったままN を無限大とする
ことを意味する。
我々の数値シミュレーションによれば，緩和時間 τσ◦と各モードの励起時間 τkは
熱力学極限において異なる性質を示すことが分かった。
前者の場合（図 5.23），熱力学極限においては遅い緩和が消滅し緩和特性はエネル
ギー密度 ϵ0の逆数に関してベキ則τ = a/ϵb0 (a, bは定数)に統合される傾向（“graceful-

sticky overlap”）を見せた。この結果はBenettinらが [BP11]において与えた描像，
すなわちFPUαβ模型の熱力学極限で緩和時間が Teq ∼ Aϵc0（A, cは定数）と表され
るという指摘と整合している。
一方，後者の場合（図 5.24）には，遅い緩和（より正確には各モードがエネルギー
を獲得するのに必要な時間がモードごとに大きく異なり，「速い緩和モード」と「遅
い緩和モード」の分離がある状況）が熱力学極限においても見られることを示唆し
ている。
異なる 2つ指標が示す矛盾する主張を説明するために，指標 τσ◦と τkが異なる物
理的側面を捉えていることを強調しなければならない。前者は各モードの特徴を捨
象して，平均的な緩和特性を見る指標である一方，後者は各モードがエネルギーを
獲得する際の個性に着目し，それを積極的に捉えようとする指標である。さらに，前
者は緩和の判定レベルを複数設置することでその恣意性を排除して緩和の全体像を
捉えるものであるが，後者を計測する際には平衡状態の達成率が 25%となる点を判
定レベルとしている。すなわち τkが映し出すダイナミクスの特性は運動の比較的初
期段階のものであると言える。
図 5.24を注意深く観察すると，システムサイズの増大とは無関係に，励起が最も
速いモードと励起が最も遅いモードの励起時間 τkの差は変化していない。熱力学極
限に向けてシステムサイズが増大すると，系を構成するモードの数も増大すること
で，ある振動子は自分の周波数に近い周波数をもつ「近隣のモード」にエネルギー
を輸送しやすくなると考えられる 1。その結果，各モード間のエネルギー交換は比
較的速やかに遂行され，natural packet phenomenaやそれに起因するプラトーの形
成が σにおいては検出されなくなる。τkに関しては，N の増大とともに上記の機構
でエネルギー輸送が起き，最も遅いモードと速いモードの間のギャップが徐々に埋
められてゆく様子を確認できる（図 5.24）。しかしながら，速いモードと遅いモード

1Boltzmann-Jeans conjectureの意味で
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の差別化は常に残り続けていると見ることができ，この意味で，熱力学極限におい
ても FPU模型の遅い緩和が残存すると言える。
異なる物理量は熱力学極限での緩和特性に関して相反する結果をもたらしたが，
これは決してアーティファクトではないことに注意したい。すなわち，σのように
各自由度の特性を見ることをせず系全体の平均的性質を捉える量が重要である場合
には，これまで見てきたmultistage relaxationは顕在化せず，従来の平衡統計力学
の守備範囲となるだろう。しかしながら，異なる自由度間の詳細なエネルギー輸送
やその動的性質が重要になるような局面，すなわち化学反応や分子内エネルギー分
配，タンパク質内のエネルギー輸送などにおいては，シンプルな統計性の仮定を超
えた力学的視点にもとづく理解様式が必要となるだろう。

6.4 異常緩和は“measurable”か？
数値シミュレーションによって見られたmultistage relaxation がFPU模型の相空
間内においてどれだけ一般的なイベントであるかを議論するため，プラトーのロバ
ストネスについて考察した。ある軌道の時間発展上の形成されるプラトーからモー
ドエネルギー占有率のスペクトルを摘出し，そのスペクトルを保持しつつ，微視的
な状態（座標と運動量）だけに変更を加え，それを新たな初期条件として軌道を計
算し，元の軌道との違いを観察した。仮に，プラトーがすぐさま破壊されスムース
な緩和が見られた場合には，プラトーの形成・遅い緩和過程が相空間内では稀な現
象である可能性が考えられる。しかしながら，いくつかの微視的状態の操作（ある
種の摂動）に対して，プラトーはロバストに形成され，さらに Lyapunov解析から
その運動が準周期的であることが示された（図 5.22）。この事実から，プラトーの形
成・遅い緩和過程，および周期的挙動はFPU模型の相空間上においてはしばしば見
られる一般的な現象であることが示唆された。

6.5 implicitな多谷構造
FPU模型において見られるmultistage slow relaxationはシンプルな統計性の仮定
から離れた非平衡系の現象を理解するための重要な知見となる可能性がある。特に
着目すべきは，その複雑な相空間遍歴過程にある。通常，タンパク質に代表される
多自由度力学系の計算が行われる際には，多谷構造を伴う力場が用いられ，その軌
道はさまざまな準安定状態を巡る。一方，本論文で取り上げた FPU模型のポテン
シャルは explicitには多谷構造を持たないにも関わらず，「ダイナミクスの結果とし
て」あたかも多谷構造が存在しているかのような挙動を示す。すなわち implicitに
多くの準安定状態が存在し，軌道はそれらを間を長い時間をかけながら訪問してい
る描像が考えられる。[GPP05]や本研究の結果からも，「相空間内に局所カオス領域
がいくつか存在し，軌道がそれらを訪問する」というシナリオが推測される。タン
パク質のダイナミクス，ガラス転移，分子運動，化学反応など，対象のヘテロな性
質によって模型を変えて議論をする方法論に対して，それとは逆に，シンプルで一
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般的な大自由度ハミルトン系 2の「相空間遍歴」を明らかにするという文脈の中で，
これらの非平衡現象を理解する様式を模索する試みは非常に興味深い課題である。

6.6 今後の展望 - エネルギー輸送ネットワーク
遅い多段階緩和が起きているとき「相空間では何がおきているか？」という点が
本論文の主要な問題意識でああった。このために我々は，粗視化された緩和指標と
軌道不安定性（Lyapunovスペクトル）を結びつけて議論した。一方，「波数空間で
何がおきているか？」という問いもまた重要である。このために，我々はダイナミ
クスからモード間のエネルギー輸送ネットワークの様相を抽出し，緩和過程を「エ
ネルギー輸送ネットワークの構造変化」として理解する試みを始めている。
モード間のエネルギーのやりとりを定義するため，モードエネルギー Ekの時間
微分の積からモード間の相関を取る。いま dEj/dt · dEk/dt < 0 である場合，モード
jと kの間にエネルギー交換が行われたと定義する。dEj/dt > 0, dEk/dt < 0の場
合にはモード kから jへエネルギーが輸送され，dEj/dt < 0, dEk/dt > 0の場合に
はモード jから kへエネルギーが輸送されたと定義する（図 6.1，図 6.2）。粗視化さ
れた緩和指標 σ(t)とエネルギー輸送ネットワークの例を図 6.3に示した。
「エネルギー輸送ネットワークの構造変化」として緩和過程をとらえることがで
きれば，例えば高分子内のエネルギー輸送現象，およびそれに伴う機能発現や，そ
の他，自由度間エネルギー輸送が重要となる化学反応ダイナミクスに対して示唆を
与える可能性がある。

2 しかし，「どんな現象でも守備範囲にするようなシンプルな模型」で説明することは，「何も説明
していない」ことと同じである。系のもつへテロ性をどの程度捨象するかについてはその都度「見た
いもの」に応じて決められるべきだろう。
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緩和のシナリオ - エネルギー輸送ネットワーク構造（1/2）

dEj

dt
·
dEk

dt
< 0

→ モード　とモード　の間にエネルギー交換が起きたと定義j k

j k

dEj

dt
> 0,

dEk

dt
< 0

j k

dEj

dt
< 0,

dEk

dt
> 0

j k

→ モード　からモード　にエネルギーが輸送されたと定義jk

→ モード　からモード　にエネルギーが輸送されたと定義j k

k1

k2

k3

kN...

...
...

15年2月10日火曜日

図 6.1: モードエネルギーの相関からエネルギーの輸送を定義する。

Future Work

“Energy Transfer Network”

k1

k2

k3

kN...

...
... Relaxation, Chaos

 & Structural change of network

15年2月6日金曜日

k1

k2

k3

kN...

...
...

15年2月10日火曜日

図 6.2: エネルギー輸送の様子からネットワークを抽出する。左図はモードエネル
ギーの時間微分の積 dEj/dt · dEk/dtの値を示した図で，横軸と縦軸はモード番号 k

および jを表す。
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t

�

t

�

t

エネルギー

�

t = 2 � 104

t = 1.2 � 105

15年2月10日火曜日

図 6.3: 粗視化された緩和指標 σの時間発展とエネルギー輸送ネットワーク。上部に
示したのは異なる 3つの軌道のもとでの σの時間発展で，左から順に右に向けてエ
ネルギー密度が高くなっている。それぞれ，「プラトーが形成され計算の最終時刻ま
でそれが保持されるもの」，「途中にプラトーがいくつか形成され多段階的に等分配
状態に移行するもの」，「顕著なプラトーを伴わずに比較的スムースに緩和が遂行さ
れるもの」の例となっている。これらの図中に示された 2本の破線は時刻 t = 2×104

および t = 1.2× 105を表している。この 2つの時刻周辺でモードエネルギーの相関
の平均値を求め，エネルギー輸送ネットワークを描画したものが下部二段の結果と
なる。各ノードに示された数字はモード番号を表し，そのサイズは媒介中心性，色
はコミュニティを示している。緩和過程においてネットワークの構造変化が起きて
いるように見えるが，これを系統的に処理することが現時点での課題となっている。
なおネットワークの描画にはソフトウェア「Gephi」を用いた。
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付 録A 数値積分法の詳細

本論文においてはHamilton方程式およびその変分によって得られる接空間方程式
（これ自身もまたHamilton系となる）の積分に 8次のシンプレクティック法 (sym-

plectic integration) を用いている。ここではその積分スキームについて述べる。シ
ンプレクティック法はHamilton系のもつシンプレクティック性を厳密に保存する方
法であり，Euler法，修正Euler法，RungeKutta法などの素朴な差分スキームで見
られるようなエネルギー誤差の単調な増大を回避し，安定的に長時間の計算を遂行
することができる。以下の内容は [Ued03][Ued01]による。

A.1 ハミルトン系の時間発展 - Liouville演算子による
記述

共役な一般化運動量 pと一般化座標 qを力学変数としてハミルトニアンHが

H(q1, · · · , qN ,p1, · · · ,pN) = K(p1, · · · ,pN) + U(q1, · · · , qN), (A.1)

と書かれる場合を考える。各粒子の運動量と座標はハミルトン方程式

ṗi = −∂H

∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi

, (i = 1, 2, 3, · · · , N). (A.2)

に従う。いま，微視的状態 (p, q)から算出される力学量A(p(t), q(t)) の時間微分を
取ると，

dA(t)

dt
=
∑
j

(
∂A

∂qj

dqi

dt
+

∂A

∂pj

dpi

dt

)
, (A.3)

となり，p, qの時間微分にハミルトン方程式 (A.2)を用いると

dA(t)

dt
=
∑
j

(
∂

∂qj

∂H

∂pj

− ∂

∂pj

∂H

∂qj

)
A(t), (A.4)

と表される。ここで iを虚数単位として Liouville演算子 Lを

iL =

(
∂H

∂pj

∂

∂qj

− ∂H

∂qj

∂

∂pj

)
, (A.5)

と定義する。これを用いるとA(t)の時間微分 (A.4)は

dA(t)

dt
= iLA(t), (A.6)
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と表現される。この方程式は形式的の解けて

A(t) = exp(iLt)A(0), (A.7)

となり，さらに指数関数演算子は級数

exp(iLt) = 1 + tiL+
t2

2!
(iL)2 +

t3

3!
(iL)3 + · · · , (A.8)

によって定義され，時間発展演算子と呼ばれる。いま簡単のため 1自由度の場合を
考え，Liouville演算子 Lとそのエルミート共役 L†を取ると，

L = i

(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)(
0 1

−1 0

)(
∂/∂q

∂/∂p

)
, (A.9)

L† = −i

(
∂

∂q
,
∂

∂p

)(
0 −1

1 0

)(
∂H/∂q

∂H/∂p

)
, (A.10)

から，
L† = −L, (A.11)

となる。したがって時間発展演算子 exp(iLt)はユニタリー演算子であることが分
かる：

exp(itL†) exp(itL) = exp(−itL) exp(itL) = E. (A.12)

ただし，Eは単位行列である。この結果は時間発展演算子が時間反転に対して対称
であることを示している。

A.2 シンプレクティック法
いま，ある時刻 tにおける相空間内の状態点をX(t) = (q(t),p(t)) とすると，時
刻 t+ τ における状態点X(t+ τ) = (q(t+ τ),p(t+ τ)) は時間発展演算子による変
換として

X(t+ τ) = exp(iτL)X(t), (A.13)

と表現される。ここでハミルトニアンが (A.1)のように運動量と座標に関して sepa-

rableである場合には時間発展演算子も次のように分解することができる：

iL = iLA + iLB, (A.14)

iLA = −
∑
j

∂H

∂qj

∂

∂pj

, iLB = −
∑
j

∂H

∂pj

∂

∂qj

. (A.15)

したがって
X(t+ τ) = exp(iτ(LA + LB))X(t). (A.16)
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すなわち 

q1(t+ τ)

· · ·
qN(t+ τ)

p1(t+ τ)

· · ·
pN(t+ τ)


= exp(iτ(LA + LB))



q1(t)

· · ·
qN(t)

p1(t)

· · ·
pN(t)


, (A.17)

となる。

A.2.1 1次のシンプレクティック法
ここである非可換演算子A,Bに関して成立するトロッターの公式

exp(τ(A+B)) = lim
n→∞

[
exp

(
τ
A

n

)
exp

(
τ
B

n

)]n
, (A.18)

を考える。ただしここで τは任意のパラメタを表し，いまの場合，実質的に自由に選
ぶことが可能な時間刻みの幅に対応している。いまトロッターの公式においてA,B

を Lipuville演算子 LA, LBとし，n = 1とすれば

exp(iτ(LA + LB)) = exp(iτLA) + exp(iτLB) +O(τ 2), (A.19)

となる。LA, LBには偏微分演算子が含まれており，この指数関数演算子を作用させ
る際には任意パラメタを γとしてテーラー展開し

exp

(
γ
∂

∂x

)
f(x) =

(
1 + γ

∂

∂x
+

γ2

2!

∂2

∂x2
+ · · ·

)
f(x) = f(x+ γ), (A.20)

と計算する。座標qと運動量pでハミルトニアンを偏微分したものをそれぞれHq, Hp

と書くことにすれば，qおよび pの変換は

exp

(
γτHp

∂

∂q

)
q = q + γτHp, exp

(
γτHq

∂

∂p

)
q = q, (A.21)

exp

(
−γτHq

∂

∂p

)
p = p− γτHq, exp

(
−γτHp

∂

∂q

)
p = p, (A.22)
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のように遂行される。すなわち全体の変換を成分表示すると

q1(τ)

· · ·
qN(τ)

p1(τ)

· · ·
pN(τ)


= exp(iτLA) exp(iτLB)



q1

· · ·
qN

p1

· · ·
pN


(A.23)

= exp(iτLA)



q1 + τHp1 ≡ q1
1

· · ·
qN + τHpN

≡ q1
N

p1

· · ·
pN


(A.24)

=



q1
1

· · ·
q1
N

p1 − τHq1(q
1
1, q

1
2, · · · , q1

N )

· · ·
pN − τHqN (q1

1, q
1
2, · · · , q1

N )


. (A.25)

トロッターの公式を (A.19)で近似して得られる差分公式 (A.25)を「1次のシンプレ
クティック法」と呼ぶ。この変換に際してはシンプレクティック性が保存される：∑

j

dqj(τ) ∧ dpj(τ) =
∑
j

dqj ∧ dpj. (A.26)

A.2.2 高次のシンプレクティック法
トロッターの公式 (A.18)の展開次数を上げることによって高次のシンプレクティッ
ク法を構成する方法を考える。すなわち，トロッターの公式において τnの項を考慮
に入れた n次のシンプレクティック法を構成する。トロッターの公式を

exp(τ(A+B)) =
k∏

i=1

exp(ciτA) exp(diτB) +O(τn+1), (A.27)

と展開する。ここで ci,di (i = 1, 2, 3, · · · , k)は適切な係数 1である。ある時刻 tでの
座標 q(t)と運動量 p(t)からから時刻 t + τ における座標 q(t + τ)と運動量 p(t + τ)

1いま n = 2において時間発展演算子が

exp

(
iτ

LA

2

)
exp (iτLB) exp

(
iτ

LA

2

)
, (A.28)
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を求めるスキームは次のようにまとめられる：

exp(ic1τLA) : q = q, p1 = p− c1τHq(q).

exp(id1τLB) : q1 = q + d1τHp(p
1), p1 = p1.

exp(ic2τLA) : q1 = q1, p2 = p1 − c2τHq(q
1).

exp(id2τLB) : q2 = q1 + d2τHp(p
2), p2 = p2. (A.30)

· · · · · · · · ·

以下同様に展開係数の数だけこのスキームを繰り返すことで解が得られる。注釈
(A.28)の場合には第 3ステップで終了するため，q(t+ τ) = q1，p(t+ τ) = p2とな
る。また，LAとLBを交換した時間発展演算子に関しても同様の計算が可能で，そ
のスキームは次のようになる。

exp(ic1τLB) : q1 = q + c1τHp(p), p = p.

exp(id1τLA) : q1 = q1, p1 = p− d1τHq(q).

exp(ic2τLB) : q2 = q1 + c2τHp(p
1), p1 = p1.

exp(id2τLA) : q2 = q2, p2 = p1 − d2τHq(q
1). (A.31)

· · · · · · · · ·

このように高次のシンプレクティック法の拡張は行われる。実際に問題となるのは
展開係数 ci, diであるが，これらの係数の値についてはいくつかの論文で算出されて
いる。本論文においては [Yos90][McL95] に掲載されている係数を用い，8次のシン
プレクティック法で数値積分を実行した。

のように展開される場合を考える。一般に k と nの間に一義的な関係性はないが，k = 2のときに
(A.27)の両辺を展開したうえで係数を等置することにより

c1 =
1− 2d2
2(1− d2)

, c2 =
1

2(1− d2)
, d1 = 1− d2, (A.29)

と決定される。d2 = 0と選べば c1 = c2 = 1/2, d1 = 1となる。
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