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概要

化学反応の反応速度を理論的に見積もる手法の研究は長年にわたって行われている．こ
こで化学反応とは，化学結合の生成・切断に加え，単分子異性化などを含み，力学的には
軌道が反応物の井戸から出発して，ポテンシャル面の鞍点を越え，生成物へと達するプロ
セスと捉えることができる．特にここでは量子効果がさほど問題にならず，古典論的に取
り扱うことのできる場合について考える．
化学反応速度論の中でも広く成功を収めているのが確率論的描像に基づく統計的反応論
である．統計的反応論は，反応前の状態のポテンシャルの井戸の中での運動が十分にラン
ダム，すなわち発達したカオスとなっていれば成り立つ．しかし，カオスが弱く局所的で
ある場合には成り立たないと考えられ，実際に反応速度定数の理論値と実験値がずれると
いう結果も報告されている．そこで決定論的描像に基づく力学系の手法を取り入れた化学
反応論の開発が近年進められている．
本論文では，二重井戸型ポテンシャルを持つ反応モードに調和振動子が結合した２自由
度保存力学系の相空間構造の解析を行う．二重井戸の片側を反応物，もう一方を生成物と
捉えて，ポテンシャルの鞍点を越える運動を反応と考える．例えばこれは分子におけるシ
ス型とトランス型の間の転移を模したものと見ることが出来る．２つの自由度間の結合が
十分弱い場合，系のカオス的運動は反応モードのエネルギーが反応ポテンシャル障壁付近
にあるごく限られた領域の中に閉じ込められる．その領域のことはストカスティック層と
よばれ，その中にもカオス的運動と準周期的な規則的運動とが混在している．反応前状態
の井戸の中にある準周期軌道は井戸から脱出して反応することができないため，相空間の
中で，反応可能な領域と，そうでない領域との境界を定める必要がある．
本論文ではまずストカスティック層の幅と相空間体積を解析的に求めた．これはまず反
応系を縮約することによって whisker写像と呼ばれる２次元写像を構成し，whisker写像
に対して共鳴の重なりの基準を適用することで，安定な周期点のまわりの共鳴領域の重な
りの有無を判定することにより行った．さらにその体積からストカスティック層の中に埋
まっている準周期的な運動領域の体積を取り除く方法を提案した．共鳴の重なりの基準を
適用する際に，（１）1周期点のみを考慮した場合，（２）１周期点と２周期点を考慮した
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場合，（３）３周期点まで考慮した場合の各場合について解析計算を行い，反応系の反応
速度定数を求めて，数値計算結果との比較を行った．
その結果，（２）と（３）の方法によって求められた反応速度の理論値が，調和振動子
の振動数の範囲によって，数値計算結果とよく一致する場合がそれぞれあることを示し
た．また，パラメータ領域によってはこれらの方法がうまく機能しない場合があることを
示し，この方法の有用性と適用限界についての考察を行った．
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第 1章

緒言

自然界には，様々な種類の化学反応と呼ばれる現象が存在する．単純なものでは，解離
反応や異性化などの単分子反応や，２種類の分子から別の異なる物質を生成する２分子反
応などがまず挙げられる．また，高分子化合物を生成する重合反応や，BZ反応などの反
応の進行にともない反応速度が加速する自己触媒反応，電子移動反応なども化学反応の一
つといえる．
このような化学反応と呼ばれる状態変化は，基本的には，（量子トンネル効果が無視で
きる場合には）反応の進行を特徴付けるある変数（反応座標と呼ばれる）の方向にポテン
シャルエネルギーの山があり，その山を越えるために必要なエネルギーを反応系がポテン
シャルの井戸の中を経巡っている間に獲得し，山を越えていく過程といえる（図 1.1）．こ
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図 1.1 反応系がポテンシャル井戸の中で運動している間に反応に必要なエネルギーを
獲得し，ポテンシャルの山を越えていく様子を描いた模式図．

のようなプロセスを含む現象は，化学反応以外にも多々あり，例えば電子伝導 [1]や，惑
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星の周りの軌道に一時的に束縛された小惑星の軌道からの脱出 [2]，宇宙論のモデル [3]

などがそれに当たるものとして挙げられる．
さて，このような物理的背景を念頭に置いた上で，本論文では，系が一つの状態から
別の状態へ遷移する頻度や速さ，すなわち化学反応速度を理論的に計算することを目
的とする．化学反応速度を理論的に見積もる取り組みは古くからなされており，中で
もとりわけ実験との整合性の面で広く成功を収めているのが遷移状態理論 [4, 5, 6] や
Rice-Ramsperger-Kassel-Marcus (RRKM) 理論 [7, 8, 9, 10] などの統計力学の手法に基づ
く反応論である [11]．しかしながら，中にはこのような統計的反応論では反応速度がうま
く予測できない系もあり [12, 13, 14, 15, 16, 17]，近年では力学系の手法を取り入れた化学
反応速度の計算方法の開発が進められている．
本論文で用いる手法の基本的な描像は，MacKay, Meiss, Percival [18] と Bensimon と

Kadanoff [19]，Channonと Lebowitz [20]により開発された，相空間内で不変トーラスの
残骸の隙間 (cantori) を通過するフラックスを計算する相空間内の力学的移送理論に由来
する．Davisと Gray [21]は，統計的反応論に相空間の力学的移送理論を組み合わせるこ
とにより，単分子解離反応の減衰率を求めた．Davis-Gray理論の中で，１つのボトルネッ
クだけを考慮に入れた最もシンプルなバージョンでは，反応速度定数が次のような形で書
かれる：

kDG =
AL

TM Ã0
. (1.1)

彼らは相空間内で非反応モードの振動運動の座標に関してポアンカレ断面 [22] をとり，
その断面上の安定多様体と不安定多様体の切片の結合によって RRKM 理論の遷移状態，
すなわち反応物と生成物とを分ける反応分割面に相当する断面として擬セパラトリクスを
定義した．式 (1.1)において AL は１回のポアンカレ写像によってその擬セパラトリクス
の内側から外側へと移される領域，すなわちポアンカレ断面上で安定多様体と不安定多様
体で囲われた閉領域 (lobe) の面積である (図 3.15 参照)．また Ã0 は擬セパラトリクスよ
り内側の領域のうち準周期運動の不変集合を除いた反応可能な領域の面積，TM は軌道の
ポアンカレ断面への再帰時間，すなわち非反応モードの振動運動の周期である．
可積分系の相空間では鞍状点から出て行く不安定多様体は鞍状点へ入っていく安定多様
体と互いに一致し，ホモクリニック軌道と呼ばれる閉軌道を形成する．ホモクリニック軌
道はその外側と内側の定性的に異なる運動形態に対応する領域を分割する境界の役割を果
たしており，可積分系の場合，セパラトリクスとも呼ばれる [23]．他方，可積分系に摂動
が加えられた系において，安定多様体と不安定多様体はもはや一致せず，有限の角度で互
いに交差し，ホモクリニック錯綜と呼ばれる複雑な構造を形成し，運動はカオス的にな
る．この際，ハミルトン系では安定多様体と不安定多様体との間隙の閉領域 (lobe)はポア
ンカレ断面上を面積を保存されたまま移送される [23]．Lobeの面積は，摂動系で安定多
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様体と不安定多様体の間の距離を測るMelnikov関数 [24]を用いて解析的に計算すること
ができる [23]．
式 (1.1)において Ã0 は反応物井戸内のポアンカレ断面上の反応可能領域の面積である．
反応前の状態に対応するポテンシャル井戸内の等エネルギー面上に撒かれた初期点アンサ
ンブルの全てが反応することができるとは限らない．井戸の中の運動が完全にはカオス
的 (すなわち一様にランダム)でなく，KAMトーラス [22]と呼ばれる不変集合や共鳴島
(resonance islands)等の構造がある場合，それらの内部の軌道は準周期軌道であり，永久
に井戸の中に留まり続ける．したがって，井戸内の全体の面積から，これらの軌道の分の
面積を差し引いたものを面積 Ã0 としなければならない [21]．これまでこの量を求めるた
めの計算では，運動のポアンカレ断面をとり，カオス的 (chaotic)な運動領域と準周期的
運動領域の面積の割合を図を用いて見積もったり [21, 25], 一様に分布させた初期点アン
サンブルを長時間時間発展した後に反応せずに井戸の中に残っていた軌道の数の割合から
反応しない不変領域の面積を数値的に見積もるなど [26]の手法が用いられてきた．この
論文の主要な目的は，この反応物井戸内の反応可能領域の面積 Ã0 を解析的に計算するこ
とである．

　　 Reaction coordinate
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図 1.2 単分子異性化反応のポテンシャル関数の概形 [11]．図のシス-トランス異性化
の場合，分子の真ん中の 2重結合のねじれの角度が反応座標として扱われる．

今回我々は，統計的反応論が成り立つ場合とは逆の極限からのアプローチとして，非常
にシンプルな反応系を考える．それは，二重井戸型ポテンシャルをもつ反応自由度に調和
振動子が１つ結合した系である．二重井戸型ポテンシャルをもつ反応系の代表的な例は，
単分子異性化反応である (図 1.2). 異性化とは分子がその元素組成を保ったまま構造を変
える行程であり，例えば図 1.2に示したようなシス-トランス異性化の場合には，２重結合
のねじれの角度が反応座標に対応する．
自由度間の結合がないときには，井戸の中の運動と井戸の外の運動が完全に分離してお
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り，その境界にはセパラトリクスが存在して 2種類の運動を分割している．このとき，セ
パラトリクスより内側の軌道は片方の井戸内から反対側の井戸に移ることができない．
一方，2つの自由度が結合している場合には，セパラトリクス近傍にストカスティック
層 [22]と呼ばれるカオス的な運動領域が現れ，内外の運動が入り混じる．ただし，ストカ
スティック層内のカオス的運動は，KAMトーラス [22]と呼ばれる不変集合によりその境
界を定められた領域に閉じ込められている．このとき井戸の内側と外側の間に現れたスト
カスティック層を介して，軌道は両方の井戸を行き来することができる．この場合，反応
物の井戸の内部にとれらた初期点のうち，ストカスティック層内の準周期運動以外のラン
ダムな運動領域にとられたものだけが反応可能となる．そこで我々は，以下で述べるよう
な２段階の手順により反応可能領域の面積を計算する．
まず，ストカスティック層の厚みを求め，それを用いてストカスティック層の面積を計
算する．そのために，我々は Chirikovの共鳴の重なりの基準 [27]を用いる．Chirikovは，
隣り合う主要な共鳴点の間の距離と，それらが持つセパラトリクスの半値幅の和の大きさ
との大小関係を調べることによって力学系のストカスティック性を判定する基準を導入し
た．その基本的なアイデアは以下の通りである．
隣り合う共鳴点のセパラトリクスが離れているとき，２つの共鳴領域の間には KAM

トーラスと呼ばれる不変集合が存在し，相空間をつながらない領域に分断している．この
とき，ストカスティックな運動は，存在しても局所的なものに限定される．
隣り合う２つの共鳴点が接近し，それらのセパラトリクスが重なったときには，KAM

トーラスは壊れてなくなり，分断されていた運動領域がつながって，自由に行き来できる
ようになる．こうして局所的なカオスから大域的なカオスへの移行が起こる．すなわち，
２つの共鳴点の間の距離がそれらが持つセパラトリクスの半値幅の和と等しくなった時点
で大域的カオスへの移行が起こったとする判定基準である．

Chirikovの共鳴の重なりの基準を反応系に対して適用するために，我々は２自由度の反
応系のセパラトリクス近傍において Chirikovの whisker写像 [27]と同等な２次元写像を
構成する．Petrosky [28]はバネ振り子の２自由度ハミルトン系から whisker写像を導く計
算を行っており，今回の二重井戸型振動子と調和振動子の系に対してもそれと同様の方
法を用いることが可能である．得られた whisker写像に共鳴の重なりの基準を適用する．
我々は重なりの基準を whisker写像の３周期点まで適用することによってストカスティッ
ク層の幅を見積もり，その結果が数値計算とよく一致することを示す．ストカスティック
層の幅が得られると，それを用いて反応系のストカスティック層のポアンカレ断面上での
面積を計算することができる．
次に我々はストカスティック層の中に埋まっている共鳴島の面積を見積もる．この計算
にも共鳴の重なりの基準が用いられ，whisker写像の共鳴点の持つセパラトリクスの重な
りの度合いから共鳴島の面積が見積もられる．ストカスティック層のセパラトリクスより
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内側の部分の面積から，この共鳴島の面積を差し引くことにより，反応可能領域の面積 Ã0

が得られる．
本論文の構成は以下の通りである．まず第 2章では，統計的手法に基づく化学反応論を
簡単にレビューした後，統計的反応論によって反応速度がうまく見積もられる場合，見積
もられない場合の実例をそれぞれ挙げる．その上で，統計的反応論がうまく機能しない理
由の考察を紹介する．第 3章では，まず力学系の基礎理論について簡単に触れた後，我々
が今回の計算で用いる手法であるMelnikovの方法と Chirikovの共鳴の重なりの基準を紹
介する．その後，相空間内の移送理論に基づく力学的反応論の概要を述べる．第 4章は本
論文の主要部分であり，我々の新しい結果，反応系の共鳴領域に関する重なりの基準を用
いた，反応物井戸内の反応可能領域の解析的計算について述べる．また反応物井戸内の寿
命分布を数値的に計算した結果を理論計算と比較し，理論計算の正当性を確かめる．第 5

章で本論文のまとめと，今後の展望について述べる．
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第 2章

統計的反応論 ∼成功と問題点 ∼

この章では，化学反応速度の理論的計算に関して広く成功を収めている統計的反応論を
概観する．「化学反応速度を計算する」と言うとき，それは基本的にマクロな物理量とし
てのある化学種の濃度の単位時間あたりの減少量，または増加量のことを指す．そして化
学反応速度は，多くの場合反応に関わる分子の濃度の冪乗に比例することが現象論的に示
されている．その比例定数のことは反応速度定数と呼ばれ，これを求めることが，反応速
度論の基本的な目的となる．したがって化学反応を論じる際には必ずマクロな観点が必要
不可欠であり，統計的反応論を通して化学反応論の概念を理解しておくことは有益であ
る．まず，反応速度の定義から始める（[11, 29]なども参照）．

2.1 反応速度 (reaction rate)

反応物 A, B,...が相互に反応し，生成物 A′, B′,...を生成する反応式が

aA + bB + · · · −→ a′A′ + b′B′ + · · · (2.1)

と書かれる場合を考える．ここで a, b, · · · , a′, b′, · · · は化学量論係数，すなわち反応物，生
成物それぞれについての物質量比を表す．
反応速度 (reaction rate)とは，化学種 A, B, · · · の濃度の減少速度，または A′, B′, · · · の
増加速度であり，化学種 Xの濃度を [X]と書いた場合，

−d[A]
dt

,−d[B]
dt

, · · · , d[A′]
dt

,
d[B′]

dt
, · · · (2.2)

のいずれを反応速度として採用してもよい．ただし，このとき

−1
a

d[A]
dt
= −1

b
d[B]

dt
= · · · = 1

a′
d[A]

dt
=

1
b′

d[B]
dt
= · · · (2.3)

が成立している．化学反応は，反応する化学種どうしの出会いによって起こることから，
反応速度は温度・圧力などの反応条件と，反応系を構成する化学種の濃度の関数になる．
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ある一定の反応条件の下で，反応速度が

−dA
dt
= k[A]nA [B]nB · · · (2.4)

の形で書かれるような場合を考える．ここで [A], [B], · · · は反応系の化学種の濃度であ
り，nA, nB · · · は正の整数とする．このとき，n ≡ nA + nB + · · · を反応次数 (reaction order)

という．ここで比例定数の k は反応速度定数 (rate constant) と呼ばれる．反応速度定数
は，一般に，濃度に依存しない普遍的な定数であり，温度や圧力などの反応条件によって
変わる．反応速度の単位は [濃度][時間]−1 なので，kの単位は [濃度]1−n[時間]となる．

2.2 遷移状態理論
遷移状態理論は 1935年に Eyring [4]と，Evansと Polanyi [5]によってそれぞれ独立に
提案された，反応系の統計性を基礎とした反応速度論である．遷移状態理論は元々２分子
の反応系に対してその反応速度定数を統計力学に基づいて計算する理論として開発され
た．しかしその基本にある考え方や，分子が反応過程で必ず経験する「遷移状態」の概念
は，２分子反応のみに限られず，後で述べる単分子の反応論や，液相での反応を記述する
Kramers の理論 [30] 等でも共通するものがあるので，遷移状態理論を理解しておくこと
は有益であると考える．そこでは次のような仮定が置かれている [11]：

(1) 一度遷移状態を越えた分子系は必ず反応する．
(2) 遷移状態で，反応座標に沿う運動は，残りの運動と分離でき，古典的並進運動を
する．

(3) 遷移状態はMaxwell-Boltzmann則に従って各状態に分布している（準平衡仮説）．

遷移状態とは，ポテンシャルエネルギー曲面上の反応経路上の反応物側から生成物側へ
至る，最もエネルギーの高い鞍点にある状態 (図 2.1の X‡)である．ここで反応座標はポ
テンシャルエネルギー曲面上の反応経路に沿う座標のことをいう．
ある素反応

A + B
K‡−→ X‡

k‡−→ C (2.5)

を考える．ここで A，Bを反応物，C を生成物とする．X‡ は遷移状態である．ここでさら
に次のような仮定がおかれる：

(4) 反応座標を生成物に向かって変化している途中の遷移状態は，反応初期状態と化学
平衡を保つ．



2.2 遷移状態理論 17

Product

Reactant

Reaction coordinate

Transition state

�

Potential

Dviding 
surface

E0

図 2.1 分割面 (dividing surface) に左から入った系はすべて引き返すことなく生成物
(product)となり，右から入った系はすべて引き返すことなく反応物 (reactant)となる．

この仮定はすなわち次の式が成り立つことを意味する：[
X‡f

]
[A][B]

= K‡. (2.6)

ここで，
[
X‡f

]
は生成物方向に向かって運動している遷移状態の濃度，K‡ は平衡定数であ

る．K‡ は各状態 iの分配関数 Qi と，遷移状態の最低準位エネルギーと，反応物のそれと
の差 E0 を用いて (図 2.1参照)，

K‡ =
QX

QAQB
exp

(
− E0

kBT

)
(2.7)

と書ける．
さらに，遷移状態が生成物へと変化する１次反応速度定数を k‡ と書くと，

d[C]
dt
= k[A][B] = k‡[X‡f ] = k‡K‡[A][B] (2.8)

より，反応速度定数 kは，
k = k‡K‡ (2.9)

となる．
さて，反応座標方向の並進運動は，他の運動から分離できると仮定しているので（仮定

(2)），分配関数は，
QX = QS Q‡ (2.10)

と分離することができる．ここで QS は反応座標方向の運動の分配関数であり，Q‡ はそ
れ以外の 3N − 1個の自由度に対する分配関数である．長さが δの系（図 2.1参照）につ
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いて，１次元の並進運動の分配関数は

QS = (2πµkBT )
1
2
δ

h
(2.11)

である．ただし，µは換算質量，hはプランク定数である．
k‡ は遷移状態の平均速度 v̄とその領域の幅 δを使って

k‡ =
1
2

v̄
δ

(2.12)

と表される．係数の 1/2は遷移状態が生成物へと向かう確率を示している．速度は，換算
質量 µを持つ質点の１次元の並進運動の速度であり，これは平衡分布しているので（仮定
(3)），正方向へと動く遷移状態の平均速度は，

v̄ =

∫ ∞
0 vS e−(µv2

S /kBT )dvS∫ ∞
0 e−(µv2

S /kBT )dvS
=

(
2kBT
πµ

)1/2

. (2.13)

よって，

k = k‡K‡

=
1
2

v̄
δ

QX

QAQB
exp

(
E0

kBT

)
=

1
2

(
2kBT
πµ

)1/2 1
δ

Q‡

QAQB
(2πµkBT )1/2 δ

h
exp

(
− E0

kBT

)
=

kBT
h

Q‡

QAQB
exp

(
− E0

kBT

)
(2.14)

が導かれる．

2.3 RRKM理論
この節では，単分子反応に関する化学反応論を概観する．単分子反応は，1種類の分子
だけが化学変化を起こすという意味で特殊な反応であるが，その過程は本質的に２分子反
応における活性錯合体の挙動を記述しているといえるため，化学反応一般についての速度
論的理解を深めるためにも単分子反応論を理解する意義は大きい．
単分子反応は，分子どうしの衝突による活性化，脱活性化を含めた異性化反応 (isomer-

ization)と解離反応 (dissociation)のことをいう．それらの化学反応式は，ある化学種 A, B

に対して，異性化反応が，
A −→ B, (2.15)

解離反応が，
AB −→ A + B (2.16)
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のような形で書かれる．単分子反応では，反応分子は第３体分子との衝突により活性化エ
ネルギーを獲得する．
単分子反応論で，現在最も広く使われているものは Rice-Ramsperger-Kassel-Marcus

理論 (RRKM 理論) である．RRKM 理論は，1928 年に Rice と Ramsperger [7]，また
Kassel [8, 9] によってほぼ同時に独立に開発された RRK 理論に，1956 年，Marcus と
Rice [10]による改良が加えられ，完成された．

RRKM理論の基本的な考え方は遷移状態理論と同じであり，そこで仮定される条件も
ほぼ同じである．遷移状態理論と異なる点は，遷移状態理論が遷移状態において温度平衡
を仮定しているのに対し，RRKM理論ではミクロカノニカル分布が仮定されている点で
ある．したがって RRKM理論は，「ミクロカノニカル遷移状態理論」とも呼ばれる [11]．

RRKM理論では，次のような反応機構が仮定される：

A + M ⇆ A∗ + M (2.17)

A∗
k(E)−→ A‡ −→ 生成物 (2.18)

ここでMは分子 Aが反応に必要なエネルギーを獲得するための衝突相手であり，それは
A自身の場合もあれば，反応に関係のない第３体分子と呼ばれるものである場合もある．
A∗ は活性化分子，A‡ は遷移状態を表す．さて，RRKM 理論では，遷移状態理論の仮定
(1)(2)はそのまま保持される．それ以外の RRKM理論特有の仮定は以下の通りである：

(5) エネルギー E を持つ分子活性分子 A∗ は，すべての状態をとることができ，いつか
は分解生成物になる可能性を有する．

(6) 活性分子内での振動エネルギー再分配は，単分子反応よりはるかに速い．

すなわち RRK理論が成立するための基礎的条件として，すべての分子内振動エネルギー
再分配 (Intramolecular Vibrational energy Redistribution, IVR) が 1/k(E) よりはるかに短
い時間で起きることが要請される．これはつまり，反応の初期時刻 t = 0において反応物
の内部状態がある全エネルギー E に対する統計分布（ミクロカノニカル分布）をしている
場合に，全ての状態は等しい反応確率をもっていて，反応進行中もミクロカノニカル分布
が保たれている，という仮定である．

RRKM 理論は，反応系の全エネルギー E に依存する反応速度定数 k(E) を導く．今，
自由度 n の反応系を考え，それらの位置変数を q1, q2, · · · , qn, それらに共役な運動量を
p1, p2, · · · , pn とする．そのうち q1 を反応座標とし，q1 = q‡1 が遷移状態を表すとする．
遷移状態理論における仮定 (2)と同じ仮定が RRKM理論においても課されており，そ
のことから，遷移状態 q1 = q‡1 におけるハミルトニアンを

H = H‡1(q‡1, p1) + H′(q2, · · · , qn, p2, · · · , pn) (2.19)
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のように書くことができる．ここで反応座標方向の運動に関するハミルトニアン H‡1 は，

H‡1 =
p2

1

2µ1
+ V1(q‡1) (2.20)

のように書かれる．ここで µ1 はこの方向の運動に対する換算質量を表す．また，ポテン
シャル V1 の遷移状態での値は V1(q‡1) = E0 であるから，

H =
p2

1

2µ1
+ E0 + H′(q2, · · · , qn, p2, · · · , pn) (2.21)

となる．
さて，反応前 (q1 < q‡1)の全状態数を N とすると，反応速度定数 k(E)を用いて，N は

−dN
dt
= k(E)N (2.22)

に従う．N は

N =

∫
dq1 · · · dqndp1 · · · dpnδ(H − E)Θ(q‡1 − q1)

hn (2.23)

のように反応前の状態に対応する領域の H = E の等エネルギー面上の相空間体積をプラ
ンク定数 hの n乗で割ったもので与えられ，単位時間に減少する状態数 −dN/dtは，

−dN
dt
=

∫
dq1 · · · dqndp1 · · · dpnδ(H − E)δ(q1 − q‡1)Θ(p1) p1

µ1

hn (2.24)

のような形で与えられる．この式の右辺の分子は遷移状態 q1 について正の向きに通過す
る位相体積のフラックスを表している．
ここで，式 (2.21)を用いて，

−dN
dt
=

∫
dq1 · · · dqndp1 · · · dpnδ(p2

1 + E0 + H′ − E)δ(q1 − q‡1)Θ(p1) p1
µ1

hn (2.25)

=
1
2

∫
dq2 · · · dqndp2 · · · dpndx δ (x − (E − E0 − H′))

hn

x ≡
p2

1

2µ1

 (2.26)

=
1
2

∫
dq2 · · · dqndp2 · · · dpnΘ (H′ − (E − E0))

hn (2.27)

=
G‡(E − E0)

h
(2.28)

ここで，

G‡(E − E0) ≡ 1
2

∫ H′=E−E0

H′=0
dq2 · · · dqndp2 · · · dpn (2.29)

は遷移状態における反応自由度以外の状態数を表している．1/2の因子は p1 > 0のみを
とることに由来する．
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ところで，式 (2.23)で与えられる N は H = E の等エネルギー面上での積分の形をして
いるので，エネルギー E に対する状態密度になっており，これを N(E) と書くことにす
る．すると，式 (2.22)を用いて，RRKM速度定数

k(E) = − 1
N(E)

N(E)
dt
=

G‡(E − E0)
hN(E)

(2.30)

が導かれる．
ミクロカノニカル分布下の RRKM 速度定数 k(E) と温度依存するカノニカル分布下の
遷移状態理論の速度定数 k(T )は，

k(T ) =
∫ ∞

0
k(E)P(E)dE (2.31)

によって結びつけられる．ここで P(E)は Boltzmann分布関数である．

2.4 RRKM理論と実験結果との整合性
2.4.1 実験と一致する場合

RRKM理論を用いて計算された反応速度定数は，多くの場合，実験結果とよく一致す
ることが確認されている．ここでは，そのうちいくつかの例を紹介する．

ブロモベンゼンイオン・重水素化ブロモベンゼンイオンの分解
最初に紹介するのは，Baerと Kury [31]によって行われたブロモベンゼンイオン，重水
素化ブロモベンゼンイオンの分解反応

C6H5Br+ → C6H+5 + Br, (2.32)
C6D5Br+ → C6D+5 + Br (2.33)

の実験結果と理論値との比較である．彼らは，イオンを単一のエネルギー状態に励起する
ため，光電子-光イオン同期法（photoelectron-photoion coincidence, PEPICO [32]）という
手法を用いて，解離速度のイオンの内部エネルギーへの依存性を測定し，RRKM理論に
よる理論値と比較した．図 2.2に示した彼らの結果を見ると，理論計算が実験値とよく一
致していることがわかる．

メチルイソシアニド (CH3NC)の異性化
メチルイソシアニドからアセトニトリルへの異性化：

CH3NC −→ CH3CN (2.34)
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Table 1 
Molecular ion and transition state frequencies used in RRKM/ 
QET calculations a) 

Assignment C6HsBr C6DsBr 

MI TS MI TS 

C H 3068 3068 2169 2169 
C-H 3050 3050 2157 2157 
C-H 3029 3029 2142 2142 
C-H 3070 3070 2171 2171 
C-H 3056 3056 2161 2161 
C-C  1580 1580 1580 1580 
C-C 1580 1580 1580 1580 
C-C  1473 1473 1473 1473 
C-C  1445 1445 1445 1445 
C-C 1320 1320 1320 1320 
C-H 1264 1264 894 894 
C-H 1175 1175 831 831 
C-H 1158 1158 819 819 
C-H 1068 1068 755 755 
C-H 1020 1020 721 721 
ring 1001 1001 1001 1001 
C-H 990 990 700 700 
C-H 963 963 681 681 
C-H 904 904 639 639 
C-H 832 832 588 588 
C-H 735 735 520 520 
C-C  680 680 680 680 
C - C - C  615 615 615 615 
C-C  409 409 409 409 
Br 1070 130 1070 130 
Br 670 b) 670 b) 
Br 315 130 315 130 
Br 254 130 254 130 
Br 460 130 460 130 
Br 181 130 181 130 

a) Molecular frequencies from ref. [16]. 
b) Assumed reaction coordinate. 

factor of  21/2, it was possible to obtain a perfect fit for 
the C6D5Br + data. 

4. Discussion 

From the excellent fit of the calculated and experi- 
mental decay rates of  C6D5Br it is evident that the CH 
vibrational modes are totally involved in the vibration- 
al energy f low even though they are not directly in- 
volved in the reaction. This is verified in the energy 
range of  0 . 5 - 1 . 2  eV above the dissociation onset. 

The ratio kH/k D varies from the dissociation onset, 

10 6 

:3.2 33 
i 

?-- 

~: 105 

104 

34 
i 

Ion Internal Energy (eV) 
3.5 3.6 37 3 8  39 40  4.1 4.2 

i i ~ 1  i 

06H5 + 

C6X5Br + -  C6 X+ +Sr 

• I I I I I I 
120 121 122 123 12.4 12.5 126 127 128 I 9 130 

Photon Energy (eV) 

Fig. 2. The rate versus internal energy curves for the dissocia- 
tion C6HsBr + and C6DsBr +. The solid lines are statistical 
theory calculations. The only difference between the two 
lines is that all the CH frequencies were reduced by 21/2 for 
the deuterated rates. (Note that 0.155 eV thermal energy 
must be added to the photon energy to obtain the ion ener- 
gy with respect to bromobenzene molecule in the ground vi- 
brational state.) 

where it is ~20,  to 1 at infinite energy. It would be 
most interesting to determine whether energy flow 
continues to be random at the very low energies. Un- 
fortunately,  the calculated rates at the onset are ex- 
tremely slow (k H ~ 0.02 s - I ;  k D ~ 0.001 s - 1 )  so that  
neither the rates nor even the ratios can probably be 
determined experimentally.  The other interesting ex- 
treme is the high-energy region where the dissociation 
rates are extremely fast and where energy flow may 
cease to be random. However in this energy range the 
k H and k D rates approach each other because the dif- 
ferences in the numerator and denominator  of  the ex- 
pression: 

k(E) = W*(E - EO)/hp(E) (3) 

for the k H and k D disappear as E becomes much big- 
ger t h a n E  0. In eq. (3) W*(E - E O) is the sum of  the 
vibrational density of  states of  the transition state from 
0 to E - E 0, while p(E) is the density of  states in the 
molecular ion at energy E. E 0 is the activation energy. 

The bromobenzene ion is initially produced in two 

661 

図 2.2 ブロモベンゼンイオン，重水素化ブロモベンゼンイオンの分解速度の実験値と
理論値の比較．横軸は反応前のイオンが持っていた内部エネルギーである．各点が実験
結果，実線は RRKM理論による結果である．[T. Baer and R. Kurry, Chem. Phys. Lett.
92, 659 (1982). Copyright c⃝ 1982 Published by Elsevier B.V.の許可を得て転載．]

は，Schneiderと Rabinovitch [33]により詳しく研究された．彼らは，メチルイソシアニ
ドの単分子反応速度定数の圧力依存性を，RRKM理論による結果を用いて計算し，実験
値と比較した．図 2.3 に彼らの結果を示した．この図の通り，RRKM 理論による理論値
が，実験値と非常によく一致している．

Rabinovitch らは，この他にも CD3NC, CH2DNC, C2DNC, C2D5NC の異性化につい
ても，RRKM 理論による反応速度定数の計算が実験値とよく一致することを示した
[34, 35, 36, 37].

2.4.2 実験と合わない場合

RRKM理論と実験結果との比較において，理論値と実験値とが一致する場合が圧倒的
に多いが，中にはそれらが一致しない例も報告されている．以下でそれらのうちの一つを
紹介する．

アセチルラジカルの解離反応
ここでは，Shibataら [17]によって行われた，アセチルラジカルの解離反応

CH3CO −→ CH3 + CO (2.35)
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Fig. 1.-Pressure dependence of unimolecular rate con- 
stants for CHaNC: log k/k, versus log p a t  199.4", 230.4', 
259.8'. For clarity the 260' curve is arbitrarily displaced 
by one log k unit to the left in the figure while the 200' curve 
is displaced the same distance to the right; actually, both 
of these curves would almost coincide with the 230" curve. 
Vertical marks have been placed under the 200' high pres- 
sure points to  assist in distinguishing these from the 230' 
data. The solid curves represent the calculated results for 
the 300 harmonic model, adjusted on the pressure axis to 
coincide with the experimental points a t  log k/k, = -1 
(Table VIII). The dotted curve a t  230" is for the 600 har- 
monic model, similarly adjosted. 

pending on the vessel); (c) decrease of pressure 
through sampling (never more than a total of 100jo) ; 
(d) gas imperfection, particularly dipolar associa- 
tion a t  the highest pressures (about 1% a t  1000 mm. 
and 6% a t  14.4 atmospheres, Appendix 1); (e) 
change in collision number a t  high pressures (<2%) ; 
(f) self-heating a t  the higher pressures and tempera- 
tures (generally less than 5%, Appendix 1). 

Somes ample runs are shown in Table I, Appendix 
2. 

Heterogeneity. Side Reactions--No effect on 
the rate over the whole pressure range given was 
found upon increasing the surface-volume ratio 
tenfold, beyond an indication of some heterogeneity 
a t  the lowest pressures. In a few runs near 0.01 
mm. pressure, greater scatter was found which 
rendered them unreliable as an indication of in- 
creasing heterogeneity; one in -200 are wall col- 
lisions. Identical rates were obtained in a fused 
quartz reactor and in Pyrex vessels of different 
volume. Reactors were first seasoned briefly with 
CH1NC. The seasoning procedure had no effect 
on the rate constants. Autocatalysis and side re- 
actions were shown to be absent. No polymer or 
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I IT x lo3 O K .  

Fig. 2.-Arrhenius plots for methyl isocyanide data: 0, 
8 atmospheres; A ,  1500 mm.; 0,  150 mm.; 0, 10 mm.; A, 
5 mm.; 8 ,  0.1 mm. Lines were fitted by least squares; the 
lower range of abscissa values is for 0.1 mm. and the higher 
range for all other pressures. 

side products were produced when the reaction was 
carried through five half-lives. 

Oxygen.-Up to 5% of dry, COz-free air pro- 
duced no change in rate, except for the inert gas 
effect. 

Influence of Radicals.-Bigger amounts than 
0.15% tert-butyl peroxide (e.g., 0.012 mm. peroxide 
and 7.8 mm. isocyanide) had an accelerating effect 
on the rate. In a typical run with 1% addend 
(8.33 mm. reactant and 0.085 mm. peroxide) the 
rate was accelerated by 50%. Sensitized reaction 
is being investigated further. 

Kinetic Data.-Pressure fall-off was studied a t  
199.4', 230.4" and 259.8'. Log k vs. log p curves 
are given in Fig. 1. The data are tabulated in 
Table 11, Appendix 2 .  Extrapolation of k-l vs. 
p +  plotssjg gave k ,  as 7.50 X 10-5 set.-' a t  
199.4', and 92.5 X sec.-l a t  230.4". The 
curve a t  259.8' could be studied with the present 
technique only in the fall-off and near second- 
order regions, and k, was not determined experi- 
mentally; in anticipation of later calculations, a 
value of k ,  = 76.7 X set.-' may be assigned. 
The classical empirical Kassel fit parameter s was 
determined from the shape of the fall-off by super- 
position with calculated fall-off curvesI0; s 'v 3.0 

(8) E. W. Schlag and B. S. Rabinovitch, J .  A m .  Chetn. Soc., 82, 

(9)  B. S. Rabinovitch and  K.-W. Ifichel, i b i ~ l . ,  81, 506.5 (1059). 
(10) E. W. Schlag, B. S. Rabinovitch and F. W. Schneider, J .  Chem. 

5096 (1960). 

Phys. ,  32, 1599 (1960). 

図 2.3 メチルイソシアニド (CH3NC) の単分子反応速度定数の圧力依存性．[F. W.
Schneider and B. S. Rabinovitch, J. Am. Chem. Soc. 84, 4215 (1962). Copyright c⃝ 1962,
American Chemical Societyの許可を得て転載．]

の例を紹介する．彼らはアセチルラジカルの内部エネルギーの各値に対し，解離速度定数
を測定し，それを RRKM理論による結果と比較した (図 2.4)．図の実線で示されたのが
量子化学計算によって得られたエネルギー障壁の高さ 17kcal/molを使用して求めた理論
値であり，点で示された実験値と比べ，反応速度定数を 10倍程度も大きく見積もり過ぎ
ている．仮に障壁の高さとして 19kcal/molを使うと（図 2.4，点線）実験結果と一致する
が，他の計算結果からも，17kcal/molが正しいと考えられている [17]．
このような理論値と実験結果のずれの原因として考えられるのは，ラジカルの不安定性
のために反応のエネルギー障壁が低く，そのため分子内の緩和時間より反応時間の方が短
いことである．また，反応座標（今の場合 C-C結合の距離）方向の振動運動とラジカルの
回転運動との間の相互作用が小さく，これも分子内緩和のボトルネックとして働いている
ことが考えられる [38]．

上にあげた例以外にも，RRKM理論と実験結果とがずれるという例は多数報告されて
いる [39, 11]．一般に反応座標と他の振動モードの結合が弱く，振動モード間のスムーズ
なエネルギー分配が起こらない場合や，単分子反応の閾値の低いときに RRKM理論によ
る理論値と実験値とが合わないことが知られている [11]．
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a factor of 2, and cannot account for the discrepancy between
calculation and experimental result. When CH3 torsion is
approximated by a free rotor, the RRKM rate increases.22
The agreement between the observed rate and an RRKM

calculation can be improved if the barrier is higher than 17 kcal/
mol. Watkins and Word have suggested 17 kcal/mol by
extensive kinetics mesurements,19 and North et al. suggested
17 ( 1 kcal/mol by PTS.10 On the other hand, recent ab initio
calculations at the MP2/cc-pVTZ level have provided a larger
barrier height of 18.7 kcal/mol.12 However, more accurate ab
initio calculations (6-311++G/MP4SDTQ) predict a lower
barrier height of 16.3 kcal/mol (with zero-point energy correc-
tion).23 Thus, the barrier height is best estimated to be 17 ( 1
kcal/mol and not higher. In fact, acetyl radical with Eint ∼ 17
kcal/mol seems decaying, indicating that the real barrier could
be even lower than 17 kcal/mol. Thus, the discrepancy is
presumably attributed to dynamical effects.
One possible dynamical effect to be considered is restricted

IVR in the acetyl radical. If the initial internal energy is
partitioned to vibrational modes which are poorly coupled with
C-C stretching, the apparent reaction rate will be smaller than
RRKM theory. Another effect could be rotational metastability
of the acetyl radical. Since acetyl chloride becomes pyramidal
in the 1(n, π*) state, it is also pyramidal at the surface crossing
point between the 1(n, π*) and 1(n, σ*) states.14,15 Therefore,
the subsequent C-Cl repulsion is expected to excite molecular
rotation of CH3CO around its a-axis. The a-axis rotation is
not expected to be strongly coupled with the C-C dissociation
coordinate, thus leading to a smaller dissociation rate than
RRKM theory; for instance, if a-axis rotation is completely
inactive in reaction, rotational excitation reduces the available
energy for the reaction. K-scrambling due to Coriolis coupling
will diminish the reduction of reaction rate, since it allows the
system to sample low K states with a lower effective barrier
for the reaction due to centrifugal force. If K-scrambling is
restricted, it will become rotationally metastable.
As for the rotational metastability, accurate estimation of the

rotational excitation of acetyl radical cannot be made unfortu-
nately due to the lack of information on the potential energy
surface of acetyl chloride. A soft impulsive model (the model
considering the conservation of linear momentum between C

and Cl atoms) with the geometry at the crossing point of 1(n,
π*) and 1(n, σ*) calculated by the ab initio method15 predicts
that the acetyl radical is excited around the a-axis with an energy
of 14 kcal/mol, which is considered to be an overestimation.
Since the acetyl radical is relaxed gradually to the planar
structure on the 1(n, σ*) surface, C-Cl stretching is strongly
coupled with C-Cl bending. This leads to smaller rotational
excitation of the acetyl radical. It is noted that an impulsive
model is only applicable to the system where anisotropy of the
PES is small.24
Kim et al. have performed femtosecond pump-probe mass

spectrometry on photodissociation of acetone, diethyl ketone,
and methyl ethyl ketone.6-8 These molecules were excited by
two-photon absorption of 307 nm light, which induced the
primary C-C bond cleavage within 100 fs. It was found that
the metastable CH3CO and C2H5CO radicals thus produced have
lifetimes of 550-900 fs which are about an order of magnitude
longer than those predicted by RRKM theory.6-8 Due to the
difference in the primary dissociation mechanism and in
energetics between the experiment by Kim et al.6-8 and ours,
internal excitation of CH3CO is quite different. Nonetheless,
both experiments point to the discrepancy between the experi-
mental result and statistical calculations in the dissociation of
the CH3CO radical.

Conclusion

Subpicosecond time-clocked photofragment imaging was
employed to measure the energy-dependent dissociation rate k(E)
of radical species. The CH3CO radicals were formed by
ultraviolet photodissociation of CH3COCl, and the subsequent
decay of these radicals was observed. The decay rates observed
for each internal energy were an order of magnitude smaller
than those calculated by RRKM theory. It is likely that IVR
and/or vibration-rotation energy exchange prior to C-C bond
rupture is restricted. The present study demonstrates the
potential of time-resolved photofragment imaging for the study
of unimolecular reaction of free radical species.
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図 2.4 実験値のフィッティングから得られたラジカルの解離速度定数と，RRKM 理
論により計算された理論値の比較．[H. Shibata, H. Li, H. Katayanagi, and T, Suzuki, J.
Phys. Chem. 21, 102 (1998) Copyright c⃝ 1998, American Chemical Societyの許可を得
て転載.]

2.5 非 RRKM的挙動 (Non-RRKM behavior)について
上で RRKM 理論が実験結果と一致しない場合があることを紹介した．このような

RRKM 理論によって説明できない反応系の振る舞いのことを非 RRKM 的挙動 (non-
RRKM behavior) と呼ばれる [11]．反応系が非 RRKM 的挙動を見せるメカニズムにつ
いて，Bunkerと Hase [13]が明解な考察を与えており，ここではそれを紹介する．
図 2.5の左半分は，相空間内の系の運動を模式的に表しており，右半分は対応する反応
物の寿命分布の典型的振る舞いを描いてある．寿命分布 P(τ)とは，

P(τ) ≡ − 1
N0

dN(τ)
dτ

(2.36)

によって定義される量である [39]．N0 は初期時刻の反応物の全状態の数を表す．すなわ
ち P(τ)は，最初反応物側にあった状態のうち，時刻 τに反応する割合を意味する．ここ
で式 (2.22)により，

N(t) = N0e−k(E)t (2.37)

なので，これを式 (2.36)の右辺に代入することにより，

P(τ) = k(E)e−k(E)τ (2.38)
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を得る．式 (2.37)が RRKM理論の仮定から導かれた式であり，その仮定が正しければ，
寿命分布は式 (2.38)に従って指数関数的に減衰すると考えられる．

RRKM理論では，活性分子 A∗ はその取り得るすべての状態が等確率で占められるよう
に振る舞う，ということが仮定されている．これはすなわち，活性化分子 A∗ が遷移状態
A‡ へと移る確率が完全に統計的考察によって得られることを意味する．
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On non-RRKM unimolecular kinetics: Molecules in general, and CH3NC in particular* 
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Monte Carlo rate constants for model CH3NC isomerization, determined at 200, 100, and 70 
kcallmole. disagree with theoretical predictions. Also, three different approximate methods of generating 
initial conditions at 200 kcal lead to divergent results. The molecule does not appear to us to obey the 
random lifetime assumption of conventional unimolecular rate theory at any of these energies. A 
discussion is given of the systematics of this kind of effect, and comments are made on the relationship 
between our results and those obtained in the laboratory. 

I. THEORETICAL PROLOGUE: WHAT TO EXPECT FROM A 
UNIMOLECULAR REACTION 

A. Introduction 

One of the ·best reasons for making a simple the-
oretical model of chemical behavior is merely that 
it can be done. A recognizable physical assump-
tion, leading by tractable mathematics to definite 
predictions, provides a valuable guide, regardless 
of whether most reactions conform to it. 

The RRKMl theory of unimolecular reactions is 
an example of such a model. It appears to explain 
a very large amount of chemistry. But even if it 
were not so successful, it would still be of central 
interest, because its main assumption is the only 
manageable one that can be made. Its converse 
implies that we cannot calculate reaction rates by 
any simple manipulation of the structural properties 
of cold reactant and critically activated molecules. 
Any treatment of non-RRKM kinetics must be much 
more complicated than the currently standard the-
0ry. 

Since that is what we must discuss in this paper, 
we need to supply at least a rudimentary descriptive 
pathology of non-RRKM behavior. A bibliography 
is provided,2-9 and the notation has been chosen to 
conform as much as possible to that of Robinson 
and Holbrook. 2 

The basic assumption of RRKM theory is that 
isolated molecules behave as if all their accessible 
states were occupied in random order. In Fig. 
l(a) we have illustrated this schematically, showing 
random transitions among states at some energy 
high enough for eventual reaction (towards the 
right). This assumption implies that there will be 
a random lifetime distribution 

P(T)=kaexp(-kaT) , (1) 

giving equal probability during any time interval 
for reaction to occur. 

The "as if" wording is important. In reality, 
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transitions between states are not random; some 
are more probable than others. In the limit of high 
energy and heavy atoms, only one transition is pos-
sible and we have a classical trajectory. Thus we 
have to rely on the molecular motion to be disor-
derly enough for the RRKM assumption to be mim-
icked, as crudely illustrated in Fig. l(b). 

In practice we never quite attain this ideal. To 
apply RRKM theory, we must prescribe the manner 

(0) RRKM model 

• 'bi ph,"ool 00",'"'''' 1 
III 

(c) collisional state selection 

-= (d) chemical activation 

at "'.KM 

T 

FIG. 1. Relation of state occupation (schematically 
shown at constant energy) to lifetime distribution for the 
RRKM theory and for various actual situations. Dashed 
lines in lifetime distributions indicate RRKM behavior. 
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図 2.5 相空間内における反応系の運動の様子と寿命分布の振る舞いの関係を示した模
式図．(a)RRKM理論のモデル．(b)RRKMのモデルに対応する物理的状況．(c)衝突状
態選択．(d)化学活性化．(e)非 RRKM的挙動．[D. L. Bunker and W. L. Hase, J. Chem.
Phys. 9, 4621 (1973). Rights managed by AIP Publishing LLC.の許可を得て転載．]

この状況を表したのが図 2.5(a)である．RRKMのモデルでは，反応前の状態が反応の
時間スケールに比べて無視できるほど短い時間の間にミクロカノニカル分布へと緩和する
ことが要請される．RRKM理論と一致する実際の反応系においては，１本１本の軌道の
運動はそれほど速くなくとも，系が全体としてすべての状態をエルゴード的に隈無く訪れ
ている，図 2.5(b)のような振る舞いが推測される．さて，一方で，系が一時的に RRKM
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理論からずれる見かけの非 RRKM的挙動というものも存在する．これは図 2.5(c), (d)に
対応し，分子の活性化の過程において，ある特定のモードが起ち上げられた場合に観測さ
れる．この場合，反応初期段階において寿命分布の RRKM 理論からのずれが生じるが，
モード間に強い相互作用があれば，振動エネルギーの急速な分子内再分布が起こり，その
後 P(τ) が RRKM 理論に一致するようになる．最初に反応座標にエネルギーが与えられ
れば k(E)は RRKM理論より大きくなるし，反応座標から離れた振動モードが励起されれ
ば，反応の遅れが生じる．
最後は本質的に非 RRKMな場合である．図 2.5(e)に示されたこの場合，反応速度に比
べて反応物の緩和速度が遅い．このとき，反応のボトルネック以外に，分子内エネルギー
再分配を遅らせる別のボトルネックの存在が示唆される．
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RRKM理論は反応前の状態が完全にランダムな運動をしており，井戸の中の全状態か
ら反応するものが選ばれる過程が純粋な確率過程と見なせる場合に反応速度の正しい予測
を与える．しかし，反応物側のポテンシャル井戸の内部でカオスがそれほど発達しておら
ず，規則的運動とランダムな運動とが混在しているような場合には，RRKM理論を直接
適用すると，理論値と実験値との間に大幅なずれが生じる．このような場合，反応系の相
空間内でのより詳細な運動に着目する力学的反応論が有用と考えられる．
本章以降，我々は統計的反応論とは逆の極限から化学反応系にアプローチする．すなわ
ち，運動が完全に正則な可積分系に摂動が加えられた，近可積分系と見なせる場合を扱
う．そこでまず，第 0近似として，可積分系から始める．

3.1 可積分系
一例として，二重井戸型ポテンシャル中の振動運動を表す次のようなハミルトン系を考
える：

H1 =
p2

1

2
−

q2
1

2
+

q4
1

4
. (3.1)

ここで q1 は運動の位置を表す変数，p1 は q1 に共役な運動量である．H1 は図 4.1に示し
たように二重井戸型ポテンシャルを持つ．運動方程式は，

q̇1 =
∂H
∂p1
= p1 (3.2a)

ṗ1 = −
∂H
∂q1
= q1 − q3

1 (3.2b)

となる．ここで左辺のドットは時間微分を表す．運動方程式 (3.2) から，この系は
(q1, p1) = (0, 0), (±1, 0) に不動点を持つことがわかる．このうち (q1, p1) = (±1, 0) は
ポテンシャルの底にあたる安定な不動点で，楕円型不動点 (elliptic fixed point)と呼ばれ
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図 3.1 式 (3.1)で表される系 H1 の持つ二重井戸型ポテンシャルの概形．

る．また，(q1, p1) = (0, 0)はポテンシャルの鞍点にあたる不安定な不動点で，双曲不動点
(hyperbolic fixed point)と呼ばれる．この系の運動の解は解析的に求めることができ，

(i) H1 < 0（セパラトリクスより内側）に対して，

q1(t) = ±
√

2
√

2 − κ2
dn

(
t

√
2 − κ2

, κ

)
p1(t) = ∓

√
2κ2

2 − κ2 sn
(

t
√

2 − κ2
, κ

)
cn

(
t

√
2 − κ2

, κ

) (3.3)

(ii) H1 = 0（セパラトリクス上）では，

q1(t) = ±
√

2sech t

p1(t) = ∓
√

2 tanh t sech t
(3.4)

(iii) H1 > 0（セパラトリクスより外側）に対して，

q1(t) =

√
2κ2

2κ2 − 1
cn

(
t

√
2κ2 − 1

, κ

)
p1(t) = −

√
2κ

2κ2 − 1
sn

(
t

√
2κ2 − 1

, κ

)
dn

(
t

√
2κ2 − 1

, κ

) (3.5)

のような形で与えられる．ここで sn(·, ·), cn(·, ·), dn(·, ·)はヤコビの楕円関数であり，κ は
その楕円モジュラスである．κは H1 と

H1 =
κ2 − 1

(2 − κ2)2 (3.6)

によって結びつけられる．H1 < 0と H1 > 0の軌道は κ → 0の極限でどちらも H1 = 0の
軌道に漸近する．
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H1 の運動を (q1, p1)の相空間上で，いくつかの初期エネルギーの値に対する軌道を示し
たものが図 3.2である．１本１本の軌道を表す曲線が，それぞれ与えられたエネルギーの
等高線になっている．この図において，双曲不動点 (q1, p1) = (0, 0) から発して再びその

I2

I1

KAM curves

q2

q1

p1

p2

図 3.2 可積分系 H1 の相空間. ホモクリニック軌道 (セパラトリクス) は (0, 0) にある
双曲不動点から出て再び戻ってくる閉曲線をなしている．

点に戻っている軌道は，ホモクリニック軌道 (homoclinic orbit)と呼ばれる．そしてホモ
クリニック軌道を境に，それより内側 (低エネルギー側)の，どちらか片方の井戸の中での
振動運動と，外側の両井戸にまたがって振動する運動が完全に分離されている．このよう
に相空間上で内側の運動は不動点 (q1, p1) = (±1, 0)の付近では楕円形になる．これが楕円
型不動点の名前の由来である．ホモクリニック軌道は内側と外側の運動の境界に位置して
定性的に異なる２種類の運動のを分離していることから，セパラトリクス (separatrix)と
も呼ばれる．
ハミルトン系 H1 はエネルギーが保存される保存力学系 (conservative system)であり，
また運動方程式を積分することで厳密解が得られる可積分系 (integrable system)である．
エネルギーが保存することから，セパラトリクス上のエネルギー E sep

1 は，式 (3.1)で表さ
れる H1 に双曲不動点上での値 (q1, p1) = (0, 0)を代入することによって，

E sep
1 = 0 (3.7)

となることがわかる．したがって，この系 (3.1)は，H1 < 0ならば，どちらか片方の井戸
の内部での振動運動，H1 > 0ならば２つの井戸にまたがる振動運動をする．そのどちら
の運動をするかは与えられた初期エネルギーによって決まり，内側と外側の運動が途中で
入れ替わることはない．
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3.2 カオスの発生
次に，この二重井戸型ポテンシャル中を運動する振動子に，もう 1つの自由度が加えら
れた場合を考える．ここでは調和振動子と結合した場合を考える．ハミルトニアンが，

H(q1, p1, q2, p2) = H1(q1, p1) + H2(q2, p2) + ϵH12(q1, p2). (3.8)

の形のものを考える．ここで，

H1 =
p2

1

2
−

q2
1

2
+

q4
1

4
, (3.9a)

H2 =
1
2

(p2
2 + ω

2q2
2), (3.9b)

H12 = −
1
2

q2
1 p2. (3.9c)

のような形のものを考えよう．H2(q2, p2)は調和振動子のハミルトニアンである．ここで
ϵH12(q1, p2)が２つの自由度の変数を両方含んでおり，自由度間のの相互作用を引き起こ
す項になっている．ϵ(|ϵ| ≪ 1)は無次元の摂動パラメータである．相互作用項 ϵH12(q1, p2)

を介して反応自由度と調和振動子とが相互作用しながら運動している状況を考える．
調和振動子もそれ単体で運動している場合には可積分系であり，(q2, p2) の時間依存
性は

q2(t) =

√
2E2

ω2 sin(ωt + θ0) (3.10)

p2(t) =
√

2E2 cos(ωt + θ0) (3.11)

となる．ここで，θ0，E2 は定数で，E2 は調和振動子のエネルギーである．(q2(t), p2(t))の
軌道は図 3.3のようになり，エネルギーによって異なる楕円形の閉軌道となる．
さて，以下の議論を簡単にするために，系 (3.8)の調和振動子の変数 (q2, p2)に関して，
作用-角変数 (action-angle variable)(θ2, I2)に正準変換する [38]：

q2 =

√
2I2

ω
sin θ2

p2 =
√

2ωI2 cos θ2.

(3.12)

ここで，θ2 が角変数，I2 が作用変数である．すると調和振動子のハミルトニアンは，

H2 = ωI2 (3.13)

となり，ϵ = 0の非摂動系においては，I2 は保存する．
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図 3.3 調和振動子（式 (3.9b)）の相空間内の運動の様子．

力学系の解析を行うための道具としてポアンカレ写像 (Poincaré map)がしばしば用い
られる．ポアンカレ写像とは，変数を３つ以上持つ力学系で，ある 1つの変数を固定した
断面を軌道が決められた方向に通過するたびに点をとった時，その点列 P1, P2, · · · , Pn, · · ·
に関して，運動方程式によって一意に決定される写像 Pi → Pi+1 のことである（図 3.4

参照）．このとき，その点列をプロットしていく断面のことをポアンカレ断面 (Poincaré
surface of section)という．

Pi

Pi

Pi+1

Pi+1

Pi+2

Pi+2

�q̄2

�q̄2

p1 q1

q2

q1

p1

図 3.4 ポアンカレ断面．
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さて，２自由度ハミルトン系 (3.8)に関して，ポアンカレ断面上での力学を見てみよう．
今，調和振動子の角変数 θ2 に関してポアンカレ断面をとる．ここでは θ2 = 0，θ̇2 > 0で
断面をとった場合を考える．

(a) unperturbed(ϵ = 0)

(b) perturbed(ϵ = 0.05)

図 3.5 2自由度ハミルトン系 (3.8)の q2 = 0かつ p2 > 0でとられたポアンカレ断面上
で見た相空間内の運動の様子．(a)ϵ = 0の非摂動系．ポテンシャルの井戸の内部での振
動運動と，井戸の外側の周期軌道の 2種類の運動に完全に分離しており，セパラトリク
スがそれら２種類の運動の境界を成している．(b)系 (4.1)で ϵ = 0.05とした場合．摂
動によってセパラトリクス近傍にランダムな運動の層が現れ，ストカスティック層と
呼ばれる．ストカスティック層の内側と外側の境界には KAMトーラス (3.3節参照)と
呼ばれる不変集合があり，ストカスティックな運動は局所的な領域に閉じ込められて
いる．

図 3.5にそのポアンカレ断面上の運動の様子を示した．まず，図 3.5(a)は，系 (3.8)で
ϵ = 0の場合，つまり２つの自由度の間に相互作用がない場合である．このとき，二重井
戸型振動子の変数 (q1, p1)で示されたポアンカレ断面上の相空間構造は１自由度ハミルト
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ン系としての振動運動の様子（図 3.2）をそのまま再現する．準周期的な運動が，何回も
断面を横切ることによって，曲線のように見える構造物を形作っている．二重井戸型振動
子の不動点 (0, 0)と (±1, 0)はポアンカレ写像に対しても不動点である．
一方，図 3.5(b) は ϵ = 0.05 の場合である．セパラトリクス近傍にストカスティック
層 [22]と呼ばれるカオス的な運動領域が現れ，内外の運動が入り混じる．ただし，layer

内のカオス的運動は，3.3節で述べる KAMトーラス [22]と呼ばれる不変集合によりその
境界を定められた領域に閉じ込められている．このように，摂動の影響がそれほど大きく
ない場合には，非摂動系の構造を残しながら，局所的にカオス的運動領域が現れる．
図 3.5(a)に示されたように，ϵ = 0の非摂動系では，双曲不動点から出た軌道は閉軌道
を形成し，再び双曲不動点へと入っていくホモクリニック軌道を形成していた．ϵ , 0の
摂動系では，この状況が異なってくる．双曲不動点から発した軌道が閉軌道を形成しなく
なる．
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図 3.6 (a)非摂動系 (ϵ = 0)のホモクリニック軌道．(b)安定多様体 W s(青)と不安定多
様体 Wu(赤)．系 (3.8)で ϵ = 0.05, ω = 3.3, E = 4のとき．

非摂動系では双曲不動点から出た不安定多様体は安定多様体となめらかに接続し，ホモ
クリニック軌道を形成していたのだが（図 3.6(a)），摂動が加えられたことによってそれ
らはもはや接続せず，有限の角度をもって互いに交差する（図 3.6(b)）．こうしてできる
交点のことはホモクリニック点と呼ばれる．２自由度ハミルトン系のポアンカレ断面上に
おいて，ホモクリニック点が１つでも存在すれば，それはホモクリニック点が無限個存在
することを意味する．このことは，２自由度ハミルトン系のポアンカレ写像の面積保存性
から示すことができる [38]．ホモクリニックで互いに交差する安定多様体と不安定多様体
は，引き延ばしと折り畳みを無限に繰り返し，ホモクリニック錯綜 [40]と呼ばれる複雑な
構造を作り出す．このような相空間の構造は，軌道の初期値鋭敏性を反映するカオス発生
の典型的なメカニズムである．
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3.2.1 Melnikovの方法

力学系のカオス的振る舞いを定量的に解析する手法としてMelnikovの理論がある [24]．
Melnikovの方法を用いることにより，摂動系の相空間で安定多様体と不安定多様体との
距離を摂動パラメータの１次のオーダーで見積もることができる．ここでは一般的な力学
系として２次元ベクトル場

ẋ = f (x) + ϵg(x, t); x =
(
x1
x2

)
∈ R2 (3.14)

を考える．ここで，
f =

(
f1
f2

)
, g =

(
g1
g2

)
は Cr(r ≥ 2)とする．ϵ は摂動パラメータである．今，ϵ = 0の非摂動系はハミルトン系と
し，そのハミルトニアンを H0 とする．すなわち，

f1 =
∂H0

∂x2
, f2 = −

∂H0

∂x1
(3.15)

と書かれるものとする．また，摂動 g(x, t) は t に関して周期 T の周期関数とする．ここ
で，次のような状況を仮定する：

A1 (3.14) で ϵ = 0 とおいた非摂動系は，ホモクリニック軌道 x0(t)でそれ自身と結び
つけられる双曲不動点 p0 を持つ．

A2 Γ0 ≡ {x0(t)|t ∈ R} ∪ p0 とする．Γの内部は周期 Tα，α ∈ (−1, 0)の周期軌道 xα(t)の連
続的族によって埋められている．そして

lim
α→0

xα(t) = x0(t), lim
α→0

Tα = ∞

とする．

問題を考えやすくするために，ベクトル場 (3.14) を次のような 3 次元自励系に書き換
える．

ẋ = f (x) + ϵg(x, ϕ),

ϕ̇ = ω = const.;

(x, ϕ) ∈ R2 × S 1

(3.16)

このように書くことで，系は 2 自由度自励ハミルトン系と同等であることが見てとれ
る．3次元相空間 R2 × S でみると，非摂動系 ϵ = 0は周期軌道

γ(t) = (p0, ϕ(t) = ωt + ϕ0)
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図 3.7 ポアンカレ断面上で，ホモクリニック軌道に垂直なベクトル πq に沿って，安定
多様体 W s

ϵ と不安定多様体 Wu
ϵ の間の距離 d(t0)を測る．

を持つ．
γ(t) の 2 次元安定および不安定多様体をそれぞれ W s(γ(t)) と Wu(γ(t)) で表す．

W s (γ(t))と Wu ((γ(t)))は一致しており，2次元ホモクリニック多様体Γγをなしている．断
面 Σϕ0 = {(x, ϕ)|ϕ = ϕ0 ∈ [0, 2π]}に対するポアンカレ写像 Pϕ0 : Σϕ0 → Σϕ0 を定義すると，

γ(t) ∩ Σϕ0 = p0

Γγ ∩ Σϕ0 = {x ∈ R2|x = x0(t), t ∈ R} = Γp0

となっている．
次に摂動系を考える．十分小さい ϵ に対して，γ(t)は，γϵ(t) = γ(t) +O(ϵ)として持続す
る．そして γϵ(t)に対する安定および不安定多様体W s (γϵ(t))とWu (γϵ(t))はもはや一致し
ない．以下では簡単に W s,u

ϵ ≡ W s,u (γϵ(t))と書く．このような場合に，W s
ϵと Wu

ϵ の間の距
離を測るのが，Melnikovの方法である．ただし，その解析は，Γγの O(ϵ)近傍に限られる．
ホモクリニック多様体 Γγ上の各点 q0(t − t0) ≡

(
x0(t − t0), ϕ0

)
∈ Γγにおいて，Γγの法線方

向のベクトルπq を
πq ≡

(
− f2

(
x0(t − t0)

)
, f1

(
x0(t − t0)

)
, 0

)
と定義する．ただし，t0 ∈ [0,T ]，（T = 2π/ω）は ωt0 = ϕ0を満たす tである．断面 Σϕ0にお
ける安定多様体W s

ϵと不安定多様体Wu
ϵ上の点を，x1s,u(t, t0)と書く．すると，W s

ϵ とWu
ϵ の，

ホモクリニック軌道に関する法線ベクトルに沿って測った距離は，qu,s
ϵ (t) ≡ (xu,s

ϵ (t, t0), ϕ)
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として，

d(t0) ≡
< πq

(
q0(0)

)
, qu

ϵ (t0) − qs
ϵ(t0) >

||πq(q0)||

=
f (x0(0)) ∧ (

xu
ϵ (t0, t0) − xs

ϵ(t0, t0)
)

∥ f (x0(0))∥

(3.17)

で定義される．ただし，a ∧ b ≡ a1b2 − a2b1．ここで，xs
ϵ(t, t0)をϵ = 0のまわりで展開す

ると，
xs
ϵ(t, t0) = x0(t − t0) + ϵx1u,s(t, t0) + O(ϵ2) (3.18)

ただし，x1u,s(t, t0) ≡ ∂xu,s
ϵ (t,t0)
∂ϵ
|ϵ=0．これにより，(3.17)は，

d(t0) = ϵ
f
(
x0(0)

)
∧

(
x1u(t0) − x1s(t0)

)
|| f (

x0(0)
) || + O(ϵ2) (3.19)

と書ける．ここで，x1u,s(t0) ≡ x1u,s(t0, t0)とした．Melnikov関数は，式 (3.19)の右辺第 1

項の分子として，
M(t0) ≡ f

(
x0(0)

)
∧

(
x1u(t0) − x1s(t0)

)
(3.20)

により定義される．
ところで，xs

ϵ(t, t0)は (3.14)より運動方程式

ẋs
ϵ(t, t0) = f

(
xs
ϵ(t, t0)

)
+ ϵg

(
xs
ϵ(t, t0), t

)
(3.21)

に従うので，この両辺を ϵ で展開し，各次数で比較すると，ϵ の 1次に関して，

ẋ1s(t, t0) = Dx f
(
x0(t − t0)

)
x1s(t, t0) + g

(
x0(t − t0)

)
(3.22)

が成り立つ．ただし，

Dx f ≡
 ∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

 .
式 (3.22) は第 1 変分方程式とよばれ，t ∈ [t0,∞) で x1s(t, t0) の従う方程式である．同様
に，x1u(t, t0)は t ∈ (−∞, t0]の範囲で

ẋ1u(t, t0) = Dx f
(
x0(t − t0)

)
x1u(t, t0) + g

(
x0(t − t0)

)
(3.23)

を満たす．ここで，Melnikov関数をより実用的な形に書き直しておく．

命題 3.2.1

M(t0) =
∫ ∞

−∞
f
(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
dt (3.24)
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証明

∆u,s(t, t0) ≡ f
(
x0(t − t0)

)
∧ x1u,s(t, t0) (3.25)

を導入する．すると M(t0)は

M(t0) = ∆u(t0, t0) − ∆s(t0, t0) (3.26)

と書ける．式 (3.25)の両辺を tで微分する．

∆̇u,s(t, t0) =
d
dt

[
f
(
x0(t − t0)

)]
∧ x1u,s(t, t0) + f

(
x0(t − t0)

)
∧ ẋ1u,s(t, t0) (3.27)

= Dx f
(
x0(t − t0)

)
f
(
x0(t − t0)

)
∧ x1u,s(t, t0) + f

(
x0(t − t0)

)
∧ Dx f

(
x0(t − t0)

)
x1u,s(t, t0)

+ f
(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
(3.28)

= trace[Dx f
(
x0(t − t0)

)
]∆u,s + f

(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
(3.29)

ここで式 (3.27) から式 (3.28) への変形は式 (3.22), (3.23) を用いた．ここで，式 (3.15)

より，
trace[Dx f ] = 0 (3.30)

よって，
∆̇u,s(t, t0) = f

(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
. (3.31)

次に，この式の両辺を積分する．まず ∆s(t, t0)に関して，∫ ∞

t0
∆̇s(t, t0)dt =

∫ ∞

t0
f
(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
dt. (3.32)

ところが，左辺 ∫ ∞

t0
∆̇s(t, t0)dt = ∆s(∞, t0) − ∆s(t0, t0) (3.33)

において ∆s(∞, t0)は，

∆s(∞, t0) ≡ lim
t→∞

f
(
x0(t − t0)

)
∧ x1s(t, t0) (3.34)

であって，
lim
t→∞

x0(t − t0) = p0 = const. (3.35)

より，
lim
t→∞

f
(
x0(t − t0)

)
= ṗ0 = 0 (3.36)

したがって，
∆s(∞, t0) = 0 (3.37)
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結局，(3.32)は，

−∆(t0, t0) =
∫ ∞

t0
f
(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
dt (3.38)

同様に，
∆u(t0, t0) =

∫ t0

−∞
f
(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
dt (3.39)

以上により，

M(t0) = ∆u(t0, t0) − ∆s(t0, t0) =
∫ ∞

−∞
f
(
x0(t − t0)

)
∧ g

(
x0(t − t0), t

)
dt (3.40)

□
さらに，Melnikov関数 (3.40)で，t −→ t + t0 とおくことにより，

M(t0) =
∫ ∞

−∞
f (x0(t)) ∧ g(x0(t), t + t0)dt (3.41)

と表すこともできる．また，摂動を含めたベクトル場 (3.14)が，ハミルトン形式

H = H0(x) + ϵH̃(x, t) (3.42)

で記述される場合，すなわち f が式 (3.15)で表されるのに加え，gが

g1 =
∂H̃
∂x2

, g2 = −
∂H̃
∂x1

(3.43)

の形で書かれる場合には，Melnikov関数は

M(t0) =
∫ ∞

−∞

{
H0

(
x0(t)

)
, H̃

(
x0(t), t + t0

)}
dt (3.44)

と書かれる．ここで
{
H0, H̃

}
はポアソン括弧式 [38]で，

{
H0, H̃

}
≡ ∂H0

∂x1

∂H̃
∂x2
− ∂H0

∂x2

∂H̃
∂x1

(3.45)

で定義される．

まとめると，Melnikov関数 M(t0)は，摂動系の安定多様体W s
ϵ と不安定多様体Wu

ϵ との
距離 d(t0)を

d(t0) = ϵ
M(t0)

∥DH0
(
x0(−t0)

) ∥ + O(ϵ2) (3.46)

ここで t0 は非摂動系におけるホモクリニック軌道上での時間を表す．また，

DH0 ≡
(
∂H0

∂x1
,
∂H0

∂x2

)T

. (3.47)

ここで，T は転置を表す．Melnikovの方法は，カオス的ふるまいを見せる摂動系の相空
間の構造に関する情報を，摂動解を知ることなく（非摂動解と運動方程式の形のみから）
解析的かつ定量的に得ることができる非常に有用な方法である．
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3.3 局所カオスから大域カオスへの移行
前節では，力学系にカオスが発生する機構とそれを解析的に評価する手法である

Melnikovの方法を紹介した．ところで，力学系にカオス的運動が存在したとしても，そ
の運動が相空間内のある局所的な領域に閉じ込められている場合と，相空間内の (ハミル
トン系の場合，等エネルギー面上の) 全体を自由に行き来することができる場合がある．
前者を局所カオス，後者を大域カオスという．
もし力学系の相空間が図 3.9(vi)に示したように，ランダムな運動領域が等エネルギー
面上全体にわたってカオスが発達し，軌道が等エネルギー面上をエルゴード的に埋め尽く
しているような場合に，その系に対して統計的な取り扱いを施すことが正当化される．一
方，図 3.9(i)-(v)のように，ランダムな運動領域と規則的な運動領域とが混在している場
合には，これらをひとまとめに取り扱うことはできない．このようなことから，力学系に
カオス的振る舞いが存在した場合に，その系のカオスの度合いがどの程度なのかを知るこ
とが重要となる．その解析の鍵となる重要な定理がある．

3.3.1 Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)の定理

カオス力学系における重要な定理である KAMの定理は，Kolmogorov [41]の予想を元
に，Arnold [42, 43, 44]とMoser [45]によって証明が完成された．KAM定理の正確な記
述は文献 [46, 22]に譲り，ここではその定理によって得られる結果を簡単に述べる．
非摂動系（図 3.5(a)）では，ポアンカレ断面上で有限個の点として現れている共鳴トー
ラスと閉曲線をなしている非共鳴トーラスとがある．このうち非共鳴トーラスの摂動が加
えられ，形を歪められつつも閉曲線として残っているものがある．このように，摂動の
強さによっては，非摂動系の不変トーラスが生き残り続ける (この不変トーラスのことを
KAMトーラスという)ことを述べているのが KAMの定理である．不変トーラスは，摂
動が大きくなると，壊されることもあるが，最も長く生き残り続けるのは，自由度間の振
動数比が有理数から遠く離れたものほど長く生き残る．KAMトーラスは，n自由度の系
では n 次元トーラスである．２自由度のハミルトン系では，等エネルギー面は３次元超
平面であり，２次元 KAMトーラスによって分割される．軌道は不変トーラスを通り抜け
ることはできない（軌道の非交差性：Liouville の定理 [22] による）ため，KAM トーラ
スによって仕切られた領域内に閉じ込められる．２自由度ハミルトン系の２次元ポアンカ
レ断面上 KAMトーラスは１次元の閉曲線であり平面上の運動の仕切りになっている（図
3.5(b)）．そこでセパラトリクス近傍の stochasticな運動が局所的な領域に閉じ込められて
いること，そして stochastic layerの中に準周期軌道の島が存在しているのは，カオス的運
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動領域と，規則的運動領域との境界に KAMトーラスが存在しているためである．

I2

I1

I2

I1

KAM curves

(a)

I2

I1

I2

I1

KAM curves

(b)

図 3.8 KAM理論の概念図．(a)摂動を受ける前の非共鳴トーラスは，(b)摂動を受け
ても形を歪められながら不変トーラスとして維持される．このような不変トーラスは
KAMトーラスと呼ばれる．

3.3.2 例：標準写像

１つの例を取り上げる：
In+1 = In + K sin θn

θn+1 = θn + In+1.
(3.48)

標準写像 (standard map)と呼ばれるこの系は様々な力学系から導かれる普遍的な写像で
あり，変数 (θn, In)がともに周期性を持っているという特徴がある．一例として振り子の

運動方程式から標準写像を導いてみよう [22]．振り子のハミルトニアンは

H =
Gp2

2
− F cos ϕ (3.49)

のような形である．ここで ϕが振り子の角変数，pがそれに共役な運動量，また G，F は
定数である．運動方程式は

ṗ = −F sin ϕ

ϕ̇ = Gp
(3.50)

である．これを差分方程式に書き換える：
pn+1 − pn = −F sin ϕδt
ϕn+1 − ϕn = Gpn+1δt.

(3.51)
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ここで I ≡ Gpδt, K ≡ FGδt, θ ≡ ϕδt + πとおくことで，標準写像 (3.48)が得られる．標準

写像 (3.48)は不動点（１周期点）を

I1 = 2πm (m integer),
ϕ1 = 0, π

(3.52)

にもつ．安定性解析 [22] により，θ1 = 0 の不動点は常に不安定，θ1 = π の不動点は，
K < 4のとき安定で，K > 4で不安定になる．

K = 0.5 K = 1.0

K = 2.5 K = 4.0

K = 4.5 K = 7.0

��� ����

����� ����

�������

図 3.9 標準写像（式 (3.48)）の K の値を様々に変化させたときの相空間構造の変化の様子．

標準写像はパラメータ Kの値によって様々なカオス性を示し，その性質は Chirikov [27]

や Greene [47]により詳しく調べられている．図 3.9に K をいろいろな値に変化させた場
合の標準写像（式 (3.48)）の相空間の様子を示した．K = 0.5のとき，運動はほとんどの
領域で規則的であり，たくさんのトーラスが存在している．K = 1.0では，点々で示され
たカオス的運動領域の割合が増え，KAMトーラスが壊れて局所カオスから大域カオスへ
の移行が起こるちょうど境界にあたる．K = 2.5では完全に KAMトーラスがなくなり，
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カオス的運動領域が相空間の一部をのぞいてほとんどに広がっている．しかし１周期点は
まだ安定なので，そのまわりに共鳴領域の島が残っている．K = 4はちょうど１周期点が
不安定化する直前である．K = 4.5のとき，安定な１周期点がなくなり，別の共鳴島が現
れている．K = 7.0では，完全に相空間全体がカオス的になっている．
このように，標準写像の振る舞いは，K の値によって劇的に変化する．特に K ≈ 1では
それまで KAMトーラスによって分割されていたカオス的運動領域がつながる，局所カオ
スから大域カオスへの移行がおこっている（transition to the global chaos, barrier transition

などと呼ばれる [22]）．ある力学系において，このような移行がいつ起こるのか，数値計
算によって確かめることはできるが，この振る舞いを解析的に予測することはできるのだ
ろうか．その１つの最も直観的で，便利で，またある程度の精度で局所カオスから大域カ
オスへの移行が起こる場所を決める方法が，次に述べる Chirikovの共鳴の重なりの基準
（resonance overlap criterion）という方法である．

3.3.3 共鳴の重なりの基準

Chirikov [27]は，系が局所カオスから大域カオスへの移行が起こる地点を解析的に定め
る基準として共鳴領域の重なりの基準を導入した．その基本となる考え方は次の通りであ
る．KAMトーラスによって分割されている２つの運動領域の両側には，共鳴領域が存在
している．（共鳴領域とは，安定な共鳴点のまわりに存在する規則的運動領域のことであ
る．）このことを逆に考えると，２つの共鳴領域が離れて存在しているならば，それらの
間には KAMトーラスが存在し，空間を分割していることが推測される．もし共鳴領域が
近づいて，それらの運動領域が互いに重なったとき，KAMトーラスはなくなり，カオス
的運動が大域的になるという予想のもと，共鳴の重なりの基準を導入した．ここで１つの
例として，Chirikovが標準写像に対して共鳴の重なりの基準を適用した例を紹介する．

Chirikov [27]は，標準写像の安定な不動点 (θ1, I1) = (π, 2πm)の周りで，振り子型のハ
ミルトニアン

H(J, θ, τ) =
1
2

J2 + K′
∞∑

n=−∞
cos(θ − nt) (3.53)

を構成した．ここで，
J ≡ I

2π
, K′ ≡ K

2π
(3.54)

である．ハミルトニアン (3.53)の導出については 4章および Chirikovの原論文 [27]を参
照．この系は，双曲不動点から発するセパラトリクスを持っており，その半値幅 (∆J)1 は，
セパラトリクス上で H = K′ より，

(∆J)1 = 2
√

K′ (3.55)
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となる．隣合う１周期点のセパラトリクスが接触するのは，１周期点間の距離（= 1）と
セパラトリクスの半値幅の和が等しくなったときなので，

(∆J)1 + (∆J)1 = 4
√

K′ = 1. (3.56)

よって１周期点まわりの共鳴の重なりから得られる，局所的カオスから大域的カオスへの
移行が起こるときの K の値，KT は，

K′ =
1
16

; K(1)
T =

(2π)2

16
=
π2

4
� 2.47 (3.57)

となる．この KT の値は数値実験から得られる値 KT ≈ 1と比べて大きく見積もられ過ぎ
ている．これは１周期点のセパラトリクスが重複するという条件は，実際の系で barrier

transitionが起こるよりも条件が厳しすぎると考えられる．そこで Chirikov [27]は，１周
期点の間に挟まれている２周期点の共鳴領域の重なりも考慮して重なりの基準を適用する
ことを考えた．

J

�0

1

1/2

1/3

2�

2/3

Reaction coordinate

Po
te
nt
ial
 e
ne
rg
y

(�J)1

(�J)2

(�J)3

図 3.10 共鳴の重なりの基準の標準写像への適用．図のように，上から１周期点，３周
期点，２周期点，３周期点，１周期点の並び順になっている．１周期点，２周期点，３
周期点のセパラトリクスの半値幅をそれぞれ (∆J)1, (∆J)2, (∆J)3 とする．

２周期点のまわりで連続化されたハミルトニアンは，

H(2) =
1
2

J2 −
(

1
2
πK′

)
cos(2θ − t) (3.58)

の形で得られる [27]. したがってセパラトリクスの半値幅 (∆J)2 は，

(∆J)2 = πK′. (3.59)
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図 3.10のように１周期点と２周期点の間の距離は 1/2なので，１周期点のセパラトリク
スと，２周期点のセパラトリクスが接触する条件は，

(∆J)1 + (∆J)2 = 2
√

K′ + πK′ =
1
2

(3.60)

よって
√

K′ =
√

1 + π/2 − 1
π

(3.61)

より，１周期点と２周期点まわりの共鳴のセパラトリクスの重なりから得られる KT は，

K(1,2)
T ≈ 1.46 (3.62)

となる．
さらに Chirikovは，標準写像の３周期点までを考慮に入れた重なりの基準を適用して
いる．３周期点のまわりでハミルトニアンは，

H(3) =
1
2

J2 − 1
4

S 3K′3 cos(3θ − t) (3.63)

の形で導かれる [27]．ここで S 3 ≈ −86.4は定数である．３周期の共鳴領域のセパラトリ
クスの半値幅は

(∆J)3 =
√
|S 3|(K′)3/2 (3.64)

であり，このとき隣りにある１周期点のセパラトリクスの重複を考えることにより (図
3.10)， √

|S 3|(K′)3/2 + 2
√

K′ =
1
3

(3.65)

より，
K(1,3)

T ≈ 0.897 (3.66)

が得られる．３周期点のセパラトリクスと２周期点のセパラトリクスとの重複を考えた場
合は， √

|S 3|(K′)3/2 + πK′ =
1
6

(3.67)

より，
K(2,3)

T ≈ 1.35 (3.68)

が得られる．
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3.4 相空間内の力学的移送理論を用いた反応論
上で見てきたように，力学系にカオス的運動が生じ，さらに系の擾乱が大きくなると，
ある時点でそれまで不変トーラスにより分断されていたストカスティックな運動領域が
つながり，局所カオスから大域カオスへの移行が起こる．それまで不変トーラスを成し
ていた相空間内の構造物には穴が空き，相空間内の軌道にとって新たな経路が生じる．
1980 年代より，Channon と Lebowitz [20]，MacKay, Meiss, Percival [18]，Bensimon と
Kadanoff [19] らを先駆けとして，そのようにして生じた力学系のカオス的挙動に起因す
る相空間内の流れを定量的に見積もる研究が盛んに行われてきた．それらは相空間内の移
送の理論 (theory of dynamical transport in phase space) と呼ばれる．相空間内の流れ
とは，相空間内に取られたある断面を単位時間に通過する領域の位相体積のことである．
その断面が，化学反応の反応前の状態と反応後の状態を分ける反応分割面に対応づけられ
ることにより，相空間内の移送の理論は化学反応速度論と結びつけられる．

3.4.1 Davisと Grayの反応理論

化学反応速度を統計力学に基づき理論的に見積もる RRKM理論では反応進行中に反応
前の状態についてミクロカノニカル分布が保たれているという近似が妥当な場合には非常
に正確な予測を与える．これは実際の化学反応系において活性分子内の振動エネルギー緩
和速度が反応速度に対して十分に速いことに対応する．
しかし我々が今回扱っっているような自由度間の相互作用が弱いためにカオス的運動が
大域的でなく，局所的な領域に閉じ込められる場合には，RRKMを単純に適用しても反
応速度はうまく見積もることができない．反応物井戸の中の KAMトーラスによって仕切
られている部分や，準周期運動は井戸から出ていくことができないからである．そこで
井戸の中のそれらの不変集合を除いたストカスティックな運動をしている領域に対して
RRKM理論の考え方を生かすというのが Davisと Grayによる反応論である [21]．

Davisと Gray [21]は単分子分解の速度定数の理論計算に，相空間内の移送の理論 [18,

19, 20, 48] を取り入れた．彼らの理論は，異性化反応の系に対しても使うことができ
る [25]．この節では，Davis-Gray理論のレビューも兼ねて，彼らの理論を系 (3.8)に対し
て適用した場合について見る．
まず，以下で我々が考える状況について述べる．初期条件として，二重井戸のうちの片
側の井戸（ここでは q1 < 0，井戸 Aとよぶ）の井戸の中に一様に初期点アンサンブルが
分布している状況を考える．そしてそれらの初期点がハミルトニアン (3.8)に対する運動
方程式に従って時間発展した場合に，反応速度をどのように計算することができるのかを
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見ていく．
さて，我々が以下で考える状況をより明確に示すために，数値計算を行った様子を図

3.11 に載せた．図 3.11(a) は t = 0 での初期点アンサンブルの分布を表したものである．
初期点は q1 < 0の井戸 Aの内部，つまり非摂動セパラトリクスより内側（H1 < E0 = 0）
に一様に撒かれている．図は相空間内の (q1, p1)平面への射影を示しており，実際には初
期点は調和振動子の自由度も含めた等エネルギー面上に一様に分布している．これらの初
期点アンサンブルが，系の運動方程式に従って時間発展していくと（図 3.11(b)），セパラ
トリクス付近に取られた初期点のいくつかは，もう一つの自由度，調和振動子からポテン
シャルの山を越えて反応するのに必要なエネルギーを供給され，q1 > 0の方向へと進んで
行く．一方，井戸の中に取られた初期点の大部分は，井戸の内部での振動運動を続ける．
H1 > E0 のエネルギーを持った点は，q1 = 0の面（反応分割面）を通過した時点で反応し
たと判定できる（図 3.11(c)）．反応系によっては反応分割面を軌道が複数回通過するよう
な振る舞いを考慮しなければならない場合もあるが [72]，今我々が考えている系 (3.8)で
は，サドル (q1, p1) = (0, 0)が摂動下でも動かされないので，そのような問題は生じない．
今回我々は，各軌道が q1 = 0に達するまで，すなわち一度反応するまでにどれだけの時
間がかかるかを問題にする．したがってそれ以降の振る舞い（再反応など）は考えない．
時間がかなり経過した後には（図 3.11(d)），セパラトリクス付近の反応可能な領域にある
点はほとんどが反応し終わり，まばらな分布になっている．それに対し，井戸の内部には
反応できない点が留まり続けていることが見て取れる．
以上で述べたような状況において，反応速度を理論的に見積もるのに使うことのでき
るのが，Davisと Grayの理論 [21]である．彼らの理論では，ポアンカレ断面上で双曲不
動点の安定多様体と不安定多様体の切片を結合させたものによって擬セパラトリクスを
定義し，それを RRKM理論の遷移状態，つまり反応の前後を分ける反応分割面 (dividing

surface)と見なして，１回のポアンカレ写像で擬セパラトリクスを通過するフラックスを
考えることにより次のような反応速度定数 kDG の式を与えた (図 3.15も参照)：

kDG =
AL

TM Ã0
, (1.1)

ここで AL は１回のポアンカレ写像により，擬セパラトリクスの内側から外側へと写され
る領域の面積である．また TM はポアンカレ写像が１回繰り返されるのに要する時間，Ã0

はセパラトリクスよりも内側の領域のうち，反応可能な領域の面積，すなわちストカス
ティック層のセパラトリクスより内側の領域から，準周期運動に対応する領域を除いた
ストカスティックな運動をしている部分の面積である．以下でこの反応速度定数の表式
(1.1)がどのように導出方法の詳細を見ていくことにする．
以下では，調和振動子の角変数 θ2 ∈ [0, 2π)に関してポアンカレ断面をとり，その断面
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図 3.11 ϵ = 0.05, ω = 3, E = 1に対して行われた数値計算の様子を表した図．各点は
相空間内にあるものを (q1, p1)平面へ射影したものを表している．(a)初期点は H = E
の等エネルギー面上のうち，反応物井戸 (q1 < 0)の内部 (H1 < E0 = 0)，すなわち非摂
動セパラトリクスの内側に一様に分布させている．(b)時間発展を開始すると，セパラ
トリクス付近の一部の点が調和振動子から反応に必要なエネルギーを獲得し，反応の方
向 (q1 > 0 の方向) へと進んで行く．(c) q1 = 0 の面を通過することにより，反応は進
む．(d)長時間経過後には，セパラトリクス付近の反応可能な点の大部分が反応し終わ
り，反応可能領域に残っている点は疎らとなっている．

上でのダイナミクスを考える．式 (3.8), (3.13)で書かれるハミルトニアンから，

θ̇2 = ω + O(ϵ) (3.69)

なので，ポアンカレ断面への再帰時間 TM は調和振動子の周期であり，TM = 2π/θ̇2 より，

TM =
2π
ω
+ O(ϵ) (3.70)

である．
図 3.6(b)に系 (4.1)安定多様体W s（青）と不安定多様体Wu（赤）を θ2 = 0, θ̇2 > 0でとら
れたポアンカレ断面上で示した．非摂動系 (ϵ = 0)においては双曲不動点 (q1, p1) = (0, 0)

から出てゆく不安定多様体と入っていく安定多様体とが一致して一本の閉軌道 (セパラト
リクス) を形成していた（図 3.5(a)，図 3.6(a)）のだが，摂動系では鞍点 (q1, p1) = (0, 0)

から伸びている安定多様体と不安定多様体は互いに横断的に交差しており，この交点はホ



48 第 3章 力学的手法による反応論

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2

p 1

q1

Wu

Ws

OZ0

図 3.12 W s と Wu の交点（ホモクリニック点）より点を一つ選んで Z0 とする．
Wu[O, Z0] ∪W s[Z0,O]により擬セパラトリクスが定義される．

モクリニック点と呼ばれる [23]. ホモクリニック点のうち主交差点 (principal intersection

point, PIP [23])を１つ選ぶことによって，不安定多様体と安定多様体の切片の組み合わせ
によって擬セパラトリクスを厳密に定義できる．すなわち，選んだ PIP を Z0 と名づけ，
また不安定多様体の点 Oから点 Z0 までの切片を Wu[O,Z0],安定多様体の点 Z0 から点 O

までの切片を W s[Z0,O] と書くと，擬セパラトリクスは Wu[O, Z0] ∪W s[Z0,O] と定義さ
れる（図 3.12参照）．
以下で我々は擬セパラトリクスを ϵ = 0の非摂動系セパラトリクスが近似されたものと
して扱うために，Z0 を選ぶ際には，擬セパラトリクスができる限り非摂動系のセパラトリ
クスに近くなるように選ぶ．図 3.12の場合，(q1, p1) ≃ (−1.4, 0)付近にある PIPが Z0 と
して採用されている．擬セパラトリクスが定義されたことにより，ポアンカレ断面は擬セ
パラトリクスの内側と外側の２つの領域に厳密に分割される．
そこで，擬セパラトリクスの内側（つまり，井戸の中）から，擬セパラトリクスの外側

（井戸の外）へのフラックスを考えることができる．ここで，フラックスというのは，相
空間内にとられたある断面を，単位時間に通過する位相体積のことである．今はポアンカ
レ断面上でのダイナミクスを考えているので，ポアンカレ断面上で定義された擬セパラト
リクスを単位時間に通過する領域の面積はどれだけになるのか，を考える．
さて，ポアンカレ断面上では，図 3.13に示したように，安定多様体と不安定多様体と
に挟まれた閉領域（lobe領域と呼ばれる）はポアンカレ写像によって面積を保存されたま
ま，図の矢印の向きに移送されるという性質がある [38]．すなわち，この１回のポアンカ
レ写像によって写される lobe領域の面積を AL とすると図 3.13に示したように，lobe領
域の面積は全て AL である．
図 3.14には，θ2 = 0のポアンカレ断面 Σθ2=0

E と，θ2 = 2πのポアンカレ断面 Σθ2=2π
E とを
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図 3.13 安定多様体と不安定多様体の間に挟まれた領域 (lobe,図の緑色の部分)はポア
ンカレ写像によって面積 (AL) を保存されたまま矢印の向きに移送される．点 Z0 を境
に，それまで擬セパラトリクスより内側（井戸の中）にあった lobe領域は，外側（井
戸の外）へと流出する．ポアンカレ写像の繰り返し時間 TM は，調和振動子の周期なの
で，TM = 2π/ωである．
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図 3.14 相空間内の２枚のポアンカレ断面を模式的に示した．下が調和振動子の角変
数 θ2 = 0で取られたポアンカレ断面を表し，上は θ2 = 2πでとられた断面を表す．今，
調和振動子が１回振動する（θ2 が 0から 2πまで変化する）間に，緑で塗られた lobe領
域がちょうど点 Z0 をまたいで擬セパラトリクスの内側から外側へと移される様子が示
されている．
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示した．ここで図の下から上に向けられた軸が θ2 の方向であり，実際の運動は，３次元
等エネルギー超平面上で行われている．（2 自由度のハミルトン系で，変数が 4 つあり，
H = E = const.の拘束条件が課されているため．）安定多様体・不安定多様体は，３次元
の空間を仕切る２次元の曲面をなしている．これらは不変多様体であり，軌道はこれらを
突き通すことはできない [38]．したがって図 3.14の緑で塗られた領域のように，最初に
安定多様体の外側にいた領域は，その後も安定多様体の外側に，最初不安定多様体の内側
にいたものはその後も不安定多様体の内側にいることになる．そのような法則に従ってい
るうちに，調和振動子が１周期分（θ2 = 0から θ2 = 2πまで）振動運動している間に，図
の緑で塗られた領域は，面積を AL に保たれたまま，擬セパラトリクスをまたいで内側か
ら外側へと移っている．そして調和振動子が１回振動するのに要する時間がその周期 TM

であるので，単位時間に擬セパラトリクスの内側から外側へ出て行く面積は AL/TM とな
る．因みに，このように lobe領域の内外が入れ替わる部分は turnstileと呼ばれる [18]．

2自由度の反応系において，反応初期の短時間の振る舞いは単一指数減衰を示すが，中
間的あるいは長時間の振る舞いは，セパラトリクスより内部の階層的なボトルネックの存
在による，多重指数減衰またはべき的な減衰を示すことが知られている [21, 57]．ここで
は単一指数減衰として近似することが妥当な反応開始直後の短時間の振る舞いに焦点を
絞って議論する．これは Davis-Gray理論のもっともシンプルなバージョンに相当し [21]，
初期点アンサンブルが反応物井戸の中に一様分布しているとき，時刻 tにおいて井戸の内
部（擬セパラトリクスより内側）に残っている状態の数 Nin(t)が次式に従うことが仮定さ
れる：

dNin(t)
dt

= −kDGÑin(t) (3.71)

ここで，Ñin(t)は Nin(t)のうち準周期運動をしていて反応できないものを除いた反応可能
な点の数を表す．kDG が Davis-Grayの反応速度定数である．そしてポアンカレ断面上の，
反応物井戸の内部の領域，すなわち擬セパラトリクスより内側の領域のうち，井戸内の準
周期運動に対応する部分を除いた，反応可能な領域の面積を Ã0 として（図 3.15），時刻 t

でその領域の単位面積あたりに含まれる状態の数を nin(t) とする（nin(t) は反応可能領域
の場所によらず一様であることが仮定されている）と，

Ñin(t) = nin(t)Ã0 (3.72)

が成り立つ．また，単位時間に擬セパラトリクスから流出する領域の面積が AL/TM で
あったので，

−dNin(t)
dt

= nin(t)
AL

TM
(3.73)
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である．したがって，式 (3.71), (3.72), (3.73)から，

kDG =
−Ṅin(t)
Ñin(t)

=
AL

TM Ã0
(3.74)

となり，Davis-Grayの速度定数（式 (1.1)）が導かれた．
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図 3.15 反応速度定数の導出．単位時間に反応物井戸から出て行く状態に対応する面
積が AL/TM であり，井戸内に残っている状態の数に対応するポアンカレ断面上の面積
を Ã0 とする．すると，Davis-Gray の反応速度定数は kDG = AL/(TM Ã0) と表される．
(a)反応座標 q1 方向のポテンシャル曲面で見ると，エネルギーが活性化エネルギー E0

付近の一部の領域が反応可能な領域に対応する．(b)ポアンカレ断面上では，反応可能
な領域には，擬セパラトリクス付近のストカスティック層のうち，共鳴を除いた運動領
域が対応する．

3.4.2 反応分割面 q1 = 0に対する反応速度

Davis-Gray理論では，擬セパラトリクスを基準として，そこを通過するフラックスを考
えることにより，反応速度定数が導出された．安定多様体と不安定多様体の切片によって
構成される擬セパラトリクスは，井戸の中にいた軌道が一度そこを通過すると必ず反応す
るという反応論における遷移状態あるいは反応分割面の役割を果たしているのは確かであ
る．しかしながら，実際の反応系や数値計算において軌道が擬セパラトリクスを通過した
かどうかを判定することは非常に困難である．
そこで，先行研究では理論と数値計算を比較する際にどのような方法を取っていたのか
というと，例えば Davis と Gray [21] の論文では，HeI2 の解離反応のモデルの反応速度
の計算において，数値計算では，Heと I2 の距離が十分大きくなったところで，反応が起
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こったと判定した上で，時間を遡って，軌道が最後に inner turning point（つまり我々の考
えている系 (3.8)の p1 = 0に対応する面）を通過した時刻を調べ，その時間を用いて反応
速度を求める，という方法をとっているが，計算が煩雑となるという問題点がある．また
Gray, Rice, Davis [57]では，数値計算においては擬セパラトリクスの代わりに非摂動セパ
ラトリクスを反応分割面として代用し，そこを通過した時点で反応を判定している．しか
し，非摂動セパラトリクスは厳密な反応分割面ではないので，計算に不正確性をともなっ
ている．
そこで我々はより直観的かつ正確な方法で理論と数値計算を比較する方法を考案した．
それは図 3.11 で示したように，数値計算では q1 = 0 の面を通過した時点で反応したと
判定していたのだが，理論をこの判定法に合わせるという方法である．そこで我々は，
q1 = 0の面を通過するフラックスを考える．ポアンカレ写像１回あたり（調和振動子が１
回振動するごとに）q1 = 0の面をまたいで q1 < 0の側から q1 > 0の側へと移る領域の面
積を AR とする．すると，この面積 AR は実は前節で述べた AL と等しくなることが以下の
ようにして示される．

+ + + + + + ...

Incompressible fluid 
V

(� = const.)V̇A

V̇B

V̇A = V̇B

OZ0

TMTM

TM

AL

AR

TM

AL

A�
0

D

)Area of ( = const.

AL = AR�

q1 = 0T̄ /2

(a) (b)

図 3.16 (a) 密度一定の非圧縮流体が変形しない容器いっぱいに満たされているとき，
そこに流入する非圧縮流体の体積 V̇A は，流出するそれ V̇B と等しい．(b)Liouvilleの定
理から，相空間内の代表点の密度は変化しないので，相空間内の領域に含まれる代表点
の集まりは非圧縮流体と同じ振る舞いをする．したがって，点 Z0 から擬セパラトリク
スの外側へ出た q1 = 0までの領域 Dに含まれる面積の総量は一定（安定多様体・不安
定多様体は変形しないので）なので，そこに写像ごとに流入する面積 AL と流出する面
積 AR に等しく，そこに流入する代表点の数も流出するそれと等しい．
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AR = AL を示すために，我々は「非圧縮流体」の考え方を用いる（図 3.16(a)）．すなわ
ち，ある変形しない容器の中身が非圧縮流体で満たされている時，その容器に単位時間に
流入する非圧縮流体の体積は，単位時間に流出する非圧縮流体の体積と等しい，という事
実である．
今我々が考えている状況において，変形しない容器に対応しているのは，図 3.16(b)に
示したように，擬セパラトリクスから流出した後 q1 = 0に到達するまでの領域 Dに含ま
れる lobe領域（や lobe領域の一部）の総和である．なぜなら，安定多様体・不安定多様
体は不変多様体であり，時間発展に対して変形しない [38]からである．そしてこの領域
Dに１回の写像ごとに流入する面積は AL なので，１回の写像ごとに q1 = 0の面をまたい
で出て行く面積 AR は AL に等しくなる．よって，AR = AL が示された．

A�
0 � Ã0

q1<0に残っている反応可能な点は黄色の部分（面積A’0）にある。 
そのうち擬セパラトリクスからはみ出している部分を擬セパラトリクス内の赤い部分で置き直すことにより、 

A’0はtilde_A0で置き換えることができる。

OZ0

q1 = 0

T̄ /2

図 3.17 擬セパラトリクスから流出した部分の面積を，図の擬セパラトリクス内の赤
で塗られた領域に置き換えることにより，q1 < 0の領域のうちの反応可能な領域（黄色
の部分）の面積は擬セパラトリクス内の反応可能領域の面積（図 3.15(b)の Ã0）で置き
換えることができる．

次に，反応前の状態に対応する領域（3.16(b)の黄色の部分）の面積を A′0 とする．つま
り A′0 は q1 < 0の全領域（厳密にいうと不安定多様体の内部の領域）のうちで反応可能な
領域の面積である．ここで，A′0 のうち，擬セパラトリクスからはみ出した部分の面積を，
擬セパラトリクス内の，不安定多様体より外側で安定多様体より内側の領域（図 3.17の
赤で塗られた領域）の面積で置き換えて行くと，A′0 ≃ Ã0 がいえる．（q1 = 0の近傍では
この面積の置き換えが完全に成立するわけではないが，q1 = 0に近づくほど lobeは指数
関数的に引き伸ばされ，q1 < 0に残っている部分の面積は 0に近づくので，近似的にこの
ことがいえる．）
以上により，q1 = 0が反応分割面にとられた場合の反応速度定数 kAB は，Davisと Gray

の反応速度定数 kDG に関して，kAB ≃ kDG がいえる．そこで以下では単に kAB ≃ kDG ≡ k

と書くことにする．
今，式 (3.71)の井戸内に残っている点の数を考えた場合と同様に，状態 A (q1 < 0)に時
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刻 tで残っている状態の数 NA(t)の時間変化は，

dNA(t)
dt

= −kÑA(t) (3.75)

すなわち，
NA(t) = NA(0) − ÑA(0) + ÑA(0) exp[−k(t − τ0)]. (3.76)

に従う状況を考えている．ここで，ÑA(t)は NA(t)のうち反応可能な点の数である．また，
τ0 は最初に反応物井戸内に初期点が一様分布していた場合に，反応が開始する時刻を表す
定数である．図 3.11に示したように，t = 0の初期点アサンブルを，反応物井戸内，すな
わち q1 < 0, H1 < 0 (反応モードのもつエネルギーがポテンシャル障壁より下)に一様に分
布させたとき，反応が始まるまでにタイムラグが生じる．なぜなら安定多様体 W s と不安
定多様体 Wu によって定義される擬セパラトリクスの外側へと，ホモクリニック点 Z0 付
近から流出した軌道が q1 = 0の面に達するまでに少し時間がかかるからである．
このタイムラグ τ0 の理論値として，我々はストカスティック層内の（片側の井戸の）振
動運動の平均周期 T̄ を用いて τ0 = T̄/2を採用する．これは，H1 < 0に一様分布した初期
点が，点 Z0 付近から出て反応分割面 q1 = 0に到達するまでの平均通過時間が T̄/2だから
である（図 3.16(b)参照）．セパラトリクス上の軌道の周期は無限大に発散するにも関わら
ず平均値が存在するのは，セパラトリクスに近づくことに対する周期が log発散するから
である [28]．

3.4.3 相空間内の移送理論への Melnikovの方法の応用

Lobe 領域の面積は，系 (4.1) のように可積分系に摂動が加えられたような系では，
Melnikov関数 [24]を利用して解析的に計算することができる [23]．Melnikov関数とは，
可積分系に摂動が加えられた系に関して，安定多様体と不安定多様体の摂動による分離の
度合いを測るものである．安定多様体と不安定多様体の距離を測るMelnikov関数は，力
学系の運動方程式の形と，非摂動系のセパラトリクス解のみから構成できるというカオス
力学系の解析において非常に強力な理論である [49]．

命題 3.4.1 L を断面 Σθ2=0
E 上の主交差点 q1(s1) ≡ (x0(s1), I1(x0(s1), θ2 = 0, E), θ2 = 0) +

O(ϵ)と q2(s2) ≡ (x0(s2), I1(x0(s2), θ2 = 0, E), θ2 = 0)+O(ϵ)で定義される lobe領域とする．
このとき，Lの面積 AL は，

AL = ϵ

∫ s2

s1

M(s)ds + O(ϵ2) (3.77)

で与えられる．
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図 3.18 安定多様体 W s
ϵ と不安定多様体 Wu

ϵ の距離 d(s) を W s
ϵ と Wu

ϵ との交点から次
の交点まで積分することにより，lobe領域の面積が得られる．

証明
W s
ϵ ∩ Σθ2=0

E に沿った弧長要素を du，W s
ϵ ∩ Σθ2=0

E と Wu
ϵ ∩ Σθ2=0

E の間の垂直距離を l(u)と
する．すると，

AL =

∫ q2

q1

l(u)du. (3.78)

ここで，

du =
√

(dxs
1ϵ)

2 + (dxs
2ϵ)

2 =

√
(ẋs

1ϵ)
2 + (ẋs

2ϵ)
2ds = ∥DxH(q0(s))∥ds + O(ϵ) (3.79)

また，l(u)と d(s)の関係は，
l(s) = d(s) + O(ϵ2) (3.80)

より，
l(s) = ϵ

M(s)
∥DxH(x0(s))∥ + O(ϵ2) (3.81)

よって式 (3.77)が成り立つ．□
以上のようにして，Melnikovの理論を用いて lobe領域の面積を計算することができる．
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第 4章

異性化反応モデルに関する反応速度
の解析的計算

この章では，異性化反応をモデル化した２自由度ハミルトン系に関して，Davis-Grayの
反応速度定数を純粋に解析的な方法によって計算する．１つの反応のボトルネックのみを
考慮した簡易版の Davis-Grayの反応速度定数は，反応系の相空間内の非反応モードに関
して取られたポアンカレ断面上において，安定多様体と不安定多様体によって挟まれた
lobeと呼ばれる領域の面積に対する反応井戸内の反応可能領域の面積に対する比を取るこ
とによって計算される．このうち lobeの面積は，前章で述べたように，Melnikovの方法
を用いた解析的計算法が確立されている．一方，井戸内の反応可能領域の面積の計算は，
先行研究においては，数値計算に頼っており，解析的に計算された例は見当たらない．今
回我々は，3章 3.3節で述べた，Chirikovの共鳴領域の重なりの基準を用いて反応可能領
域の面積を解析的に計算する．

4.1 系
今回我々が扱う反応系は，以下のような異性化反応を抽象化したシンプルなモデルとし
ての二重井戸型ポテンシャルを持つ反応モードと，調和振動子が弱く結合した２自由度ハ
ミルトン系である．このハミルトニアンは 3章でも扱ったものだが，再び示しておく：

H(q1, p1, q2, p2) = H1(q1, p1) + H2(q2, p2) + ϵH12(q1, p2), (4.1)

ここで，

H1 =
p2

1

2
−

q2
1

2
+

q4
1

4
, (4.2a)

H2 =
1
2

(p2
2 + ω

2q2
2), (4.2b)
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H12 = −
1
2

q2
1 p2. (4.2c)

ここで H1(q1, p1) は反応自由度に対応するハミルトニアンで図 4.1 のような左右対称の
二重井戸型ポテンシャル関数を持つ．q1 が反応の進行を特徴づける反応座標である．
H2(q2, p2)が調和振動子のハミルトニアンでありすなわち相互作用項 ϵH12(q1, p2)を介し
て反応自由度と弱く結合している場合を考える．ϵ (|ϵ | ≪ 1)は無次元の摂動パラメータで
ある．

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5  2
q1

Potential of H1

A B

図 4.1 反応自由度 H1 の持つポテンシャルの概形．q1 = ±1 のポテンシャルの底から
測ると q1 = 0にあるポテンシャル障壁の高さは，1/4である．q1 < 0を状態 A, q1 > 0
を状態 Bと名付ける．

この単純な 2自由度ハミルトニアン系 (4.1)は，力学系で異性化反応を記述するための
必要最低限の情報を含んだミニマル・モデルといえる．以下で力学的な手法を用いてこの
反応系の解析を行っていく．
この系の運動方程式は，

q̇1 = p1 (4.3a)
q̇2 = p2 (4.3b)
ṗ1 = q1 − q3

1 + ϵq1q2 (4.3c)

ṗ2 = −ω2q2 +
1
2
ϵq2

1 (4.3d)

である．ϵ = 0の非摂動系において，H1 は (q1, p1) = (±1, 0)に楕円型不動点を，(q1, p1) =

(0, 0)に双曲型不動点を持つ．そして図 3.5(a)に示されたように，不動点 (0, 0)からセパ
ラトリクスが伸びて閉軌道を形成している．
ϵ , 0 の場合には，摂動によってセパラトリクスが閉軌道ではなくなるが (図 3.5(b))，
運動方程式 [式 (4.3)]の形から明らかなように，摂動に対しても双曲不動点 (0, 0)が動か
されないような摂動項を選んだ．
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以下では初期状態が図 4.1の左側 (q1 < 0)の井戸 Aの内部に一様に分布している状況
で，q1 = 0にあるポテンシャル障壁を越えて右側 (q1 > 0)の井戸 Bへと移る反応の進行
の速さがどのように記述されるか問題にする．そこで図 4.1 の A と記された井戸にある
状態を反応物，Bと書かれた井戸にある状態を生成物と呼ぶ．

4.2 Lobeの面積の計算 ∼Melnikov理論を用いて ∼

系 (4.1)の Melnikov関数は，H1 と H12 の Poisson括弧式に，ϵ = 0非摂動系のセパラ
トリクスの上の解

(
q0

1(t), p0
1(t)

)
=

(
±
√

2sech t,∓
√

2sech t tanh t
)
を代入することにより計

算される [49]:

M(t0, θ20) ≡
∫ ∞

−∞
{H1,H12}

(
q0

1(t), p0
1(t), t + t0

)
dt

=
√

2ωI2

∫ ∞

−∞
sech2t tanh t cos (ω(t + t0) + θ20) dt

= −πω2
√

2ωI2 cosech
(
πω

2

)
sin (ωt0 + θ20) (4.4)

である．ここで t0 と θ20 は定数であり，Melnikov関数は t0 と θ20 に関する周期関数であ
る．Melnikov関数の具体的な計算方法は付録 A.3で述べる．

1回のポアンカレ写像によって移される lobeの面積 AL は，Melnikov関数 M(t0, θ20)の
正の部分を t0 に関してポアンカレ写像 1周期分の時間で積分することにより [23]以下の
ように得られる：

AL(ω, E) = ϵ
∫ (2π−θ20)/ω

π−θ20/ω

M(t0, θ20)dt0 + O(ϵ2)

= −ϵπω
√

2ωI2 cosech
(
πω

2

) ∫ 2π

π

sin zdz + O(ϵ2)

= 2ϵπω
√

2E cosech
(
πω

2

)
+ O(ϵ2). (4.5)

ただし計算の途中，２行目で z ≡ ωt0 + θ20 とおき，ωI2 = E +O(ϵ)を用いた．何故なら非
摂動系 (ϵ = 0)のセパラトリクス上で H1 = 0であり，摂動系では安定多様体と不安定多様
体の分離の距離が ϵ1 のオーダーの部分を考えているため H1 = O(ϵ)であるからである．

4.3 反応可能領域の面積の計算 ∼共鳴の重なりの基準を用いて ∼
前節で，Davisと Gray [21]の擬セパラトリクスを介した速度定数 kの表式 [式 (1.1)]の
中の lobe領域の面積 AL の解析的な表式が，式 (4.5)によって与えられた．この節では残
りの Ã0 の求め方について述べ，kの解析的な表式を与える．Ã0 はポアンカレ断面上で擬
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セパラトリクス内部の領域のうち，反応可能な領域の面積である．これまで行われている
計算では Ã0 に相当する面積は数値的に見積もられただけである [21, 25, 26]．
擬セパラトリクス内部の領域のうち，反応することができるのは，セパラトリクス周り
のストカスティック層から準周期的な運動の領域を除いたものである．後で明示するよう
に，ストカスティック層に含まれる準周期的な運動領域とはカオス的領域内に点在する島
領域のことである．我々は系 (4.1)についてまずストカスティック層の幅を見積もり，そ
れを用いてストカスティック層の面積を計算し，さらにその面積からストカスティック層
の中に埋まっている準周期運動の領域を取り除く．
我々は Chirikov の共鳴の重なりの基準 [27] を利用し，系 (4.1) のセパラトリクス近傍
のストカスティック層の幅を計算する．Chirikovは，隣り合う共鳴領域の間が空いている
場合には，KAMの理論により運動は安定であり，共鳴領域が重なることにより，運動が
共鳴の間で複雑に混じり合い，系の運動が大域的にストカスティックになるという仮説に
基づき，系のストカスティック性の度合いを計る基準を導入した [50]．その後多くの数値
実験により，この共鳴の重なりの基準は，系のストカスティック性の基準となることが確
かめられている [51, 52, 53, 54, 27, 55]．
系 (4.1)に対して Chirikovの共鳴の重なりの基準を適用するために，まず系 (4.1)のセ
パラトリクス近傍で２次元の whisker 写像 [27] を構成し，その写像に対して重なりの基
準を適用する．
まず，H1(q1, p1)に対し，Petrosky [56]により二重井戸型振動子をサイクリックなハミ
ルトニアンで記述するために導入された作用・角変換を施す．この正準変換 (q1, p1) →
(θ1, I1)は以下のようにセパラトリクスより内側，セパラトリクス上，セパラトリクスより
外側の 3つの領域それぞれに対して正準変換の形は異なるが，変換後のハミルトニアンは
全領域で同じ形になるような変数変換である：

(i) 0 ≤ I1 < 1 (セパラトリクスより内側)に対して，

q1 = ±
√

1 + I1dn
( √2(1 + I1)

I1
θ1, c

)
p1 = ∓

√
2I1sn

( √2(1 + I1)
I1

θ1, c
)
cn

( √2(1 + I1)
I1

θ1, c
) (4.6)

(ii) I1 = 1 (セパラトリクス上)に対して，

q1 = ±
√

2sech 2θ1

p1 = ∓
√

2 tanh 2θ1sech 2θ1

(4.7)
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(iii) I1 > 1(セパラトリクスより外側)に対して，

q1 =
√

1 + I1cn
( 2θ1√

I1
,

1
c

)
p1 = −

√
I1(1 + I1)sn

( 2θ1√
I1
,

1
c

)
dn

( 2θ1√
I1
,

1
c

)
,

(4.8)

ここで sn(·, ·), cn(·, ·), dn(·, ·)はヤコビの楕円関数であり，c ≡
√

2I1/(1 + I1)である．
変数変換後の系のハミルトニアンは，

H = H1(I1) + H2(I2) + ϵH12(θ1, I1, θ2, I2), (4.9)

ここで

H1 =
1
4

(I2
1 − 1), (4.10a)

H2 = ωI2, (4.10b)

H12 = (1 + I1) f (θ1, I1)
√

2ωI2 cos θ2, (4.10c)

f (θ1, I1) =

 − 1
2 dn2(2θ1

√
2−c
c , c), 0 ≤ I1 ≤ 1

− 1
2 cn2(2θ1

√
2−c

c , 1
c ), I1 ≥ 1.

(4.11)

となる．
(I1, θ1)の運動の周期は

Tc =

 2
√

2 − c K(c), 0 ≤ I1 ≤ 1

2
√

2−c
c K(c−1), I1 ≥ 1

(4.12)

である．ここで，K は第一種完全楕円積分を表す．ただし，I1 ≥ 1の Tc は運動の半周期
に対応している．
この系のストカスティック層の幅を求めるため，セパラトリクス近傍においてこのハミ
ルトニアンから 2 次元 whisker 写像 [27] を構成する．このような計算は，Petrosky [28]

がバネ振り子の 2自由度ハミルトン系に関して行っており，ここではそれと同様の方法を
用いる．
反応モード (q1, p1)の鞍状点 (0, 0)の近くで，新しい角変数 θ1 に関してポアンカレ断面
をとる．すると，そのポアンカレ断面を通過してから，再び戻ってくるまでの作用 I1 の変
化 ∆I1 は，その間の調和振動子の位相の変化 θ2 − ωtによって決まる [28]. そこで

u ≡ I1 − 1, (4.13)
s ≡ θ2 − ωt, (4.14)

W ≡ 2πϵω2
√

2Esech(
πω

2
) (4.15)
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図 4.2 (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4) の場合の反応系 (4.1) のポアンカレ断面上で見たストカ
スティック層内の運動 (黄色の点，ただし準周期運動は除いてある)と安定多様体 (赤)，
不安定多様体 (青)．安定多様体と不安定多様体で構成される擬セパラトリクスの内部
の領域のうち，図に示されたストカスティックな運動領域が反応可能領域 Ã0 である．

とおくことにより，2次元 whisker mapping (u, s)→ (ū, s̄)：

ū = u +W sin s

s̄ = s + ω ln
32
|ū| (mod 2π).

(4.16)

が得られる．
この whiker 写像 [式 (4.16)] は元の系 (4.1) のセパラトリクス近傍の運動を表したもの
であり，u = 0が系 (4.1)の元の系のセパラトリクス上に，u > 0がセパラトリクスより外
側の運動に，u < 0がセパラトリクスより内側の運動に，それぞれ対応する．写像 (4.16)

において u の符号の正負の反転は s を 2π シフトする操作と同等であるという対称性を
持っている．したがって whisker写像 (4.16)の性質は，u > 0について調べれば十分なの
で，以下の議論は u > 0についてのみ行う．
図 4.3に whisker写像の (s, u)空間内の運動の様子を示した．安定な不動点はそれぞれ
にセパラトリクスとそのまわりのストカスティックな運動の層を有する．uの大きなとこ
ろでは，各不動点のもつストカスティック層は分離されており，ストカスティックな運動
はその狭い領域内に制限されている．ところで不動点の u 座標は式 (4.17) によって表さ
れることからわかるように，不動点と不動点の間の距離は，uが小さくなると指数関数的
に小さくなる．uを小さくしていくと，ある地点で隣り合う周期点のセパラトリクスが接
触する．こうしてそれまでは分離していた運動領域がつながり，カオス的運動が大域的に
なる．
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u

s

図 4.3 whisker写像 (4.16)で ϵ = 0.05, ω = 4, E = 4の場合に u > 0について示した．
横軸 s,縦軸 uである．u ≲ 0.4がストカスティック層になっている．ストカスティック
層の外には u ≈ 1.4に 1周期点があり，その下 u ≈ 0.8の辺りに３周期点，u ≈ 0.6の辺
りに２周期点，その下にまた 3 周期点がある．ストカスティック層の中にも 1 周期点
の他に，いくつかの安定な周期点が見られる．

我々は，このセパラトリクスの接触によって運動が大域的に不安定になるという性質を
利用した Chirikovの共鳴の重なりの基準 [27]を系 (4.1)から導かれた whisker写像 (4.16)

に適用することにより，whisker 写像のストカスティック層の半値幅 ub を見積もる．ま
ず，whisker写像の隣り合う 1周期点について重なりの基準を適用し，１周期点のみを考
慮するだけでは，この系では重なりの基準によってはストカスティック層の幅を見積もる
ことができないことを示す．続いて 1周期点と２周期点，さらに３周期点まで考慮した重
なりの基準によって，それぞれストカスティック層の幅を見積もり，３周期点まで考慮し
た場合が最も精度よくストカスティック層の幅を見積もることができることを示す．

4.3.1 1周期点に対する重なりの基準（OC(1)）

ここでは whisker 写像の隣り合う１周期点に関して Chirikov の共鳴の重なりの基準を
適用して理論的にストカスティック層の幅を見積もることを試みる．

whisker写像 (4.16)の 1周期点の位置は

s1 = 0, π ; u1,m1 = 32 exp[−2πm1

ω
] (m1 integer) (4.17)

である．この 1周期点は

s1 = 0, u1,m1 ≥ us
1; us

1 ≡
ωW

4
(4.18)
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のとき，安定である．図 4.4に ωに対する１周期点の位置の u座標 u1,m1 を示した．この
図で複数描かれている曲線は，左上から順に m1 = 1, 2, 3, ...の場合に対応している．セパ
ラトリクスを持つのは安定な周期点であるから，以下で安定な周期点まわりのセパラトリ
クスの重なりを考える．
最初に１周期点のまわりのセパラトリクスの幅を求める必要がある．Chirikov [27] に
倣い，１周期点のまわりで写像を連続化し，フーリエ展開することによって，1 周期点
(s, u) = (0, u1,m1 )のまわりで振り子のハミルトニアン

h1,m1 =
γ1,m1η

2
1,m1

2
−W cos s (4.19)

を得る．ここで，η1,m1 ≡ −(u − u1,m1 ), γ1,m1 ≡ ω/u1,m1 = const.である．計算の詳細につい
て，付録 A.4に載せた．このハミルトニアンより，セパラトリクスの半値幅 d1,m1 は

d1,m1 = 2

√
W
γ1,m1

= 2

√
u1,m1 W
ω

(4.20)

となる (付録 A.4参照)．
重なりの基準によって隣り合う 2つの周期点のセパラトリクスの半値幅の和が周期点間
の距離を上回った時点でそれらのセパラトリクスが重複したと判定され，それより下がス
トカスティック層になると見なされる．すなわち，1周期点 (0, u1,m1 )とそのすぐ下にある
もう一つの１周期点 (0, u1,m1+1)のセパラトリクスが重なる条件は，

|u1,m1 − u1,m1+1| ≤ d1,m1 + d1,m1+1 (4.21)

であり，もしこの不等式が満たされれば，u < u1,m1 を満たす領域がストカスティック層と
判定される．
具体例として (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4) の場合に実際に共鳴の重なりの基準を適用してみ
る．このときwhisker写像の相空間のようす (u > 0)は図 4.3のようになっており，u ≈ 0.3

付近から下がストカスティック層になっている．
図 4.3と図 4.4から，u ≈ 1.4付近の１周期点が m1 = 2の場合であることがわかる．そ
こで試しに u1,2 と u1,3 に対して重なりの基準を適用してみる．２つの１周期点の間の距
離は，

u1,2 − u1,3 ≃ 1.10 (4.22)

であるのに対し，セパラトリクスの半値幅の和は，

d1,2 + d1,3 ≃ 0.39 (4.23)

である．したがって式 (4.21) が満たされないのでこれらのセパラトリクスは重複してい
ないと判定される．確かにこの状況は数値計算 (図 4.3)で u ≈ 1.4付近に位置する１周期
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図 4.4 whisker 写像 (4.16) の 1 周期点の位置を ω に対して示したもの．左上から順
に，式 (4.17)において m1 = 1, 2, 3, 4, 5, 6が対応している．また点線 (紫)で示した 1周
期点の安定性条件の境界 u = us

1[式 (4.18)]より上で１周期点は安定である．

点とその一つ下の u ≈ 0.3付近に位置する１周期点のセパラトリクスが分離しているとい
う状況と一致する．
次に u1,3 と u1,4 に対して重なりの基準を適用すると，

u1,3 − u1,4 ≃ 0.23 (4.24)

であるのに対し，セパラトリクスの半値幅の和は，

d1,3 + d1,4 ≃ 0.18 (4.25)

であり，これも式 (4.21)を満たさないので，まだ重複していないと判定される．
そこで次に u1,4 と u1,5 に対して重なりの基準を適用しようとすると，u1,5 ≈ 0.012,

ωW/4 ≈ 0.053 であり，これは安定性条件 [式 (4.18)] を満たさない．したがって (s, u) =

(0, u1,5)は不安定な１周期点であり，セパラトリクスを持たないため，重なりの基準を適
用することができない．
以上の結果から，(ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4)のとき，いずれの uに対しても１周期点のセパ
ラトリクスが重複しないことが明らかになった．すなわち共鳴の重なりの基準を用いてス
トカスティック層の幅を見積もるには，少なくとも２周期点以上のセパラトリクスの重複
を考慮する必要がある．
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4.3.2 １周期点と２周期点を考慮した重なりの基準（OC(2)）

この節では１周期点と２周期点のセパラトリクスの重複からストカスティック層の境界
を理論的に求めることを試みる．安定な 2周期点がある位置の s座標は s = 0と s = ±π
であるが，s = 0にある安定な１周期点がもつセパラトリクスとの重複を考えるため，２
周期点も s = 0の位置にある方について重なりの基準を適用する．s = 0にある２周期点
の u座標は，

u2,m2 = 32 exp[−m2π/ω] (4.26)

である．各 m1,m2 に関して，u1,m1 と u2,m2 の位置を ωに対して示したのが，図 4.5であ
る．このように，１周期点と２周期点が交互に位置している．この２周期点の s = 0での
安定性条件は

u2,m2 ≥ us
2; us

2 ≡
ωW

2
(4.27)

により与えられる (図 4.5)．

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  2  4  6  8  10

u 1
,m

1, u
2,

m
2

t

u1,m1u2,m2u1s
u2s
us

1

us
2

u2,m2

u1,1

u1,2

u1,3

u1,4 u1,5

u1,6

u1,m1

u2,1 u2,3

u2,5

u2,7

u2,9

u2,11

図 4.5 whisker写像 (4.16)の 1周期点 (実線，赤)と２周期点 (破線，青)の位置を ωに
対して示したもの．このように１周期点と２周期点が交互に並んでいる．点線 (紫)で
示されたのは１周期点の安定性条件 [式 (4.18)]，ダッシュ-ドット線 (水色)で示された
のは２周期点の安定性条件 [式 (4.27)]である．

２周期点のまわりで連続化した振り子のハミルトニアンは

h2,m2 =
γ2,m2η

2
2,m2

2
− W2γ2,m2

16
cos 2s (4.28)

となる (付録 A.4参照)．ここで，η2,m2 ≡ −(u − u2,m2 ), γ2,m2 ≡ ω/u2,m2 = const.．これより
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セパラトリクスの半値幅は，

d2,m2 = 2

√
W2γ2,m2/16

γ2,m2

=
W
2

(4.29)

と求められる．
隣り合う 1周期点と２周期点に関して，セパラトリクスの重複の条件は，ある (m1,m2)

の組に対し (m1,m2 は整数)，

|u1,m1 − u2,m2 | ≤ d1,m1 + d2,m2 (4.30)

で与えられる．ここで，重複するのは隣り合う１周期点と２周期点なので，

m2 =

2 m1 + 1 for u1,m1 > u2,m2

2 m1 − 1 for u1,m1 < u2,m2

(4.31)

の関係がある．
この 1,2周期点の重なりの基準を 4.3.1節と同じく (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4)の場合に具体
的に適用する．この際 u の大きいところから順に小さい方へと重複条件 [式 (4.30)] が成
り立つかどうかを確かめていくことにする．まず，(m1,m2) = (3, 5)に対し，

u1,3 − u2,7 ≃ 0.16, (4.32)

d1,3 + d2,7 ≃ 0.15 (4.33)

なので式 (4.30)は満たされない．次に (m1,m2) = (3, 7)に対して，

|u1,4 − u2,7| ≃ 0.071, (4.34)

d1,4 + d2,7 ≃ 0.083 (4.35)

である．式 (4.34)，(4.35)は式 (4.30)を満たすので，セパラトリクスが重複したと判定さ
れる．
またこの時，u1,4と u2,7は，1周期点と２周期点それぞれの安定性条件 [式 (4.18)，(4.27)]

を満たしており，1周期点 (s, u) = (0, u1,4)と 2周期点 (s, u) = (0, u2,7)はともにセパラト
リクスを持っていることが確かめられる．
重複した１周期点 (0, u1,4)と２周期点 (0, u2,7)に関して，u2,7 > u1,4 なので，上にある２
周期点 (0, u2,7)のセパラトリクスがストカスティック層の境界になっている．その境界を
なす曲線はハミルトニアン [式 (4.28)]より，

u = u2,7 + |ηsep
2,7 | = u2,7 +

W
4

√
2(1 + cos 2s) (4.36)
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と表される．このときストカスティック層の半値幅に相当する理論値 u(2)
b には，このセパ

ラトリクスの高さの平均値を採用することとする．すなわち，

u(2)
b = u2,7 +

1
2π

∫ 2π

0
|ηsep

2,7 |ds (4.37)

= u2,7 +
W
π

(4.38)

とする．

4.3.3 ３周期点まで考慮した重なりの基準 (OC(3))

u

s
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0 ππ-
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図 4.6 whisker写像 (4.16)の安定な周期点とそのまわりにあるセパラトリクスの模式
図. 上から 1周期点，3周期点，2周期点，3周期点，1周期点，3周期点，・・・という
並び順になっている．ストカスティック層の内部にある安定な周期点の周りに共鳴島
(resonance islands)と呼ばれる構造があり，反応可能領域はこの領域の面積をストカス
ティック層の面積から除いたものを用いる．

続いて 1, 2, 3 周期点周りの共鳴領域を考慮した重なりの基準によるストカスティック
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層の半値幅の見積もりを行う．s = 0にある 3周期点の u座標 u3,m3 は，

u2
3,m3

∣∣∣∣∣u3,m3 +W
(
sinω ln

32
u3,m3

)∣∣∣∣∣ = 323e−2m3π/ω ; m3 integer (4.39)

の解であり，1,2,3周期点のうち，隣り合う周期点のセパラトリクスが重なる条件は，

min
{ |u1,m1 − u3,m3 |

d1,m1 + d3,m3

,
|u2,m2 − u3,m3 |
d2,m2 + d3,m3

}
≤ 1, (4.40)

である．
この 3周期点の s = 0における安定性条件は，

u3,m3 ≥ us
3, s.t. F(us

3) = 0, (4.41)

ここで

F(us
3) ≡ Y

[{
−Y(2 − Y) cos x − Y + 1

1 +W sin x/us
3

+ 2 − Y
}

cos
(
x + ω ln

32
|us

3 +W sin x|

)
+

(1 − Y) cos x + 1
1 +W sin x/us

3
+ (2 − Y) cos x + 2

]
− 4,

また
Y ≡ ωW

us
3
, x ≡ ω ln

32
us

3

である．
3周期点のまわりの振り子ハミルトニアンは，

h3,m3 =
γ3,m3η

2
3

2
− 1

4
W3γ2

3,m3

81
(2π)4 |S 3| cos 3s, (4.42)

ここで η3,m3 ≡ −(u − u3,m3 ), γ3,m3 ≡ ω/u3,m3 , S 3 ≃ −1.065(付録 A.4参照)．セパラトリクス
の幅は

d3,m3 =
9W
4π2

√
|S 3|ωW

u3,m3

(4.43)

と求められる．
3 周期点までの共鳴の重なりの基準を再び (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4) の場合に適用してみ
る．図 4.3からストカスティック層の境界がおよそ u ∼ 0.4と読み取れるので，これを図
4.7と見比べてみて，まず 3周期点 (s, u) = (0, u3,8)と 1周期点 (0, u1,3)のセパラトリクス
に関して重複を調べてみる：

u3,8 − u1,3 ≃ 0.2124, (4.44)

d3,8 + d1,3 ≃ 0.1317 (4.45)
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図 4.7 whisker写像 (4.16)の１周期点 (実線，赤),２周期点 (破線，青),3周期点 (短破
線緑)の位置を ωに対して示した．上から順に 2周期点，３周期点，１周期点，３周期
点，２周期点，３周期点，...の順に並んでおり，１周期点と２周期点の間には必ず３周
期点が挟まれている．同時に 1周期点の安定性条件 (点線，紫)，２周期点の安定性条件
(dot-dashed line，水色)も示した．

であり，重複の条件式 (4.40)が満たされない．
そこで次に１周期点 (s, u) = (0, u1,3)と３周期点 (0, u3,10)との重複を調べてみる：

u1,3 − u3,10 ≃ 0.1286, (4.46)

d1,3 + d3,10 ≃ 0.1380 (4.47)

であるので，重複条件式 (4.40)が満たされる．よって，u1,3 と u3,10 のセパラトリクスが
重複したと判定される．また u1,3 と u3,10 はそれぞれの安定性条件式 (4.18)と式 (4.41)を
満たしていることも確認できる．
このとき u1,3 の上側のセパラトリクスがストカスティック層の境界を成しており (図

4.6)，その曲線は
u = u1,3 + η

sep
1,3 , (4.48)

ここで，

η
sep
1,3 =

√
W
γ1,3

(1 + cos s) (4.49)

で与えられる．ストカスティック層の半値幅の理論値 u(3)
b にはこのセパラトリクス上の u
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Periodic points used Periodic points whose Theoretical value of the

Method for the overlap criterion separatrices overlap half width of the stochastic layer

OC(1) u1,m1 , u1,m1+1 None -

OC(2) u1,m1 , u2,m2 u1,m1 , u2,m2 u(2)
b = u1,m1 +

4
π

√
u1,m1 W
ω

for u1,m1 > u2,m2

u(2)
b = u2,m2 +

W
π

for u1,m1 < u2,m2

OC(3) u1,m1 , u2,m2 , u3,m3 u1,m1 , u3,m3 u(3)
b = u1,m1 +

4
π

√
u1,m1 W
ω

for u1,m1 > u3,m3

u(3)
b = u3,m3 +

9W
2π3

√
S 3ωW
u3,m3

for u1,m1 < u3,m3

u2,m2 , u3,m3 u(3)
b = u2,m2 +

W
π

for u2,m2 > u3,m3

u(3)
b = u3,m3 +

9W
2π3

√
S 3ωW
u3,m3

for u2,m2 < u3,m3

Standard map - - usm
b = 2

√
2πϵω3

√
E cosech πω

2

表 4.1 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 節で述べられた whisker 写像のストカスティック層の
境界 ub の理論計算をまとめた．上から 1周期点のみの共鳴の重なりの基準によるもの
[OC(1)], ２周期点までの共鳴の重なりの基準によるもの [OC(2)], 3 周期点までの共鳴
の重なりの基準による計算 [OC(3)],標準写像を利用した場合．

の値の平均値を用いることとする．すなわち，

u(3)
b = u1,3 +

1
2π

∫ 2π

0
η

sep
1,3 ds (4.50)

= u1,3 +
4
π

√
u1,3W
ω

(4.51)

を採用する．

4.3.4 標準写像を用いたストカスティック層の幅の計算

ここでは前節 4.3.3で得られた結果と比較するために，Chirikov [27]により導入された
標準写像を使った方法を論じる．whisker写像 (4.16)を安定な 1周期点 (s, u) = (0, u1,m1 )

の周りで線形化すると，標準写像

J̄ = J + K sin ϕ (mod 2π)

ϕ̄ = ϕ + J̄ (mod 2π).
(4.52)

が得られる [27]．ここで，

J ≡ −ωu − u1,m1

u1,m1

, ϕ ≡ s, K ≡ − ωW
u1,m1

. (4.53)

標準写像では両変数 J, ϕがともに周期性を持つ．
この系のストカスティック性は |K| の値の大きさによって変化する．|K| が小さいとき
は 1 周期点の周りの運動と 2 周期点のまわりの運動は KAM 曲線によって分割されてお
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り，セパラトリクス近傍以外での運動はストカスティックではない．すなわち運動は局所
的なストカスティック性を示す [27]．
|K|を大きくしていくと，|K| ≃ 1で barrier transitionが起こり，KAM曲線は壊れ，こ
れより大きな |K|では，運動は大域的なストカスティック性を示すことが数値計算により
確かめられている [27]．
この標準写像が |K| ≳ 1に対して大域的にストカスティックとなるという実験事実から，

whisker写像のストカスティック層を u座標が

|u| < usm
b ; usm

b ≡ ωW = 2πϵω3
√

2Esech
πω

2
(4.54)

を満たす領域と見積もられる [27]．

以上の 4.3 A, B, C, D節で述べてきた理論計算を表 4.1にまとめた．

4.3.5 理論的評価と数値的評価の比較

以上で別々の３つの方法によって得られた whisker 写像のストカスティック層の幅の
理論値を，(ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4) の場合に数値的に計算された whisker 写像のストカス
ティック層とを比較して示したのが図 4.8である．この図でドットで示されたのがストカ
スティック層の中に初期点を一点とり，whisker写像 (4.16)によって数値的に 500,000ス
テップさせたものである．実際にはストカスティック層は u < 0の範囲にも対称に広がっ
ているが，ここでは u > 0のみを示した．
緑線，青線はそれぞれ，２周期点まで，３周期点までの共鳴の重なりの基準により求め
られたストカスティック層の境界の理論値 (u(2)

b , u(3)
b ),水色は標準写像を利用して求められ

たストカスティック層の境界の理論値 (usm
b )である．この図より，３周期点までの重なり

の基準による理論値がストカスティック層の境界を正しく見積もっているのに対し，２周
期点までのそれは実際よりストカスティック層の幅を小さく見積もってしまっている．
また，ϵ(= 0.05), E(= 4)を固定したまま，ωの値いろいろと変化させ，1周期点のみ，2

周期点まで，3周期点までの共鳴の重なりの基準 [OC(1), OC(2), OC(3)]を適用し，スト
カスティック層の幅の解析的計算を試みた．その結果，理論的に求めたストカスティック
層の境界と数値的に計算したストカスティック層との比較を特徴的な場合について示した
のが図 4.9である．ϵ = 0.05, E = 4は全て同じ値で，ωの値は各図の上に示した通りであ
り，図の表示形式は ω = 4 (図 4.8)の場合と同じである．
まずはじめにわかったことは，計算を行ったいずれのパラメータ領域においても，4.3.1

節で ω = 4の場合について述べたのと同様に，1周期点のみのセパラトリクスでは重複が
起こらないため，1周期点のみの重なりの基準ではストカスティック層の幅を見積もるこ
とができないということである．
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u(2)
b

u(3)
b

usm
b

u

s

図 4.8 ω = 4, E = 4 のとき，whisker 写像 (4.16) のストカスティック層 (黄色，ドッ
ト) ３つの方法で計算されたストカスティック層の境界の理論値 ub を比較して示し
た．破線 (緑)，実線 (青)はそれぞれ２周期点まで，3周期点までの共鳴の重なりの基準
[OC(2), OC(3)] によって求められたストカスティック層の境界 u2

b, u3
b，ダッシュ-ドッ

ト線 (紫)は標準写像 (4.52)を使って求められた理論値 usm
b ．

� = 2.0 � = 2.4 � = 2.6

� = 3.2 � = 4.1� = 3.3 � = 4.8

� = 1.1

( v ) (vi) (vii) (viii)

( ii )( i ) (iii) (iv)

u

u

s s s s

s s s s

usm
b

u(3)
b

u(2)
b

図 4.9 whisker写像のストカスティック層 (u > 0)の数値計算結果とともに理論的に見
積もったストカスティック層の境界 ub を比較して示した．ϵ = 0.05, E = 4は全て同じ
であり，ωは各図の上に示した通りである．実線 (青)は３周期点までの共鳴の重なり
の基準 [OC(3)]によって計算されたストカスティック層の境界の理論値，破線 (緑)は
２周期点までの重なりの基準 [OC(2)]によるもの，ダッシュ-ドット線は whisker写像
を線形化して得られる標準写像を用いたのストカスティック層の幅の理論値．
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次に，2または 3周期点までを考慮に入れた重なりの基準は，ωの値により，ストカス
ティック層の境界を見積もることのできる場合とできない場合がそれぞれあることが明ら
かになった．図 4.9に示した 8つの場合を大きく分類すると次の 3つに分けられる：2ま
たは 3周期点までの重なりの基準のいずれによってもストカスティック層の境界を見積も
ることができる場合，2周期点までの重なりの基準では見積もることができないが，３周
期点まで含めると見積もることのできる場合，3周期点まで含めても見積もることのでき
ない場合である．
ω = 3.3 と ω = 4.1（図 4.9(vi) と (vii)）は 2 周期点までの重なりの基準 [OC(2)], 3 周
期点までの重なりの基準 [OC(3)]のどちらを用いてもセパラトリクスの重複からストカス
ティック層の幅を見積もることができる場合である．このとき，3周期点まで考慮した場
合の方が，より実際のストカスティック層の幅に近い値を与えており，2周期点までのも
のでは，ストカスティック層の幅を小さく見積もりすぎる傾向にある．
図 4.9のうち (ii)(iii)(v)(viii)の場合，2周期点までの重なりの基準ではストカスティッ
ク層の幅を計算することができないが，３周期点まで考慮に入れることにより，ストカス
ティック層の幅を見積もることができる場合である．この時，4.3.1節で ω = 4について
述べた，１周期点のみの重なりの基準の場合と同様に，隣り合う 1周期点と２周期点のセ
パラトリクスが重複する前に，どちらかの周期点が不安定になるため，重なりの基準が使
えないという状況が生じる．しかし，1周期点と 2周期点との間に位置する３周期点のセ
パラトリクスまで考慮に入れることにより，セパラトリクスの重複が起こり，重なりの基
準が使えるようになる．
ω = 1.1と ω = 2.6（図 4.9(i)と (iv)）は３周期点まで考慮に入れてもセパラトリクスの
重複が起こらない場合である．このとき，より高次の周期点のセパラトリクスがストカス
ティック層の境界に関係していると考えられる．実際，ω = 2.6のとき（図 4.9(iv)），スト
カスティック層の境界をなしているのは４周期点のセパラトリクスであり，また ω = 1.1

のとき（図 4.9(i)）も，注意して見ると境界に５周期点がある．したがってもし重なりの
基準により高次の周期点のの効果を取り入れたならば，ストカスティック層の幅を理論的
に見積もることができるかもしれず，これは今後の課題である．
図 4.10は ϵ = 0.05, E = 4を固定し，ωを変化させた場合の，whisker写像のストカス
ティック層の境界 ub の理論値と，whisker写像の数値計算によるプロットから目分量で読
み取った値 (赤点)とを比較したものである．数値計算による結果は ωに関して 0.1刻み
で示した．理論値は，２周期点まで (緑)と３周期点まで (青)の重なりの基準，標準写像
の |K| ≃ 1の値から得られるストカスティック層の境界 [式 (4.54), 紫，点線]である．重
なりの基準による理論値は ωに関して 0.01刻みで示した．
ω の値によって２周期点までと３周期点までの共鳴の重なりの基準によりストカス
ティック層の幅を見積もることのできる場合とできない場合がそれぞれあり，できない場
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合はグラフの値が抜けている．
この結果から，3周期点までの重なりの基準により，2周期点までのものでは捉えられ
なかったストカスティック層の領域が捉えられることがわかった．また３周期点までの重
なりの基準を用いても，ω ≲ 2, 2.5 ≲ ω ≲ 3, 3.5 ≲ ω ≲ 4などストカスティック層の境界
を見積もることのできない場合があることがわかった．しかしながら，値のあるところで
は，3周期点までの重なりの基準によって求められたストカスティック層の境界は，概ね
数値計算による結果と一致している．

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1
 1.2
 1.4
 1.6
 1.8

 2

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

u b

ω

numerical
ub(2)
ub(3)

ub(SM)

図 4.10 Whisker写像 (4.16)のストカスティック層の半値幅 ub の理論値と数値計算の
値を比較した．赤点は whisker写像のストカスティック層を数値計算で描かせた上で目
分量によって計ったストカスティック層の半値幅，青はそれぞれ２周期点まで，3周期
点までの共鳴の重なりの基準 [OC(2), OC(3)]により求められたストカスティック層の
半値幅の理論値 (u2

b, u3
b)．また紫の点線は whisker写像を線形化した標準写像 (4.52)を

利用して求めた理論値 (usm
b )．

4.3.6 ストカスティック層に含まれる共鳴島の面積

前節まで，whisker写像のストカスティック層と規則的な運動領域との境界を理論的に
見積もる方法を見てきた．実際のところ，図 3.5(b)に示されたように，ストカスティック
層の島構造の中にも準周期的な運動の族が埋まっている．共鳴島と呼ばれる領域である．
我々が Davis-Grayの速度定数の式を用いる際，式 (1.1)の中の反応可能領域の面積 Ã0

として，ストカスティック層の面積から，共鳴島の面積を除いたものを用いなければなら
ない．共鳴島の中に閉じ込められた準周期軌道は，永久に井戸の中で運動を続け，反応で
きないからである．
我々は whisker写像の共鳴点のセパラトリクスの重なりから，安定な周期点のまわりの
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準周期運動の族，すなわち共鳴島の面積を求める．
Section 4.3A, B, Cで共鳴領域の重複の基準を適用する際には，隣り合う共鳴点の間の
距離と，それらが有するセパラトリクスの半値幅の和の大きさを比較した．今， j周期点
と j′ 周期点 ( j, j′ = 1, 2, 3，ただし j , j′)のセパラトリクスが重複したとする．この時，
その重複部分の u方向の厚み lは，

l = d j,m j + d j′,m j′ − |u j,m j − u j′,m j′ | (4.55)

である (ϵ = 0.05, ω = 4, E = 4の場合について，図 4.6を参照)．このセパラトリクスの
重複 lを用いて島の面積が以下のようにして見積もられる．

1, 2, 3周期点のセパラトリクスの内側の面積は，それぞれの周期点周りで構成される振
り子ハミルトニアン [式 (4.19), (4.28), (4.42)]より計算でき，

asep
1,m1
= 16

√
u1,m1 W
ω

, (4.56a)

asep
2,m2
= 2W, (4.56b)

asep
3,m3
=

2W
3π2

√
|S 3|ωW

u3,m3

(4.56c)

である．
セパラトリクスが重複している j, j′ 周期点のセパラトリクス内部の面積をそれぞれ

asep
j,m j
, asep

j′,m j′
と書いた時， j, j′ 周期点まわりの共鳴島の面積 aisland

j,m j
, aisland

j′,m j′
を

aisland
j,m j
≃ (d j,m j − l

d j,m j

)2asep
j,m j

(4.57)

aisland
j′,m j′
≃ (d j′,m j′ − l

d j′,m j′

)2asep
j′,m j′

, (4.58)

によって近似的に計算する．するとトータルの島の面積は，

aisland
tot = ja j,m j + j′a j′,m j′ . (4.59)

で与えられる．ただし， j( j′)周期点周りの島の個数は j( j′)個なので，a j,m j (a j′,m j′ )の前に
島の個数を乗じた．
したがってストカスティック層全体に対する共鳴島の面積の割合 ri は

ri =
aisland

tot

a0
=

jaisland
j,m j
+ j′aisland

j′,m j′

2πub
(4.60)

となる．ここで a0 は whisker 写像のストカスティック層の u > 0 の面積で，ストカス
ティック層の境界が ub を用いて，

a0 =

∫ 2π

0
ds

∫ ub

0
du = 2πub (4.61)
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である．

4.3.7 反応物井戸内の反応可能領域の面積

この subsectionでは反応井戸の中の反応可能領域の面積 Ã0 を見積もる．whisker写像
のストカスティック層の境界の uの値を ub とすると，ストカスティック層は |u| ≤ ub を満
たす領域である．このことから，Eqs. (4.10a) and (4.13)から元の反応系のストカスティッ
ク層はエネルギー H1 に関する不等式

H−1 ≤ H1 ≤ H+1 ,

H±1 ≡
1
4

ub(ub ± 2)
(4.62)

の形で与えられる．
ここで以下の点に関して注意が必要である．whisker写像のストカスティック層の幅を

ωに対して示した図 4.10において ωのいくつかの値に対して ub > 1となっているところ
があるが，この ub の理論値をそのまま用いて H−1 を求めると，H−1 < −1/4となる．しか
し，H1 の最小値が (q1, p1) = (±1, 0)のとき −1/4であり，H−1 はそれより小さい値を取り
得ないので，以降このような場合の H−1 の理論値には H−1 = −1/4を用いる．図 4.11に系
(4.1)の θ2 = 0, θ̇2 > 0で取られたポアンカレ断面上の数値的に計算されたストカスティッ
ク層と，式 (4.62)によって定められるストカスティック層の境界の理論値とを比較して示
した．
反応系のストカスティック層の場所を表す式 (4.62) を用いて，ストカスティック層の
面積を解析的に求めることができる．セパラトリクス上の H1 の値は H1 = 0であるから，
ストカスティック層のうち，セパラトリクスより内側の領域の面積 Asl

0 (図 3.15(b) 参照)

は，(q1, p1)面を H1 に関して H−1 ≤ H1 ≤ 0の範囲を積分することによって得られる：

Asl
0 =

" H1=0

H1=H−1

dq1dp1

=
4
3
−
√

2
β0

(
4H−1K(κ0) + 2β2

0E(κ0)

−
β4

0

3
{(κ2

0 − 1)K(κ0) + 2(2 − κ2
0)E(κ0)}

)
. (4.63)

ここで，

β0 ≡
(
1 +

√
1 + 4H−1

) 1
2

,

κ0 ≡
(

2
√

1 + 4H−1
1 +

√
1 + 4H−1

) 1
2

,
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である．また，K，Eはそれぞれ第一種，第二種完全楕円積分である．
Davis-Grayの反応速度定数の理論式,式 (1.1)で反応可能領域の面積 Ã0 は，Asl

0 から共
鳴島の面積を除いた面積である．ストカスティック層全体に対する共鳴島の面積の割合 ri

[式 (4.60)]を用いて，反応可能領域の体積 Ã0 は，

Ã0 = (1 − ri)Asl
0 (4.64)

で与えられる．

図 4.11 (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4) の場合，系 (4.1) の θ2 = 0, ˙θ2 > 0 で取られたポアンカ
レ断面上で見たストカスティック層と，ストカスティック層の境界の理論値 [式 (4.62)]
を比較した．黄色の点が数値計算による結果，緑，青線はぞれぞれ whisker写像で 2周
期点まで，3 周期点までの重なりの基準 [OC(2), OC(3)] の適用により得られたストカ
スティック層の幅の理論線．

以上により解析的に導出された系 (4.1)に対する反応速度定数の理論式をまとめると，

k =
AL

Ã0TM
, (1.1)

ここで
TM =

2π
ω
+ O(ϵ), (3.70)

AL = 2ϵπω
√

2E cosech
(
πω

2

)
+ O(ϵ2), (4.5)

Ã0 = (1 − ri)Asl
0 (4.64)

となる．
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4.4 反応物井戸内寿命分布
4.4.1 寿命分布

この節では解析計算の結果の正当性を確認するため，数値計算との比較を行う．反応速
度定数 k の理論値と数値計算の比較を行う物理量として，我々は状態 Aの井戸の中での
寿命分布 (lifetime distribution)

PA(t) ≡ − 1
N0

dNA(t)
dt

(4.65)

を用いる [11]．ここで N0 は初期点として状態 A の井戸の中に分布させるサンプル数，
NA(t)は N0 のうち時刻 t に A(q1 < 0)にあるものの数である．すなわち PA(t)は N0 のう
ち時刻 tに反応するものの割合である．
前節で求められたポアンカレ断面上におけるセパラトリクスより内側の領域のうち反応
可能領域の面積 Ã0 について Ñ0 ∝ Ã0 が成り立つ．したがって寿命分布 PA(t)は式 (4.65)

と (3.76)から，

PA(t) = k
Ñ0

N0
exp[−k(t − τ0)] = k

Ã0

A0
exp[−k(t − τ0)] (4.66)

となる．ここで A0 はポアンカレ断面上でセパラトリクスより内側の面積であり，N0 ∝ A0

の関係が成り立つ．ハミルトニアン H1[式 (4.2a)]に対しては，

A0 =

"
dq1dp1δ(H − E)Θ(−H1)Θ(−q1) =

4
3
. (4.67)

である．
ところで，3.4.2節で議論したように，t < τ0 までは反応が始まらないので，反応物井戸
内における寿命分布の理論式は，

PA(t) =

0 for 0 < t < τ0
AL

TM A0
exp[−k(t − τ0)] for t > τ0

(4.68)

のような形で書かれる．ここで，反応開始時刻 τ0 はストカスティック層内の運動の平均
周期 T̄ を用いて，

τ0 =
T̄
2
. (4.69)

のように書かれるのであった．寿命分布の理論式は PA(t) ∝ e−kt を満たし，片対数プロッ
トすると傾きが −kの直線となる．
ストカスティック層内の平均周期は以下のように計算される．二重井戸型振動子の周
期は式 (4.12)により与えられている．ただし Tc はセパラトリクスより外側 (c > 1)の運
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動に関しては半周期である．セパラトリクス近傍 (c ≃ 1) ではセパラトリクスより内側
(c < 1)の周期と外側 (c > 1)の半周期はともに Tc′ ≃ ln(16/|c′|)となる．ここで c′ ≡ 1 − c

である．そこでストカスティック層内の平均周期 T̄ は，

T̄ ≡ 1
ub

∫ ub

0
Tc′du =

1
c′0

∫ c′0

0
Tc′dc′ = ln

16e
c′0
= ln

32e
ub

, (4.70)

と計算できる．ここで ub は whisker写像 [式 (4.12)]における，ストカスティック層の半
値幅，また |c′| ≃ |u|/2より，c′0 ≡ ub/2とおいた．

4.4.2 数値計算との比較

ここでは反応速度定数 kを一つもつ単一指数減衰が支配的な時間帯である反応初期段階
に焦点を絞り，数値計算結果から得られる反応速度定数と，理論計算のそれとを比較する．
数値計算では，初期点アンサンブルを状態 A(q1 < 0)のポテンシャル井戸の中に一様分
布させる．我々は非摂動セパラトリクスより内側，H1 < 0の領域に一様分布させた初期
点を採用し，8次ルンゲ=クッタ法により時間発展させた．今回の数値計算では，各パラ
メータにつき 100,000の初期点アンサンブルを採用した．
各軌道が q1 = 0に達するまでの時間を計り，その後各時刻に反応した軌道の数の全初
期点数に対する割合を，寿命分布とする．各軌道が q1 = 0に達するまでの時間を計り，そ
の後各時刻に反応した軌道の数の全初期点数に対する割合を，寿命分布とする．
数値計算では，各軌道が反応するまで，すなわち q1 = 0 に達するまでの時間を計る．
その後，反応するまでにかかった時間に対して，初期点が反応するまでの時間を考えるた
め，軌道は q1 = 0を通過するまでの計算を行う．
図 4.16に (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4)の場合の反応物井戸内寿命分布の数値計算結果と理論
式を比較して示した．

(赤)点が数値計算の結果で，３本の理論線が引かれている．これらは 4節で述べた異な
る３つの方法によって反応可能領域が理論的に計算された結果に対応している
破線 (緑)が２周期点までの共鳴の重なりの基準 [OC(2)]により Ã0 を計算されたもの，
実線 (青)が 3周期点までの共鳴の重なりの基準 [OC(3)]により計算されたもの，ダッシュ
ト-ドット線 (紫)は，標準写像を用いてストカスティック層の幅を見積もりにより計算さ
れたものである．
このグラフは片対数でプロットされており，その傾きが速度定数 kに相当する．３本の
理論線のうち，OC(3)による結果が，傾きが数値計算結果と最もよく一致している．
３本の理論式のうち，3周期点までの重なりの基準から計算されたものの傾きが数値計
算と最もよく一致している．OC(2)により計算されたものは数値計算と比べて傾き (k)が
大きく見積もられ過ぎている．これは 4.3 E節で述べたように，ストカスティック層の幅
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図 4.12 初期点の分布．(上) 反応物側 (A) の井戸内に一様に分布する．すなわち，セ
パラトリクスより内側 (H1 < 0)に一様分布．(下)初期点分布の様子．(q1, p1)平面上に
射影したもの．実際には θ2 方向にも均等に分布させている．

が実際より小さく見積られるために，Ã0 が小さく見積もられ，それにより式 (1.1)で kが
大きく見積もられるためと考えられる．
このグラフのもう一つの注目点は，反応の立ち上がりの時刻が，我々の理論値，τ0[式

(4.69)]とよく一致している点である．
続いて，ϵ(= 0.05)と E(= 4)を固定したまま，摂動の振動数 ωを様々な値に変化させた
場合について調べた．図 4.14には図 4.10と同じ値の ωに関して，(a)反応系の θ2 = 0で
とられたポアンカレ断面上で見たストカスティック層，(b)whisker写像のストカスティッ
ク層，(c)寿命分布の数値計算と，理論式の比較を示した．図 4.14(c)の寿命分布の理論線
の表示形式と数値計算の方法は上の ω = 4の場合 (図 4.13)と同じである．ただし，4.3 E

節で述べたように，ωの値によっては，OC(2)と OC(3)はそれぞれ適用できない場合もあ
り，その場合の理論線は省略されている．この図のように，摂動の振動数 ωを変化させる
と，反応モードとの共鳴の仕方が変わり，少しの ωの変化に対しても反応系の相空間の構
造が大きく変化する．



82 第 4章 異性化反応モデルに関する反応速度の解析的計算

-9

-8

-7

-6

-5

-4

 0  20  40  60  80  100 120 140 160 180 200

ln
 P

A
(t

)

t

simulation
SM

OC(2)
OC(3)

図 4.13 (ϵ, E, ω) = (0.05, 4, 4)の場合の寿命分布の数値計算と理論値との比較．赤点が
数値計算による結果，破線 (緑)が２周期点までの重なりの基準 [OC(2)]を用いて求め
られた理論値，実線 (青)が 3周期点までの重なりの基準 [OC(3)]により求められた理
論値，ダッシュ-ドット線 (紫)で示されたものが標準写像を用いて理論線．

この図のように，摂動の振動数 ωを変化させると，反応モードと摂動（調和振動子）と
の共鳴の仕方が変わり，少しの ω の変化に対しても反応系の相空間の構造が大きく変化
する．そこで ωを変化させた時，ストカスティック層の相空間構造がどう変化するのか，
またその様子は縮約された whisker写像によってどう捉えられるのか，そして解析計算と
の整合性はどうなのかを検証する．
まず，図 4.14(c)で，OC(3)が適用可能な場合には，寿命分布の傾き，すなわち速度定
数が３つの理論計算の中で最も数値計算結果に近い値を与えている．OC(2)はそれが適用
できる場合が少なく，適用できる ω = 3.3（図 4.13(c)(vi)）, ω = 4.1（図 4.14(c)(vii)）の
場合も kを小さく見積もりすぎている．これは ω = 4（図 4.13）の場合と同様に，OC(2)

がストカスティック層の幅を実際より小さく見積もりすぎているために，kが大きく見積
もられるからである．
ω = 1.1（図 4.14(i)）の場合は，寿命分布は標準写像の |K| = 1 を用いた理論値がよく
合っている．このように，ストカスティック層の中に共鳴島がほとんどない場合，この方
法による kの理論計算は数値計算とよく合う．しかし，ストカスティック層内の島の面積
が無視できないような他の ω場合には，kを小さく見積もりすぎる傾向にある．これはこ
の方法が島の面積を考慮していないためと考えられる．
反応系のポアンカレ断面上のストカスティック層（図 4.14(a)）と whisker写像のストカ
スティック層（図 4.14(b)）からは，ωの変化により，反応モードと調和振動子の共鳴の仕
方が変わり，ストカスティック層内部の空間構造が大きく変わる様子が見て取れる．例え
ば ω = 1.1（図 4.14(i)）は共鳴領域がほとんどなく，ω = 2.0, 3.2, 4.1（図 4.14(ii),(v),(vii)）
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図 4.14 ϵ = 0.05, E = 4 を固定し, いろいろな ω に対して，(a) 反応系 (4.1) の
q2 = 0, p2 > 0でとられたポアンカレ断面で見たストカスティック層, (b)反応系を縮約
して構成された whisker写像 (4.16)のストカスティック層,また (c)寿命分布の数値計
算結果と理論計算の比較．
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図 4.15 ストカスティック層内の運動の周期の平均値 T̄ (ただしセパラトリクスより外
側の運動については半周期)と，調和振動子の周期 (TM2π/ω)の比を ωに対してプロッ
トした図. 破線 (緑)，実線 (青) はそれぞれ２周期点まで，３周期点まで重なりの基準
[OC(2), OC(3)]から求めた理論値，ダッシュ-ドット線 (紫)は標準写像を用いて求めた
理論値．

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

 1  10  100

ln
 P

A
(t

)

t

"w48E4.txt" u 2:(log($4))

図 4.16 FIG. 4.14(viii)(c)(ϵ, ω, E) = (0.05, 4, 4.8) の場合と同じ寿命分布の数値計算結
果のデータを寿命分布を両対数でプロットしたもの．途中から直線的になっているこ
とから，べき減衰が示唆される．

などは共鳴領域が大きい．
反応モードと調和振動子の共鳴によってできるストカスティック層内の共鳴領域の大
きさの変化は，図 4.15によって理解することができる．この図は式 (4.70)により理論的
に求めたストカスティック層内の反応モードの平均周期 (セパラトリクスの外側では半周
期)T̄ の調和振動子の周期 TM = 2π/ω に対する比をとり，その ω 依存性を示したもので
ある．
図 4.15から，ω = 1.1のときは T̄/TM ∼ 1である．つまり 1対 1の共鳴が存在するはず



4.4 反応物井戸内寿命分布 85

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

k

ω

numerical
SM

OC(2)
OC(3)

図 4.17 反応速度定数 k の調和振動子の振動数 ωへの依存性の理論と数値計算との比
較．赤点が数値計算結果のフィッティングにより求めた反応速度定数，破線 (緑)実線
(青)はそれぞれ 2周期点まで，３周期点まで重なりの基準 [OC(2), OC(3)]により求め
た理論値，ダッシュ-ドット線 (紫) は標準写像を使って求めた理論値．グラフの中で
OC(2)と OC(3)によるデータが抜けている部分は，重なりの基準を適用する際，隣り
合う周期点の持つセパラトリクスが重複しないために重なりの基準が適用できない場
合である．

だが，このように 2つの自由度の周期がほとんど同じであると，ポアンカレ断面上で共鳴
点近傍の軌道は次にポアンカレ断面上に戻った時にも再びそのごく近傍を通過するので，
共鳴領域の面積は小さくなる．Whisker 写像で見た場合（図 4.14(i)(a)）でも，|u| ≃ 0.1

の付近に 1 周期点の共鳴が見られるが，その共鳴領域の面積は非常に小さい．その理由
は，次のように考えられる．他方，図 4.15において ω = 2では，T̄/TM が 2より少し小
さいところに当たる．このように T̄/TM が 2 に近づきながらまだ２には達しないときに
(1 < T̄/TM ≲ 2),共鳴島の面積が増大する．これはポアンカレ断面上への再帰点がその前
の通過した点から離れた場所に帰ってくるので，共鳴領域が広げられるためと考えられ
る．同様に，ω = 3.2のとき，2 < T̄/TM ≲ 3より，２周期点まわりの共鳴領域が大きくな
り，ω = 4.1のとき，3 < T̄/TM ≲ 4より，３周期点まわりの共鳴領域が大きくなる．
ω = 4.1や ω = 4.8の寿命分布の t依存性（図 4.14(c)(vii)と (viii)）の数値計算結果は，
片対数プロットで直線的というよりはむしろ曲線的である．図 4.14(a)と (b)や，図 4.10

からわかるように，ストカスティック層の幅は，ωが大きくなるほど小さくなり，また ω

が大きくなると細かい島の数が増える．ストカスティック層の境界付近や，共鳴島のまわ
りの運動の stickiness [58, 59] の効果が支配的になり，寿命分布の t 依存性が単一指数関
数というよりもむしろ冪関数になる [60]．実際，ω = 4.8のときの寿命分布の数値計算結
果（図 4.14と同じデータ）を両対数プロットすると（図 4.16），確かにグラフが直線的に
なっている部分があり，羃減衰が示唆される．
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図 4.17に反応速度定数 kの理論計算と数値計算の結果の比較を ωに対して示した．共
鳴の重なりの基準を用いて求められた理論値は，OC(2)と OC(3)が適用できない ωの領
域がそれぞれあるため，その部分の値が抜けているが，OC(3)は適用可能な範囲では数値
計算結果に近い値を与えている．
またこの図で重なりの基準による理論値が発散しているように見える箇所がある．そこ
では反応可能領域から取り除かれる島の面積の割合 (図 4.18)が大きく，Ã0 が小さくなり，
その結果 kの理論値が大きくなるためである．
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図 4.18 ストカスティック層全体の面積に対する共鳴島の面積の理論値 ri[式 (4.60)]．
破線 (緑)，実線 (青)はそれぞれ 2周期点，3周期点までの重なりの基準 [OC(2), OC(3)]
により見積もられた ri．
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二重井戸型ポテンシャルを持つ反応自由度と調和振動子が結合した異性化反応のミニマ
ルモデルである２自由度ハミルトン系に関して反応速度定数を解析的に評価した．これま
では Davis-Gray理論の反応速度定数の計算に必要な反応井戸内の反応可能領域の面積の
見積もりは数値計算に頼っていたが，我々は反応系から導かれた whisker写像に Chirikov

の共鳴の重なりの基準を適用することにより反応井戸内の反応可能領域の面積を解析的に
見積もった．重なりの基準を適用する際に我々は whisker写像の安定な 1,2,3周期点の持
つセパラトリクスの重複を考慮し，ストカスティック層の面積を求め，さらにその中に埋
まっている準周期軌道 (resonance islands)の領域を取り除くことにより，反応可能領域の
面積を求め，これとMelnikov積分を使って計算した 1回のポアンカレ写像の間の反応フ
ラックス (turnstile lobe)で計算した Davis-Gray理論の速度定数は数値的に求めた速度定
数と概ねよく一致した．
反応可能領域の面積は３つの方法により計算された．２周期点までの共鳴の重なりの基
準を用いたもの [OC(2)]，３周期点まで考慮したもの [OC(3)]，標準写像 (4.52)の K = 1

の値を使ったものである．
今回の我々の研究により，これらの３つの方法にはそれぞれ次のような特徴があること
がわかった．２周期点までの共鳴の重なりの基準 [OC(2)]は，計算は簡単であるが，スト
カスティック層の境界を捉えられないことが多く，また境界の見積もりの精度はあまりよ
くない．３周期点までの重なりの基準 [OC(3)]を用いると，計算は多少面倒であるが，多
くの場合にストカスティック層の幅を見積もることができ，また数値計算との一致も良い
場合が多く，より精度が高いと言える．標準写像を用いた場合は，計算は容易であり，す
べてのパラメータ領域で使うことができるという利点があるが，共鳴島の面積を考慮に入
れられていないため，島の面積の割合が大きくなるに従い，反応可能領域の見積もりは不
正確となる．
今回我々が用いた方法は，セパラトリクスの軌道が解析的に得られ，自由度間の相互作
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用が摂動と見なせるほど結合の弱い系，つまりMelnikov積分が実行できる力学系に対し
て一般に適用可能である．今回は異性化反応のモデルとして４次のポテンシャルを持つ反
応系を扱ったが，３次型のポテンシャルを持つ解離反応のモデルに対しても同じ議論がで
きる．今後は今回抽象的なモデルで計算した手法がより現実の反応系に近い計算で用いら
れることにより，解析計算の利点 (パラメータ依存性の予測など) が活かされることが期
待される．
一方，今回我々が用いた手法の限界も明らかになった．4章 4.3節で述べたように，パ
ラメータ領域によって，３周期点まで考慮してもストカスティック層の境界を捉えきれな
い場合がある．その原因は，１つは重なりの基準自体が近似的な手法であること [27]，も
う一つは，４周期点以上のより高次の周期点により，ストカスティック層の境界が定めら
れている場合である．
また，元の反応系から whisker写像を導出する際にも近似による誤差が生じており，そ
の結果，whisker 写像が元の反応系の情報を正確に捉えられていないという場合がある．
これは図 4.14で元の系のストカスティック層内の空間構造と whisker写像のそれとを比
較した際に whisker写像の共鳴構造がセパラトリクス (u = 0)に対して完全な対称性を有
しているのに対し，元の系はセパラトリクスについて対称的ではない場合があるという
点にも顕れている．つまり whisker 写像の共鳴領域の重複する位置が元の系のストカス
ティック層の境界に完全に対応しない場合がありそのような場合には whisker写像に重な
りの基準を適用した結果が元の系のストカスティック層の境界の見積もりに関して正しい
結果を与えないことがある．
今回用いられた手法は化学反応速度の外場のパラメータ依存性が数値シミュレーション
等に頼らず一目でわかるという点で有用であり，今後はより実際的な系への応用が課題で
ある．
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A.1 二重井戸型振動子の作用・角変換
ここでは 4の式 (4.6), (4.7), (4.8)で導入した，二重井戸型振動子からの正準変換により，
作用・角変数に変換するための具体的な計算を述べる．この変換はすでに Petrosky [56]

において導入されているが，本節ではより詳細な計算手順を述べる．

H =
p2

2
− q2

2
+

q4

4
=

1
4

(I2 − 1) (A.1)

を満たす正準変換 (q, p) 7→ (θ, I)を考える．
母関数 F2(q, I)として，

∂F2

∂q
= p,

∂F2

∂I
= θ (A.2)

を満たすものを考える．
式 (A.1)より，

p = ± 1
√

2

√
I2 − (q2 − 1)2 ≡ ∂F2(q, I)

∂q
(A.3)

であるから，
F2(q, I) = ± 1

√
2

∫ √
I2 − (q2 − 1)2 dq. (A.4)

したがって，
θ =

∂F2

∂I
= ± 1
√

2

∫
I√

I2 − (q2 − 1)2
dq (A.5)

と書ける．この式の被積分関数の分母の根号の中身を，

I2 − (q2 − 1)2 = (I + q2 − 1)
(
I − (q2 − 1)

)
(A.6)

= (a2 − q2)(a2 − 2 + q2) (A.7)
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と変形する．ただし，
a ≡
√

I + 1 (A.8)

とおいた．さらに
q ≡ a cos ϕ (A.9)

とおくことにより，式 (A.5)は

θ = ∓ I
√

2

∫
dϕ√

2a2 − 2 − a2 sin2 ϕ

(A.10)

= ∓ I

2
√

a2 − 1

∫
dϕ√

1 − a2

2(a2−1) sin2 ϕ
(A.11)

のような形に書き換えておく．
この節で述べる変数変換は，二重井戸型振動子のセパラトリクスより外側の領域と，内
側の領域とで変換の形が異なる．それは，式 (A.11)の被積分関数の根号の中にある sin2 ϕ

の係数 a2/{2(a2 − 1)}が 1より小さいか，大きいかに対応している．つまり式 (A.8)より，
I > 1がセパラトリクスより外側に，I < 1がセパラトリクスの内側にそれぞれ対応する．
どちらの領域の変数変換も，I = 1とおくと一致し，それがセパラトリクス上での変換式
となる．

A.1.1 I ≥ 1（セパラトリクスより外側）に対する変数変換

式 (A.11)は

θ = ∓
√

I
2

∫
dϕ√

1 − I+1
2I sin2 ϕ

(A.12)

= ∓
√

I
2

∫
dz

√
1 − z2

√
1 − k2q2

(A.13)

のように書き換えることができる．ただし，

z ≡ sin ϕ, k ≡
√

I + 1
2I

(A.14)

とおいた．すなわち，
± 2θ
√

I
=

∫
dz√

(1 − z2)(1 − k2z2)
. (A.15)

したがって，
z = ±sn

(
2θ
√

I
, k

)
(A.16)
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である．ここで，zn(·, ·)はヤコビの楕円関数．ここで，式 (A.9)と (A.14)より

z = sin ϕ =
√

1 − cos2 ϕ =

√
1 − q2

a2 (A.17)

だから， √
1 − q2

a2 = ±sn
(

2θ
√

I
, k

)
(A.18)

a2 − q2 = a2sn2
(

2θ
√

I
, k

)
(A.19)

q2 = a2
[
1 − sn2

(
2θ
√

I
, k

)]
(A.20)

と変形することで，

q = ±a cn
(

2θ
√

I
, k

)
=
√

I + 1 cn

 2θ
√

I
,

√
I + 1

2I

 (A.21)

を得る．また，式 (A.3)より，

p = ±
√

I(I + 1) sn

 2θ
√

I
,

√
I + 1

2I

 cn

 2θ
√

I
,

√
I + 1

2I

 (A.22)

となる．

A.1.2 I ≤ 1（セパラトリクスより内側）に対する変数変換

θ = ∓
√

I
2

∫
dϕ√

1 − I+1
2I sin2 ϕ

(A.23)

h ≡
√

2I
I + 1

≤ 1 (A.24)

とおき，

= ∓
√

I
2

∫
dϕ√

1 − 1
h2 sin2 ϕ

(A.25)

= ∓
√

I
2

∫
dϕ√

1 − h2 sin2 ϕ
h4

(A.26)

さらに，
z ≡ sin ϕ

h
, dz =

cos ϕ
h

dϕ→ dϕ =
h

√
1 − h2z2

dz (A.27)
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とおくと，

θ =

√
I

2

∫
hdz√

(1 − z2)(1 − h2z2)
(A.28)

∴ z = ∓sn
( 2θ

h
√

I
, h

)
(A.29)

= ∓sn
( √2(I + 1)

I
θ,

√
2I

I + 1

)
(A.30)

q2 = a2(1 − h2z2) (A.31)
= a2(1 − h2sn2) (A.32)
= a2dn2 (A.33)

より，

q = ±adn = ±
√

I + 1dn
( √2(I + 1)

I
θ,

√
2I

I + 1

)
(A.34)

また，式 (A.3)より，

p = ±
√

2I sn
( √2(I + 1)

I
θ,

√
2I

I + 1

)
cn

( √2(I + 1)
I

θ,

√
2I

I + 1

)
(A.35)

A.2 ２自由度反応系 (4.9)から２次元 whisker写像を導出す
る方法

ここではハミルトン系 (4.9) から 2 次元 whisker 写像の導出についての計算を述べる．
まず，非摂動系 (ϵ = 0)について考えると，

I1 = const. (A.36)

,

θ̇1 =
I1

2
= const. (A.37)

である．
ポアンカレ断面を θ1 = θ10 = const.でとり，その断面上でのダイナミクスを考える．非
摂動系 (ϵ = 0)のセパラトリクス上 (c = 1)の運動に関して, t = 0で θ1 = 0とおくと, θ1 は
tに比例するので,

θ1 =
t
2
. (A.38)

そこで θ1 の変域を
−Tc′

4
≤ θ1 <

Tc′

4
. (A.39)
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と決めておく．ここで Tc′ は自由度 (θ1, I1) の運動の周期であり，Tc′ ≃ ln(16/|c′|) で
あった．
ポアンカレ断面上における時間経過を −t0,−t0 + T,−t0 + 2T, · · · とする．すなわち

θ1(−t0) = θ1(−t0 + T ) ≡ θ10 とおくことができる. また t0 ≫ 1にとるものとする.

ここでポアンカレ写像 1回の作用に対する I1 の変位は

∆I1 =

∫ −t0+T

−t0
İ1dt = −

∫ −t0+T

−t0

∂H
∂θ1

dt, (A.40)

ここで，
∂H
∂θ1
= ϵ

∂H12

∂θ1
= ϵ(1 + I1)

√
2ωI2 cos θ2

∂ f (θ1, I1)
∂θ1

. (A.41)

また

∂ f (θ1, I1)
∂θ1

=

2c
√

2 − c sn(2θ1

√
2−c
c , c)cn(2θ1

√
2−c
c , c)dn(2θ1

√
2−c
c , c)

for 0 ≤ I1 ≤ 1

2
√

2−c
c sn(2θ1

√
2−c

c , 1
c )cn(2θ1

√
2−c

c , 1
c )dn(2θ1

√
2−c

c
1
c )

for I1 ≥ 1

(A.42)

である．
ここで式 (A.40)の中の変数 (θ1, I1)について，非摂動系のセパラトリクス上の解を代入
する．どうしてこのようなことが許されるのかというと，今，∆I1 をセパラトリクス近傍
で計算していることに加え，その ϵ に関する 1 次の項までだけ必要だからである．した
がって，式 (A.41)と式 (A.42)に θ1 =

t
2 , I1 = 1, c = 1を代入する．

こうして，
∂ f (θ1, I1)
∂θ1

|θ1=
t
2 ,I1=1,c=1 = 2sech2t tanh t. (A.43)

となる．さらに，
İ2 = −ϵ

∂H12

∂θ1
, (A.44)

であるから
I2 ≡ I20(const.) + O(ϵ), (A.45)

θ2 ≡ ω(t + t0) + θ20. (A.46)

とおくと，

∆I1 = −4ϵ
√

2ωI20

∫ −t0+T

−t0
sech2t tanh t cos

(
ω(t + t0) + θ20

)
dt + O(ϵ2). (A.47)
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のように書くことができる．また，この積分において支配的な領域は tが小さいところな
ので，積分両範囲を (−∞,∞)に拡大することにより，

∆I1 ≃ −4ϵ
√

2ωI20

∫ ∞

−∞
sech2t tanh t cos

(
ω(t + t0) + θ20

)
dt

= 2πϵω2
√

2ωI20cosech
(πω

2
)

sin(ωt0 + θ20).
(A.48)

を得る．さらにセパラトリクス近傍 (c ≃ 1)で H1 ≃ 0より，ωI20 ≃ E であるから，

∆I1 ≃ 2πϵω2
√

2Ecosech
(πω

2
)

sin(ωt0 + θ20). (A.49)

この結果から，u ≡ I1 − 1, α ≡ θ20 + ωt0, W ≡ 2πϵω2
√

2Esech(πω/2),とおいて，2次元
写像

ū = u +W sinα

ᾱ = α + ω ln
32
|ū| .

(A.50)

を作ることができる．ここで，式 (A.50)の 2番目の式において写像を正準変換にするた
めに uを ūで置き換えた．この写像のことは whisker写像 [27]と呼ばれる．

A.3 Melnikov関数の具体的計算
ここでは系 (3.8)に対してMelnikov関数を具体的に計算する．H1 と H12 のポアソン括
弧式は

{H1,H12} =
∂H1

∂q1

∂H12

∂p1
− ∂H1

∂p1

∂H12

∂q1
= q1 p1 p2 (A.51)

(q1, p1)のセパラトリクス上での解

q0
1(t) = ±

√
2sech t

p0
1(t) = ∓

√
2sech ttanh t

(A.52)

と，そのときの p2:
p0

2(t) =
√

2E2 cos (ωt + θ20) (A.53)

を式 (3.44)に代入する．セパラトリクス上では H1 = E sep
1 = 0なので，

E2 = E + O(ϵ) (A.54)
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である．すると，

M(t0) =
∫ ∞

−∞
q0

1(t)p0
1(t)p0

2(t + t0)dt (A.55)

= 2
√

2E2

∫ ∞

−∞
sech2 t tanh t cos (ω(t + t0) + θ20) dt (A.56)

= 2
√

2E2

∫ ∞

−∞

sinh t

cosh3 t
cos (ωt + ωt0) + θ20) dt (A.57)

= 2
√

2E2Re
[∫ ∞

−∞

sinh t

cosh3 t
exp [i (ωt + ωt0 + θ20)] dt

]
(A.58)

= 2
√

2E2Re
[
ei(ωt0+θ20)

∫ ∞

−∞

sinh t

cosh3t
eiωtdt

]
(A.59)

= 2
√

2E2Re
[
ei(ωt0+θ20)K

]
(A.60)

ただし，
K ≡

∫ ∞

−∞

sinh t

cosh3t
eiωtdt (A.61)

とおいた．この積分を複素積分の留数定理 [61]を利用して求める．

L ≡
∫

C

sinh t

cosh3 t
eiωtdt (A.62)

として，積分経路 C は非積分関数の特異点 t = iπ/2のまわりにとる (図 A.1参照)．実軸
方向の積分範囲はひとまず [−R,R]としておき (R = const.)，後で R → ∞の極限をとる．
積分 Lを経路 C の４つの部分に分けて，

x

y

O R�R

i�

i�

2

積分経路 Integral pass

C

図 A.1 積分経路 C.

L =
∫ R

−R

sinh x

cosh3 x
eiωxdx +

∫ π

0

sinh (R + iy)
cosh3 (R + iy)

eiω(R+iy)idy

+

∫ −R

R

sinh (x + iπ)
cosh3 (x + iπ)

eiω(x+iπ)dx +
∫ 0

π

sinh (−R + iy)
cosh3 (−R + iy)

eiω(−R+iy)idy.

(A.63)
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このうち第２項と第４項は R→ ∞の極限で 0になる．ここで，

sinh (x + iπ) = −sinh x (A.64)
cosh (x + iπ) = −cosh x (A.65)

eiω(x+iπ) = eiωxe−πω (A.66)

より，R→ ∞として，
L =

(
1 − e−πω

) ∫ ∞

−∞

sinh x

cosh3 x
eiωxdx. (A.67)

すなわち，
K =

1
1 − e−πω

L. (A.68)

以下で留数定理を用いて L を求める． f (t) ≡ cosh3t とおき， f (n)(t) ≡ dn f (t)/dtn とす
ると，

f
(
π

2
i
)
= 0 (A.69)

f (1)
(
π

2
i
)
= f (2)

(
π

2
i
)
= f (4)

(
π

2
i
)
= f (6)

(
π

2
i
)
= 0 (A.70)

f (3)
(
π

2
i
)
= −6i (A.71)

f (5)
(
π

2
i
)
= −60i (A.72)

より，
f (t) = −i

(
t − π

2
i
)3
− i

2

(
t − π

2
i
)5
+ O

((
t − p

2
i
)7

)
(A.73)

なので，

1
f (t)
=

i(
t − π

2 i
)3

{
1 +

1
2

(
t − π

2
i
)
+ O

((
t − p

2
i
)4

)}−1

(A.74)

=
i(

t − π
2 i
)3

{
1 − 1

2

(
t − π

2
i
)
+ O

((
t − p

2
i
)4

)}
. (A.75)

よって，

L = i
∫

C

sinh t eiωt(
t − π

2 i
)3 dt − i

2

∫
C

sinh t eiωt

t − π
2 i

dt. (A.76)

と書ける．

h1(t) ≡ sinh t eiωt(
t − π

2 i
)3 , h2(t) ≡ sinh t eiωt

t − π
2 i

(A.77)
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とおき，関数 h(z)の点 z = aにおける留数 [61]を Res[h, a]と表すと，

Res
[
h1,

π

2
i
]
=

1
2!

lim
t→ π

2 i

d2

dt2

{(
t − π

2
i
)3

h1 (t)
}
=

i
2

(1 − ω2)e−πω/2 (A.78)

Res
[
h2,

π

2
i
]
= lim

t→ π
2 i

{(
t − π

2
i
)

h2 (t)
}
= ie−πω/2. (A.79)

したがって，

L = i · 2πi Res
[
h1,

π

2
i
]
− i · 2πi Res

[
h2,

π

2
i
]

(A.80)

= iπω2e−πω/2. (A.81)

これを式 (A.68)に代入し，

K =
iπω2e−πω/2

1 − e−πω
=

1
2

iπω2cosech
πω

2
. (A.82)

よって，式 (A.60)より，

M(t0, θ20) = 2
√

2E2Re
[
ei(ωt0+θ20) 1

2
iπω2cosech

πω

2
{cos(ωt0 + θ20) + i sin(ωt0 + θ20)}

]
= −πω2

√
2E2cosech

(
πω

2

)
sin(ωt0 + θ20) (A.83)

= −πω2
√

2Ecosech
(
πω

2

)
sin(ωt0 + θ20) + O(ϵ), (A.84)

ここで，式 (A.54)を用いた．

A.4 Whisker写像の 1,2,3周期点近傍における振り子ハミル
トニアンの導出

A.4.1 1周期点まわりにおける振り子ハミルトニアンの導出

まず，whiker map(4.16)を 1周期点 u1,m1 の周りで線形化する：

ȳ = y +W sin s

s̄ = s − ω

u1,m1

ȳ (mod 2π) (A.85)

ここで y ≡ u − u1,m1 . さらに η ≡ −y, ψ ≡ sと置き直し，ω/u1,m1 ≡ γ(= const.)とおくと，

η̄ = η −W sinψ (mod
2π
γ

)

ψ̄ = ψ + γ η̄ (mod 2π)
(A.86)



98 付録 A 補足

この差分方程式を微分方程式に書き換えることができる．それはデルタ関数をフーリエ展
開したもの：

δ1(τ) = 1 + 2
∞∑

l=1

cos 2πlτ (A.87)

を用いることで実行可能である [22]（今は周期１でフーリエ展開している）．写像 (A.86)

は微分方程式

dη
dτ
= −W sinψ δ1(τ)

dψ
dτ
= γ η

(A.88)

これによってハミルトニアン

h1 =
γη2

2
−W

∞∑
l=−∞

cos(ψ − 2πlτ) (A.89)

が構成される．今，(ψ, η) 平面での運動が τ の時間スケールに比べて遅い，すなわち
|ψ̄ − ψ| ≪ 2πなので，τを含む速い運動は τに関して平均をとることにする [22]．すると
ハミルトニアン (A.89)は，

h1 =
γη2

2
−W cosψ (A.90)

となる．こうして，不動点まわりの振り子のハミルトニアンが導かれた．
この振り子ハミルトニアンにおいて，セパラトリクス上では h = W であるから，セパ
ラトリクス上のでの座標を (ψs, ηsep)とすると，

γ

2
(ηsep)2 −W cosψsep = W (A.91)

より，
ηsep =

(2W
γ

(1 + cosψsep)
)1/2

(A.92)

だから，セパラトリクスの幅 dは

d = max (ηsep) = 2

√
W
γ
= 2

√
u1,m1 W
ω

(A.93)

となる．
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A.4.2 2周期点まわりで振り子ハミルトニアン構成

次に２周期点まわりで振り子型のハミルトニアンを導出する．そのために，1 周期点
u1,m1 のまわりで uに関して線形化したハミルトニアン

h =
γη2

2
−W

∞∑
l=−∞

cos(ψ − 2πlτ), (A.89)

から出発する．今，W を微少量と見なして，非摂動ハミルトニアン

h0 ≡
γη2

2
(A.94)

とする．以下で正準変換 (ψ, η)→ (ψ̃, η̃)によって W1 のオーダーの項を消去する．
正準変換の母関数を

F(η̃, ψ, t) = ψη̃ +WΦ(η̃, ψ, t) (A.95)

の形にとる．ここで，

η =
∂F
∂ψ
= η̃ +WΦψ (A.96)

ψ̃ =
∂F
∂η̃
= ψ +WΦη̃ (A.97)

h̃ = H +
∂F
∂t
= H +WΦt. (A.98)

これを式 (A.89)に代入すると，

h̃ −WΦt =
γ

2
(η̃ +WΦψ)2 +WV (A.99)

=
γ

2
η̃2 +Wγη̃Φψ +W2 γ

2
Φ2
ψ +WV, (A.100)

ここで

V ≡
∞∑

l=−∞
cos(ψ − 2πlτ), (A.101)

となる．そこで O(W1)の摂動項を消去するという条件を課すと，

γη̃Φψ + Φt + V = 0 (A.102)

という関係が成り立ち，これより，

Φ =

∞∑
l=−∞

cos(ψ − 2πlτ)
2πl − γη (A.103)
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となる．したがって，ハミルトニアンは

h̃ =
γη̃2

2
+

W2γΦ2
ψ

2
, (A.104)

のような形で書くことができる．ここで，

Φ2
ψ =

∑
m,n

cos(ψ − 2πmτ) cos(ψ − 2πnτ)
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)

(A.105)

である．
さらに，

Φ2
ψ =

1
2

∑
m,n

cos
(
2ψ − 2π(m + n)τ

)
+ cos

(
2π(m − n)τ

)
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)

(A.106)

で，分子の第二項目は速い変数 τで平均をとると m = nの定数項のみ残るので，以降ハミ
ルトニアン h̃(式 (A.104))においては無視することにする．すなわち，

h̃ =
γη̃2

2
+

W2γΦ̃2
ψ

2
, (A.107)

ここで，
Φ̃2
ψ =

1
2

∑
m,n

cos
(
2ψ − 2π(m + n)τ

))
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)

(A.108)

とする．
さて，線形化された写像

η̄ = η −W sinψ (mod
2π
γ

)

ψ̄ = ψ + γη̄ (mod 2π)
(A.86)

において，変数 ηは周期的で，その周期は 2π/γであるから，この写像の 2周期点の位置
は γη̃ = 2π(p + 1/2) (pは整数)で，また対応する項は m + n = 2p + 1を満たす．
そこで

S 2 ≡
∑

m+n=2p+1

1
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)

(A.109)

=
∑

m+n=2p+1

1(
m − (p + 1/2)

)(
n − (p + 1/2)

) (A.110)

= − 1
(2π)2

∞∑
n=−∞

1
(n − p − 1

2 )2
(A.111)

= −1
4

(A.112)



A.4 Whisker写像の 1,2,3周期点近傍における振り子ハミルトニアンの導出 101

となるので，求める 2周期点まわりのハミルトニアンは，

h̃(2) =
γη̃2

2
− W2γ

16
cos

(
2ψ − 2π(2p + 1)τ

)
(A.113)

となる．さて，ここでも速い変数 τについて平均をとり，

h̃(2) =
γη̃2

2
− W2γ

16
cos 2ψ. (A.114)

また whisker 写像 (式 (4.16)) の２周期点の位置 (s, u) = (0, u2,m2 ) を使って，η̃ → η2 ≡
−(u− u2,m2 ), γ → γ2 ≡ ω/u2,m2 として，whisker写像の２周期点まわりのハミルトニアンを

h2 =
γ2η

2
2

2
− W2γ2

16
cos 2ψ (A.115)

とする．
また 1周期点の場合と同様にして，２周期点の持つセパラトリクスの幅 d2 は，

d2 = 2

√
W2γ2/16

γ2
=

W
2

(A.116)

と導かれる．

A.4.3 3周期点まわりでの振り子ハミルトニアン

まず，式 (A.97)より，ψ̃ = ψ +WΦη̃(ψ, η̃, τ)だから，

ψ ≃ ψ̃ −WΦη̃(ψ̃, η̃, τ) (A.117)

= ψ̃ +Wγ
∑

l

sin(ψ − 2πlτ)
(2πl − γη̃)2 (A.118)

これを式 (A.108)に代入：

Φ̃2
ψ ≃

1
2

∑
m,n

cos(2ψ̃ − 2WΦη̃ − 2π(m + n)τ)
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)

. (A.119)

これを W について展開して W の 1次まで残す：

Φ̃2
ψ ≃

1
2

∑
m,n

cos(2ψ̃ − 2π(m + n)τ)
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)

−Wγ
∑
m,n,l

sin(2ψ̃ − 2π(m + n)τ) sin(ψ̃ − 2πlτ)
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)(2πl − γη̃)2 .

(A.120)



102 付録 A 補足

これの第一項は 2周期点のポテンシャルなので今回は関係ない．第二項を変形して，３周
期点に関係ある項だけを残すと，

Φ̃2
ψ ≃

1
2

Wγ
∑
m,n,l

cos
(
3ψ̃ − 2π(m + n + l)τ

)
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)(2πl − γη̃)2 (A.121)

ここで，写像 (式 (A.86))の３周期点に対応する項は m + n + l = 3p + 1(pは任意の整数)

で，写像 (式 (A.86))の３周期点の位置は γη̃ = 2π(p + 1/3)である．pは任意なので以下
では p = 0をとることにし，∑

m+n+l=1

1
(2πm − γη̃)(2πn − γη̃)(2πl − γη̃)2

=
1

(2π)4

∑
m+n+l=1

1
(m − 1

3 )(n − 1
3 )(l − 1

3 )2

=
81

(2π)4

∑
m+n+l=1

1
(3m − 1)(3n − 1)(3l − 1)2

=
81

(2π)4 S 3. (A.122)

ここで
S 3 ≡

∑
m+n+l=1

1
(3m − 1)(3n − 1)(3m + 3n − 2)2 ≃ −1.065 (A.123)

である．
以上から，

Φ̃2
ψ ≃ −

1
2

Wγ
81

(2π)4 |S 3| cos(3ψ̃ − 2πτ) (A.124)

となり，３周期点まわりのハミルトニアン

h̃(3) =
γη̃2

2
− 1

4
W3γ2 81

(2π)4 |S 3| cos(3ψ − 2πτ) (A.125)

が得られた．さて，ここでも速い変数 τについて平均をとり，

h̃(3) =
γη̃2

2
− 1

4
W3γ2 81

(2π)4 |S 3| cos 3ψ (A.126)

また whisker 写像 (式 (4.16)) の 3 周期点の位置 (s, u) = (0, u3,m3 ) を使って，η̃ → η3 ≡
−(u− u3,m3 ), γ → γ3 ≡ ω/u3,m3 として，whisker写像の２周期点まわりのハミルトニアンを

h3 =
γη̃3

2

2
− 1

4
W3γ2

3
81

(2π)4 |S 3| cos 3ψ (A.127)

とする．
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また 1,2周期点の場合と同様にして，3周期点の持つセパラトリクスの幅 d3 は，

d3 = 2

√
81

4(2π)4 |S 3|W3γ2
3/γ3 =

9W
(2π)2

√
|S 3|ωW

u3,m3

(A.128)

と導かれる．

A.5 Whisker写像の周期点の安定性解析
Whisker写像

ū = u +W sinα

ᾱ = α + ω ln
32
|ū| (mod 2π)

(A.129)

に関し，uの符号の反転と αに関して ±πずらす操作が等価であるという対称性から，以
下では u > 0にある周期点に焦点を絞り，その安定性について見ていく．

A.5.1 1周期点（不動点）の安定性

まず，１周期点（不動点）の位置 (u1, α1)は，

u1 = 32 exp
[−2πm1

ω

]
, m1 integer

α1 = 0, π
(A.130)

で与えられる．式 (A.129)を変形して，

ū = u +W sinα

ᾱ = α + ω ln
32
|ū| (mod 2π)

= α + ω ln 32 − ω ln |u +W sinα| (mod 2π)

(A.131)

と書いておき，これを線形化すると，

sin(α − α1) ≃ − sinα1 + cosα1 · α

ln |u − u1 +W sin(α − α1)| ≃ u
u1
+

W cosα1

u1
α + ln |u1 +W sinα1|

(A.132)

となるる．
まず，α1 = 0に対して，

ū = u +Wα

ᾱ = − ω
u1

u +
(
1 − ωW

u1

)
α

(A.133)
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つまり， (
ū
ᾱ

)
= A

(
u
α

)
, (A.134)

ただし，

A ≡
(

1 W
− ω

u1
1 − ωW

u1

)
(A.135)

と書ける．
また α1 = πに対しては，

ū = u −Wα

ᾱ = − ω
u1

u +
(
1 +

ωW
u1

)
α

(A.136)

つまり， (
ū
ᾱ

)
= A

(
u
α

)
, (A.137)

ただし，

A ≡
(

1 W
− ω

u1
1 + ωW

u1

)
. (A.138)

と書ける．
不動点の安定性条件は

|Tr A| < 2 (A.139)

である（文献 [22] の式 (3.3.55) を参照）から，α1 = 0 の不動点は，u1 > ωW/4 で安定，
u1 < ωW/4で不安定であり，α1 = πの不動点は常に不安定である

A.5.2 Whisker写像の 2周期点の位置と安定性

2周期点の位置
最初に whisker写像:

un+1 = un +W sinαn

αn+1 = αn + ω ln
32
|un+1|

(A.140)
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の２周期点の位置を求める．式 (A.140)より，

un+2 = un+1 +W sinαn+1

= un +W sinαn +W sin
[
αn + ω ln

32
|un+1|

]
= un +W sinαn +W sin

[
αn + ω ln

32
|un +W sinαn|

]
(A.141)

αn+2 = αn+1 + ω ln
32
|un+2|

= αn + ω ln
32
|un+1|

+ ω ln
32
|un+2|

= αn + ω ln
32

|un +W sinαn|
+ ω ln

32
|un+2|

(A.142)

となる．2周期点 (α2, u2)は

αn+2 = αn + 2m2π, m2 integer
un+2 = un

(A.143)

を満たす点であるから，un+2 = un ≡ u2, αn ≡ α2 を式 (A.141), (A.142)に代入し，

W sinα2 +W sin
[
α2 + ω ln

32
|u2 +W sinα2|

]
= 0,

ω ln
32

|u2 +W sinα2|
+ ω ln

32
|u2|
= 2m2π.

(A.144)

つまり，

sinα2 + sin
[
α2 + ω ln

32
|u2 +W sinα2|

]
= 0

ln
322

|u2||u2 +W sinα2|
=

2m2π

ω

(A.145)

の解 (α2, u2)が２周期点の位置になる．
α2 = 0に対しては，

ln
( 32
|u2|

)2
=

2m2π

ω
(A.146)

より，
u2 = 32e−m2π/ω (A.147)

すなわち 1つの 2周期点の位置は

(α2, u2) = (0, 32e−m2π/ω) (A.148)

である．
次に，2周期点 (A.148)の安定性を調べてみよう．
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2周期点の安定性
式 (A.141), (A.142)より，(ᾱ, ū) ≡ (αn+2, un+2), (α, u) ≡ (αn, un)とおいて，

ū = u +W sinα +W sin
(
α + ω ln

32
|u + sinα|

)
ᾱ = α + ω ln

32
|u +W sinα| + ω ln

32
|u +W sinα +W sin(α + ω ln 32/|u + sinα|)| .

(A.149)

これを 2周期点 (α2, u2)のまわりで展開し，α2 = 0を代入すると，

ū ≃ ωW2

u2
α + (1 +

ωW
u2

)u

ᾱ ≃ (
1 − ωW

u2
− ω

2W2

u2
2

)
α − (

2
ω

u2
+
ω2W

u2
2

)
u (mod 2π)

(A.150)

となる．
つまり， (

ū
ᾱ

)
= A

(
u
α

)
(A.151)

で，

A =

1 − ωW
u2
− ω2W2

u2
2
− ω

u2
(2 + ωW

u2
)

ωW2

u1
1 + ωW

u2

 . (A.152)

安定性条件は，|Tr A| < 2で与えられるので，

2 − ω
2W2

u2
2

> −2 (A.153)

すなわち，２周期点 (α2, u2) = (0, 32e−m2π/ω)は，

u2 >
ωW

2
(A.154)

のとき安定である．

A.5.3 Whisker写像の 3周期点の位置と安定性

3周期点の位置
まず３周期点の位置を求める．Whisker写像

un+1 = un +W sin sn+1

sn+1 = sn + ω ln
32
|un+1|

(A.155)



A.5 Whisker写像の周期点の安定性解析 107

より，

u2 = u0 +W sin s0 +W sin
(
s0 + ω ln

32
|u1|

)
≡ f2(u0, s2) (A.156)

s2 = s0 + ω ln
32

|u0 +W sin s0|
+ ω ln

32
| f2(u0, s0)|

≡ g2(u0, s0) (A.157)

とおくことにより，すると，

u3 = u2 +W sin s2

= f2(u0, s0) +W sin g2(u0, s0) (A.158)

s3 = s2 + ω ln
32
|u3|

= g2(u0, s0) + ω ln
32

| f2(u0, s0) +W sin g2(u0, s0)| (A.159)

が得られる．以下では u30 > 0に対する 3周期点 s30 = 0を考える．
3周期点では u3 = u0, s3 = s0 より，

u3 = f2(u3, s3) +W sin g2(u3, s3) (A.160)

s3 = g2(u3, s3) + ω ln
32

| f2(u3, s3) +W sin g2(u3, s3)| (A.161)

s = 0の位置にある 1,2周期点との重なりを考えるため，s3 = 0の位置にある 3周期点の
位置を求める．

f (u3, s3 = 0) = u3 +W sin
(
ω ln

32
u3

)
(A.162)

g(u3, s3 = 0) = ω ln
32
u3
+ ω ln

32
|u3 +W sin

(
ω ln(32/u3)

)| (A.163)

より，式 (A.160)は，

sin
(
ω ln

32
u3

)
+ sin

[
ω ln

32
u3
+ ω ln

32
|u3 +W sin

(
ω ln(32/u3)

)| ] = 0 (A.164)

となり，これを u3 について解けば 3周期点の位置が得られる．
ここで，

α ≡ ω ln
32
u3
, β ≡ ω ln

32
|u3 +W sinα| (A.165)

とおけば，式 (A.164)は
sinα + sin(α + β) = 0 (A.166)
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の形になっている．したがって，

α + β = −α + 2m3π, m3 integer (A.167)

であるから，α, βを元に戻して，

u2
3

∣∣∣∣∣u3 +W
(
sinω ln

32
u3

)∣∣∣∣∣ = 323e−2m3π/ω (A.168)

となり，これを満たす u3 が s = 0での３周期点の位置となる．

3周期点の安定性
Whisker写像の 3回繰り返し写像 (un, sn)→ (un+3, sn+3)を線形化する．簡単のため，以
下では (u, s) ≡ (un, sn), (ū, s̄) ≡ (un+3, sn+3)とおく．
すると写像

ū = f2(u, s) +W sin g2(u, s) (A.169)

s̄ = g2(u, s) + ω ln
32

| f2(u, s) +W sin g2(u, s)| (A.170)

（式 (A.158), (A.159)より）を (u, s)で線形化した写像(
ū
s̄

)
= A

(
u
s

)
(A.171)

において，
A =

(
a11 a12
a21 a22

)
(A.172)

とおくと，行列 Aの成分は，

a11 =
∂ū
∂u

∣∣∣∣∣
u3,s3

(A.173)

a12 =
∂ū
∂s

∣∣∣∣∣
u3,s3

(A.174)

a21 =
∂s̄
∂u

∣∣∣∣∣
u3,s3

(A.175)

a22 =
∂s̄
∂s

∣∣∣∣∣
u3,s3

(A.176)

によって求められ，3周期点の安定性条件は

|Tr A| = |a11 + a22| < 2 (A.177)

によって与えられる．
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実際に s = 0にある 3周期点に対し，|Tr A|を計算すると，

|Tr A| = | − Y J + 2| < 2, (A.178)

つまり，
0 < Y J < 4 (A.179)

が安定性条件となる．ただし，

J ≡
[−Y(2 − Y) cos x − Y + 1

1 + b sin x/u3
+ 2 − Y

]
cos

(
x + ω ln

32
|u3 + b sin x|

)
(A.180)

+
(1 − Y) cos x + 1

1 + b sin x/u3
+ (2 − Y) cos x + 2 (A.181)

Y ≡ b ω
u3

(A.182)

x ≡ ω ln
32
u3

(A.183)

b ≡ W. (A.184)
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[72] T. Uzer, C. Jaffé, J. Palacián, P. Yanguas, and S. Wiggins. The geometry of reaction

dynamics. Nonlinearity, 15:957–992, 2002.

[73] J. A. Beswick and J. Jortner. Vibration predissociation of triatomic van der waals

molecules. The Journal of Chemical Physics, 68(5):2277, 1978.

[74] C. Jaffé, D. Farrelly, and T. Uzer. Transition state theory without time-reversal symme-

try: chaotic ionization of the hydrogen atom. Physical Review Letters, 84(4), 2000.

[75] U. Lourderaj and W. L. Hase. Theoretical and computational studies of non-rrkm uni-

molecular dynamics. Journal of Physical Chemistry A, 113(11):2236–2253, 2009.

[76] M. Toller, G. Jacucci, G. DeLorenzi, and C. P. Flynn. Theory of classical diffusion

jumps in solids. Physical review B, 32(4):2028, 8 1985.

[77] K. Yamanouchi, N. Ikeda, S. Tsuchiya, D. M. Jones, J. K. Lundberg, G. W. Adamson,

and R. W. Field. Vibrationally highly excited acetylene as studied by dispersed fluo-

rescence and stimulated emission pumping spectroscopy: Vibrational assignment of the

feature states. Journal of Chemical Physics, 95(9):6330, 1991.



116 参考文献

[78] N. B. Slater. The rates of unimolecular reactions in gases. Mathematical Proceedings

of the Cambridge Philosophical Society, 35:56–69, 1 1939.

[79] 垣谷俊昭. 光・物質・生命と反応下. 丸善, 1998.

[80] I. Amdur and G. G. Hammes. 化学反応速度論　ー基礎概念と最近のトピックスー. 共
立出版, 1971. (三山創，浅羽哲郎訳).

[81] 冨永博夫・河本邦仁. 21世紀の先端科学をになう新化学教科書シリーズ第 3巻　反応速度論.

昭晃堂, 1994.


