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あ a ◎　本発表 で は確率分布 P か ら生成 され る の 独立 同
一

乱数 を、Q か ら生成 される独立 同
一

乱数 へ 変換 す る際

の 最適生成 レ
ー

トに 関し て 論 じる。確率分布 Q ま た は P が一様分布 で ある場合は、こ の 問題 はそれぞれ intrinsic

randomness お よび resolvability と 呼ばれ て お り、

一
次だ けで な く二 次の漸近解析も な され て き た 。

一方、　 P お よ び

Q の 双方が非
一

様分布 で ある場合、そ の 二 次漸近論は扱われ て こ なか っ た。本発表 で は P お よび Q が有限集合上 の
一

様 と は限 らな い 確率分布 とし、それ らの 間 の 最適変換 レー
トを行 う。
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Abstract　 We 　treat　a　random 　number 　generation　from　an 　i．i．d．　probability　distribution　of 　P 　to　that　of　q．　When

Qor　P 　is　a 　uni 正brm 　distribution
，
　the　problems 　have　been　well −known 　as 　the 　uniform 　random 　number 　generation　and

the　resolvability 　problem　respectively
，
　and 　analyzed 　not 　only 　in　the　context 　of　the　first　order 　asymptotic 　thθ ory 　but

also　that　in　the　second 　asymptotic 　theory50n　the　other 　hand，　when 　both　P 　and （〜are 　not 　a 　uniform 　distribution，

the　second 　order 　asymptotics 　has　not 　been　treated．　In　this　paper ，
　we 丑〕cus 　on 　the　second 　order 　asymptotics 　of 　a

random 　number 　generation∬or 　arbitrary 　probability　distributions　P 　and （？on 　a 且ni 七e　set ．　In　particular，　we 　derive

the　optimal 　second 　order 　generation　rate 　under 　an 　arbitrary 　permissible　con 且dellce　coeHicient ．

Key 　words 　Random 　number 　conversion
，
　second −order 　a8ymptotic 　theory

，
　asymptotic 　expansion

1。 導 入

　乱数変換 は情報理 論の 中で 最 も基本的 な問題 の
一

つ で あ る。

乱数 変 換 で は、与 え られ た確 率 分布 Pn を対 象 とな る確 率 分 布

Qn に 所定 の精度で 変換 す る こ と を 目的 と して い る。確率分布

Qn また は Pn が
一

様 分布 で あ る場 合 は、この 問題 は それ ぞ れ

intrins量c　randomness お よび resolvability と 呼ばれ て お り、精

密な評 価がな され て きた。例 と して、σ2 を サ イズ 2 の
一様分

布 とす る と き、独立 同
一

分布 pn か ら
一

様 乱 数 σ野 を生 成 す

る と き、誤差が 0 に 向か うと い う条件 の 下 で の 最適 レ
ー

ト α

は P の エ ン トロ ピーH （P ）で 与 え られ る。乱数変換の 問題 は

Pn も し くは qn の
一

方 が一
様 分布 で あ る場 合 に は、一

次 だ け

で な く二 次の 漸近理論の 文脈で 解析が な されて お り、一
般 に

一

次 お よび二 次 の 最 適変 換 レートは 情 報 ス ペ ク トル で 記述 され

る 国， ［3］，［4］．他方、Pn お よび Qn の 双 方が非
一
様分布で あ る

場 合、最 適変 換 レ
ートに 関す る研 究 は 十 分 に な され て こ な か っ

た。本発表で は Pn ま た は Qn を 有限集合 上 の
一
様分 布 と は 限

らな い 独 立 同
一

分 布 で あ る と し、それ ら間 の 最 適 変 換 レート

を精度制約の 下で 明示 的 に 導出する。本発表で は、二 次の 変換

レ
ートを導出 す るた め に、二 つ の 確率 分布の 間の 半順序で あ る

majorization の 考 え 方 を用 い る 。
　 majorization は通 常 の 乱 数

の 決定的変換を含む よ り
一
般的な概念で あ り、決定的変換に 関

する逆定理 を証明する 際に 重要な役割を果た す。majorization

は従来 の 情 報理 論 の 枠 組 み で は現れ な い が、量 子 情報 理 論 に お
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け る 量 子 エ ン タ ン グ ル 状態の LOCC 変換問題 と し て 自然に 表

れ る こ とが知 られ て い る 。

2 ． 問題の 定式化

　本 節で は い くつ か の 記 法を 導入 し、問題 を 正 確 に定式化する。

有限集合 X 上 の 確率分布 P と写像 W ：λ♂→ ン に対 し、ン 上

の 確率分 布が w （P ＞（y）：＝Σ。 ∈w
−、

（y）
P （x ）に よっ て 定 まる。

こ の 写 像 か ら定 まる確 率 分布 の 変 換 を以 下 で は決 定 的変 換 と呼

ぶ こ と にす る。

　 こ こ で、同
一

の 有限集合 V 上 の 確率 分布 の 間 の 忠 実度 （も

し くは Bhattacharyya 係数）と 呼 ぼれ る量 を以 下 の 様 に 導入

する。

F （Q ，Qt）・一Σ Q（y）Q
’

（y）・
　 　 　 　 　 　 y ∈ン

（1）

こ の と き F は 二 つ の 確率分 布 が どれ程 近 い か を表 して お り、

Hellinger距 St　dH は dH （・7t ）＝　 1 − F （・，）の 様 に 表 さ れ る．

我 々 の 目的は以 下 の 最大変換可能数 を解析す る こ と で あ る。

L （P ，
　Q1の ・

− max ｛LIF （W （P ），QL ）≧ v ，　W ・ X → yL　｝2）

この 量 は精 度 制約 の 下 で 確率分布 P か ら最大 で Q の 独立 同
一

分布が どの 程度生 成で きる か を表す。X 上 の 確率分布 P か ら

ン 上 の 確 率 分布 Q へ の 最大 忠実 度 を

F （P → Q）：＝・・max ｛F （W （P ），Q）IW ：X → y｝， （3）

に よ っ て 定義する と き、最大変換可能数は 以下 の 様 に 書 くこ と

がで きる。

L （P ，QIの＝m 脳 ｛五IF（P → QL）≧ ・｝． （4）

　次 に majorization の概念 を導 入 す る。有 限集 合 上の 確 率 分布

P に 対 し、P ↓ は P の 成 分 を 降順 に 並 べ た ｛1，＿，IXI｝上 の 確

率分布 ｛理｝｝竺 と する。二 つ の 確率分布 P と Q が任意の 1に

対 しΣ1＝1理 ≦ Σ1＝1 ¢ を み た す と き、“P は Q に majorize

され る
”

とい い P ｛ Q と表す。こ こ で 、必要 な ら P ↓ また は

P ↓
に余分に 0 成分 を加 え る こ とで

、 P と Q は 同
一

の 集 合 上 に

定 義 され て い な く とも二 つ の 確率分布 の 間 に majorization の

半順序関係 を定義す る こ とが で き る ［2］。majorization 条件 の

下 で の 有 限集 合 上 の 確 率 分布 P か ら Q へ の 最 大忠 実度 を

FM （P → Q）・＝max ｛F （P
’

，Q）［P　K 　P
’

　・ n 　）1｝ （5）

と定 め る。決 定 的 変換 W ：λi → ン に対 し PKW （P ）が 成 り

立 つ の で，

FM （P → 9）≧ F （P → Q） （6）

を得 る。 多 くの 場 合 に お い て FM （P → Q）は F （P → Q）よ り

扱い やすい。majorization の 概念は量 子情報理 論に おい て 自然

に 表れ る が、こ こ で は 立 ち入 らな い ［7］，［8］。た だ、乱 数変換の

問題 は量 子情 報 理 論 に お け る 文脈 （LOCC 変換の 問題）に 翻 訳

す る こ と がで きる を指摘 して お く［4］，［6】。

3． 一様分布 に対する 二 次漸近解析

　本 節以 降で は pn か ら Qan＋ bVE
へ の 変換に 関する 漸近解析

を行 う。特 に 最 大 変換可 能tw　Ln（P ，Qlv）の 二 次漸近展開公 式

を 導出す る e 本節 で は P も しくは Q が サイ ズ 2 の 一様 分布 U2

で あ る場合を扱 う。

　始 め に P ＝ U2 と し resolvability 問題を扱う。任意の 精度係

数 0 〈 v く 1 に た い し、以 下 の 二 次漸近展開が得 られ る。

匚Theorem 　1］ Q を有限集合上 の 非一様確 率分布 とす る。その

と き以 下 の 展 開が成 り立 つ 。

1ン粘 （u2 ，Qlv）

一H （・）
−1

・
一
器 Φ

一1
（師 ・ ・（“i）’ （7）

こ こ で Φ は標 準 正 規 累積 分布 関 数 で あ り、H （Q）は Q の エ ン

トロ ピーと し、

レ （Q）・一Σ Q（X ）（− 1・gQ ＠）− H （P ））
2

　 　 　 　 x ∈λ厂

（8）

と した。

　上 記 の 定理 を得 る た め に 以 下 の 命題 が重 要 で ある。

［Proposition　2］ Q を有 限集合 上 の 非一様確 率分 布 とす る。そ

の とき以 下 が成 り立っ 。

1im 叩 ）
n

→ QH （Q ）
一’

叶 b ・E
）

n → Q9

− lim・FM （醪 → QH （q ）
−1

・ ＋bV”
）

　 n → oo

一 Φ （
　 　 　 　 　 3− H （Q）ib

爾 ）・ （9）

式 （7）に お け る二 次の 漸近 レ
ートは 上 の 最大忠 実度の 極 限値 に

関 す る 命 題 と 簡 単 な計 算 に よ り導 か れ る。以 後現れ る 二 次の

漸 近展 開 公 式 も同様 に、最大 忠 実度の 極限値 の 解析 に よ っ て 得

られ る。命 題 2 よ り、a ＝H （P ）1H（Q）の と き 最 大 忠 実度の

極限 値は 二 次 の 変換 レ
ー

トb に 依存す るこ とが わ か る 。

一方、

α ＞ H （P ）／H （Q ）また は α く H （P ）／H （Q）の と きは 、二 次の

変 換 レ ート b に 依 存せ ず、0 また は 1 に な る。

次 に Q ＝ひ2 と し intrinsic　rando   ess 問題 を扱 う。任 意 の

精度係 数 0 ＜ y ＜ 1 に たい し、以下 の二 次漸近展開が 得られる。

［Theorem 　3］ P を 有限集合上の 非一様 確 率 分布 とす る。そ の

と き以 下 の 展 開が 成 り立つ 。

Ln （P ，σ21 の

一H （P ）π
一顳 Φ

一1
（ノ）而 ＋ ・（而 ），

4， 非
一
様分布に対す る 二 次漸近解析

（10）

　本節で は P と Q が 共 に 非一様 分布 で あ る場合 に、最大変換

可能tw　Ln（P，　Qlu）の 二 次漸近展開公 式 を導 出す る。本 節で の

結果 は V （P ）と V （Q）の 両 方が 0 で ない こ と を用 い る の で、そ
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の ため に P と Q が共 に非一
様分布で あ る こ とは本質的で あ る。

従 っ て 本節の 結果 は 前節 の
一
様分布 に 対する結果 を含む わ けで

は な い こ と に 注意す る。

　まず、 非
一
様分布 P

，Q に 対 しい くつ か の 記法を導入 する。

　　　 珊 ・，Q，b ：＝N （Dp ρ b
，
σP ρ ），

… ，・（x ）・一Φ （》砺
一1

（x − D ・，・b）），

・P・… ＠）・一几 N 晒 ・・ （t）dt

　　　　　一 縹 笋覊

　　　　　・ Φ （舞 （・
一
鵜 ）），

・P・・，・（・ ・ ）・一蕉 N （のN … ，・ （・）・・

　　　　　一 霧 6 縞

（11）

（12）

（13）

（14）

た だ し N （μ，
u ）は 平 均 μ、分 散 v の 正 規 分 布 で あ り、　N ：ニ

N （… ）・・ C ・…
− va（矧

一1

・D ・…
一
鑑

・ 定・

た。こ こ で Φp，Q ，b は Np ，Q，b の 累 積 分布 関数 で あ る。

　以 下 で 最大 変 換 可 能tw　Ln （P ，
（qlv）の 二 次漸近展 開を 導出す

る ため に、問 題 を Op，Q の 値 に応 じて 三 つ に 分割す る 。 以 下が

第
一

の 場合で ある。

［Theorem 　4］ Cp，Q ＞ 1 で あ る と き、方程 式

纛 養）
一

。畿 ）　 　 　 （15）

は x に 関 し て 唯
一
解 α b ∈ R を持 つ 。関 数 r 瓦 ： R → ［O，　1］が

　Fl（b）＝　Φ（α b）ΦP，Q ，b（α b）十 lp，Q，b（OQ ）一∬P，Q ，b（α b）〔」6）

で 定義 され る とき、以 下 の 漸近 展 開が 成 り立 つ 。

Ln （P，（〜lu）＝ （H （P ）／H （Q））n 一ト罵二
1
（u ）V儒 一

←o （丶海）．（17）

　定理 4 は定 理 1 と同様に、以下の 最大忠実度の 極限値 に 関す

る 解析 よ り得 られ る。

［Proposition　5］ Op ，Q ＞ 1 の と き以 下 が 成 り立 つ 。

　　lim・F （P
・

→ ofl！8n＋ bvii
）

　 　 n → oo

　　− lim・FM （P
・

→ 9鰡
・ ＋ b ・f”

）− F 、（b）．　 （18）
　 　 　 n → 09

　また、（フp，Q く 1 お よび Cp ，Q ＝1 の 場合 も以 下 の 様 に 二 次

の 噺近 展 開を得 る。

［Theorem 　6］　Op ，Q 〈 1 の とき

讃膿）
一嵩糠 ） 　 　 （・9）

は x に 関す る唯
一

解 βb ∈ R を持 つ 。関tw　F2 ：R → ［O，
1］が

　F2（b）＝lp，Q ，b（βδ）＋ 　（1一Φ （βb））（1 一ΦP，Q ，b（β，））， （20）

で 定 義 され る と き、以 下 の 漸近展開が成 り立 つ 。

［Theorem 　7］ Cp，Q ＝1 の と き、以下 の 漸近展開が成 り立つ 。

Ln（聊 ）一嬲 ・ ＋
8V （

器
一1・・i・ ・（・

’・・）・ （22 ）

　　 本 節 の 最 初 に、本 節 の 結果 は 前節 の 結果を含ん で は い な い と

　 述 べ た が、Q → U2 の 極 限 を とる こ とに よ り、定理 4 の 漸 近 展

　 開の 二 次 の レ
ー

トは定理 1 の それに 収束する こ と を示 す こ とが

　 で きる。同様 に P → U2 な る 極限を と る こ と で、定理 6 の 漸近

　 展 開 の 二 次 の レートは定理 3 の それ に 収 束す る こ とを示す こ と

　 がで きる。

　　 5． 結論 と課題

　本論文で は 乱数変換に 関する 二 次漸近 解析 を 行 っ て き た。既

存 研究に おい て は、変換前 また は変換後の 確率分布が一
様分布

で あ る こ とが仮定 され て い た ［3】，［S］。
一

方で 、こ こ で は
一般 の

有限集合上 の 確率分布 を扱 っ た。特に P の 独 立 同
一

分布 か ら （？

それ へ の 最大変換可能数に 対 しで 、二 次の 漸近展開を与 えた。

変換前の 確率分 布 pn の n が大 きい とき、最大 変 換可 能数 は定

義か らで は計算が 非常に 困難 に な る。一
方で 我々 が導出 した 漸

近 公 式は n が 大 きい と きに精 密 な評価 を与 え る こ とがで きる と

い う点で、有益 な 結果 で あ る。最後 に い くつ か の 今 後 の 方 向性

に関 して 述 べ る 。 今回取 り扱 っ た 問題設定で は、変換前 の 分布

が独立同
一

で あ る こ とを仮定 した が、相 関 の あ る よ うな も っ と

一
般の 分布を 扱 う こ とが 今後 の 問題 と し て 考 え られ る。また 今

回 は漸 近 論を扱 っ た が、実際的に 扱 える 乱数は 有限サ イ ズ で あ

る の で、有限長の 領域 に お け る解析 も考 察す べ きで あ る と考 え

られ る。
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