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あ ら ま し　プロ グ ラ ム 検証 に お い て
，

ル
ープ実行 中 に 常 に 成 り立 つ 論理式 で あ る 不変式が重 要な役割を持 っ て い る．

しか し，検証に 有効なル
ープ不変式 を自動的に発見する こ とは

一般に は困難で あ る．本稿で は ，プ ロ グ ラ ム変数と関

数呼び出 し項 に 関す る 非線形 の 不等 式で 表 さ れ る ル
ー

プ不変 式 を，線形 計画法 な どで 利 用 さ れ る Farkasの 補題 を拡張

し た定理 に 基 づ い て 自動生成する 手法を示 す．

キ ーワード　静的解析，プロ グラ ム 検証，不変式 生 成，最弱事前条件
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Abstrac 七　Finding　loop　invariants　is　one 　of　the　most 　important 　tasks　in　program 　verification ．　 It　is
，
　however

，

dif且cult　to　automatically 　find　meaningful 　loop　invariants．　 In　this　report ，　we 　present　a　method 　for　automatically

generating　loop　invariants　in　the　form　of　extended 　polynomial　inequality，　in　which 　function　instances　may 　be　in−

cluded
，
　over 　program 　variables ．　 The　method 　is　based　on 　the　extended 　polynomial 　lemma 　which 　is　improved　to

Farkas，　Lemma ．
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1． は じ め に

　ループ不変 式 の 自動的な発 見 は，プロ グ ラ ム の 検証やバ グ の

発見 の 双 方に 重要な役割 を持 っ て い る．伝統的 に ， 命令 型 プロ

グ ラム の 仕様 に 対する 正 当性 を検 証 す る手 法 と して ，モ デル 検

査 や ホー
ア 論理 ［7］， ［9］に 基 づ く検 証手 法 な どが研 究 さ れ て い

る．モ デル 検査は，ハ
ー

ドウ ェ ア の 設計分野 で 広 く利用 され て

い る も の で あ る が，抽 象 化 と い う技法を用 い る こ と で ソ フ ト

ウェ アの 検 証 に も 有効で あ る こ とが 知 られ て い る．特 に，プ ロ

グ ラム の 命 令 文か らプ ロ グラム 変 数 に 関す る 述語 へ の 抽象化［6］

に よる検証手 法があ り，変更が加 え られ る事が前提 となる ソ フ

トウェ ア 設計の 観点か ら ， プロ グラム の 述 語 の 自動変換に 基づ

くモ デル検 査 ツ
ー

ル の 開発が盛 ん で ある．し か し，こ れ らの 手

法 を用 い た 検 証 を 完全 自動化 させ る と き障 害 となる の が 事 前条

件や事後条件 とい っ た 実行時の 条 件 の 設 定 や，検 証 に 利 用 さ れ

る実用 的な ル
ープ不変式を自動的に 発見す る こ とが一

般的 に は

困 難な こ と で あ る．

　ル ープ不 変 式の 自動 的な 発 見 手 法 と し て ，こ れ まで ワ イ デ ィ

ン グと 呼 ばれる近似 ヒ ュ
ー

リス テ ィッ ク を用い た手法 ［10］
〜
［12］

やテ ン プ レ
ー

トに基 づ く手法［4］，［5］， ［13］，［14］な ど，様 々 な 方法

が 提案 され て い る．さ らに こ れ らの 不 変 式生 成法 に基 づ くツ
ー

ル ［8］や SAT ／SMT ソ ル バ を利用 して ，証 明 に対 して 十 分 強力

で 帰納的 な 不変 式 を生 成 す る手 法 ［2］，［3］が あ る．

　本稿 で は 文献圏 で 紹介 され る制 約 ベ ー
ス の 解 析 方 法 の 基 礎

と な る Farkas の 補 題 を拡張 し，その 拡張定理 に 基づ い て 関数

呼 び出 し を持つ 命令型 プロ グ ラ ム に 対 するル
ープ不変 式 を，関

数呼び 出し項 を含む非線形不等 式で 表 され るテ ン プ レ
ー

トと関

数の 性 質 を表 す 等式の集合 を用 い て 生成する手 法を提案する ，

　本稿 は次 の よ う に構成 さ れ る．2．節で は ，本手法で 対 象 とす

る プ ロ グラ ム な どの 諸 定 義 を示す．3．節 で は，Farkas の 補 題 の
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拡 張 定理 で あ る拡張多項式 の 補題 の 紹 介 とそ の 証 明 を示 す．4．

節 で は，拡張 多項 式 の 補 題 に基 づ い た 不 変 式の 自動 生 成法 に つ

い て 示 す，5．節 で は，4．節 で 紹 介 した 手 法 に よ る例 題 を示 す，

6．節 で は，ま と め と今後 の 課題 を述べ る．

2． 準 備

　本節で は，本稿で 必 要な諸定義を与え る．

　2．1　拡張不 等式

　X を変 数 の 集合 とす る．Σ を 関数 記 号 の 集合 と し，各 関数

記 号 に は 引数の 個数が指定 さ れ て い る とす る，k 引数関数記号

f ∈ Σ と 変ty　mi ∈ X （i ＝1，．，．，
k）に 対 して ，　 f（x1 ，＿ ，Xk ）

を 関数呼 び 出 し 項 と い う．xyf （x ，y）z な どの よ うな 変数 と 関

数呼 び出 し項 の 積 を X に関 す る Σ 上 の 拡 張積 項 とい う．実数

定数 Q （i ＝O，＿，n ）と拡張積項 ti（i ＝1，＿ ，n ）に 対 して ，

CD ＋ Clti ＋
…

＋ （繕 πを X に 関 する Σ 上 の 拡張多項 式 と い う，

また ，Co 　＋　Clti ＋ … ＋ （intn ≧0 を X に 関す る Σ 上 の 拡 張 不

等式 とい う．

　本 稿 で 扱 う論 理式 は，拡 張 不等 式 を原 子 論 理 式 とす る
一階 論

理 式 と する ．

　 2．2　ル
ーププ ロ グラ ム

　本稿で 扱 うプ ロ グ ラム は，次 の 形 の 重 な りの な い 単
一

の ル
ー

プか らな る ル
ーププ ロ グ ラム とする ．

while 　 true 　do　 c 　 od

ル
ープの 本体 c は 命令文で あ り，

　 ● 　 ス キ ッ プ文 ； skip ，

　 ●　 代 入 文 ： x ：＝t，

　 ● 　 逐 次 実行 文 ： Clic2 ， ま た は ，

　 ● 　if文 ： if αthen 　 cl 　 else 　 c2　 fi

で あ る．こ こ に，x は変数，　 tは拡 張 多項 式，　 q は拡張 不 等 式 を

原 子 論理 式 とする 論理 式 （限量 子 を 含ま な い と す る ），Cl ，　 C2 は

命令 文で あ る．な お，while 文 の 条件 を true に して い るの は議

論 を簡単 にするた め で あ る．

　本 稿で は，ル
ーププロ グラム に現 れ る 関数 記号 は実 数 上 の 関

数 と して 解釈され，そ の 関数は 別に 存在す る 関数定義プ ロ グ ラ

ム に よっ て 定 まっ て い る と仮 定 する．そ の ltで ，ル
ープ プロ グ

ラ ム の 意味 は ，通 常 の よ うに 変 数へ の 値割 り当 て を状 態 と す る

状 態 遷移系 と して 定め られ る とする．

　2 ．3 　帰納的不 変式

　ル
ー

ププロ グラ ム の 帰 納的 不 変 式 は，初期 条件 を満 た す状態

（変数へ の 値割 当て ）か ら実 行 を開始 し た と き ，
ル ープ本 体 の 先

頭 で 常に成 り立 つ 論理 式で あ り，次の よ う に定め られ る．

　ル
ープ本 体が c で あ るル

ー
ププロ グラム と初期 条件 と呼 ぶ論

理 式 θ に対 して ，論理 式 epは，初期 制 約，遷移 制約 と 呼ぶ 次 の

論理 式 が，その 論理 式 に 現 れ る す べ て の 変数 の 集合 ｛Xl ．，．Xh ｝

に 関 して 実数 ヒで 成 り立つ とき帰納 的 不 変 式で あ る とい う．

　 。 　初 期 制 約 ： ∀Xl ＿ ∀Xk （θ⇒ ψ）

　 ● 　遷移制約 ：∀ Xl ＿ ∀Xk （ψ ⇒ wp （c，　P ））
また ，wp （c ，

　g）は命令 文 c と論 理 式 g に 対 して 以 下の よ う に 定

め られ る 論理 式で あ る ．

wp （skip ，q）ニq

wp （x ：
＝t，9）＝q［tf毋］

wp （coic1 ，q）＝wp （co ，wp （cl ，q））

wp （if　bthenco 　else 　cl 　fi ，q）＝

　 （b ⇒ wp （Co ，q））〈 （「b ⇒ wp （Cl ，q））

こ こ で
， q ［t／x ］は ， 論 理 式 q に 現れ る変tw　x を拡 張 多項 式 t で

同時 に置き換えて 得 られる論式で ある．

　2．4　Farkas の 補題 に 基 づ く不変式 の 生成

　文献 ［4］，［13］に おい て ，次 の Farlcasの 補題 を利用 して ，線 形

不等式の 形の 不 変式を求める 手 法が提案 さ れ て い る，

定理 1 （Rirkas の 補 題） 5 お よび g を ， それ ぞれ ， 次 の よう

な変数の 集合 仙 1，．，．， Xm ｝に関 する 線形 不等式の 連言，お よ

び，線形不等式 とする．

・ ・陰鷺鷺
・＋ α 1，mmm
・
十 a2 ，mXm

・
十 an ，rnXrn ：il］

9 ： Po 十 PIM1 十
…

十 P，nX ，n ≧ 0

また，7
一
を，次 の よ うな変 数 集合 ｛λ1 ，

＿
，
λ諺 に関 す る線 形

不等 式の 連 言 と す る．

・ ぼi
α 1，0λ1 十 α 2，0 λ2 十 …

　 十 an ，O λn

a1 ，iλ1 ＋ α 2，1λ2 ＋ … ＋ an ，1λn

a1 ，肌 λ1 十 α 2，m λ1 十
…
　 十 an ，m λn1

＜

＜

実数上 で 5 が 成 り立 つ よ うな各変 数　mi へ の値 の割 り当 てが 存

在 す る とする．こ の と き，

∀M1 …∀Xm （5 ⇒ P ）

が 実 数上 で 成 り立 っ こ と と，

ヨλ1 ≧ 0 … ヨλn ≧0（γ）

が実 数上 で成 り立 つ こ とは互 い に必 要十分条件で あ る．

（1）

（2）

　文献［4］，［13］で は 概略 と して 次 の よ うな 方法 で 線形 不等 式 の

形 の 不変 式 を求 め る．

　 ・ 　ψ は Pi を未 知 係 数 とす る 不変式 の テ ン プ レートと す る．

　 ・ 　ル ープ本体 を 1 回実行 した後の 変数の 値 を表す新 し い 変

数を導入 して，実行 前 か ら実行後 へ の 状態 の 遷 移 を線 形 等 式で

表す．

　 ・ 　g が 帰納 的 不 変 式 で あ る ため の 条件 を Farkas の 補 題 の

（1）の 形 の 論理 式 で 表現 す る．

　 ● 　Farkas の 補題 の （2）に お ける 濁 を適宜定め て ，未知係

数を求める．

　さ らに ，文献 ［2］， ［3］で は ，Farkas の 補題 の 系 で あ る多 項 式

の 補題 を用 い て 非線形不等式の 形の 不 変式の 自動生成法が提 案

され て い る，

一 40 一
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3． 拡張多項式の 補題

　本節 で は ， 多 項 式の 補題 を拡 張積 項 に 対応さ せ た 拡張 多項 式

の 補題を与え る．

定理 2 （拡張多項式 の 補題）　Σ を関 数 記 号 の 集 合 と し ， そ れ

ぞれ の 関 数 記 号 の 解 釈 と して 実数 ．Hの 関数が定 め られ て い

る と す る．変 数 集合 ｛x1 ，
．．．

，
Xk ｝に 関す る Σ 上 の 拡張積項

ti （i＝O
，
＿

，
m ）に対 して

， 5 お よび p は ， それ ぞれ ， 以 下の

よ うな の 拡張不 等式の 連言 お よび拡張不等式 とする ．

・ ・に：：∴：：：∵∴1∴
≧0

≧ 0 ー
〈

　　　　　　9 ： Poto十 Pltl十
…

十 Pmtm ≧ 0

また，S と g に対 して T を次 の よ うな変 数 集 合 ｛λ1，＿ ，λn ｝

に関 する線形 不 等式の 連言と する．

T ：［・ ：〔1無∵ 11∴ 1
こ の と き，実 数 上で

が 成 り立 つ な らば ，

ヨλ1 ≧ 0 ・・ヨλ7し ≧ 0 （7っ

が 実数 上 で 成 り立 つ ．

∀Xl … ∀Xle（5 ⇒ ep）

（3）

（4）

証 明　 丁 が 成 り立 つ Ai≧ 0 （i　＝1
，
．．．，n ）が存 在 す る とす る．

また，Xj （ゴ＝1
，
＿

，
M ）を任 意 の 値 と し，5 が成 り立 つ と す

る．各 i・・＝1，．．．， n に 対 して ，

（ち ≧ 0 の 場合） T よ り Pi ≧ λ1ai ，i ＋ … ＋ λnan ，i で あ る．両

辺 に tzを乗 じる と Piti ≧ （λi α 1，i ＋ … ＋ λn α n ，i）ti を得 る．

（そ れ 以 外の 場合） T よ り両 辺 に tiを乗 じる と Piti ＝（λ1a1 ，i ＋

…
十 λnan ，i）tdを得 る．

各 iに つ い て 得 られ た拡張不等 式 を辺 々 加 える と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　n

繭 ＋
…

＋ Pmtm ≧ （Σ A」・j，・）t・ ＋… ÷ （Σ λゴ鰍 賜
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1　　　　　　　　　　　 ゴ＝1

と な る．右辺は 次の よ うに整 理 す る こ とが で きる．

λ1（α 1，0to 十 α 1，lt1 十
…
　十 α 1，mtm ）　　十

　　　　　λ几（α n ，・t・ ＋ α・，・オ・ ＋
…

＋ an ，m  

5 と λi ≧ 0 よ り，（Σ彩1 λゴa ゴ，o ）to十
…

十（Σ1」1
λゴaj，m ）硫 ≧ 0

で あ る．よ っ て Poto十
…

十 p，ntm ≧ 0 が成 り立つ ．　　　 ロ

4． 拡張 不等式の形の不変式の生成

　本 節で は，拡張不 等式の 形の 不変式 を拡張多項式 の 補題 に 基

づ い て 生成 する手 法 を提 案 する．その 手順 は概 略次 の とお りで

あ る．

1．入 力 と し て ，ル
ープ プロ グ ラ ム ，初期 条件，テ ン プ レ

ー
ト

と 呼ぶ 拡張不 等式，お よび，関数の 性質 と呼ぶ等式 集合が 与え

られ る とす る．テ ン プレ
ー

トの 係 数 は未 知係 数 と して扱 う．

2．テ ン プ レ
ートに対 して 初期 制約 と遷移制約の 論理 式 を構 成

す る．

3．初期制約 と等価な拡張多項 式の 補題 の 式 （4）の 形 の 論理 式

を構成 し ， そ れ に対 して ， 拡張 多 項 式の 補題 の 式 （3）の 形 の論

理式 を構成 し，λゴ
の 取 りうる値の 範囲 を考慮 して ，未知係数に

関す る 制約 を求め る．

4．遷移制約につ い て も同様 に して
， 未 知係 数 に 関す る制約 を

求め る．

5．両者 の 制約 を満 た す未 知係 数 を求 め る．

　以 下 に，生 成手 法 の 詳 細 を説 明 す る．ま ず，関数 の 性質を 用

い ない 場合の 例 を示 す．

例 3　次 の よ うな プ ロ グ ラ ム，初 期 条 件，テ ン プ レ
ー

ト を 考

え る．

　 ・ 初 期 条件 θ　　　 ＝ ≧ 0 〈 y ＝0

　 ● テ ン プ レ
ートpPo ＋ plx ＋ p2Y ＋ p3f（x ）≧ 0

　　　　　　　　　　ただ し f（m ）≧ 0

　 ・ プ ロ グ ラ ム c 　 　 while 　true

　　　　　　　　　　doy ：＝f（x ）十 xod

　初 期 制約 θ ⇒ ψ は 次 の よ う な 論理 式 で あ る．

∀（x ≧ 0〈 y ≧ 0 〈 − y ≧ 0 ⇒ Po ＋ P ・ m ＋ P2Y ＋ P3f （x ）≧ 0）

これ は （4）の 形 の 論理 式 で あ り， 5 と g を以 下 の よ うな 表 で 表

す．各列 は 5 と p に 現れ る 拡張積項 に対応する，最下行 は p

を表す．下 か ら 2行 目 は ∀Ml …∀跏 依 ≧ 0）が成 り立つ と きは

≧，そ うで ない と きは ＝で あ り， T の 構 成 に 必 要 な 情報で あ

る．そ れ 以 外の 行 は，5 の 拡張不等式 に 対応する．最左 列 は，

各行 に 対応 す る T の 変数 λz で あ る．

1
　

　
　

2
　
　
　　
3

λ
　　
λ
　
　

λ

0 ・1　1 ・記 　 0 ・
シ　0 ・ノ＠） ≧　0

0 ・1　 0 ・皿 　 1 ・〃　 0 ・∫ω 　 ≧　 0

0 ・1　0 ・毋 　一1 ・〃　0 ・∫＠） ≧　0

ち ≧ 　　　＝　　　　幕　　　　　》　 　 　 　 　 　 　 一一

ア Po　　P1置　　　　P2〃　　P3 ∫（毋 ）　　≧　　0

こ れ か ら （3）の 論理 式を構成す る と以 下 の よ うに な る．

　 　 　 ヨλ1 ≧ 0ヨλ2 ≧ 0ヨλ3 ≧ 0

　　　　 （P ・ ≧ 0 〈 P ・
＝λ・ 〈 P2 一λ・

一λ3 〈 P3 ≧ 0）

λゴ ≧0 の 取 りうる値 を考 慮 し て Pt に 関 する 制約 を適 宜 求 めた

結果 が 次の 制約で ある．

Po ≧ 0〈 Pl ≧0 〈 p3 ≧ 0
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　次 に，遷移制約 ep⇒ wp （c ，　g ）を求めて 表に す る と次 の よ う

に な る．

λ PO　 　 　 　 　 P1 毋 P2賀　　　 P3∫（ω ） ≧ 0

亡乞 ≧　　 　　　　 ＝｝ ＝　　　　　　　　 ）≧　　　　　　　　一

wp （c ，9） P・ （P・ ＋ P2）瓢 0 ・膨　（P2 ＋ P3）∫（記 ） ≧ 0

こ れ よ り （3）の 論 理 式 を構 成す る．

ヨλ ≧ 0

　 （Po ≧ λPo 〈P1 十 P2 ＝Ap1 〈 0 ；λP2 八 P2 十 P3 ≧ 入P3）

λゴ ≧ 0 の 取 り うる値 を考慮 して Pi に 関する制約 を適宜求め る

と p2 ＝0が得 られ る．

　以 上 の Pi に 関 す る 制約の 解の
一

つ は Po ＝1，p1 ＝1，p2 ＝

O，p3 ＝1 で あ る．こ れ をテ ン プ レートの 未 知係 数 に 代 入 す る と

1十 x ＋ f（m ）≧ 0 とい う拡張不等式が 不変式 と して 得 られ る．

　
一

般 に は，初 期 制 約 と遷 移 制約 はそ の ま まで は （3）の 形 に は

な らな い．そ れ らを

（51，1 ⇒ go1，1 ）V
…

〉 （8i，n1 ⇒ q1，n1 ）

〈　（5m ，1 ⇒ Pm ，1 ）V ・・〉 （5m ，Ml ⇒ ψ肌 ，ml ）

　こ の よ う に R に よ っ て 書換 え られ た q は，任 意の 変数 に対

し て wp （c，切 と等価で あ り，こ こ か ら遷移制約を生 成する と，

ψ〈 （x ≧ 2）⇒ Po 一トp1 （x 一ト1）十 p2 （y十 g（m ））一トp3 （g（x ）一ト2）≧ 0

カ／iつ
，　（P ＝＞ x ≧ 2）〉 （9 ＝＞ Po 十 P1（x 十 1）十 P2 （y 十 9 （x ））十

p3（g（m ）十 2）≧ 0）と な る．

　 こ の よ う に して 得られ た 論理 式を行 列表現 へ 変換 して 定理 2

を使っ て 解 くこ と に よ り，未知係数 p に関する論理 式 が得 られ

る．同様 の 手順 によ り初期 制 約につ い て も未知 係数 p に 関す る

論理 式 を計 算す る，未知 係数 に 関 す る 論 理 式 を解 くヒ ユ
ー

リス

テ ィッ ク に つ い て は文献 ［13］を参考 に する．そ して 決定 した 未

知 係 数 を g に代 入 した論 理 式 を出力 す る．こ の g が 本 手 法 に

よ り得 られ る 不変 式 で あ る，次 に こ の 手 法 に よ っ て 得 られ た 論

理 式 が プ ロ グ ラ ム に 関 す る帰納 的 不変 式 とな る こ とを示 す．

定理 5 （不 変 式 の 生成 ）　θ は初 期 条件 を表 す論 理 式，c は プロ

グ ラ ム，R は関 数の 性 質 とす る．　g が Po ＋ Pltl ＋…＋Pmtm ≧ 0

とな るテ ン プ レ
ー

トとする な らば，本手法実行後の veは プロ グ

ラ ム に関 す る帰納 的 不 変 式で あ る．

証 明　 拡 張 多項 式の補 題 を用 い るこ とで 証 明可 能．

の 形 に整理 した後，各 i に つ い て （Si，1 ⇒ 吻 ，1）V …V （8i，i 、
⇒

腕 ，乞、）か ら未知 係 数 を求め る．

　次 に，与 え られ た 関 数 の 性 質 を利用 す る場 合 を説明する．

　関数 の 性 質 は Σ 上の 等 式 の 集合 とする ，以 下 の 議論で は，与

え られ た ル
ーププ ロ グ ラ ム に 付随する関 数記 号 の 解 釈 で あ る実

数上 の 関数 は こ の 等 式 集合 の す べ て の 等 式 を満た すも の とする ．

また ，関数の 性 質 は，実 際 に は ， 停止 性 と 合流 性の ある 項書換

え系で 与 え られ る とする．項書換 え系 に 関 して は，例 えば，文

献国 を参照 され たい ．

　関数 の 性質は ，初期制約 と 遷移 制約 の 論理 式 中 に 関数 呼 び 出

し項 以外 の 項 f（ti，＿，tk）が 含 まれ る場 合，そ の 項 を簡 約 する

の に 利 用す る．そ の こ とに よ っ て，未知係数 に 関 す る よ り多 く

の 制約を得 る こ と がで きる．

例 4 　関数 の 性 質 に よ る最 弱事 前条 件の 書換え例 を示 す．

　 ● テ ン プ レ
ー

トpPo ＋ PIM ＋ p2Y ＋ p3g （x ）≧ 0

　 ・ 関数 の 性 質 R 　　g（v ÷ 1）＝g（v ）＋ 2

　 ● プ ロ グラ ム c 　　while 　true 　do　if （x ≧ 2）

　　　　　　　　　　then ・y ：＝Y ＋ 9（x ）；x ：＝x ＋ 1

　　　　　　　　　　 else 　y ：＝y÷ 1；x ：＝x ＋ 2

こ の プ ロ グ ラ ム の wp （c ，  を計算す る と

（m ≧ 2 ⇒ Po 十 p1（x 十 1）十 p2（y 十 g （x ））十 p3g （x 十 1）≧ 0）〈

（「 （x ≧ 2）⇒ Po 十 Pl （x ÷ 2）十p2 （y 十 a ）十 p3g（x 十 2）≧ 0）

とな る．R か ら g（x 十 1）→ g（x ）十 2，　 g（x 十 2）→ g （x ）十 4 と

な り，これ によ っ て 書換えた論 理 式 g を連言標準形に 変換する，

（「（x ≧ 2）VPo 十 Pl （x 十 1）十 P2（！ノ十 9（x ））十 P3（9（x ）十 2）≧0）
〈（x ≧ 2VPo 十 Pl（x 十 2）−eP2 （y

一
ト1）！

−
P3 （9（x ）十 4）≧ 0）

5． 例 題

口

　4．節 で 示 した手 法 を い くつ か の 例で 紹介す る．た だ し，プロ

グ ラ ム で 扱 う変 数 や関 数 の 引数，返 し値 は全 て 整 数 型 とす る．

例 6　ループプ ロ グ ラム に関す る簡単な例題 を示 す．

　 ● 初期条件 θ　　　｛x ＝0 〈 y ＝0 ｝

　 ● テ ン プレ
ート gPo 十 plx 十 p2Y 十 p3f（x ）≧ 0

　 ● 関数 の 性質 R 　　f（0）＝O

　　　　　　　　　　f（v 十 1）＝1 − ∫（v ）

　 ● プロ グラム c 　　while 　true

　　　　　　　　　　doy ：＝y 十 ノ（x ）；x ：＝x 十 lod

　まず初期制約，遷 移 制 約そ れ ぞれ か ら （3）の 形 の 論 理 式 を

構 成 して 計算す る ．

● 初期制 約の 場 合　初 期 条 件 θ か ら最 弱 事 前 条 件 を計算す る．

計算 は x ＝O 〈 y ＝0 を直接代入する こ と で 簡略化 して い る．

P ・ ＋ P ・0 ＋ P20 ＋ P3f （0）≧0

R か らf（0）→ 0 と い う書換 え規 則が得 られ，こ れ に よ り書換

え を行 う と次 の 未知 係数 p に 関する論理 式 が得 ら れ る．

Po ≧0

● 遷移 制 約 の 場 合　プロ グ ラ ム c か ら最弱事前条件 を計 算す る．

P ・ ＋ P ・（x ＋ 1）＋ P2x （y ＋ ∫（x ））＋ P ・∫（x ＋ 1）≧ 0

R か ら f（x 十 1）→ 1 − f（x ）と い う書 換 え規 則 が得 られ ，こ れ

に よ り最 弱事前条件 を 書換 えする と次 の 未知 係 数 p に関する論

理 式が 得 られ る．

P・ ＋ P ・ ＋ P3 ＋ P ・x ＋ P2Y ＋ （P2 − P3）∫（x ）≧ 0
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A を ｛λ｝（≧0）とな るベ ク トル と して ，計 算 した p に 関す る論

理式を用い て 以下の よ うな行列 を作 る．

PO 十 Pl 十 P3

　 　 　 　 Pl

　 　 　 　 P2

　 　 P2
−

P3

t

≧

t

λ

0

　

1

　

2

　

3

PPPP
t

次 に λ に関する 双 対制約を作 り，λ≧ 0 を探 して 消去す る と

p1 十 p3 ≧ 0 〈 p2 ＝2p3 と い う論理 式が得 られ る．

　 以 上 の 結果 か ら Po ≧ 0 〈 Pl ＋ p3 ≧ 0 〈 p2 ＝2p3 を満 た す

解 と して Po ＝O
，p1 ＝− 1

，p2 ＝2
，p3 ＝：1 が ある，こ れ を p に

代 入 す る と 一x ＋ 2y ＋ f（x ）≧ 0 とい う不 変 式 が発見 で き る．

さ らに Po ＝O，p1 ＝1，p2 ＝− 2，p3 ＝− 1 も 解 と な る こ と か ら

一
（
− x ＋ 2y ＋ f（m ））≧ 0 も不変 式 と して 発 見で きる．プロ グ ラ

ム を トレース した結果 は以 下の とお り，

表 1 例 6 の トレ
ース 結果

皿 012345678 ・，・

写 001122334 ．．．

勉 丿 010101010 ．，．

毋
一2写弛 丿 000000000 ．，．

　表 1 か ら確 か に x − 2y − f（m ）＝0 が 例 6 の プロ グラム の 不

変 式 と な っ て い る こ と が確認 で きる ．

例 7　 プ ロ グ ラ ム に 複数 の 関数 が 現 れ る例 を次 に 示 す．

　 ・ 初 期 条件 θ　　　｛x ＝0〈 y ＝0 ｝

　 ● テ ン プ レ
ー

トgPo 　＋ plx ＋ p2Y＋

　　　　　　　　　　 P3∫（x ）十 P49 （m ）十 P5 ん（m ）≧ 0

　 ● 関 数 の 性 質 R 　　f（0）＝O

　　　　　　　　　　 f（v 十 1）＝1 − f（v ）
　　　　　　　　　　 （ただ し f（v ）≧ 0 とする）

　　　　　　　　　　 9（o）＝1

　　　　　　　　　　 9（v 十 1）＝h（v ）十 1

　　　　　　　　　　 （ただ し g（v ）≧ 0 と す る）

　　　　　　　　　　 h（o）＝o

　　　　　　　　　　 h（v 十 1）＝9（v ）十 1

　　　　　　　　　　 （ただ し h（v ）≧0 とす る）

　 ● プ ロ グ ラ ム c 　 　 while 　true 　do

　　　　　　　　　　 if　O ＝f（x ）then 　y ：＝y 十 9（x ）

　　　　　　　　　　 else 　y ：＝y　＋　h（x ）fi

　 　　 　 　　 　 　　 　 m ：＝x 十 10d

・ 初期制約の 場合　初期条件 θか ら最弱事前条件を計 算す る．

P・ ＋ P ・0 ＋ P20 ＋ P3f （0）＋ P49 （0）＋ P5h （0）≧ 0

R か ら f（0）→ O
，g（0）→ 1，h（0）→ 0 とい う書換 え規 則 が得 ら

れ，こ れ に よ り書換えを行うと次の 未知係数 p に 関す る論理 式

が得 られ る．

　　　　　　　　　　　 Po ＋ P4 ≧ 0

● 遷 移 制約の場 合　b ≡ 0 ＝∫（m ）とす る と ， プロ グラム c の 最

弱事前条件は，（b　・｝　P 。＋P・＠＋ 1）＋ P2（Y＋ 9（x ））＋P3f（x ＋ 1）＋

P49 （x ＋ 1）＋ P5h （x ＋ 1）≧ 0）〈 （「b ⇒ P ・ ＋ P ・ゆ＋ 1）＋ P2（Y÷

h（m ））十p3f（x 十 1）十 p4g（x 十 1）十 Psh（x 十 1）≧0）と な る．　 rb は

変数が整数域かつ f（x ）≧ 0 で あ るこ とか ら一b ≡ f（x ）≧ 1 とな

り，R か ら f（x ＋ 1）→ 1− f（x ），g（x ＋ 1）→ h（x ）＋ 1，h（x ＋ 1）→

g（x ）＋ 1 と い う書換 え規 則 が 得 られ ，こ れ に よ り最 弱 事前 条 件

を書換え する と次の 未知係数 p に 関する 論理 式 が得 られ る．

（！（勾 一〇⇒ P ・ ＋ P ・ ＋ P3 ＋ P4 ＋ P5 ＋ P ・x ＋ P2Y
−

∫（x ）P3 ＋

（p2 十 p5）g（x ）十 p4h （x ）≧ 0）〈 （∫（x ）≧ 1 ⇒ Po 十 Pl 十 p3 十

P4 ＋ P5 ＋ P ・x ＋ P2Y 一ノ（卿 3 ＋ P59 （x ）＋ （P2 ＋ P4）h（x ）≧ 0）

　それ ぞれ の 節 を q1，q2 とす る と，遷移 制約 は （p ⇒ ql）〈（g ⇒

q2）と な り，こ れ らを行列化する．

● （p ⇒ q1）の 場 合　f（x ）＝0 よ り，　 f（m ）に関す る行 が省 略 さ

れ，4，5 行 目es　R に g（v ），h（v ）≧ 0 と い う条件 が あ るこ と か ら

≧ が 使われ る．

PO 十 P1　十 P3　十 P4 十 Ps

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Pl

　 　 　 　 　 　 　 　 　 P2

　 　 　　 　 　　 P2 十 P5

　 　 　 　 　 　 　 　 　 P4

t

≧

≧

≧

t

λ

0

　

1

　

2

　

4

　一
〇

PPPPP
t

　λ に 関 す る 双 対 制 約 を作 り，λ ≧ 0 を探 して 消 去 す る と

Pl 十 p3 十 p4 十 p4 十 p5 ≧ 0 〈 p2 ≧ 0 〈 p4 ＝・　p5 とい う論理 式が

得 られ る．

● （p　｝ 　q2）の 場 合 　4，5，6 行 目 は R に f（v ），g（v ），h（v ）≧ 0 と

い う条件が あ る こ とか ら ≧ が使われ る．

PO　十 P1　十 P3　十 P4　十 Ps

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Pl

　 　 　 　 　 　 　 　 　 P2

　 　 　 　 　 　 　 　
−P3

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ps

　 　 　　 　 　　 P2 十 P4

t

≧

≧

≧

≧

t

［1ゴ

Po 　 − 1P1

　　0P2

　　 0P3

　　 1P4

　 　0P5

　　0

t

　λ1 ，
λ2 に関 す る双 対制 約 を作 り，λ1

，
λ2 ≧0 を探 して 消 去 す

る と 0 ≧ p3 と い う論理 式 が得 られ る．

　以 ltの 結 果 か ら Po 十 p4 ≧ 0 〈 Pl 十 p3 十 p4 十 p4 ÷ p5 ≧

0〈p2 ≧ 0〈 p4 ＝Ps 八 〇 ≧ p3 を満たす解 と して Po ＝− 1
，p1＝

− 2，p2 ＝O，p3 ＝O，p4 ＝ 1，Ps ニ 1 が あ る．こ れ を q に代 入 す

る と 一1 − 2x 十 g（x ）十 h（x ）≧ 0 と い う 不 変式 が発見 で き る．

プロ グ ラ ム を トレ
ー

ス した結果は以 下 の とお り．

表 2　例 7 の トレ
ー

ス 結果

毋 012345678P ．，

9幽丿 113355779 「．．

塵 丿 022446688 ，F，

一1−2τ＋9ω 緬 ω 000000000 ，．，
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例 8　m （u ，v ）と い う二 引数関数 に つ い て の 不変式 を生 成する．

　 ● 初 期 条件 θ　　　｛x ＝3 〈 y ＝0 〈 z ＝0 ｝

　 ● テ ン プ レ
ー

ト gPo 十 plx ＋ p2XY ＋ p3M （x ，y）≧ 0

　 ● 関数の 性質 R 　　m （u ，
0）＝O

　　　　　　　　　　 m （u ，v ＋ 1）＝u ＋ m （u ，v ）

　　　　　　　　　　 ただ し m （Ulv ）≧ 0 と する．

　 ・ プロ グ ラ ム c 　 　 while 　true

　　　　　　　　　　 doz ：＝z 十 m （x ，y）；y ：＝y 十 10d

● 初 期制 約 の 場 合 　初 期 条件 θ か ら最 弱事前条件を計算する．

Po ＋ P13 ＋ P23 ＊ 0 ＋ P3M （3，
0）≧0

R か ら m （u ，
O）→ 0 とい う書換 え規則が得 られ，こ れ に よ り書

換 え を行 う と 次 の 未知 係 数 p に 関す る論理 式 が得 られ る．

Po 十 3P1 ≧0

● 遷 移 制約 の 場 合　プロ グラム c か ら最弱事前条件 を計算する．

P ・ ＋ P ・x ＋ P2吻 ＋ 1）＋ P3m （x ，y ＋ 1）≧ 0

R か ら m （x ，y 十 1）→ x ＋ m （x ，y）と い う書換え 規則 が得 られ ，

こ れ に よ り最 弱事 前条 件 を書 換 えす る と次 の 未 知係 数 p に関 す

る論理 式 が得 られ る．

P ・ ＋ （P ・＋ P2 ＋ P3）x ＋ P2XY ＋ P3m （x ，y）≧0

A を ｛λ｝（≧ 0）と な る ベ ク トル と して ，計算 し た p に 関す る 論理

式 を用い て 以下 の よ うな行列 を作 る．4 行 目は R に m （u ，
v）≧ 0

と い う条件 が ある こ と か ら≧ が使わ れ る ．

國 ［i憫
次 に λ に関 す る双対 制 約 を作 り， λ ≧ 0 となる λ を探 して 消去

する と p2 ＋ p3 ＝0 と い う論理式が得 られ る．

　以 上 の 結果 か ら Po ＋ 3Pl ≧ 0 〈 p2 ＋ p3 ＝ 0 を満 た す解 と し

て p 。
＝0

，p1 ＝O
，p2 ＝1

，p3 ＝− 1が あ る．こ れ を ψ に 代 入 す

る と xy − m （x ，y）≧ 0 と い う不変 式が 発見 で き る．プロ グ ラ ム

を トレ
ー

ス した結果 は以下の とお り。

表 3 例 8 の トレース 結果

置 333333333 ．

〃 012345678 層

m 価 ッ丿 03691215182124 ．

猛9−m 画 9丿 0D000o000 ．

6． 終 わ り に

　本稿で は，命令型プ ロ グ ラム の 検証 に おい て 重要 な ル
ー

プ不

変 式 を ， Farlcasの 補 題 の 拡 張定理 とな る拡張多項式の 補題を用

い て ，関数呼び出 し項を含む非線形 不等式 で 表 され る未知 係 数

を持つ テ ン プ レ
ートと関数 の 性 質 を表す等 式 の 集合 を入力 す る

こ とで 自動 生 成す る手法 を示 した ．

　今 後 の 課 題 と して ，本手 法に よ っ て 得 られ た ル
ープ不 変式 を

用い た プ ロ グ ラ ム 検証の 結果が，現在の プロ グラ ムや 関数呼び

出 しされ る別 の プロ グラ ムの 関 数 の性 質 と して 追加 した 際に，

異な る 不変式を導く場合が あ る こ とか ら，検証結果 と関数の性

質 との 詳細 な関係 に つ い て 研 究 を進 め る必要 が あ る．また，本

稿 で 対 象 と し た プ ロ グラ ム に は リス トや 配列 な どデ
ー

タ構造が

含 まれ て お らず，こ れ らを扱え る よ う対応する必 要が あ る．さ

ら に は本 手法 に基 づい た実装 によ る実験 を行 い ，確 か に計算機

に よ る 自動生 成に よ っ て 目的 と な る ル
ープ不変式が得 られ る こ

とや，得 られ た ル
ープ不変式 の 有効性 を検討す る必要が あ る．
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