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あらま し　与 えられた有理数 上 の 線形制約 を充足す る割 り当て を求 める手法 と して 単体法が ある．また ， 有理数解を

求 め る手 法 と，ゴモ リーカ ッ トを は じめ とする 切除平面法を組み合わ せ る こ と で 整数解を求め られ る こ とが知 られ て

い る．しか し ， 単体法 を適用 し た後 ， 必ず しもゴ モ リーカ ッ トが適用可能で あ る と は 限 らない ，本稿で は，ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 合成 に必要な単体法 に お け る 不 変条件を示 し，単体法 と ゴ モ リ
ー

カ ッ トを合成 した手 続 きを示 す，ま た ，ゴ

モ リ
ー

カ ッ トで 追加す る制約につ い て ，よ り単純な実装 を行 うための 制約 の 形式を述 べ る．こ れ らに基づ い て ， 上記

2 っ の 手法を合成 した ソル バ を実装し，評価する．
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Abstract　The 　simplex 　method 　is　one 　of　the　methods 　to　derive　rational 　assignments 　from　linear　constraints 　on 　ra−

tiolals．　It　is　known 　that　we 　ca 皿 derive　integer　assignments 　by　composing 　the　methods 　to　derive　rational 　assignments

and 　cutting 　plane　methods 　such 　as 　Gomory 　cut ．　 However
，
　Gomory 　cut 　is　not 　applicable 　to　all　fbrmulas　resulted

from　the　simplex 　method ．　 In　this　paper，
　we 丘rst　reveal 　an 　invariant　property　of　the　internal　state 　of　the　simplex

method 　in　order 　to　compose 　the　simplex 　method 　and 　Gomory　cut ．　Then　we 　show 　a　procedure　of　the　composition

of 　these　methods
，
　and 　we 　propose 　the　fbrm　of 　constraints 　that　are 　added 　into　the　initial　constraint 　by　applying

Gomory 　cut 　so 　as 　to　implement　more 　simply ．　Finally
，
　we 　compare 　our 　implemented　solver 　with 　other 　solvers ．
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1． は じ め に

　プ ロ グ ラ ム 検 証 手 法 の
一

っ と して
， 制 約 付 き項 書換 え系 （制

約付き TRS ）の 定理 自動証明を利用 し た検証手 法 ［9］［11］［13］

が研 究 され てい る．そ の 検 証 手法 で は，証 明 の 際 に制 約 充足 可

能性 を 何度も判定す る 必 要 が あ り，そ の 判定 に 毎回 SMT ソ ル

バ が 用 い られ る．SMT ソ ル バ とは指 定 され た理 論 の 下 で 論 理

式の 充足 可能性を判定す る ツ
ー

ル で あ り，近年，プ ロ グラ ム の

停 止性 証 明や 定理 自動証 明 な どにお い て盛 ん に利 用 され て い る．

前述 の 検証法で は，充足 可 能性 が決 定 可能な プ レ ス ブル ガー
算

術 式 を制約 と して 扱 う．自由変数 をす べ て 存 在 限量 子 で 束縛 し，

Cooperの 限 量 子 除去 ア ル ゴ リズ ム ［1］を適用 す る手 法 で あれ

ば，理 論上 は プ レ ス ブ ル ガー
算術式 の 充足 可能性が 決定で き る．

こ の 手 法 を実 装 した ソ ル バ と，既 存 の ソ ル バ との 比 較を行 っ た

先行研究 ［8］で は，制約付き TRS の 定理 自動証 明 の 例題 に対 し

て，全 ての 論 理 式 の 判 定 に成 功 し，実行 速 度 にお い て も優 れて

い る こ と が 示 され た．し か し，す べ て の 自由 変数 を 束縛 しな け

れ ば判 定 で き ない 手法 で あ り，束縛 され た 変 数の 数 に 応 じて 論

理 式の サ イ ズ が 指数 関数的に 増加 し て しま う，また ，充 足 可能

な 場合 で も 自由変数 へ の 値 の 割 り当 て （整 数解） ま で は求 め ら

れ な い ．そ の た め，こ の 手法 を用い て は 前述の 検証法に おい て，

充 足 可能 な際 の 整 数 解 を利 用 す るこ とで 証 明能 力 を強化 で き る

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一109−
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推論 規則 ［10｝の 適用 を 自動化 で き ない ．

　本研 究 で は ，前述 の 検証法で の 利用を 目的 と し，プ レ ス ブル

ガ
ー

算術式の 充足 可能 性 を判 定 し，か つ 充 足 可能 な 際の 整数 解

を 導 出 す る ソル バ を 開発 する ．具 体的に は，Cooper の 限量 子

除去 ア ル ゴ リズ ム とゴ モ リーカ ッ ト［2］（2 章 〉 を導入 した 単体

法 を逐 次 実行 す る こ とで 目的の ソル バ を 実 現す る，単 体 法 は ，

有理 数上 の線形制約 の 有理数解を求 め る手法で あ り，単体法の

一
つ に ，最 大化 ま た は 最小 化す る た め の 目的 関数を とらな い

一

般 単 体法 ［4］（2 章〉 が あ る．ゴ モ リーカ ッ トは，得 られ た有理

数解をもとに適当な制約を追加 し，そ の 有理 数解を解領域 か ら

除外する 切除平面法の
一

つ で あ る．ま た，有理 数解を求め る手

法 と切 除平 面法 を組 み 合 わせ る こ とで 整 数解 を導出 で きる こ と

が 知 られ て い る．しか し，一
般 単体 法 の 場合 ， 適用 した後 に ゴ

モ リ
ー

カ ッ トの 適用条件を満た す とは 限 らない ．

　本 稿 で は ，
一

般 単体 法 に お け る 不 変条件 を示 し，一
般単体法

とゴ モ リーカ ッ トを合 成 した手 続 きを提 案 す る （4 章 〉，こ れ

らに基づ い て 実装 した ソ ル バ と既 存 の SMT ソル バ で性 能 を比

較 し，評価 す る （5 章）．な お，Cooper の 限量 子 除去 ア ル ゴ リ

ズム の 適用 に よ り得 られ た論 理式 か ら単 体法 が適 用 可 能 な形 式

への 変換は 示 され て い る ［12】．

2． 準 備

　本章で は，一
般単体法 ［4］と ゴ モ リ

ー
カ ッ ト［2］を紹 介 す る．

　 2．1　一般 単 体法

　
一
般単体法 は，最大化 また は最 小化 す る 目的 関数 を と らず に

有理数上の 線形制約を 充足 す る有理数解を導出す る手 法で ある．

以 降で は，こ の
一

般 単 体法 の こ とを指 して 単 体 法 と呼 ぶ．

　ま ず，単体法 を 適用 す る た め に は，制 約 を
一

般 形 と呼 ばれ る

形 式 に 変換す る必 要が あ る．一
般形 の 文法は 次の 通 りで ある．

た だ し，α は有理 数，x は有 理数 上 の 変数 で あ る．

　φ　 ：：＝　　 T

atom 　　：：＝ 　　sum ；O

sum 　　：：＝　　 　 t

　 t　　 ：：＝　 　 　 α x

　 ⊥ 　　　 φ〈 φ　　 atom

x ≦ a 　　 x ≧ a

sum 十 t

　次 に，単 体法 の ア ル ゴ リズ ム に つ い て 述 べ る ．まず，論理 式

φo が 与 え られ，こ れ が
一

般 形 φに変 換 され た とす る．こ の と

き，単体法の ア ル ゴ リズ ム を以 下 に 示す，

ア ル ゴ リズム 2．1　単 体 法

入 力：
一
般形の 論理 式 φ

出 九
“
充 足 可能

”
　（φo が 有理 数 解 を もつ 場合 ） も し くは

“
充足

不 能
”

（そ れ 以 外 の 場 合）

　 （1 ） φの み に含まれ る，一般形への 変換 に よ っ て 追加 され

た変数を基底変数 と し，基底変数 リス ト Vbに加 え る，

　 （2） φ中 の 変数 の 内，Vb に 含 まれ ない 変 数 を非 基底 変数 と

し，非基 底変数 リス ト Vnb に 加 え る．

　 （3＞ 図 1 の よ うな タ ブ ロ
ーを用 意す る，ただ し，m は Vb

の 長さ，n は Vnb の 長さ，　 az ，ゴ （0 ≦ i≦ m − 1
，
0 ≦ 」≦ n − 1）

は有理 数 とす る．図 1 の タブロ
ーで は，St （0 ≦ i≦ m

− 1）が

∬ 0 毋 1 置η一1

30 α0 ρ α0，1 α 0，η 一1
31 α 1ρ α 1，1 α 1，η 一1

8rπ一1 α珊一1ρ αη｝− 1，1 α 肌一L η一1

図 1　単体法で 用 い る タブ ロ
ー

基底 変数，Xj （0 ≦ 」≦ n
− 1） が非 基底変 数で あ り，各 行 iは

8，；Σ獅
1

α ‘，」紛 とい う原 子論理 式 を表 して い る．

　 （4 ）　変数 に固 定の 順序を与え る．

　 （5） すべ て の 変数へ 0 を割 り当て る割 り 当て α を用 意す

る．以 降，α （x ）と書 い て 変数 x へ の 割 り当て 値 を表 す，

　 （6 ＞ すべ て の 基 底 変数 へ の 割 り当て がそ れ ぞれ の 定義域 を

満 た し て い るな らば
“

充足 可能
”

を出 力 し，そ うで な けれ ば定

義城 を満 た して い ない 基底 変数の うち，（4）で 定め た変数 の 順

序 が最 も小 さい 変数 を s，とす る．

　 （7） 適 当な 非基底 変数 の うち，最 も変数 の 順 序 が 小 さい も

の を Xj とす る．こ こ で，変ta　Xj が適当で ある とは，以下 の よ

うに定義 され る．

　 ・　 α （Si ）が Si の 定義域の 上 限 を超 えて い る場 合．

α i，j ＞ 0 か つ α （Xj ）＞ tj，もし くは α i，」 〈 0 か つ α （Xj ）〈 Uj で

あれ ば，変ta　＝j は適 当で あ る．

　 ●　 α （Si ）が Si の 定義域の 下 限 よ りも小 さい 場 合．

ai ，ゴ ＞ 0 か つ α （Xj ）〈 Uj ，も し くは a。，ゴ 〈 0 か つ α （Xj ）＞ ljで

あれ ば，変tu　＝ j は適 当で あ る．

適 当な 非基 底 変数が な けれ ば “

充足 不能
”
を 出力 し，終了．

　 （8＞　 次 の よ うに θ を定義 す る．

θ ；

Ui 一
α （5の

砺 ，ゴ

li　一α （St ）

膿 犠霧
義鰍 限 を

）

ai ，ゴ （麟 ズ
鰯 の 下 限 よ りも

）
α （Xj ）：＝α （Xj ）＋ θ とす るこ とで ， α 〔s ，）が Sl の 定義域 を満 た

す よ うに する ．

　（9） s ，，Xj に つ い て ピボ ッ ト操作 を行い ，（6）に 戻 る．

次 に，ア ル ゴ リズ ム 2．1 にお け る ピボ ッ ト操 作 を以 下 に 示 す．

ア ル ゴ リズ 厶 2．2　ピ ボ ッ ト操作

入 力 ： 基 底 変ts　Si，非 基底 変 ta　Xj ，タブ ロ
ーT ，基 底 変数 リ

ス トVb，非基 底変数 リス ト Vnb，変数への 割 り当て α

出 力 ： タ ブロ
ー中の Si の 行 が表 す等 式 を X 」 に 関す る式 に 変形

し，他の 行 が表す等式 か ら変数 Xj を消去 する こ とで 得 られ た，

タブ ロ
ーT

’
，基 底変 数 リス ト   ，非 基 底 変数 リス ト Vb ，変

数 へ の 割 り 当て α
’

　た だ し，Xj は適 当 な もの を選 んで い るの で ，　 ai，ゴ 幸O が 前提

とな っ て い る．こ の 条件の 下 で 以 下 の 操作を行 う，

　（1） タ ブ ロ
ー

の i行 目が表 す 等 式 の 左 辺 が Xj の み に な る

よ うに 移項 し，両辺 を ai，」 で 割 る．

一110一
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　（2） 1十i で あ る全 て の 行 ‘に つ い て ，（1） で 得 られ た 等式

を用い て πゴ を消去す る．

　（3） Si を Vb か ら取 り除き，　Vnb へ 加 え る．ま た，　Xj を Vnb

か ら取 り除 き，Vb へ 加 え る．これ に よ り得 られ た基底 変数 リス

トを 罵，非基 底 変数 リス トを VK
， とす る．

　（4）　 （1），（2）の 操作 に よ り得 られ た論理 式 と現 在の 変数

の 割 り 当て をも と に，Xj 以外 の 基 底変数への 割 り 当て を変更 す

る．新 た に得 られ た割 り当て を α

t

とす る．

　（5）　 （1），（2）の 操作 に よ り得 られ た論 理 式に合わ せ て タ

ブ ロ
ー

の 値を変更す る．得 られ た タブ ロ
ー

を T ’

とす る．

　（6＞ T ’

，磅，Vb ，α
’

を出力 す る ．

　 2．2　 ゴモ リーカ ッ ト

　ゴ モ リーカ ッ ト［2】は，有 理 数 上 の 線形 制 約 式 を解 くこ とで

ある有理 数解が得 られ た とき，適当な制約を追加する こ とで こ

の 有理 数解 を解領域か ら除 外す る 切除平面 法 の
一

つ で あ る．有

理 数解 を求 め る手法 と切 除 平 面法 を組 み 合 わせ る こ とで 整 数解

を導出で き る こ とが 知 られ て い る．

　 ゴ モ リーカ ッ トの ア ル ゴ リズ ム は 以下の 通 りで あ る．

ア ル ゴ リズム 2．3　 ゴ モ リーカ ッ ト

入 力 ； 基底変数 リス トVb，非基底変数 リス ト Vnb，変数の 定義

域 リス ト B ，タ ブ ロ
ーT ，有理 数解 を表す 変 数への 割 り 当て α

出力 ： 入 力 の 有 理 数解 を解領域 か ら除 外す る制約 を追加 す る こ

とで 更新され た ，基底変数 リス ト罵，非基底変数 リス トVSb，

変 数 の 定義 域 リス ト B ’

，タ ブ ロ
ーT 「

，有 理 数解 を表す 変 数 へ

の 割 り当て α
t

　 （1）　 タ ブ ロ
ーT に お い て ，次の 2 つ の 条件を満たす行 iを

選 択．条 件 を満 たす行 がな けれ ば ゴ モ リーカ ッ トは行 わ ない ．

　 ● 　Xt ∈ bv〈 α （Xi ）¢ Z

　 ● 　∀ゴ．0 ≦ ゴ≦ （nb η＿length − 1）〈 Xj ∈ nbv

⇒ ＠ ＋・⇒ ・ （・・）一い ・ （x ・）− u
・）

ただ し，α。，ゴ は タブ ロ
ーにお け る i行 ゴ列 目の 値，nbv ！ength

は Vnb の 長 さ を 表す．

この ア ル ゴ リズ ム に お い て は，以 降 乞は （1） で選 ん だ i とす る．

　（2） Xi （∈ Vb）に つ い て fo＝α （Xi ）
− Lα （Xi ）」とす る．

　（3）　タ ブ ロ
ー

の 列番号 ゴに つ い て ，次の よ うに 分類す る．

●

●

●

●

（4 ）

J＋
＝ ｛ゴIxゴ ∈ Vnb 〈 α （x ゴ

＝ lj）〈 ai，」 ＞ 0｝

」
一＝｛ゴ1皿」 ∈ Vnb 〈 α （x ゴ

＝lj）〈 ai，ゴ く 0｝

K ＋ ；｛ゴ［x ゴ ∈ Vnb 〈 α （自7ゴ ＝＝t　u ゴ）〈 α i，ゴ ＞ 0｝

K
』

＝ ｛ゴIXj∈ Vnb〈 α （x ゴ
＝ u ゴ）〈 ai，ゴ 〈 0｝
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式 （1） を 追加 す る論 理 式 と し て Vb，　B ，　T を更 新 す る．ゴ モ

リ
ー

カ ッ トで 追加 す る制約を 単体法 に お け る
一

般形 に 変換す る

際 に導入す る新 しい 変数 s には，右 辺 を構 成す る変数 に α の 値

を代入 す る こ とで 得 られ る 定数 を割 り当て る ，これ に よ り得 ら

欝 o ：0 諮 1 ：0 毋 2 ： 0 皿 3 ：0

50 ； 030 一21

51 ： 0 一302 一1

82 ：02 一310

33 ： 0 一23 一10
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単体法を適用する前の タ ブ ロ
ー

と変数の 定義域

れた基底変数 リス ト，タ ブ ロ
ー，変数の 定義域，変数へ の 割 り

当 て をそれ ぞれ 曜 ， Tf，
　 B ’

， α

’
とす る．

　（5）　Vb’，　 Vnb，　 T ’

，　 B ’

，α
t
を 出力．

3． 単体法 とゴ モ リーカ ッ トの 合成の 問題点

　単体法の 適用後の タ ブ ロ
ー
等 の 状態 が ゴモ リ

ー
カ ッ トの 適用

条件 を満 たす とは 限 らな い た め ， こ の 2 つ の 手 法 を単 純 に組 み

合わせ て 利用す る こ とはで き ない ，こ の 章で は，単体法と ゴモ

リ
ー

カ ッ トの 合成に お け る 問題 点 に つ い て 述 べ る ．

　3 ，1　 ゴ モ リーカ ッ トの 適用 条 件 を満 た さない 例

　まず，単体法を適用す るた め に，それが適用可能な
一
般形へ

と変 換 す る こ とを第 2 章 で 述 べ た．も との 論 理 式 か ら
一

般 形 に

変換 す る と，論 理 式 の 形 式 は 式 （2） の よ うにな る．

ム←・か
一・ A ・ … Si ≦→　  

た だ し，α
ゴ は有理 数，Xj は 有理 数 上 の 変数の 列 で あ る．ま た ，

変ta　Si に つ い て ，　 li＝− oo の 場合は Si ≦ Ui と表 し，　 Ut ；oo

の 場 合 は lt≦ s ， と表 す．一
般 形 へ の 変換 で は，変換 に よ っ て

追加 され る 変数 St の み が上 限 Ui ，下限 1ε の い ずれ か ，もし く

は 両方 を もち，変 換 前 の 論 理 式 に含 まれ て い た変 ta　Xj は 定義

域を もた ない ．こ こ で ，定義域 を もた ない とは ，そ の 変数の と

り得 る値 が 一
〇Q か ら OQ で 定義 され る こ とをい う．ま た，単体

法 の 適 用 に お い て ，初 めは Si が 基底 変 数 Xj が 非基 底 変数 と

な る．こ こ で ，単 体 法 を適用す る こ と に よ っ て 得 られ た 解 が 整

数解で なか っ た とする，こ の 場合は，ゴモ リ
ー

カ ッ トの 適用に

よる制約 の 追加 と単体法 の 適 用 を繰 り返す こ とで 整 数解 を導出

で き る と考 え られ る．しか し，単体法 を適用 した 後 の タブ ロ
ー

の 状態は ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 適用 条件を 満た さな い 場合が あ る．

例 3。1 次 の 論 理 式 を考 える ．

　 　 3Xo

〈　
− 3Xo

〈 　　2Xo

〈 　
− 2Xo

　 　 　 一2x2

　 　 　 十2x2

− 3x1　 十 x2

十3Xl　 − x2

十x3 　 − So

一
二じ3　　

−
51

一s2

− s3

0000幕

＝

＝

＝

〈 So ≦ 5

〈 Sl ≦
−5

〈 s2 ≦ 6

〈 s3 ≦ −6

こ の 論理 式は 単体法 にお け る
一
般形で あ り，初め は So ，．．．，s3

が基 底 変数 ，Xo
，
．．．

，
x3 が 非基 底 変数 で あ る．上 記 の 論 理 式 を

も とに タ ブ ロ ーをつ く る と 図 2 の よ うに な る．た だ し，以 降で

は タブ ロ
ー

に お い て x ：n と書 くこ とで ，変ta　x への 割 り当て

hS　n で あ る こ とを表 す もの とす る．次 に単体法 を適用 して い く．

こ こ で は ，変数の 順序 を 式 （3） とす る．

SO 〈 ・・〈 S3 く ∬ O く ・・く X3 （3）
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有理数解導出後の タブ ロ ーと変数の 定義域

こ の 条件の も と で 単体法 を適用 す る と有理 数 解 が 求 ま り，タ ブ

ロ
ー

は 図 3 の よ うに な る．図 3 よ り，導出 され た解は

｛
Xo ト÷ 5／3，　　x ？ ト→ 0，　　Xl →

− 8／9，　x3 → 0，

So ト ÷ 5，　　　Sl ト〉
− 5

，　 s2 → 6
，　　　　 83 ト ÷

−6 ｝
で あ り，こ れ は整数 解 で は ない ．ただ し， こ の とき解が 整数 解

で あ る とは ，すべ て の 基底変数 に 整数値が 割 り当て られ て い

る こ と をい う．し たが っ て 解領域 を制 限す る た め に ，ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 適用 を考え る．第 2 章 で 述べ た ゴ モ リーカ ッ トの 適 用

条件 は次の 2 つ の 条件を満た すこ とで あっ た．

　 ・ 　 割 り当 て が整 数 で な い 基底 変 数が存在 す る，

　 ・ 　 す べ て の 非基 底 変 数 に対 し，それ ぞれ の 定 義域 の 上 限 ま

た は 下 限の 値 が 割 り当て られ て い る．

　図 3 にお い て ，非 基底 変数は s3，So ，x2 ，
x3 で あ る．こ の とき，

s3，　 So に はそ れ ぞれ 各変数 の 定義域 の 上 限 で あ る 一6，5 が割

り 当て られ て い る．一方，x2 ，　 x3 は 定 義域を もた ない た め，そ

れぞれ に割 り当て られ た 0 とい う値 は，上 限 と下限の い ずれ で

もない ．した が っ て ゴ モ リ
ー

カ ッ トを適用す るこ とがで き ない ．

こ の よ うに 単体法の 適用後の タ ブ ロ
ー，変数 の 割 り 当て は 必 ず

しも ゴ モ リーカ ッ トの 適 用 条 件 を満 たす とは 限 らな い．

4． 単体法 とゴ モ リーカ ッ トの合成

　本章で は，単体法 とゴ モ リ
ー

カ ッ トを合成 した 手続 きを示 す．

　4 ．1　単体法 とゴモ リーカ ッ トを 合成 した手続 き

　前章 で は ，単体法の 適用 後 の 状態が ，ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 適用

条件 を満たす とは 限 らない とい うこ とを述べ た．本節で は，こ

れ ら 2 つ の 手 法 を組 み 合 わせ ， 整 数解 を導 出す る手続 きを示 す．

　まず，第 2 章で 述べ た単体法につ い て で あ るが，こ の アル ゴ

リズ ム に お い て 次の よ うな 不 変条件が 知 られ て い る．

　 ●　 非基 底 変数への 割 り当 て は常 にそ の 定 義域 を満たす．

しか し，こ の ア ル ゴ リズム で は，次 の 条件 も不変条件で あ る．

　 ・　 定義 域 を も つ 非基 底 変数への 割 り当て は 常 に そ の 変数の

上 限ま た は 下 限 で ある．

これ が 不変条件で ある こ とに っ い て 述 べ る．

　 ●　 初 め，すべ て の 変数 に は 0 が割 り当て られ る．

　 ・　 こ の ときの 非基 底変数 は 定義域を もたず，条件を満たす．

　 ・ 　 単 体法 の ア ル ゴ リズ ム （6） にお い て ，定 義域 を満 た し

て い な い 基底 変 数に s、を選 び，適 当な非基 底 変数に Xj を選 ぶ ．

　 ・ 　単 体法 の アル ゴ リズ ム （8＞ で ，α （Xj ）の 値 に θを加 え

る と，α （St ）は Si が上 限を超えて い た 場合は そ の 上 限 の 値 に な

り，下 限 よ りも小 さか っ た場合 は そ の 下 限 の 値 に な る．

　 ● 　 ピ ボ ッ ト操 作 に よ り，s、 と 陶 が タ ブ ロ
ー上 で 入 れ 替 え

られ る．こ の と き，非基 底変数 に 変 わ っ た s ｛ は そ の 上 限 ま た は

下限 の 値 が 割 り当て られ て お り，条件 を満 た す．

　 ・ 　定義 域 を もた な い X 」 の よ うな変 数は ど の よ うな値が 割

り当て られ て も良い た め ，

一
度 基底 変数 にな る と，再 び非基 底

変数に なる こ と はない ．

　 ● 　 以 降，基 底 変 数か ら非基底変数に 変わ る 変数に は 単体 法

の ア ル ゴ リズ ム （8） に よ る割 り当 て の 修 正 に よ り，非基 底変

数 になる と きに は必ずそ の 変数の 上 限 また は 下限 の 値 が割 り当

て られ る こ とに な る．

以 上 よ り，上 述 の 条件 は 単 体 法 の 不 変条 件 で あ る．また，ゴ モ

リ
ー

カ ッ トの 適用 条件 の 1 つ は ， す べ て の 非基 底変数 にその 変

数の 上 限 ま た は 下 限 の 値 が 割 り当 て られ て い る こ とで あっ た．

よ っ て 上 述 の 不 変条件は ，ゴ モ リ
ー

カ ッ ト適 用 に お け る必 要 条

件 で も あ る．

　 こ こ で，ゴ モ リーカ ッ トが 適用 で き ない 場 合，単体法適 用後

の タブ ロ
ー

等は 必 ず次の 状態に なっ て い る，

　 ・ 　 0 が割 り当て られ た，定 義域 の な い 非基 底 変数が 存在．

上 述 した よ うに ， 定義域 を もた ない 変数は，一
度基 底変数に な

る とピ ボ ッ ト操作の 対象 になる こ とは ない ．また非 基底 変 数 の

割 り当て が変 わ るの は，ピボ ッ ト操作の 対象 に なっ た ときの み

で あ る．定義 域 を もた な い 変 数 は，初 め は 非基 底 変 数 で あ り，

有理 数解が 求 ま っ た 状態 に お い て も非 基 底変 数 と して 残 っ て い

る場 合 ， そ の 変 数 は割 り当て が初め の 状態か ら変わ っ て い ない

こ とを表 して い る．した が っ て そ の 変数 の 割 り当 て は 0 で あ る．

　以上 よ り，これ ら の 変数 の 定義域の 上 限 ま た は下限 が 0 で あ

れ ば ，
ゴ モ リーカ ッ トを適 用 で き る．そ こ で 単体法 と ゴモ リ

ー

カ ッ トの 合成の た め に，次 の よ うな 手法 を提 案 す る．

　定 義城 を もた ない 非基底変ta　x に ＝ ≧ O，　 x ≦ 0 と

い う仮 の 定義 域 を 与 え て 場 合 分 けす る こ とで ，ゴ モ

リ
ー

カ ッ トを適用で きる よ うにす る．

こ の 手 法 の 具 体 的 な手続 きに つ い て 以 下 に 示 す．

手続 き 4．1　単体法 とゴ モ リ
ー

カ ッ トの 合成

入 力 ： 単体 法 にお け る
一

般形 の 論理 式 φ

出 力 ； 充足 可 能 （φが 充足 可 能 な場 合） も し くは充 足 不能 （そ

れ 以 外 の 場 合 ）

　 （1）　 入 力 論理 式 に対 し，単体法 を適用する ．出力が “

充足

不 能
”
ならば

“

充 足 不 能
”

を出 力 して 終 了 し，“
充 足 可能

”
な ら

ば （2）へ進 む．

　 （2）　 整 数 解 導 出手 続 きを行 い ，出力 が
“
充 足 不能

”
な らば

“
充 足不 能

”
を 出力 し て 終了 し，

“
充足可 能

”
ならば “

充 足 可能
”

を出 力 して 終了す る．

次 に，上 記 の 整 数解導 出 手続 きにつ い て 述 べ る．

手 続き 4．2　整数解導 出手 続 き

入 力 ：タブ ロ
ーT ，基底 変数 リス トVb，非基底変数 リス トVnb，

変数の 定義域 リス ト B ，変数 へ の 割 り当て α ，

　 （1＞ す べ て の 基底 変 数への 割 り 当 て が 整 数 な ら ば
“
充 足 可

能
”

を 出力 ．

　 （2 ） 割 り当て が 整 数 で ない 基底 変数 を一つ 選 び ，x とする．
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図 4 　仮の 定義域 を追加 した 後 の タブ ロ
ー

と変 数 の 定 義域

　 （3） す べ て の 非 基 底 変 数への 割 り当 て がそ の 変数 の 上 限，

ま た は下 限の 値 な らば （8） へ 進 む，

　（4） 定義域 を もた ない 非 基 底 変 数 を
一

つ 選 び ， y とす る．

こ の 変ta　y の 定義域を y ≧ 0 とし て B を更新する．

　 （5）　整 数 解導出手 続 き を行 い ，そ の 出 力 が
“
充足 可 能

”
な

らば
“

充 足可 能
”

を出 力 し，“

充足 不能
”

な らば （6） へ 進 む．

　（6）　 （4）で選 ん だ非基底変数 y の 定義域を y ≦0 とす る．

　 （7）　 整 数解導出手 続き を行い ，そ の 出力が
“
充足 可能

”
なら

ば
“
充足 可能

”

を，“
充 足不 能

”
な らば

“
充足 不 能

”
を 出力す る．

　 （8） 選 択 した 基底 変数 毋 の タ ブ ロ ー中 の 行 に つ い て ゴ モ

リーカ ッ トを行 っ た後，単体法を適用す る．単体法を適用 した

結果，出力 が
“

充 足 可能
”

な らば再 び整 数 解 導 出手 続 き を行 い ，
“
充 足 不能

”
な らば “

充 足不 能
”

を 出力 す る．

　4．2　ゴモ リ
ーカ ッ トで 追加 す る制約の 形 式

　前 節 で は，単体 法 とゴ モ リーカ ッ トを合成 す るた めの 手 続き

につ い て 述べ た，それ に よ り，単体法で有理 数解 が 導出 され た

状態 で あれ ば ゴ モ リーカ ッ トに よ り制約 を追 加 する こ とが で き

るよ うに なっ た．しか し，こ こ で 得 られ た制 約 を その ま ま単 体

法 に お け る
一
般形 に 変換 した 場合，そ の 変数 に 要 求 され る 条件

は ゴ モ リーカ ッ ト適 用 前 か ら存在す る変数 と異な る．具体的 に

は，整数解が 求 まっ た 状態 とは，ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 適用 前か ら

存在 す る 変数すべ て に 整 数が 割 り 当て られ て い る 状態 で あ り，

ゴモ リーカ ッ トで 追加 する制約を一
般形に変換する こ とで 導入

され る新 しい 変 数 へ の 割 り当て は整 数 で な くて も良い
， とい う

こ とで ある．以下 に 例を示 す．

例 4．3 図 3 の タ ブ ロ
ーお よび 変数 の 定 義域，割 り当て を考え

る．こ れ は 第 3 章で 示 した，あ る論 理 式 に 単体 法 を適用 した後

の 状態で あ る．こ の とき，整 数解 と し て 例 えば 次の割 り 当て が

存在する．

｛
Xo ト ÷ 0，　　Xl ← ＞ Oi　　 x2 ト 今 6，　 x3 → 17，

So ト ÷ 5
，　　Sl →

− 5
，　 s2 ←＞ 6

，　　s3 →
− 6 ｝ （4）

こ こ で ，前 節で 提 案 した 手 続 き を適用 す る こ と を 考 え る．ま

ず，定義域を持 たな い 非 基 底 変数 z2 ，　 x3 が存在 す る た め，順

に x2 ≧ O，　 x3 ≧ O とい う定義城を与える．こ の とき，定義城

は 図 4 の よ うに な る．図 4 の 状態 は ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 適 用 条件

を 満 た して い る．割 り当 て が 整数 で ない 基 底 変数 と して ，Xl を

選ぶ と，ゴ モ リーカ ッ トで 追加 す る 制約 は 次の よ うに な る．

　 　 　 　 　 　 7− 3s3 − 2So −F − x2 十 2x3 ≧ 9
　 　 　 　 　 　 8

（5）

式 （5）を
一

般形 に変換す る と，新 しい 変ta　s4 が導入 され，式

（6） と な る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 7

　　　
− 3s3 − 2・・ ＋ gx・ ＋ 2x・

一
・・

＝0 〈 ・ 4 ≧ 9 　 （6）

式   の 割 り当て を 式 （6）へ 代入 す る と，式 （7）が 得 られ る．

　　　　　　　　　　s4 一嬰 ・ 　 　 （・）

式 （7） よ り，ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 適用 後に追加され た変数 へ の 割

り 当 て が整 数で あ る こ と が，も と の 論理 式 の 整 数解で あ るこ と

の 必 要 条件 で あ る とす る と，追加 され る 制 約 は も との 論理式 の

整数解の
一

つ で あ る式 （4） を 除外 して しま う．

し た が っ て ，ゴモ リ
ー

カ ッ トの 適用 後 に 追加 され た 変数 へ の 割

り当 て が整 数で あ る こ とは，もとの 論理 式への 割 り当て が整数

解 で あ るこ との 必 要 条件 で は ない ，よ っ て，第 2 章 の ゴ モ リー

カ ッ トの ア ル ゴ リズ ム で は，得 られ た 解 が整 数 解 で あ る こ とを

「すべ て の 基 底変数 に整数が割 り 当て られ た状態」 と し て 判定

してい た が，「ゴ モ リーカ ッ ト適 用 以前 か ら存在 す る基 底 変数す

べ て に整数が割 り当て られ た 状態」 とす る必 要が あ る．つ ま り，

整数 解導 出 の 手続 き と し て，ゴモ リ
ー

カ ッ ト適 用 に よ っ て 導入

され た 変数 か ど うか を 区別 しな けれ ば な らな い ．

　 そ こ で 本節に お い て ，ゴ モ リ
ー

カ ッ トで 追加され る制約の 形

式 を 「す べ て の 係 数，定数項 が整 数で あ る形 式 」 とす る，こ の

た め に，以下 の 操 作 を行 う．

　 ゴ モ リ
ー

カ ッ トで 追加 され る制約 を単体 法 に お け る

一
般形 へ 変換す る 前 に，す べ て の 係 数お よ び 定数 項 の

分母 の 最小 公 倍数を両辺 に か け る．

一
般 形 に変換す る前 に す べ て の 係 数，定数 項 を整 数 に す る こ と

に よ り次 の こ とが 言 え る ： ゴ モ リーカ ッ トの 適 用後 に追加 され

る変数への 割 り当て が整 数で あ る こ とは，もとの 論理 式の 整数

解 で ある こ との 必 要 条件 で あ る．こ れ に よ り，整 数 解が得 られ

た状 態を第 2 章の 通 りに 定 め るこ とが で き る．したが っ て，ゴ

モ リ
ー

カ ッ トの 適用 に と もな っ て 導入 され た 変数か ど うか を区

別 す る必要 が な くな り，よ り単純で 効率的な実装が可能に なる

と考えられ る．

5． 実験 と評価

　Cooperの 限量子 除去 ア ル ゴ リズ ム と本稿 で 提案 し た手 法を

逐 次 実行 す る ソル バ を実 装 した．本章 で は，実 装 した ソル バ と

既 存の SMT ソル バ との 性 能 を比較 す るた めに行 っ た 実験 と評

価 に つ い て 述べ る．

　5．1 実 験 方 法

　 本 節 で は，比 較 の た め に行 っ た 実験 につ い て 述べ る．

　まず，比 較 の 対象 とす る SMT ソ ル バ は Z3 （ver ．3．2）［7i，

Yices （ver ．1．0．29）［6］，　 CVC3 （ver ．2，4．1）［3］，先行研 究 ［8］で

実装 され た ソル バ の 4 っ で あ る ．た だ し，［8］の ソル バ は論 理

式 の 充 足 可 能 性 の み 求 め る こ とが で き る．また，実験環境は ，

OS ： Windows 　7 （32bit），　 CPU ： Intel　Core　2　Duo ，クロ ッ

ク周 波数 ： 3．16GHz ，主 記 憶 ： 4，00　GB で あ る．

　次に ，実験 の 手 順 に つ い て 以 下 に 示 す．
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表 1　例題 （a ），（b），（c ）に おける各 ソル バ の 判定結果と実行時間

（a ） の 判 定 結果 本研 究 Z3YicesCVC3 先行研 究 ［81

判 定 可 23102295229522702310

不明 0151540 0

合計 実 行時 間 （秒 ） 13247 、356 ．666 ．3611 ．44

（b）の 判定結果 本研究 Z3YicesCVC3 先行研究 ［8］

判定 可 31493134313431093149

不明 0151540 0

合計 実 行時 間 （秒 ） 17．109 ．798 ，838 ，7015 ，79

（c ）の 判定結果 本研究 Z3YicesCVC3 先行研究 ［81

判定可 44674450444444174467

不 明 0172350 0

合計実行時 間 （秒） 24．9814 ．221L8912 ，6322 ．42

　 （1）　 制約 付 き TRS の 定理 自動証 明 の 例題 を 3 題 用意．

　 （2＞　 用 意 し た 3 つ の 例 題 に つ い て 定理 自動 証 明 を行 う過

程 で，充 足 可能 性 を判 定 すべ き論理 式 をす べ て SMT −LIB　ver ．

1，2 ［5］の AUFLIA に 準拠 した 文法 で 記述 し た個別の フ ァ イル

に 変換 す る．論 理 式 フ ァ イル の 数 は ，例題 （a） が 2310個，例

題 （b） が 3149個，例題 （c ）が 4467 個 で あ る．た だ し
， 証 明

に お い て 判定が 必要な論理 式 をすべ て 別フ ァ イ ル と して 扱 っ て

い るた め，論 理 式 の 個 数 は重 複 を含んだ 上 で の 数 で あ る．

　 （3）　 ソル バ の 出力 は，“

充足 可能
” ，“

充 足不 能
” ，“

不 明
” ．

　 （4 ）　 上記 設 定 の 下 ，用 意 し た 各例 題 ご と に，そ の 例題 で 充

足可 能性 を判 定す べ きす べ て の 論 理 式 フ ァ イル の 判 定 を行 う．

その 際，各フ ァ イル の 判定ご とに 実行時間 を計測 し，そ の 合計

時間 を求 め る．こ の 操作 を各 ソル バ ご とに 5 回 行 い，合計 実行

時間 の 平 均 を求 め る．

　5．2　実験結果と評価

　本節で は，前節 の 実験 を行 っ た結 果 とそ の 評価 につ い て 述べ

る．まず，実験 を行 っ た結果 を表 1 に示 す．表 の 見方 で あ るが，

畔ll定可
” ，“

不 明
”

の 各行 は 各 ソ ル バ が 判定 し た 論理 式の 合計

数 を表 して お り，
“
判定 可

”
は

“
充足 可能

”
，
“
充足 不能

”
と判定

され た もの を指 す．本 研 究 の 実 装 の 判 定 結 果 は 先行 研 究 ［8］の

実装 と同 じで あ っ た．最下 行 の 合計実行 時間は ，その 例 題 で 解

くべ き論理 式 をすべ て 解くの に 要 した時間を表す．これ らの 表

を も とに ソル バ の 比 較 を行 う．

　a ） 判定で きた論理 式の 数

　表 1 よ り，本 研 究 の 実装 と，Cooper の 限量 子 除去 アル ゴ リ

ズ ム に 基づ い た 先行 研 究 の 実装 で は （a ），（b），（c ） の 3 つ の 例

題 に お い て，判定すべ きすべ て の論理 式 の 充足 可能 性 を判定す

る こ とが で きた．こ れ に対 し，それ 以 外 の ソ ル バ で は 充足 可能

性 を判定 で き ずに 不 明 を 出 力す る論理 式 が あっ た．既存 の ソル

バ で 不 明 を 出力す る論理 式 に つ い て で あ る が，今 回の 実験 で は

タ イ ム ア ウ トの 時間は 設定 し て い な い ．い ずれ の ソ ル バ も即座

に不 明を 出力 してお り，判 定がで きな い 理 由は タイ ム ア ウ トや

メ モ リオ
ーバ ー

フ m 一
に よ る もの で は な か っ た ．

　b） 実 行 速 度

　実験結果 の 各表 よ り，本研 究 で 実装 した ソ ル バ は，広 く使 わ

れ て い る Z3，　 Yices，　 CVC3 と比 較 して 実行速度が お よ そ 2 倍

遅 か っ た．ま た先行 研 究 で実 装 され た ソル バ に対 して も，お よ

そ 10％ほ ど遅か っ た．ただ し今回の 実験で は，実装 した ソ ル バ

が判定 に か か る時 間 は，論 理式 1 個 あた り 5 ミ リ秒 程度で あ り，

実 用 的 な実 行 時 間 で あ る とい え る．

6． お わ り に

　 本 稿 で は，整数 上 の 線 形制 約 の 整 数解 を導 出す るた め の 手 法

と して ，単体法 と ゴ モ リ
ー

カ ッ トの 合成の た め の 手続き に つ い

て 提案 し た．Cooper の 限量 子 除去 ア ル ゴ リズ ム と提案 した 手

法 を逐 次実行 す る こ とで，プ レ ス ブル ガー算術 式 の 整 数解 を導

出す る ソ ル バ を実 装 した．そ して 制約 付 き TRS の 定理 自動 証

明 の 例 題 を 用 い て，実装 した ソル バ と Z3，　 Yices，　 CVC3 ，お

よ び先行研究 ［8］との 比 較実験を行 っ た．そ の 結果，本手法に

よ り整数 解 を導 出す る こ とは で きたが，実行 速度 の 点 で は 他 の

ソル バ よ りも遅 か っ た ．今後 の 課題 と し て は，まず実 装 上 の 効

率化を図る こ とが挙げ られ る ．ま た，ゴ モ リ
ー

カ ッ トを組み 合

わせ た 場合 の 停止 性 は保 証 され て い ない た め，よ り収 束 しや す

い 論 理 式 の 形 式や 条件 につ い て も考 え る必要 が あ る．
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