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ガウス 分布の 類似問合せに関する考察
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概要 ：ガウス分布の 類似問合せの 処理 手法に つ い て アイ デアを述 べ る．類 似 度 として は カル バ ッ ク ・ラ イ

ブラー情 報量 を想定す る．問合せ 処理 が，ス カ イラ イン 問合せお よ びラ ン ク集約 の考 え方 を用 い て 実 現 で

きる こ とを示す．
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Abstract’ We 　describe　ideas　for　sirnilarity 　query　processing　on 　Gaussian　distributions．　We 　assume 　the　use

of 　Kullback−Leibler　divergence　as　the　similarity 　measure ．　We 　show 　that　queries　can 　be　processed 　using 　the

notiQns 　of　skyline 　queries　and 　rank 　aggregation ．
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L 　 は じめ に

　ガウス 分布 （Gaussian　distribution）は代表的な確率分

布 の
一

つ で ある ［2］．本研究 で は，ガウス 分布 の類似問合せ

に つ い て 議論する，こ こ で の 想定 は ， デ
ー

タベ ース 中 に 多

数 の ガウス 分布オブジ ェ クトが蓄積され て い る とい うもの

で ある．ガウス 分布は確率分布 で あるため，類似問合せ で

は確率分布 の 類似度を用 い る こ とが考 え られ る．

　代表的な確率分布 の類似尺度 として，カルバ ッ ク ・ライ

ブラ
ー

情報量 （Kullback −Leibler　divergence；KL 情報量）

が あ る ［71．本研究 で は ，こ の KL 情報量 の 使用 を 想定す

る，KL 情報量 は 距離 の 公理 を満 た さな い nonmetntc な 尺

度で あ る ［13］．そ の た め，M 一木の よ うな距離索引 ［5］， ［14］

を 利用 す る こ と もで き な い ．
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　そ こ で 本稿で は ，ガ ウ ス 分布 の 性質 と KL 情報量 の 性

質を効果的に 用い る．top−k 問合 せ を対象と し，ス カイラ

イ ン 問合せ （skyline 　query）［4］お よ びラ ン ク集約 （rank

aggregation ）［8］の 考 え 方を用 い た処 理 手法の ア イ デア を

示す．

2 ． 問題の定義

2．1　ガウス 分布 の 類似問合せ

　1次元の ガウス 分布 （Gaussian　distribution）は ， 分散を

σ
2

とし，平均を μ としたとき，

　 　 　 　 　 1
P（x ）＝

、蘇
exp

（x
一

μ）
22

σ
2 （1）

と定義さ れ る．d 次元ガウ ス分布は，分散共分散行列を Σ

と し，平均ベ ク トル を μ と し た と き，

・… 一
（、が 、II。ll副 一1・・ 一

μ ）
毒
Σ
一’

（・
一

μ ・］（・・
と定義さ れ る ［21．

　本研究 で は，多数 の ガウ ス 分布オブ ジ ェ ク トがデー
タ

ベ ース に格納さ れ て い る と考え る．問合せ と して ガウ ス分
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布が与 え られ る こ とを想定 し ， 類似した順 に 上位 k 件の ガ

ウス 分布を求める top −k問合せを考 え る．

2．2　情報量 に基づく類似尺度

　連続的な確率密度関数 に 対するカルバ ッ ク ・ライブラ
ー

情報量 （Kullback−Leibler　divergence，　KL 情報量）あ る い

は双対 エ ン トロ ピ
ー

（relative 　entropy ） ［7】は，／（x ），g（x ）

を 任意 の 確率密度関数と し た とき，

… （fli・）一鷹掴 1・ 瑳E（1：1．x；d． 　 　 （・）

で 与 え られ る．一
般 に 工）KL （fllg）≠ 1）KL （gllf）で あ り，

DKL （fllg）≧ 0 で ある ．DKL （fllg）＝ 0 とな る の は

f（＝）　＝g（x ）の ときで あ る．情報理論の 立場か らは，KL 情

報量 D （fLlg）は ， 真 の 分布が f の とき に 分布が g で あ る

と仮定 した 場合の 非効率 さ の 測度で ある と説明 さ れ る ［71．

KL 情報量 は三角不等式も満た さず，　 nonmetric な 尺度で

あ る ［13］．

　な お ，非対称で ある KL 情報量 を類似問合せ に用 い る に

は，q，p を そ れ ぞ れ 問合せ分布，データベ ー
ス 中の 分布と

し た とき，DKL （pllq）と 1］）KL （qlLp）の どち ら を使用す る か

が 問題 とな る．こ こ で は 双方と も考慮す る こ とに して，

・ タ イ プ 1 の 問合せ ：1）KL （gllp）を使用

・ タ イ プ 2 の 問合せ ：DKL （p［iq）を 使用

とい う 2 つ の タイ プを考 え る，

3． 問合せの分析 ：1 次元 の場合

　 こ こ で は，1 次元の ガ ウス 分布 に つ い て，KL 情報量 に 関

す る分析を 行 う，以下が成り立つ ．

　命題 1　ノ（x ）二 く厂（μ∫，σf），g（x ）＝ N （吻 ，
σ
g）を 2 つ の

1次元ガ ウス分布とす る．DKL （fllg）は

PKL ・ノil・引
（・・

一
・・）

2
＋ ・呈一1。　L？一、

　　　　　σ夛　 　 　 σ3 ］
で与 え られ る．

（4）

■

DKL （fl］g）は 閉 じた 形式 （closed 　form）で 与 え られ，数値

積分を 用い て計算す る必要は な い こ とに注意す る．

3．1　タイ プ 1 の 問合せの分析

　タイプ 1の問合せ DKL （qHp）に つ い て考え る．問合せ が

与 え られ た 時点 で 定数 に な る項 を 除き 整理 す る と，以下 の

ラ ン ク付け関数 （ranking 　function）が得ら れ る．

　定義 1　KL 情報量を用 い た タイプ 1 の 問合せ に対す る

ラ ン ク付け関数を以 下 の よ うに定義す る．

舳 一（PSg一

紫
む

・ 21nap 　 …

μp，σp に対する DKL （gllp），RkL ，（p ）の 増減は
一

致す る．■

　R 監， 1 （p）は 1絢 一
μpI につ い て単調増加する 関数で あ る．

σ p につ い て は，以下の ような性質を導 くこ とがで き る．

　性質 1　R 灸．，（P）は，σ君≦鰐＋ （μq
一

μP）
2 にお い て単

調減少 し，σ碁〉 σ1＋ （μq
一

μp ）
2

に お い て単調増加する．■

　 こ の 性質 を 図示 した も の が 図 1 で あ る．見 や す さ の た

め， 横軸は （μザ μp）
2r

縦軸は 朔 と して い る．矢印は KL

情報量が減少する方向 （値が良くなる方向）を指して い る，

図よ り， ラ ン ク付け関数 は 区分的に 単調性 が ある こ とが わ

かる．

ap2

ap2 ＝σ〜

D 嘱
・
μρ

）2 　 0 1μ q
一
μpl

　 図 1　π 翫 1 〔p）の性 質　　　　　図 2　R 灸L2 （p）の 性 質

Fig．1　Property　of π 灸L1 （p）　Fig．2　Property　of　R 呈【L2 （p）

3．1．1　タイプ2 の問合せの分析

　ラン ク付け関数は次の よ うに定義で き る，

　定義 2　ラ ン ク付 け 関数 を 以下の よ うに 定義す る．

πlt。、（P）
一（μ，

一
μ，）

2
＋ ・鋭 2・li・ σ

。 （6）

μp ，σ ρ
に 対す る PKL （pllq），π   2 （p）の増減は

一
致す る．璽

　σ
p

に つ い て 次 の よ う な性質が 成 り立 つ ．

　性質 2　π 翫 2 （p）は，σ p ≦ σ g で単調減少し，σ p ＞ σ q

で単調増加す る，　　　　　 　　　　　　　　　　　 ■

タイ プ 1 と異なり，最小値をとる値 は 1絢 一
μpl に は依存

し ない ．図 2 に 性質を図示する．

3．2 ス カイライン 問合せと して の 解釈

　KL 情報量 の タイ プ 1 の 問合せ を考 え る．図 3 の よ うに

ガウス分布オブジ ェ ク トが分布して い る とする．c と d を

比 べ る と，c の 方が μg
か ら の 平均の 位置 が遠く，分散が

小 さ い ．斜線 の 下 側の 領域で は，分散 が 小 さ い ほ ど不利な

た め，c の方が KL 情報量の値が悪い （よ り大き い ）と判

断で きる．同様 に f，g も d に支配され る．斜線の 上側の

領域 で も，支配 の 方向 は違 うが 同 じ よ うに考 え る こ とが で

き，m は Olr ，Slt ，u を支配す る．

ap2 ●u 　　 s・
t●　　　 rO

、
　 0 ●

m6
ノ●　　 k．

’

隔 ．

h ” ・

　 　 ・
c 　　　9 ●「

b一

ap2

a ●　　β ・ プ●

0 o
ザ

μP）2 　 0 CUe一μP）2

図 3　オ ブジェ ク トの分布例　 図 4　ス カ イ ライン 問合せ の結果

Fig・3　Example　of 　objects 　 Fig・4　Skyline　query 　reslllt

な お，それぞれの ガ ウス 分布オブジ ェ ク トがどちらの領
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域 に 属す る かは ， 簡単な条件で判定で き る，特 に KL 情報

量 の タイプ 2 の場合 は簡単 に なる．

　図 3に 対す る ス カイ ラ イ ン問合せ （skyline 　query）［41の

結果を図 4 に 示す．｛α ，b，d，h，ゴ｝と ｛1， m ，
n ｝が各領域の

ス カイライ ン で ある．最も KL 情報量の値が良い オブジェ

ク トは，ス カ イ ラ イン を構成す るオブジ ェ ク トの い ずれ か

で あ る点 に注意す る ．つ まり，
こ れら 8個の オブ ジ ェ ク ト

に つ い て KL 情報量を計算 し，最 も値 の 良い もの が最適解

（top−1）とな る．

　top−2 の オ ブ ジ ェ ク トを 見 つ け る 場合 に は
， まず top −1

の オブジェ ク トを ス カイライ ン から削除し，ス カイライ ン

を 再構成す る，ス カ イラ イ ン を構成す る オブ ジ ェ クトの 中

か ら最 も KL 情報量 の 値 が 良い もの を選べ ばよい ，

3．3　問合せ 処理アル ゴ 1
丿ズム

　KL 情報量 の タイ プ 1 の 問合せ を 例 に と り，問合 せ 処理

の 大ま か な ア イ デ ア を説明す る．ア ル ゴ リズ ム の 概略を

図 5 に 示す．

1 ： function　KLD −QuERY（q）　　　　　＞ for　1−D ＆ type　l　case

2 ；　　　S ← の；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＞ Init　the　result 　set

3 ：　　 u −grαph ← の19−gr αph ← の｝　　　 ＞ Dominance 　graphs

4 ：　　 initNNQuery （μq，0）；　　　　　　　 》 In童tialize　NN 　query

5 ；　　 loOP

6 ：　 　 （μP ，σ P ）← nextNNO ｝

7 ・ 　 if σ 舞≧ σ 婁＋ （μ 9
一

μP ）
2
　then

8 ：　　　　　 tん一graph ，add （μp ，
σ p ）；　 レ Add 　to 　the 　upper 　graph

9 ：　　　　 else

10 ：　　　　　 Lgr α p 九、add （μp ，σ p ）；　 レ Add 　to　the　lower　graph
11 ：　　　　 end 　if

12 ：　　　　 if　stop 　condition （
＊

＞is　satisfied 　then

13 ：　　　　　 Compute 　KL 　divergence 　fQr　each 　skyline 　object ｝

14：　　　　　　 Add 　the　best　Qbject 　to　5；

15 ：　　　　　　 if　ISI＝kthen

16 ：　 　 　 　 re もum 　S ｝

17 ：　　　　　　 end 　if

18 ：　　　 　 Remove 　the　best　object 　from 　u ．grα ph 　or 　1−gr α ph ；

19 ：　　　　 end 　if

20：　　 end 　Loop
21 ： end 　function

　図 5　間含せ 処理ア ル ゴ リズ ム （1．D ，タイプ 1）

Fig ・5　Query　processing 　algorithm （1−D ，　type 　1）

　事前に各ガウス分布オ ブジェ ク ト （μp ，
σp）を 2 次元 の 空

間索引に登録して お く．関tW　initNNQueryO と nextNNO

に より空間索引を用 い た最近傍探索を行 う．4 行 目で 設定

し て い る ように
， 点 （pag，O）から近 い 順 に 検索す る．7 行目

で ， 索引から （μp，σ p）が得られたとき ， a；≧ σ1＋（絢
一

μp）
2

で あれば上部領域，そうで なければ下部領域に属す る と判

定する．上部，下部それぞれの領域に つ い て，支配関係に

基づ くグ ラ フ をイ ン クリメ ン タル に 構築 して い く （8行 目

VoL2013 −DBS −157　No ．32
Vel，2013−IFAT −lllNo ，32
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および 10行 目．詳細は省略）．12行目で ， 停止条件が成立

して い る か ど うか を判断して い る．こ こ で の 停止条件は，
「ま だ 探索 して い ない す べ て の オブ ジ ェ クトが，支配関係

グラ フ に よ り得られるス カイライ ン に 支配され て い る」 と

い う こ とで あ る．こ の チ ェ ッ クは空間的な条件を用い て容

易に 行 え る
’ 1，停止 条件 が 成 り立 つ と

，
ス カ イ ラ イ ン を構

成す る各オ ブジ ェ ク トにつ い て KL 情報量を求める （13行

目），計算済 の値があれ ば そ れ を 用 い る．KL 情報量 が 最

大 の オブジ ェ クトを S に追加 し，も し S の 要素数 が k な

らば処理 を終了す る．そ うで な け れ ば処理 を継続す る が，

S に追加 したオブジ ェ クトを支配グラ フ か ら削除して お く

（18 行 目）．

　実装レ ベ ル の ア ル ゴ リ ズ ム で は t さ らに 検 討す べ き

問題 があ る．一
つ に は ，こ こ で の ス カ イ ラ イ ン 問合せ

は 1歯 一
μpl と σp の 2 次 元 空 間 を 対象 と し て い る が ，

探索空 間上 で の それぞれ の 分布 パ ターン が大 き く違 っ

てい る可能性 がある．第
一

に，最近傍探索を行 う際 に ，

1）（μp ，
σ
p ）＝　（侮

一
μp ）

2
＋ ω σ多とい っ た重 み 付きユ

ー
ク

リ ッ ド距離を用 い る こ とが考え られ る．正 の 定数 w を ど

の ように定め るかがポイ ン トとなる．第二 に tI μq
一

μpl は

動的 に 決 まる の に 対 し，σ
p は 静的 に決 まる とい う違 い も

あ り，そ の 性質 を ど う活用す る か とい う課題 もあ る．さら

に，問題の性質を考慮して索引構造を 工 夫する こ と も考 え

られる．

4． 多次元の場合 ：次元独立の場合

　次 に，ガウス分布の各次元が独立 で ある場合を考え る．

こ の とき，ガウス 分布の 等距離面 は軸並行 の 楕円 体 とな る．

4．1　問合せの分析

　∫＠）＝亙 （μf，
Σ f），g（x ）＝亙 （μg ，

Σ
g）を 2 つ の d 次元

ガウス分布 とす る．独立性 の 仮定か ら，Σf ，
Σ

g は対角行

列 とな る．対角要素を そ れ ぞれ σ f，i，
σ
g，i で，ま た，平均ベ

ク トル の要素を そ れ ぞれ μf，、，pag，i で 表す （i ＝1
，
＿

，の．

　以下で は，KL 情報量 の タイ プ 1 の 問合せ を 例 に と り分

析を行 う．

　命題 2　Z）KL （fllg）は

翫 ・∫II・・− 1［1＝1 （
晦

評 ・ ；il：一・考：）
一・］…

で与え られ る．　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■

　問合せ ガ ウ ス分布を q ＝（μq ，
Σq）と し，データ ベ ース

中の ある ガウス 分布を p ＝（μp，Σp）としたときの タイプ 1

の KL 情報量 Z）KL （qllp）に つ い て考え る．

　定義 3　¢ 番目の次元に つ い て の ラ ン ク付け関数は

’1
た だし，そ の た め に は nextNNO を こ の タイ ミ ン グで 呼び出す

　 必要がある．図 5 の表現で は，分 か りや すさの 方を優先 し た．
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艦 1（P ，
i）一

（解

留
2
略

＋ 21・ a
，，i

　 　 　 　 　 　 　 　 　 P．t

となる．

（8）

■

こ の式は ，i に対す る添え字以外は 1 次元 の場合と同 じで

あ り，増減 に つ い て 同様 の 性質 が成 り立つ ，

4．2　問合せ処理 ア ル ゴ リズ厶

　上 記 の 分析 に よ り，あ る 次元 につ い て 最良の ス コ ア を与

え る オブ ジェ ク トは，ス カ イ ライ ン 問合せ に よ り特定で き

る こ と に なる．しか し，式 （7）を見 る と，求め る KL 情報

量を得 る に は，各次元 の ス コ ア の 和を と る必要があ る．あ

る 次元で 類似 し た オブジ ェ クトが別 の 次元 で類似 し て い る

とは限らない ため，問合せ処理 に おい て工 夫が必要で ある．

　そ こ で，い わ ゆ る ラ ン ク集約 （rank 　aggregation ）［8］の

考え方を用い る．こ れ は，サーベ イ論文 ［101で は，top −k

選択問合せ （top−k　 selection 　query ）と呼ばれ て い る．こ

こ で は，代表的なア ル ゴ リズム で あ る 伽 e5 んo 薦 吻 o配 んm

（TA ）［8］を一
部修 正 して 用 い る．

　各次元 i ごと に，71：ltLl（p ，
i）の 小 さ い 順 に オブ ジ ェ ク ト

idp と対応す る i 次元の 平均値 μp、，と標準偏差 μp，、を返

す，ソ
ートざ れ た ア ク セ ス （sorted 　access ）機能 を 提供 す

る サ ブシ ス テ ム Si が存在する こ とを想定す る．サブシ ス

テ ム で は，3，3 節で 述べ た 問合せ処理 ア ル ゴ リズ ム を実装

す る，一
方，オ ブジェ ク ト ID を 与 え る と，対応 す る平 均

ベ クトル μ p
と分散共分散行列 Σ

ρ
の値を返す ラ ン ダム ア

クセス （random 　access）機能も提供 され る とす る．

　問合せ処理 ア ル ゴリズム を 図 6 に 示す．基本的に は TA

アル ゴ リズム に 基づ くが，本研究 に応 じた修正を行 っ て い

る．10行 目で は，IQI〈 k の 場合は単な る追加，　 IQI− k

の 場合は 追加 と同時に Q 中の 最下位オ ブジ ェ ク トの 削除

が 行わ れ る，12行目に 出て くる仮想 オ ブ ジェ ク ト t に つ い

て 説明す る．11 行目 が終 わ っ た 時点で，St （i ＝1，＿，d）
に お い て 最後 に ア クセ ス した （こ れまで 見た うち で 最 も

劣っ て い る）オ ブジェ ク トの i 番目の 次 元 の平均値，標

準偏差を μi，a， とす る．仮想オブジェ クト t は，各次元 i

（i ＝1，＿ 、d）の 平均値，標準偏差が μt，の で ある ようなガ

ウス 分布 で ある．こ こ で 計算される 闘値 丁 は ， まだ見て い

ない オブ ジ ェ ク トがとりうる最良の ス コ ア で ある．Q に 含

ま れ るオ ブジェ ク トが k 個 に 達 し，各オ ブ ジェ ク トの ス コ

ア が T よ り良い な らば処理を 終了す る （13行目），

　TA ア ル ゴリズム に よる問合せ 処理はイン スタ ン ス最適

性 （instance　optimality ）と呼ばれる効率性が保証 されて

お り，理論上は 効率的なア ル ゴ リズム で あ る，問合せ 処理

の 具体的な実現方式 に つ い て は今後 の 課題 としたい ．特

に，問 合 せ ガウ ス分布の標準偏差 σ
q，2 （i ＝1

，
＿

，
d）の 値

が次元 に よ る 大 き く異 な っ て い る 場合，そ の こ と を ア クセ

ス の 効率化 に 活用 で きる 可能性があ る．

1；function 　KLD −QuERY（q）
2；　　 ＞ d−d正nl 　case （type 　1＞： Each 　dimellsion　is　independent

3：　　 Q ← の　　　　　　　　　　　 ＞ Priority　queue 　with 　s圭ze た

4 ：　　 100P　　　　　　　＞ SQrted　access 　to　Sl，．．．，Sd　in　parallel

5：　　　　　 1」et　P　is　Qbtained 　by 　 accessing 　Si；

6：　　　　　if　p　is　accessed 　for　the　first　time 　then

7：　　　　　 Do 　 a　random 　access 　tQ　p；

8；　　　　　 Gompute 　s ← DKL （qllP）；

9：　　　　　 if　the　score 　 8　is　within 　top−k　then

10：　　　　　　　　　　（？，add（（p，　b’〉）1
11：　　　　　　 end 　if

12：　　　　　　　丁 ←
−1）KL （qLlt）；　　　　　　　　レ tis　a 　virtual 　object

13：　　　　　　　 if（IQI≡k）〈 （∀〈p，s ＞∈ Q，s ≦ τ ）then

14：　　　　　　　　　　 return ◎；

15；　　　　　　　 end 　if

16：　　　　 end 　if

17：　　 end 　loOP

18： end 　function

　 図 6　問合せ 処理ア ル ゴ リズム （d−D ，タイ プ 1，次元独立 ）

Fig ．6　Query　procesing　algorithm ＠ D ，　type 　1，each 　dimension

　　　 is　independent ）

5． 多次元の場合　一般の場合

　
一

般の 場合 ， すなわち分散共分散行列が対角行列 で な い

場合に つ い て 考える．

5．1　定義と分析 の 準備

　KL 情報量は 以下 の よ うに 与 え ら れ る．

　命題 3 つ KL （fllg）は

D ・ ・ （／ll・）− ll・ det（Σ ・）
… （Σ

一・

Σf）
　 det（Σ f）　　　

9

＋ （μダ μ∫）
む
Σi

’

（μ、

一
μ∫）

− d］（9）

で 与え られ る．た だ し，行列 M に対し，det（M ）は M の

行 列 式 で あ り，tr（M ）は M の ト レース で あ る．　　 ■

　この場合，これ まで の 分析手法を適用す る こ とは 困難 で

あ る．分散共分散行列 の d2 個 の 要素を考える 必要があ り

（実際 に は分散共分散行列 は 対称で あ るた め 約半分 とな る ），

次元問の 相関も存在する．そ こで，近似 に よる フ ィ ル タリ

ン グ処理を考 える．

　与 え られたガ ウス 分布 N （μ，Σ ）に 対 し，Σ
一1

を，

　 　 　 　 d

Σ
一’ 一Σ λ・嘱 　　 　　　　　 　 （10）

　 　 　 　 i＝1

とス ペ ク トル 分解す る．λ
、，vt は それぞれ，　 i 番目の 固有

値と固有 ベ ク トル で ある．なお，分散共分散行列 Σ
一1

に

つ い て は 固 有値は 正 の 値を と る．ま た，

λmin
＝ min ｛λi｝

λ＿
； max ｛λi｝

とお く，

（11）

（12）
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5。2　問題 の 分析 （タイプ 1）

　まず，タイプ 1の 問合せ DKL （qlFp）に つ い て 考え る，

　命題 4　ラ ン ク付け関数 π長Ll （p）は

Rft
． 1 （P）＝1n（det（ΣP ））十 tr（Σ厂

1
Σ

9 ）

　　　　　 ＋ （μ
，

一
μ

，
）
め
Σ云

1
（μ

，

一
μ

，
）

で与え られる．

5．3　近似関数を用 いた問合せ処理 （タイプ1）

近似的な ラ ン ク付け関数を以下 の よ うに定義する．

命題 5　近似的な ラ ン ク付け 関数 R 氤1（p）を ，

（13）

■

R監L1（p ）＝ ln（det（Σ p））十 λ盈in ［tr（Σ q ）十 11μp
一

μσ112］（14）

で 与える．ただし，λ盈i、は Σガ に対する λmi 。 で あ り，

11μp
一

μgll
は μp ，μg

の ユ
ー

クリッ ド距離で あ る．　　 ■

　旦翫1（p）につ い て以下の性質が成り立 つ ．

　定理 1　常に R 蚤． ， （p）≦ π路 ／ （p）が成立す る．　　　 ■

　証 明 ：A
，
B が dxd の半 正 定値 （positive　semide 丘nite ）

行列 で あ る とき ， tr（AB ）≧ λmin （A ）tr（B ）が成 り立 つ

［9］．ただ し，λmi 。 （A ）は A の 最小固有値 で あ る．分散共

分散行列 お よ びそ の 逆行列 は 半正定値行列 で あ る の で ，

A ＝Σ云
1

，
B ＝Σ

q
と置 く と tr（Σ∬

1
Σ

q）≧ λYnintr（Σp ）と

なる．（μp
一

μq）勉 ∬
1
（μp

一
μq）≧ λ盆inllμp

一
μql12

が成 り

立つ こ とは ［11］に よる．　　　　　　　　　　　　　 囗

　つ ま り， 旦氤 1（p ）は 実際の R 長，，（p）の 値よりもより良

い 値を返す こ とがあるが，その 逆はな い ．こ の 性質の 利用

に つ い て 述べ る．データベ ー
ス の 各ガウス 分布 N （Ptp　，　Zp ）

につ い て，μp
の 情報 だ け で な く，行 列 式 det（Σ p ）お よ び

Σガ の 最小固有値 λgli、の情報を事前計算す る．　R9，， 1 （p ）

は det（Σp），λ盈in，IIμp
−

1‘q　11の い ずれ に対 して も単調増加

関数 で あ る の で，4 章の 考 え 方を用い る と，こ れらの 3つ

の 次元 に 対す る ス カイ ライ ン 問合せ に より， RZ，L1 （p ）の 小

さい 順 に オブジ ェ ク トを検索で きる．

　問合せ処理 ア ル ゴ リズム を図 7 に 示す，5行 目の 関数

nextAprNN （q）は，　RZ，，，（p）が小さい 順に オブジ ェ ク トID

と近似ス コ アを返す関数 で ある．その 実装 は，4 章 の ア プ

ロ ーチで 実現で きる．得られ た オブジェ ク ト p に対し，真

の ラ ン ク付け関数 の 値 s ；　71k
，，（p）を求め て 優先度付 き

キ ュ
ー Q に 追加 してい く．た だ し，Q の サイ ズは k で あ

り，余分な オ ブジェ ク トは キ ュ
ーか ら削除 さ れる．6 行 目

で は 終了条件 を判定し て い る，Q に k 個の要素が含ま れ

て お り，Q 中の最大 （つ ま り 鳶番目）の ラ ン ク付け関数の

ス コ ア が，nextAprNN （q）からい ま得 られたオブジェ クト

の 近似 ス コ ア以下 で あれ ば，そ れ 以降処理 を続け る 必要は

な い た め，アル ゴ リ ズム を終了 す る．

5．4　タイ プ 2 の場合の 処 理

　PKL （pHq ）の 場合も同様の 考え方 で 処理できる．ラ ン ク

1； function 　KLD 　QuERY（q）　　〉 （みdim 　gene 「 al 　case （tyPe 　1）

2 ：　　 Q ← の；　　　　　　　　　　 レ Priority　queue 　with 　size　k；

3 ：　　　max ＿s ← Oi

4 ：　　 loOP

5：　　　　〈p，旦〉← nextAprNN （q）　 レ NN 　query 　using 旦長． ，（p ）

6 ・　 　 if （IRI＝h）八 （E ≧ Tn α m −s ）then

7 ：　　　　　 return （？i　　　　　 レ No 　more 　good 　candidates

8 ；　 　 　 　 end 　if

9 ：　　　 5 ← 7ekLi （P ）；　　　　　　 レ Compute 　the　true　score

10：　　　 R ．push （＜p，3＞）；　　　　　　　　　 レ Add 　to　the　queue

11：　　　 max −s ← max ｛s，max −s｝
12：　　 end 　loop
13： end 　function

　 　 図 7　
一

般の 場合の 問合せ処理 ア ル ゴ リズ ム

Fig ．7　Query　processing 　algorithm 　for　general　case

付け関数を以下 の ように定義す る，

　命題 6　ラ ン ク付 け 関数 π靴2（p）を ，

πk。、（P）一一1・（d・t（Σ ，））＋ t・（Σ7
’
Σ

，）

　　　　　 ＋ （μ
，

一
μ

。
）Σ δ

1
（μ

，

一
μ

，
） （15）

で与え る．　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 ■

　近似的なラ ン ク付け関数を以下の ように 定義する．

　命題 7　近似的な ラ ン ク付 け 関数 旦覧 2（p）を，

・k・・（・）一　dl・ λ？n ・
＋ 纛 ・・（・ぴ

1
）

　　　　　　＋ （μ
，

一
μ

，
）Σi1（μ、

一
μ

。
）　 　 （16）

で 与 え る．ただし，λ9nin，λ鴛、ax は Σガに対する λmi ，、，λm 。 x

で ある．　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 ■

　Z 　CL2（p）につ い て 以 下 の 性質が 成 り立っ ．

　定理 2　常 に R 　
，L2 （p ）≦ π靴 2 （p ）が成立す る．　　　 ■

　証明 ：Σガの 固有値を 岬，＿ ，鳰 とす る と，Σp
の 固有

値はそれぞれの 逆数 1／岬，＿ ，1／λ詈で 与 え られる．よっ て

一1・ （d・t（Σ，））一
一1・rl廴11 ／λ卜 Σ廴、

1・ λ、 ≧ dl・ λZ，、，、
となる．次 に ，Σ

p
の 最小固有値が 1ハ監脳

で あるため，

tr（ΣiiΣp ）≧ 1／λ盈。 xtr （Σ g）と なる．　　　　　　　 □

　R 監，，（p）は λ監n ，
1／λ監ax ，（μq

一
μp）

古
Σ♂（μg

一
μp ）の そ

れ ぞれ に 対 して単調増加す る た め ，タ イ プ 1 の場合と同

様の ア ル ゴ リズ ム で処理 で き る．なお ，二 次形式の 距離

（μ，

一
μ， ）

‘
Σぴ

’

（μ ，
一

μ，）に よ る 最近傍問合せ は ，［12］の

手法を用い る こ とで，R一木などの 空間索引を用い て 処理で

きる．

　以上，
一

般の 場合 に 対す る問合せ処理 の ア イデ ア に つ い

て 述べ た．近似を用 い る こ とで ， 問合せ処理 の 過程 で 実際

に結果には含まれない オブジ ェ ク トに多数アクセ ス する こ

と に なる が ， 実際 に どの 程度 に なる かは実験 で 検証す る必

要がある．問合せ処理時間に は，対象とするデ
ー

タ集合の

特性が大きく影響すると考 え られる．個 々 の ガ ウス 分布位

置 が あ る程度離れ て い る データ と密集 して い る データ で ，

戦略 を変え る必要があ る か も しれ な い ．
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6． 関連研究

　本研究 で は，KL 情報量 に 基づ くガウス 分布 の 正確な類

似問合せ手法を提案 した．つ まり，問合せ処理の 過程 で 近

似処理は用 い て も，得 られた top−k オブ ジ ェ ク トは真 の

top −k で ある．こ の ような観点 で の ガウス 分布 の 類似問合

せは，著者の 知る限り他に見 られない ．

　 KL 情報量は，対称で な く，また，三 角不等式 も満たさな

い た め，nonmetric な 尺度 で ある．　 nonmetric な 尺度 を 用

い た類似検索 に 関する サ
ーベ イ が ［13］に ある．検索処理 の

効率化の た め の ア プロ
ー

チ と して は，一
つ に は，そ の 尺度

の 特性を 分析 し，その 尺度 に応 じた 問合せ 処理方式を開発

するもの があ り，本研究はこ れに相当する．別の アプ ロ
ー

チとし て は，コ ス トの 高い 前処理を行い ，デー
タ集合を う

ま く分離 ・整理 して 既存の 索引構造を 使 え る よ うに す る も

の も ある ［61， ［13】．後者 の ア プロ
ー

チ に 比べ る と，本稿 で

の提案手法の前処理 の コ ス トは小 さ く，ま た，R 一木な ど既

存 の 空 間 索引 を そ の ま ま活用 で き る とい う利点 が あ る．

　KL 情報量や ユ ーク リ ッ ド距離な ど，さ ま ざま な類似尺度

を包含す る 尺度と して Bregman　divergenceが ある．よ り

一
般的な Bregma 皿 divergence につ い て 各種 ア ル ゴ リズ ム

を 開発 し よ う とい う流れもあり，た と え ば クラス タリン グ

に 関 する 研究が ［1】に あ る．［15］は，Bregman　divergence

に よ る 問 合せ の た め の 効率的な ア ル ゴ リズム を 開発 し よ う

と い うもの で ，目的は 本研究 に 近い ．た だ し，彼 らの 研究

で は一
次元 の確率分布 （た だ し，d 個の ヒス トグラム に よ

り表現 さ れ て い る）を扱っ て お り，本研究の 目的 に は 使用

で き な い ．ま た，問合せ の 種類 と して は タ イ プ 2 の み が 考

え られ て い る．

　［3］で は，多次元 ガウ ス 分布の 類似問合せ が扱わ れ て お

り，目的は 本研 究 との 関 連 も深 い ．た だ し，対象 とな る の

は次元独立の ガウス 分布 で あ り， 類似度と して は ガウス分

布 の 積 の 積分が用い られ て い る．

瓦∫（・ ）・9融 （17）

ただ し，f（x ），g（x ）は d 次元 で各次元 が独立 な ガ ウス 分布

で ある．なお，f（x ）を固定 したとき ， 上記 の 式を最大 に す

る g（x ）は g（x ）＝f（x ）で はない
’2．そ の 点で こ の 尺 度は

「類似度」 で は な い ．［3］で は，こ の 尺 度 に 基づ く類似問合

せ の ため に Gauss一木 と呼ばれ る索引を提案 して い る．

　こ こ で は，［3】で 述べ られた問合せが，本研究の ア プロ
ー

チ で 処理 で き る こ とを簡単に述べ て お く．まず，1 次元 の

場合の ラ ン ク付け関数は

嚇 ）一・吟 剃 鵜麟 （18）

’21 次元 の場合，f（x ）＝N （μf，σ f），g（m ）＝N （μ g，σ g ）とする と，
　 ノ＠）を固 定 した とき 上式を 最 大 とす る g（m ）は μg

＝
μノ

か つ

　 μ g → 0 の と きに得 られ る．

とな る．なお PG は
“Product　of　Gaussian” を意味する．

こ の 関数は，嬬 に つ い て，嬬 ≧ （μα

一
μP ）

2 の とき単調増

加 し
， そうで ない と き，a3 ≦（μq

一
μp）

2 一
帽 に お い て 単

調減少，それ以外 で 単調増加する．KL 情報量 の 場合と異

な り 3つ の 領域 に 分かれるが，区分的 に 単調性を有する．

7． まとめ と今後の課題

　本稿 で は，KL 情報量 に基づくガ ウス分布 の 類似問合 せ

に つ い て の ア イ デ ア を 述 べ た，今後 は ア ル ゴ リズ ム の 洗

練，実装手法 の 開発，評価実験を 行 い た い ，
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