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1 序論

相互作用する多数の要素からなる集団が，全体として秩序だった振る舞いをする現象は，原子・

分子の集団から，生体細胞の集団や動物の群れ，人間の集団に至るまで幅広い領域で普遍的に見ら

れる．このなかで，原子・分子の集団としての物質の性質に関する研究は，統計物理学と呼ばれる

分野において長い歴史を持ち，その理論体系は確立されている [1]．その一方で，2,30年ほど前か

ら，生物や人間の集団の振る舞いまでが，物理学の研究対象として注目を集めるようになってきた

[2, 3, 4]．この新しい研究領域においては，局所的な相互作用により定義される多体モデルを考え，

数値シミュレーションにより現実的な集団の振る舞いを再現できることを確認するという，構成論

的な手法がとられることが多い．このような方法による研究は，現実の生物や人間の集団内におい

て，個体間に働いていると思われる微視的な相互作用を同定するという目的において有効である．

しかし，集団現象の分野において研究者の興味を引きつけるのは，微視的な相互作用のメカニズム

だけではない．生物や人間の集団において真に興味深い現象は，特徴的なパターンの発生であった

り，様々なパターンの間の遷移といった，集団の巨視的な振る舞いである．本研究の目的は，デー

タ解析の分野で考案された次元削減手法を応用した解析手法 (この手法を Coarse Analysisと呼ぶ

ことにする)を用いて、このような新しい物理学の対象における集団運動を支配する巨視的法則を

見出すことである．

1.1節で伝統的な物質科学としての物理学において，原子・分子の集団運動がどのように扱われ

てきたかを簡単に振り返ったあと，1.2節で生物系における集団運動，1.3節で人間社会における集

団運動に関する近年の研究の流れを説明し，1.4節で従来の物理学の手法をこれらの新しい対象に

適用する上での困難について述べる．1.5節で本論文の構成について述べる.

1.1 原子・分子の集団運動と統計物理学

我々が直接目にすることのできる物体や物理現象は，膨大な数の原子や分子の集団運動からなる

マクロな対象である．このようなマクロレベルの振る舞いと原子レベルの運動法則を結びつける理

論として定式化されたのが統計物理学である [1]．

統計物理学の歴史と概要について述べる前に，熱力学という理論体系に触れておく必要がある

[5, 6, 7]．熱力学は，まだ原子や分子の存在が確認されていなかった時代に体系付けられた理論であ

り，マクロな物質を支配する法則を，物質の構成要素に依存せず記述するものである．つまり，わ
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れわれが直接観測できるマクロな物理量で閉じた普遍的な理論である．統計物理学は，19世紀中盤

に確立されたこの熱力学の理論体系に整合するように，19世紀後半から 20世紀前半にかけて構築

された理論である．熱力学の初期の成果としては，気体に関するボイル・シャルルの法則が挙げら

れる．これは，気体についてわれわれが直接観測できる体積，温度，圧力というマクロな量の間に

成り立つ普遍的な法則であり，気体を構成する微視的要素が明らかになっていなかった時代に発見

された実験法則である．その後，19世紀前半になされた Carnotによる熱機関の仕事効率に関する

考察をきっかけに，マクロな物質を動かすのに必要な仕事量と熱量の関係が 19世紀中盤にMayer，

Jule，Helmholtz，Clausius，Tomsonらによって調べられた．これらの研究から得られた知見は数

学的に整理され，第１法則と第２法則を基本原理とする熱力学の理論体系が確立された．この成果

は物質科学において，「マクロな物質の安定な状態 (平衡状態)とは，熱力学ポテンシャルと呼ばれ

る量の最小値を実現する状態である」という，明瞭な視点を与えることになった．

一方で，19世紀前半は，Daltonの原子論の提唱や Avogadroの法則の発見という重大な発見が

あった時代でもあった．彼らが提唱した，物質が原子や分子という微小な粒子の集団からなってい

るという仮説は，実験事実をよく説明できた．そのため，物質のマクロな側面を説明する熱力学の

理論体系を，物質を構成する原子・分子の集団現象として再導出する試みが行われるのは自然な流

れであった．その試みに最初に成功したのは，Maxwellの気体分子運動論であろう．Maxwellは，

気体分子の運動において成り立つ対称性を利用して，分子の速度が従う確率密度分布を導入し，そ

の分布から気体の状態方程式を導出することに成功した．Maxwellのこの理論において重要な点は，

ミクロな構成要素が従う確率分布を導入し，マクロな熱力学量を，その確率分布から計算される統

計量と考えたことにある．その後，この考え方は Boltzmannや Gibbsらによって一般化され，現

在の統計物理学の理論体系が確立された．この枠組みにおいては，系の微視的な状態は，その系を

微視的に記述する Hamiltonianの関数である Boltzmann分布という確率分布に従い，熱力学量は

この分布の統計量として表される．統計物理学の理論を用いることで，熱力学の枠組みにおいては

実験で測定する他なかった比熱や磁化率といった物質に固有の物理量の値を，微視的なモデルから

求められるようになった．そして，モデルから計算された値と実験値を比較することにより，現実

の物質を単純化した微視的なモデルがその物体の本質をどれほど捉えているかを検証することが出

来るようになった．また 20世紀中盤には，物質の相転移点において特異性を示す物理量の発散の

度合いを特徴づける臨界指数と呼ばれる値を，微視的なモデルから具体的に計算する繰り込み群と

いう手法がWillsonによって提唱された [8]．繰り込み群により，臨界指数の値が微視的モデルの詳
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細には依存しないことが示され，微視的なモデルは同じ臨界指数を持つユニバーサリティクラスと

呼ばれるクラスによって分類されるという新しい視点をもたらした．このように，統計物理学の理

論の発展は，20世紀における物質科学において重要な役割を果たしてきた．しかし，統計物理学の

基礎をなす Boltzmann分布を，原子・分子のミクロレベルの振る舞いを支配するNewton力学や量

子力学から直接導出しようという試みは現在のところ上手くいっておらず，この分布を採用する正

当性はあくまで熱力学との整合性に依っていることに注意しておく．

ここまで述べてきた熱力学および統計物理学は，主に平衡状態という静的な状態の記述において

のみ有効な理論である．気体や流体の流れといった平衡状態から離れた非平衡系を記述する理論と

しては，流体力学という理論体系がある [9]．流体力学の基礎方程式であるNavier-Stokes方程式は，

流体における運動量の保存則を表しており，流体がどのような微視的構成要素から成っているは考

慮されていない．つまり流体力学は，平衡系における熱力学に対応する巨視的な理論である．しか

し，希薄気体においては，Navier-Stokes方程式を微視的な分子の運動を記述する Newton方程式

から導出できることが知られている [10, 11, 12]．その導出には，気体分子の衝突による密度場の

時間変化を記述する Boltzmann方程式と呼ばれるメゾスケールの運動学的方程式を経由している．

この結果は，ミクロレベルの運動法則とマクロレベルの動的な振る舞いを結びつける非平衡統計物

理学における重要な成果のひとつである．

このように，物質科学としての物理学は普遍的な理論体系が (多少の未解決問題を残しながらも)

よく整理されており，材料科学分野などへの応用においても大きな成功を収めてきた．しかし，平

衡系を記述する統計力学はハミルトニアンの存在が前提となっており，非平衡系を記述する流体力

学は運動量の保存が前提となっていることに注意する必要がある．また，流体方程式の導出に用い

られる Boltzmann方程式は，気体分子の衝突時の相互作用の対称性に依存していることにも触れ

ておかなければならない．これらの事実は，原子・分子の集団である物質系を考えている限りは問

題になることはなかったが，次節以降で述べる生物や人間の集団現象を記述する上で，これらの伝

統的な物理学の手法をそのまま適用することを困難にすることになる．

1.2 生物系における集団運動

この章の冒頭で述べたように，生物の集団における群れの形成などの集団現象，およびそれを再

現する微視的な数理モデルを統計物理学の観点から調べる研究が，ここ 2,30年ほどで盛んになって
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きた [2]．生物の群れの振る舞いを，個体間の局所的相互作用を記述する微視的な数理モデルから再

現するというアプローチは，1987年に Reynoldsが提案した Boidsと呼ばれる鳥の群れの振る舞い

を再現するモデルが話題になった頃から広まっていった [13]．Boidsモデルは，個々の鳥を表す各

粒子の周りに階層的な相互作用半径を考え，i)遠くの個体には近づく，ii)近くの個体とは向きを揃

える，iii)近づきすぎた個体とは離れる，というたった 3つの局所的ルールからなる集団のモデル

である．このような単純かつ局所的な相互作用を仮定しただけで，実際の鳥の群れのような振る舞

いが再現されることがコンピューターシミュレーションにより示され，大きな注目を集めるになっ

た．もっとも，モデルの提案者のReynoldsは人工生命やコンピューターグラフィックスの専門家で

あり，このモデル自体は統計物理学的な観点から考案されたものではない．

生物の群れを統計物理学の対象として研究する流れの発端は，Vicsekが Boidsモデルを更に単純

化したモデルを考案し，それが相転移を示すことを数値計算により示した研究にさかのぼる [14]．

このモデルにおいては，各個体の速度ベクトルの向きは，相互作用半径内の他の個体の速度ベクト

ルを平均化したものにノイズを加えたものになる．ノイズの強度が高いうちは，各個体はばらばら

の向きで進行し，全体として無秩序な振る舞いを見せるが，ノイズ強度をある閾値まで下げると，

全体の向きが揃いだして秩序だった群れを形成する．群れの形成度を表す指標として集団全体の平

均速度を考え，ノイズの強度の関数として平均速度をプロットすると，磁性体における常磁性-強

磁性相転移のような振る舞いをすることが示された．この結果は、統計物理学の専門家の大きな注

目を集めることになった。Tonerと Tuは Vicsekモデルの対称性を利用し，現象論的に集団のマ

クロな振る舞いを記述する流体方程式を導入し，動的臨界現象 [15]の解析方法を用いて臨界指数

を解析的に求めることに成功した [16, 17]．さらに Bertinらは，Vicsekモデルにおける相互作用

が対称であることを利用し，密度場の時間変化を記述する Boltzmann方程式を考えることにより、

Tonerらが現象論的に導入した流体方程式を解析的に導出できることを示した [18]．ミクロレベル

のモデルから Boltzmann方程式を経由することでマクロな流体方程式を導出するというアプロー

チは，Newton方程式から Navie-Stokes方程式を導出する非平衡統計物理学の方法から着想を得た

ものである．このような成功により，生物の集団運動の解析に統計物理学の道具立てを利用する研

究が盛んになった．

しかし，近年の観測技術の向上により実際の生物の集団運動の観測データを詳細に解析できるよ

うになると，現実の生物集団における個体間の相互作用は，上述のような単純かつ対称性の良いも

のではないことが明らかになってきた．ローマ大学を中心とした研究グループが行ったムクドリの
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図 1: 2次元 OVモデルが示す多様な動的パターン.

群れの観測データの解析は，ムクドリの個体間の相互作用には異方性が存在すること，そして相互

作用する相手は相互作用半径ではなくトポロジカルな距離により決まるということが明らかにした

[19]．さらに彼らは，ムクドリの群れが方向転換するときに，方向成分の変化には慣性が存在する

ことも示した [20, 21]．方向転換における慣性の存在は当然のことのようにも思えるが，Vicsekモ

デルでは慣性は考慮されていない．このように，Vicsekモデルはその単純さと相互作用の対称性の

良さから解析的な扱いを可能にしたが，そこから求められる臨界指数は現実の生物の群れとは異な

る可能性が高い．臨界指数が異なるということは，Viscekモデルは現実の生物とは本質的に異なる

物理的対象であるということである．理想気体や Isingモデルといった物質系における単純なモデ

ルは，現実の空気や磁石の本質を捉えたモデルとなっていたが，Vicsekモデルは実際の生物の群れ

の本質を捉えたモデルにはなっていない可能性が高いのである．

ここまでは鳥の群れの研究の流れを紹介してきたが，魚の群れに関する理論・実験の研究も数多

くなされている．魚の群れは，鳥のように向きを揃えて移動するパターンの他に，群れ全体が回転

するパターンを見せることが知られている [22]．Couzinらは，Boidsモデルにおける 3つの相互作

用ルールを，3つの相互作用半径からなる球形領域内の個体に適用するモデルを考え，このモデル

が回転パターンが再現できることを示した [23]．しかし，Gautraisらが実際の魚の群れの観測デー

タから構成した数理モデル [24, 25]においては，前方の個体とは強く相互作用し，後方の個体とは

弱く相互作用するという相互作用の非対称性を導入しない限り，回転パターンは生じないことが示

されている [26]．

このように，実際の生物の群れにおいては相互作用の異方性・非対称性が本質的に重要であるこ

とを観測結果は示唆している．このような相互作用の非対称性を取り入れたモデルとしては，細胞

性粘菌の集団運動のモデルである Swarm Oscillatorモデル [27]や，後述する交通流モデルを 2次

元に拡張したモデルである 2次元 OVモデル [28]などが知られている (図 1)．これらのモデルは，

パラメータの値の変化に応じてきわめて多様なパターンを示す．Vicsekモデルが，群れの向きが揃

うというひとつの単純なパターンしか示さないこととは対称的である．
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1.3 人間社会における集団運動

生物の集団運動が統計物理学の分野で注目を集めるきっかけとなった Vicsekモデル [14]が発表

されたのと同じ 1995年には，人間社会における集団運動を物理学的な観点から記述する重要なモ

デルが 2つ発表された．

ひとつは，歩行者の集団が見せる多様なパターンの形成を，粒子モデルから再現することに成功

した Helbingの Social Forceモデルである [29]．このモデルは，歩行者を表す粒子にはたらく力と

して，Social Forceと呼ばれる心理的効果による力と目的地に向かわせる力を取り入れた運動方程

式モデルである．このモデルが従来の物理学的な粒子モデルと本質的に異なる点は，心理的な効果

を表す力よりも，目的地に向かわせる力にある．この力は，歩行者が目的地に引っ張られる力とも

いえるが，目的地が歩行者に引っ張られることはないため，非対称な相互作用になっており作用・

反作用の法則を破っている．現実の歩行者の振る舞いを再現するにあたって，歩行者が目的地を目

指す力を導入することは避けられないことであるが，この相互作用の非対称性により，Social Force

モデルは Hamiltonianで記述することはできない．このことは，Social Forceモデルが示すパター

ンの形成や遷移を統計物理学の手法を用いて解析することを困難にしている．

1995年に発表されたもうひとつの重要なモデルは，交通流における渋滞の発生を説明するモデ

ルとして Bandoらによって考案された Optimal Velocityモデル (以下，OVモデルと呼ぶ)である

[30]．このモデルは，各車両を表す粒子に対し，自身の速度を前方の粒子との間の距離に応じて定

まる最適な速度 (Optimal Velocity)に近づけようとする力がはたらく 1次元多粒子系の運動方程式

モデルである．OVモデルは 2つの定常解をもつことがわかっている．ひとつは全車両が等間隔・

等速度で運動する自明な解 (一様流解)であり，もうひとつは一様流解が不安定化した結果現れる渋

滞流解である．しかし，一様流解が不安定化するパラメータの閾値は線形安定性解析により解析的

に求まるものの，不安定化した結果，どのようなパターンが発生するかについては完全な理解は得

られていない．モデルを解析的に扱うことを困難にさせる要因は，やはり相互作用の非対称性であ

る．OVモデルに従う粒子には，前方の粒子との間の距離に応じて決まる力で前方に引っ張られる

が，前方の粒子が後方の粒子に引っ張られることはない．この相互作用の非対称性は，OVモデル

が車の運動を記述するものであることを考えれば自然な性質である．もし相互作用を前後対称にし

てしまうと，運動方程式に含まれる散逸力によりエネルギーが一方的に失われ，最終的には全粒子

が等間隔で停止してしまう．よって，相互作用の非対称性は，車の集団運動を扱ううえでは本質的
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に重要である．

また，Wattsと Strogatzのスモールワールド・ネットワーク [31]や，BarabáshiとAlbertによる

複雑ネットワークの理論 [32]が発表されて以降は，人間社会における集団の振る舞いをネットワー

ク上における集団現象として統計物理学的に扱おうという試みも広まっている [33, 4]．この分野で

は，人間や企業といった社会の構成要素をネットワークのノードと考え，各ノードには社会的な問

題に対する個人の意見などを表す状態変数が付随していると考える．そのような状態変数は，磁性

体におけるスピンとのアナロジーで導入されることが多い．従来の物質科学としての統計物理学に

おいては，固体における原子の配置が格子状であることから，格子状のネットワーク構造のみを対

象としてきた．しかし，当然ながら人間関係のネットワークは格子状にはなっておらず，複雑なト

ポロジーをもっている．このような複雑なネットワークトポロジーが集団の振る舞いに与える影響

が，主に数値シミュレーションにより調べられている．格子状ではない一般的なネットワーク上に

おけるダイナミクスに，従来の統計物理学の理論をそのまま適用することは難しく，解析的に解け

る場合は限られている．また，人間の間の相互作用を扱う以上，ここでも相互作用の非対称性が問

題となり，システムを Hamiltonianで記述できない場合が多くなることが考えられる．

以上のように，人間社会で生じる集団の振る舞いを統計物理学的な観点から調べようとすること

が，物理学の世界に新しい解析手法を要請することにつながっているのである．

1.4 問題点と解決案

1.2節と 1.3節で述べたように，生物系や人間社会における集団現象を再現するためには相互作

用の非対称性が本質となる．また近年になって，物質系においても, メゾスケールの有効理論にお

いて非対称な相互作用が現れるケースが存在することが明らかになってきた．例えば，鉛直に置か

れたパイプ中を流体で満たし，流体の分子に比べて十分大きい粒子の集団をパイプの中を落下させ

ていくと，先に落下した粒子の体積排除効果により，後から落下した粒子が受ける水の抵抗が少な

くなる．その結果，後から落下した粒子には，先に落下した粒子を追いかける自己駆動力が働いて

いるように見える．このような系において，粒子の周りの流体の効果を粒子の運動方程式にくりこ

んでやると，前述したOVモデルとほぼ等価な運動方程式が，有効理論として導かれることが示さ

れている [34]．つまり，生物や人間の集団だけでなく，物質系においても，有効理論の階層におい

て作用反作用の法則の破れが生じる場合があるのである．このような系はハミルトニアンで記述す
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ることができず，伝統的な統計物理学の手法をそのまま適用することはできない．非対称な相互作

用をする集団における巨視的振る舞いにおいて，熱力学のような巨視的な理論を構築するためには，

新たな数理的枠組みが必要となるのである．

集団運動における巨視的なダイナミクスを記述する理論を構築するためには，集団の振る舞いを

定量的に表現するための巨視的変数が必要となる．1.2節で取り上げた Vicsekモデルにおいては，

集団の速度ベクトルの向きがどの程度そろっているかを定量的に記述するために，磁性体における

磁化に相当するオーダーパラメータを導入して，統計物理学的な解析を行っていた．しかし，われ

われが調べようとしている相互作用が非対称な系では，どのような巨視的変数を使えば集団全体の

パターンを定量的に表現できるかが分からないケースが多い．シミュレーションの動画を眺めてい

れば，パラメータに依存して明らかに異なるパターンを示していることはわかるのだが，そのよう

なパターンの相違を定量的に記述する適切な巨視的物理量を，直感に基づいて定義することは一般

には難しい．そこでわれわれは，データ解析や機械学習の分野で用いられているパターン認識の手

法に注目した．集団の微視的状態のデータ集合に対してパターン認識の手法を用いることで，集団

のパターンを特徴づける特徴量を見出すことができるのである．このようなデータ解析の手法を

物理学における集団現象に適用した先行研究はいくつか存在するが [35, 36]，これらの研究ではパ

ターンを定量的に記述する変数を見出すことに主眼が置かれており，パターンの発生や遷移を特徴

づけるマクロレベルの法則を見出すまでには至っていない．本研究では，パターン認識の手法によ

り得られた変数を，集団のダイナミクスを記述する巨視的な力学変数とみなし，その振る舞いのパ

ラメータ依存性を調べることにより，集団現象の巨視的理論の構築を試みる．このような解析の方

法論を，Coarse Analysisと呼ぶことにする．

さらに本研究では，巨視的な変数のパラメータ依存性や状況の変化に対する応答を調べることに

より，集団の制御を行うことを試みる．制御に用いる変数に対する集団のパターンの応答を調べる

ことは，実際的な応用のために重要であるだけでなく，集団現象の支配法則を，操作論的観点から

理解するうえで有用であると考えられる．

1.5 本論の構成

本論の構成を以下の通りである．2章において，Coarse Analysisの概要と具体的な計算手法の説

明を行う．3章と 4章では，2章で説明した手法を，交通流のモデル (OVモデル)の解析および歩
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行者集団の出口退出過程の制御に適用した結果を示す．5章で，本論のまとめと今後の展望につい

て述べる．
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2 Coarse Analysis

2.1 Coarse Analysisの概要

本節では，集団運動の解析手法として本論文で用いる Coarse Analysisの大まかな枠組みについ

て説明する．そこで必要となる具体的な計算方法の説明は，次節以降で行う．

2.1.1 状態空間の次元縮減

集団運動の巨視的振る舞いを構成するためには，その振る舞いを記述するのに適切な状態変数が

必要である．ここでわれわれが興味があるのは，集団を構成する要素 (自由度)の数が膨大でありな

がら，集団全体として秩序だった特徴的な振る舞いをするシステムである．このようなシステムで

は，集団全体を記述するために必要となる本質的に重要な変数の数は，システムを構成する自由度

の数よりはるかに少なく済むと考えられる．

高次元データの集合からデータを記述する少数の特徴量を系統的に抽出する手法は，データ解析

の分野でいくつも提案されており，それらは次元削減手法などと呼ばれている．そのような手法の

多くは，以下のような共通の手続きにより行われる；まず，系を記述する全ての変数で表されるデー

タの集合を得る．ここで，各データ点は，系の自由度に等しい次元を持つ高次元空間上の 1点で表

されている．また，得られるデータとしては，データ解析の分野では実際の観測データを想定して

いるのだが，ここでは数理モデルのシミュレーションから得られたデータと考えても構わない．次

に，データ集合に含まれる各データの間のある種の類似度を表す行列を定義する．ここで定義され

る類似度の尺度の定義の違いにより，さまざまな次元削減手法が区別される．そして，定義された

行列の固有値問題を解き，大きな固有値に対応する固有ベクトルのみを使って張られる低次元空間

を得る．データ集合に含まれる各データは，この低次元空間上の 1点で表され，近いデータは近い

点同士，遠いデータは遠い点同士で表される．使用する固有ベクトルの数としては，データ点を可

視化するために２つあるいは３つを考えることが多い．なお，本研究で次元削減に用いる具体的な

手法は，4.2節および 4.3節で行う．

上で述べた次元削減方法を集団運動の言葉で言えば，データ集合は微視的変数で表された集団の

パターンのスナップショットの集合に対応し，データ間の類似度とはこれらのスナップショットの間

の類似度のことである．集団全体のパターンは，主要な固有ベクトルで構成された低次元空間上の
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図 2: 状態空間の次元縮減.

1点で表され，巨視的に見て異なるパターンはこの空間上の離れた２点で表される．つまり，次元縮

減手法を用いることで，集団全体のパターンを巨視的に区別することのできる空間を得ることがで

きる (図 2を参照)．構成された空間の各軸は，集団全体の振る舞いを大まかに特徴づける巨視的な

変数であると考えられ，これはシステムの微視的変数で表される状態を粗視化 (Coarse-graining)し

て得られていると考えることができる．集団のパターンの細かな違いは，小さい固有値に対応する

成分における値の違いとして表され，大きな固有値に対応する固有ベクトルで構成された空間には

寄与しない．このような巨視的状態空間上で集団運動の解析を行うのが，Coarse Analysisである．

2.1.2 巨視的状態空間上における集団運動の解析

上に述べた手法により，集団のパターンの違いを特徴づける巨視的な状態変数 (あるいはその変

数からなる巨視的状態空間)を得ることができる．ここで，我々の興味は，集団運動の発生やその

ダイナミックな形態の変化の背後にどのような法則性・数理的構造が潜んでいるかということにあ

る．我々は本研究で，集団のパターンの変化を巨視的状態空間上で見ることにより，集団のダイナ

ミクスの法則性を解明することを試みる．具体的には以下のような手続きを踏む；まず，微視的モ

デルのシミュレーションや実際の現象の観測を行うことにより，集団の典型的なパターンのスナッ
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図 3: 巨視的状態空間上の軌道として表された集団の状態の時間発展.

プショットからなるデータ集合を得て，上記の手法により，巨視的パターンを区別する状態空間を

構成する．そして，微視的に表されたシステムの時系列データを，構成した巨視的状態空間に埋め

込むことにより，多くの自由度からなる集団の時間発展を，この空間上の軌道として表現する (図

3を参照)．様々な初期状態から得られる時系列データを，巨視的状態空間上の軌道として表せば，

この空間上の流れ場を知ることができる．すると，例えば定常的なパターンはこの空間上のアトラ

クターとして表現されることになる．さらに，様々なパラメータについて流れ場を調べることで，

アトラクターの生成や消滅，ベイシンの構造を知ることができる．これにより，集団運動における

パターンの変化を，巨視的上変数で表される力学系における分岐現象として調べることが可能にな

る．また，この空間上の流れ場を生成するポテンシャル関数を見出すことができれば，熱力学のよ

うな普遍的な理論体系を構築することができる可能性もある．
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2.2 Diffusion Map

ある時刻における集団の状態は，集団に含まれる自由度の数に等しい次元を持つ状態空間内の 1

点として表される. そして，集団の状態の時間発展はこの空間上の軌道となる. 古典力学を例に取

れば，3次元空間上の 1個の粒子の状態は 3次元の位置ベクトルと速度ベクトルで記述されるので，

N 粒子系の時間発展は 6N 次元空間上の軌道として表される．

本論文では，集団が全体として秩序だった振る舞いをする場合に注目する．このとき集団の状態

は，高い次元を持つ状態空間の中をくまなく移動することはなく，ある限られた領域にとらわれて

いるはずである．そしてこの領域は，一般には低次元の多様体となっていると考えられる．このよ

うに，状態が高次元空間上に埋め込まれた低次元の多様体上にとらわれているとする仮説を，「多

様体仮説」と呼ぶ．多様体仮説とは，もともとは画像解析などの分野で使われていた言葉である．

画像データは，画像を構成するピクセルの数に等しい次元を持つ空間内の 1点として表されるが，

様々な画像がそれぞれ何らかのオブジェクトを写しているとき，それらの画像データはピクセル空

間内の限られた領域に分布している．なぜなら，ピクセル空間内のほとんどの領域は，何の構造も

持たないでたらめな画像に対応した点で占められているはずだからである．集団現象に多様体仮説

を適用することは，状態空間内のほとんどの領域は，力学法則的に実現しない状態に対応した (対

象の力学において)無意味な点で占められていることを仮定することを意味する．

状態空間内に埋め込まれた低次元の多様体を見出し，状態を多様体上の座標を使って表すことが

できれば，集団の状態を記述する変数を大幅に減らすことができる．低次元の多様体上の位置を表す

のに必要な少数の変数は，集団全体の状態をおおまかに記述する量であると考えられるので，この

低次元多様体を見出すことは，物理学的観点からは系を粗視化 (Coarse-graining)していると見なせ

る．このような低次元の多様体をサンプリングしたデータから見出す方法を，多様体学習 (manifold

lerning)と呼び，機械学習における教師なし学習の一分野をなしている．多様体学習の古典的な手法

として知られているのが，主成分分析 (Principal Component Analysis)[38]である．これは元の状態

変数の線形結合から，データ点のばらつきが最も大きくなる (つまりデータ点を区別しやすくなる)

新たな座標変数を見出す手法である．具体的には，データの分散・共分散行列の固有値問題を解き，

大きな固有値に対応する固有ベクトルを基底とする変数に変数変換を行う．しかし，新たな状態変

数を元の変数の線形変換で作るということから分かるように，この手法がうまくいくのはデータ点

が線形に分布している場合のみである．本研究の対象となる集団運動においては，このような線形
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図 4: データ点の集合上で定義されるランダムウォークの概念図

な手法が上手く適用できない場合が多いことは，いくつかの先行研究で明らかにされている. 例え

ば文献 [36]では,歩行者集団において生じるある種の周期運動を主成分分析では上手く表現できない

ことが示されている. 一般の非線形な多様体構造をデータから学習する手法の研究が盛んになった

のは，2000年代に入ってからである．提案された主な手法としては，Laplacian Eigenmap[39, 40]，

Isomap[41]や Local Liniear Embedding[42]，そして Diffusion Mapが [43, 44, 45]などがある．本

研究では特に，集団運動への応用例 [35, 36]が多い Diffusion Mapを使うことにする．以下におい

て，Diffusion Mapの方法を説明する．

2.2.1 データ点上のランダムウォークとDiffusion Distance

いま，集団現象をM 回観測することにより，M 個のデータ点の集合 {xi}(i = 1, . . . ,M)が得ら

れたとする．各データ点は，系を構成する自由度の数の次元を持つ高次元のベクトルである．多様

体仮説により，これらM 個のデータ点は低次元の多様体上に乗っていると考えられる．Diffusion

Mapの手法の要点は，データ点の集合の上にランダムウォークを定義することで (図 4)，この多様

体に沿った測地距離に対応するDiffusion Distanceという距離関数を導入し，この距離が Euclid距

離に等しくなるような低次元空間を構成することである．この低次元空間上における近い点同士は，

多様体上の測地距離において近い点同士になっており，この空間は多様体の曲がった構造を平らに

広げたものと解釈できる．データ点上のランダムウォークは次のように定義される．いま，データ

点 xi と xj の間の距離として d(xi,xj)が与えられているとし (多くの場合，Euclid距離を使う)，

データ点 xi から xj へ遷移する確率 p(xi,xj)を次のように与える;

p(xi,xj) :=
exp(−d(xi,xj)

2

ε2 )

C(xi)
(2.1)
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図 5: ps を１変数関数とみたときのイメージ図:横軸には各データ点が並んでいる．

ここで C(xi)は

C(xi) :=

M∑
j=1

exp(−d(xi,xj)
2

ε2
) (2.2)

で与えられる規格化定数である．εはデータ点間のスケーリングパラメータであり，最も近いデー

タ点同士の距離程度のオーダーの値にしておく．このようにスケーリングパラメータを設定してお

けば，あるデータ点から εより遠く離れた別のデータ点に 1回で遷移する確率はほぼ 0となる．離

れたデータ点に遷移するには，隣り合うデータ点を１つずつ，多様体に沿って移動していく他ない．

このように，データ点上の拡散過程により多様体の構造を捉えることができる．ここで，データ点

xi, xj の間の距離関数として Diffusion Distance Ds(xi,xj)を次のように定義する;

D2
s(xi,xj) :=

M∑
m=1

(ps(xi,xm)− ps(xj ,xm))2

ϕ0(xm)
(2.3)

ここで，ps(xi,xj)は上で定義したランダムウォークにおいて s回の遷移で xi から xj へ移る確率

であり，ϕ0はこのマルコフ連鎖の定常分布である．ひとまず分母の定常分布を無視することにすれ

ば，この距離の定義は次のように理解できる．まず，xi を固定して ps(xi,xm)を xm に関する１

変数関数とみなせば，(2.3)式の分子は１変数関数 ps(xi,・)と ps(xj ,・)のオーバーラップの度合い

が大きいほど小さい値をとることがわかる．例として，図 5のような状況を考える．横軸は多様体

上の座標軸に対応しており，この軸上で見てデータ点 xiは xlより xkに近い．そして，ps(xi,xm)

と ps(xk,xm) のオーバーラップは明らかに ps(xi,xm)と ps(xl,xm) のオーバーラップより大きい．

つまり

Ds(xi,xk) < Ds(xi,xl) (2.4)

をみたす．このように，Diffusion distanceは多様体に沿った点の間の近さ，遠さの関係を再現する．
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2.2.2 データ点の座標変換と次元縮減

ここで，上で定義したランダムウォークの遷移行列を P で表す．つまり，

(P )ij = p(xi,xj). (2.5)

これを用いると ps(xi,xj)は

ps(xi,xj) = ((P )s)ij (2.6)

と書ける．P をスペクトル分解すると以下のように書ける;

P =
M−1∑
α=0

λαψαϕα (2.7)

ここで，λα, (α = 0, 1, . . . ,M − 1)は P の固有値，ψα,ϕαは対応する右固有ベクトルおよび左固有

ベクトルである．P が遷移行列であることから,その最大固有値は 1 であり,他の固有値は 0 以 上

の実数である.以後,P の固有値 は添字について,

λ0 = 1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λM−1 ≥ 0 (2.8)

のように順序付けされているものとする．(2.27)式を s乗すると，

(P )s =
M−1∑
α=0

(λα)
sψαϕα (2.9)

であり，その i行 j 列成分 ps(xi,xj)は，

ps(xi,xj) =
M−1∑
α=0

(λα)
sψα(xi)ϕα(xj) (2.10)
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となる．これを Diffusion distanceの定義式（2.3）に代入すると，

D2
s(xi,xj) =

M∑
m=1

(ps(xi,xm)− ps(xj ,xm))2

ϕ0(xm)

=
M∑
m=1

{
∑M−1
α=0 (λα)

s(ψα(xi)− ψα(xj))ϕα(xm)}2

ϕ0(xm))

=
M−1∑
α,α′=0

(λα)
s(λα′)s(ψα(xi)− ψα(xj))(ψα′(xi)− ψα′(xj))

×
M∑
m=1

ϕα(xm)ϕα′(xm)

ϕ0(xm))
(2.11)

となるが，ここで直交関係 (導出は Apeendix Aを参照)

M∑
j=1

ϕα(xj)ϕβ(xj)

ϕ0(xj)
= δαβ (2.12)

を使うと，

D2
s(xi,xj) =

M−1∑
α,α′=0

(λα)
s(λα′)s(ψα(xi)− ψα(xj))(ψα′(xi)− ψα′(xj))× δαα′

=
M−1∑
α=0

(λα)
2s(ψα(xi)− ψα(xj))

2

=
M−1∑
α=1

((λα)
sψα(xi)− (λα)

sψα(xj))
2 (2.13)

と変形できる．3段目の式変形では，

ψ0 = (1, . . . , 1)T (2.14)

となることを利用した (Apeendix Aを参照)．（2.13）式を見ると，状態間のDiffusion distanceは次

のような座標変換

D : RN → RM−1, xi 7−→ D({xi}) =
(
(λ1)

sψ1(xi), . . . , (λM−1)
sψM−1(xi)

)
(2.15)

により写像されたM −1次元空間上でのEuclid距離に等しいことがわかる（N は元のデータ点の次

元である）．この写像D をDiffusion mapと呼び，写像された空間での座標をDiffusion coordinate

と呼ぶ．
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ここで，P の固有値は（A.4）に示したように全て 0以上１以下の値をとることを思い出すと，求

める精度に応じて固有値の大きい項から n項だけとれば（2.13）式は次のような近似式で表すこと

ができる;

D2
s(xi,xj)

∼=
n∑
α=1

((λα)
sψα(xi)− (λα)

sψα(xj))
2 (2.16)

この近似式は，n個の変数だけでデータ点の集合の構造を特徴付けることが出来ることを示してい

る．通常は縮減後の次元 nとして 2または 3程度をとる．なお，後に示すグラフにおいては，変数

(λα)
sψα(xi) に対応する軸のラベルを，単に ψα と表記する．

2.2.3 簡単な例

以下では簡単な例を使って，Diffusion Mapによりデータ点が分布する低次元の多様体構造を抽

出できることを示す．

次のように１つのパラメータ tによって表される２次元平面上の曲線を考える．

x = (x1, x2) = (t cos t, t sin t), t ∈ [0, 4π] (2.17)

これを図示したものが以下の図における緑色の曲線である．

この曲線は特に物理的な意味をもっている必要はないが，例えば tを時刻，x1座標を粒子の位置，

x2座標を粒子の速度を表していると考えることができる．このとき，図 6の曲線は 1粒子系の相空

間上における軌道を表しており，曲線上の点は粒子の位置と速度を離散的な時刻において測定して

得られたデータ点と考えることができる．

ここで，図 6上の点で表された状態の間の距離を定義することを考える．この距離として x1x2

平面上の Euclid距離を採用すると，明らかに

∥xi − xl∥ < ∥xi − xk∥ (2.18)

である（∥・∥は Euclidノルム）．つまり状態 xi は状態 xk より状態 xl に近いということになる．

一方で，この系の状態は tでパラメータづけられた図 6の曲線上を動くことしかできないというこ

とを思い出すと，ふたつの状態 xiと xlは，曲線上を長い時間をかけて運動した末にようやく到達

できる遠い状態とみなすことができる．つまりこの見方をとれば，xi は xl より xk に近いという
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図 6: 式（2.17）で表される曲線と離散的なデータ点

ことになる．

実際にこの系の状態が動くことができるのは，x1x2 平面全体ではなくこの曲線上に限られてい

る以上，系の状態間距離の定義は後者の関係（xi は xl より xk に近い）をみたすように選ぶ方が

自然である．そのような状態間距離をどのように定義すればよいだろうか．曲線の式（2.17）が分

かっていれば，そこから曲線の長さを計算すればよいが，実際に問題にするのは離散的なデータ点

しか得られていないという状況である．そのような状況でも Diffusion distanceは定義することが

出来る．そして，1次元多様体上に並ぶこれらのデータ点は，Diffusion mapによって 1変数で記述

できることを以下に示す．

データ集合にDiffusio mapを適用するためにまずやらなければならないことは，遷移確率を与え

る（2.1）式中のパラメータ εを決定することである．この値は，図 6の曲線上で隣り合う点に遷移

する確率が十分大きくなる程度には大きく，かつ xi,xl 間の距離くらいに離れた点に遷移する確率

がほぼゼロとなる程度には小さくとらなければならない．

適切な εの値を選ぶために，まず各データ点間の Euclid距離を要素にもつM ×M 行列 Aを定

義する;

(A)ij := ∥xi − xj∥, (i, j = 1, . . . ,M) (2.19)
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そして，ある値 ε̃より小さい値をもつ Aの要素数を与える関数 L(ε̃)を考える;

L(ε̃) := #{ (i, j) | (A)ij < ε̃, i, j = 1, . . . ,M } (2.20)

ε̃→ 0の極限では，(A)ij < ε̃ をみたす Aの要素は対角要素 Aii(= 0)のみとなるので，

lim
ε̃→0

L(ε̃) =M (2.21)

である．一方，ε̃→ +∞では全要素が (A)ij < ε̃をみたすので，

lim
ε̃→+∞

L(ε̃) =M2 (2.22)

となる．よって，関数 L(ε̃)は

L(ε̃) :M →M2, (ε̃ : 0 → +∞) (2.23)

と振る舞う単調増加関数であることがわかる．εを L(ε̃ = ε) =M となる領域に選ぶと，

p(xi,xi) ∼= 1, p(xi,xj) ∼= 0, (i ̸= j) (2.24)

となり，データ点が他のデータ点へ遷移することがほぼ不可能となってしまう．このとき遷移行列

は単位行列に近い形となるので，全ての固有値は１に非常に近い値をとり，次元の縮約が行えなく

なる．また，εを L(ε̃ = ε) =M2 となる領域にとると，データ点は他の全てのデータ点に遷移でき

るようになってしまうので，このような εの値も明らかに不適である．よって，適切な εの値は上

に述べた２つの領域の中間に位置していることになる．

ここで，図 6の例について計算した L(ε̃)のグラフを以下に示す．なお，この例ではデータ点の

数はM = 66である．

この図をみると，ε̃ = 1の辺りで L(ε̃)の値が最低値M=66から上昇を始めているのがわかる．こ

れは，この領域において ε̃の値が，図 6の曲線上で隣り合うデータ点間の距離を上回り始めている

ことを示している．そして，ε̃ = 6の辺りで勾配が増加していることもわかる．これは，らせんの

外側と内側の周上のデータ点間の距離を超え始めていることを示しており，εをこの領域の値より

大きくとると，xi → xl のような遷移が可能となってしまう．
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図 7: 図 6のデータについて計算した L(ε̃)のグラフ

そこで，ε = 2と ε = 7の場合において，図 6のデータ点の分布を（2.15）により変換し，ψ1ψ2

平面で描画したものを以下に示す．プロット点の色は，青から赤にかけて式 (2.17)における sの値

が増大している（つまり図 6においては中心から広がっている）ことを示している．

これらの図を見ると，ε = 2の場合は，データ点 xiに対応する点D(xi)はD(xl)よりD(xk)に

近いという位置関係になっており，図 6における曲線上からみた位置関係を反映していることが分

かる．また sの値を 1000にとった場合は，全てのデータ点の ψ2 成分が 0に近い値になっており，

データ点は横軸の ψ1軸上に１次元的に並んでいる．これは，データ点をただ一つの変数 ψ1で特徴

付けられることを示しており，今考えているデータ点の集合が１つのパラメータ tにのみ依存する

系から得られたデータであることを考えれば，（(x1, x2)よりも）拡散座標が自然な座標の取り方に

なっていると言える．それに対して，ε = 7 の場合について得られたデータ点の分布を見ると，そ

の形は図 6とほぼ変わっておらず，データ点 xi に対応する点 D(xi)は D(xk)より D(xl) に近い

という位置関係になっている．また，tの値をいくら大きくとっても，形を保ったまま縮小される

だけである．このように，εの値を適切に選ばなければ，データ点の構造を表す適切な拡散座標は

得られないということが分かる．
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(a) ε = 2, s=1 の場合

(b) ε = 2, s=1000 の場合

図 8: 図 6のデータについて拡散写像を計算して得られたデータ点の分布（ε = 2）

22



(a) ε = 7, s=1 の場合

(b) ε = 7, s=1000 の場合

図 9: 図 6のデータについて拡散写像を計算して得られたデータ点の分布（ε = 7）
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2.3 多次元尺度構成法

本節では，多次元尺度構成法と呼ばれる手法を紹介する [46]．多次元尺度構成法とは，データセッ

トとそれに含まれるデータ間の非類似度 (各データがどれだけ異なっているか)が与えられたとき，

各データを 2次元または 3次元の低次元空間上の点として可視化し，点の間の Euclid距離が与え

られたデータ間の非類似度に近い値をとるような点の布置を求めるための手法である．つまり，近

いデータは (Euclid距離で見て)近い点同士，遠いデータは遠い点同士で表されるような低次元の

座標表示を求めるということである．ひとくちに多次元尺度構成法とはいっても，上記の要請をみ

たすような点の布置を与える方法は多数提案されており，現在でも発展が続いているひとつの分野

となっている．それらの手法を大きく２つに分けると，計量的多次元尺度構成法と非計量的多次元

尺度構成法と呼ばれるものに分けられる．前者はデータ間の非類似度として距離を採用したもので

あり，後者は順序尺度を採用し，データ間の非対称性を考慮したものになっている．本論で紹介す

るのは，1950年台に Toregersonが定量化した古典的な多次元尺度構成法と呼ばれる計量的手法の

１種である [47]．

ここで，データ間の非類似度は距離の公理を満たしているものとし，以下では非類似度を距離と

呼ぶことにする．各データが高次元のベクトルとして表されるとき，それらのデータは高次元の距

離空間上の点と考えることができる．多次元尺度法を適用することで，それらのデータ点を低次元

空間上の点として表すことができれば，元の高次元の距離空間の次元削減を行ったことになるので，

多次元尺度構成法を次元削減手法の１つと考えることが出来る．

多次元尺度構成法は，前節で説明した Diffusion Mapのような多様体学習とは異なる文脈で発展

してきた手法である．後述するように，データ間の距離として単純にEuclid距離を採用した場合は，

古典的な多次元尺度構成法は主成分分析に一致するため，データセットに潜む非線形構造を取り出

すことができない．しかし，データ間の非類似度として適切な距離関数を採用することで，データ

セットの非線形な構造を捉えることも可能である．そのため，古典的な多次元尺度法は，多様体学

習とは異なる方向性で，主成分分析を一般化したものと考えることも出来る．

2.3.1 多次元尺度構成法の計算方法

いま，M 個のデータから成るデータセットが与えられているとする．そして，任意の 2つのデー

タ iと jの間の距離は，dij で与えられるとする．いま，その i, j成分が以下で定義される対称行列
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Aを考える；

Aij :=
1

2
(d2iM + d2jM − d2ij). (2.25)

ここで，AのM 行目およびM 列目の成分は全て 0となるため，行列 Aの次元はM − 1である．

行列 Aの固有値 {λα}α=1,...M−1 と，対応する固有ベクトル {ψα}α=1,...M−1 を用いて，i番目の

データを次のように座標表示する；

xi =
(√

λ1ψ1,i), . . . ,
√
λM−1ψM−1,i

)
. (2.26)

ここで，ψα,iは，固有値 αに対応する固有ベクトル ψαの第 i成分を表す．このとき，Aの固有値

分解の式を使えば，Aij は xi)と xj の内積で表されることがわかる；

Aij =
M−1∑
α=1

λαψα,iψα,j = x
T
i xj . (2.27)

式 (2.26)で定義された座標変数で表される空間において，点 xi と xj の間の Euclid距離は，与え

られた距離 dij に等しい；

∥xi − xj∥2 = xTi xi + x
T
j xj − 2xTi xj

= Aii +Ajj − 2Aij (∵ (2.27))

= d2iM + d2jM − 2Aij (∵ (2.25))

= d2ij (∵ (2.25)). (2.28)

そして，ベクトル xi と原点の間の Euclid距離は，距離 diM に等しい；

∥xi∥2 = Aii

= d1M (∵ (2.25)). (2.29)

ここで，固有値の大きい成分m個だけを使って，データ点をm次元ベクトル

x̃i := (
√
λ1ψ1,i , ...,

√
λmψm,i)

T , (m < M − 1), (2.30)

で表す．もしm+ 1番目の固有値が十分に小さければ，データ iと j の間の距離 dij は，m次元ベ
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クトル x̃i と x̃j の間の Euclid距離で近似できることになる；

∥x̃i − x̃j∥ ≈ dij , (2.31)

また，∥x̃i∥は，データ iとM の間の距離 diM を近似している；

∥x̃i∥ ≈ d(xi, xM ). (2.32)

以上より，この {x̃i}i=1,...,M を，互いの距離だけが与えられ得たM 個のデータの低次元 (m次

元)表現とみなすことができる．つまり，各データは，M 番目のデータに対応する点を原点とする

Euclid空間上の点として成分表示される．データセットの重心を原点とするように成分表示したい

場合，式 (2.25)の代わりに次の式で定義される行列

Bij :=
1

2
{
M∑
k=1

1

M
d2ik +

M∑
l=1

1

M
d2jl −

1

M2

M∑
k=1

M∑
l=1

d2kl − d2ij}. (2.33)

の固有値問題を解けばよい．

2.3.2 主成分分析との関係

仮に任意のデータ iと j の間の距離 dij が Euclid距離 ∥xi − xj∥に等しかったとすると，

Aij =
1

2
{∥xi∥2 + ∥xj∥2 − ∥xi − xj∥2}

=
1

2
{∥xi∥2 + ∥xj∥2 − (∥xi∥2 − ∥xj∥2 − 2xTi xj)}

= xTi xj (2.34)

となる．つまり，行列 Aは (データ xM を基準にとったときの)共分散行列である．そして，デー

タ点の新しい座標成分は，この共分散行列の固有値と固有ベクトルを用いて式 (2.26)で得られる．

共分散行列の固有値問題を解き，固有値の大きい成分を新しい座標変数と考えるのが主成分分析で

あるので，この場合の多次元尺度構成法は主成分分析に一致する．

前節のはじめに述べたように，主成分分析ではデータセットの非線形な構造を捉えることができ

ない．そのため，データに非線形性がありそうな場合にデータ間の距離関数を単純に Euclid距離で

与えてしまうと，適切な低次元表現が得られない可能性が高いので注意が必要である．
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2.3.3 固有値の正値性

座標変換 (2.26)において固有値の平方根を使っているため，固有値は全て非負であることを仮

定していることになる．これは，式 (2.25)で定義される対称行列 Aに非負性を仮定することと等

価である．行列 Aが非負であるための必要十分条件は，データ間の距離 dij が Aの rankに等し

い次元を持つ Euclid空間上における距離と見なせることである，という定理が存在する．これは

Young-Householderの定理 [48]と呼ばれ，多次元尺度構成法に理論的基礎を与えている．しかし，

実際のデータに対してこの手法を適用するとき，行列 Aの非負性はみたされていないことが多い．

また前述のように，データ間の距離が Euclid距離で与えられているとき，多次元尺度構成法は主成

分分析に等しいので，非線形なデータ構造には適用できないことになってしまう．実際上は，次元

削減を行うために，正の大きな固有値に対応する成分 2,3個のみを拾い，負の固有値に関しては無

視してしまうことがよくおこなわれているようである．
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2.4 Wasserstein距離

4.2節ではDiffusion Map、4.3節では多次元尺度構成法という次元削減手法を紹介した。Diffusion

Mapにおいては 2.1式、多次元尺度構成法では 2.25式により定義される行列を考える必要があった。

これらの式を見ると、どちらの式にも状態間の距離が現れていることがわかる。つまり、Diffusion

Mapと多次元尺度構成法のいずれの手法を使うにしても、状態間の距離を定義しておく必要があ

る。本論の目的は集団運動の解析であり、この目的に適した状態間の距離としては様々なものが考

えられる。例えば、系を構成する粒子の分布の統計量 (平均や分散)からなるベクトルを考え、その

ベクトルの間の Euclid距離を状態間距離とする場合もある (本論の 3章では状態間距離をこのよう

に与え、Diffusion Mapを適用する)。

集団運動を、集団が構成する巨視的パターンの時間的変化と考えたとき、集団のパターンの違い

をできるだけ正確に表現する距離を考えたい。集団のパターンは、粒子の分布とも考えられること

を考えると、集団の状態間距離として分布間距離を考えるのはよさそうである。そこで本節では、

Wasserstein距離と呼ばれる分布間距離を考える。Wasserstein距離は、Mongeが 18世紀に提唱し

た最適輸送問題と呼ばれる問題に起源を持つ距離関数である [49]。

2.4.1 最適輸送問題とWasserstein空間論

Mongeの最適輸送問題とは次のような問題である；”ある (複数の)場所から掘り出した土を別の

場所での工事に使う.土の輸送費用を重さと移動距離の積と するとき,輸送にかかる費用の総和を

最小にする方法を求めよ.” ここで、掘り出す土の量と工事に必要な土の 量は場所ごとにあらかじ

め決められており、その総量は一致するとする。この問題を数学的に定式化すると以下のようにな

る。まず、地点 xの採掘場で掘り出す土の量を µA(x)、地点 y の工事に使われる土の量を µB(y)

とし、地点 xの土が運ばれる場所を表す関数 (これが輸送計画を表す)を T (x)とすると、総輸送コ

スト C(T )は

C(T ) =

∫
∥x− T (x)∥2dx, (2.35)

µB(·) = µA((T
−1(·))

と表される。この総輸送コスト C(T )を最小化する最適な輸送計画 T を探しなさい、というのが

Mongeの最適輸送問題の数学的表現となる。最小コストを実現する輸送計画 T の存在性を証明する

28



ことは難しい問題であったが、1987年にBrenierによってようやく厳密な証明が与えられた [50, 51]。

この証明は、1940年台に経済学者の Kantrovichが提唱した Kantrovichの問題を経由して示すと

いう手順を踏んでいる。Kantrovichの問題はMongeの設定より見通しが良いため、最適輸送の問

題はいまではMonge·Kantrovichの問題 (MK問題)とも呼ばれている。

ここで、もし分布 µAと µB が似た分布であれば、最適な輸送計画に基づく総輸送コストは小さい

値をとるはずである。別の言い方をすれば、2つの分布が大きく異なっていれば、輸送にかかるコ

ストは大きくなるはずであり、最適な輸送計画を採用しても総輸送コストは大きくなるはずである。

つまり、最適な輸送計画に基づく総輸送コストは 2つの分布がどれだけ異なっているかを表してい

ると考えることができ、これを分布間の距離と見なすことができる。この距離のことをWasserstein

距離といい、分布の集合からなる空間にWasserstein距離の構造を入れたものをWasserstein空間

という。

2.4.2 離散分布の場合: Earth Mover’s Distance

本論では、主に粒子の集団運動を考える。粒子の配置は不連続な分布と見なせることに注目する

と、粒子の配置パターンの間のWasserstein距離を考えることができる。

いま、2つのN 粒子系の配置パターン {x(A)
i }i=1,...,N , {x(B)

i }i=1,...,N があったとする。この配置

パターンを分布関数 µA, µB で表すと、それぞれ

µA(x) =
∑
i

1

N
δ(x− x(A)

i ), (2.36)

µB(x) =
∑
i

1

N
δ(x− x(B)

i ), (2.37)

と書ける。この場合は、最適な輸送計画を求める問題は、輸送コストを最小化する粒子のラベルの

置換 σ を探すという問題に帰着される。つまり、輸送計画 σ においては、パターン Aにおける粒

子 iをパターン B における粒子 σ(i)に輸送するとする (図 10)。このとき、パターン (分布)µA と

µB の間のWasserstein距離を dW (µA, µB)とすると、

dEMD(µA, µB) = min
σ

[∑
i

∥x(A)
i − x(B)

σ(i)∥
2
]
, (2.38)

と書ける。この値を求める、つまり最適な置換 σを求める問題は古典的な線形計画法の問題であり、
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図 10: 2つの粒子の配置パターン (分布)間の粒子の輸送.

解の存在と一意性は保証され、シンプレックス法などの方法により具体的に解くことができる。

このような離散的な分布の間のWasserstein距離は、データ解析の分野などでは Earth Mover’s

Distanceと呼ばれている。例えば画像識別の分野では、与えられた 2つの画像がどれほど異なって

いるかの尺度として Earth Mover’s Distanceを使うことがある [52]。
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2.5 Nyström extension

2.2節では Diffusion Map，2.3節では多次元尺度構成法という次元削減手法を紹介した．これら

の手法はいずれも，あらかじめ用意したデータセットからある種の行列を作り，その行列の大きな

固有値に対応する固有ベクトルで張られる低次元空間上を構成して，各データをその低次元空間上

の点として表すという手法であった．本論文で紹介しなかった次元削減手法においても，構成する

行列の種類が異なるだけで，固有ベクトルで張られる空間を構成するという手続きをとる手法が多

く考案されている．このとき，例えば構成した低次元空間が 2次元であったとき，i番目にラベル

付けされたデータの第 1,第 2座標は，最大固有値の固有ベクトルおよび 2番目に大きい固有値の固

有ベクトルの第 i成分として得られる (正確には，これに固有値や固有値の平方根がかかっていた

りする)．

ここで，構成される行列の次元は，用意したデータの個数に等しいことに注意する．つまり，大

量のデータを用意した場合は，超高次元の行列の固有値問題を数値的に解くことになり，計算時間

は膨大になってしまうという問題が生じる．また，新たなデータが得られて，そのデータを低次元

空間上の点として表したい場合は，元から用意されていたデータに新たなデータを加えて，改めて

行列を構成して固有値問題を解くことになってしまい，非常に手間がかかる．

このような問題を解決するために考案されたのが，Nyström Extension[53]と呼ばれる手法であ

る．これにより，あらかじめ用意した小さなデータセットから低次元空間を構成し，この空間に新

たなデータを逐次マッピングしていくことができる．この手法は，1920年台に Nyströmにより提

案された Nyström法という固有関数の近似手法を，次元削減手法の分野に応用したものである．

いま，あらかじめ用意したデータセットを {xi}1,...,M とする．そしてこのデータから構成されたM

次元行列Aの i, j成分をA(xi, xj)とし，Aの固有値と固有ベクトルを {λ1, . . . , λM}, {ψ1, . . . ,ψM}

とする．固有ベクトル ψαの第 i成分は ψα,iと表すことにする．ここで，例えば i番目のデータを

2次元空間で表した点を y(xi)とすると，

y(xi) = (λ1ψ1,i, λ2ψ2,i) (2.39)

と表される．このとき，元のデータセットに含まれていない新たなデータ x̃を低次元空間で表した
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点 ỹの第 α座標を

y(x̃)α :=
M∑
j=1

A(x̃, xj)ψα,j (2.40)

と定義するのが，Nyström Extensionである．(2.40)式において，x̃が元のデータセットに含まれ

ているデータ xi に等しかったとすると，

M∑
j=1

A(xi,xj)ψα(xj) = λαψα,i (2.41)

となり，（2.39）式と整合していることが分かる．
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3 Coarse Analysisの適用例1: 交通流モデルの解析

本章では，2章で紹介した Diffusion Mapの手法を用いて，Optimal Velocityモデル (以下では

OVモデルと呼ぶ)と呼ばれる交通流のモデルの解析を行う．3.1節では，交通流に関する過去の研

究を簡単に紹介したあと，OVモデルの紹介とモデルが持つ性質を説明する．3.2節で，OVモデル

が持つ 2つの解の双安定な性質の数理構造を，Diffusion Mapにより得られた少数の巨視的変数を

用いた分岐解析により明らかにする．

3.1 交通流とOVモデル

3.1.1 交通流と物理学

道路交通システムは，現代社会における産業や生活を支える重要な基盤である．しかし，このシ

ステムにつきものの渋滞の発生は，輸送効率の低下による経済的損失や無駄なエネルギー消費によ

る環境悪化をもたらすため，社会が解決しなければならない大きな課題となっている．この課題を

解決するためには，まず渋滞発生のメカニズムを理解することが必要であるが，交通渋滞がなぜ発

生するのかという問題は実は簡単ではない．交通事故や信号がボトルネックとなる場合は渋滞の原

因は明らかであるが，高速道路のように，そのようなボトルネックが存在しない状態でも渋滞は発

生するのである．このような，ボトルネックが無いにも関わらずいつの間にか生じてしまう渋滞を

自然渋滞という．渋滞の発生していない状態を自由流状態と呼ぶことにすると，自然渋滞の発生は，

交通流というシステムに内在する何らかのパラメータの変化による自由流状態から渋滞流状態への

遷移と捉えることができる．この遷移現象は，車という構成要素の集団からなるシステムの協力現

象として生じるものであり，物理学の観点からみて興味深い現象である．自然渋滞の発生を説明す

るために，交通工学の観点から古くから様々なモデルが考案されてきたが (例えば [54, 55])，古典

的なモデルはどれも渋滞流という単一の状態を再現することを試みるものばかりであり，複数の状

態を単一の方程式から導き出すという視点は無かったようである．

交通流の物理学的研究が盛んになるきっかけとなったのが，Nagel-Schreckenbergモデル [56]で

ある．このモデルは，セルオートマトンを使ったモデルであり，時間・空間ともに離散量として扱っ

ている．Nagel-Schreckenbergモデルは，ある臨界的な車両密度を境に自由流状態から渋滞流状態

へ遷移する様子を記述できる．しかし，このモデルにおいて車の運動はセルオートマトンのルール
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として扱われているため，交通流を物理学的観点から動力学現象として理解するという立場からは

相性が良くない．また，交通流を流体と見なす立場においては，渋滞の形成に成功したモデルとし

てはKerner-Konhauserモデル [57]がよく知られているが，車は粒子的存在であるため，交通流を

ある運動方程式に従う粒子集団において生じる集団現象として扱うのが自然であると思われる．そ

のような観点から，上の 2つのモデルとほぼ同時期に提案されたモデルが OVモデル [30]である．

3.1.2 OVモデル

OVモデルは，個々の粒子が以下の運動方程式 (Newton方程式)に従って１次元空間上を運動す

る多粒子系のモデルである；

d2xn(t)

dt2
= a

(
V(∆xn(t))−

dxn(t)

dt

)
,

(∆xn(t) := xn+1(t)− xn(t)), (i = 1, . . . , N) (3.1)

xn(t)は n番目の粒子の位置，aは感応度を表す．ここで，OV関数と呼ばれる関数Vは，0 → vmax

と単調増加するシグモイド型の関数であり、モデルの振る舞いは関数形の詳細によらない。本論で

は以下の関数形を用いることにする；

V(∆xn(t)) = vmax{tanh(∆xn(t)− h) + tanh(h)} (3.2)

ここで，vmax は最大速度，hは OV関数の変曲点を表す．

(3.1)式が意味することは，n番目の粒子には，自身の速度 dxn(t)/dtを前方の粒子 n+ 1との粒

子間距離 ∆xn(t) = xn+1(t) − xn(t)により定まる最適な速度 V(∆xn(t))に近づけようとする力が

はたらくということである．

このモデルを物理学の観点から見たとき，大きな特徴として以下の２つの点が挙げられる．ひと

つは，粘性項 −dxn(t)
dt が存在するために，この系が散逸系であり，エネルギーが保存しないという

ことである．そしてもう一つの重要な特徴は，OV関数 V(∆xn(t))が前方粒子間距離∆xn(t)にの

み依存するということから分かるように，相互作用が非対称であり，作用・反作用の法則が成り立

たない (言い換えると系全体の運動量が保存しない)ということである．つまり，n番目の粒子は粒

子間距離に応じた強さ sの引力を n + 1番目の粒子から受けるが，n + 1番目の粒子が引力を受け

るのは n+ 2番目の粒子であり，後方の n番目の粒子からは力を受けない．仮に相互作用が対称で
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図 11: OVモデルの２つの解

あれば，(3.1)式は１次元状に並んだ粒子を非線形なバネでつないだ系と等価であり，散逸の効果に

よって粒子が等間隔で並んで停止した自明な解に収束するだけである．エネルギーが散逸するよう

な系は，物理学において古くから扱われてきた対象であるが，このように相互作用が非対称な系は，

従来の物質科学としての物理学の対象としては調べられてこなかった対象である．

以下，境界条件は周期境界条件を用いるものとし，その周長は Lとする．(3.1)式は，自明な解

として全粒子が等間隔 L/N，等速度V(L/N) で運動する解をもつ (図 11の左)．この解は，交通流

における自由流解に対応する．この解を式で表せば次のようになる；

xn(t) = const+
L

N
n+V(L/N)t, (3.3)

dxn(t)

dt
= V(L/N). (3.4)

上式は常に (3.1)式の解になっている. この解について線形安定性解析を行うと，パラメータが

a

2V′(L/N)
< 1 (3.5)

をみたすとき，自由流解は不安定解となることが示せる (導出は Appendix Bを参照)．自由流解が

不安定化した結果，粒子が密集したクラスタ領域とまばらな部分 (高速走行領域)に別れた解が安定

解として現れる (図 11の右)．この解においてクラスタは， 図の赤い点線で囲まれた部分のように

粒子の進行方向とは逆方向に伝搬して行く．このクラスタの出現が交通流における渋滞に発生に対

応しており，以下ではこの解を渋滞流解と呼ぶことにする．

このように OVモデルは，交通流における自由流状態，渋滞流状態に対応する 2つの解を持ち，

解の安定性は，パラメータにより変化する．
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図 12: OVモデルの相図 (文献 [58]より引用)．領域 (i)では自由流解のみが安定，領域 (iii)では渋

滞流解のみが安定であり，領域 (ii)ではいずれも安定である．(i)と (ii)の境界は解析的に求められ

た式 (3.5)から分かるが，(ii)と (iii)の境界は数値計算により求められたものである．

渋滞流解において，クラスタ領域内における粒子間隔は一定となることが分かっており，これを

∆xJ と表すことにする．同様に，高速走行領域における粒子間隔も一定であり，これを∆xF とす

る．これらの粒子間距離が共に実現するためには，平均粒子間距離 L/N が次の式

∆xJ < L/N < ∆xF (3.6)

を満たす必要がある．パラメータが (3.5)と (3.6)を満たすとき，自由流解は不安定となり，系は渋

滞流解に収束する．しかし，数値計算を用いた過去の研究によって，(3.5)を満たしていない場合で

も（つまり自由流解が安定な解である場合でも），(3.6)を満たしていれば渋滞流解は安定な解であ

ることが分かっている [58]．つまり OV模型は，自由流解と渋滞流解が両方安定に存在する双安定

なパラメータ領域を持っている (図 12の (ii)の領域)．これは，自由流-渋滞流の転移には履歴依存

性 (ヒステリシス)が存在することを示している．渋滞の発生におけるヒステリシス現象は，世界各

地の高速道路における観測データからも確認されており，OVモデルは現実の交通流の特徴をよく

再現できているといえる．

OVモデルの 2つの解の双安定性については，いくつかの先行研究が存在する.[58, 59, 60, 61, 62]．

36



例えば文献 [62]では，方程式 (3.1)を粒子番号について連続化した方程式を 3次まで展開すること

により，安定な自由流解と渋滞流解の吸引領域を隔てる不安定定常解が得られることが示されてい

る．しかし，渋滞流に相当する解を得るために方程式を 5次まで展開すると，展開係数の不定性が

現れてしまうため，2つの解の完全な分岐構造を明らかにすることはできなかった．そこで本論で

は，2章で紹介した Diffusion Mapの手法を OVモデルに適用し，OVモデルを記述する巨視的な

変数を見出した上で，その変数について分岐解析を行い，双安定性を特徴づける分岐構造を明らか

にする．

3.2 Diffusion Mapを用いたOVモデルの分岐解析

3.2.1 Diffusion MapによるOVモデルの状態空間の次元縮減

Diffusion Mapの手法を適用するためには，OVモデルの数値計算を行い，データ点の集合を作

る必要がある．本論では，境界条件は周期境界条件を採用し，数値計算に用いる粒子数はN = 60，

サーキットの長さは L = 60とした．感応度は a = 1.7,OV関数の変曲点は h = 1.2,最大速度は

vmax = 0.835 とした (このあとで分岐解析を行う際，コントロールパラメータとしては vmax を用

いる)．数値計算においては，時間刻み幅 dt = 0.1のオイラー法を用いた．上記のパラメータのも

とで数値計算を行うと，自由流解と渋滞流解が両方安定となっていることが分かる．また，渋滞流

解が現れる場合は，クラスタが一つだけ形成されるように初期条件を取った．このとき，クラスタ

がサーキットを１周するのに要する時間は 230程度であった．

Diffusion Mapの計算に用いるデータ点としては，上記の設定で行った OVモデルの数値計算で

得られた時系列データのうち，定常な運動に緩和した渋滞流解において時間幅 1.0刻みで得られる

232個の時刻における全粒子の位置と速度，および自由流解におけるあるひとつの時刻における全

粒子の位置と速度を用いる．以上より，全データ点の数は 233個である．

Diffusion Mapの適用に先立って，OVモデルの計算から得られた変数（位置と速度）に対して，

以下のような処理を行った；まず，周期境界条件を課された 1次元空間上の位置は円周上の位置と

同等であるため，位置座標 xi を２つの変数

x
(1)
i (t) = sin(2πxi(t)/L),

x
(2)
i (t) = cos(2πxi(t)/L) (3.7)
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図 13: Diffusion Mapの手法における遷移行列の固有値を大きなものから 4つ表したもの (自明な

最大固有値 1は除いている).

に変換する．１次元の運動に，２つの位置座標を用いることで冗長な記述となるが，拡散写像を計

算する上で障害とはならない．また，上述の処理により２つの位置変数に対応して，速度変数の値

のオーダーを揃えるために次のような変換を行う；

x
(3)
i (t) =

vi(t)−mini{vi(t)}
maxi{vi(t)}

(3.8)

さらに，本論文では粒子集団が作る巨視的なパターンに注目しているので，粒子の配置が同じであ

れば，それらの粒子のラベルにかかわらず同じ状態として扱えるようにする必要がある．そのため，

系の状態は，粒子のラベルの入れ替えについて対称である必要がある．そのような状態変数の取り

方は何通りか考えられるが，ここでは次のように統計量への変換を行う；

x̄
(k)
i (t) = mi(x

(k)
1 (t), . . . , x

(k)
N (t)),

(k = 1, 2, 3, i = 1, . . . , N) (3.9)

右辺は集合 {x(k)1 (t), . . . , x
(k)
N (t)} に対する i次の中心モーメントmiを表す．i = 1の場合は平均値

である．
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図 14: Diffusion Mapにより得られた 2次元の状態空間上で表された自由流解と渋滞流解. 円周が

渋滞流解を表し，その中心の点が自由流解を表す．渋滞流解のプロット点の色は，そのデータ点を

取得した時刻を表し，赤から黄色にかけて時間発展している．

数値計算から得られた 233個の各データ点について上述のような変換を行った上で，Diffusion

Mapの手法を適用した．このとき，遷移確率の式（2.1）の εの値は 0.5を用いた．すると，遷移行

列 (2.1)の固有値の分布は図 13のようになり，最初の 2つと 3つ目の間にスペクトルギャップが確

認される．これは，Diffusion Mapによる座標変換 (2.15)において，採用するべき新しい状態変数

は２つのみであることを示しており，データ点は 2次元の状態空間上の 1点として表すことができ

る．233個のデータ点をこの 2次元平面 ψ1 − ψ2 に写像した結果を図 14に示す．この図を見ると，

自由流解と渋滞流解は，ψ1 − ψ2 平面において，それぞれ円周上を回転する点とその中心点で表さ

れている．いま，２つの解が共に安定な解であることを考えると，渋滞流解はこの平面において安

定リミットサイクル，自由流解は安定固定点として表されることが分かる．

ここで，２つの解が共に安定であるということは，図 14の円 (安定リミットサイクル)と中心点

(安定固定点)の間に，不安定リミットサイクルが存在することが推測される．以下で，Diffusion

Mapにより得られた 2次元の状態空間上の不安定リミットサイクルの探索を行う．
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図 15: 生成した新しい初期状態と，ψ1 − ψ2 空間での点の対応．

3.2.2 不安定リミットサイクルの探索

まず，図 14の渋滞流解の軌道上のある一点に対応する微視的状態（図 15内で左側の黒枠で囲ま

れた状態）を基準として，次の式を用いて自由流解の状態（右側の黒枠で囲まれた配置）に近づけ

た状態を得る；

∆xnewi = ∆x0i + µ(L/N −∆x0i ), (3.10)

xnew1 = x01, xnewi = xnewi−1 +∆xnewi , (i = 2, . . . , N), (3.11)

vnewi = V (∆xnewi ), (i = 1, . . . , N) (3.12)

上付きの添字 0, newが付いた変数は，それぞれ基準状態における変数と新しく得られた状態におけ

る変数を表している．（3.10）式より，粒子間距離の合計
∑N
i=1 ∆x

new
i は周長 Lに一致しているこ

とは容易に確認できる．µは基準状態から一様流へ近づける度合いを表すパラメータであり，µ = 0

のときは基準状態のまま，µ = 1のときは一様流解となる．µ < 0では基準状態よりもさらに一様

流から離れた状態となる．

40



上式で得られた新たな微視的状態に対して Nyström extension(2.40)を適用することで，その微

視的状態を ψ1−ψ2平面上の点として表すことができる．(図 15内の赤い×印は，左から順に µ =

0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.84, 0.86 で得られた微視的状態に対応している)．

これらの新たな微視的状態を初期状態としてOVモデルの数値計算を行い，得られた時系列デー

タに再び Nyström extension(2.40)を適用することで，時系列データを ψ1− ψ2平面上の軌道とし

て表すことができる．この軌道の振る舞いを見ることで，ψ1− ψ2平面上の流れ場を知ることがで

き，不安定リミットサイクルを探し出すことが出来る．

ここで，図 15内の点Aと点Bに対応する微視的状態を初期状態とする時系列データを，Nyström

extensionにより ψ1 − ψ2 平面に埋め込んだものが図 16の２つの軌道である．プロット点の色は，

赤から黄色にかけて時間発展していることを示している．この図を見ると，点 Aを初期状態とす

る軌道は，内が赤，外が黄色となっており，時間の経過とともに外側に広がり，安定なリミットサ

イクルに渦を巻きながら近づいて行くことが分かる．それに対して，点 Bを初期状態とする軌道

は，外が赤，内が黄色となっており，中心の一様流解に近づいて行く様子が見てとれる．このこと

から，点 Aと点 Bの間に不安定リミットサイクル（図 16に描かれた灰色の点線）が存在すること

が分かる．

3.2.3 OVモデルの分岐解析

vmaxの値を制御パラメータとして 0.800から 0.840まで 0.001ずつ変化させて，上記の方法を用

いて安定リミットサイクルおよび不安定リミットサイクルを計算した結果を図 17に示す．青い点か

らなる曲面が安定リミットサイクルの集合を表し，赤い点からなる曲面が不安定リミットサイクル

の集合を表す．中心を通る直線は，自由流解を表している．これをみると，vmax < 0.810では自由

流解を表す中心の固定点のみが安定であり，vmax = 0.810で安定リミットサイクルと不安定リミッ

トサイクルが現れる．そして，vmaxを 0.831に近づけていくと，不安定リミットサイクルがだんだ

んと縮んでいき，vmax = 0.831で中心の固定点に一致する．vmax > 0.831においては，渋滞流解を

表す安定リミットサイクルのみが安定な定常解であり，自由流解を表す固定点は不安定である．こ

の結果から，OV模型が渋滞流解と自由流解がともに安定な定常解として存在するような領域をも

つことは，ψ1 − ψ2 空間においてサブクリティカル Hopf分岐の構造をもつことに対応することが

確かめられた．
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図 16: 点 Aと点 Bを出発点とする軌道．
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図 17: vmaxの変化に対する ψ1, ψ2平面上での定常解の分岐構造．図 (b)は，図 (a)の ψ2 = −0.002

に沿った断面図である．
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4 Coarse Analysisの適用例2: 歩行者退出過程の制御

本章では，2章で紹介した手法 (多次元尺度構成法とWasserstein距離)を用いることにより，歩

行者の集団が部屋から脱出する際に発生する混雑を，歩行者集団の配置を参照して動く障害物を用

いて緩和することを試みた研究を紹介する．4.1節で，歩行者退出過程の過去の研究や，シミュレー

ションに用いるモデルの説明を行う．4.2節で，歩行者の配置空間を次元縮減することにより得ら

れた低次元空間上での流れを調べることにより，混雑の発生を防ぐように障害物を適切に動かすこ

とができることを示す．

4.1 歩行者退出過程と障害物の設置による混雑の緩和

災害や事故が発生した際の群衆の避難行動において，どのような危険性が生じる可能性があるの

かを調べることは，防災の観点から重要な研究課題であり，数理モデルを用いたシミュレーション

や実際の歩行者を用いた実験などにより多くの研究が行われている [63, 64]．この分野で特によく

研究されているのが，災害発生時に建物の中にいた群衆がパニックとなり，人が一斉に出口に殺到

する状況である [65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76]．このような状況では，群衆が一斉

に部屋の出口に集中することで出口付近で混雑が発生し，避難完了にかかる時間が長くなるという

研究結果が，数理モデルを用いたシミュレーションから報告されている [65]．この現象は，各歩行

者が退出を急げば急ぐほど，全員の退出完了時間が長くなってしまうという一種の集団効果の現れ

であり，多体系における集団現象という観点から見ても興味深い問題である．

出口付近での混雑を解消し，避難完了にかかる時間を短縮するための方策として，出口の前に障

害物を設置するのが有効であるという結果が確認されている [65, 66, 77, 78, 79, 80, 81]．出口と障

害物に挟まれた領域が通路の役割を果すことにより，退出の流れが速くなるのである．パニックに

陥った群衆に対して，混雑の発生を防ぐために一人ひとりに冷静さを取り戻すよう働きかけるのは

現実的に難しい．そのため，障害物のような物理的対象を用いて避難効率を高めるのは効果的であ

ると考えられる．

ここで，障害物の効果を確認するために，数理モデルを用いた歩行者退出過程のシミュレーショ

ンを行う．歩行者の振る舞いを再現する数理モデルとしては，フロアフィールドモデル [67]や格子

気体モデル [82, 83]などが存在するが，本論文ではこの分野で最もよく用いられている Social Force

モデル [29]を用いることにする．Social Forceモデルは，各歩行者を円形の粒子とみなし，その時
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図 18: Social Forceモデルにおける粒子間相互作用.

間発展を以下の運動方程式で記述するものである (図 18)；

mẍi(t) =
v0e

exit
i (t)− ẋi(t)

τ
+
∑
j ̸=i

[
f soc
ij (t) + fphy

ij (t)
]
+

∑
b

[
f soc
ib (t) + fphy

ib (t)
]

f soc
ij (t) = −Aexp

(
− dij(t)− 2r

B

)
nij(t)

fphy
ij (t) = Cθ(2r − dij)nij +Dθ(2r − dij)[(ẋj − ẋi · tij)]tij

(4.1)

m,rはそれぞれ粒子の質量と半径を表し，xiは粒子 iの位置，eexiti は粒子 iから出口を向く単位ベ

クトル，eij は粒子 iから jを向く法線方向の単位ベクトル，tij はそれに直行する接線方向のベクト

ルであり，θは階段関数である．右辺第 1項は目的地 (この場合は出口)を目指す自己駆動力を表す．

第 2項は周囲の粒子との相互作用を表し，接触を避けようとする力 (social force)と，接触時に働く

法線方向の力 (反発力)および接線方向の力 (摩擦力)からなる．第 3項は壁や障害物との相互作用

を表し，第 2項と同じ関数形で与えられるものとする．(ただし，粒子が接触したときの中心間距離

を表す 2rの因子を rに置き換える)．パラメータの値は，r = 0.3 m, m = 60 kg, v0 = 1.5 m/s,

τ = 0.1 s・kg, A = 1.0× 103 N, B = 0.08 m, C = 1.0× 103 N, D = 0.3× 103 kg/sとし，粒子数

は 40とした．ここで用いているパラメータは文献 [29, 65]で用いられているものとは異なること

に注意しておく．文献 [29, 65]で用いられているパラメータにおいては，歩行者を表す円盤は剛体

のように固い物体として振る舞い，それにより出口で渋滞が起きやすくなっている．実際の歩行者
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図 19: 出口退出のシミュレーションを行うシチュエーション．部屋の上部に出口がある．緑色の円

盤は歩行者を表し，大きい黒い円盤は障害物を表す．

は，ある程度の隙間があれば体をねじ込むことにより出口から脱出できるため，そのような振る舞

いを再現できるようなパラメータとして上記のものを採用した．

出口退出のシミュレーションを行う部屋は 1辺が 15mの正方形とし，その 1辺の中央に幅 0.7m

の出口を 1つ配置した (図 19)．そして出口正面に障害物を配置し，障害物の出口からの距離に対す

る，全粒子の退出完了時間を計算した結果を図 20に示す．このとき，部屋の奥半分のスペースに

粒子をランダムに配置してシミュレーションを 30回行い，退出時間の平均を求めた．図 20より，

障害物を出口から 1.2mの位置に置いたとき，平均退出時間は最小となり，障害物を置かない場合

に比べて 3秒ほど短縮されていることが分かる．なお，障害物を 1.2mより近づけると，粒子が出

口の端と障害物に挟まれて動けなくなってしまうため，退出時間は計算できなかった．

なお，文献 [66, 78]では，障害物を出口正面から左右どちらかに少しずらして設置した場合に退

出時間が最小になるという結果が報告されているが，本研究で用いたパラメータにおいては障害物

をずらすことによる退出時間短縮の効果は見られなかった．

4.2 動く障害物を用いた歩行者退出過程の制御

しかし，障害物の設置という解決策には大きな問題点がある．それは，避難運動が行われていな

い時，つまり平常時において，障害物は歩行者の円滑な移動を阻害してしまうということである．

そこで本研究では，部屋の中の歩行者の配置に応じて移動する障害物を考える．具体的には，平
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図 20: 障害物と出口の間の距離に対する平均退出時間．青い線は障害物を置かない場合の平均退出

時間を表す．

常時は障害物を出口の横に固定しておき，出口付近で混雑が発生するときに出口正面に移動させる．

4.2.1 歩行者集団の配置空間の次元縮減

歩行者の配置に応じて障害物を移動させるためには，配置に対する障害物の動きを決めるルール

を設定しなければならない．しかし，2次元平面上のN 人の歩行者の配置は 2N 次元の高次元デー

タであり，可能な配置パターンは無数に存在するため，そのような高次元空間のデータを参照して，

障害物の運動を定めるルールを設定することは事実上不可能である．そこで，全歩行者の配置の類

似度をおおまかに特徴づける低次元空間を構成し，配置パターンをその空間上の 1点で表すことで，

「混雑が起こる場合の配置」をその空間上のある領域として指定することを考える．そのような低

次元空間を以下の手順により構成する．

まず，様々な歩行者の配置 (微視的状態)からなるデータ集合を用意し，データ点間の距離を計算

する．配置間の距離としては，Earth Mover’s Distanceを採用する．なお，室外に退出した後の歩

行者の位置には興味が無いので，退出済みの歩行者の位置変数は出口の中心点に固定するものとす

る．そして，得られたデータ点間の Earth Mover’s Distanceに対して多次元尺度構成法を適用し，

固有値の大きい成分から 2つをとる．これにより，全歩行者の配置という 2N 次元のデータは，2

47



次元平面上の 1点 (ψ1, ψ2)で表わされることになる．なお，多次元尺度構成法では原点に対応する

データを任意に選ぶことができるが，ここでは全員が退出した状態を原点に選ぶことにする．

歩行者の配置空間の次元削減を行うために，まずデータ集合を用意する必要がある．そのために，

歩行者をそれぞれ縦 2列，4列に並べた状態と部屋の奥全体に均等に配置した初期状態を作成した

(図 21)．そして，障害物を置かずに，運動方程式 (1)によりこれらの配置を初期状態とする数値シ

ミュレーションを行った．このとき，全歩行者が退出するまで歩行者の配置のデータを 1秒毎に記

録した．その結果，計 54個のデータ点からなるデータセットを得た．そして，各データ点の間の

Earth Mover ’s Distanceを計算し，多次元尺度構成法を適用した．その結果得られた 2次元平面

上の点列と，実空間上の歩行者集団の時間発展の対応を示したのが図 22である．原点は全歩行者

が退出を完了した状態であるので，ある配置から退出が完了するまでの時間発展は，ψ1 − ψ2 平面

において，ある方向から原点に吸引される軌道に対応していることがわかる．

4.2.2 障害物の運動を支配するルールの設定

次に，緊急時に退出時間を減らせる場合にのみ出口正面に移動するように，障害物の振る舞いを

決めるルールを設定する．ここで，２次元空間を構成するために使われた２列の初期配置からの時

間発展では，歩行者は混雑を発生させずに退出できていることに注意する．つまりこの場合は，出

口前に置かれた障害物が歩行者の退出の流れを阻害してしまい，かえって退出時間が長くなる．こ

れは，歩行者が適切に整列されている場合は，たとえ避難時であっても障害物は必要ないことを意

味する．歩行者を整列させることの効果は文献 [79]における実験でも示されている．よって，適切

なルールを設定するためには，障害物が必要とされる場合とそうでない場合を区別しなければなら

ない．つまり，障害物を設置すると退出時間を減らせるような全ての時間発展のパターンを知る必

要がある．そのようなをパターンを知るために，歩行者をランダムに配置した初期状態と何列かに

整列した初期状態を多数用意した．これらの初期状態について，障害物を置いた場合と置かない場

合の２通りについて時間発展を計算した．その結果，障害物を置いたときの方が退出時間が短くな

るような時間発展は，ψ1 − ψ2平面において，図 23内に示された角度範囲 θψ 内の方向から原点に

吸い込まれていくことが分かった．つまり，軌道がこの角度の範囲 θψ に含まれているか否かよっ

て，障害物が必要性を判別することができる．

上の議論から，障害物の移動を適切に制御するために，次のようなルールを提案する．まず，障
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図 21: 歩行者の配置データの集合を得るために作成した 3つの初期配置.

All the pedestrians complete exiting t = 0.0 st = 8.0 s

図 22: 多次元尺度構成法で得られた 2次元平面上の点列と，実空間上の歩行者集団の時間発展の

対応.
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t=8.0 t=0.0

S

Rψ

θψ

図 23: 障害物を設置したほうが早く退出できる時間発展は，ψ1−ψ2平面空間上の角度領域 θψ から

原点に吸い込まれる軌道として表される. 図中にはそのような時間発展のひとつの例を載せた. 図

22の 3つの軌道も再び載せている.

害物を，歩行者の動きの妨げにならないように出口正面から横 2.5mの位置に固定しておく．この

とき，障害物の壁からの距離は 1.2mとする (図 24を参照)．ここで，上で求められた角度範囲 θψ

に広がる半径Rψ の扇形領域 Sを定義する (図 23を参照)．そして，図 25に示すように，歩行者集

団の配置を表す ψ1 −ψ2平面の点が領域 Sに入ると同時に，障害物を出口正面に向かって移動させ

る．このときの障害物の移動速度は次の式で与える；

V0 = a∥ṙψ∥ (m/s) (4.2)

ṙψ =
√

(ψ̇1)2 + (ψ̇2)2は ψ1 − ψ2平面上の点の動径方向の速度であり，集団が出口に向かう速さに

対応している．定数 aの値は 0.2 m/sとした．障害物は出口正面に到着したところで移動を止める．

ここで，領域 Sの半径 Rψ は，障害物の移動開始時点を決めるパラメータである．このパラメー

タの適切な値は，以下のようにして求めた．まず，部屋の奥半分の領域に歩行者集団をランダムに
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2m 1.2m

Obstacle

図 24: 障害物の初期配置.

S

X

X

Rψ

θψ

図 25: 障害物の動きのルール. 歩行者集団の配置を表す ψ1 − ψ2平面の点が領域 Sに入ったところ

で，障害物を出口正面に向かって動かす.
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配置した初期状態を 30個用意し，それぞれについて上記のルールに従って障害物を移動させ，退

出時間の平均値を計算した．なお，ここまでは歩行者が望む歩行速度を表すパラメータ v0 の値を

1.5m/sとしてきたが，他の値 1.2m/s,1.8m/sでも上と同様のシミュレーションを行った．その結果

を図 26に示す．この図を見ると，Rψ が 200前後のとき，障害物を出口前に固定する場合よりも退

出時間を短縮できていることが分かり，退出時間を最小にする最適な値が存在することも確かめら

れる．Rψ の値が大きすぎると，障害物の出口前への移動が早すぎるため，はじめから出口前に障

害物を固定する場合と退出時間が変わらない (図 26の右端)．一方，Rψ の値が小さすぎると，障害

物の移動開始が遅すぎるために，混雑の発生を防ぐことができず，退出時間が長くなってしまうこ

とも分かる (図 26の左端)．以上より，領域 S の半径の最適値を決定することができた．

なお、今回考えた状況は、正方形の部屋に出口が一つだけ存在するという単純な場合であった。

現実的な状況をでは、部屋の形状が複雑であったり、出口が複数ある場合もあり得る。しかし、障

害物の位置の制御ルールを定義するために今回用いた手法は、より複雑な場合にも適用することが

できる。ただし、歩行者の配置を表す低次元空間を作るためのデータセットは、今回の状況より多

く必要になると予想される．
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v0=1.2m/s

(a)

v0=1.5m/s

(b)

v0=1.8m/s

(c)

図 26: 領域 S の半径 Rψ に対する平均退出時間. グラフ内の緑色の線は，障害物を出口前に固定し

た場合の平均退出時間を示す．
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5 まとめと今後の展望

本論文では，Coarse Analysisの手法により，集団運動の巨視的法則性を見出すことを試みた．

1章では，集団運動の研究の例として，原子や分子の集団運動を扱う統計力学の歴史を説明した

後，生物や人間の集団の運動に関する近年の研究の概要を述べた．そして，このような新しい対

象については既存の統計物理学的手法はそのまま適用することは難しく，新しい枠組みが必要であ

り，そのために Coarse Analysisという手法を提案することを述べた．2章では，Coarse Analysis

の大まかな枠組みを述べた後，具体的に使われるデータ解析手法として，Diffusion map，多次元尺

度構成法，Earth Mover’s Distance，Nyström extensionの方法について説明を行った．3章では，

Coarse Analysisの適用例として，OVモデルと呼ばれる交通流のモデルの渋滞発生という巨視的

集団現象の解析に Diffusion mapを適用し，渋滞発生が力学系におけるサブクリティカル Hopf分

岐という構造を持つことを明らかにした．4章では，Coarse Analysisの集団現象の制御への適用例

として，歩行者の出口退出過程を考えた．そこでは，Earth Mover’s Distanceと多次元尺度構成法

を組み合わせることにより，歩行者の配置パターンを表す 2次元空間を構成し，この空間上の位置

データに基いて出口前の障害物を動かすことにより，障害物が必要となる緊急時にのみ障害物が出

口正面に移動させられることを示した．

今後の展望としては，1章でも紹介した 2次元OVモデル [28]や SOモデル [27]などのより複雑

で多様な動的パターンを示すモデルの解析に Coarse Analysisの手法を適用し，そのダイナミクス

の数理構造を明らかにするということが考えられる．また，Coarse Analysisはデータさえあれば適

用可能な手法であり，実験や観測により得られたデータの解析に用いることも可能である．つまり，

数理モデルを経由せず，現実の現象から直接数理的法則を見出すというアプローチが考えられる．

Coarse Analysisの課題としては，次元削減により得られる巨視的変数の物理的意味を見出すこ

とが一般には難しいということが挙げられる．われわれが採用する次元削減手法は，主成分分析の

ように元の変数の線形結合で得られるものではなく，ある種の行列の固有ベクトルの成分として得

られるものである．これらの成分が，元の変数とどのように結びついているかを解析的に知ること

は困難であると思われる．しかし，次元削減により得られた低次元空間上の点と，実空間上での集

団のパターンを対比することにより，低次元空間の軸に対応する巨視的変数の意味を推測すること

は可能であると考えられる．そして，これらの巨視的変数は，集団における統計量に対応している

と推測される．例えば，3章のOVモデルの解析により得られた 2次元平面 (図 14)では，粒子が等
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間隔に並んだ一様流解は中心点，粒子間隔が非一様な渋滞流解は有限の半径をもつ円として表され，

渋滞クラスタの移動は円周上の点の移動に対応していた．つまり，この平面の動径成分は粒子間隔

の分散，角度成分は粒子集団の重心に対応していると解釈できる．また，4章における歩行者集団

の配置を表した平面 (図 22)では，歩行者全体が出口に近づくにつれて，平面上の点は原点に吸い

込まれている．よって，この平面の動径成分は，歩行者集団の重心と出口との間の距離を表してい

ると考えられる．そして，歩行者の散らばりの度合い，つまり分散が角度成分に対応していると解

釈できる．このように，交通流と歩行者集団という異なる現象に対して異なる次元削減手法を用い

たにも関わらず，共に集団を記述する巨視的変数として統計量が得られているように見える．序論

で述べたように，伝統的な物質科学においては，熱力学量を原子・分子の集団の統計量と見なす統

計物理学によって，微視的な運動法則と熱力学という巨視的な理論が結び付けられた．本論におけ

るこの結果は，Coarse Analysisが，集団運動における微視的な理論と巨視的な法則を結びつける

統計物理学に相当する役割を期待できるものであることを示していると考えられる．
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A 遷移行列の固有ベクトルの直交関係の導出

(2.1),(2.5)式で定義される遷移行列 P の固有値問題に入る前に，まず次の相似変換を考える;

A = DPD−1 (A.1)

ただしDは，

D =



√
ϕ0(x1) O√

ϕ0(x2)

. . .

O √
ϕ0(xM )


(A.2)

である．Aが対称行列であることは容易に確かめられる;

(A)ij =

√
ϕ0(xi)

ϕ0(xj)
p(xi,xj) =

exp(−∥xi−xj∥2

ε2 )√
ϕ0(xi)ϕ0(xj)

= (A)ji (A.3)

よって，Aの固有値λα(α = 0, 1, . . . ,M−1)に対応する右固有ベクトルをuα = (uα(x1), . . . , uα(xM )T

とすると，左固有ベクトルは uαを転置したベクトル uTα である．なお，Aは P の相似変換である

ことから Aの固有値は P の固有値に等しい．また P が遷移行列であることから，その最大固有値

は 1であり，他の固有値は 0以上の実数である．以後，固有値 λα は添字について，

λ0 = 1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λM−1 ≥ 0 (A.4)

のように順序付けされているものとする．

ここで，uα が Aの右固有ベクトルであることから，

Auα = (DPD−1)uα = λαuα

⇔ P (D−1uα) = λα(D
−1uα) (A.5)

が成り立つことがわかる．（A.5)式より，Pの固有値λαに対応する右固有ベクトルψα = (ψα(x1), . . . , ψα(xM ))T
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は

ψα = D−1uα =
( uα(x1)√

ϕ0(x1)
, . . . ,

uα(xM )√
ϕ0(xM )

)T
(A.6)

と書けることがわかる．同様に次の関係

uTαA = uTα(DPD
−1) = λαu

T
α

⇔ (uTαD)P = λα(u
T
αD) (A.7)

が成り立つことから，P の左固有ベクトル ϕα = (ϕα(x1), . . . , ϕα(xM ))は

ϕα = uTαD =
(√

ϕ0(x1)uα(x1), . . . ,
√
ϕ0(xM )uα(xM )

)
(A.8)

と書ける．（A.8）式が α = 0のときに整合性をみたすためには

u0(xi) =
√
ϕ0(xi) (i = 1, 2, . . . ,M) (A.9)

である必要があるが，これが Aの固有値 λ0 = 1に対応する固有ベクトルであることは次のように

確かめられる;

M∑
j=1

Aij

√
ϕ0(xj) =

M∑
j=1

√
ϕ0(xi)

ϕ0(xj)
p(xi,xj)

√
ϕ0(xj)

=
√
ϕ0(xj)

M∑
j=1

p(xi,xj)

=
√
ϕ0(xi)

⇔ A
(√

ϕ0(x1), . . . ,
√
ϕ0(xM )

)T
= 1

(√
ϕ0(x1), . . . ,

√
ϕ0(xM )

)T
(A.10)

また，

(√
ϕ0(x1), . . . ,

√
ϕ0(xM )

)(√
ϕ0(x1), . . . ,

√
ϕ0(xM )

)T
=

M∑
j=1

ϕ0(xj)

=

M∑
j=1

C(xj)∑M
k=1 C(xj)

= 1 (A.11)
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より規格化条件もみたす．よって，確かに（A.9）は成り立っている．また（A.6）,（A.9）より，

ψ0 = (1, . . . , 1)T (A.12)

であることもわかる．

（A.6）,（A.8）式より，P の左固有ベクトルϕαの成分は，定常分布と右固有ベクトルを使って，

ϕα(xi) = ϕ0(xi)ψα(xi) (i = 1, 2, . . . ,M) (A.13)

と書けることがわかる．また，固有ベクトルの正規直交関係

uTαuβ = (uTαD)(D−1uβ) = ϕαψβ =
M∑
j=1

ϕα(xj)ψβ(xj)

= δαβ (A.14)

は次のように書き直せる;
M∑
j=1

ϕα(xj)ϕβ(xj)

ϕ0(xj)
= δαβ (A.15)
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B OVモデルの線形安定性解析

OVモデルの自由流解 (3.3),(3.4)の安定性を見るために，この解に摂動を与える．このとき，n

番目の粒子の位置は，一様流解からの微小なずれ yn(t)を用いて次のように表すことができる；

xn(t) = const+
L

N
n+V(L/N)t+ yn(t) (B.1)

また，OV関数を yn(t)について展開し，1次の項までとると，

V(∆xn+1(t)−∆xn(t)) = V
( L
N

+ yn+1(t)− yn(t)
)

≃ V(L/N) + V′(L/N)
(
yn+1(t)− yn(t)

)
(B.2)

と書ける．よって，運動方程式 (3.1)を線形化した方程式は次のような形になる；

d2yn(t)

dt2
= a

(
V′(L/N)

(
yn+1(t)− yn(t)

)
− dyn(t)

dt

)
(B.3)

いま，周期境界条件を課しているので，(B.3)式の解は，波数 kのモード

ei
2πk
N n, (k = ±1,±2, . . . ,±N) (B.4)

の重ね合わせにより，

yn(t) =
∑
k

ỹk(t)e
i 2πn

N k (B.5)

と表すことが出来る．また，ỹk(t)の関数形を

ỹk(t) = eσ(k)t (B.6)

と仮定すれば，(B.3)より，σ(k)に関する代数方程式

(
σ

a

)2

+

(
σ

a

)
− V′(L/N)

a
(ei

2π
N k − 1) = 0 (B.7)

を得る．これを解けば，σ(k)は，

σ(k)

a
= −1

2
±
√

1

4
+

V′(L/N)

a

(
ei

2π
N k − 1

)
(B.8)
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で与えられることが分かる．ここで (B.5),(B.6)式をみると，(B.8)式右辺の実部が正のとき，波数

kに対応するモードの振幅が時間とともに増大していき，その結果 yn(t)は一様流解から離れて行

くことが分かる．波数 kのモードの振幅が増大する条件は，次のように変形することが出来る；

Re

[
−1

2
+

√
1

4
+

V′(L/N)

a
(ei

2π
N k − 1)

]
> 0 (B.9)

で与えられることが分かる．この関係式は以下のように変形することが出来る；

Re

[
−1

2
+

√
1

4
+

V′(L/N)

a
(ei

2π
N k − 1)

]
> 0

Re

[√
a+ 4V′(L/N)

(
cos

(
2π
N k

)
− 1

)
4a

+ i
V′(L/N)

a
sin

(
2π

N
k

)]
>

1

2

Re

[√√√√√
(
a+4V′(L/N)(cos( 2π

N k)−1)

4a )2 + (V
′(L/N)
a sin( 2πN k))

2 +
a+4V′(L/N)(cos( 2π

N k)−1)

4a

2

+i

√√√√√
(
a+4V′(L/N)(cos( 2π

N k)−1)

4a )2 + (V
′(L/N)
a sin( 2πN k))

2 − a+4V′(L/N)(cos( 2π
N k)−1)

4a

2

]
>

1

2

√√√√√
(
a+4V′(L/N)(cos( 2π

N k)−1)

4a )2 + (V
′(L/N)
a sin( 2πN k))

2 +
a+4V′(L/N)(cos( 2π

N k)−1)

4a

2
>

1

2

√√
a2+8aV′(L/N)(cos( 2π

N
k))−1)+16V′2(L/N)(2 cos( 2π

N
k)−2)+a+4V′(L/N)(cos( 2π

N
k)−1)

8a
> 1

2

√
a2+8aV′(L/N)(cos( 2π

N
k))−1)+16V′2(L/N)(2 cos( 2π

N
k)−2)+a+4V′(L/N)(cos( 2π

N
k)−1)

8a
> 1

4

√
a2 + 8aV′(L/N)(cos( 2π

N
k))− 1) + 16V′2(L/N)(2 cos( 2π

N
k)− 2) > a− 4V′(L/N)(cos( 2π

N
k)− 1)

a2 + 8aV′(L/N)(cos( 2π
N

k))− 1) + 16V′2(L/N)(2 cos( 2π
N

k)− 2) >
(
a− 4V′(L/N)(cos( 2π

N
k)− 1)

)2
a < V′(L/N)

(
1 + cos

(
2π
N k

))
a

2V′(L/N)
< cos2

(
πk

N

)
(B.10)
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なお２段目から３段目への変形で，実数 x, yについて，

√
x+ iy = ±

√√
x2 + y2 + x

2
+±i

√√
x2 + y2 − x

2
（複号同順） (B.11)

が成り立つことを用いた．

不等式 (B.10)をみたす波数 k のモードが成長することで，一様流解を壊すことになる．(B.10)

をみたすモードが一つでもあれば一様流解から離れていくので，一様流解が不安定となる条件は，

右辺を最大にする波数 k = ±1の場合の式

a

2V′(L/N)
< cos2

(
π

N

)
(B.12)

となる．N が十分大きいとき，上式の右辺は 1に近い値をとるので，以下では一様流の不安定条

件を

a

2V′(L/N)
< 1 (B.13)

となる．
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