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概要

通常, クォークとグルーオンは陽子や中性子などのハドロン内部に閉じ込められている. 一方,

宇宙初期のような超高温の極限条件下では, クォークとグルーオンが陽子と中性子の内部から解放

され単独で動けるようになる. この状態をクォーク・グルーオンプラズマ（QGP）と呼ぶ. 地球

上でのQGP生成を目指し一連の高エネルギー原子核衝突実験が遂行されている. そして 2005年,

ブルックヘブン国立研究所（BNL）の Relativistic Heavy Ion Collider（RHIC）が QGPの生成

に成功した. しかし, この QGPは従来予想されていた弱結合 QGPガスではなく, ほぼ完全流体

のように振る舞う強結合QGPであることが分かった. これは, 完全流体計算を用いた相対論的流

体模型によって RHICにおける実験結果を説明できたためである. さらに, 2010年には欧州原子

核研究機構（CERN）の Large Hadron Collider（LHC）において, RHICより約 10倍高いエネル

ギーで原子核衝突実験が開始した. 今やQGPの物性の定量的解明が高エネルギー原子核衝突実験

における目標となっている. さらに高統計, 高精度の多粒子相関に関係する新たな観測量が複数報

告されている. これらの実験結果からQGPの物性に関する詳細な情報を理解する可能性が広がっ

た. 特に, QGPの輸送係数の値や温度依存性の解明に注目が集まっている.

本研究では, QGPの物性の定量的理解を目指し, 衝突後の時空発展を記述する現実的な現象論

的模型を構築した. まず, QGPの時空発展を精度良く記述するため, 新しい相対論的粘性流体アル

ゴリズムを開発した. このアルゴリズムでは, 保存方程式を完全流体計算と粘性の補正の計算の 2

段階に分けて解く. 完全流体計算では, 小さな数値粘性でも安定な Riemann解法を利用する. 粘

性テンソルの運動方程式では数値コストの問題を回避するため, Piecewise Exact Solution（PES）

法を利用する. 高エネルギー原子核衝突実験における時空発展の記述に適したMilne座標系にお

いてアルゴリズムを構築した. そして, 完全流体, 粘性流体, 多次元の場合についてテスト計算を

行った. 開発した相対論的流体コードは解析解を正しく再現すること, 小さな数値粘性の下でも

安定であること, 高エネルギー原子核衝突実験における空間 3次元膨張の記述に適していること

を確認した. また, 新しい相対論的流体コードを用いて, 高エネルギー原子核衝突実験において

Kelvin-Helmholtz不安定性が生じる可能性を議論した.

次に, 開発した相対論的流体コードを組み込んだ相対論的流体模型を構築した. 我々の模型では,

まず, 近年開発された初期条件モデル TRENTOを用いて初期条件を計算する. TRENTOは空間

3次元における初期状態ゆらぎを計算することができる. その後, 我々の数値アルゴリズムを用い

た空間 3次元の相対論的流体計算を行う. 流体計算では, QGPとハドロンガスのずり粘性と体積

粘性, その温度依存性を考慮する. また, 格子QCD計算により得られた状態方程式を利用する. さ

らに, 希薄になった終状態をUrQMDによる分子動力学計算で記述し, 最終的な粒子分布を計算す

る. この模型を LHCの鉛鉛衝突実験に適用し, LHCにおける荷電粒子生成数の衝突軸方向の分布,

パイ中間子, K中間子, 陽子の横運動量分布, 荷電粒子生成数の方位角異方性の横運動量分布と衝

突軸方向の分布を計算した. そして, 模型計算と実験結果との比較からQGPの粘性係数の値を評

価した. この結果, 粒子生成数の横運動量分布は QGPの体積粘性の値に敏感であること, 方位角

異方性の中心度依存性と衝突軸方向の分布は, ずり粘性と体積粘性の温度依存性に敏感であること

が分かった.
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第1章 イントロダクション

原子核を構成する核子は, 素粒子であるクォークとグルーオンが複数結びついてできている. 我々

の身の周りにおいては, クォークとグルーオンは核子の中に閉じ込められており単独で観測するこ

とはできない. クォークとグルーオンが核子内部から解放され, クォークとグルーオンの自由度が

支配的となった状態をクォーク・グルーオンプラズマ (QGP)と呼ぶ [1,2]. クォークとグルーオン

の間の相互作用は強い相互作用と呼ばれ, 量子色力学 (QCD)により記述される. 宇宙初期のよう

な 2兆度以上の超高温の世界では, QCDの漸近的自由性 [3, 4]により クォークとグルーオンの相

互作用は弱くなり, QGP状態が実現すると考えられている [5]. 宇宙初期には, クォークとグルー

オンが閉じ込めから解放されたQGP相から, クォークとグルーオンがハドロン内部に閉じ込めら

れたハドロン相への相転移がおきた. この相転移を閉じ込め・非閉じ込め相転移と呼ぶ. 宇宙初期

には, この閉じ込め・非閉じ込め相転移に加え, QCDにおけるカイラル対称性の自発的破れ [6, 7]

が起き, ハドロンの質量が生成したと考えられている. 現在の世界においては, 中性子星内部のよ

うな高バリオン数密度領域において, QGPが存在している可能性がある.

地上でのQGP生成を目指し, 高エネルギー原子核衝突実験が始まった. 高エネルギー原子核衝

突実験では二つの原子核同士を高エネルギーで衝突させることで, QGPが実現するような高温,

高密度状態を目指す. 高エネルギー原子核衝突実験は, 宇宙初期の物質の様相, 物質の創成機構,

QCDにおけるクォークの閉じ込め機構, 質量の生成機構の解明に迫ることができる. 高エネルギー

原子核衝突実験は 1974年に, ローレンス・バークレイ国立研究所の加速器 BEVALACにおいて

始まった. 現在は, 2000年より稼働したブルックヘブン国立研究所（BNL）のRelativistic Heavy

Ion Collider （RHIC）と 2009年より稼働した欧州原子核研究機構（CERN）の Large Hadron

Collider (LHC)において, 高エネルギー原子核衝突実験が行われている. 2005年には遂に RHIC

において, QGPの生成を達成したという報告がなされた [8–14]. クォークを実験で実際に観測する

ことはできないため, QGP生成の達成という結論は様々な実験データと理論計算とを注意深く比

較することによって導かれた [12–14]. 特に理論計算においては, 相対論的流体力学の数値計算を用

いた現象論的モデルがRHICの実験結果の説明に大きく成功し, QGP生成の達成という結論を導

くうえで大きな役割を担った [15–18]. この相対論的流体力学を用いて原子核衝突実験における生

成物の時空発展を記述する現象論的模型を相対論的流体模型と呼ぶ. RHICにおいて注目された観

測量の一つが生成粒子数の楕円型 (2次)の方位角異方性である [19–21]. 完全流体に基づいた相対

論的流体模型は, RHICにおける生成粒子数の 2次方位角異方性のデータを良く再現した [22–29].

この結果より, RHICで生成されたQGPは非常に粘性の小さな流体のように振る舞うことが分か

り, 強結合 QGPと呼ばれた [30, 31]. また, 流体力学は非平衡系において熱力学の概念を定義で

きるため, 相対論的流体模型を通して静的な系における理論研究を実験と比較できるようになり,

QGP研究に大きな進展がもたらされた.

RHIC稼働以降, 相対論的流体模型は注目を集め, より現実的なモデルへと, 現在までその改良が

続いている. 大きな進歩の一つは相対論的流体計算への粘性の導入である. 相対論的流体計算への
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粘性の導入は非相対論的な場合に比べ複雑なものとなる. 相対論的に拡張されたNavier-Stokes方

程式は因果律と不安定性の問題を持っている [32–36]. この問題を回避した 2次の相対論的粘性流

体方程式はNavier-Stokes方程式と比べ複雑な式となり, 数値計算のコストも大きくなる. QGPの

性質を調べるため, 現在では, この 2次の粘性流体方程式を利用した相対論的流体模型が高エネル

ギー原子核衝突実験に応用されている [37–49]. 相対論的粘性流体模型の解析により, RHIC, LHC

における 2次の方位角異方性は QGPの粘性係数の値に敏感であることが分かった. 粘性流体計

算と 2次の方位角異方性の実験結果との比較により, 原子核衝突実験におけるQCD物質のずり粘

性とエントロピーの比 η/sの値が評価されている. 参考文献 [50]では RHICにおける η/sの値は

1 ≤ 4πη/s ≤ 0.25 と評価された. また, 参考文献 [51]では 0.07 ≤ 4πη/s ≤ 0.43と同程度の範囲

で報告されている. ここで, この η/sの値は相対論的流体模型において温度に依存しない一定値

と仮定されたもとで評価されている. AdS/CFT対応により, η/sの強結合極限における下限値が

η/s = 0.08と予想されている [52]. QGPのずり粘性は通常の物質と比べ, この下限値に非常に近

い値をとっており注目されている.

2010年には, RHIC, LHCにおける高次の方位角異方性が観測された [53–57]. さらに, 観測され

た高次の方位角異方性は原子核衝突実験の初期状態におけるエネルギー密度のゆらぎに起因して

いると理解された [58, 59]. 高次の方位角異方性は, 宇宙背景放射における温度ゆらぎのパワース

ペクトルと類似している. 高次の方位角異方性は, 原子核衝突実験における初期状態に関する情報

を持っているものとして注目を集めている. また, 初期状態におけるゆらぎはQGP中を伝播した

後に方位角異方性として観測される. よって, 高次の方位角異方性の解析により, QGPの物性に関

する詳細な情報を得ることができると期待されている. RHIC, LHCにおける原子核衝突実験では

およそ 106 ∼ 107の原子核衝突イベントを観測し, 統計処理とともに最終的な結果を導く. 相対論

的流体模型においても, 初期条件をモンテカルロ計算で用意しながら複数の原子核衝突イベントを

計算し, 実験環境における初期状態ゆらぎを模型に取り入れる手法が発展した. この事象毎流体模

型計算は RHIC, LHCにおける高次の方位角異方性の再現に成功した [60–68]. また, 3次, 4次の

方位角異方性は 2次の方位角異方性以上に粘性係数の値に敏感であると確認された [61]. さらに近

年, 複数の新しい観測量が RHIC, LHCにより報告されている. 方位角異方性の間の相関 [69, 70],

反応平面の相関 [71,72] , 方位角異方性の非線形性 [73], 3粒子相関 [74,75] などである. 以上の豊

富な観測データから, 粘性係数の温度依存性などのQGPの物性に関する詳細な情報を得ることが

できると期待されている.

これまで, 多くの相対論的流体模型計算は η/sを一定値で導入し, 体積粘性の効果を無視してい

た. しかし, ずり粘性と体積粘性の温度依存性は QCD物質の物性に関する豊富な情報を持って

いる. 例えば, QCDの漸近的自由性により, 高温では QGPの η/sは大きくなるという予想があ

る [76]. また, ハドロン相においては, ハドロン同士の断面積の温度依存性や, 励起状態粒子が生成

されることによって, 高温ほど η/sが小さくなるという計算がある [77,78]. これらの機構はQCD

に特有のものであるが, η/sが相転移点で極小値を取るというのは多くの物質が持つ共通の性質で

もあり [79], QCDにおいてもこの性質が実際に成り立つのか注目されている. QCD物質の体積粘

性の大きさについては, 相転移温度付近で増大するという理論計算があり [78,80], 閉じ込め非閉じ

込め相転移の性質を反映するものと期待されている. また, 弾性散乱で記述される非相対論的な一

成分ガスの体積粘性はゼロとなるが, 相対論的流体の場合, 体積粘性は有限の値を取る [81]. 体積

粘性は非相対論的流体と比べた際の, 相対論的流体に固有の性質としても興味深い. 以上のような
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動機の下, ずり粘性のみでなく体積粘性を含めた粘性係数の温度依存性が相対論的流体模型と実験

結果との比較から調べられている. 2005年にはQGPの粘性はゼロに近いという定性的理解であっ

た. その後 η/sの具体的な値が評価され, さらには体積粘性の効果や粘性係数の温度依存性の解析

が始まり, QGPの物性の定量的解明が目指されている.

QGPの物性の定量的解明に前進する上で, 重要な要素となるのが相対論的流体計算の精度であ

る. 近年の高統計, 高精度の実験結果を解析するためには流体計算の精度に注意する必要がある.

流体計算には常に数値的な拡散が存在し, 数値粘性の効果と呼ばれる. QGPの物理的粘性の効果

を正しく取り入れるためには, 数値粘性の十分小さな流体アルゴリズムを利用する必要がある. そ

こで, 本論文の先行研究において, QGPの物性の定量的解明に向け, 精度の高い相対論的粘性流体

アルゴリズムが開発された [82]. このアルゴリズムでは, 参考文献 [83]に基づき, 2次の相対論的

粘性流体方程式を完全流体計算と粘性の補正の計算の 2段階に分けて解く. 完全流体計算の数値

解法には two-shock approximationを用いたRiemann解法 [84] を利用する. この新しいアルゴリ

ズムは小さな数値粘性の下でも安定であり, QGPの物理的粘性の評価に適しているということも

示された [82].

本論文では, まず先行研究 [82]で開発された流体アルゴリズムを高エネルギー原子核衝突実験

の記述に適したMilne座標へと応用した（副論文 [85, 86]）. RHIC, LHCにおける相対論的流体

模型計算は衝突軸方向を除いた空間 2次元の計算が主であり, 衝突軸方向の時空発展に関する理解

は比較的進んでいない. Milne座標を利用することで, RHIC, LHCにおける空間 3次元の流体計

算の数値コストを軽減することができ, また, 衝突軸方向の記述の精度を高めることができる [25].

Milne座標を利用した空間 3次元の相対論的粘性流体模型 [41,42,46,48]による高エネルギー原子

核衝突実験の解析が始まっている. 近年, 衝突軸方向の時空発展の情報を持つ観測量が複数報告さ

れている [72,74,75]. これらの実験データとともに, QGPの空間 3次元的な振る舞いを調べること

で, QGPの物性に関する新たな情報を得ることができる. 数値流体力学において, 新しい流体アル

ゴリズムを構築する際は, 特定のテスト問題における計算結果をアルゴリズム開発の指針にする.

しかし, Milne座標における流体アルゴリズムのテスト問題は少ない. そこで, 我々はMilne座標

における新たなテスト問題を考案し, そのテスト計算結果を開発の指針とした. そして デカルト

座標におけるアルゴリズム [82]を, その精度を落とすことなくMilne座標へ応用した. また, 原子

核衝突実験における相対論的流体計算では, 真空に近い低エネルギー密度領域で数値的不安定性が

生じやすく, ずり粘性と体積粘性の導入を困難にする要因となっている. 今回, 計算の安定性を向

上させるため, アルゴリズムの改善を行った.

次に,開発した相対論的粘性流体コードを用いて,原子核衝突実験においてKelvin-Helmholtz(KH)

不安定性が生じる可能性を議論した（副論文 [86]）. 数値粘性の小さな我々の流体コードは, 原子

核衝突実験における流体不安定性の解析に適している. 高エネルギー原子核衝突実験における乱

流の振る舞いは参考文献 [87, 88]で議論された. また, 高エネルギー原子核衝突実験においてKH

不安定性が生じる可能性は参考文献 [89]で議論された. 参考文献 [89]においては, 完全流体の数

値計算により, RHIC, LHCにおいて, KH不安定性の時間スケールはQGPの時間スケールよりも

大きく, 不安定性は成長しきらないと報告された. 我々は参考文献 [89]と異なる状況を考え, 相対

論的粘性流体の数値計算による解析を行った.

さらに, 開発した相対論的粘性流体コードを用いた, 相対論的流体模型を構築した. この新しい

相対論的流体模型を用いて, LHC実験の解析を行い, QGPのずり粘性係数と体積粘性係数の温度
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依存性を評価した（副論文 [90]）. 観測量としては, 荷電粒子の生成数の衝突軸方向の分布, π中間

子, K 中間子, 陽子の横運動量分布, 2次, 3次の方位角異方性の横運動量分布と衝突軸方向の分布

を用いた. さらに, 複数の異なる中心度の実験を解析した. 高エネルギー原子核衝突実験では, 中

心衝突ほど高温の QGPが生成されると考えられている. また, 衝突軸方向についても, 中心ほど

QGPの温度が高いと考えられている. 異なる中心度の実験や, 一つの中心度でも衝突軸方向の分

布に注目することで異なる温度領域を解析することができる.

本論文の構成は次のようになる. 2章で高エネルギー原子核衝突実験の基本的な描像, 3章で我々

が基礎とする相対論的粘性流体方程式と, 流体アルゴリズムのテスト計算で利用する流体方程式の

解析解について説明する. 4章において, Milne座標において相対論的粘性流体アルゴリズムを構

築する. 5章では, 開発した流体コードのテスト計算を行い, 新しい流体コードの正当性と性能を

確認する. 6章で, 原子核衝突実験におけKelvin-Helmholtz不安定性の検証を行う. 7章では, 4章

で開発した流体アルゴリズムを用いた相対論的流体模型を構築する. 8章において, 相対論的流体

模型を用いて LHC実験の解析を行い, QGPの輸送係数の評価を行う.
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第2章 高エネルギー原子核衝突実験

高エネルギー原子核衝突実験は, 1974年にローレンス・バークレイ国立研究所の加速器BEVALAC

において核子あたり 4.2GeVのビームエネルギーで始まった. その後, 1986年に, ブルックヘブン

国立研究所（BNL）のAlternating Gradient Synchrotron（AGS）が核子対当たりの重心系エネル

ギー
√
sNN = 5.4GeVで, 欧州原子核研究機構（CERN）の Super Proton Synchrotron（SPS）が

ビームエネルギー
√
sNN = 19.2GeVで稼働を開始した. 2000年には, BNLの Relativistic Heavy

Ion Collider（RHIC）が最大ビームエネルギー
√
sNN = 200GeVで稼働し,現在では, RHICに加え,

2009年より稼働したCERNのLarge Hadron Collider（LHC）がビームエネルギー
√
sNN = 2.76,

5.02TeVで高エネルギー原子核衝突実験を行っている. BEVALAC, AGS, SPSは固定標的型の加

速器で, RHIC, LHCは衝突型の加速器である.

2.1 実験環境

まず, 原子核衝突実験で利用される座標系や用語などについて触れる. 我々は, デカルト座標を

利用する場合, 原子核衝突実験におけるビーム軸を z軸と表し, ビーム軸に垂直な平面を x, y軸で

表す. (x, y)平面における, x軸からの方位角を ϕと示す. 衝突型の加速器である RHIC, LHCは,

同じ速度に加速された二つの原子核を衝突させる. 二つの原子核の衝突点を z = 0とする. 実験で

は, 衝突軸の周りを円筒状の検出器が囲んでいる. (x, y)平面における, 動径方向の運動量成分を横

運動量 pT と呼ぶ, pT = ((px)2 + (py)2)1/2. 粒子の z軸方向の運動量 pzの代わりに, 次のように定

義される, 粒子のラピディティー y（デカルト座標の yとは異なる）と擬ラピディティー ηがよく

用いられる,

y =
1

2
log

(
E + pz

E − pz

)
=

1

2
log

(
1 + vz

1− vz

)
, (2.1.1)

η =
1

2
log

(
p+ pz

p− pz

)
= −log

(
tan

θ

2

)
, (2.1.2)

ここで, Eは粒子のエネルギー, vz は粒子の z方向の 3元速度, pは運動量の絶対値, θは運動量 p

のビーム軸からの角度である. 質量に比べ, 運動量が大きな粒子についてはラピディティーと擬ラ

ピディティーが近似的に等しい, y ≃ η. 擬ラピディティーは運動量 pのビーム軸からの角度 θの

みで決まるため, 実験で測定しやすい. 実験では, 検出器に飛んできた粒子の横運動量 pT , 方位角

ϕ, 擬ラピディティー ηを測定する. RHICにおいて
√
sNN = 200GeVの場合の入射原子核のラピ

ディティー（ビームラピディティー)は yb ∼ 5.4, ローレンツ因子は γ ∼ 106である. LHCにおい

て
√
sNN = 2.76TeVの場合, 入射原子核のラピディティーは yb ∼ 8.7, ローレンツ因子は γ ∼ 1470

である.
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2.2 高エネルギー原子核衝突実験における時空発展

高エネルギー原子核衝突実験の時空発展描像に関する現在の理解を説明する（図 2.1）. まず,

衝突前の光速近くまで加速された原子核は, ローレンツ収縮により非常に薄い円盤のような形をし

ている. その原子核の内部では, グルーオンが高密度で飽和したカラーグラス凝縮（CGC）状態が

実現していると考えられている [91, 92]. RHIC, LHCにおける高エネルギー原子核衝突実験では,

二つの原子核は衝突の際, 互いにエネルギーを失いつつも通り抜ける. RHICの
√
sNN = 200 GeV

の中心衝突では, 元々ラピディティー yb = 5.4であった二つの入射原子核は互いにすり抜けた後,

ラピディティー y ∼ 4へと減速していると観測から評価された [93]. バリオン数の保存により, 衝

突点付近ではバリオンと反バリオンが同程度生成され, バリオン数密度がゼロに近い.

衝突した直後も高密度のグルーオンが存在する. CGC描像によると, 衝突直後, すり抜けた二つ

の原子核の間には, 衝突軸に平行なカラー電磁場のフラックスチューブが無数に伸びた状態ができ

ると予想されている [94]. この状態はグラズマと呼ばれている. フラックスチューブの直径は LHC

において 0.2fm程度だと見積もられている [92]. 衝突後, およそ 1fm以内の時間の間に, パートン

間の相互作用により局所熱平衡が達成される. この衝突後 1fm以内に局所熱平衡が実現するという

結論は相対論的流体模型と実験結果との比較から得られたものである [95,96]. しかし, Boltzmann

方程式と摂動論的QCDに基づいた微視的計算は, 1fm以内の局所熱平衡化を説明できず, 早い熱

化の問題と呼ばれている. グラズマ状態から局所熱平衡化がどのようにして起こるかは, 現在でも

RHIC, LHCの高エネルギー原子核衝突実験における課題の一つである.

超高温の局所熱平衡状態が達成されると, QCDにおけるプラズマ状態としてQGPが実現する.

通常のプラズマとQCDにおけるプラズマの大きく異なる性質の一つは磁場の遮蔽である. QCD

プラズマでは静磁場の遮蔽が起きる [97]. 流体のマクロなスケールでは, カラー電場とカラー磁場

がどちらも遮蔽され存在しないと考えられている [98]. 局所熱平衡が実現した後, QGPは流体的

に膨張しつつ冷えていく (図 2.2）. 温度が相転移温度まで下がるとハドロン相への相転移が起こ

る. 格子 QCDによると, ゼロバリオン数密度, 高温領域における閉じ込め非閉じ込め相転移とカ

イラル相転移はどちらもクロスオーバーで, 両者の転移温度はほぼ同じであり, およそ 155MeVで

あると計算されている [99,100]. ハドロン相への転移が起こるのと同時期に粒子数の変化が止まる

化学凍結が起きる. その後, ハドロン間の弾性散乱により局所熱平衡が維持されつつ, ハドロンガ

スは集団運動を行い, さらに温度が下がったところで流体近似が破れる. さらに希薄なガスとして

Boltzmann方程式による発展を経た後, 完全に粒子間の相互作用が切れる.

図 2.1: 高エネルギー原子核衝突実験の描像.
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図 2.2: 高エネルギー原子核衝突実験における時間発展. 横軸を衝突軸, 縦軸を時間としている. 中心から
離れた領域ほど光速に近い速さで動いており, 時間の遅れが生じる.

2.3 流体的振る舞いのシグナル

理論側でQGPを定義する際には常に熱平衡が仮定されている [1,2,101]. 高温, 高バリオン数密

度状態におけるカイラル対称性の回復についても同様で, 理論研究は静的な場合に限られる. しか

し, 原子核衝突実験は, 原子核同士の衝突により粒子の多重生成が起き, 生成された粒子が検出器

に飛んでいくという非平衡な系である. ここで, 流体力学が重要な役割を果たす. 流体力学は非平

衡系において, 局所的に熱平衡状態と温度 T などの熱力学量を定義し, 空間各点での熱力学量の時

間発展 T (t, x)を記述する. 流体力学は局所熱平衡が完全, または近似的に成り立つ状況で有効とな

る. 原子核衝突実験において, 完全な熱平衡状態でなくとも, 局所熱平衡が成り立つ状況を達成で

きれば, 流体力学を通して, 静的な系における理論研究を実験結果と比較することができる. 局所

熱平衡状態とは, 系の大きさに比べ粒子の平均自由行程が小さい状況で実現する. よって, 局所熱

平衡を達成するためには, なるべく大きな体積が必要となるため, 原子核衝突実験では, 鉛Pbや金

Auなど重たい大きな原子核同士を衝突させる. また, 原子核の衝突エネルギーが大きいほど多数

の粒子が生成され, 局所熱平衡の過程が有効になる. 原子核同士の衝突現象の研究の歴史はQGP

よりも古く, 1950年に Fermiが初めて, 原子核衝突現象における粒子生成を統計力学で記述しよう

とした [102]. その後, Landauがより現実的な方法として, 原子核衝突現象における粒子生成に流

体力学を応用した [103].

原子核衝突実験における局所熱平衡のシグナルとしては, 主に, 軽いハドロンの生成粒子数比, 生

成粒子数の横運動量分布, 生成粒子数の方位角楕円異方性, 光子の生成粒子数の横運動量分布があ

る. 化学平衡を含む完全な局所熱平衡が実現した場合, ある時空点における粒子数は温度と化学ポ

テンシャルで決定することができる. 原子核衝突実験における粒子生成数を, ある温度と化学ポテ

ンシャルの値における局所熱平衡分布を用いて説明するモデルが統計モデル [104]である. 統計モ

デルはAGS, SPS, RHIC, LHCの原子核衝突実験における, 様々なハドロンの生成粒子数の比を再

現することができた [105–109]. さらに, 統計モデルの概念に原子核衝突実験の生成物の 3次元的

流体膨張の効果をを取り入れた Blast wave モデル [110]は, AGSから LHCのビームエネルギー

の原子核衝突実験における粒子の横運動量分布をフィットすることができた [105,106,111,112].

2000年に稼働したRHIC以降, 特に注目を集めた観測量の一つが, ハドロンの生成粒子数の方位
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図 2.3: 方位角異方性の概念図. 赤の円は原子核, 青の矢印は 2次の方位角異方性の起源となる流体の流れ
（楕円フロー）を表す. 二つの原子核の重なる領域に楕円型の高温物質が形成され, 楕円の短軸方向に強い
流れが生じる.

角異方性である. 方位角異方性は, 生成粒子数を方位角 ϕについて Fourier展開した際の展開係数

vnで表される.

E
d3N

d3p
=

d3N

pTdpTdϕdy
=

1

2π

d2N

pTdpTdy

(
1 +

∞∑
n=1

2vn(pT , y)cos[n(ϕ−Ψn)]

)
, (2.3.1)

vn =
1
dN

pT dpT dy

∫
dϕ cos[n(ϕ−Ψn)]

dN

pTdpTdϕdy
, (2.3.2)

ここで, x軸からの角度Ψnと z軸で張られる平面を反応平面と呼ぶ. d3N/(pTdpTdydϕ)は, 単位

横運動量, 単位ラピディティー, 単位方位角当たりの生成粒子数を表す. 粒子生成が等方的におき

ると vnは全ての nについてゼロとなる. RHICではインパクトパラメータの大きな周辺衝突にお

いて, SPSと比べ大きな 2次の方位角異方性が観測された [19–21]. 相対論的完全流体力学の数値

計算を用いたモデルは, RHICで測られた v2の結果を再現することができた [22–29]. その物理描

像によると, 周辺衝突では, 図 2.3のように, x− y平面において衝突原子核の重なる領域に楕円型

の流体が形成される. すると, 真空の圧力はゼロであるため, 楕円の短軸方向は長軸方向に比べ圧

力勾配が大きくなり, 楕円の短軸方向（反応平面）の両側に向かって, 強い流体の流れが生じる. こ

の流れを楕円フローと呼び, 反応平面の両側に多数の粒子が放出され, 有限の v2が観測される. 完

全流体計算が RHICにおける v2の実験結果を再現したことから, RHICで生成された QGPは粘

性の小さな強結合QGPと呼ばれた [12,13]. QCDの漸近的自由性から, QGP中ではクォーク, グ

ルーオンの相互作用は弱くなるという予想があったため, この結果は衝撃的なものだった.
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第3章 相対論的粘性流体力学

本章ではまず, 我々が数値計算で利用する相対論的粘性流体方程式を紹介する. また, 後の章で

テスト計算に利用する, 相対論的流体方程式の解析解を紹介する.

3.1 相対論的粘性流体方程式

相対論的流体力学の基礎方程式は保存電荷とエネルギー・運動量保存の式である.

Nµ
;µ = 0, (3.1.1)

Tµν
;µ = 0, (3.1.2)

ここで, Nµは保存電荷カレント, Tµν はエネルギー・運動量テンソルを表す. 非相対論的な場合と

異なり, 相対論的流体では粒子数が保存しないため, 代わりに粒子の持つ保存電荷の流れに注目す

る. この保存電荷はいくつあってもよい. QGPまたはハドロン物質の熱力学的状態は主に温度と

バリオン数密度で特徴づけられる. そため, 重イオン衝突実験における相対論的流体計算では保存

電荷として, バリオン数密度が注目される.

散逸の無い完全流体では局所熱平衡が完全に成り立っている. 局所熱平衡は, 流体の 4元速度を

uµとし, uµ = (1, 0, 0, 0)となる局所静止系において定義される. uµは次の規格化条件

uµuµ = 1, (3.1.3)

を満たすとする. ここで, uµは

uµ = γ(1,v), (3.1.4)

という形を持つ. ここで, γはローレンツ因子, vは流体の 3次元速度である. 非相対論的な場合を

含め一般的に uµの定義は任意性を持つ. 相対論的流体では uµはエネルギーまたは保存電荷の流

れによって定義される. 散逸のない相対論的完全流体ではエネルギーと保存電荷の流れは一致す

るため uµは一意に決まることになる.

この uµを用いて完全流体の保存電荷カレント, エネルギー・運動量テンソルをテンソル分解す

ると, 次の形が得られる.

Nµ = nuµ, (3.1.5)

Tµν = euµuν − p∆µν , (3.1.6)

ここで, nは保存電荷密度, eはエネルギー密度, pは圧力である. ∆µν は uµに垂直な方向への射影
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テンソルであり, 次のように定義される.

∆µν = gµν − uµuν . (3.1.7)

現在, 5個の保存方程式に対し, n, e, p, viの 6個の変数が存在する. これに状態方程式 p(n, e)を加

えることで方程式が閉じる. 完全流体では全エントロピーの保存が成り立ち, 記述される現象は可

逆課程に限られる.

散逸仮定は粘性流体力学により記述される. 散逸の効果を考慮した場合, エネルギーの流れと保

存電荷の流れは一致せず, uµの定義が任意性を持つようになる. uµを保存電荷の流れとして定義

した系を Eckart系 [113]と呼び, uµをエネルギーの流れとして定義した系を Landau系 [114]と

呼ぶ. RHIC, LHCの高エネルギー原子核衝突実験では, バリオン数密度がゼロに近いことが示さ

れており [109], Landau系が系の記述に適している. 本論文では, これ以降は Landau系を用いる.

Landau系において, uµを用いて, 保存電荷カレント, エネルギー運動量テンソルをテンソル分解

すると以下の形に書ける.

Nµ = nuµ + nµ, (3.1.8)

Tµν = euµuν − (p+Π)∆µν + πµν , (3.1.9)

ここで, nµ, πµν ,Πは粘性テンソルであり散逸の効果を表す. ここで, 次の表記を導入する.

DAµ1···µn ≡ uβAµ1···µn

;β , ∇αA
µ1···µn ≡ ∆β

αA
µ1···µn

;β , (3.1.10)

A⟨µν⟩ ≡
[
1

2

(
∆µ

α∆
ν
β +∆µ

β∆
ν
α

)
− 1

3
∆µν∆αβ

]
Aαβ (3.1.11)

Dは局所静止系において時間微分となり, ∇αは局所静止系において空間微分となる. A⟨µν⟩は, テ

ンソルAµν の uµに垂直でトレースレスな成分を表す. さらに, 次の変数を定義しておく.

θ ≡ uµµ, (3.1.12)

σµν ≡ ∇⟨µuν⟩ =

(
1

2
(∇µuν +∇νuµ)− 1

3
∆µν∇αu

α

)
(3.1.13)

Landauは熱力学第 2法則を要請し, 現象論的に粘性テンソルの以下の表式を導出した [114].

nµ = σT∇µ

(µ
T

)
, (3.1.14)

πµν = 2ησµν , (3.1.15)

Π = −ζθ. (3.1.16)

ここで, σは熱伝導率, ηはずり粘性係数, ζは体積粘性係数, µは化学ポテンシャル, T は温度であ

る. 式 (3.1.14)-(3.1.16)は相対論的に拡張されたNavier-Stokes理論である, 式 (3.1.14)-(3.1.16)の

表式を用いて, 保存則において非相対論的極限を取ると非相対論的流体力学におけるNavier-Stokes

方程式を得ることができる. この流体方程式は, 例えばエネルギー運動量テンソルを微分展開し, 1

次の項までを保持することでも導出することができ, 1次の粘性流体方程式と呼ばれる.

しかし, この相対論的に拡張された Navier-Stokes方程式は放物型の方程式となり, 光速を超え
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た速度での情報の伝播が許され因果律を破ってしまう [32, 34–36]. それだけでなく, 線形解析に

よると, 熱平衡状態に加えた微小摂動が非物理的な不安定性を引き起こしてしまうことが示され

た. [32–36]. この因果律と不安定性の問題は, 式 (3.1.14)-(3.1.16)に, 粘性テンソルの大きさにつ

いて 2次の項を導入し, 方程式を双曲型にすることで回避された [115, 116]. この 2次の粘性項を

含む流体方程式を 2次の粘性流体方程式と呼ぶ. 2次の粘性流体方程式においては, 粘性テンソル

νµ, πµν ,Πが独立な変数として扱われ, 保存則に加え粘性テンソルの時間発展を記述する方程式が

表れる. 粘性テンソルの運動方程式は次のように書くことができる.

∆µ
αDnα = − 1

τn
(nµ − nµ

NS)− Iµn , (3.1.17)

∆µ
α∆

ν
βDπαβ = − 1

τπ
(πµν − πµν

NS)− Iµνπ , (3.1.18)

DΠ = − 1

τΠ
(Π−ΠNS)− IΠ, (3.1.19)

ここで, Iµn , Iµν , IΠは, 粘性テンソルの大きさについて 2次の項を表す. 熱力学量や流束の時空微分

は粘性テンソルと同じオーダーであると判定され, πµνθなどは 2次の項となる. 右辺の第一項は,

粘性テンソルのNavier-Stokes理論への緩和を表し, その緩和時間は τn, τπ, τΠである. 2次の粘性

流体方程式には, 緩和時間など新たな輸送係数が表れる. Boltzmann方程式などの微視的理論によ

る解析により, マクロな物理量（熱力学量や粘性テンソル）を用いた輸送係数の表式が得られる.

2次の粘性流体方程式の導出方法は複数提案されており, その表式は現在でも確率していない.

従来, 原子核衝突実験分野において 2次の粘性流体方程式として利用されてきた Israel-Stewart方

程式は, Boltzmann方程式からモーメント法によって導出される [115, 116]. しかし, モーメント

法はその導出過程に任意性を持っており, その任意性の範囲で異なる方程式が導かれる問題を持

つ [117]. また, 従来の Israel-Stewart方程式は Boltzmann方程式の解析解を再現できないこと

が示された [118–122]. 近年, モーメント法に基づいた新たな流体方程式の導出法が提案されてい

る [123,124]. この方程式は緩和時間近似を用いた際のBoltzmann方程式の解析解との良い一致を

示した [123, 125]. 我々は, 高エネルギー原子核衝突実験における相対論的粘性流体計算において,

この近年導出された 2次の相対論的流体方程式 [123, 124]を利用する. そこでは, 粘性テンソルの

運動方程式は次のように書かれる.

τΠDΠ+Π = −ζθ − δΠΠΠθ + λΠππ
µνσµν , (3.1.20)

τπDπ⟨µν⟩ + πµν = 2ησµν − δπππ
µνθ + φ7π

⟨µ
α πν⟩α − τπππ

⟨µ
α σν⟩α + λπΠΠσµν , (3.1.21)

式 (3.1.17), (3.1.18)の表式に直すと,

IΠ =
δΠΠ

τΠ
Πθ − λΠπ

τΠ
πµνσµν , (3.1.22)

Iµνπ =
δππ
τπ

πµνθ − φ7

τπ
π⟨µ
α πν⟩α +

τππ
τπ

π⟨µ
α σν⟩α − λπΠ

τπ
Πσµν , (3.1.23)

となる. 以上の表式は従来の Israel-Stewart方程式と同様, 14モーメント近似を利用している.

Boltzmann方程式から, 上記の式が持つ輸送係数の表式も得られている. 超相対論的極限（m/T →
0）を取った場合, 体積粘性はゼロとなり, δππ, τππ, φ7の項のみが残る [126]. 14モーメント法を用

いて, その場合の δππ, τππ, φ7の表式も導出された. 超相対論的極限を緩め, 温度が粒子質量に比べ
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て高い近似の下で, 14モーメント近似と緩和時間近似を用いて残りの輸送係数が導出された [127].

緩和時間近似を利用した場合 φ7の項はゼロとなるが, δππ, τππ については参考文献 [126]と [127]

で結果は同じであった. この二つの参考文献により導出された輸送係数の結果を以下にまとめた.

体積粘性の運動方程式に表れる輸送係数は次のようになる.

ζ

τΠ
= 15

(
1

3
− c2s

)2

(e+ p),
δΠΠ

τΠ
=

2

3
,

λΠπ

τΠ
=

8

5

(
1

3
− c22

)
. (3.1.24)

ずり粘性の運動方程式に表れる輸送係数は次のように書かれる.

η

τπ
=

e+ p

5
,

δππ
τπ

=
4

3
,

τππ
τπ

=
10

7
,

λπΠ

τπ
=

6

5
, φ7 =

9

70p
. (3.1.25)

参考文献 [127]では, 体積粘性の運動方程式において, 体積粘性テンソルとずり粘性テンソルの結

合を表す λΠπ の項が 1次の項 (−ζθ)と同程度に大きくなることがあり, 体積粘性テンソルの記述

に重要であると報告された. 今回, 高エネルギー原子核衝突実験における流体計算では, バリオン

数密度をゼロと近似し, 保存電荷の式は考えない.

3.2 Milne座標系における相対論的粘性流体方程式

RHIC, LHCにおける高エネルギー重イオン衝突実験における系は, 衝突軸方向のローレンツ

ブースト変換の下での近似的な不変性を持っている [128–134]. 空間 1次元の流体方程式におい

て, 完全なローレンツブースト不変性がある場合, 流体方程式を解析的に解くことができ, その解

を Bjorkenスケーリング解と呼ぶ [135]. RHIC, LHCにおける相対論的流体計算では衝突軸方向

の発展を Bjorkenスケーリング解と仮定し次元を一つ落とした空間 2次元の計算が主に行われて

きた. ローレンツブースト不変な膨張の記述にはMilne座標が適している. 重イオン衝突実験にお

けるビーム軸を zとする. Milne座標は (t, z)平面において, 次のように定義される固有時間 τ ラ

ピディティー ηを用いる座標である.

τ =
√

t2 − z2, η =
1

2
log

(
t+ z

t− z

)
= tanh−1

(z
t

)
, (3.2.1)

t = τ cosh η, z = τ sinh η. (3.2.2)

本論文では, 3 ∼ 6章では, Milne座標におけるラピディティーを ηと表し, 7, 8章では ηを粒子の

疑ラピディティーを表すために用いる. デカルト座標からMilne座標への 4元ベクトルの座標変換

則は次のように与えられる.

uτ = coshη ut − sinhη uz, (3.2.3)

uη = −sinhη

τ
ut +

coshη

τ
uz, (3.2.4)

4元ベクトルの x, y成分 ux, uy は不変である. 流体の 4元速度はMilne座標において, 3次元速度

とともに次の形を持つ.

uα = (uτ , ux, uy, uη) = γ(1, vx, vy, vη), (3.2.5)
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ここで, vi = ui/uτ (i = x, y, η)はMilne座標における 3次元速度, γはローレンツ因子,

γ = (1− (vx)2 − (vy)2 − τ2(vη)2)−1/2, (3.2.6)

である. 3次元速度のMilne座標とデカルト座標の間の座標変換則は次のように与えられる.

vη =
1

τ

− sinh η + vz cosh η

cosh η − vz sinh η
, (3.2.7)

vz =
sinh η + τvη cosh η

cosh η + τvη sinh η
(3.2.8)

ui/uτ =
ui/ut

cosh η − vz sinh η
, (i = x, y). (3.2.9)

Milne座標におけるメトリックテンソルは gαβ = diag(1,−1,−1,−1/τ2)となる. 有限の値を持つ

クリストッフェルシンボルの成分は次のようになる.

Γη
ητ = Γη

τη =
1

τ
, Γτ

ηη = τ. (3.2.10)

Milne座標においては, 式 (3.1.1), (3.1.2)のエネルギー運動量保存則は次のように表される.

∂τN
τ + ∂iN

i + ∂ηN
η = −N τ/τ, (3.2.11)

∂τT
τj + ∂iT

ij + ∂ηT
ηj = −T τj/τ, (3.2.12)

∂τT
τη + ∂iT

iη + ∂ηT
ηη = −3T τη/τ, (3.2.13)

∂τT
ττ + ∂iT

iτ + ∂ηT
ητ = −T ττ/τ − τT ηη, (3.2.14)

ここで, i, j = x, yである. Milne座標では保存則 (3.2.11)-(3.2.14)が右辺にソース項を持っている.

このソース項はMilne座標におけるラピディティー軸の空間スケールが τ とともに大きくなる効

果を表す. 保存則 (3.2.11)-(3.2.14) を次のように書き変えることができる.

∂τ (τN
τ ) + ∂i(τN

i) + ∂η(τN
η) = 0, (3.2.15)

∂τ (τT
τj) + ∂i(τT

ij) + ∂η(τT
ηj) = 0, (3.2.16)

∂τ (τT
τη) + ∂i(τT

iη) + ∂η(τT
ηη) = −2T τη, (3.2.17)

∂τ (τT
ττ ) + ∂i(τT

iτ ) + ∂η(τT
ητ ) = −τ2T ηη. (3.2.18)

ここで, 座標が τ とともに広がる効果を左辺のヤコビアン τ で吸収した. 式 (3.2.17)と (3.2.18)は

まだソース項を持っている. これは, T ττ と T τηが 4元運動量の τ 成分 pτ , η成分 pηの密度を表し

たものでり, pτ , pηが保存量でないためである. Milne座標において, 保存量であるエネルギーと運

動量 z成分の密度は T τt, T τzで表される. T τt, T τzは T ττ , T τη と座標変換により次のように結び

ついている.

T τt = coshη T ττ + τsinhη T τη, (3.2.19)

T τz = sinhη T ττ + τcoshη T τη. (3.2.20)

Milne座標系において, T τt, T τz に注目することで, エネルギー運動量保存則を露わに表す方程式
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を得ることができる [136].

∂τ (τN
τ ) + ∂i(τN

i) + ∂η(τN
η) = 0, (3.2.21)

∂τ (τT
τj) + ∂i(τT

ij) + ∂η(τT
ηj) = 0, (3.2.22)

∂τ (τT
τz) + ∂i(τT

iz) + ∂η(τT
ηz) = 0, (3.2.23)

∂τ (τT
τt) + ∂i(τT

it) + ∂η(τT
ηt) = 0. (3.2.24)

ここで, 式 (3.2.23)は運動量 z成分の保存を表し, T ηz は η軸に垂直な面を通過する運動量 z成分

の流速である. 式 (3.2.24)はエネルギーの保存を表す.

高エネルギー重イオン衝突実験において Milne 座標を利用した流体計算はソース項を持つ式

(3.2.15)-(3.2.18)を利用している. ソース項の存在は, 数値計算において数値計算の誤差の範囲で

保存則を破ることになる. 我々はソース項を持たない式. (3.2.21)-(3.2.24)を利用し, 保存則を露わ

に保った流体アルゴリズムを構築する.

粘性テンソルの運動方程式はMilne座標において次のように書くことができる.

(∂τ + vi∂i)n
µ = − 1

γτn
(nµ − nµ

NS)− Iµn − Jµ
n −Kµ

n , (3.2.25)

(∂τ + vi∂i)π
µν = − 1

γτη
(πµν − πµν

NS)− Iµνπ − Jµν
π −Kµν

π , (3.2.26)

(∂τ + vi∂i)Π = − 1

γτΠ
(Π−ΠNS)− IΠ, (3.2.27)

ここで,

Jτ
n = τvηnη, J j

n = 0, (3.2.28)

Jη
n =

1

τ
vηnτ +

1

τ
nη, (3.2.29)

Jττ
π = 2τvηπτη, Jτj

π = τvηπjη, (3.2.30)

Jxx
π = Jyy

π = Jxy
π = 0, (3.2.31)

J iη
π =

1

τ
πiη +

1

τ
vηπiτ , (3.2.32)

Jηη
π =

2

τ
vηπτη +

2

τ
πηη, (3.2.33)

Kµ
n = nλvµDuλ, (3.2.34)

Kµν
π = (πλµvν + πλνvµ)Duλ, (3.2.35)

j = x, y, λ = τ, x, y, η. Jτ
n , J

µν
π は共変微分から現れたソース項を表す. Kµ

n , K
µν
π は粘性テンソル

の拘束条件 nµuµ = 0, πµνuµ = 0, πµ
µ = 0を保証している.

3.3 相対論的流体方程式の解析解

流体方程式は非線形であり, 解くためには一般に数値計算が必要となる. しかし, ある特定の状

況では, 流体方程式を解析的に解くことができる. その最も簡単な例は定常状態である. ∂iT
µν = 0

のとき, ∂tT
µν = 0となることはすぐ分かる. このような流体力学における解析解の存在する問題
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は数値流体力学において重要な役割を持つ. 解析解の知られている問題に対し流体シミュレーショ

ンを行い, その数値解と解析解の比較を行うことで流体アルゴリズムが正しく動いていることを確

認できる. 解析解と数値解との比較から, 数値計算スキームの優劣を判断したり, 数値計算スキー

ムを改良する際の指針をたてることができる. 本研究でも, 開発した流体アルゴリズムに対し解析

解との比較を行った. この節では, 5章のテスト計算で利用する相対論的流体方程式の解析解を紹

介する.

3.3.1 Riemann問題

　 Riemann問題は流体力学における古典的な初期値問題であり, 数値流体力学において重要な

役割を持っている. ここでは, 相対論的流体力学におけるリーマン問題の解析解について説明する.

その初期条件は, 二つの一様状態が不連続面により区切られているというものである. リーマン問

題は完全流体の場合には解析解が知られており, 相対論的流体力学においては, 初期速度が不連続

面に対し水平方向の成分を持たない場合の解析解が 1994年に導出された [137]. 非相対論的な流体

力学におけるリーマン問題では, 不連続面に対し水平方向の速度成分は解に影響を与えないが, 相

対論的流体においては, ローレンツ因子を通して水平方向の速度成分が解に非自明な影響を与える.

2000年には初期速度が水平方向の成分を持つ一般的な場合についても解析解が導出された [138].

相対論的完全流体における流体方程式を流体変数を用いて書いておく.

∂t


D

mi

E

+ ∂j


Dvj

mivj + pδij

mj

 = 0, (3.3.1)

ここで, γ ≡ (1− v2)−1/2として, 保存量を次のように表した.

D ≡ γn, (3.3.2)

mi ≡ (e+ p)γ2vi, (3.3.3)

E ≡ (e+ p)γ2 − p, (3.3.4)

リーマン問題の初期条件は図 3.1のように与えられる. (eL, pL,vL)と (eR, pR,vR)で与えられる一

様状態が不連続面により区切られている. 初期の不連続面は x軸に垂直だとする.

不連続面においては微分方程式を考えることができないが, 保存則は成立する. 不連続面におい

て電荷, エネルギー, 運動量の保存を表す関係式は Rankine-Hugoniot関係式と呼ばれる. リーマ

ン問題の初期条件の二つの一様状態として任意のものを用意した場合, 一般にその間の不連続面は

Rankine-Hugoniot関係式を満たさない. よって, 初期の不連続面は不安定であり, 次の瞬間には複

数の不連続を含む波へと分裂する. Rankine-Hugoniot関係式を満たす安定した不連続面を衝撃波

と呼ぶ. Rankine-Hugoniot関係式は次のように表される [139].

[Jµ]nµ = 0, (3.3.5)

[Tµν ]nν = 0, (3.3.6)

ここで, [q] ≡ qa − qbであり, 変数 qの衝撃波の前後の値を qa, qbと書いてある. nµは 4次元時空
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図 3.1: 左図はリーマン問題の初期条件における圧力分布. 右図はリーマン問題の解：初期の不連続面が 3
つの不連続を持つ波 (希薄波, 接触不連続面, 衝撃波）へ分裂した様子.

における衝撃波面の超曲面に垂直なベクトルであり, 衝撃波の速度 vshとローレンツ因子 γshを用

いて, nµ = γsh(vsh, 1, 0, 0) と与えられる.

このRankine-Hugoniot関係式の特別な場合として, 次の関係式がある.

pa − pb = 0, (3.3.7)

vxa − vxb = 0. (3.3.8)

不連続面に垂直方向の速度成分と圧力が連続になっていれば, Rankine-Hugoniot関係式はすべて

満たされ, 他の流体変数にはどのような跳びがあってもよい. この不連続面を衝撃波と区別して接

触不連続面と呼ぶ.

安定な不連続面として, 衝撃波と接触不連続面の他に, 流体変数自身には跳びがないが, 流体変

数の微分が不連続になっているものも許される. このような不連続面は希薄波と呼ばれる波とし

て表れる. 希薄波は時間とともに薄まりながら進む波である. 希薄波の境界で流体変数の微分が不

連続になる. 希薄波は座標に ξ = x/tの形を通して依存し, 希薄波を記述する関係式は次のように

表される.

(vx − ξ)
dn

dξ
+ {nγ2vx(vx − ξ) + n}dv

x

dξ
+ nγ2vy(vx − ξ)

dvy

dξ
+ nγ2vz(vx − ξ)

dvz

dξ
= 0, (3.3.9)

(e+ p)γ2(vx − ξ)
dvx

dξ
+ (1− vxξ)

dp

dξ
= 0, (3.3.10)

(e+ p)γ2(vx − ξ)
dvy

dξ
+ vy

dp

dξ
= 0, (3.3.11)

(e+ p)γ2(vx − ξ)
dvz

dξ
+ vz

dp

dξ
= 0, (3.3.12)

dp

dξ
= c2s

e+ p

n

dn

dξ
, (3.3.13)

この連立方程式において非自明な解が存在するのは, その行列式がゼロのときであり, 独立な方程

式の数は 4個となる.

リーマン問題における初期の不連続面が分裂して出現し得る波は衝撃波, 接触不連続面, 希薄波

の 3つである. 状態方程式が与えられたとして, 一つの状態を特徴づける独立な流体変数の数は 5

個である. 衝撃波に関しては, 衝撃波速度の自由度を除けば 4つの関係式が存在する. リーマン問

題の初期条件のインプットは 2つの一様状態の流体変数で 10個ある. 例えば, 初期の不連続面が

3つの波へと分裂した場合, 左右の一様状態の間に二つの新たな状態が表れ, その中間状態は 10個
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図 3.2: リーマン問題の可能な解のパターン. (a) 左側に希薄波, 中心に接触不連続面, 右側に衝撃波が発展.
pL ≥ pL∗ = pR∗ > pR. (b) 二つの衝撃波が接触不連続面を挟んで発展. pL < pL∗ = pR∗ > pR. (c) 左側に
衝撃波, 中心に接触不連続面, 右側に希薄波が発展. pL < pL∗ = pR∗ ≤ pR. (d) 二つの希薄波が接触不連続
面を挟んで発展. pL ≥ pL∗ = pR∗ ≤ pR.

の変数を持つ. 3つの波として, 接触不連続面（2個の方程式を持つ）一つと, 衝撃波, 希薄波（そ

れぞれ 4個の独立な方程式を持つ）の組み合わせから二つの波が表れれば方程式の数も合計 10個

となり, 10個の変数を持つ中間状態を決定することができ, 初期の二つの一様状態を三つの不連続

面を持つ波と新たな二つの状態を通して結びつけることができる. 同じ考え方でこれ以外のパター

ンは許されないことが分かる. このとき, 衝撃波, 希薄波は必ず接触不連続面を間に挟んで現れる

ことが分かっている. よって, リーマン問題の可能な解のパターンは図 3.3.1の 4パターンとなる.

[137,138]では次の, 比熱比 Γ一定の状態方程式,

e+ p

n
= 1 +

Γ

Γ− 1

p

n

e+ p

n
c2s =

p

n
, (3.3.14)

の元でリーマン問題の解析解が求められた. まず, 実際に Rankine-Hugoniot関係式から変数の自

由度を減らす手順を示す. 式 (3.3.5), (3.3.6)のRankine-Hugoniot関係式を具体的に次ように書く
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ことができる. [
1

D

]
= −γsh

j
[vx], (3.3.15)

[(e+ p)γvx] =
γsh
j

[p], (3.3.16)

[(e+ p)γvy] = 0, (3.3.17)

[(e+ p)γvz] = 0, (3.3.18)[
(e+ p)γ − p

D

]
=

γsh
j

[pvx], (3.3.19)

vshは衝撃波面の速度であり, γsh ≡ (1− v2sh)
1/2. jは衝撃波の前後で不変な質量流束で,

j ≡ γshDa(vsh − vxa) = Db(vsh − vxb ), (3.3.20)

と表される. (3.3.15), (3.3.16), (3.3.19)から vxb を次のように書くことができる.

vxb =
(ea + pa)γav

x
a + γsh(pb − pa)n/j

(ea + pa)γa + (pb − pa) (γshvxan/j + 1/γa)
. (3.3.21)

リーマン問題では衝撃波の前の状態 (ea, pa, va)が初期条件で与えられている. 残りの変数は pb,

jである. 式 (3.3.16)−(3.3.19)より次の二つの関係式を導くことができる.[(
e+ p

n

)2
]
=

(
e+ p

n2
+

e+ p

n2

)
[p], (3.3.22)

j2 = − [p]

[(e+ p)/n2]
. (3.3.23)

ここで, 状態方程式を使うと, (3.3.22)より, エンタルピー (e+ p)/nを pbの関数として表すことが

できる. このエンタルピーと状態方程式を (3.3.23)に代入することで, jについても pbの関数として

表すことができる. 今, 衝撃波の後ろの状態について, pb以外の流体変数を pbと既知の (ea, pa,va)

で表すことができる.これで, Rankine-Hugoniot関係式から減らせる限りの自由度を減らしたこと

になる. vxb の表式は式 (3.3.21)により与えられる.

vxb = S⇀↽(pb). (3.3.24)

衝撃波の進行方向によって二つの表式がある.

希薄波に関しても同様のことができる

vxb = R⇀↽(pb). (3.3.25)

初期の不連続の左右の状態を L,R, 新しく表れる中間の状態を L∗, R∗ と書く. 初期条件から図

3.3.1の 4つのパターンのどれが実現するか分かり, 中間の二つの状態の速度 vxR∗ , vxL∗ を (3.3.24),

(3.3.25)より圧力のみによる関数として書くことができる. 最後に接触不連続面における関係式

(3.3.8)

vxR∗(p) = vxL∗(p) (3.3.26)
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を満たす圧力を求めれば, すべての状態が決定される.

3.3.2 Landau-Khalatnikov解

流体力学を最初に原子核衝突実験に応用したのが Landauである [103]. Landauの描像では,

ローレンツ収縮により薄い円盤のようになった原子核同士が衝突することで, 薄い円盤型の高温,

高密度物質が生成される. この円盤の薄さは原子核の半径よりもはるかに小さいため, その後, 流

体は衝突軸方向 (z方向)に 1次元的な発展をする. その初期条件は,

p = p0 for |z| ≤ ∆/2,

p = 0, for |z| ≥ ∆/2,
(3.3.27)

vz = 0, である. ∆の円盤の厚さを表している. 後の時間には不連続面から希薄波が発生する. 希薄

波は真空へ向かって光速で進み, 物質内部に向かって音速で進む [140]. 時間が経つと, 物質の中心

に両側から希薄波が到達し, 希薄波に挟まれた中心付近により複雑な流れが形成される. Landau-

Khalatnikov解は長い時間が経った後の, この複雑な領域を記述する解である [103,141,142].

まず, 2次元の完全流体方程式を次のように書く,

∂(s cosh y)

∂t
+

∂(s sinh y)

∂z
= 0, (3.3.28)

∂(T sinh y)

∂t
+

∂(T cosh y)

∂z
= 0, (3.3.29)

ここで, sはエントロピー密度, T は温度, yは流速のラピディティーであり, y = tanh−1vz と定義

されている. ポテンシャル ϕを導入することで, 上記の 2式 (3.3.28), (3.3.29)は次の関係式で表さ

れる.

dϕ = −T cosh y dt+ T sinh y dz (3.3.30)

この ϕが求まれば, 流体の状態がすべて決まる. ϕをルジャンドル変換する.

dχ = (t cosh y − z sinh y)dT + T (t sinh y − z cosh y)dy. (3.3.31)

式 (3.3.31)は次のように書くことができる.

∂2χ

∂y2
= c2s

∂2χ

∂w2
+ (1− c2s)

∂χ

∂w
, (3.3.32)

ここで,

w = ln
T

T0
, (3.3.33)

と定義されている. この微分方程式に Landauの境界条件を課す. その境界条件は物質が中心で静

止しており, 注目している領域が希薄波で挟まれているというものである. その結果, χの解析解

が次のように得られる.

χ = −T0∆

2cs
ew
∫ −w

csy
e(1+β)w′

I0

(
β
√
w′2 − c2sy

2

)
dw′. (3.3.34)
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この χにより流体変数が決定される. χと流体変数の間の関係式は次のようにまとめられる.

y = η + δ, δ ≡ tanh−1

[
1

T

∂χ/∂y

∂χ/∂T

]
(3.3.35)

τ2 =

(
∂χ

∂T

)2

−
(
1

T

∂χ

∂y

)2

　 (3.3.36)

ここで, τ は固有時間, ηはMilne座標のラピディティーである.

ここで, wが非常に大きいとき, つまり, T ≪ T0の状況を考える. さらに, c2s = 1/3とすると, 式

(3.3.34)は,

χ ≃ T0∆exp
(
−w +

√
w2 − c2sy

2
)
　, (3.3.37)

となる. この χにより, 次のように流速とエネルギー密度の解が求まる.

y =
1

2
log

(
t+ z

t− z

)
= η, (3.3.38)

e = e0exp

{
−4

3

[
2ln
( τ

∆

)
−
√
ln
( τ

∆

)2
− η2

]}
. (3.3.39)

流速は次節で見るBjorkenスケーリング解と同じになっている. このエネルギー密度の表式 (3.3.39)

は, RHIC, LHCの原子核衝突実験における生成粒子数のラピディティー分布を良くフィッティン

グできることが分かっている [143–146]. しかし, RHIC, LHCの高エネルギー原子核衝突実験で

は, 原子核同士はすり抜けると理解されており, Landauの初期条件は適していないと思われる. に

もかかわらずなぜ式 (3.3.39)が実験データをうまくフィッティングできるかという点は, まだ理解

されていない.

3.3.3 Bjorkenスケーリング解

Bjorkenは Landauとは異なる, 高エネルギーの原子核衝突実験に適した初期条件を提案し, こ

の初期条件の下で流体方程式を解析的に解いた [135]. この解は Bjorkenスケーリング解と呼ばれ

る. 原子核を z軸方向に光速近くに加速すると, ローレンツ収縮により原子核の幅はゼロに近づく.

このとき, t− zの 2次元空間で見ると, 系に物理的なスケールは無くなり, z軸方向のブースト変

換で系は不変となる. 衝突点では, 後の時間も流体が静止していると仮定する. この仮定を満たし,

ブースト変換で不変となる 3元速度の表式は次のようになる.

vz =
z

t
. (3.3.40)

実際, 高エネルギー原子核衝突実験では, 中心ラピディティー領域における粒子の生成量にブース

ト不変性が表れている [128–134]. Bjorkenはこの描像を流体方程式の初期条件に利用した. 2次元

完全流体方程式に (3.3.40)を代入すると,

∂e

∂τ
+

e+ p

τ
= 0, (3.3.41)

∂p

∂η
= 0, (3.3.42)
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と二つの独立の方程式となる. ここで, 電荷密度 n = 0とする. すると, 式 (3.3.42)と熱力学関係

式 dp = sdT + ndµより
∂T

∂η
= 0. (3.3.43)

すべての熱力学量のラピディティー依存性は無くなる. また, 式 (3.3.41)と熱力学関係式を使うと,

∂s

∂τ
+

s

τ
= 0, (3.3.44)

となり, エントロピーの時間発展が次のように決定される.

sτ = s0τ0 = const. (3.3.45)

ここで, 状態方程式として p = λeの表式を用いると, その他の熱力学量の解析解が次のように得

られる.

e = e0

(τ0
τ

)1+λ
, (3.3.46)

T = T0

(τ0
τ

)λ
, (3.3.47)

Bjorkenはこの流体発展を元に, 高エネルギー原子核衝突実験において局所熱平衡化が実現した時

点での初期エネルギー密度を見積もる関係式を導いた.

e0,Bj =
1

πR2τ0

dET

dy
. (3.3.48)

初期の局所熱平衡化時間を τ0 = 1fmとした場合, RHICの中心衝突における初期エネルギー密度

は 5.5GeV/fmと計算された [147]. これはQGP相への相転移に必要なエネルギー密度 1GeV/fm

よりも十分に高い.

高エネルギー原子核衝突実験における相対論的流体数値シミュレーションでは, 衝突軸方向の流

体発展はBjorkenスケーリング解で与えられるとして, 衝突軸方向の次元を一つ落とした空間 2次

元の計算がよく行われた. 中心ラピディティー領域では, この 2次元の計算と空間 3次元のシミュ

レーション結果にほとんど違いは見られなかった. この 2次元の数値シミュレーションにより, v2

の解析が盛んに行われ, QGPの楕円フローの理解が進んだ.

1次の粘性流体方程式においても, Bjorkenスケーリング解と同様の解析解が得られている. ま

ず, ずり粘性のみを考慮した場合を考える. ブースト不変性がある場合のずり粘性を含んだ 1次の

粘性流体方程式は次のように書くことができる.

∂e

∂τ
= −

e+ p+ τ2πηη
NS

τ
, (3.3.49)

ここで, πηη
NSは式 (3.1.15)で与えられており, ブースト不変性がある場合,

πηη
NS = − 4η

3τ3
. (3.3.50)

と書かれる. η/sが一定値である場合, 式 (3.3.49), (3.3.50)より, 次の温度の時間発展の解析解を
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得ることができる.

T =
(τ0
τ

)1/3 [
T0 +

2

3τ0

η

s

(
1−

(τ0
τ

)2/3)]
. (3.3.51)

次に 2次の粘性流体方程式における Bjorkenスケーリング解を考える. 体積粘性に注目し, 体積

粘性の運動方程式 (3.1.19)において 2次の項 IΠを無視すると,

∂Π

∂τ
= − 1

τΠ
(Π−ΠNS) , (3.3.52)

となる. ここで, ΠNS = ζ/τ である. 体積粘性係数 ζと緩和時間 τΠが一定値である場合, 式 (3.3.52)

から体積粘性テンソルに関する次の解析解を得ることができる.

Π = Π0e
−(τ−τ0)/τΠ +

ζ

τΠ
e−τ/τΠ [Ei(τ0/τΠ)− Ei(τ/τΠ)] , (3.3.53)

ここで, Π0は体積粘性の初期値, Ei(x)は指数積分関数である.

3.3.4 Bjorken膨張背景におけるゆらぎの伝播

高エネルギー原子核衝突実験では, 初期状態ゆらぎの終状態への伝播を調べることで, 原子核衝

突実験の初期条件, QGPの物性に関する情報を得ることができる. 流体方程式の線形解析を用い

て, 原子核衝突実験における初期状態ゆらぎの伝播を解析的に理解する試みが行われた [88, 148].

参考文献 [148]では, 衝突軸方向に Bjorken膨張 (Bjorkenスケーリング解)が存在する場合の, 衝

突軸に垂直な方向へのゆらぎの線形解析が行われた. 参考文献 [88]では, 背景にBjorken膨張があ

る場合の, ラピディティー方向（衝突軸方向）を含む空間 3次元における線形ゆらぎの振る舞いが

議論された.

Bjorken膨張中のラピディティー方向のゆらぎの伝播は, Milne座標を用いた流体コードのテス

ト問題としても有用である. 我々は, Bjorken膨張中のラピディティー方向のゆらぎの伝播を流体

コードのテスト問題として利用するため, 特定の初期条件を仮定し, Bjorken膨張中のゆらぎの伝

播に関する解析解を導いた [85]. その解析解を紹介する. まず, Milne座標 (τ, η)の (1 + 1)次元空

間における相対論的 Euler方程式を考える.

(∂τ + vη∂η)(τe) = −τ(e+ p)

uτ
∂µu

µ + τ2(e+ p)(uη)2 − p, (3.3.54)

(∂τ + vη∂η)v
η = − 1

(uτ )2(e+ p)

(
1

τ2
∂ηp+ vη∂τp

)
+ τ(vη)3 − 2

τ
vη, (3.3.55)

Bjorken膨張が背景にあると仮定し, Bjorken膨張への微小摂動を考える.

e = eB + δe, vη = δvη, eB = e0

(τ0
τ

)1+λ
, (3.3.56)

ここで, eBはエネルギー密度に関するBjorkenスケーリング解 [135]であり, δe, δvηはBjorkenス

ケーリング解のまわりの微小ゆらぎを表す. 状態方程式は p = λeの形で与えられるとする. ここ

で λは音速 csの 2乗, λ = c2sで与えられる. 式 (3.3.56)の表式を相対論的オイラー方程式 (3.3.54),

(3.3.55)に代入し, ゆらぎの２次以上の項を無視すると, 次のゆらぎに関する線形方程式を得るこ
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とができる.

∂τδe+ (1 + λ)eB∂ηδv
η +

1 + λ

τ
δe = 0, (3.3.57)

∂τδv
η +

λ

1 + λ

1

τ2eB
∂ηδe+

2− λ

τ
δvη = 0. (3.3.58)

ここで, Fourier変換を利用する.

δe(τ, η) =

∫
dk

2π
δẽ(τ, k)eikη, (3.3.59)

δvη(τ, η) =

∫
dk

2π
δṽη(τ, k)eikη. (3.3.60)

今, 方程式が線形であるため, 異なるモード間に相互作用は生じず, 式 (3.3.57), (3.3.58)はモード

毎の τ に関する常微分方程式となる.

ここで, δeと δvη の, τ = τ0における初期条件として, 次の表式を考える.

δe(τ0, η) = A1e
ikη, (3.3.61)

δvη(τ0, η) = A2e
ikη, (3.3.62)

ここで, A1, A2は定数である. この初期条件とともに, δẽ(τ, k), δṽη(τ, k)の解を式 (3.3.57), (3.3.58)

より導出し, 最後にフーリエ変換を実行することで, δeと δvηの一般解を次のように得ることがで

きる [85].

δe(τ, η) =
1√
D

(
τ

τ0

)−(3+λ)/2
[
(a1A1 + ike0(1 + λ)τ0A2)

(
τ

τ0

)−
√
D/2

− (a2A1 + ike0(1 + λ)τ0A2)

(
τ

τ0

)√
D/2
]
eikη, (3.3.63)

δvη(τ, η) =
1√
D

(
τ

τ0

)(λ−3)/2
[(

−a2A2 + i
kλA1

τ0e0(1 + λ)

)(
τ

τ0

)−
√
D/2

+

(
a1A2 − i

kλA1

τ0e0(1 + λ)

)(
τ

τ0

)√
D/2
]
eikη, (3.3.64)

ここで, a1, a2, Dは次のように与えられる.

a1 =
1

2

(
λ− 1 +

√
D
)
, a2 =

1

2

(
λ− 1−

√
D
)
, (3.3.65)

D = (1− λ)2 − 4k2λ. (3.3.66)

式 (3.3.63), (3.3.64)はD ̸= 0の場合の解析解である. ここで, Dの値は常に (1− λ)2より小さく,

波数 kが大きいほどDは小さくなる. よって, 式 (3.3.63), (3.3.64)において第 1項と第 2項は常

に τ の負のべき乗に比例し, τ とともに減衰する. δeと δvηはDの符号によって異なる振る舞いを

示す.

D > 0の場合, 初期のゆらぎは伝播せずに減衰する. 式 (3.3.63), (3.3.64)の特定の場合として,
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A1, A2が次の関係式:

a2A1 + ike0(1 + λ)τ0A2 = 0, (3.3.67)

を満たす場合, 式 (3.3.63), (3.3.64)の第 1項のみ残り, δeと δvη の解析解は次のようになる.

δe(τ, η) = A1

(
τ

τ0

)(−3−λ−
√
D)/2

eikη, (3.3.68)

δvη(τ, η) = A2

(
τ

τ0

)(−3+λ−
√
D)/2

eikη. (3.3.69)

波数の小さなゆらぎほど早く減衰することが分かる.

D < 0の場合, 式 (3.3.63), (3.3.64)の第 1項と第 2項はそれぞれ進行波と後退波を表す. ここで,

A1とA2が式 (3.3.67)の関係式を満たす場合, δeと δvη の解析解は次のように進行波を表す.

δe(τ, η) = A1

(
τ

τ0

)−(3+λ)/2

ei(kη−θ), (3.3.70)

δvη(τ, η) = A2

(
τ

τ0

)(λ−3)/2

ei(kη−θ), (3.3.71)

ここで, θは θ ≡ 1
2

√
−Dlog(τ/τ0)と定義されている. 今, ゆらぎの位相速度は

√
−D/(2kτ)で与え

られる. 波数の小さなゆらぎほど速く伝播する. 式 (3.3.70), (3.3.71)ではゆらぎの減衰速度は波数

に依存しない. D = 0となる波数の値を臨界波数 kcと呼ぶことにすると, kcは,

kc =
1− c2s
2cs

, (3.3.72)

と与えられる.

D = 0の場合, δeと δvη は次の解析解を持つ.

δe(τ, η) =

(
τ

τ0

)−(3+λ)/2 [
A1 +

(
1− λ

2
A1 − ike0(1 + λ)τ0A2

)
log

τ

τ0

]
eikη, (3.3.73)

δvη(τ, η) =

(
τ

τ0

)(λ−3)/2 [
A2 −

(
1− λ

2
A2 + i

kλA1

τ0e0(1 + λ)

)
log

τ

τ0

]
eikη. (3.3.74)

ここで, A1, A2が次の関係式:

1− λ

2
A1 = ike0(1 + λ)τ0A2, (3.3.75)

を満たす場合, 式 (3.3.73), (3.3.74)は次のようになる.

δe(τ, η) = A1

(
τ

τ0

)−(3+λ)/2

eikη, (3.3.76)

δvη(τ, η) = A2

(
τ

τ0

)(λ−3)/2

eikη. (3.3.77)
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3.3.5 完全流体におけるGubser解

高エネルギー原子核衝突実験における系は, 衝突した直後は, Bjorkenスケーリング解で定性的

に記述される衝突軸方向への 1次元膨張を行う. しかし, 時間が経つとともに衝突軸に垂直な方向

への流れが成長し, 空間 3次元における多次元膨張へと遷移すると考えられている. このような,

Bjorkenスケーリング解よりもより現実的な, 衝突軸方向の Bjorkenスケーリング解に加え, 衝突

軸方向に垂直な平面での発展を含む, 空間 3次元における流体膨張を記述する解析解が導出され

た [149,150]. この解析解の導出には, Bjorkenスケーリング解と同様, 空間の対称性に関する議論

を利用する. 以下でその導出の流れを見る.

Gubser解の導出では, 系のコンフォーマル対称性を前提とする. 相対論的流体力学において

p = e/3, 体積粘性 ζ = 0であるとき, 系はコンフォーマル対称性を持っている. このとき, 系の力

学は次のWeyl変換の下で不変となる.

gµν → Ω−2gµν . (3.3.78)

gµν はメトリックであり, Ωは時空に依存していてもよい. 次の座標を考える.

ds2 = dτ2 − τ2dη2 − dx2⊥ − x2⊥dϕ
2. (3.3.79)

t-z平面においてMilne座標, x-y平面において極座標を利用している. ここで, 次のWeyl変換を

考える.

dŝ =
1

τ2
ds2 =

dτ2 − dx2⊥ − x2⊥dϕ
2

τ2
− dη2. (3.3.80)

この dŝで表される新たな座標系において, 次の変換則を満たす座標 ρ, θを導入する.

sinhρ = −
1− q2τ2 + q2x2⊥

2qτ
, tanθ =

2qx⊥
1 + q2τ2 − q2x2⊥

. (3.3.81)

この新たな座標を用いて dŝは次のように書ける.

dŝ = dρ2 − cosh2ρ(dθ2 + sin2θdϕ2)− dη2. (3.3.82)

今, (ρ, θ, ϕ)が 3次元ド・ジッター空間 dS3をマップしており, dŝは dS3 ×R空間を表す. 新たな

座標系での 4元速度を ûµと示す.

次に, dS3 ×R空間において, 系に対称性を仮定する. まず, ラピディティー方向は Bjorkenス

ケーリング解と同じように, ローレンツブースト変換の下での対称性（SO(1, 1)対称性）と z軸の

反転の下での対称性（Z2対称性）を仮定する. SO(1, 1)対称性により, ラピディティー方向の 4速

度 ûη はラピディティーに依存せず, さらにZ2対称性により, ûη = 0と決まる. さらに, dS3 ×R

空間において, 3次元の空間回転の下での不変性, SO(3)対称性を仮定する. これより, 速度分布は,

ûρ = 1, ûθ = ûϕ = ûη = 0, (3.3.83)

と決まる. Gubser解は SO(3) × SO(1, 1) × Z2不変な解とも呼ばれる. 次にエネルギー密度を考

える. 今, dS3 ×Rにおいてエネルギー密度 êは ρにのみ依存する. ここで, 化学ポテンシャルが

ゼロの場合を考えると, エントロピー密度は ŝ ∝ ê3/4である. ある ρにおいて単位ラピディティー
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あたりのエントロピーは (4πcosh2ρ)ŝで与えられる. 完全流体ではエントロピーが保存するので,

d

dρ

(
ê3/4cosh2ρ

)
= 0 (3.3.84)

となる. これより, エネルギー密度が次のように求まる.

ê = ê0(coshρ)
−8/3 (3.3.85)

最後に式 (3.3.83), (3.3.85)に (3.3.81)の座標変換則を利用し, 座標 (τ, x⊥, ϕ, η)における解析解

が次のように求まる.

vη = vϕ = 0, (3.3.86)

v⊥ =
u⊥

uτ
=

2q2τx⊥
1 + q2τ2 + q2x2⊥

, (3.3.87)

e =
ê0

τ4/3
(2q)8/3

[1 + 2q2(τ2 + x2⊥) + q4(τ2 − x2⊥)
2]4/3

. (3.3.88)

ここで, ê0は質量次元ゼロの定数, qは質量次元-1の定数である. Gubser解は, ラピディティー方

向において Bjorkenスケーリング解に従って発展し, x, y方向において放射状に膨張するような

解となっている. Gubser解は高エネルギー原子核衝突実験における流体発展の特徴を捉えており,

その解析的理解に有用である. また, 多次元における流体方程式の解析解が見つかっている例は少

ないため, Gubser解は高エネルギー原子核衝突実験で利用される流体コードのテスト問題に適し

ている.

3.3.6 2次の粘性流体におけるGubser解

1次の相対論的粘性流体方程式においても, 上記の方法で SO(3)× SO(1, 1)×Z2不変な解析解

が得られている [149,150]. しかし, この 1次の相対論的粘性流体におけるGubser解は, 特定の時

空領域で温度がマイナスになってしまう問題を持っており, 2次の粘性項の重要性を示唆している.

2次の粘性流体方程式におけるGubser解が参考文献 [151]において得られた. そこでは, 2次の

粘性項と緩和時間として次の表式が用いられる.

Iµνπ =
4

3
πµνθ, (3.3.89)

τη = c
η

Ts
, (3.3.90)

cは定数である. 計算の流れは完全流体の場合と同じである. まずは, dS3 ×R空間にWeyl変換で

移動する. そして, 完全流体のときと同じ対称性 SO(3)× SO(1, 1)×Z2を要請する. この要請に

より, 速度場の解は完全流体のときと同じになり, 式 (3.3.86), (3.3.87)で与えられる. まず, ずり

粘性の直行条件より, π̂µ
ρ = 0となる. その他のずり粘性テンソルの非対角成分は, それぞれ独立な

常微分方程式に従うため, それらはゼロに設定する. また, π̂θ
θ = π̂ϕ

ϕと想定すると, 独立な粘性テン
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ソルは 1成分のみとなる. 今, 流体方程式は次の常微分方程式に帰着する.

1

T̂

dT̂

dρ
+

2

3
tanhρ =

1

3
π̄η
η(ρ)tanhρ, (3.3.91)

c

T̂

η

s

[
dπ̄η

η

dρ
+

4

3
(π̄η

η)
2tanhρ

]
+ π̄η

η =
4

3
tanhρ. (3.3.92)

ここで, π̄η
η = π̂η

η/(T̂ ŝ)と定義されている. 参考文献 [151]は, この常微分方程式をMathematica

の NDSolve関数で解き, 元の座標系へと座標変換を行うことで, 2次の粘性流体方程式における

Gubser解を導出した. この, 2次の粘性流体方程式における解析解は, 2次の粘性流体コードの貴

重なテスト問題として利用できる. 2次の粘性流体におけるGubser解を用いて, 高エネルギー原

子核衝突実験で利用される相対論的粘性流体コードのテストが行われた [47,49,86,151–154].
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第4章 Milne座標における相対論的流体コード

の開発

ここでは, Milne座標において相対論的流体方程式の数値アルゴリズムを構築する. まず, 相対

論的完全流体計算のアルゴリズムを構築した後に, 2次の相対論的粘性流体方程式の数値アルゴリ

ズムを構築する.

4.1 完全流体アルゴリズム

我々の完全流体アルゴリズムは高精度衝撃波捕獲法 [155]に基づく. 高精度衝撃波捕獲法では,

セル境界において Riemann問題を定義し, Riemann問題の厳密解, または近似解を用いてセル境

界を通過する流速を評価する.

4.1.1 (τ, η)空間における流体方程式の差分化

Milne座標において完全流体方程式を差分化する. ここでは, ラピディティー方向の発展に注目

し, 流体変数が x, y方向に一様であるとする. エネルギー運動量保存則 (3.2.22)-(3.2.24) は次のよ

うに書ける.

∂τ (τT
τν) + ∂η(τT

ην) = 0, (4.1.1)

ここで, ν = t, x, y, z. ここで, 4元速度の x, y 成分 ux, uy がゼロのとき, 式 (4.1.1)は (τ, η)の

(1+1)次元流体方程式となる. 我々は保存方程式を解くために, Lagrangeステップと呼ばれる方

法 [156]を用いる. 離散化された空間で固有時間を τn, ラピディティーを ηiと表す. n, iは整数で

ある. Lagrangeステップでは, 固有時間 τn から τn+1 までの間, セル境界が流体とともに移動す

る. 時間きざみを∆τ = τn+1 − τn, 格子サイズを∆η = ηi+1 − ηiと表す. 有限体積法と Lagrange

ステップの考えに基づき,セル内で時空積分を行うことにより 式 (4.1.1)を差分化する (図 4.1),∫ τn+1

τn

∫ ηi+1+δηi+1(τ
′)

ηi+δηi(τ ′)
∂α(τT

αν)dηdτ = 0, (4.1.2)

ここで α = τ , η. δηi(τ
′)はセル境界が固有時間 τnから τ = τn + τ ′(0 ≤ τ ′ ≤ ∆τ)までの間に動

いた距離を表す. 今注目している, η = ηiと ηi−1の間のセルを i番目のセルと呼び, τ = τnにおい

て η = ηiに位置したセル境界を i番目のセル境界と呼ぶことにする. ηi + δi(τ
′)は τ = τn + τ ′に

おける i番目のセル境界の位置を表す. Gaussの法則を用いると, 式 (4.1.2)より次の差分方程式を
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図 4.1: Milne座標における Lagrangeステップ. 黒の太枠は積分領域を表す.

得ることができる.

(T τν)n+1
i =

τn∆η

τn+1∆ηlagi

(T τν)ni − 1

τn+1∆ηlagi

[∫
Ci

Tανnα,ids−
∫
Ci−1

Tανnα,i−1ds

]
, (4.1.3)

ここで, ∆ηlagi ≡ ∆η+(δηi(∆τ)− δηi−1(∆τ))はセル境界が動いた後の, τ = τn+1におけるセルサ

イズであり, Ciは i番目のセル境界の動く経路, nα,iはCiに垂直な単位ベクトルを表す (Fig. 4.1).

また, 固有時間 τnと τn+1における, 保存量のセル内での平均値を次のように定義した.

(T τν)ni ≡ 1

∆η

∫ ηi

ηi−1

T τν(τn, η)dη, (4.1.4)

(T τν)n+1
i ≡ 1

∆ηlagi

∫ ηi+δηi(∆τ)

ηi−1+δηi−1(∆τ)
T τν(τn+1, η)dη. (4.1.5)

式 (4.1.3)の第 2項はセル境界を通過する保存量の流速を表している.

式 (4.1.3)における∆ηlagi と流速項の具体的な表式を導出する. ここでは, Lagrangeステップの

間, セル境界は一定の z方向速度で移動し, セル境界上の圧力も一定であると仮定する. i番目のセ

ル境界の z方向の 3元速度を V z
i , セル境界上の圧力をPiと示す. まず, セル境界の移動距離 δηi(τ

′)

を計算するため, η = ηiの点が η = 0となる系へとローレンツブースト変換で移動する. ラピディ

ティー方向の変位 δηi(τ
′)はブースト変換の下で不変であり, ローレンツ系に依存しない. ブース

ト変換された系における, i番目のセル境界の z方向の 3元速度を V z
0,i と示す. V z

i と V z
0,i は次の

ブースト変換則を満たす.

V z
i =

sinhηi + V z
0,icoshηi

coshηi + V z
0,isinhηi

. (4.1.6)

速度 V z
0,i一定のセル境界が, η = 0の点から, 固有時間 τ ′の間に移動する距離は,

δηi(τ
′) =

1

2
log

(
(1 + V z

0,i)δt(τ
′) + τn

(1− V z
0,i)δt(τ

′) + τn

)
, (4.1.7)
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と与えられる. ここで, δt(τ ′)は, セル境界の移動した時間を表し,

δt(τ ′) =
1

1− (V z
0,i)

2

{
−τn +

√
(τn)2 + (1− (V z

0,i)
2)(2τnτ ′ + (τ ′)2)

}
, (4.1.8)

と書かれる. 連立方程式 (4.1.8)は z = V z
0,i(t− τn)と (τn + τ ′)2 = t2 − z2 を, t = τn + δt(τ ′)とと

もに解くことで得られる. これより, ∆ηlagi の表式が求まった.

次に, ブースト変換する前の元の系に戻り, 流速項を評価する. 式 (4.1.3)の流速積分における単

位ベクトル nα,iは次のように書かれる.

nα,i = γi(sinhη − V z
i coshη, τ(coshη − V z

i sinhη)), (4.1.9)

ここで, γi = {1− (V z
i )

2}−1/2. 流速積分の被積分関数は,

Tαtnα,i = γiPiV
z
i , (4.1.10)

Tαznα,i = γiPi, (4.1.11)

Tαjnα,i = 0, (j = x, y), (4.1.12)

となる. 経路 Ci上の積分要素 dsは,

ds = γ−1
i

dτ ′

cosh(ηi + δηi(τ ′))− V z
i sinh(ηi + δηi(τ ′))

, (4.1.13)

と書ける. τ ′の積分領域は [0 : ∆τ ]である. 次に, 式 (4.1.13)を τ ′について展開し, 式 (4.1.3)の流

速項において τ ′に関する積分を実行する. これにより, ∆τ の 3次までで, 流速項の表式が次のよ

うに得られる.∫
Ci

Tαtnα,ids =Pi(sinhηi + V z
0,icoshηi)

×

{
∆τ +

(V z
0,i)

2

2τn
∆τ +

1

2(τn)2
(
(V z

0,i)
4 − (V z

0,i)
2
)
∆τ3

}
, (4.1.14)∫

Ci

Tαznα,ids =Pi(coshηi + V z
0,isinhηi)

×

{
∆τ +

(V z
0,i)

2

2τn
∆τ2 +

1

2(τn)2
(
(V z

0,i)
4 − (V z

0,i)
2
)
∆τ3

}
, (4.1.15)∫

Ci

Tαjnα,ids =0, j = x, y. (4.1.16)

4.1.2 Milne座標におけるRiemann問題

3.3.1節で説明したように, デカルト座標において Riemann問題の初期条件は次のように表さ

れる.

V (t = t0, x, y, z) =

{
VL (z < zi),

VR (z > zi),
(4.1.17)
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図 4.2: デカルト座標における Riemann問題 (a)とMilne座標におけるリーマン問題 (b). zi = ηi = 0の
場合. (a)と (b)の太線はそれぞれ時間 t = t0 一定の線と固有時間 τ = τ0 一定の線を表し, その上で初期条
件が定義される. 黒丸は不連続面の位置を表す. LCは光円錐を示す.

ここで, t0は初期時刻, ziは初期不連続面の位置を表す. V は流体の状態を表しており, 流体変数

の情報を持っている, V = (n, vx, vy, vz, p). VLは不連続面の左側の状態, VRは不連続面の右側の

状態を表す. 3.3.1節で見たように, 後の時間には, 不連続面から衝撃波, 接触不連続面, 希薄波の

組み合わせで, 3種類の波が生じる. VL, VRはそれぞれ z < zi, z > ziの領域では zに依存しない

ため, z = ziの点から情報が届くまで, 時間発展せずに VL, VRであり続ける. よって, 少なくとも

z = ziから広がる光円錐の外の状態は VL, VRのまま初期の状態を保ち続ける.

次に, Milne座標におけるRiemann問題を考える. 我々は, Milne座標におけるRiemann問題の

初期条件を次のように設定する.

V (t = τ0, x, y, z) =

{
VL (η < ηi),

VR (η > ηi),
(4.1.18)

ここで, τ0 は初期固有時間, ηi は初期不連続面の位置を表す. ここで, Milne座標における時空

点 (τ0, ηi)は, 式 (4.1.17)のデカルト座標における点 (t0, zi)と同じ位置を表している. ここで, 式

(4.1.18)における V の要素は, 式 (4.1.17) のものと同様であり, (n, vx, vy, vz, p)を表す. つまり,

不連続面の両側の状態では, 3元速度のデカルト座標成分 ui/ut(i = x, y, z)がラピディティー方向

に一様に広がっている. 一方, 3元速度のMilne座標成分 ui/uτ (i = x, y, η)はラピディティーに依

存する.

ここで, 式 (4.1.17)と式 (4.1.18)で与えられる初期値問題を比較する. まず, 不連続面の位置が

zi = ηi = 0の場合を考える. 図 4.2にそれぞれの初期条件を示した. 図 4.2(a)の太線は時間 t = t0

一定の線を, 図 4.2(b)の太線は固有時間 τ = τ0一定の線を表しており, その線上で初期条件が定

義されている. 黒丸は不連続面の位置を表す. 図 4.2(a)では, 上で述べたように, z = ziから広が

る光円錐の外側の状態（灰色の領域）が VL, VRで与えられている. 図 4.2(a)と (b)を比べると,

図 4.2(b)の τ = τ0 一定の線は図 4.2(a)の灰色の領域に含まれていることが分かる. つまり, 式

(4.1.17)で定義されるRiemann問題の解析解は式 (4.1.18)で与えられる初期条件を満たしている.

これより, 式 (4.1.17)と式 (4.1.18)で与えられる二つの初期値問題は同じ解析解を与えることが分

かる.

初期不連続面の位置が zi ̸= 0, ηi ̸= 0の場合にも, 式 (4.1.17)と式 (4.1.18)で与えられる二つの初

期値問題は同じ解析解を与えることを見る. まず, 式 (4.1.18)における状態VL, VRのような, ある

固有時刻で ∂ηV = 0を満たす状態は, ∂τV = 0となり定常状態となることを示す. (τ, η)の (1+1)
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図 4.3: デカルト座標における Riemann問題 (a)とMilne座標におけるリーマン問題 (b). zi = ηi ̸= 0の
場合. (a)と (b)の太線はそれぞれ時間 t = t0 一定の線と固有時間 τ = τ0 一定の線を表し, その上で初期条
件が定義される. LCは光円錐を示す.

次元の場合を考える. エネルギー運動量保存則 (3.2.23), (3.2.24) をエネルギー運動量テンソルの

デカルト座標成分を用いて書くと,

∂τ (τcoshη T tt − τsinhη T tz) + ∂η(−sinhη T tt + coshη T tz) = 0, (4.1.19)

∂τ (τcoshη T tz − τsinhη T zz) + ∂η(−sinhη T tz + coshη T zz) = 0, (4.1.20)

となる. ここで,ラピディティーについて流体変数V が一様であるとすると,エネルギー運動量テン

ソルのデカルト座標成分もラピディティーについて一様である, ∂ηT
tt = 0, ∂ηT

tz = 0, ∂ηT
zz = 0.

これらの条件とともに, 式 (4.1.19), (4.1.20)に加え, 式 (4.1.19), (4.1.20)のどちらかをラピディ

ティーで微分した式を解くと,

∂τT
tt = 0, ∂τT

zz = 0, ∂τT
tz = 0, (4.1.21)

と得ることができる. つまり, ∂τV = 0となる. この結論より, Milne座標におけるRiemann問題

(4.1.18)においても, デカルト座標の場合 (4.1.17)と同じように, (τ0, ηi)から広がる光円錐の外の

状態は VR, VL のまま時間発展しない. この様子を図 4.3(b)に示した. 図 4.3(a)と (b)を比べる

と, 式 (4.1.17)と式 (4.1.18)で定義される初期値問題は, (τ0, ηi)から広がる光円錐上で同じ境界条

件を満たすことが分かる. よって, 式 (4.1.17)と式 (4.1.18)で与えられる二つの初期値問題は同じ

解析解を与える.

4.1.3 (τ, η)空間におけるアルゴリズム

ここで, 差分式 (4.1.3)を解くアルゴリズムを説明する. Milne座標における流体変数をW と表

す, W = (n, vx, vy, vη, p). ある時刻 τnにおける, 保存量 T τν(ν = t, x, y, z)とW のセル内での平

均値 (T τν)ni ,, Wiが分かっているとする.

1. セル内でW の補間を行う. Wiの値を用いて, セル毎にW の分布を補間する. i番目のセル

内におけるW の補間関数をW I
i (η)と示す. W I

i (η) = Wiとすると, 空間 1次精度が達成さ

れる. 空間 n次精度のスキームとは, セルサイズ∆xを小さくしたとき, 数値誤差がセルサ

イズの n乗, ∆xnに比例して減少するスキームのことである. 我々は空間 2次精度のスキー

ム（線形補完）としてMC limiter [156], 空間 3次精度スキームとして Piecewise Parabolic
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Method (PPM) [157–159]を利用する. MC limiterとPPMの詳細については付録Aに示し

た. 原子核衝突実験への応用では基本的に PPMを用いる. 補間操作により, i番目のセル境

界の左側におけるW の値がWL,i = W I
i (ηi)と, i番目のセル境界の右側におけるW の値

が, WR,i = W I
i+1(ηi)と得られる. ここで, 例えばWS,i(S = L,R)の持つ速度成分を座標変

換し, VS,i = (nS,i, (u
x/ut)S,i, (u

y/ut)S,i, (u
z/ut)S,i, pS,i)を計算すれば, i番目のセル境界に

おけるRiemann問題の初期条件をVS,iにより与えることができる. しかしこの場合, 差分式

の流速項が (τ, η) = (τn, ηi)における物理量で評価されることになるが, 実際は, 固有時間∆τ

の間には ηiから離れた点の情報もセル境界に届く. τ = τnにおいて, ηiから σS(S = L,R)

離れた点までの情報が∆τ の間にセル境界に影響を与えるとする. この影響を取り入れるた

め, 補間関数W I
i (x)を σS の領域で積分する.

W L,i =
1

σS

∫ ηi

ηi−σL

W I
i (η)dη, (4.1.22)

WR,i =
1

σS

∫ ηi+σR

ηi

W I
i+1(η)dη. (4.1.23)

デカルト座標において流体の静止系では, 情報の伝わる速度は音速 csであり, σS = cs∆tと

与えられる. Milne座標においては, ヤコビアンをかけ σS = cs∆τ/τ とする.

2. それぞれのセル境界において, ローレンツ変換により η = 0の点に移動する. η = 0の点にお

いて, 座標変換によりW S,iから V S,iを計算する. ローレンツ変換の下でW は不変である.

η = 0の点では, ux,y/ut = ux,y/uτ , uz/ut = τuη/uτ が成り立つため,

V S,i = (nS,i, vxS,i, vyS,i, τ
nvηS,i, pS,i), (4.1.24)

と得られる.

3. 式 (4.1.24)を初期条件としてRiemann問題を解く. このRiemann問題の解析解における接

触不連続面の速度, 圧力により, 式 (4.1.7), (4.1.8), (4.1.14), (4.1.15)における V z
0,i, Piが与

えられる. Riemann問題を解く際は two shock approximation [84]を利用する. この近似で

は Riemann問題を解く際に数値的に高コストとなる希薄波を衝撃波で置き換える. 我々が

注目する低バリオン数密度の状態方程式を用いたRiemann問題の解析解は参考文献 [82]に

おいて得られている. Riemann問題を解いた後, 元の系へと逆ブースト変換で戻る. 差分式

(4.1.3)における∆ηlagi は不変であり, 流速項は V z
0,iで書かれているため, この逆ブースト変

換では何もする必要はない.

4. 差分式 (4.1.3), (4.1.7), (4.1.8), (4.1.14)-(4.1.16)を計算する. 保存量の次の時刻 τn+1におけ

る値が得られる.

5. Lagrange座標を元の Euler座標へと戻す Remapを行う [156]. Remapでは保存量をセル内

で補完する. Remapにおける補間でも空間 2次精度のMC limiter, または空間 3次精度の

PPMを利用する.

6. 最後に τn+1 における保存量から流体変数W を計算する. まず, T τα(α = τ, x, y, η) を

T τµ(µ = t, x, y, z)に座標変換する. T τµからW を計算する流れはデカルト座標の場合 [82]
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と同じである.

以上がMilne座標における (1+1)次元のアルゴリズムとなる. 本論文では特に断らない限り, ス

テップ 1の流速積分の前の補間操作では PPMを, ステップ 5の RemapではMC limiterを用い

る. RemapにおいてもMC limiterではなく PPMを用いることは計算の精度に大きな影響を与え

ない上に, 真空への膨張問題で計算が不安定になってしまったため, RemapではMC limiterを用

いる. 上記のアルゴリズムは, τ = τnにおける物理量を用いて τ = τn+1における物理量を計算し

ており, 時間 1次精度と呼ばれる. 膨張系においては, 時間とともに圧力が下がっていくが, 我々は

Lagrangeステップにおいて, セル境界上で圧力が一定と近似している. 膨張系において, この近似

は流速を大きく見積もることになり, 数値誤差の範囲で圧力の減少が実際より早くなる. この点を

改善する方法として, 時間精度の高次化がある. 今回, 原子核衝突実験への応用において, 我々は時

間方向の高次精度化は行わず, 時間刻みに依存する誤差が十分小さくなるような∆τ を選んで計算

を行う.

4.1.4 多次元系におけるアルゴリズム

多次元の問題を解く際は次元分割法 [160]を用いる. 次元分割法では, 1次元の計算を繰り返す

ことで多次元の流体発展を記述する. まず, 式 (3.2.12)-(3.2.14)から出発する.

∂τT
τα + ∂iT

iα + ∂ηT
ηα = Sα, (4.1.25)

ここで, ソース項 Sαは次のように与えられる,

Sα =

(
−1

τ
T ττ − τT ηη, −1

τ
T τx, −1

τ
T τy, −3

τ
T τη

)
. (4.1.26)

次元分割法により, 式 (4.1.25)を次の (1+1)次元方程式に分割することができる,

∂τT
τα + ∂xT

xα = 0, (4.1.27)

∂τT
τα + ∂yT

yα = 0, (4.1.28)

∂τT
τα + ∂ηT

ηα = Sα. (4.1.29)

式 (4.1.27)-(4.1.29)を繰り返し解くことで (3+1)次元の計算を実行することができる.

ラピディティー方向の発展 (4.1.29)を解く際は, 式 (4.1.29)を式 (4.1.1)に書き換える. 式 (4.1.1)

を解くアルゴリズムは 4.1.3章で説明した. x, y方向の発展を解くアルゴリズムはデカルト座標の

場合 [82]と同じである. 式 (4.1.27)の差分式は 4.1.1章と同様の流れで得ることができ,

(T ττ )n+1
i =

∆x

∆xlagi

(T ττ )ni − ∆τ

∆xlagi

(
PiV

x
0,i − Pi−1V

x
0,i−1

)
, (4.1.30)

(T τx)n+1
i =

∆x

∆xlagi

(T τx)ni − ∆τ

∆xlagi

(Pi − Pi−1) , (4.1.31)

(T τy)n+1
i =

∆x

∆xlagi

(T τy)ni , (4.1.32)
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ここで, Pi, V
x
0,iは式 (4.1.24)を初期条件としたRiemann問題の解析解より得られる. Lagrangeス

テップの後のセルサイズは次のように書ける.

∆xlagi = ∆x+ (V x
0,i − V x

0,i−1)∆τ. (4.1.33)

i方向の発展を解き時間を k∆τ 進める演算子を Lk
i と書く. (x, η)空間における 2次元の流体発

展は, 次のように Lk
x, L

k
η を実行することで記述できる.

(T τα)n+1 = L1/2
x L1

ηL
1/2
x (T τα)n. (4.1.34)

(x, y, η)3次元の発展を解く流れは次のようになる.

(T τα)n+1 =L1/6
x L1/6

y L1/3
η L1/6

y L1/3
x L1/6

η L1/3
y L1/6

x L1/3
η L1/6

x L1/3
y L1/6

η L1/6
x (T τα)n. (4.1.35)

4.2 粘性流体アルゴリズム

4.2.1 Strang splitting

次に相対論的粘性流体方程式を解く数値計算アルゴリズムをMilne座標において構築する. 我々

は, Strang splitting [160] を用い, 保存則 (3.2.11)-(3.2.14) を完全流体計算と粘性の補正の計算

の 2段階に分けて計算する. まず, 保存電荷カレントとエネルギー運動量テンソルを次のように

完全流体部分と粘性テンソルパートに分割する: Nµ = Nµ
id + Nµ

vis, T
µν = Tµν

id + Tµν
vis , ここで,

Nµ
id ≡ nuµ, Nµ

vis ≡ nµ, Tµν
id ≡ euµuν − p∆µν , Tµν

vis ≡ πµν −Π∆µν , 添え字 “id” と “vis” は完全流

体パートと粘性テンソルパートを意味している. 完全流体発展を記述する式は完全流体における

保存則と同様の形で与えられ,

∂τN
τ
id + ∂iN

i
id = −1

τ
N τ

id, (4.2.1)

∂τT
τν
id + ∂iT

iν
id = Sν

id, (4.2.2)

となる. ここで, Sν
id =

(
−T ττ

id /τ − τT ηη
id , −T τx

id /τ, −T τy
id /τ, −3T τη

id /τ
)
. 粘性の補正の計算は次の

式で記述される.

∂τ (N
τ
id +N τ

vis) + ∂iN
i
vis = −1

τ
N τ

vis, (4.2.3)

∂τ (T
τν
id + T τν

vis) + ∂iT
iν
vis = Sν

vis, (4.2.4)

ここで, Sν
vis =

(
−T ττ

vis/τ − τT ηη
vis , −T τx

vis/τ, −T τy
vis/τ, −3T τη

vis/τ
)
. 以上で保存則が 2種類の方程式

群に分割された.

粘性テンソルの運動方程式 (3.2.25)-(3.2.27)を解く際も Strang splittingを利用する. 我々は粘
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性テンソルの運動方程式を次の３つの方程式群に分割する. 一つ目は移流方程式である.

(∂τ + vi∂i)n
µ = 0, (4.2.5)

(∂τ + vi∂i)π
µν = 0, (4.2.6)

(∂τ + vi∂i)Π = 0, (4.2.7)

二つ目は緩和方程式,

∂τn
µ = − 1

γτn
(nµ − nµ

NS), (4.2.8)

∂τπ
µν = − 1

γτη
(πµν − πµν

NS), (4.2.9)

∂τΠ = − 1

γτΠ
(Π−ΠNS), (4.2.10)

三つ目はソース項のための方程式である.

∂τn
µ = −Iµn − Jµ

n −Kµ
n , (4.2.11)

∂τπ
µν = −Iµνπ − Jµν

π −Kµν
π , (4.2.12)

∂τΠ = −IΠ. (4.2.13)

相対論的完全流体計算では, 時間刻み∆τ はCFL条件を満たすように決められる. しかし, 相対論

的粘性流体力学では, 保存則で記述される時間スケールに加え, 粘性テンソルの運動方程式が緩和

時間 τn, τη, τΠで特徴付けられる別の時間スケールを持つ. 緩和方程式を差分法で解く場合, 時間

刻みを緩和時間より小さく取らなければ計算が不安定になってしまう. よって, 緩和時間が流体の

時間スケールに比べはるかに小さい場合, 差分法では時間刻みを緩和時間より小さく取らなければ

ならず, 大きな計算コストがかかってしまう. この 2次の粘性流体方程式の持つ問題は Piecewise

Exact Solution (PES)法 [83] により回避された. PES法では, 式 (4.2.8)-(4.2.10)を差分法で解く

代わりに次の形式解を利用する.

nµ(τ) = (nµ
0 − nµ

NS)exp

[
−τ − τ0

γτn

]
+ nµ

NS, (4.2.14)

πµν(τ) = (πµν
0 − πµν

NS)exp

[
−τ − τ0

γτπ

]
+ πµν

NS, (4.2.15)

Π(τ) = (Π0 −ΠNS)exp

[
−τ − τ0

γτΠ

]
+ΠNS. (4.2.16)

ここで, nµ
0 , π

µν
0 , Π0は τ = τ0における粘性テンソルの値である. アルゴリズムでは, 緩和時間が

CFL条件から決められた時間刻み∆τ より小さいときは PES法を用い, 緩和時間が∆τ より大き

いときは差分法を用いて式 (4.2.8)-(4.2.10)を計算する.

数値計算では, 粘性テンソルの空間成分 nx, ny, nη, πxx, πyy, πηη, πxy, πyη, πηx,Πの時間発展を

直接計算する. 粘性テンソルの時間成分 nτ , πττ , πτx, πτy, πτη の値は粘性テンソルの直行条件,

nµuµ = 0, πµνuν = 0から得られる.
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4.2.2 アルゴリズム

分解された相対論的粘性流体方程式 (4.2.1)-(4.2.13)を解く流れを説明する. ここで, 保存量を

U = Uid +Uvisと表す. ここで, Uid ≡ (N τ
id, T

τν
id ), Uvis ≡ (N τ

vis, T
τν
vis)(ν = τ, x, y, η)である. また,

流体変数と粘性テンソルの空間成分を, Vid ≡ (n, p, vi), Vvis ≡ (ni, πij ,Π)(i, j = x, y, η)と示す.

1. 完全流体方程式 (4.2.1), (4.2.2)を計算する. 前節で説明した Riemann解法を利用する. こ

のステップでは, 保存量Uid(τ)がU∗
id(τ +∆τ)へと発展する. ∗は, この物理量が完全流体

計算のみで発展させられたことを示す. この完全流体計算では, Vid(τ)を用いて, 式 (4.2.1),

(4.2.2)における数値流速とMilne座標に由来するソース項を評価する. 保存量U∗
id(τ +∆τ)

から, 流体変数 V ∗
id(τ +∆τ)の値を計算する.

2. 粘性テンソルの運動方程式 (4.2.5)-(4.2.13)を解き, Vvis(τ + ∆τ)を計算する. 移流方程式

(4.2.5)-(4.2.7)の計算には高精度風上差分法を用いる. 緩和方程式 (4.2.8)-(4.2.10)では時

間刻みが緩和時間より短いとき PES法を, 時間刻みが緩和時間より長いとき差分法を用い

る. 式 (4.2.11)-(4.2.13)には予測子修正子法を用いる. 緩和方程式 (4.2.8)-(4.2.10)における

Navier-Stokes項 nµ
NS, π

µν
NS,ΠNS と, 式 (4.2.11)-(4.2.13)における粘性テンソルの大きさにつ

いて 2次の項 I, K は流体変数の空間微分と時間微分を含む. nµ
NS, π

µν
NS,ΠNSと I, K の時間

微分項は, ステップ 1で計算された V ∗
id(τ +∆τ)を用いて,

∂τVid = (V ∗
id(τ +∆τ)− Vid(τ))/∆τ. (4.2.17)

と評価する. nµ
NS, π

µν
NS,ΠNSと I, K の空間微分項は中心差分で評価する. ここで, 粘性テン

ソルの中間ステップの値 Vvis(τ +∆τ/2)を後のために保存しておく.

3. 保存則における粘性の補正 (4.2.3), (4.2.4)を計算する. ここで,保存量U∗
id(τ+∆τ)とUvis(τ)

が, Uid(τ +∆τ)とUvis(τ +∆τ)へと発展する. 式 (4.2.3), (4.2.4)の空間微分項は中心差分

で評価する. また, 保存量Uvis(τ +∆τ)から Vid(τ +∆τ)の値を計算する. 粘性がある場合

に, 保存量からU から流体変数 Vidを計算する方法は参考文献 [83]に基づく. ここで, 後の

ために中間ステップの流体変数の値 Vid(τ +∆/2)を保存しておく.

4. 上記の 3ステップにより, 次の時間ステップ τ +∆τ の物理量が計算された. さらに, 中間ス

テップの値Vid(τ +∆τ/2), Vvis(τ +∆τ/2)を用いながら, 上記の 3ステップを繰り返すこと

で時間 2次精度が達成される. 我々の上記の 3ステップの計算では, 完全流体計算が計算時

間の主要な部分を占める. よって, 2回目の完全流体計算はスキップし, ステップ２とステッ

プ３をもう中間ステップの値を用いて計算する.

4.3 境界条件

空間 2次以上の精度のスキームでは, あるセルにおいて時間ステップを一つ進めるために, その

セルの両側の複数のセルの情報が必要になる. 計算領域の境界のセルでは, 片側（計算領域の外）

のセルの情報がないため, 境界条件を課す必要がある. 数値計算では, 計算領域の外に余分なセル

（ゴーストセル）を用意し, ゴーストセルにおける物理量の値を境界条件から決める. 系の境界で
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流体が一様に分布している場合は, 境界のセルの情報をゴーストセルにコピーすればよい. また,

系の外に向かって流れが生じているようなとき, 境界条件の影響が小さい場合がある. そのような

ときも, ゴーストセルに境界のセルの情報をコピーすることにする.

次章におけるテスト計算の内, Landau-Khalatnikov解, 完全流体と粘性流体におけるGubser解

における計算では, ゴーストセルに境界のセルの情報をコピーする. 6章のKH不安定性の解析で

もこの境界条件を利用する. 6章ではこの境界条件は適切な取扱いでないが, 境界の影響が届いて

いない系の中心領域にのみ注目することにする. 次章のMilne座標における衝撃波管問題では境界

の影響が大きいため, ゴーストセルに衝撃波管問題の解析解を代入する. 衝撃波管問題では, さら

に境界の影響を抑えるため, PPMを利用しているときでも, 境界のセルでは 2次精度補間をMC

limiterとともに用いる. 真空への膨張テストでは, 計算領域の中に真空と物質の境界が存在する.

真空と物質との間の境界条件は, その境界が光速で真空に向かって動き, 境界における圧力がゼロ

というものである. 真空への膨張テストでは, 真空と物質との境界ではRemapを行わず, Lagrange

グリッドを用いて真空と物質との境界を追跡する. また, 計算を安定させるため, 真空と物質との

境界では 2次精度補間をminmod limiter [161]とともに用いる.
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第5章 流体コードのテスト計算

ここで, 前章で開発したMilne座標を用いた相対論的流体コードのテスト計算を行う. 3章で紹

介した解析解の知られている問題に我々の流体コードを適用する. 解析解を初期条件として数値

計算をスタートし, 後の時刻に解析解を再現できているかを見る. 状態方程式は e = 3p, バリオン

数密度はゼロとする.

5.1 完全流体テスト

5.1.1 衝撃波管問題

衝撃波管問題は 3.3.1節で紹介した Riemann問題の一つである. Riemann問題において, 初期

条件の速度をゼロした場合に対応する. 衝撃波管問題では衝撃波, 接触不連続面, 希薄波の 3種類

の波が生じるため, 流体コードのテスト問題に適している. この衝撃波管問題を我々のMilne座標

を利用した流体コードのテスト問題として利用するため, 式 (4.1.18)の初期値問題が式 (4.1.17)の

デカルト座標における Riemann問題と等しい性質を用いる. 数値計算では式 (4.1.18)の初期値問

題を解き, 式 (4.1.17)のRiemann問題の解析解と比較を行う.

比較の際にはデカルト座標で表されたRiemann問題の解析解をMilne座標で表しなおす. 初期

不連続面の位置を (t0, zi), (τ0, ηi)と表す. τ0は数値計算における初期固有時刻と一致する. ここ

で, t0, ziと τ0, ηiは座標変換により次の関係を満たしている, τ0 = (t20−z2i )
1/2, ηi = tanh−1(zi/t0).

まず, 固有時間 τf = τ0 +∆τ において, η = ηiから一定の z方向速度 V zで動いた不連続面（衝撃

波, 接触不連続面, 希薄波)の位置 ηf は次のように表される.

ηf =
1

2
log

(1 + V z)δt+ τ0coshηi + τ0sinhηi
(1− V z)δt+ τ0coshηi − τ0sinhηi

, (5.1.1)

ここで, δtは

δt =
1

1− (V z)2

{
−τ0(coshηi − V zsinhηi)　

+
(
τ20 (coshηi − V zsinhηi)

2 + (1− (V z)2)(∆τ2 + 2τ0∆τ)
)1/2}

. (5.1.2)

である. 希薄波の状態は, デカルト座標に ξ = (z − zi)/(t− t0)の形を通して依存する. Milne座標

においては, 希薄波の状態は,

ξ =
τsinhη − τ0sinhηi
τcoshη − τ0coshηi

, (5.1.3)

を通して座標系に依存する. 速度場の vzと vηの座標変換則は式 (3.2.7), (3.2.8)で与えられている.
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図 5.1: 衝撃波管問題における解析解（黒線）と数値解（赤点）の比較. τ = 5fmにおける結果を横軸ラピ
ディティーとして示す. 初期不連続面は η = 0に位置する. 上側左図はエネルギー密度 e, 上側右図はラピ
ディティー方向の 3元速度 vη, 下図は z方向の 3元速度の結果.

ここでは, 初期不連続面が η = 0に位置する場合と, η = 1に位置する場合の２つの場合について

テスト計算を行う. 初期時刻は τ0 = 1fmとする. どちらの場合も z方向の初期速度はゼロ vz = 0

とする. 数値計算では z方向速度 vz ではなくラピディティー方向速度 vη の時間発展に注目する.

vz = 0の場合, vη の初期条件は,

vη =
1

τ0

−sinhη

coshη
, τ = τ0, (5.1.4)

となり, ラピディティーに依存して有限の値を持つ. Milne座標で静止した状態を見ると, 中心に向

かって流れが生じているように見える. 数値計算では, 格子サイズを∆η = 0.01, 固有時間ステッ

プサイズを∆τ = 0.1τ0∆ηとする.

一つ目のテスト問題では, η > 0 (η < 0)における温度を TL = 400 MeV (TR = 200 MeV)とす

る. 図 5.1に τ = 5fmにおけるエネルギー密度, ラピディティー方向速度 vη, vηを式 (3.2.8)により

座標変換して得られた z方向速度 vz の数値計算結果と解析解を示す. η = 0からラピディティー

正の領域に衝撃波が, ラピディティー負の領域に希薄波が発展している. 数値計算結果が解析解を

良く再現できていることを確認できる.

二つ目のテスト計算では初期不連続面の位置を η = 1とする. その他の条件, TL, TR, v
z は一つ

目のテスト計算と同じである. デカルト座標で見ると, この二つのテスト問題は完全に同じものと

なるが, Milne座標では違った問題として見える. 再び, 図 5.2に τ = 5fmにおけるエネルギー密度

e, 3元速度 vη, vz の数値計算結果と解析解を示す. 一つ目のテスト問題と異なり, 衝撃波が η = 1
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図 5.2: 衝撃波管問題における解析解（黒線）と数値解（赤点）の比較. τ = 5fmにおける結果を横軸ラピ
ディティーとして示す. 初期不連続面は η = 1に位置する. 上側左図はエネルギー密度 e, 上側右図はラピ
ディティー方向の 3元速度 vη, 下図は z方向の 3元速度の結果.

の位置からほとんど動いていないことが分かる. ここでも, 数値解と解析解の一致を得ることがで

き, 我々のアルゴリズムが正しく動いていることが分かる.

5.1.2 真空への膨張

真空への 1次元膨張を考える. 真空への膨張問題もRiemann問題の特別な場合であり, Riemann

問題において, 初期条件の片側の状態を真空とした初期値問題である. 後の時刻に, 真空と物質と

の間に希薄波が発展する. 原子核衝突実験における系では, 真空中に高温物質が生成され, 高温物

質が真空中に膨張していくというものであるため, この真空への膨張問題は, 原子核衝突実験で利

用される流体コードのテスト問題に適している. 前節の衝撃波管問題と同様, この問題を我々の

Milne座標を用いた流体コードのテスト問題に利用する. 初期条件を次のように設定する.

p = 1000 fm−4, vη = − sinhη
coshη for |η| ≤ 1.5,

p = 0, vη = 0, for |η| > 1.5,
(5.1.5)

ここで, |η| ≤ 1.5の領域の vη は vz = 0に対応し, |η| > 1.5の領域は真空となっている. 前節の衝

撃波管問題では, 計算領域の外側から内側への流れが存在し, 数値計算の誤差の要因になっている

可能性があった. このテスト問題では, 計算領域の境界は真空になっているため, 境界条件による

人工的な数値エラーを気にしなくてよい.
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図 5.3: 真空への膨張問題の τ = 1.1fmにおけるエネルギー密度 e（左図）, 3元速度のラピディティー成
分 vη（右図）の分布. 赤点は保存型の流体コードの結果, 青点はソース項を持つ流体コードの結果, 黒線は
解析解を示す.

ここで, Milne座標におけるメトリック由来のソース項を回避した保存型のアルゴリズムと, ソー

ス項を持つ保存式を直接差分化したアルゴリズムを比較する. ソース項を持つアルゴリズムとして,

式 (4.1.29)を直接 4.1.1節と同様の方法で差分化し, 4.1.3節と同様の流れでアルゴリズムを構築し

た. このソース項を持つ流体コードでは T ττ , T τη の値が Lagrangeステップにおいてアップデー

トされる. セルサイズは∆η = 0.02, 時間きざみは∆τ = 0.1τ0∆η, 初期時刻は τ0 = 1fmとする.

図 5.3は τ = 1.1 fmにおけるエネルギー密度 e, 3元速度 vηの結果を示している. 赤の点が 4.1.1

節で説明した保存型の流体コードによる結果であり, 黒の点がソース項を持つ流体コードによる結

果である. 0 < η < 1.46の領域では, 流体が静止しており, Milne座標では内側に向かって流れが

存在するように見える. 1.46 < η < 1.58の領域には希薄波が広がっている. 希薄波は静止した流

体に向かって音速で侵入し, 真空に向かって光速で広がっていく. 計算の初期, 希薄波の領域には

大きな速度勾配が生じ, どちらの流体コードも解析解を再現しきれていないが, 保存型の流体コー

ドの方が解析解に近い結果が得られている.

図 5.4に τ = 4fmにおけるエネルギー密度 e, 3元速度 vη, vz の結果を解析解とともに示す.

|η| < 0.27の領域では流体は静止しており, 0.27 < |η| < 2.89の領域に希薄波が広がっている. 真

空と物質の境界は η = ±2.89に位置し, 光速で真空側に進んでいる. 保存型のアルゴリズム, ソー

ス項有りのアルゴリズムともにエネルギー密度, 3元速度の z成分 vz の解析解を良く再現してい

る. エネルギー密度の結果において, 真空と物質の境界付近に注目して見ると, 保存型のアルゴリ

ズムによる結果の方がわずかに解析解に近い結果が得られている. また, |η| < 0.27の流体が静止

した領域においても, ソース項を持つアルゴリズムの方が時間とともにエネルギー密度の解析解を

わずかに下回る傾向が見られた. 3元速度のラピディティー成分 vηにおいては, 真空付近において

二つのコードの結果の違いが顕著に見え, 保存型のアルゴリズムの方が解析解に近い結果が得られ

ている.

真空と物質との境界では圧力がゼロである. また, 真空と物質との境界では, 流速は光速, ローレ

ンツ因子は無限大となるため, 真空付近では計算が不安定になりやすい. 真空付近における二つの

コードの結果の違いは計算の安定性に大きく影響する. 数値誤差により圧力が負になってしまった

り, 流速が光速を超えてしまうことがある. 保存型のアルゴリズムは, ソース項を持つアルゴリズ

ムよりも高い安定性を実現することができた. 今, 初期不連続面を η = 1.5に設定しているが, 初期
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図 5.4: 真空への膨張問題. τ = 4fmにおけるエネルギー密度 e（左上図）, 3元速度のラピディティー成
分 vη（右上図）, 3元速度の z成分 vz（下図）の分布. 赤点は保存型の流体コードの結果, 青点はソース項
を持つ流体コードの結果, 黒線は解析解を示す.　

不連続面の位置をよりラピディティーの大きな位置に置くと, 初期の vηの勾配がより大きくなり,

流体コードにとってさらに厳しいテスト問題になる. 初期不連続面を η = 1.7に置いた場合, ソー

ス項有りのアルゴリズムは数値的な不安定性を起こしてしまった. 保存型のアルゴリズムは初期

不連続面を η = 2に置いた場合でも安定に計算を行うことができた.

二つのコードの結果の違いを定量的に見るため, 次のように定義される L1 norm [161]を計算

した.

L(u,Ncell) =
∑
i

|u(ηi;Ncell)− uexact(ηi)|∆η, (5.1.6)

ここで, uはエネルギー密度 e, 3元速度のラピディティー成分 vηなどの物理量, u(ηi;Ncell)はセル

数Ncellでの数値計算による η = ηiにおける uの計算結果, uexact(ηi)は η = ηiにおける uの解析

解, ∆ηは格子サイズを表す. 式 (5.1.6)で定義される L1 normにより, 物理量 uの数値計算結果の

解析解からの誤差を評価する. 図 5.5に横軸をセル数としてエネルギー密度 e, 3元速度のラピディ

ティー成分 vηの L1 normsを示す. 図 5.5の L1 normの傾きは, セルサイズを小さくしていったと

きに, 数値解がどれほどの速さで解析解に収束するかを示す. 真空への膨張問題では, 分布に不連

続面が存在するため, L1 normの傾きは両コードとも 1次精度スキームのものと同じになる. しか

し, L1 normの絶対値に注目すると, 保存型のアルゴリズムの方が解析解からの誤差が小さいこと

が分かる.
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図 5.5: 真空への膨張問題におけるエネルギー密度 e（左図)と 3元速度 vη(右図) の L1 norm. 横軸は数
値計算におけるセル数. 赤点が保存型のアルゴリズム, 青点がソース項有りのアルゴリズムの結果を示す.

5.1.3 Landau-Khalatnikov解

3.3.2節で紹介したLandau-Khalatnikov解 [103,141,142]は原子核衝突実験の時空発展に適した

解析解である. この Landau-Khalatnikov解の漸近系 (3.3.39)を用いてテスト計算を行う. エネル

ギー密度の解は式 (3.3.39)で与えらており, 流速の解は vη = 0である. 式 (3.3.39)が持つパラメー

タを, e0=10 GeV/fm3, ∆ = 0.5fmと設定する. 式 (3.3.39)は∆に比べ十分時間が経った後に有効

となるので, 数値計算では, 初期時刻を τ0 = 500 fmとする. セルサイズを∆η = 0.1, 時間きざみを

∆τ = 0.1 fm,または ∆τ = 0.1τ0∆η = 5 fmとして計算を行う. 図 5.6に τ = 510, 600, 700, 1000 fm

における Landau-Khalatnikov解に関する数値計算結果と解析解を示す. ∆τ = 5 fmと∆τ = 0.1

fmのどちらの計算も解析解を良く再現している. 固有時間が大きいときラピディティー方向の空

間スケールは τ∆ηと引き延ばされるため, 時間きざみを大きくとることができる. ラピディティー

が大きな領域では, 数値解と解析解のずれを確認できる. これは, Landau-Khalatnikov解 (3.3.39)

がラピディティーの大きな領域では有効でないため [141,142]だと思われる.
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5, 5.694 fmにおけるエネルギー密度のゆらぎ（左図）と 3元速度（右図）.

5.1.4 Bjorken膨張背景におけるゆらぎの伝播

3.3.4節で紹介したBjorken膨張における衝突軸方向のゆらぎの伝播をテスト問題として利用す

る. その解析解は式 (3.3.63), (3.3.64)で与えられる. ここでは, 式 (3.3.67)が満たされている場合

を考える. 式 (3.3.63), (3.3.64)はD ≡ (1− λ)2 − 4k2λ ̸= 0の値により異なる振る舞いを示す. 式

(3.3.67)を満たすとき, 式 (3.3.63), (3.3.64)は, D > 0の場合,

δe(τ, η) =A

(
τ

τ0

)(−3−λ−
√
D)/2

sin(kη), (5.1.7)

δvη(τ, η) =
λ− 1−

√
D

2ke0(1 + λ)τ0
A

(
τ

τ0

)(−3+λ−
√
D)/2

cos(kη), (5.1.8)

また, D < 0の場合,

δe(τ, η) =A

(
τ

τ0

)−(3+λ)/2

sin(kη − θ), (5.1.9)

δvη(τ, η) =
A

2ke0(1 + λ)τ0

(
τ

τ0

)(λ−3)/2 [
(λ− 1)cos(kη − θ) +

√
−Dsin(kη − θ)

]
, (5.1.10)
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と書くことができる. 数値計算の初期時刻は τ0 = 1とする. Bjorkenスケーリング解における初期

エネルギー密度は e0 = 1000 fm−4とする. D > 0の場合として, 波数 k = 0.5, D = 0.111, A = 0.1

fm−4と設定し, セルサイズ∆η = 0.1256, 時間刻み∆τ = 0.1τ0∆ηとして数値計算を行う. また,

D < 0の場合として, 波数 k = 2π, D = −52.193, A = 0.1 fm−4と設定し, セルサイズ∆η = 0.01,

時間刻み∆τ = 0.1τ0∆ηとして数値計算を行う.

図 5.7と 5.8は Bjroken膨張中のゆらぎの伝播のD > 0とD < 0の場合の数値解と解析解を示

す. 図 5.7（D > 0の場合）では, ゆらぎが伝播せず減衰していることが分かる. 図 5.8（D < 0の

場合）では, ゆらぎが伝播しながら減衰していることが分かる. 数値解と解析解の良い一致を得る

ことができた. 式 (3.3.67)が満たされない場合では, 式 (3.3.63) (3.3.64)の二つのモードが残り, 二

つのモードの干渉により, ゆらぎが増幅される場合もある. 同様の, Bjorken膨張中を伝播するゆ

らぎの増幅は参考文献 [88]でも議論されている.

5.1.5 完全流体におけるGubser解

これまで空間 1次元のテスト計算を行ってきたが, ここで, 3.3.5節で紹介した Gubser解を用

いて空間多次元のテスト計算を行う. Gubser解は高エネルギー原子核衝突実験における多次元的

な膨張の特徴を捉えており, 原子核衝突実験で利用される流体コードのテスト問題に適している.

Gubser解を用いて原子核衝突実験で利用される相対論的完全流体コードのテスト計算が行われて

いる [44–46,85,152]. Gubser解においてラピディティー方向は Bjorkenスケーリング解で与えら

れているため, ラピディティー方向の記述に関するテスト問題には適切でないが, 多次元系におけ

る数少ないテスト問題として有用である. また, 我々のMilne座標における次元分割法の手順の正

当性を確認することができる.

完全流体におけるGubser解は式 (3.3.86)-(3.3.88)で与えらえれる. 式 (3.3.86)-(3.3.88)におけ

る, パラメータを q = 1 fm−1, ê0 = 400と設定する. 数値計算の初期時刻を τ0 = 1 fm, セルサイズ

を∆x = ∆y = 0.05 fm, ∆η = 0.1, 時間刻みを∆τ = 0.1∆xとする. 図 5.9, 5.10において, Gubser

解に関する数値計算結果と解析解とを比較した. y = 0における, x軸方向の分布を示している. 図

5.9の左図は τ = 3fm, 右図は τ = 5fmにおける結果であり, 3次元的な膨張によりエネルギー密

度が時間とともに下がっている. これまでのテスト計算では, アルゴリズムにおいて, 流速評価の

前の補間操作において空間 3次精度の PPMを利用していた. 今回, PPMの代わりにMC limiter

による空間 2次精度の補間を行った場合でも計算を行った. PPMを用いた計算（赤点）はエネル

ギー密度, 3元速度において解析解を良く再現している. MC limiterを用いた計算（青点）はエネ

ルギー密度の結果において解析解を上回っている. 3元速度の結果においては, MC limiterを用い

た計算は解析解をわずかに下回っている. MC limiterを用いた計算は, 多次元的な膨張を再現しき

れず, エネルギー密度の減少が遅くなっている. MC limiterの代わりに他の 2次精度スキームであ

るminmod limiter, superbee limiter [161]を用いた場合でも同じ傾向が見られた. 1次元的な膨張

においてはこのような傾向は現れなかった. 参考文献 [151]では, 2次精度スキームを用いて, 粘性

がある場合のGubser解のテストが行われた. そこでは, 解析解を再現するために, スキームの持つ

数値粘性に結びつくパラメータを調整する必要があり, 原子核衝突実験への応用で用いているパラ

メータの値とは異なる値が利用された. PPMを用いた我々の計算は, Gubser解の多次元的な発展

をきれいに再現することができた. 後に紹介するように, 我々の計算は粘性がある場合の Gubser
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解を参考文献 [151]よりも良い精度で再現することができた. 我々の新しい流体コードは数値粘性

が小さく, 原子核衝突実験におけるQGPの粘性係数の評価に適している.

5.1.6 保存則テスト

ここで, 我々の流体コードがエネルギー運動量保存則を保てているかテストする. Milne座標に

おいて保存量は τT τν(ν = t, x, y, z)である. 我々の保存型のアルゴリズムにおいて, 時間きざみを

一つ進める際の保存量の時間発展は次のように表される,

τn+1(T τν)n+1
i = τn(T τν)ni − ∆τ

∆η
(F ν

i − F ν
i−1), (5.1.11)

ここで, F ν
i は時間 ∆τ の間に i番目のセル境界を通過する保存量の流速を表す. 式 (5.1.11)は

LagrangeステップとRemapの二つのステップをまとめて表したものである. 式 (5.1.11)を全ての

セルについて足し上げると,

imax∑
i=imin

τn+1(T τν)n+1
i =

imax∑
i=imin

τn(T τν)ni − ∆τ

∆η
(F ν

imax
− F ν

imin−1), (5.1.12)
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conservative form with source term

∆η E0 (GeV) εE
∑

|Mn+1 −Mn| (GeV) εE
∑

|Mn+1 −Mn| (GeV)

0.02 1117 7.48E-10 6.00E-07 6.42E-04 2.02E-02

0.1 1117 2.85E-10 1.68E-07 3.77E-03 1.10E-01

0.2 1133 6.46E-10 1.65E-07 7.48E-03 7.90E-02

0.5 1148 1.48E-10 7.17E-08 4.36E-02 1.60E-01

表 5.1: 数値計算におけるエネルギー運動量保存則の破れ.

となり, 全保存量の変化は系の境界における流速にのみ依存する. ソース項を持つ式 (3.2.15)–

(3.2.18)を用いたアルゴリズムでは, 式 (5.1.12)は成り立たず, ソース項において保存則を破る誤

差が生じる.

Milne座標におけるソース項が, 数値計算においてエネルギー運動量保存に与える影響を見る.

高エネルギー原子核衝突実験における衝突軸方向の分布としてよく利用される, 次の初期条件を用

いて数値計算を行う.

e(τ0, η) =e0exp

[
−(|ηs| − ηflat/2)

2

σ2
η

θ(|η| − ηflat/2)

]
θ(Yb − |η|), (5.1.13)

vη(τ0, η) =0, (5.1.14)

ここで, Yb = 5.3はビームラピディティーであり, ση = 2.1と ηflat = 2.6である. 中心に ηflat の

長さの平坦なエネルギー密度領域があり, その外側は幅 ση で減衰するようになっている. また,

e0 = 30 GeV/fm3とする. 上記のパラメータは RHICにおける典型的な値である [26, 46]. ここで

は, Milne座標由来のソース項の効果に注目し, ラピディティー方向 1次元の計算を行う. 参考文

献 [46]では, 上記のラピディティー方向の初期条件に加え, Glauberモデルによる (x, y)平面の初

期条件を用いた 3次元の計算によるエネルギー保存則のテストが行われている. そのテスト計算

では, 参考文献 [46]の流体コードにおいて∆η = 0.2のとき, 3 %以内の精度でエネルギー保存則

が保たれていると報告された.

我々の流体コードにおけるエネルギー運動量保存則をテストするため, 次の全エネルギー, 全運

動量を計算する.

E(τn) = τn∆η
∑

all grid

(T τ0)ni , (5.1.15)

M(τn) = τn∆η
∑

all grid

(T τz)ni . (5.1.16)

τ0 = 1 fmから τ = 10 fmまで数値計算を行う. セルサイズは∆η = 0.02, 0.1, 0.2, 0.5の場合につ

いて計算を行い, 時間きざみは∆τ = 0.1τ0∆ηとする. 初期の全運動量はゼロとなる. 保存型のア

ルゴリズムとソース項を持つアルゴリズムでそれぞれ計算を行い比較する.

テスト計算の結果, ソース項を持つアルゴリズムでは, ∆η = 0.5の場合, 固有時間とともに全エ

ネルギーと全運動量が増加した. それ以外のセルサイズの計算では, 全エネルギーと全運動量は初

期に増加し, 時間がたった後減少した. 保存型のアルゴリズムでは固有時間とともに全エネルギー

と全運動量に不規則なずれが見られた. 数値計算における, 合計のエネルギー運動量保存の破れを
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図 5.11: ゆらぎを含む初期条件を用いた場合の τ = 10fmにおけるエネルギー密度（左図）と 3元速度
（右図）の数値計算結果. 保存型のアルゴリズムの結果（赤点）とソース項を持つアルゴリズムの結果（青
点）, 初期条件（点線）を示す.

評価するため, 各時間ステップでエネルギー運動量保存の破れを計算し, それを全ての時間につい

て足し上げた次の量に注目する.

εE ≡
∑

all step

|E(τn)− E(τn−1)|
E(τ0)

, (5.1.17)

εM ≡
∑

all step

|M(τn)−M(τn−1)|
|M(τ0)|

. (5.1.18)

その結果を表 5.1に示す. 全てセルサイズの計算において, 保存型のアルゴリズムはソース項を持

つアルゴリズムと比べ, 高い精度でエネルギー運動量保存則を保つことができている. ソース項を

持つアルゴリズムでも, ∆η = 0.5の場合にエネルギー保存則の破れは 4.36%であり, 高い精度で

エネルギー運動量保存則を保てている. しかし, 保存型のアルゴリズムではセルサイズに依存せず,

高い精度で保存則が保たれているのに対し, ソース項を持つアルゴリズムでは, セルサイズが大き

いほど保存則の破れが大きくなっている.

次に, ゆらぎを持った初期条件の場合について, エネルギー運動量保存則をテストする. 上記の

なめらかな初期条件 (5.1.13), (5.1.14)に次のようにゆらぎを加える,

e(τ0, η) =eflat(τ0, η)

(
1 +

10∑
n=0

δencos

(
n
2π(η − ηen)

L

))
, (5.1.19)

vη(τ0, η) =
10∑
n=0

δvηncos

(
n
2π(η − ηvn)

L

)
, (5.1.20)

ここで, eflatは式 (5.1.13)で与えられ, ηenと ηvnは η = −Yb ∼ Ybの範囲をランダムにとる. 全ての

nについて δen = 0.05, δvη = 0.05 fm−1と設定した. 参考文献 [46]と同様, 原子核衝突実験でよく

利用されるセルサイズ ∆η = 0.2の場合について計算を行う. 時間きざみは∆τ = 0.1τ0∆ηとする.

図 5.11に, τ = 10 fmにおけるエネルギー密度と 3元速度 vηの結果を示す. 中心ラピディティー付

近では, 保存型の流体コードとソース項を持つ流体コードの結果が一致している. ラピディティー

が |η| > 4の領域では, 両コードによる結果にわずかな違いが見られる. これは, 真空付近の計算に

おいて数値誤差が大きくなっているためだと思われる.
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εE εM

conservative 1.38E-09 8.59E-09

with souce 1.27E-02 5.61E-02

表 5.2: ゆらぎを持つ初期条件を用いた際のエネルギー運動量保存則の破れ. 初期全エネルギーはE0 = 2224
GeV, 初期全運動量はM0 = −94 GeV.

エネルギー運動量保存則の破れを表 5.2に示した. どちらのアルゴリズムにおいても, 保存則の

破れが, なめらかな初期条件の場合に比べおよそ一桁大きくなっている. 保存型のアルゴリズムは,

それでも非常に高い精度で保存則を保つことができている. 一方, ソース項を持つアルゴリズムは,

エネルギー運動量保存則を数% 破っている. 多次元の問題や, 衝撃波やジェットが存在するような

場合では, ソース項を持つアルゴリズムにおいて保存則の破れはさらに大きくなる可能性があり,

ソース項を持つアルゴリズムはエネルギー運動量保存則を精度良く保つため, セルサイズの大きさ

に注意する必要がある.

5.2 粘性流体テスト

5.2.1 粘性流体におけるBjrokenスケーリング解

粘性流体におけるBjorkenスケーリング解については 3.3.3節で紹介した. この解析解を用いて,

我々の相対論的粘性流体コードをテストする. まずは, Navier-Stokes極限において, ずり粘性のみ

を考慮した場合を考える. そのときの温度発展の解析解は式 (3.3.51)で与えられる. 数値計算では

セルサイズを∆η = 0.1, 時間刻みを∆τ = 0.1τ0∆ηと設定する. 初期時刻は τ0 = 1, 初期温度を

T0 = 300 MeVとする. また, Navier-Stokes極限を考えるため, 緩和時間を τη = 0.0001 fm と十分

小さくとる. 今, 緩和時間 τη は時間刻み∆τ より小さく, PES法が常に式 (4.2.8)-(4.2.10)におい

て実行される. 図 5.12の左図に, 完全流体と粘性流体におけるBjorkenスケーリング解に関する数

値計算結果と解析解を示す. ずり粘性が有限の場合, 温度の減少が完全流体の場合に比べ遅くなっ

ている. 完全流体, 粘性流体共に解析解を正確に再現している.
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図 5.12: 左図：完全流体と粘性流体（η/s = 0.2）における Bjorkenスケーリング解の温度発展. 数値計算
（赤点）と解析解（黒線）の比較. 右図： 2次の粘性流体方程式における Bjorkenスケーリング解. 体積粘性
テンソルの時間発展の数値計算結果（赤点）と解析解（黒線）の比較. 体積粘性係数 ζ = 1000MeV/fm2.
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次に 2次の粘性流体方程式におけるBjorkenスケーリング解を考え, 粘性テンソルの運動方程式

を解くアルゴリズムをテストする. ここでは, 体積粘性に注目する. Bjorken膨張における体積粘

性テンソルの解析解は式 (3.3.53)で与えられている. 数値計算では初期時刻を τ0 = 1 fm, 体積粘

性テンソルの初期値を Π0 = 0, 体積粘性係数を ζ = 1000 MeV/fm2, 緩和時間を τΠ = 1 fmとす

る. セルサイズは∆η = 0.1, 時間刻みは∆τ = 0.1τ0∆ηとして数値計算を行う. 図 5.12の右側に

体積粘性の時間発展の数値計算結果と解析解を示す. 数値計算と解析解の良い一致を得ることが

できている.

5.2.2 2次の粘性流体におけるGubser解

3.3.6節において紹介した 2次の粘性流体方程式における Gubser解 [151]を用いてテスト計算

を行う. この解析解は 2次の粘性流体方程式における多次元的な発展を記述しており, 流体コード

にとってこれまでのテスト計算よりも難易度の高いものであり, 2次の粘性流体コードのテスト問

題として便利である. 2次の粘性流体におけるGubser解を用いて, 原子核衝突実験で利用される

2次の粘性流体コードのテスト計算が行われている [47, 49,86,151–154].

我々は [151]と同じセットアップで計算を行う. ずり粘性係数は η/s = 0.2, 緩和時間は τη =

5η/(Ts)とする. 数値計算の初期時刻はτ0 = 1 fm,セルサイズ (∆x,∆y,∆η) = (0.05 fm, 0.05 fm, 0.1),

時間刻み∆τ = 0.1∆xとする.

図 5.13に τ = 1.2, 2, 3 fmにおける温度と 3元速度の y = 0における x方向の分布を示す. 数

値解と解析解の良い一致を得ることができている. 5.1.5節の完全流体における Gubser解のテス

ト計算では, 我々の数値計算はおよそ τ = 7 fmまで解析解を再現することができた. 一方で, 粘性

の効果を含んだ図 5.13のテスト計算では, 約 τ = 4 fm以降, 数値解の解析解からの誤差が大きく

なった.

図 5.14に τ = 1.2, 2, 3 fmにおける, ずり粘性テンソル πxx, πyy, πηη, πxy の計算結果と解析解

を示す. πxy については, y = 0, x = 0の軸上で値がゼロになるため, x = yの線上の分布を示して

いる. πxx, πyy, πηη については, 数値解と解析解の良い一致を見ることができる. しかし, πxy の

結果については, τ = 2 fmにおいて数値解と解析解のずれが確認できる. この誤差は時間とともに

成長し, τ = 5 fm付近で計算が破綻した.
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図 5.13: 粘性流体における Gubser解の τ = 1.2 ,2, 3 fmにおける温度分布（左図）と 3元速度分布（右
図）. 赤点が数値計算結果, 黒線が解析解を表す.
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図 5.14: 粘性流体における Gubser解. τ = 1.2, 2, 3 fmにおけるずり粘性テンソル πxx (左上図), πyy (右
上図), τ2πηη (左下図), πxy (右下図)の分布. 数値解（赤点）と解析解（黒線）の比較.

粘性テンソルの運動方程式においては, 粘性テンソルの大きさについて 1次の寄与を持つ移流項

の評価が重要になると考えられる. 図 5.14の計算では, 移流項において空間 3次精度の風上差分

法を PPMとともに用いている. また, 多次元問題を解くために次元分割法を用いている. ここで,

移流項において, PPMの他に, 2次精度風上差分法をMC limiterとともに用いた場合と, Corner

Transport Upwind (CTU) スキーム [162]を用いた場合の比較を行った. CTUは風上差分法を次

元分割法を使わずに多次元問題へ拡張したものである. これらのスキームの詳細については付録B

で説明する. 図 5.15に τ = 3 fmにおけるずり粘性テンソルの, 3つの数値計算による結果と解析

解を示した. πxx, πyy, τ2πηηにおいては, 3つのスキームとも解析解との良い一致が得られている.

一方, πxyの結果においてはスキームの違いを見ることができる. MC limiterを次元分割法ととも

に用いた計算は x = 2 fm付近で解析解を上回っている. MC limiterを用いた計算と比べ, PPM,

CTUを用いた計算は解析解に近い結果を得ることができている.
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図 5.15: 　粘性流体における Gubser解. τ = 3 fmにおけるずり粘性テンソル πxx, πyy, τ2πηη, πxy の分
布. 赤点が PPMによる結果, 青点が CTUの結果, 緑点がMC limiterによる結果, 黒線が解析解を示す.
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第6章 高エネルギー原子核衝突実験における

Kelvin-Helmholtz不安定性

高エネルギー原子核衝突実験の現象論的解析に進む前に, 高エネルギー原子核衝突実験におい

てKelvin-Helmholtz（KH）不安定性が生じる可能性を議論する. KH不安定性は, 二つの速度の

異なる並行な流れの境界に生じる不安定性である [163]. 二つの流れの境界にゆらぎを加えると,

ゆらぎが増幅され渦を形成する. 原子核衝突実験においては, 初期条件におけるカラーフラックス

チューブ構造がKH不安定性を起こす可能性が議論された [89]. 参考文献 [89]では完全流体を用

いた解析が行われ, KH不安定性の成長速度はQGPの寿命と比べ遅く, KH不安定性が成長しきる

前に QGPの寿命が終わると計算された. 近年, 衝突軸に垂直な平面内だけでなく, 衝突軸方向の

初期状態ゆらぎが注目されている [72, 74, 75]. ここで, 我々は, 参考文献 [89]と異なる衝突軸方向

の初期条件を考える. そして, 新しい相対論的粘性流体コードを用いて, 衝突軸方向の構造に起因

するKH不安定性について議論する.

6.1 初期条件

ここでは, 簡単のために, (x, η)の 2次元を考える. 高エネルギー原子核衝突実験において光速近

くまで加速された原子核は不確定性原理から衝突軸方向（z方向）に 1 fm程度の厚さを持つ. そ

の結果, 高エネルギー原子核衝突実験におけるパートンパートン散乱は z = 0から 1fm程度の有限

の領域内で起こると考えられる. 初期状態にカラーフラックスチューブ構造を考えると, それぞれ

のチューブは |z| < 1 fm以内の異なる点から伸びると考えられる.

ここで, 二つのカラーフラックスチューブが x > 0と x < 0の領域に位置していると想定する.

そして, x > 0に位置するカラーフラックスチューブは z = −∆zの位置を中心に, x < 0に位置す

るカラーフラックスチューブは z = ∆zの位置を中心に伸びていると考える. それぞれのカラーフ

ラックスチューブ内の流速, エネルギー密度はBjorkenスケーリング解で記述されるとする. この

場合, x > 0（x < 0）の領域のエネルギー密度 eU (eD), 流速 vηU (vηD)は, Bjorkenスケーリング解

eB = e0(τ0/τ)
4/3, vηB = 0を z軸方向に+∆z(−∆z）平行移動することで得られる.

eU(τ, η) = eB(t, z +∆z) = e0

(
τ0√

τ2 − 2τsinhη∆z −∆z2

)4/3

, (6.1.1)

eD(τ, η) = eB(t, z −∆z) = e0

(
τ0√

τ2 + 2τsinhη∆z −∆z2

)4/3

, (6.1.2)
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vηU(τ, η) = vηB(t, z +∆z) =
∆z

τ2
coshη

1− ∆z
τ sinhη

, (6.1.3)

vηD(τ, η) = vηB(t, z −∆z) = −∆z

τ2
coshη

1 + ∆z
τ sinhη

, (6.1.4)

τ0は初期固有時間, e0は初期エネルギー密度である. 以下では∆z=0.3 fmと設定する. 図 6.1に

x > 0と x < 0の領域のエネルギー密度 eU, eDと 3元速度 vηU, v
η
D の分布を示す. Bjorkenスケー

リング解を並進変換したことでエネルギー密度と 3元速度に x > 0と x < 0の領域で異なるラピ

ディティー依存性が現れる. 同時に, x > 0と x < 0の領域で 3元速度 vη に差ができている.

さらに, 二つのフラックスチューブの境界にゆらぎを xb = 0.01sin(2πη/λ)と導入する. λはゆ

らぎの波長である. 最終的に, 我々のエネルギー密度 e, 3元速度 vη の初期条件は次のようになる.

e(τ0, x, η) =
eU(τ0, η) + eD(τ0, η)

2
+

eU(τ0, η)− eD(τ0, η)

2
tanh

(
x− xb
∆

)
, (6.1.5)

vη(τ0, x, η) =
vηU(τ0, η) + vηD(τ0, η)

2
+

vηU(τ0, η)− vηD(τ0, η)

2
tanh

(
x− xb
∆

)
, (6.1.6)

ここで, x > 0と x < 0の領域のエネルギー密度, 3元速度は∆の幅でなめらかにつながっている.

ここで, λ = 0.4, ∆ = 0.02 fm, 初期エネルギー密度（初期温度）を e0 = 741 GeV/fm3（T0 = 800
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図 6.3: Bjorken膨張中における KH不安定性. τ = 4fm (left) と 7fm (right) における完全流体計算の結
果. カラーマップは渦度 −wy, 矢印は速度場 (τvη, vx)を表す.
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図 6.4: Bjorken膨張中における KH不安定性. τ = 4fm (left) と 7fm (right) における η/s = 0.01の粘性
流体計算による結果. カラーマップは渦度 −wy, 矢印は速度場 (τvη, vx)を表す.

MeV)とする. 図 6.2に, 以上の初期条件における渦度wyの分布を示す. ここで, wyは次のように

定義されている,

wy =
1

τ

(
∂ux

∂η
− τ2

∂uη

∂x

)
. (6.1.7)

図 6.2の矢印は速度場 (τvη, vx)を示している. 流体計算では, 初期時刻 τ0 = 1 fm, セルサイズ

(∆x,∆η) = (0.005 fm, 0.00625), 時間刻み∆τ = 0.2∆xとする. 状態方程式として理想気体の状態

方程式 e = 3pを利用する.

6.2 数値計算結果

まず, 完全流体計算を行う. 図 6.3に τ = 4 fmと τ = 7 fmにおける渦度と速度場の分布の結果

を示す. KH不安定性による渦の形成を確認することができる. 今回の計算では τ ∼ 3 fm程度で渦

の形成が見られた. また, τ = 7 fmでは η = 0.6に位置する渦が x < 0の方向に動いている. 我々

の初期条件 (6.1.5), (6.1.6)では, 図 6.1から分かるように eU が eDよりも大きくなっている. これ

は, x > 0の領域の |vz|の方が, x < 0の領域の |vz|よりも大きく, 時間の遅れにより, x > 0の領

域におけるエネルギー密度の減少速度がより遅くなっているためである. このエネルギー密度の

差により, 後の時刻では xが負の方向に向かって流れが生じている. 二つの渦は, Bjorken膨張の

効果により時間とともに大きく引き延ばされていき, その結果, 渦度は時間とともに小さくなって
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いく. 図 6.1から分かるようにラピディティーの大きな領域ほど速度差が大きい. 速度差が大きい

方が, KH不安定性の成長速度が速いため, η ∼ 0.6に位置する渦の方が, η ∼ 0.2に位置する渦よ

りも早く成長している. 初期の境界面のゆらぎ xbの波長 λを大きくすると, KH不安定性の成長速

度は遅くなる. 今回, λ > 0.5とした場合には, |η| < 0.8の領域ではゆらぎの成長速度は遅く, 渦を

形成する前に Bjorken膨張の効果により拡散される結果となった.

次に粘性流体計算を行う. ここでは, ずり粘性の運動方程式 (3.2.26)における 2次の粘性項と緩

和時間として, 粘性流体における Gubser解で利用されたもの, Iµνπ = 4/3πµνθ, τη = 5η/(Ts), を

用いる. ずり粘性は η/s = 0.01とする. 図 6.4に τ = 4, 7 fmにおける結果を示す. 完全流体計算

のとき（図 6.3）と異なり, 渦の形成は確認されなかった. 完全流体計算のときと同様, xが負の方

向への流れは生じている. 粘性流体では, Kolmogorov長より小さなスケールの渦は粘性の効果に

より存在できない. 今回考えている波長の大きさ（τ0 = 1 fmにおいて λ = 0.4）は Kolmogorov

長よりも小さいと予想できる. |η| < 0.8の領域では, 長波長のゆらぎは Bjorken膨張により拡散

され, 一方短波長のゆらぎは粘性の効果で打ち消され, KH不安定性を起こす波長領域は存在しな

かった. KH不安定性が生じるとすると, 速度差の大きいより大きなラピディティー領域か, 衝突

軸方向の膨張の効果がより小さい状況であると予想される.

57



第7章 相対論的流体模型の構築

4章で開発した相対論的流体コードを用いた相対論的流体模型を構築する. 相対論的流体模型で

は, まず, 原子核衝突実験の初期状態模型を用いて, 流体シミュレーションの初期条件を計算する.

その後, 相対論的流体シミュレーションを行う. 流体の膨張とともに温度が冷えると, 流体近似が

破れる前にハドロン描像の分子動力学計算へ移行し終状態の計算を行う.

7.1 初期条件

流体力学の数値計算を行うには初期条件が必要である. しかし, 原子核衝突実験における初期

状態については, 早い局所熱平衡化の問題 [95, 96] など, 明らかになっていない点が多く不定性が

大きい. 高エネルギー原子核衝突実験における流体計算の初期条件を用意する様々なモデルが存

在する. 代表的な初期条件モデルとしては, 現象論的なMC-Glauberモデル [164], ボルツマン方

程式に基づいた AMPT(Multiphase transport model) [165], カラーグラス凝縮描像と有効場の理

論を利用するMC-KLN(Monte Carlo Kharzeev-Levin-Nardi model) [166,167]と IP-Glasmaモデ

ル [168] , カラーグラス凝縮描像と摂動論的QCDによるmini-jet計算を用いるEKRT [64]などが

存在する. これらの初期条件を用いた流体計算はRHIC, LHCにおける楕円異方性の観測結果を良

く再現することができた. さらに, 以上のモデルの中でも AMPT, IP-Glasma, EKRTを用いた流

体計算は, LHCで測定された高次の次方位角異方性 (v2, v3, v4)の事象毎のゆらぎ [169]を再現す

ることができた [17,64,170].

我々は近年開発された現象論的な初期条件モデル, TRENTo [171]を利用し, 原子核衝突実験に

おける初期条件を計算する. TRENToは原子核衝突実験の初期条件をパラメトライズし, そのパ

ラメータを実験から決めるという立場に基づく. TRENToは元々は空間 2次元のモデルであった

が, 衝突軸方向を含めた空間 3次元への拡張が参考文献 [172]で行われた. TRENToは流体計算の

初期時刻 τ0におけるエントロピー密度の空間分布を計算する.

s(τ0,x, ηs) ∝ f(x)g(x, ηs), (7.1.1)

ここで, x = (x, y)で, ηsはMilne座標におけるラピディティーを表す. この章以降では, 粒子の擬

ラピディティーを ηで表す代わりに, Milne座標のラピディティーを ηsと表す. f(x)は ηs = 0に

おけるエントロピー分布を表す. TRENToはまず, Woods-Saxon分布の重みとともに, 2つの原子

核中の核子の (x, y)平面における位置をランダムに決め, 二つの原子核の分布をそれぞれ±b/2だ

け平行移動する. bは衝突係数である. ここで, 核子核子散乱の断面積に従い, 二つの原子核の核子

同士で (x, y)平面において近い位置にいる核子は衝突に参加したと判定する. 次に, 核子の厚み関
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図 7.1: TRENToにより計算された初期条件の例. 左図は (x, y)平面における温度分布, 右図は (x, ηs)平
面における温度分布.

数 Tpと原子核の厚み関数 T̃Aを次のように定義する.

Tp(x) =
1

2πw2
exp

(
− x2

2w2

)
(7.1.2)

T̃A(x) =

Npart∑
i=1

wiTp(x− xi). (7.1.3)

ここで, wは核子の幅, Npartは衝突に参加した核子の数, xiは核子の位置, wiはガンマ分布の重み

を表す. ガンマ分布の分散を 1/kと示す. この wiのゆらぎにより, 実験で観測される生成粒子数

の負の二項分布ゆらぎを再現することができる [173]. 二つの原子核をA,Bとラベルする. 厚み関

数を用いて ηs = 0におけるエントロピー密度分布は次のように計算される.

f(x) ∝

(
T̃ p
A + T̃ p

B

2

)1/p

, (7.1.4)

ここで, pはパラメータである. この pの値により, TRENToは初期のエントロピー密度分布を

柔軟に変化させることができ, 複数の初期条件モデルと同様の初期条件を再現することができる.

p = 1の場合はMC-Glauber model, p ∼ −0.67の場合はMC-KLN, p ∼ 0のときは IP-Glasma

と EKRTモデルに近い初期条件を与える [171]. f(x)を特徴付けるパラメータは p, k, wの 3つで

ある.

衝突軸方向の分布 g(x, ηs)は, 厚み関数 T̃A(x), T̃B(x)と 4つのパラメータ µ0, σ0, γ0, J で特徴付

けられる. µ0は分布の中心がどれだけ衝突軸方向へシフトするかを特徴づける. σ0は分布の衝突

軸方向における幅を決める. γ0は分布の非対称度を表す. J はラピディティーと擬ラピディティー

の間のヤコビアンを表す. 例えば, 原子核 Aが Bよりも大きい場合, T̃A(x)の方が T̃B(x)よりも

大きくなりやすい. その場合, γ0の値に応じて, エネルギー密度分布が非対称になり, 原子核Aの

進む方向のエネルギー密度が大きくなる. 加えて µ0の値に応じて分布が原子核Aの進む方向へシ

フトする. 同じ大きさの原子核同士の衝突でも, 場所 xによって, T̃A(x)と T̃B(x) の大きさはゆら

ぎを持ち, 衝突軸方向のエネルギー密度分布のゆらぎを生じる. TRENToにより計算された初期

条件の例を図 7.1に示した. TRENToにより計算されたエントロピー密度分布を格子 QCD状態

方程式を通して温度分布に変換してある.
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TRENToは以上の 7個のパラメータと絶対値を決める全体にかかる係数 N をパラメータとし

て持つ. ベイズ推定による実験データ解析からこれらのパラメータが評価されている [66,172]. そ

の解析では, パラメータ pはほぼゼロになると評価されており, IP-Glasmaと EKRTの初期条件

を支持している. 本研究では, N と σ0以外のパラメータについては, 参考文献 [172]で評価された

値： p = 0, k = 2, w = 0.59fm, µ0 = 0fm, γ0 = 7.3, J = 0.75を用いる. N と σ0の値は荷電粒子

数の擬ラピディティー分布の実験結果を再現するように決定した. σ0の値についてはほとんどの

場合, 参考文献 [172]で評価された σ0 = 2.9の値で実験値を良く再現した. 初期条件における流速

分布は vx = vy = vηs = 0とする. ラピディティー方向の初期流速は Bjorkenスケーリング解のも

のである. 流体計算を始める初期時刻は τ0 = 0.6fmとする.

7.2 相対論的粘性流体計算

TRENToによる初期条件を用いて, 我々の新しいアルゴリズムによる相対論的粘性流体計算を

行う. 流体計算では流体の状態方程式が必要になる. 我々は格子QCD計算により得られた状態方

程式 [174]を用いる. 参考文献 [174]において, 流体計算で利用しやすいよう熱力学量の振る舞い

がパラメトライズされている. この状態方程式では温度 T ∼ 167 MeV付近でQGP相とハドロン

相の間のクロスオーバーが起きる. 音速は温度 T ∼ 167MeVで極小値を取る.

2次の相対論的粘性流体方程式として, 式 (3.1.20), (3.1.21)を利用する. 体積粘性係数について

は, 参考文献 [127,175]などで Boltzmann方程式の解析から得られた次の表式を用いる.

ζ

s
= b

η

s

(
1

3
− c2s

)2

, (7.2.1)

ここで, sはエントロピー, csは音速, bはパラメータである. csは状態方程式 [174]と同じものを

利用する. さらにずり粘性係数とエントロピーの比 η/sについては, 温度に依存しない一定値とし

た場合と温度依存性 η/s(T )を考慮した場合で計算を行った. η/s(T )については参考文献 [64]と

同様のパラメトリゼーションを利用する.

η

s
(T ) =

(η
s

)
min

+ c1(Tc − T )θ(Tc − T ) + c2(T − Tc)θ(T − Tc), (7.2.2)

(η/s)min, c1[GeV−1], c2[GeV−1]はパラメータである. 温度 Tcで η/sが極小値を取るようパラメ

トライズされている. 状態方程式の相転移温度を参考にし Tc = 167MeVとした. また, (η/s)min =

0.08とした. (η/s = 0.17, b = 40), (c1 = 20, c2 = 0.7, b = 40), (c1 = 0, c2 = 0.7, b = 40),

(c1 = 20, c2 = 0.7, b = 40)の場合の ζ/sと η/sの振る舞いを図 7.2に示した. 格子 QCDの状態

方程式において, 温度 Tc = 167MeV付近で音速が極小値を取っていることから, 体積粘性係数は

Tc付近で増幅されている. 数値計算の格子サイズは∆x = ∆y = 0.2fm, ∆ηs = 0.3, 時間きざみは

∆τ = 0.5∆x, 計算領域は Lx = Ly = 14.4fm, Lηs = 6.45とした.

7.3 フリーズアウト

時間が経ち, 流体膨張とともに温度が冷えていくと, 流体近似が次第に有効でなくなっていく.

我々は温度がある温度 Tsw(swiching temperature）まで冷えると, 流体計算からハドロン描像の分
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子動力学計算へと移行する. そのためには, 流体描像から粒子描像へ移る必要がある. 我々は, 全て

の空間領域の温度が Tsw以下になるまで流体計算を行う. そして, 流体計算の中で温度が T = Tsw

一定の超曲面（4次元時空の中の 3次元超曲面）を切り出しておく. 我々は Tsw = 150MeVとし

て計算を行う. 流体計算が終了した後, 次の Cooper-Frye公式 [176]を利用して, 粒子分布を計算

する.

E
dNi

d3p
=

gi
2π

∫
Σ
fi(x, p)p

µd3σµ, (7.3.1)

E はエネルギー, pは運動量, N は粒子数, Σは温度一定の超曲面, σµは超曲面に垂直な単位ベク

トル, giは粒子の縮退度, fi(x, p)は分布関数である. 流体計算において, 温度一定の超曲面を計算

するアルゴリズムにはCORNELIUS [177]を利用する. 今回, 分布関数は局所熱平衡分布で与えら

れ, 温度と化学ポテンシャルで決定される. 合計の粒子数がポアソン分布のゆらぎを持つよう, 確

率的に粒子のサンプリングを行う. ここでは, 一つの流体計算における T = Tsw一定の超曲面デー

タに対し, 複数回粒子のサンプリングを行う（オーバーサンプリング）. そして, サンプリングし

た粒子分布毎に独立に分子動力学計算を行う. 分子動力学計算には多くのグループが利用してい

るUrQMD [178,179]を利用する. UrQMDにより, 終状態のハドロン同士の散乱, ハドロンの崩壊

が記述される. 全ての相互作用が終了するまでUrQMDの計算を行う.

7.4 事象毎ゆらぎ

TRENToはモンテカルロ計算を利用し, 実行する度に異なる初期条件を返すことができる. 実

験環境における事象毎ゆらぎを再現するため, 上記の一連の初期条件から UrQMDまでの模型計

算を複数回実行し, 観測量の解析を行う. 我々は今回, 衝突係数を区別せずに, 2000イベントの初

期条件を計算した. 実験では生成粒子数の多さで中心度を区別して解析を行う. 我々は計算時間を

減らすため, 初期条件の中心ラピディティーにおけるエントロピーの大きさで中心度を区別するこ

とにする. 2000イベントの初期条件を中心ラピディティーにおけるエントロピーの大きい順に並

べ, 上位の 10% の 200イベントが中心度 0 − 10%のイベントと同定される. 今回, 4つの中心度

0− 5%, 10− 20%, 30− 40%, 50− 60% のイベントを計算した.

粒子化におけるオーバーサンプリングの回数は 10とした. これにより, 最終的なイベント数が
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10倍されることになる. 方位角異方性の解析では, 十分な統計性が必要となる. オーバーサンプリ

ングを行うことで, 計算コストを節約しつつ理論計算の統計を上げることができる.
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第8章 LHC実験の解析によるQGPの粘性係数

の評価

我々の相対論的流体模型を用いて LHC実験における観測量を解析する. モデル計算と実験結果

からの比較から, QGPのずり粘性と体積粘性の振る舞いを議論する. 実験としてはLHCのALICE

におけるビームエネルギー
√
sNN = 2.76TeVの鉛鉛衝突実験に注目する.

8.1 荷電粒子数の擬ラピディティー分布

まず, 単位擬ラピディティー当たりの荷電粒子生成数 dN/dηを計算する. この章では ηは粒子

の擬ラピディティーを表す. 中心衝突 0− 5%における dN/dηの理論計算と実験データとの比較か

らTRENToのパラメータ, 特に全体の係数N を決定する. 粘性が大きいほどエントロピー生成が

生じ, 生成粒子数が増加する. よって, 模型において粒子生成数の絶対値に関係するN は, 異なる

粘性係数の値毎に実験結果を再現するよう決定する. いくつかの輸送係数の値を利用した場合の,

荷電粒子生成数の擬ラピディティー依存性の計算結果と実験結果 [181,182]を 図 8.1に示す. 中心

度 0-5 %, 10-20 %, 30-40 %, 50-60 %の場合について計算を行った. 模型計算には色バンドで統計

エラーを示している. 中心衝突 0− 5%の実験データを再現するようパラメータを決めた理論計算

は, その他の 3つの中心度の場合においても実験データを良く再現している. TRENToでは生成

粒子数の中心度依存性はパラメータ pでコントロールされる. 我々は今回, ベイズ解析 [66,172]に

より見積もられた値 p = 0を利用することで, 先行研究と同様, 荷電粒子数の中心度依存性を再現

することができた.

図 8.1の左上のグラフはずり粘性のみを η/s一定で導入した場合であり, η/s = 0.08, 0.17, 0.2の

場合で計算を行った. このとき対応するN の値は, それぞれN = 116, 110, 106である. dN/dηの

分布の衝突軸方向の幅は σ0で決定される. 3つの計算における σ0の値は σ0 = 2.9であり, ベイズ

解析 [172]により評価された値と同様である.

図8.1の右上のグラフは一定値のη/sに体積粘性を導入した計算である. η/s = 0.17で, b = 40, 60

の 2通りの計算を行った. 対応する N の値は, N = 94, 86である. σ0 の値は, 二つの計算とも

σ0 = 2.7である. 体積粘性が dN/dηの η方向の幅を広げる効果を持っていたため, 初期条件での

エントロピー密度分布の衝突軸方向の幅を小さくしている.

図 8.1の下のグラフは, η/sの温度依存性と体積粘性を考慮した計算を示す. b = 40で固定し,

(c1, c2) = (20, 0.7), (0, 0.7), (20, 0)の 3通りの計算を行った. 対応するN の値は, N = 92, 98, 99

である. 3つの計算とも σ0 = 2.9である.
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図 8.1: 荷電粒子生成数の擬ラピディティー依存性. 左上：ずり粘性一定 η/s = 0.08, 0.17, 0.2の計算. 右
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示す. それぞれの図で上から中心度 0-5 %, 10-20 %, 30-40 %, 50-60 %の結果. η/s一定のモデル計算と
ALICE実験 [112]の比較.

8.2 η/s一定の計算

次に, 上記で固定した初期条件を用いて π中間子, K 中間子, 陽子の生成数の横運動量分布, 荷

電粒子の方位角異方性 v2, v3の解析を行う. まず, η/sのみを一定値で導入した場合の結果を見る.
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果 [55]の比較.

図 8.2に π+, K+, 陽子の横運動量分布の結果を示す. π+, K+, 陽子の 3つのグラフで, それぞれ

上から中心度 0-5 %, 10-20 %, 30-40 %, 50-60 %の場合である. |y| < 0.5の中心ラピディティー

領域における結果である. η/s = 0.08, 0.17, 0.2の場合の計算と実験結果 [112]を比較した. モデル

計算では η/sの異なる 3つの計算に違いは見えていない. 3つの模型計算とも, 中心衝突ほど高横

運動量の粒子数が実験値を上回っている. この結果は, モデル計算における (x, y)平面における流

体膨張が, 実際より強くなっていることを示唆している. 同じ問題が IP-Glasmaによる初期条件を

用いた計算でも報告されている [183].

次に方位角異方性 v2, v3の解析を行った. 方位角異方性の解析には, ALICE実験 [55]の解析と同

様の方法, Q-cumulant法 [180]を用いた. Q-cumulant法は多粒子相関から計算された多粒子キュ

ムラントにより, 方位角異方性 vnを解析する方法である. m粒子キュムラントにより評価された

vnを vn{m}と記す. 本論文では 2粒子キュムラントのみを用いて, v2, v3の解析を行った. 3粒子,

4粒子キュムラントを用いた解析も実験で行われているが, 多くの統計が必要となる. v2, v3の横運

動量依存性の結果を図 8.3に示す. ALICE実験 [55]と同様に, 中心ラピディティー領域 |y| < 0.8

において, 0.2 < pT < 5GeVの荷電粒子を用いて解析を行った. η/sの値が大きいほど v2の値が小

さくなっている. η/s = 0.08の場合, 中心度 30-40%における v2の値が実験値よりも大きくなって

いる. 今回の計算では η/s = 0.17の場合, 実験結果との良い一致を得ることができた. v2は, 衝突

係数に平行な方向の膨張が, 衝突係数に垂直な方向の膨張に比べ強いことを示す. ずり粘性はこの

流れの異方性を平均化する効果があるため, ずり粘性が大きいほど v2が小さくなると理解できる.

v3の計算でも, 統計誤差が大きいが同様の傾向が見られる.
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8.3 体積粘性の影響

次に η/s一定のまま体積粘性を導入した場合の結果を見る. 図 8.4に π+, K+, 陽子の横運動量

分布の結果を示す. η/s = 0.17とし, b = 40, 60の場合についての結果を示した. 点線はずり粘性の

み（η/s = 0.17）の結果を示している. 体積粘性が大きいほど, 高横運動量の粒子数が少なくなっ

ている. 体積粘性の効果により, 流体膨張が抑えられていると考えられる. b = 40で体積粘性を導

入した場合, 中心度 0-5%における実験結果と模型計算がよく一致している. しかし, 50-60%の周

辺衝突では高横運動量の粒子数が実験値より少なくなる. 今回の我々の計算では粒子数の横運動

量分布を中心度依存性まで再現することはできなかった. その原因として, 周辺衝突では流体近似

が危うくなっている, ジェットの効果が大きくなっている, または初期条件における流速の効果が

実験に表れているということなどが考えられる.

図 8.5にずり粘性のみの計算（η/s = 0.17）と, 初期条件が同じまま体積粘性を導入した計算
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図 8.6: 荷電粒子数の v2, v3 の横運動量分布. 左上図は中心度 0-5%における v2, 右上図は中心度 30-40%
における v2, 左下図は中心度 0-5%における v3, 右下図は中心度 30-40%における v3のモデル計算と実験結
果 [55]の比較.

（η/s = 0.17, b = 40）の τ = 7fmにおける温度と速度 vxの分布を示した. 右図の速度分布を見る

と, 体積粘性の効果により膨張が抑えられ, 流速が小さくなっているのを見ることができる. 温度

分布, 速度分布ともに, 中心領域では二つの理論計算に違いが見えていない. 我々のモデルでは体

積粘性は T < 200MeVの領域でのみ大きな値をとるため, 高温領域では体積粘性の効果は無く, 低

温領域でのみ体積粘性の効果が表れている. 体積粘性を考慮した計算は, 低温領域で膨張が抑えら

れるため, 中心から流れた流体が温度 150MeV付近に溜まっていることが分かる. 我々の計算で

は温度が 150MeV以上の領域が実験に寄与する領域である. 体積粘性を考慮すると, 流体が温度

150MeV以上に留まる寿命が長くなり, また体積が大きくなる.

v2, v3の横運動量分布の結果を図 8.6に示す. v2においては, 約 pT < 1.5GeVの低横運動量領域

では体積粘性により, v2が抑えられている. v2は反応平面の両側に向かって強い膨張が成長する

ことで有限の値をとるが, 体積粘性によりこの膨張が抑えられていると考えられる. pT > 1.5GeV

では, 体積粘性の効果により v2の値が大きくなっている. 同様の効果が参考文献 [184]においても

議論されている. 粒子数の横運動量分布と比べると, 方位角異方性における体積粘性の影響は小さ

く, ずり粘性のみの計算と同程度の精度で実験結果を再現できている.

8.4 輸送係数の温度依存性

η/sの温度依存性を考慮した結果を見る. 図 8.7に π+, K+, 陽子の横運動量分布の結果を示す.

η/sの温度依存性を考慮した場合として, b = 40, (c1, c2) = (20, 0.7), (0, 0.7), (20, 0)の 3つのパラ

67



 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

π+ 
(1

/2
π

p
T
)d

N
/d

yd
p

T

pT(GeV)

ALICE
c1=20 c2=0.7
c1=0   c2=0.7
c1=20 c2=0

0.5 1 1.5 2 2.5

K+ 

pT(GeV)

0.5 1 1.5 2 2.5

p

pT(GeV)

図 8.7: π 中間子, K 中間子, 陽子生成数の横運動量分布. 左図に π+, 中図に K+, 右図に陽子の結果
を示す. それぞれの図で上から中心度 0-5 %, 10-20 %, 30-40 %, 50-60 % の結果. b = 40, (c1, c2) =
(20, 0.7), (0, 0.7), (20, 0)のモデル計算と ALICE実験 [112]の比較.

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

0-5%

v 2
{2

}

pT(GeV)

ALICE v2
c1=20 c2=0.7
c1=0   c2=0.7
c1=20 c2=0

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

30-40%

v 2
{2

}

pT(GeV)

ALICE v2
c1=20 c2=0.7
c1=0   c2=0.7
c1=20 c2=0

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

0-5%

v 3
{2

}

pT(GeV)

ALICE v3
c1=20 c2=0.7
c1=0   c2=0.7
c1=20 c2=0

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

30-40%

v 3
{2

}

pT(GeV)

ALICE v3
c1=20 c2=0.7
c1=0   c2=0.7
c1=20 c2=0

図 8.8: 荷電粒子数の v2, v3 の横運動量分布. 左上図は中心度 0-5%における v2, 右上図は中心度 30-40%
における v2, 左下図は中心度 0-5%における v3, 右下図は中心度 30-40%における v3のモデル計算と実験結
果 [55]の比較.

メータセットで計算を行った. 粒子生成数の pT 分布の傾きが, 図 8.4よりも緩やかになっている.

係数 bを b = 40で固定したため, η/s = 0.17の場合にくらべ, η/sの温度依存性を導入した計算で
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図 8.10: 方位角異方性の中心度依存性. モデル計算と ALICE実験 [55]との比較.

は体積粘性の大きさが小さくなっている（図 7.2）. 図 8.4と同様, 粒子生成数の pT 分布の中心度

依存性には実験とのずれが見られる. η/sの温度依存性の異なる 3つの計算の違いは図 8.4では見

られない.

v2, v3 の横運動量分布の結果を図 8.8に示す. v2, v3 の結果においては, η/sの温度依存性の違

いが表れている. 中心度 0-5% では, (c1, c2) = (20, 0.7) の計算は v2 の実験値を下回っており,

(c1, c2) = (0, 0.7), (20, 0)の計算は実験結果を良く再現している. 一方で, (c1, c2) = (20, 0.7)の計

算は中心度 30-40%では, v2, v3の実験結果を良く再現している. また, (c1, c2) = (0, 0.7)の計算に

よる v2は 30-40%で (c1, c2) = (20, 0)の計算による v2より大きくなっている. これより, 中心衝突

では高温領域での η/sの値が, 周辺衝突では低温領域での η/sの値が大きな影響を持っていると考

えられる. v2の中心度依存性が輸送係数の温度依存性に敏感であることが分かる.

図 8.9に π中間子, K 中間子, 陽子の平均横運動量の中心度依存性を示した. η/sの温度依存性

を考慮した 3つの計算に加え, (η/s = 0.17, ζ/s = 0), (η/s = 0.17, b = 40)の計算を示した. 体積

粘性の効果により平均横運動量が小さくなっている. 中心度の高い衝突では, 平均横運動量の実験

データを再現するために体積粘性の効果が重要となっている. 図 8.9では, η/sの温度依存性の違

いは見えない.

図 8.10に, 荷電粒子の方位角異方性の中心度依存性の結果を示した. 図 8.10における vnの値は,
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図 8.11: v2 の擬ラピディティー依存性. モデル計算と ALICE実験 [185]との比較.
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図 8.12: v3 の擬ラピディティー依存性. モデル計算と ALICE実験 [185]との比較.

中心ラピディティー |y| < 0.8領域において, 0.2 < pT < 5GeVの荷電粒子を用いて解析されたもの

ものである. これは, vn(pT )を粒子数の重み dN/dpT とともに pT 積分したものに対応する. ずり粘

性のみの計算は, 図 8.10において, 実験値を特に周辺衝突で上回っている. 体積粘性を含んだ残り 4

つの計算は v2の値が抑えられ実験値に近づいている. (η/s = 0.17, b = 0)と (η/s = 0.17, b = 0)の

計算は, v2(pT )(図 8.6）においては大きな違いが無かったが, 図 8.10では違いが表れている. 体積

粘性により平均横運動量が抑えられることで, v2(pT )に大きな変化が無くとも, 粒子数の重みとと

もに pT 積分された v2は小さくなる. ずり粘性の温度依存性の違いについては, (c1, c2) = (20, 0.7)

の計算と (c1, c2) = (0, 0.7)の計算を比較すると, 周辺衝突でその違いが大きくなっている. 周辺衝

突では, (c1, c2) = (0, 0.7)は実験値を上回っており, 低温領域のずり粘性の効果が周辺衝突で重要

になっていると考えられる.

最後に方位角異方性の擬ラピディティー依存性を解析した. v2の結果を図 8.11に示す. 図 8.11

の v2は全ての pT 領域の荷電粒子を用いて解析されたものである. ずり粘性のみの計算は実験値

を上回っている. また, v2(η)の傾きが実験結果よりも平坦になっている. (η/s = 0.17, b = 40)の

計算と (c1 = 20, c2 = 0.7)の計算は実験値とのよい一致を得ることができた. (η/s = 0.17, b = 0)

と (η/s = 0.17, b = 40)の計算を比べると, (η/s = 0.17, b = 40)の方が擬ラピディティーが大き

くなるとともに, v2 の値が抑えられ, v2(η)の傾きについても実験値に近づいている. これは, 大

きなラピディティー領域は中心ラピディティー領域より温度が低く, 大きなラピディティー領域ほ
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ど, 体積粘性の影響が大きくなっているためだと考えられる. ハドロン相のずり粘性が小さい計算

(c1 = 0, c2 = 0.7)は 0-5% の衝突と比べ, 30-40% の周辺衝突で実験値を上回っている. 一方, QGP

相でずり粘性が小さい計算 (c1 = 20, c2 = 0)は, 30-40% の周辺衝突では実験値に近いが, 0-5% の

中心衝突では実験値を上回っている. 中心衝突は温度が高く, QGP相におけるずり粘性の効果が効

いており, 周辺衝突は温度が低いためにハドロン相におけるずり粘性の効果が重要になっている.

v3（図 8.12）においても, 統計エラーが大きいが, 同様の傾向を見ることができる.
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第9章 まとめ

本論文では, QGPの物性の定量的理解を目指し, まず精度の高い相対論的粘性流体アルゴリズ

ムを開発した. 高エネルギー原子核衝突実験における空間 3次元の解析を目指し, 参考文献 [82]で

開発されたアルゴリズムを原子核衝突実験に適したMilne座標へ応用した. 完全流体アルゴリズ

ムのMilne座標への応用の際には, 流体方程式に表れる, Milne座標に由来するソース項を回避し

た保存型の方程式に基づいてアルゴリズムを構築した. また, 完全流体, 粘性流体アルゴリズムに

おいて精度の向上を行った. 完全流体, 粘性流体の場合についてテスト計算を行い, 我々のアルゴ

リズムが解析解を再現できること, 数値粘性が小さく精度の高い計算を行えることを確認した. 真

空への膨張問題では保存型のアルゴリズムはソース項を持つアルゴリズムと比べ, 数値粘性が小さ

く, かつ安定に計算することができた. また, 完全流体アルゴリズムが保存則を保てているかをテ

ストした. 保存型のアルゴリズムは格子サイズに依存せず, 保存則を高い精度で保つことができた.

一方でソース項を持つアルゴリズムは保存則を精度よく守るために, 十分小さな格子サイズを利用

する必要があった. また, 我々のアルゴリズムは完全流体, 粘性流体におけるGubser解を精度よく

再現し, 原子核衝突実験における多次元的な膨張の記述に適していることが確認できた.

現象論的解析に進む前に,開発したアルゴリズムを用いて原子核衝突実験においてKelvin-Helmholtz

不安定性が生じる可能性を議論した. 我々の解析では中心ラピディティー付近 |η| < 0.8の領域で

は, Bjorken膨張の効果と粘性の効果により, Kelvin-Helmholtz不安定性は成長しなかった.

さらに, 我々の新しい流体コードを用いた相対論的流体模型を構築した. そこでは, 現実的な初

期条件モデルである TRENTo, 格子 QCD状態方程式を利用し, 最新の現象論的模型を開発した.

そして, 開発した相対論的流体模型を用いて LHC実験の解析を行った. この解析により, LHCに

おける粒子数の横運動量分布は QGPの体積粘性の値に敏感であることを確認した. 中心度の高

い衝突では, 粒子数の横運動量分布の観測結果を再現するために, 有限の体積粘性が必要であった.

横運動量積分された方位角異方性は, 粒子スペクトルを通して体積粘性の影響を大きく受けること

が分かった. 方位角異方性の中心度依存性と擬ラピディティー依存性はずり粘性と体積粘性の温度

依存性に敏感であった. 中心衝突ではQGP相におけるずり粘性が, 周辺衝突ではハドロン相にお

けるずり粘性が大きな影響を持っていた. (η/s = 0.17, b = 40)の計算と (c1 = 20, c2 = 0.7)の計

算は方位角異方性の擬ラピディティー依存性に関する観測結果を良く再現することができた. 相転

移温度付近でずり粘性と同程度の体積粘性を導入した計算は, 方位角異方性の擬ラピディティー依

存性の実験データを再現することができた.

72



謝辞

本論文を執筆するにあたって, 指導教官の野中千穂先生に深く感謝いたします. 大学院の 5年

間, 研究の進行や論文執筆, 日頃のセミナーにおいて辛抱強くご指導いただきました. また, 完

全流体コード開発において議論していただき助言を下さった赤松幸尚さんにも感謝いたします.

現象論的模型を構築する上では, Duke大学 QCDグループの Steffen Bass教授, Jussi Auvinen,

Jonah Bernhard, Scott Moreland, Weyao Keに協力していただきました. ありがとうございまし

た. Berndt Mueller教授, 平野哲史さん, 森田健司さんは有意義な議論をしていただき, また研究

に関する助言をいただきお世話になりました. 原田正康先生と松崎慎也さんには, 日頃のセミナー

や研究室運営において大変お世話になりました. この場を借りて心より感謝申し上げます.

73



付 録A 流体アルゴリズムにおける補間スキーム

ここでは, 我々の流体アルゴリズムで用いる補間のスキームについて説明する. 我々は, 空間 2次

精度スキームとしてMC limiter, 空間 3次精度スキームとしてPPMを利用する. ここでは, 本文中

と異なり, i番目のセルの中心の位置を xiと示し, i番目と i+1番目のセルの境界を xi+1/2と示す.

流体変数や粘性テンソルなど, 補間を行う物理量を a(x)と書き, a(x)のセルの中 (xi−1/2, xi+1/2)

での平均値 aiが分かっているとする. 補間操作では, aiから, a(x)の補間関数 aI(x)を評価する.

特に, セルの右端, 左端における a(x)の値 aR,i = limx→xi+1/2
a(x), aL,i = limx→xx−1/2

a(x) が注目

される. 補間関数 aI(x)を空間平均を取った量 Fi,R(σi), Fi,L(σi)を以下のように定義しておく.

Fi,R =
1

σi∆x

∫ xi+1/2

xi+1/2−σi∆x
aI(x)dx, (A.0.1)

Fi,L =
1

σi∆x

∫ xi−1/2+σi∆x

xi−1/2

aI(x)dx, (A.0.2)

ここで, σi = |ui|∆t/∆xである. uiは情報の伝播速度である.

A.1 MC limiter

空間 2次精度は線形補完により得られる. i番目のセルの中における a(x)の変位を∆aiとする.

2次精度補間では, セルの右端, 左端における a(x)の値は

aR,i = ai +∆ai/2, aL,i = ai −∆ai/2. (A.1.1)

と評価される. ∆aiは aiから評価される. ∆aiの評価法は複数提案されている. ∆aiを次のよう評

価するスキームをMC limiterと呼ぶ.

∆ai =min(|ai+1 − ai−1|/2, 2|ai+1 − ai|, 2|ai − ai−1|)

× sign(ai+1 − ai−1) if (ai+1 − ai)(ai − ai−1) > 0,

=0 otherwise. (A.1.2)

MC limiterにおいては, Fi,R(σi)と Fi,L(σi)は,

Fi,R(σi) =ai,R − σi∆x

2

∆ai
∆x

, (A.1.3)

Fi,L(σi) =ai,L +
σi∆x

2

∆ai
∆x

, (A.1.4)

となる.
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A.2 Piecewise Parabolic Method (PPM)

参考文献 [157–159]に基づく. まず, 4次精度補間で a(x)を計算する.

ai+1/2 =
7

12
(ai + ai+1)−

1

12
(ai−1 + ai+2). (A.2.1)

もし, min(ai, ai+1) ≤ ai+1/2 ≤ max(ai, ai+1)の条件が満たされない場合, ai+1/2は次のように補

正される:

(D2a)i+1/2 =
3

∆x2
(ai − 2ai+1/2 + ai+1), (A.2.2)

(D2a)i+1/2,L =
1

∆x2
(ai−1 − 2ai + ai+1), (A.2.3)

(D2a)i+1/2,R =
1

∆x2
(ai − 2ai+1 + ai+2). (A.2.4)

(D2a)i+1/2, (D
2a)i+1/2,R, (D

2a)i+1/2,Lの符号が全て同じ場合,

(D2a)i+1/2,lim =min
(
C|(D2a)i+1/2,L|, C|(D2a)i+1/2,R|,

|(D2a)i+1/2|
)
sign((D2a)i+1/2), (A.2.5)

そうでない場合, (D2a)i+1/2,lim = 0. 補正された ai+1/2の値は,

ai+1/2 →
1

2
(ai + ai+1)−

∆x2

3
(D2a)i+1/2,lim, (A.2.6)

ここで, C > 1は定数である. 我々は C = 1.25とする [159]. a(x)のセル境界における値は,

aL,i+1 = aR,i = ai+1/2と評価される.

強い衝撃波の近くで数値的振動を避けるために, 数値粘性を導入する.

aR,i → aifi + aR,i(1− fi), (A.2.7)

aL,i → aifi + aL,i(1− fi). (A.2.8)

パラメータ fi は, fi = max(f̃i, f̃i+si)と決定される. ここで, pi+1 − pi−1 > 0のとき sj = +1,

pi+1 − pi−1 < 0のとき sj = −1,

f̃i = min

(
1, wimax

(
0,

(
pi+1 − pi−1

pi+2 − pi−2
− w(1)

)
w(2)

))
. (A.2.9)

wiは次のように選ばれる.

wi = 1 if
|pi+1 − pi−1|

min(pi+1, pi−1)
> ϵ, vi−1 > vi+1,

= 0. otherwise (A.2.10)

パラメータは ϵ = 1, w(1) = 0.52, w(2) = 10とする [158].

さらに,単調性を保証するため ai,R, ai,Lを補正する. (ai,R−ai)(ai−ai,L) ≤ 0 or (ai−1−ai)(ai−
ai+1) ≤ 0, が満たされるとき, i番目のセルは極小値を含む. その場合, ai,R, ai,Lは次のように補
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正される:

(D2a)i =− 2a6,i
∆x2

, (A.2.11)

(D2a)i,C =
1

∆x2
(ai−1 − 2ai + ai+1), (A.2.12)

(D2a)i,L =
1

∆x2
(ai−2 − 2ai−1 + ai), (A.2.13)

(D2a)i,R =
1

∆x2
(ai − 2ai+1 + ai+2), (A.2.14)

ここで, a6,i = 6ai − 3(ai,L + ai,R). If (D
2a)i, (D

2a)i,{L,C,R} が同じ符号を持っているとき,

(D2a)i,lim =min(C|(D2a)i,L|, C|(D2a)i,R|, C|(D2a)i,C |,

|(D2a)i|)sign((D2a)i), (A.2.15)

そうでないとき, (D2a)i,lim = 0. 結果として,

ai,R →ai + (ai,R − ai)
(D2a)i,lim
(D2a)i

, (A.2.16)

ai,L →ai + (ai,L − ai)
(D2a)i,lim
(D2a)i

. (A.2.17)

(D2a)i = 0のとき, 式 (A.2.16), (A.2.17)の第 2項をゼロとする. 最後に ai,R, ai,Lは次のように補

正される,

ai,R → ai − 2(ai,L − ai) if |ai,R − ai| ≥ 2|ai,L − ai|, (A.2.18)

ai,L → ai − 2(ai,R − ai) if |ai,L − ai| ≥ 2|ai,R − ai|. (A.2.19)

補間関数の空間平均は次のように計算される.

Fi,R(σi) =ai,R − σi
2

(
ai,R − ai,L −

(
1− 2

3
σi

)
a6,i

)
, (A.2.20)

Fi,L(σi) =ai,L +
σi
2

(
ai,R − ai,L +

(
1− 2

3
σi

)
a6,i

)
. (A.2.21)
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付 録B 移流方程式の数値解法

B.1 高精度風上差分法

空間 1次元の移流方程式を考える

∂a(t, x)

∂t
+ u(x)

∂a(t, x)

∂x
= 0. (B.1.1)

次のように差分化を行う.

an+1
i = ani − ui∆t

∆x

(
a
n+1/2
i+1/2 − a

n+1/2
i−1/2

)
, (B.1.2)

ここで, ani は (t, x) = (tn, xi)における a(t, x)の値である, an+1
i は, 次の時間ステップ t = tn+1 =

tn +∆tにおける aの値である. 数値流速 a
n+1/2
i+1/2 は次のように評価される [161].

a
n+1/2
i+1/2 =Fi,R(σi) if ui > 0,

=Fi+1,L(σi+1) otherwise. (B.1.3)

Fi,R(σi), Fi,L(σi)はMC limiter (式 (A.1.3), (A.1.4)) または PPM (式 (A.2.20), (A.2.21))により

評価される. 多次元系には次元分割法を用いる.

B.2 Corner transport upwind (CTU) スキーム

CTUスキームは高精度風上差分法を多次元問題に応用したスキームである [162]. 空間 2次元

の移流方程式を考える,

∂a(t, x, y)

∂t
+ u(x, y)

∂a(t, x, y)

∂x
+ v(x, y)

∂a(t, x, y)

∂y
= 0. (B.2.1)

CTUスキームにおいて, 式 (B.2.1)は次のように計算される,

an+1
i,j =ani,j −

ui,j∆t

∆x
(a

n+1/2
i+1/2,j − a

n+1/2
i−1/2,j)

− vi,j∆t

∆y
(a

n+1/2
i,j+1/2 − a

n+1/2
i,j−1/2), (B.2.2)

ここで, ani,j は t = tn, x = xi, y = yj における a(t, x, y)の値, an+1
i,j は次の時間ステップ t = tn+1 =

tn +∆tにおける aの値, 第 2, 第 3項はセル境界を通過する数値流速を表す. 数値流速は次のよう
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に与えられる.

a
n+1/2
i+1/2,j =ani,j +

(
∆x

2
− ui,j

∆t

2

)
∆xai,j
∆x

−max(vi,j , 0)
∆t

2∆y
(ani,j − ani,j−1)

−min(vi,j , 0)
∆t

2∆y
(ani,j+1 − ani,j) if ui,j ≥ 0,

=ani+1,j −
(
∆x

2
+ ui+1,j

∆t

2

)
∆xai+1,j

∆x

−max(vi+1,j , 0)
∆t

2∆y
(ani+1,j − ani+1,j−1)

−min(vi+1,j , 0)
∆t

2∆y
(ani+1,j+1 − ani+1,j) if ui,j < 0, (B.2.3)

a
n+1/2
i,j+1/2 =ani,j +

(
∆y

2
− vi,j

∆t

2

)
∆yai,j
∆y

−max(ui,j , 0)
∆t

2∆x
(ani,j − ani−1,j)

−min(ui,j , 0)
∆t

2∆x
(ani+1,j − ani,j) if vi,j ≥ 0,

=ani,j+1 −
(
∆y

2
+ vi,j+1

∆t

2

)
∆yai,j+1

∆y

−max(ui,j+1, 0)
∆t

2∆y
(ani,j+1 − ani−1,j+1)

−min(ui,j+1, 0)
∆t

2∆y
(ani+1,j+1 − ani,j+1) if vi,j < 0. (B.2.4)

我々は, a(t, x, y)の x方向の変位 (∆xai,j) と y方向の変位 (∆yai,j)をMC limiter (A.1.2)を用い

て評価する.
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