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第 1章

序論

「設計」とは，学術界や産業界といった様々な分野で研究・創出される多様な知識・
技術を，この社会に実際の「モノ」として形づくることであると著者は考える．
産業界で設計を担う設計者の役割は，前述の知識・技術を社会で利用可能な「製品」
として生み出すことで，経済活動を通じ，利便や発展に貢献することである．当然な
がらそれらの知識や技術を最大限に活用し，かつ限られたコストの制約を満たしつつ，
製品の機能や性能を最大限に発揮する設計の実現が，設計者の腕の見せ所となる．設
計者は新しい設計をしては検証を行い，問題の洗い出しを繰り返すことで，より良い
設計を目指している．
しかし，近年になり多くの産業で開発サイクルの短縮が行われている．例えば自動
車業界においては，1980年代は新車開発に 3～4年を要していたが，近年では 1～2年
で新車開発を完了することも珍しくない．当然ながら設計にかけることができる時間
も大きく減少している．さらには，IoTや自動運転，MEMS技術など，これまでの製
品とは異なり，様々な分野間のコラボレーションによって生み出される製品も増えて
いる．このような，例えば電気特性と機械特性を組み合わせたMEMSのような製品で
は，設計者は機械的制約に加え電気的制約も含めた膨大な制約を同時に満たす設計を
しなくてはならず，製品設計の難易度も増している．著者も業務において，自動車系の
各種センサの設計開発に従事した経験を持っている．しかし，要求される限られた開
発期間，および製品に課せられる膨大な制約の中において，所望の製品を設計するこ
とは非常に困難であることを痛感した．特に，センサ電極パターンの設計などは，パ
ターンの形状が性能に直接性能を及ぼすため，製品設計はより難解である．
このような経験から，著者は電子機器のより良い設計を実現するための技術として
形状最適化に着目した．本論文では，2種類の電子デバイスを具体的に選び，形状最適
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化問題を構成し，その解法を提示することを目的とする．
本章の以降は，電子機器の発展と設計の歴史，および電磁気分野での形状最適化応
用について述べることで，本研究の目的を明確化する．

1.1 電磁気分野の発展
近代における電気・電子技術の歴史 [34]は，16世紀頃のWilliam Gylberde の時代
から始まったといえよう．彼は電気を計測する検電器の発明や磁石・磁気の研究など
電気技術の先駆けとなる業績を残した．
17～18世紀においては主に静電気 (静電場)に関する研究がなされた．Stephen Gray

による導体と不導体の発見と，Pieter van Musschenbroek による電気を蓄えるライデ
ン瓶の発明は，初期の電磁気学の進展に重要な役割を果たした．また，John Cantonに
よる静電誘導の発見，Henry Cavendishと Charles-Augustin de Coulomb の業績とさ
れるクーロンの法則の発見もこの時期である．そして 18世紀末に Luigi Galvaniによ
り発見された動物電気から，Alessandro Voltaは世界で最初の電池 (ボルダ電堆 ，ボ
ルタ電池 [36])を発明した．これにより，ライデン瓶などの静電気放電的な瞬間放電と
比べ，持続的に電流を発生することが可能となった．この電池の発明より，電気技術
は静電気の研究から動電気の研究へと移行していく．
19 世紀に入ってからは，様々な電気技術の開発が進んでいく．例えば，Michael

Faradayによる電磁誘導の法則の発見は，後の変圧器，発電機，電動機 (モーター)へ
と応用された．発電機の登場により家庭への電力供給が始まり，電気が一般の人にも
身近なものとなっていった．この電力送電にあたって，フィラメント電球の商用化で
有名な Thomas Alva Edisonが提唱した直流電流による送電と，Nikola Teslaらが採
用した交流電流による送電とで熾烈な電流戦争を繰り広げたことは有名である．また，
Morseらによる電信技術の研究開発を通じ，Alexander Graham Bellらにより電話が
発明された．これにより，電気による通信の応用が一般に普及していくこととなる．こ
の時代は他にも，電気溶接技術やブラウン管，電気鉄道など今日でも基盤となる技術
が確立されていった [9]．また電磁気学の研究においては，André-Marie Ampèreによ
るアンペールの法則，Georg Simon Ohmによるオームの法則，先にも挙げたMichael

Faradayによるファラデーの電磁誘導の法則，そして James Clerk Maxwellによりマ
クスウェル方程式 [25]が定式化されたのもこの頃である．特にマクスウェル方程式は，
これまでの電磁気学の知見をまとめ，電磁場の振る舞いを「数学的形式」で整理した．
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図 1.1: 車載の電気・電子機器製品の推移 [27]

このMaxwellの業績は，後の電気・電子技術の発展，および電気・電子機器の設計技
術に大きく寄与していくことになる．
20 世紀に入り，ついに電子技術 (エレクトロニクス) 時代が幕を開ける．Lee De

Forestが三極真空管を発明したことにより，検波，増幅，発振といった能動素子・回
路を生み出すことが可能となった．これによりラジオやテレビといった無線放送が実
現し，1946年には世界初のコンピュータである ENIAC [8]がアメリカで開発される．
またその後，ベル研究所の John Bardeenらによって半導体を用いたトランジスタが
発明されたことで，真空管による電子機器と比べ安価・小型に実現出来るようになり，
急速に電子機器が社会に普及していくことになる．現在では半導体技術を用いたマイ
クロプロセッサなどの登場により，真空管で構成された ENIACと比べ，圧倒的に小型
省電力でありながら，膨大な計算能力を有するコンピュータが実現している．
今日においては，電気・電子機器は社会に溢れており，また欠かせないものとなっ
ている．著者が携わる自動車産業においても，車両に搭載される電気・電子機器製品
は 1960年当初はオルタネータ (発電機)程度であったが，近年では自動車コストの 40

％以上を占めるほどの数が用いられるようになった [27]．このように製品数が増加し，
加えて車両開発期間の短縮により設計に求められる要求も変化している．次節では電
気・電子機器の設計の歴史を述べる．
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1.2 電気・電子機器の設計
産業において目的とする機能・性能を高めることは製品の価値を高めることと同義
であり，より良い『設計』を成し得ることが設計者の役割といえよう．例えば電子製品
のセンサ機器であれば，所望の検出感度などが該当する．他にも製品によっては，コ
ストや材料使用量が性能の指標となることもある．この「機能・性能」が産業におけ
る製品の差別化要素となり，これを高めることで商品の市場競争力向上や社会への貢
献を増加させることに繋がる．しかし，実際の製品設計においては，1つの機能・性能
を単に最大にすれば良いというものではない．工学的な製品においては，目的とする
機能・性能以外にも様々な制約が存在しており，それらの制約を満たしつつ，機能・性
能を高めることが必要となる．このために設計者は，自身の設計の善し悪しを何らか
の方法で判断し，より最適な設計に更新したいと考える．
初期の電気・電子機器の設計においては，設計したモノ (製品)の善し悪しを製造前
に検討するには，人力の計算 (紙とペンと計算尺)を用いるしか無かった．当然ながら
人力には限界があり，高精度な設計の検討はできず，結果として量産前に多数の試作品
を作り，現物にて設計の妥当性や問題の有無を検証していた．しかしこの方法では試作
に費やす時間・コストも多大となるため，納期や予算によっては，設計者が満足いく
設計が得られないこともあった．このような状況は当時の他の産業でも同様であった．
その後 1950年台に入ると，人力と比べ圧倒的な計算能力を持つコンピュータの登場
により，数値解析の可能性が見出された．これより設計者は，コンピュータによる数
値解析 (シミュレーション)を，試作前の設計検討に活用するようになっていく．
初期の製品設計へのコンピュータシミュレーション応用は，電磁気分野ではなく構造
分野から始まった．Turnerら [35]は数値解析手法として有限要素法 [12] [11]を用い，
産業応用の道を開いた．有限要素法は偏微分方程式の境界値問題に対し，有限要素上
の基底関数 (形状関数)の線形結合により近似関数を構成し，それらを問題の弱形式に
代入をすることで未定乗数を決定する方法である．これにより製品の構造や形状，境
界条件など含めた数理モデルを構築すれば，有限要素法で離散化し，コンピュータで
数値解を得ることが可能となった．
電磁気分野への最初の応用は構造分野から遅れ，1970年頃からと比較的最近である
とされる [10]．文献 [18]では，「電磁場応用に時間を要した背景として，電磁場問題に
対する適切な数学的定式化に手間取ったこと，及びそれにふさわしい有限要素法の開発
にも工夫が必要であったこと」にあると考察している．1980年代当時の電磁場シミュ
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レーションの研究文献を調査すると，電磁場問題に対する近似関数の選び方や有限要
素メッシュの扱いが不十分であったことが伺える ．例えば，それらの不十分な扱いの
影響で生じる，スプリアス解 (本来の問題では生じない解であるが，定式化やメッシュ
の不備で生じてしまう誤った解)への対策・原因解明に時間が割かれていた [28] [22]．
1980年代末以降においては，電磁波問題に対応した定式化や有限要素法の実装法が開
発されたことで，産業界での応用が加速していった．
このようなコンピュータシミュレーションの活用により，近代の設計のあり方は変化
してきた．従来は研究開発を通じて得たアイデアに基づいて設計を行い，主に試作評
価によって設計の問題点を検討し，改善が行われてきた．これに対して，近年は試作
評価の一部をコンピュータシミュレーションで代替することにより，短期間かつ低コ
ストに設計の検証が可能となった．このような製品設計の概念は後に CAE(Computer

Aided Engineering)と呼ばれることになる [23]．
CAEの登場により，試作前段階で設計の善し悪しを検討することが可能となった．
しかし，製品によっては設計候補が多数となり，その中から最良の設計を選ぶには設
計検証を数多く実施しなくてはならず，CAEをもってしても時間がかかるようになっ
てきた．例えば，自動車などで多く用いられる静電式センサスイッチは，その電極の
形状と周囲の環境により性能が複雑に変化することが知られている．しかし，電極形
状の設計は非常に自由度が高いため，考えられる設計候補の数は膨大となる．設計期
間が限られる場合は全ての設計候補を検証することは困難なこともあるし，また設計
候補の中に必ずしも最適な設計が含まれる保証はない．
そこで設計者は CAEに続き，最適な設計を技術者の勘に頼らずに実現する手法を望
んだ．その手法として，最適化技術，特に形状設計において有効な形状最適化に注目
が集まるようになってきた．次節では電磁気分野における形状最適化の応用を述べる．

1.3 電磁気分野での形状最適化の応用
形状最適化技術の設計応用についても，やはり構造分野から始まり，1960年頃から
多数の研究がなされている (例えば [32])．これらの研究では，形状を表現する寸法を
設計変数として扱い，目的関数を最小化 (または最大化)する最適化手法である．本論
文ではこれを「パラメトリック最適化」と呼ぶことする．この方法は，製品のおおよ
その形状構成が定まっている場合において，非常に強力な設計手法となった．また近
年では多くの商用 CAEソフトがパラメトリック最適化をサポートし始めており，利用
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の敷居も下がってきている．
1980年以降，設計変数をパラメータとしてでなく，形状の境界移動 (例えば [39], [1])

やトポロジー (例えば [7])として捉える手法が出現する．これらの手法は，形状を関
数 (形状関数や材料密度関数など)として扱う事が特徴であり，関数を設計変数として
更新することで，形状全体を変更することが可能となった．これにより，パラメータ
選択で形状が許容される箇所が決まるパラメトリック最適化と比べ，より自由度の高
い最適化が可能となった．本論文ではこれらを「ノンパラメトリック最適化」と呼ぶ．
2000年代からは商用アプリケーションにおいても，パラメトリック最適化だけでなく
ノンパラメトリック最適化もサポートするもの（例えば Altair社 HyperWorksなど)

が登場しており，今後応用が進むことが期待される．
次に電磁気分野での形状最適化の先行研究について述べていこう．電磁気分野におい
ても，初期の最適化利用はパラメトリック最適化から始まっている．例えば，静電容
量センサの電極サイズの最適化に対する試みが 1991年に Voorthuyzenらによってな
されている [37]．Voorthuyzenらは二つの電極のサイズの比を設計変数として選択し，
目的関数にセンサ感度 (信号対雑音比)を用いることでパラメトリック最適化を行った．
これにより，センサ電極サイズの最適比を導出している．また電動機 (モーター)のコ
ア形状の最適化に関する取り組みがYoonらによって行われた [38]．設計変数としてコ
アの寸法を扱い，目的関数には所望の磁束密度と現形状の磁束密度との誤差ノルムを
用いた．これにより所望の特性を備えたコア形状を得ている．パラメトリック最適化
については他にも文献 [13]や文献 [15]など多くの研究が今日までに成されている．
ノンパラメトリック最適化の例としては，Kiziltasらがパッチアンテナのエレメント
形状の最適化を試行している [21]．設計変数にエレメント設計領域における材料密度
を扱い，目的関数としてアンテナのＳパラメータ S11(リターンロス特性)を用いた．こ
れにより，初期形状に対しアンテナの受信帯域を拡大するといった有用な知見を得て
いる．また Kimらは，コンデンサ容量の向上を目的とした誘電体形状の最適化を研究
した [19]．この研究では，設計変数として誘電体の境界を定めるレベルセット関数を
用い，コンデンサー内部区間の静電エネルギーを目的関数として最適化を行い，最適
な誘電体配置形状を導出している．
このように，電磁気分野に関するノンパラメトリック最適化の研究は主に 2000年代
以降と近年になってからであり，他の構造や流体分野と比べまだ知見が少ない．今後，
電気・電子機器産業における設計において最適化技術を活用するためには，より多く
の研究知見が必要となると著者は考える．
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また，著者の所属する研究室では，境界や領域の変動に対するノンパラメトリック
形状最適化問題に対し，数値不安定現象を回避して問題を解くための H1 勾配法が開
発されている [3]．これまでに，構造や流体分野では数値不安定現象を生じさせず，滑
らかな形状が得られることが明らかにされてきているが，電磁場領域に対しては未だ
に試行がされていない．

1.4 本論文の目的
以上の背景より，著者が目指すより良い電気・電子機器製品の設計を，形状最適化
技術で実現するには下記課題が存在すると考える．

(i) 電気・電子機器の設計期間は年々短縮される傾向であり，最適な設計を短時間で
導出しなければならない．

(ii) 電磁場領域の形状最適化においては，パラメトリック最適化については研究が
進んでいるが，ノンパラメトリック最適化についての研究は少ない．

(iii) 形状最適化問題に対する一解法としてH1勾配法が提案され，形状の滑らかさを
担保できることが構造・流体分野などで示されているが，電磁場分野での試行
は未だなされていない．

（ii）については，電気・電子機器の設計にあたっての性能要求をどのように評価関
数で定義し，最適化問題を構築するかについて知見が少ないことを意味する．構造・流
体分野の産業では形状最適化に関して多くの事例が報告され，応用に関する知見も増
加している．電磁気分野においても最適化の事例を示すことが工学的な応用において
重要であると考える．
（iii）については，評価関数の形状微分を H1 勾配法で解く手法が，構造や流体分
野だけでなく電磁場分野でも数値不安定現象を生じさせないことを明らかにできれば，
形状最適化問題における解法の選択肢を示す意義があると考える．
また（i）については上記（ii），（iii）を解決し，コンピュータシミュレーションを可
能とすることで，短時間での最適化設計が実現出来ると考える．
そこで本論文では電気・電子機器の事例に対し，設計目標に対応した評価関数を用
いた電磁場領域におけるノンパラメトリック形状最適化問題を数理的に定式化し，コ
ンピュータシミュレーションに実装しその解法を示すことを目的とする．具体的には
以下の項目について本論文内で示していく．
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(1) 電子機器の設計指標を考慮した最適化問題を解法可能な評価関数の提示
(2) 形状最適化問題の定式化とその形状微分の導出
(3) 数値計算例による有効性の確認

本論文の構成は次の通りである．まず第 2章にて，本論文で扱う電磁場領域の支配
方程式について整理する．第 3章では電子機器の一例として，静電タッチセンサの検
出感度向上を狙った検出電極形状の最適化問題を構築する．そこでは検出電極領域を
設計変数として扱い，目的関数に検出対象の有無による電位ポテンシャルの誤差ノル
ムを，制約関数に検出電極の体積制約を設ける．次に最適化問題の形状微分を導出し，
シミュレーションソフト COMSOL Multiphysicsを用いH1 勾配法によりその数値計
算例を示す．また設計領域に拘束条件を設けることで設計不可能解を回避することも
試行する．続く第 4章では導波管カットオフフィルタの遮断特性向上を狙った形状最
適化の解法を示す．導波管壁の内部領域を設計変数とし，入力ポートにおけるエネル
ギー消費量を目的関数とした最適化問題を定義する．そしてその形状微分を導出し，数
値計算例を示す．最後に第 5章にて本論文のまとめを述べる．
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第 2章

電磁場の支配方程式

本章では，次章以降で述べる電磁場領域の形状最適化理論の構築において必要とな
る電磁場の支配方程式について述べる．
電磁場の支配方程式はMaxwell方程式 [25]で構成される．Maxwell方程式を解くこ
とにより電磁場の振る舞いを解くことが可能であるが，一般的には仮定する条件を設
けることでより簡易に解くことが可能となる．以降は本論文で扱う静電場問題，電磁
場の周波数応答問題について詳細に述べる．

2.1 微分形の Maxwell 方程式
電磁場は時間と空間上で構成される．そこで，時間を t ∈ R，空間座標を x = (xi)i ∈

Rd と表すことにする．このとき，Rd+1 上で Maxwell 方程式

∇× e (t) + ∂b

∂t
(t) = 0Rd , (2.1.1)

∇× h (t)− ∂d

∂t
(t) = i (t) , (2.1.2)

∇ · d (t) = ρ (t) , (2.1.3)

∇ · b (t) = 0 (2.1.4)

が成り立つと仮定する．ここで，e : Rd+1 → Rd，d : Rd+1 → Rd，h : Rd+1 → Rd，
b : Rd+1 → Rd をそれぞれ，電場 (電界) の強度 [V/m]，電束密度 [C/m2]，磁場 (磁
界) の強度 [A/m]，磁束密度 [Wb/m2] を表す．また，i : Rd+1 → Rd と ρ : Rd+1 → R
はそれぞれ電流密度 [A/m2]，電荷密度 [C/m3]である．本来，(t,x) ∈ Rd+1 に対して
e (t,x) のように書くべきであるが，e (t) のように x を省略して書くことにする．ま
た，時間の微分作用素を ∂/∂t で，空間の微分作用素を ∇ で表す．式 (2.1.1) は電磁誘
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導 (磁場の時間変化が存在するところには電場が生じる現象) を表す Faraday-Maxwell

の式，式 (2.1.2) は電場の時間変化 (変位電流) と電流によって磁場が生じる現象を表
す Ampére-Maxwell の式とよばれる．また，式 (2.1.3) と式 (2.1.4) はそれぞれ電場の
源が電荷であることを表す電場に対する Gauss の法則と磁場には源がないことを表す
磁場に対する Gauss の法則を表す．
また，式 (2.1.2) と式 (2.1.3) より

∇ · i (t) = −∂ρ

∂t
(t) (2.1.5)

を得る．ただし，恒等式 ∇ · (∇× h (t)) = 0 を用いた．式 (2.1.5) は電荷の総量が不
変であることを表す電気量保存則 (連続の方程式) とよばれる．

2.2 静電場における Maxwell 方程式
電磁場と電荷密度および電流密度が時間の関数ではないとき，すなわち e,d,h, b お
よび ρ，iのとき，Maxwell 方程式の式 (2.1.1)から 式 (2.1.5) はそれぞれ

∇ · d = ρ, (2.2.1)

∇× e = 0Rd , (2.2.2)

∇ · b = 0, (2.2.3)

∇× h = i, (2.2.4)

∇ · i = 0 (2.2.5)

となる．このとき，電場の方程式 (式 (2.2.1) と 式 (2.2.2)) と磁場の方程式 (式 (2.2.3),

式 (2.2.4) と 式 (2.2.5)) はそれぞれ独立になる．

2.2.1 静電場の構成方程式
原子に比べ十分大きい媒質中において，時間により電場・磁場が変動しない範囲に
おいては，Maxwell方程式に現れる物理量である誘電率 ε および透磁率 µの間に

d = εe, (2.2.6)

b = µh (2.2.7)

が成り立つとみなされる．式 (2.2.6) は電場の構成方程式，式 (2.2.7) は磁場の構成方
程式とよばれる．
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2.2.2 静電場のポアソン方程式
ここで，u を

e (u) = −∇u (2.2.8)

が成り立つような電位ポテンシャルであるとおけば，電場の方程式 (式 (2.2.1) および
式 (2.2.2)) は，式 (2.2.6) が成り立つ下で

−∆u = ∇ · e (u) = ρ

ε
(2.2.9)

と書くことができる．このように電場が時間的変化を伴わない場を静電場とよび，
式 (2.2.9)を静電場におけるポアソン方程式という．
また，一定電圧を印加したコンデンサのような場合には，電荷密度 ρ を 0 とみなし
ても，実用上支障がないことが知られている．その場合には，

−∆u = ∇ · e (u) = 0 (2.2.10)

となる．式 (2.2.10)は静電場におけるラプラス方程式とよばれる．

2.2.3 静電場の境界条件
静電タッチセンサやコンデンサなどを想定した電磁場を対象とした状態決定問題を
構成するため，静電場問題で主に用いられる境界条件を下にまとめる.

(1) 電位境界条件 （Dirichlet 条件) を

u = α (2.2.11)

で与える．ここで αは任意のスカラーポテンシャルである．特に，α = 0の場
合は，接地条件として使われる．

(2) 電場連続境界条件 （Neumann 条件) を

∂νu = 0 (2.2.12)

で与える．この条件はその境界上において電場 eが連続であることを意味し，
有界領域上で定義された解析領域の外部との境界条件に用いられる．
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2.3 周波数応答における Maxwell 方程式
導波管やアンテナ等を想定した電磁場は，周波数応答現象とみなされる．そこで，
式 (2.1.1) から式 (2.1.5) を Fourier 変換し，e (t)，d (t)，h (t)，b (t) および i (t) の
Fourier 変換を，同じ記号を用いて e (ω)，d (ω)，h (ω)，b (ω) および i (ω) のように
表すことにする．このとき，式 (2.1.1)から 式 (2.1.5) はそれぞれ

∇× e (ω) = −jωb (ω) , (2.3.1)

∇× h (ω) = jωd (ω) + i (ω) , (2.3.2)

∇ · d (ω) = ρ (ω) , (2.3.3)

∇ · b (ω) = 0, (2.3.4)

∇ · i (ω) = −jωρ (ω) (2.3.5)

のようにおきかえられる．ここで，j は虚数単位，ω ∈ R は角周波数 [rad/s] を表す．
ω は周波数 f [Hz] を用いて 2πf で与えられる．

2.3.1 電磁波の構成方程式
原子に比べ十分大きい媒質中で，通常使われる電磁波の周波数と強度においては，

Maxwell 方程式に現れる物理量の間に

d (ω) = ϵe (ω) , (2.3.6)

b (ω) = µh (ω) , (2.3.7)

i (ω) = σe (ω) (2.3.8)

が成り立つとみなされる．ここで，ϵ, µ および σ はそれぞれ媒質中の誘電率 [F/m]，
透磁率 [H/m]，導電率 [S/m] とよばれる定数である．式 (2.3.6) は電場の構成方程式，
式 (2.3.7) は磁場の構成方程式，式 (2.3.8) は Ohm の法則とよばれる．これらの方程
式は構成方程式とよばれる．

2.3.2 電磁場の波動方程式
磁場の構成方程式 (式 (2.3.7)) を式 (2.3.1) に代入し，さらに式 (2.3.2) と式 (2.3.6)

を用いると，電場 e の波動方程式

∇×
(
1

µ
∇× e (ω)

)
− ω2ϵe (ω) = −jωi (ω) (2.3.9)
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を得る．同様に，電場 e を消去すれば，磁場 h の波動方程式

∇×
(
1

ϵ
∇× h (ω)

)
− ω2µh (ω) = ∇×

(
1

ϵ
i (ω)

)
(2.3.10)

を得る．これらの方程式は，電場 e (ω) あるいは磁場 h (ω) のいずれかを求めれば他
方も Maxwell 方程式により決定されることから，電磁場の波動方程式とよばれる．こ
れ以降では，電場 e (ω) の波動方程式 (式 (2.3.9)) のみに着目することにする．
また，電磁場の解析においては，媒質の透磁率 µ と誘電率 ϵ の代わりに，真空の透
磁率 µ0 と誘電率 ϵ0 を用いて無次元化された媒質の比透磁率 µR = µ/µ0 と比誘電率
ϵR = ϵ/ϵ0 が用いられる．また，角周波数 ω は，真空における光の速度 c0 [m/s] を用
いて，k0 = ω/c0 = ω

√
µ0ϵ0 [m] におきかえられる．このとき，式 (2.3.9) は

∇×
(

1

µR

∇× e (ω)
)
− k2

0ϵRe (ω) = −jk0

√
µ0

ϵ0
i (ω) (2.3.11)

となる．さらに，式 (2.3.8) を用いて電流密度 i (ω)を消去すれば

∇×
(

1

µR

∇× e (ω)
)
− k2

0

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)
e (ω) = 0Rd (2.3.12)

と書ける．

2.3.3 電磁場の境界条件
導波管やアンテナを想定した電磁場を対象にした状態決定問題を構成するために，電
場 e (ω) の波動方程式から導かれる境界条件についてまとめておく．
ある有界領域 Ω ⊂ Rd が与えられたとする．電場 e (ω) の波動方程式 (式 (2.3.12))

と任意の随伴電場 ē : Rd+1 → Rd の内積をとり，Ω 上で積分すれば，∫
Ω

{
∇×

(
1

µR

∇× e (ω)
)
− k2

0

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)
e (ω)

}
· ē (ω) dx = 0 (2.3.13)

となる．ここで，式 (2.3.13) の左辺被積分項の第 1項に式 (A.1.8) の公式を適用す
れば，

1

µR

[∫
∂Ω

{(∇× e (ω))× ē (ω)} · ν dγ −
∫
Ω

(∇× e (ω)) · (∇× ē (ω)) dx
]

− k2
0

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)∫
Ω

e (ω) · ē (ω) dx = 0 (2.3.14)
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と書くことができる．式 (2.3.14) の左辺の ∂Ω 上の積分は

1

µR

∫
∂Ω

{(∇× e (ω))× ē (ω)} · ν dγ =
1

µR

∫
∂Ω

{ν × (∇× e (ω))} · ē (ω) dγ

=
1

µR

∫
∂Ω

(∇× e (ω)) · (ē (ω)× ν) dγ (2.3.15)

のように書くことができる．また，随伴電場 ē (ω) も電場の波動方程式を満たすと仮定
すれば，式 (2.3.13) から式 (2.3.15) において e (ω) と ē (ω) を交換した式も成り立つ．
したがって，電場の波動方程式が許容する同次境界条件は次のような組み合わせに
なる．

(1) 同次基本境界条件 (同次 Dirichlet 条件) を

e (ω) = ē (ω) = 0Rd (2.3.16)

で与え，同次自然境界条件 (同次 Neumann 条件) を

ν × (∇× e (ω)) = ν × (∇× ē (ω)) = 0Rd (2.3.17)

で与える．
(2) 同次基本境界条件 (同次 Dirichlet 条件) を

e (ω)× ν = ē (ω)× ν = 0Rd (2.3.18)

で与え，同次自然境界条件 (同次 Neumann 条件) を

∇× e (ω) = ∇× ē (ω) = 0Rd (2.3.19)

で与える．

完全導体 (電気壁, PEC: Perfect Electrical Conductor) の境界では領域内の電場が
一定となるために

ν × e (ω) = 0Rd (2.3.20)

となる．一方，完全磁性体 (磁気壁, PMC: Perfect Magnetic Conductor) の境界では
領域内の磁場が一定となるために

ν ×∇× e (ω) = 0Rd (2.3.21)

となる．
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導波管やアンテナを想定した電磁場では，給電ポートに電力が供給される．本研究
では，この供給電力が給電ポートと媒質の境界において第 3種境界条件 (Robin 条件)

の非同次項を生むと仮定する．すなわち，iR : Rd+1 → Rd を給電ポートに発生する電
流密度の Fourier 変換とする．このとき，非同次 Robin 条件を

1

µR

(e (ω)× ν + γR∇× e (ω)) = iR (ω) (2.3.22)

で与える．ここで，γR は給電回路によって与えられる定数とする．





25

第 3章

静電場における形状最適化問題

3.1 はじめに
はじめに，本章で扱う人の指を検知するめための静電容量式タッチセンサの原理に
ついて述べる (例えば，[14])．図 3.1にGND電位に基づいた静電タッチセンサの等価
回路を示す．タッチセンサは静電容量 cdetect の容量変化を計測することにより，電極
上に指が有る状態 (cdetect が大)か，指が無い状態（cdetect が小）かを区別する．この
等価回路において，cdetect は

cdetect =
1

1

cfinger
+

1

cbody
+

1

cfoot

+ cerror

= cfinger
1

1 +
cfinger
cbody

+
cfinger
cfoot

+ cerror, (3.1.1)

で与えられる．ここで，cfinger, cbody, cfoot, cerror はそれぞれ，電極と人の指との間で
形成される静電容量，人の体内構造により生じる静電容量成分，人の身体 (主に足)

と GND間で形成される静電容量，および電極と GND間で直接形成される静電容量
である．実環境での計測においては，それぞれ cfinger < 1 [pF], cbody > 100 ∼ 1000

[pF], and cfoot > 200 [pF]程度の静電容量値を持つ．これより，cfinger ≪ cbody および
cfinger ≪ cfootであることを仮定すれば，式 (3.1.1)は

cdetect ≈ cfinger + cerror. (3.1.2)

と近似することができる． この近似は，指が GNDと同電位とみなせることを意味す
る．さらに，cerrorは電極周囲の環境によって変動する．例えば，静電タッチセンサを
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GND

c
detect

c
error

c
finger

c
body

c
foot

electrode

Ω0

図 3.1: GND電位基準での静電容量タッチセンサの等価回路モデル

車両に実装する場合，製造時の組み付け位置のばらつきによる変動，経時変化に伴う
材料特性 (特に誘電率)の変化や位置の変化に伴う変動により cerror の大きさは変化す
るため，常に一定の値とはならない．このため，静電タッチセンサの指の検出性能を
向上させるためには，指がある場合とない場合での cfingerの値を最大化することが必要
となる．cfinger を最大化するため，静電容量タッチセンサの数理モデルを構築し，3.4

にて評価関数を用いた形状最適化問題を定式化する．なお，本章の内容の一部は，文
献 [31]を引用している．

3.2 初期領域と領域写像の集合
静電容量タッチセンサの原理に基づき，以下の方法でセンサの数理モデルを定式化
する．
図 3.2は静電場の初期領域である．D0 は静電場における d (∈ {2, 3})次元の設計領
域とする．本論文での表記法として，∂D0をD0の境界，D̄0はD0 ∪ ∂D0として扱う．
さらに，Ē0，Ḡ0および F̄0はそれぞれ，ある正電位ポテンシャル（後に uD とおく）を
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E0

F0

G0 G0
G0

∂D0

Ω0

ΓC0

図 3.2: 静電場問題における初期領域 Ω0 = D0 \
(
Ē0 ∪ Ḡ0

)
もつ電極（検出電極），電位ポテンシャルが零におかれた電極（接地電極），電位ポテ
ンシャルが零におかれた導体（検出体，例えば指）の領域を表し，相互の重なりはな
いものとする．これらの定義に基づき，静電場の初期領域を Ω0 = D0 \

(
Ē0 ∪ Ḡ0

)
と

仮定する．Ω0の形状最適化問題を定義するためには，その境界 ∂Ω0は Lipschitz境界
であることが要求される．
Ω0 の形状最適化において設計変数は次の方法で定義する．初期領域D0 から変動し
た領域を写像 ϕによって与えられると仮定する．iが恒等写像を表すこととすれば，変
動後の領域は連続な１対１写像 i+ ϕ : D0 → Rdによって

Ω (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ Ω0} ,

のようにつくられると仮定される．同様に，領域や境界に対して

( · ) (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ ( · )0}

を意味するものとする．また，のちに評価関数の Fréchet 微分を定義するため，設計
変数 ϕの関数空間を

X =
{
ϕ ∈ H1

(
D0;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on ∂D0 ∪ ∂F0 ∪ ∂G0 ∪ ΓC0 ∪ Ω̄C0

}
(3.2.1)

と定義する．式 (3.2.1)において，ΓC0 と Ω̄C0 はそれぞれ，設計上の制約により変動
を拘束する領域あるいは境界を表す．ΓC0は図 3.2のタッチパネルを平坦に保つための
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制約として用いられており，Ω̄C0 は変動させたくない領域に対して指定される．さら
に，ϕの１対１写像が確実に満たされるようにするため，設計変数 ϕの許容集合は以
下のように定義される必要がある．

D =
{
ϕ ∈ X ∩W 1,∞ (

Rd;Rd
) ∣∣ ∥ϕ∥W 1,∞(Rd;Rd) < σ

}
, (3.2.2)

ただし，σ は i + ϕの逆写像が１対１写像となるように選んだ正定数とする ( [20] p.

23 Proposition 1.41)．

3.3 状態決定問題
上記の定義を用い，静電容量タッチセンサの状態決定問題を定義する．
静電タッチセンサの問題は，2.2 節で示した静電場の支配方程式により定義される．
静電タッチセンサの使われる環境は，周囲に電荷密度が与えられることを考慮する必
要がないため，静電場のラプラス方程式 (2.2.10)が用いられる．
これより，第 1の状態決定問題を以下のように定義する．

問題 3.3.1 (基準静電場問題) ϕ ∈ Dに対して uD : D0 → Rが与えられたとき，

−∇ · e (u) = 0 in Ω (ϕ) = D0 \
(
Ē (ϕ) ∪ Ḡ (ϕ)

)
,

∂νu = 0 on ∂D0,

u = uD on ∂E (ϕ) ,

u = 0 on ∂G (ϕ)

を満たす u : Ω (ϕ) → R を求めよ． □

問題 3.3.1において，∂D0は Neumann条件を仮定する．この仮定は，設計領域 D0

以降において電場 eが連続であることを意味し，実測と有限要素法解析の解の比較に
より妥当性を確認されたものである．Lax–Milgramの定理により，Dirichlet条件を与
える既知関数 uDに対して ũ = u− uDで与えられる実 Hilbert空間を

U =
{
u ∈ H1 (D0;R)

∣∣ u = 0 on ∂E (ϕ) ∪ ∂G (ϕ)
}
, (3.3.1)

とおく．領域 Ω (ϕ)は Calderónの拡張定理によってD0へ拡張される．また，ũが入
る状態変数の許容集合を

S = U ∩W 1,∞ (D0;R) (3.3.2)
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とおく．H1勾配法により特異点を持たない領域変動を得るためW 1,∞ (
Rd;Rd

)
である

と仮定する．
問題 3.3.1はのちに示される形状最適化において等式制約として扱われる．のちの議
論において等式制約は Lagrange関数の停留条件におきかえられるため，ここではその
準備として，問題 3.3.1の Lagrange関数を

LN (ϕ, u, v) = −
∫
Ω(ϕ)

e (u) · e (v) dx, (3.3.3)

と定義しておく．ここで ũ ∈ S とし，v ∈ U は Lagrange乗数として導入された要素と
する．vが問題 3.3.1の解であるとき，任意の v ∈ U に対して

LN (ϕ, u, v) = 0

が成り立つ．
次に，第 2の状態決定問題として，検出対象 F0が有る場合の静電場問題を定義する．

問題 3.3.2 (検出対象を含む静電場問題) ϕ ∈ D に対して問題 3.3.1 で用いられた
uD : D0 → Rが与えられるとき，

−∇ · e (uF) = 0

in Ω (ϕ) \ F̄0 = D0 \
(
Ē (ϕ) ∪ Ḡ (ϕ) ∪ F̄0

)
,

∂νuF = 0 on ∂D0,

uF = uD on ∂E (ϕ) ,

uF = 0 on ∂G (ϕ) ∪ ∂F0

を満たす uF : Ω (ϕ) \ F̄0 → R を求めよ． □

問題 3.3.1に関して ũF = uF − uDにおける関数空間を
UF =

{
u ∈ H1 (D0;R)

∣∣ u = 0 on ∂E (ϕ) ∪ ∂G (ϕ) ∪ ∂F0

}
, (3.3.4)

SF = UF ∩W 1,∞ (D0;R) (3.3.5)

と定義する．問題 3.3.2の Lagrange乗数を vF ∈ UF として導入すれば，Lagrange関
数は

LF (ϕ, uF, vF) = −
∫
Ω(ϕ)\F̄0

e (uF) · e (vF) dx (3.3.6)

と定義される．uFが問題 3.3.2の解であるとき，任意の vF ∈ UFに対して，
LF (ϕ, uF, vF) = 0

が成り立つ．
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3.4 形状最適化問題
ここでは状態決定問題の解を用いて，静電容量タッチセンサの形状最適化問題を定
義する．
3.1節で述べられたように，センサの検知性能は検出対象がある場合と無い場合の静
電容量 cfinger の差によって決定される．この容量差は電場 e (u) と e (uF)の強度差に
基づいて定まる．ここで電場が電位の微分であることから，電位 uと uF間の誤差ノル
ムによって評価される．これは数学的には H1

(
Ω (ϕ) \ F̄0;R

)
における誤差ノルムを

意味する．これより目的関数は以下のように定義される．
f0 (ϕ, u, uF)

= −
∫
Ω(ϕ)\F̄0

{
c0 (u− uF)

2 + (e (u)− e (uF)) · (e (u)− e (uF))
}
dx (3.4.1)

ここで c0は単位系 [1/m2]を備える正定数である．本論文においては，H1
(
Ω (ϕ) \ F̄0;R

)
が誤差ノルムと一致させるために c0 = 1を仮定する（c0 = 0では目的関数がうまく機
能しないことを確認している）．
一方，電極 E (ϕ)の大きさに制限を設けることを想定し，制約関数を

f1 (ϕ) =

∫
E(ϕ)

dx− s1, (3.4.2)

とおく．ただし，s1は f1 (ϕ) ≤ 0が成り立つような ϕ ∈ Dが存在する正定数とする．
これらの評価関数を用いて，静電容量タッチセンサに対する最適化問題を以下のよ
うに定義する．

問題 3.4.1 (静電タッチセンサの形状最適化問題) DとSをそれぞれ式 (3.2.2)，式 (3.3.2)

のように定義する．ϕ ∈ Dに対して，ũ = u − uD ∈ S と ũF = uF − uD ∈ S が問題
3.3.1と問題 3.3.2の解であるとする．f0と f1をそれぞれ式 (3.4.1)，式 (3.4.2)で定義
する．このとき，

min
ϕ∈D

{
f0 (ϕ, u, uF) | f1 (ϕ) ≤ 0, ũ ∈ S, 問題 3.3.1, ũF ∈ S, 問題 3.3.2

}
を満たす Ω (ϕ)を求めよ． □

3.5 評価関数の形状微分
形状最適化問題 3.4.1を解くために，H1 勾配法の形状変更アルゴリズムを用いる．
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H1勾配法を使うためには，評価関数の形状微分が必要となる．目的関数 f0 (ϕ, u, uF)

は状態決定問題の解 uと uFが使われているので，２つの状態決定問題を等式制約とみ
なしたときの f0 (ϕ, u, uF)の Lagrange関数を

L0 (ϕ, u, v0, uF, vF0)

= f0 (ϕ, u, uF) + LN (ϕ, u, v0)− LF (ϕ, uF, vF0)

=

∫
Ω(ϕ)\F̄0

{
−c0 (u− uF)

2 − (e (u)− e (uF)) · (e (u)− e (uF))

+ e (uF) · e (vF0)
}
dx−

∫
Ω(ϕ)

e (u) · e (v0) dx (3.5.1)

とおく．ここで，φはDにおける ϕ ∈ Dの任意の変形を意味する．定義に基づき，任
意の変形 (φ, u′, v′0, u

′
F, v

′
F0) ∈ D × U2 × U2

Fに対するL0の形状微分は

L ′
0 (ϕ, u, v0, uF, vF0) [φ, u

′, v′0, u
′
F, v

′
F0]

= L0ϕ (ϕ, u, v0, uF, vF0) [φ] + L0u (ϕ, u, v0, uF, vF0) [u
′]

+ L0v0 (ϕ, u, v0, uF, vF0) [v
′
0] + L0uF

(ϕ, u, v0, uF, vF0) [u
′
F]

+ L0vF0
(ϕ, u, v0, uF, vF0) [v

′
F0] (3.5.2)

とかける．ここで 式 (3.5.2)の右辺の第 3項と第 6項は，uと uFがそれぞれ問題 3.3.1

と問題 3.3.2の解のとき 0となる．さらに，式 (3.5.2)の右辺の第２項は，v0が以下の
問題の解のとき 0となる．

問題 3.5.1 (問題 3.3.1の随伴問題) ϕ ∈ Dに対して，問題 3.3.1の解 uが与えられ
たとき，

−∇ · e (v0) = 2∇ · (e (u)− e (uF))− 2c0 (u− uF)

in Ω (ϕ) \ F̄0 = D0 \
(
Ē (ϕ) ∪ Ḡ (ϕ) ∪ F̄0

)
,

−∇ · e (v0) = 0 in F0,

∂νv0 = 0 on ∂D0,

v0 = 0 on ∂E (ϕ) ∪ ∂G (ϕ)

を満たす v0 : Ω (ϕ) → Rを求めよ． □

同様に，式 (3.5.2)の右辺の第４項は，vF0が以下の問題の解のとき 0となる．

問題 3.5.2 (問題 3.3.2の随伴問題) ϕ ∈ Dに対して，問題 3.3.2の解 uF が与えら
れたとき，

−∇ · e (vF0) = 2∇ · (e (u)− e (uF))− 2c0 (u− uF)
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in Ω (ϕ) \ F̄0 = D0 \
(
Ē (ϕ) ∪ Ḡ (ϕ) ∪ F̄0

)
,

∂νvF0 = 0 on ∂D0,

vF0 = 0 on ∂E (ϕ) ∪ ∂G (ϕ) ∪ ∂F0

を満たす vF0 : Ω (ϕ) \ F̄0 → Rを求めよ． □

式 (3.5.2)の右辺の第１項は

L0ϕ (ϕ, u, v0, uF, vF0) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)\F̄0

[
2 (e (u)− e (uF)) ·

{
∇φT (e (u)− e (uF))

}
− e (uF) ·

(
∇φTe (vF0)

)
− e (vF0) ·

(
∇φTe (uF)

)
+
{
−c0 (u− uF)

2 − (e (u)− e (uF)) · (e (u)− e (uF))

+ e (uF) · e (vF0)
}
∇ ·φ

]
dx

+

∫
Ω(ϕ)

{
e (u) ·

(
∇φTe (v0)

)
+ e (v0) ·

(
∇φTe (u)

)
− e (u) · e (v0)∇ ·φ

}
dx (3.5.3)

となる．ここで，付録 A.2 節の命題 A.2.1 と，問題 3.3.1，問題 3.3.2，問題 3.5.1，問
題 3.5.2の Dirichlet条件を用いている．
上述の結果より，u，uF，v0および vF0がそれぞれ問題 3.3.1，問題 3.3.2，問題 3.5.1，
問題 3.5.2の解であり，また f0 (ϕ, u (ϕ) , uF (ϕ))を f̃0 (ϕ)と表記すれば

f̃ ′
0 (ϕ) [φ] = L0ϕ (ϕ, u, v0, uF, vF0) [φ] = ⟨g0,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)\F̄0

(
G0Ω(ϕ)\F̄0

·∇φT + g0Ω(ϕ)\F̄0
∇ ·φ

)
dx

+

∫
Ω(ϕ)

(
G0Ω(ϕ) ·∇φT + g0Ω(ϕ)∇ ·φ

)
dx (3.5.4)

とかける．ここで，

G0Ω(ϕ)\F̄0
= 2 (e (u)− e (uF)) (e (u)− e (uF))

T

− e (uF) · eT (vF0)− e (vF0) · eT (uF) , (3.5.5)

g0Ω(ϕ)\F̄0
= −c0 (u− uF)

2 − (e (u)− e (uF)) · (e (u)− e (uF))

+ e (uF) · e (vF0) , (3.5.6)

G0Ω(ϕ) = e (u) · eT (v0) + e (v0) · eT (u) , (3.5.7)

g0Ω(ϕ) = −e (u) · e (v0) (3.5.8)
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である．ここで，式 (3.5.3)から式 (3.5.4)を得る際に， a ∈ Rd，B ∈ Rd×d および
c ∈ Rdに対する恒等式 a · (Bc) =

(
acT

)
·Bを用いた．ここで，A = (aij) ∈ Rd×dと

B = (bij) ∈ Rd×dは∑
(i,j)∈{1,··· ,d}2 aijbij を意味する．

f1 (ϕ)については

f ′
1 (ϕ) [φ] =

∫
E(ϕ)

∇ ·φ dx = ⟨g1,φ⟩ (3.5.9)

となる．
g0 と g1 をそれぞれ f0 と f1 の形状微分と呼ぶ．

3.6 H1勾配法
H1 勾配法は楕円の偏微分方程式の境界値問題の解として，評価関数 fi を減少させ
る方向ベクトルを与える [2,4–6]．i ∈ {0, 1}における評価関数 fi (ϕ)の形状微分 giは
以下のように定義される．

問題 3.6.1 (問題 3.4.1に対するH1勾配法) X を式 (3.2.1) の実 Hilbert 空間と定
義する．X 上の有界かつ強圧的な双１次形式 a : X ×X → Rを選ぶ．すなわち，あ
る正定数 α と β が存在して，任意の w, z ∈ X に対して，

a (w,z) ≤ α ∥w∥X ∥z∥X , a (w,w) ≥ β ∥w∥2X

が成り立つとする．gi ∈ X ′が与えられたとき，任意の w ∈ X に対して，

caa
(
φgi,w

)
= −⟨gi,w⟩ (3.6.1)

を満たす φgi ∈ X を求めよ．ただし，ca はステップサイズを調整するために使われる
正の定数とする． □

式 (3.6.1) は楕円型偏微分方程式の境界値問題に対する弱形式になっている．そこ
で，問題 3.6.1 の解は，通常の有限要素法により数値的に求めることができる．本章で
は，双１次形式 a を φ ∈ X と ψ ∈ X に対して

a (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

(E (φ) ·E (ψ) + cbφ ·ψ) dx (3.6.2)

のように定義する．ここで

E (φ) =
1

2

(
∂φi

∂xj

+
∂φj

∂xi

)
(i,j)∈{1,··· ,d}2

,
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であり，cbは正定数である．
ũと ũFが Sに含まれるとき，g0 に対する問題 3.6.1 の解 φg0 が特異点近傍を除いて

W 1,∞ (
Rd;Rd

)
に属することは，関数の正則性を調べることによって確認される [3, 定

理 9.8.6]．

3.7 形状最適化問題の解法
問題 3.4.1を解くため，H1勾配法を用いた反復法を適用する．本節では f0 (ϕ, u, uF)

を f0 (ϕ)と表記し，その形状微分を g0と表記することにする．そのとき，H1勾配法
を用いた反復法は，繰り返し数を k ∈ {0, 1, 2, . . .} とし，Ω (ϕk) のときの f0 と f1 の
形状微分 g0 と g1 が計算されたと仮定して，f1

(
ϕk+1

)
≤ 0 を満たしつつ f0

(
ϕk+1

)
が f0 (ϕk) よりも低下するような領域変動 φg を次の問題の解として求めて，

ϕk+1 = ϕk +φg

によって新しい領域 Ω
(
ϕk+1

)
に更新していく方法である．

問題 3.7.1 (逐次２次近似問題) f1 (ϕ) ≤ 0を満たす ϕ ∈ Dに対して，g0と g1が与
えられ，式 (3.6.2)より a ( · , · )が与えられたと仮定する．また caをステップサイズを
調整する正定数とする．このとき，

min
φg∈X

{
q
(
φg

)
=

ca
2
a
(
φg,φg

)
+
⟨
g0,φg

⟩ ∣∣∣ f1 (ϕ) +
⟨
g1,φg

⟩
≤ 0

}
を満たす φg を求めよ． □

問題 3.7.1 の解 φg は，次のようにして求められる．問題 3.7.1 の Lagrange関数は，

LSQ

(
φg, λ1

)
= q

(
φg

)
+ λ1

(
f1 (ϕ) +

⟨
g1,φg

⟩)
で与えられる．ここで，λ1 ∈ Rは f1 (ϕ) ≤ 0に対するLagrange乗数である．問題 3.7.1

に対する Karush–Kuhn–Tucker条件は，任意の ψ ∈ X に対して以下が成り立つ．

caa
(
φg,ψ

)
+ ⟨g0 + λ1g1,ψ⟩ = 0, (3.7.1)

f1 (ϕ) + ⟨g1,ψ⟩ ≤ 0, (3.7.2)

λ1 (f1 (ϕ) + ⟨g1,ψ⟩) = 0, (3.7.3)

λ1 ≥ 0 (3.7.4)
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START

Analysis of Main Problem
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Analysis of Shape Derivative
STOP

Yes
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図 3.3: 形状最適化問題の解法フロー

ここで，i ∈ {0, 1} に対して，φgi は gi に対する問題 3.6.1 の解として，λ1 は未知数
であるとして，

φg = φg0 + λ1φg1 (3.7.5)

の形を仮定する．この φg は式 (3.7.1) を満たすことが確認される．λ1 は式 (3.7.2) か
ら決定される．式 (3.7.2) の制約がアクティブ (すなわち等式) のとき，⟨

g1,φg1

⟩
λ1 = −f1 (ϕ) +

⟨
g1,φg0

⟩
(3.7.6)

が成り立つ．式 (3.7.6) より λ1 を求めることができる．また，f1 (ϕ) = 0 ならば，⟨
g1,φg1

⟩
λ1 = −

⟨
g1,φg0

⟩
(3.7.7)

となる．式 (3.7.7) は，ステップサイズ
∥∥φg

∥∥
X
の大きさに依存しないため，ステップ

サイズを調整するパラメータ ca が適切に決められていなくても λ1 を決定することが
できることを示している．そこで，初期領域 Ω0 のときに，f1 (ϕ0) = 0 を満たすよう
に Ω0 が与えられていれば，式 (3.7.7) を用いて λ1 を決定することができる．その λ1

を用いれば，式 (3.7.5) によって領域変動の方向を決めることができて，その大きさが
適切になるように ca を決定すれば，k > 0 のときには，式 (3.7.6) を使って λ1 を求め
ることができる．さらに，得られた λ1 が負になったとき，式 (3.7.3) と式 (3.7.4) よ
り，λ1 = 0 に置き換えることで，式 (3.7.1) から式 (3.7.4) を満たすことができる．
これらを用いた数値解析手順のフローを図 3.3に示す．本フローをシミュレーション
ソフトなどに実装することで形状最適化問題の解を得ることができる．
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3.8 解析例
本論文において，境界値問題の解を得るため，商用有限要素法解析ソフトCOMSOL

Multiphysicsの JAVA API環境を用い，形状最適化用の計算プログラムを構築した．
このプログラムを用い，２種類の問題を解析した．１つ目の問題は，平らな接地電極
G0と検出対象 F0から構成される．２つめの問題は突起を備えた接地電極G0と，指を
想定した棒状の検出対象 F0から構成される．それぞれの問題を「例 1」および「例 2」
と呼ぶことにして，さらに「例 1a」，「例 1b」のように場合分けする．

3.8.1 平行な電極と検出対象の例
例 1aの有限要素メッシュの設定を図 3.4 に示す．本例においては， ΓC0の中心は完
全拘束，および ΓC0の法線方向への領域変動は拘束されることを仮定する．図 3.5 に
初期状態と最適化後の静電場を示す．本例題の設定から，著者は最適化の対象である電
極 E0 が，目的関数の減少に伴い，薄い平らな形状に変化すると予測した．実際に図
3.5 に示す最適化後の形状 (b)は初期形状 (a)と比べ薄く平たい形状となっている．図
3.6 と 3.7 は，目的関数と設計の狙いである静電容量 cdetect の更新の履歴を示す． 制
約関数 f1 を変化させずに目的関数 f0 が減少しており，それに伴い検出対象 (指)があ
る場合と無い場合の静電容量の差が拡大している．しかし，13回目の反復更新の後，
電極がより薄い形状となったことにより，有限要素メッシュにつぶれが生じ，シミュ
レーションアルゴリズムは解析エラーで停止した．



3.8 解析例 37

E0

F0

G0

∂D0

Ω0

ΓC0

(a) 問題設定 (b) 有限要素モデル

図 3.4: 例 1a: 平行な電極と検出対象における 2次元静電場問題

(a) 初期形状 (b) 最適形状 (未収束)

図 3.5: 例 1a: 形状比較
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図 3.6: 例 1a: 形状更新に対する評価関数の推移
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図 3.7: 例 1a: 形状更新に対する検出容量値の変化と初期形状に対する検知容量の向上率
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E0

F0

G0

∂D0

D0\ΩC0¯

(a) 問題設定 (b) 有限要素モデル

図 3.8: 例 1b: 平行な電極と検出対象における 2次元静電場問題

(a) 初期形状 (b) 最適形状 (収束)

図 3.9: 例 1b: 形状比較

エラーで停止せずに収束形状を得るため，問題設定を変更した．図 3.8に例 1bの有
限要素メッシュの設定を示す．この問題は例 1aに対し電極 E0の設計領域を D0 \ Ω̄C0

に制限した．図 3.9に形状更新前後の形状を示す．また図 3.10 と 3.11 に評価関数と
静電容量の更新に伴う変化を示す．予測通り，電極の設計領域の制限によりメッシュの
つぶれが発生せず，目的関数数 f0 は制約関数 f1 が一定の下で減少し，25回の反復更
新の後に収束した．
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図 3.10: 例 1b: 形状更新に対する評価関数の推移
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図 3.11: 例 1b: 形状更新に対する検出容量値の変化と初期形状に対する検知容量の向上率
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E0

F0

G0

∂D0

Ω0

ΓC0

(a) 問題設定 (b) 有限要素モデル

図 3.12: 例 2a: 凸型接地電極における 2次元静電場問題

(a) 初期形状 (b) 最適形状 (未収束)

図 3.13: 例 2a: 形状比較

3.8.2 凸型電極の例
例 2aにおいてはより複雑な形状（図 3.12）を取り扱う．ここで図 3.12における ΓC0

上の上面方向の変動を拘束，および ΓC0 の中心は完全拘束されることを仮定する．図
3.13に初期状態と最適化後の静電場を示す．また図 3.14 と 3.15 は目的関数と静電容
量の更新履歴を示す．図 3.14 と 3.15 より，f1 ≤ 0の条件を満たしつつ目的関数 f0が
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図 3.14: 例 2a: 形状更新に対する評価関数の推移
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図 3.15: 例 2a: 形状更新に対する検出容量値の変化と初期形状に対する検知容量の向上率

減少しており，指がない場合とある場合の静電容量差も拡大している．しかし，最適
化後の形状は非常に薄い形状となっており，例 1aのときと同様のメッシュのつぶれ問
題により目的関数は収束せずにエラーで停止した．
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F0

G0

∂D0

E0

C0D0\¯

Ω0

(a) 問題設定 (b) 有限要素モデル

図 3.16: 例 2b: 凸型接地電極における 2次元静電場問題

(a) 初期形状 (b) 最適形状 (収束)

図 3.17: 例 2b: 形状比較

ここでも，例 1bと同様の方法で電極 E0 の設計領域を D0 \ Ω̄C0 に制限した問題を
解析した．図 3.17に本例での形状更新前後の形状を示す．最適化後の形状は，電極の
両端が丸みをおびた形状となっている．また図 3.18 と 3.19 に評価関数と静電容量の
更新履歴を示す．これらのグラフより，目的関数数 f0は制約関数 f1が一定の下で減少
し，21回の更新後に収束したことが確認された．このとき，指の有無による検出され
る静電容量の差も拡大し，21回目で収束している．
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図 3.18: 例 2b: 形状更新に対する評価関数の推移
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図 3.19: 例 2b: 形状更新に対する検出容量値の変化と初期形状に対する検知容量の向上率
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(a) 初期形状: 検出対象 無 (b) 初期形状: 検出対象 有
　

(c) 最適形状: 検出対象 無 (d) 最適形状: 検出対象 有

図 3.20: 例 2b: 初期形状と最適化後の電位分布 [V]

次に図 3.20に検出対象の有無における初期形状と最適形状の電位分布を示す．まず
初期形状に着目すると，凸型接地電極の上部付近の電位分布が検出対象がある場合と
ない場合で大きな変化が生じている．これに対して最適形状は検出対象の有無にかか
わらず凸型接地電極と検出電極間の電位分布がほとんど変化せず，検知対象と検出電極
間の電位分布のみが大きく変化している．これはつまり，接地電極との不要な結合容
量の変動が最適化によって生じにくくなっており，検出対象との結合容量を高感度に
検知できるようになったことを意味する．このような結果は，検知精度向上を狙った
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静電センサに関する特許 [29]の知見と一致する．注1

3.9 まとめ
本章では，静電場を利用して指などの検出対象を検知するための静電容量タッチセ
ンサのための形状最適化問題を定式化した．センサの検知感度は 2つの状態決定問題
から得られる解の差の H1 ノルムを 2乗したものを目的関数として定義した．第 1の
状態決定問題は，検出電極と接地電極および空気から成る静電場問題で，検出対象は
存在しない問題である．一方，第 2の状態決定問題は，第 1の問題に指などの検出対
象が含まれた静電場問題である．また，検出電極の体積に対する制約を付加した．評
価関数の形状微分は，2つの状態決定問題と 2つの随伴問題の解を用いて導出された．
この形状最適化問題の解を得るため，H1 勾配法による反復法を用いて数値解を得た．
プログラムは，商用シミュレーションソフトト COMSOL Multiphysics の JAVA API

プログラミング機能を利用して作成された．
一連の数値解析例より，最適化対象である電極の設計領域が開けた状態では，電極が
極めて薄い形状に遷移することで収束解が得られない場合があることが明らかとなっ
た．それに対して，電極の設計領域を現実的な範囲で制限することによって，収束形
状が得られることが明らかになった．
本章では収束形状を得るための制約として，電極の設計領域上での制約を用いたが，
別の方法として境界の曲率に対して制約を設けることも考えられる．

注1 特許 [29]は，自動車座席の乗員種別を，座席内の検知電極の静電容量変化で検知するセンサに関
する発明である．特徴は，特定の電極配置によって車両ボディなどと形成される不要な静電容量
の変化を抑制し，検知感度を高めていることである．この特許は，著者が膨大なシミュレーショ
ン解析と試作実験の繰り返しにより，経験的に辿り着いた知見である．
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電磁場の周波数応答における形状最適化
問題

4.1 はじめに
高周波電子デバイスは，様々な電子機器において今では欠かせないモノになってい
る．遠方との電気信号の送受に用いられるアンテナや高周波のエネルギー電送に用い
られる導波管デバイスなどはその代表的な例である．
導波管は電子デバイスの中で，マイクロ波エネルギーあるいは信号を伝送するため
に用いられる．例えば車両や飛行機などのレーダ (1.0∼76GHz)，携帯電話 (0.7∼2.5

GHz)など様々に活用されている．導波管の機能は電磁波を伝送するだけでなく，特定
の周波数範囲において，カットオフフィルタおよびディバイダとして利用され，電磁
波の制御にも用いられる．カットオフフィルタとしての遮断性能は，一般に分散パラ
メータ (S パラメータ) により評価される．S パラメータは周波数に対するポートの入
出力の電力を用いて定義される．
図 4.1に導波管カットオフフィルタの一種であるハイパスフィルタの概要を示す．導
波管の通過可能な周波数帯域ははその管断面の寸法により変化（断面が小さいほど低
周波の減衰が増加）する．このためハイパスフィルタとして導波管を構成したい場合
は，経路途中の管径を縮小し，遮断周波数 fcに応じた径とすることで，所望の周波数
未満の反射損失 (リターンロス s11) を向上させることができる．これにより図中 (b)の
ように低周波は損失が大きく，高周波は損失が小さく通過可能なフィルタが構成され
る．しかしフィルタの遮断周波数 fc 近傍での損失カーブは導波管壁形状 (図中 (a)の
赤線部)の影響により左右されることが知られている [33]．
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図 4.1: 導波管ハイパスフィルタの概要

このように導波管はその形状が性能に影響を及ぼすため，最適な形状の設計がこれ
までに研究されてきた．Ｈ面共振フィルタのパラメトリック形状最適化 [17]は，粗い
有限要素モデルと細かいモデルを組み合わせる手法で実証された．この問題では，S

パラメータを評価関数とおいて，共振器の直径および長さを設計変数において定式化
されている．また，文献 [16]においては，誘電材料の密度を設計変数として，S パラ
メータを目的関数においたノンパラメトリックなトポロジー最適化問題が定式化され，
勾配法ベースの解法により，H-面導波管コンポーネントとしての最適な誘電材料密度
分布が解析されている．しかしながら，これまでに導波管のためのノンパラメトリッ
クな形状最適化問題に注目した研究はほとんど見当たらない．
そこで本章では，導波管カットオフフィルタを対象としたノンパラメトリック形状
最適化問題を定式化し，その解法を示すこととする．本章の内容の一部は，文献 [30]

を引用している．
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図 4.2: 円筒型導波管カットオフフィルタモデル

4.2 初期領域と領域写像の集合
単純化のため，本章では図 4.2 に示されるようなテーパ形状を備えた円筒導波管型
ハイパスフィルタを扱うこととする．この導波管による電磁波の伝送モードは TE01

(Transverse Electric 01) モードであるとする．Ω0 ⊂ R3 は空気で満たされた境界を
持った初期の電磁場領域を表す．ΓI0 ⊂ ∂Ω0は入力信号の電流密度 iR : ΓI0 → R3が与
えられる入力ポートの境界である．ΓO0 ⊂ ∂Ω0 \ Γ̄I0 (̄ は閉包を表す) は伝送信号の出
力ポートを意味する．残された境界 ∂Ω0 \

(
Γ̄I0 ∪ Γ̄O0

)
は導波管の壁面を表し，完全導

体 (PEC) であるとする．中央の円筒部 ΓC0 ⊂ ∂Ω0 \
(
Γ̄I0 ∪ Γ̄O0

)
の管径は，設計にお

いて設定されるカットオフ周波数に基づいて決定される．そこで，カットオフ特性を向
上させようとするならば，これらの既定境界を除いた ΓD0 = ∂Ω0 \

(
Γ̄I0 ∪ Γ̄O0 ∪ Γ̄C0

)
の形状を変化させればよいことになる．実際，文献 [33]では，実験的試行に基づいて，
n 乗コサイン曲線状の形状とすることで良好なカットオフ特性が得られることが示さ
れている．
初期の電磁場領域 Ω0において，形状最適化問題を定義するためには，その境界 ∂Ω0

は Lipschitz境界であることが要求される．また設計変数は次の方法で定義する．初期
領域から変動した領域を写像 ϕによって与えられると仮定する．iが恒等写像を表す
こととすれば，変動後の領域は連続な１対１写像 i+ ϕによって

Ω (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ Ω0}

のようにつくられると仮定される．同様に，領域や境界に対して

( · ) (ϕ) = {(i+ ϕ) (x) | x ∈ ( · )0}

を意味するものとする．また，後に評価関数の Fréchet 微分を定義するため，設計変数
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ϕに対して実Hilbert空間が定義されている必要がある．そこでϕに対する線形空間を

X =
{
ϕ ∈ H1

(
R3;R3

) ∣∣ ϕ = 0R3 on ΓI0 ∪ ΓO0 ∪ ΓC0

}
(4.2.1)

とする．さらに，ϕの１対１写像が確実に満たされるようにするため，設計変数 ϕの
許容集合は以下のように定義される必要がある．

D =
{
ϕ ∈ X ∩W 1,∞ (

R3;R3
) ∣∣ ∥i+ ϕ∥W 1,∞(R3;R3) ≤ σ

}
(4.2.2)

ただし，σは i+ ϕの逆写像が１対１写像となるように選んだ正定数とする．

4.3 状態決定問題
設計変数 ϕ ∈ Dを用いて，電磁場領域の状態決定問題を定義する．導波管は周波数
領域の電磁場問題で扱われるため，支配方程式は式 (2.3.12)で定義される．また入出
力ポート ΓI0 と ΓO0 は非同次 Robin 条件の式 (2.3.22)で与えられ，導波管壁の境界
ΓDは完全導体 (PEC) の境界条件である式 (2.3.20)で与えられる．本研究では，サン
プリング周波数の集合を F = {ω1, · · · , ωm} と書くことにして，それぞれのサンプリ
ング周波数 ω ∈ F における導波管での電磁場領域におけるエネルギー伝達問題を以下
のように定義する．

問題 4.3.1 (導波管のエネルギー伝達問題) ϕ ∈ D と iR : ΓI0 × {ω} → C3 が与えら
れたとき，

∇×
(

1

µR

∇× e
)
− k2

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)
e = 0R3 in Ω (ϕ)× {ω} ,

ν × e = 0R3 on ΓD (ϕ)× {ω} ,
1

µR

ν × (∇× e) + γRν × (ν × e) = iR on ΓI0 × {ω} ,

1

µR

ν × (∇× e) + γRν × (ν × e) = 0R3 on ΓO0 × {ω}

を満たす電場 e : Ω (ϕ)× {ω} → C3 を求めよ．ただし，k = ω/c0 = ω
√
µ0ϵ0，γR は

電磁場のポート条件で決まる定数，µR は給電側ポートの電力によって決まる定数で
ある． □

この後，すべてのサンプリング周波数 ω ∈ F に対する e ( · , ω) を e として記述す
ることにする．形状最適化問題においては状態決定問題は等式制約となる．Lagrange
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乗数法を用いる場合は，状態決定問題に対する Lagrange 関数が必要となる．そこで，
問題 4.3.1の Lagrang 関数を

LM (ϕ, e, ēc) =
∑
ω∈F

[
−
∫
Ω(ϕ)

{
1

µR

(∇× e) · (∇× ēc)

+ k2

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)
e · ēc

}
dx

+

∫
ΓI0

{iR · ēc + γR (e× ν) · (ēc × ν)} dγ

+

∫
ΓO0

γR (e× ν) · (ēc × ν) dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

1

µR

{
(∇× e) · (ēc × ν)

+ (∇× ēc) · (e× ν)
}
dγ

]
(4.3.1)

と定義しておく．ここで，ē : Ω (ϕ) × {ω} → C3 は Lagrange 乗数（eの随伴変数）
であり，以下に属するものとする．

U =
{
u ∈ L2

(
Ω (ϕ)× F ;C3

)
,

∇× u ∈ L2
(
Ω (ϕ)× F ;C3

)
,

u× ν = 0R3 on ΓD0 × F
}

(4.3.2)

( · )c は複素共役を表す．この Lagrange 関数を用いれば，問題 4.3.1の弱形式は，任意
の ē ∈ U に対して以下の式で示される．

LM (ϕ, e, ēc) = 0

問題 4.3.1 の弱解 e は，iR が適切に与えられていれば， U に含まれる [18,26]．し
かし，形状最適化問題においては，さらなる滑らかさが必要となる．特異点を除いて
D の領域変動が得られるためには，e は次のような許容集合に入る必要がある．

S = U ∩W 1,∞ (
Ω (ϕ)× F ;C3

)
(4.3.3)

e が S に入るためには，境界条件を適切に設定する必要がある [3, 定理 9.8.6]．

4.4 導波管カットオフフィルタの形状最適化問題
上記において状態決定問題の解である電場 eが決定された．本節ではフィルタ性能
を向上させるための目的関数を定義する．電磁波を扱う工学分野では，一般的に，フィ
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ルタ性能を評価する際に S パラメータが用いられる．このパラメータを実験で測定す
ることは容易であるが，e を用いて厳密に定義することは容易ではない．そこで本章
では，入力ポート ΓI0 での符号付電力消費量，すなわち

f (ϕ, e) =
∑
ω∈F

wR

∫
ΓI0

Re [iR · e] dγ (4.4.1)

を目的関数とおく．ここで，wR : F → R は重み関数であり，カットオフ周波数 ωC に
対するハイパスフィルタとしての特性の定義より

wR =


sign

(∫
ΓI0

Re [iR · e] dγ
)

for ω < ωC

−sign

(∫
ΓI0

Re [iR · e] dγ
)

for ω ≥ ωC

(4.4.2)

で与えられるものとする．ここで，sign ( · ) は ( · ) > 0 のとき 1，( · ) < 0 のとき −1

をとるシグナル関数である．
これより目的関数 f を用いて，導波管ハイパスフィルタの形状最適化問題を以下の
ように定義する．

問題 4.4.1 (導波管ハイパスフィルタの形状最適化問題) ϕ ∈ D に対する問題 4.3.1

の解 e と 式 (4.4.1) の f0 に対して，

min
ϕ∈D

{
f (ϕ, e)

∣∣ e ∈ S, 問題 4.3.1
}

を満たす Ω (ϕ) を求めよ． □

4.5 評価関数の形状微分
H1勾配法の形状更新アルゴリズムにより形状最適化問題 4.4.1を解くため，評価関
数 f の形状微分が必要となる．ここでは随伴変数法を用いてその形状微分を求める．
問題 4.3.1に対する随伴変数として ē ∈ S を用い，目的関数 f の Lagrange 関数を

L (ϕ, e, ēc) = f (ϕ, e) + Re [LM (ϕ, e, ēc)] (4.5.1)

と定義する． φ ∈ X を Ω (ϕ) からの任意の領域変動とする．L の形状微分は以下の
ようにかける．

L ′ (ϕ, e, ēc) [φ, e′, ē′c] = Lϕ (ϕ, e, ēc) [φ]
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+ Le (ϕ, e, ē
c) [e′] + Lēc (ϕ, e, ē

c) [ē′c] (4.5.2)

ここで，e が問題 4.3.1 の解ならば，式 (4.5.2) 右辺の第 3項は 0 となる．また，ē が
次の問題 4.5.1 の解のとき，式 (4.5.2) 右辺の第 2項も 0 となる．

問題 4.5.1 (問題 4.3.1の随伴問題) ϕ ∈ D と ω ∈ F に対して，問題 4.3.1 の解 e

が与えられたとき，

∇×
(

1

µR

∇× ēc
)
− k2

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)
ēc = 0R3 in Ω (ϕ)× {ω} ,

ν × ēc = 0R3 on ΓD (ϕ)× {ω} ,
1

µR

ν × (∇× ēc) + γRν × (ν × ēc) = wRiR on ΓI0 × {ω} ,

1

µR

ν × (∇× ēc) + γRν × (ν × ēc) = 0R3 on ΓO0 × {ω}

を満たす ē : Ω (ϕ)× {ω}→ R3を求めよ． □

問題 4.3.1と問題 4.5.1の違いは，iR に重み関数 wR が付け加えられたことである．
wRは 1または−1をとるので，eと ēには

ēc = wRe (4.5.3)

の関係を持つ．これは準自己随伴といえる関係を持っており，状態決定問題の解 eを
求めれば随伴問題の解 ēが容易に導出できることを意味し，実際の最適化問題の解法
における計算コストを削減できるメリットがある．
eと ē がそれぞれ問題 4.3.1と問題 4.5.1 の解であるとき，式 (4.5.2) の第 1項は，

f̃ (ϕ) = f (ϕ, e (ϕ)) の形状微分となる．関数の形状微分の公式 [3, 命題 9.3.3, 命題
9.3.7] を適用すれば

Lϕ (ϕ, e, ēc) [φ] = f̃ ′ (ϕ) [φ] = ⟨g,φ⟩

=
∑
ω∈F

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ ·∇φT + gΩ∇ ·φ

)
dx (4.5.4)

を得る．ここで

GΩ =
2wR

µR

Re
[
(∇× e) (∇× e)T

]
,

gΩi = −wR

µR

Re [(∇× e) · (∇× e)]− wRk
2

(
ϵR − jσ

ωϵ0

)
Re [e · e]

である．g ∈ X ′ は f の形状微分を与える．
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図 4.3: 例: 円筒導波管ハイパスフィルタの問題設定

4.6 最適化問題の解法
4.5節にて，導波管形状最適化問題における評価関数 f の形状微分 g を求めた．こ
の g を用いて，3.6節で述べた H1 勾配法を適用すれば，f が減少するような領域変
動 φg ∈ X を求めることが可能となる．ここでは重ねての説明を省略する．

4.7 解析例
導波管ハイパスフィルタに対する形状最適化問題 4.4.1 を解くために，3章と同様，
有限要素法解析ソフトウェア COMSOL Multiphysicsの JAVA API 機能を用いてプ
ログラムを作成した．以降の解析例では，以下の設定が使われた．

• 円筒導波管の初期形状を図 4.3 の ΓD0 とする．導波管は TE01 で電力伝送を行
うハイパスフィルタであるとする．カットオフ周波数を ωC/(2π) = 50.0 GHz

に設定して，それより ΓC0 部の管径 dcutを 7.36 mm と設定した．また，他の寸
法は，それぞれ L = 20 mm，Lcut = 10 mm，din out = 18.4 mm と設定した．

• ポート ΓI0 と ΓO0 の特性インピーダンスを 50 [ohm] と仮定した．
• ΓI0，ΓO0 および ΓC0 の形状変動を拘束した (式 (4.2.1) )．
• サンプリング周波数を F = {ω1, ω2} と仮定して，ω1/(2π) = 49.6 GHz,

ω2/(2π) = 50.4 GHz と設定した．また，式 (4.4.2) の wR を ω1, ω2 に対
してそれぞれ 1 および −1 とおいた．
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図 4.4: 最適化前後の導波管形状の比較 (単位: mm)
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図 4.5: 形状更新に対する評価関数の推移

最適化後の形状を図 4.4 の ΓD (ϕ) に示す．テーパ部の付け根部分に注目すると，中
央の拘束された円筒部との接続部付近が滑らかな形状に変化している．図 4.5 は，形
状更新に対する目的関数 f の変遷を示す．ここで，finit は初期形状での f の値を表し
ている．この反復履歴から，形状更新に伴って目的関数は減少し，更新回数が 100 回
でほぼ収束している．また，フィルタ性能の指標に用いられる S パラメータ (リター
ンロス s11) を調べると，図 4.6 のようになった．カットオフフィルタの性能を評価す
る指標として，一般に，カットオフ周波数 ωC/(2π) (= 50 GHz) のときの s11 から，
−10 dB 以下となる周波数 ω/(2π) までの周波数の差が使われる．理想的にはこの間隔
が小さいほど優れたカットオフフィルタであるとみなされる．初期形状ではその差が
580MHz であったのに対し，最適化後は 120MHz と約 77% 改善している．これによ
り，今回の形状最適化計算によって得られた形状は，フィルタ性能が向上しているこ
とが確認された．



56 第 4章 電磁場の周波数応答における形状最適化問題

R
et

u
rn

 l
os

s 
s 1

1
[d

B
]

Frequency !/2¼ [GHz]

¡50

¡40

¡30

¡20

¡10

0

49 51

|
!1

2¼ |
!2

2¼

50

|
!C

2¼

Initial

Optimized
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図 4.7: 50.2GHz入力時の電界強度分布 [dBV/m]

図 4.7は，初期形状と最適化形状のときの 50.2 GHz における電界分布を示す．最
適化後の電界分布は，初期形状のものと比べて滑らかな分布 (入力ポート側のテーパ部
における電界の分断が少ない) となっている．この結果は，初期形状では入力ポートで
の電磁波の反射が多く生じているのに対して，最適化後の形状では，50.2 GHz の電磁
波が通過するようになり，反射が減じたことを表している．
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図 4.8: 式 (4.7.1)を用いた経験的設計による形状
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図 4.9: 最適化で得た形状と経験的設計の s11特性の比較

さらに，実験に基づいて提案された文献 [33] の結果と比較する．文献 [33] で提案さ
れている導波管は，管の半径 r : [0, l] → R が

r (x) = r1 + (r2 − r1) cos
3 πx

2l
(4.7.1)

のように決定される．この式に基づいて描かれた導波管の形状を図 4.8 に示す．この
形状は，入出力部から中心の狭管までの接続形状が滑らかな形状となることが特徴で
ある．本研究で得られた形状 (図 4.4) も同様の特徴を有している．
実験式 (4.7.1) に基づく導波管と本研究で得られた導波管のフィルタ性能 (リターン
ロス s11) を比較した結果を図 4.9 に示す．fC = ωC/(2π) から s11 が −10 dB になる
周波数間隔は，実験式 (4.7.1) に基づく導波管では 140MHz，本研究で得られた導波管
では 120MHz であった．両者は非常に近い特性を示しており，形状最適化で得られた
形状の妥当性が確認されたと著者は考える．
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4.8 まとめ
本章では，テーパ状の管径差により，高周波を通過させ，低周波を遮断するような
電磁波のフィルタ (ハイパスフィルタ) として動作する円筒導波管の形状最適化問題を
定式化した．フィルタ性能は，入出力部と狭域部を接続するテーパ状管壁の形状によ
り変化するため，その形状を設計対象とした．目的関数には，設計するフィルタ特性
を考慮して，カットオフ周波数近傍にとったサンプリング周波数における入力ポート
の電力消費量の和が選ばれた．ただし，電力消費量にはフィルタ性能に応じた符号が
つけられているものとした．目的関数に入力ポートの電力消費量を選んだことにより，
目的関数の形状微分を求める際に必要となる随伴問題は，符号の違いを除いて状態決
定問題と同一となることが示された．その結果に基づいて，目的関数の形状微分は状
態決定問題の解だけで構成される結果を得た．
上記の理論に基づいて，具体的な導波管の形状最適化を行うためのプログラムを作
成した．形状最適化問題の解法は，H1 勾配法に基づいた反復法を用いた．プログラム
コードは，汎用有限要素法解析プログラム COMSOL Multiphysics の JAVA API 機
能を用いて書かれた．作成されたプログラムを用いて円筒導波管の形状最適化解析を
行った．その結果，最適化により中央の狭径な円筒部との接続部付近のテーパー部が
滑らかな形状に変化する形状が得られた．得られた形状に対してフィルタ性能の評価
に使われるリターンロス s11 を求めてみた結果，カットオフ周波数付近で急激に減少
する (フィルタ性能が向上する) グラフが得られた．また，伝統的な経験則から導出さ
れた形状と本解析で得られた形状を比較すると，テーパ部付近が滑らかな特徴は類似
し，両者のリターンロス s11 は非常に近い特性を示していることが確認された．これ
より，経験則と同等の形状が理論的に導出されることが確認された．
本解析に用いた汎用有限要素法解析プログラムでは，サンプリング周波数の個数が 2

に制限された．もしも，サンプリング周波数の数を増やすことができれば，更なるフィ
ルタ性能の改善によって，経験則の設計以上の導波管も設計可能であると考えられる．
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第 5章

結論

本論文では，電磁場領域の電気・電子機器の形状設計問題，特に電子デバイスであ
る静電式タッチセンサスイッチや導波管フィルタの形状設計に対して，ノンパラメト
リック形状最適化問題を定式化し，数理解析手法により数値解が得られることを明ら
かにした．

本論文の第 1章では，電気・電子機器の製品設計における現状と課題を概観し，本論
文の目的を述べた．現代の電気・電子機器では形状が性能に寄与する製品が増加してい
る．それらの形状を設計するためには，多数の制約を考慮しなければならない．しか
し，近年の製品開発に対する期間短縮要請により，設計に十分な時間を割くことがで
きくなっている．著者は，それを解決する方法の一つとして，電磁場領域を対象にし
た形状最適化技術があることを見出した．しかしながら，電磁場領域での形状最適化
に関する研究は十分には行われておらず，特に，形状変動を関数で定式化したノンパ
ラメトリック形状最適化に関しては，先行研究が見当たらない．一方，構造・流体分
野などではノンパラメトリック最適化手法が開発され，産業応用が行われている．そ
こで，著者はその手法を電子デバイスに応用することを決意し，具体的な 2つの電子
デバイスに対して，下記のことを明らかにすることを目的と定めた．

(1) 電子機器の設計指標を考慮しながら定式化が可能な評価関数を見つける．
(2) 評価関数の形状微分を求める方法を示す．
(3) 数値例により有効性を確認する．

第 2章では，電磁場の支配方程式から電気・電子機器設計で使われる式を導出した．
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第 3章においては，静電場の変化を利用して指などを検知する，静電式タッチセン
サスイッチの電極形状を最適化する問題に対して，上記 (1)～(3)について述べた．セ
ンサの検知感度は２つの状態決定問題から得られる解の差に対する H1 2乗ノルムを
目的関数として定義した．また，制約関数として電極の体積を採用した．評価関数の
形状微分は，2つの状態決定問題および 2つの随伴問題の解を用いて導出された．体積
制約の下で負の誤差ノルムを最小化することを目的とした形状最適化問題の解を得る
ため，H1 勾配法を用いた反復法を採用した．数値解析プログラムは，汎用有限要素法
解析プログラム COMSOL Multiphysics の JAVA API によって書かれた．そのプロ
グラムを用いた数値解析により，電極の設計領域を制限しない場合には，電極が極め
て薄い形状に変化し，収束解が得られない場合があることが明らかとなった．しかし，
電極の設計領域を制限すれば，最適な収束形状解が得られること明らかにした．本章
では，収束形状を得るために，電極の設計領域を制限したが，別の方法として境界の
曲率を制約することも考えられる．
第 4章では，高周波の電磁波を伝送する際にハイパスフィルタとして使われる，円筒
型導波管の管壁形状を最適化する問題を定式化した．導波管の管壁形状を設計対象に
選び，目的関数には導波管の入力ポートにおける各サンプリング周波数での電力消費
量の和を用いた．サンプリング周波数はカットオフ周波数の前後にとられ，電力消費量
の係数には，フィルタ特性に対応した係数がつけられた．目的関数に電力消費量を選ん
だことにより，準自己随伴と呼べる関係が成立し，形状微分が状態決定問題の解だけ
で計算されることを示した．その結果に基づいて，第 3章と同様に，H1 勾配法を用い
た反復法による数値解析プログラムを COMSOL Multiphysics の JAVA API を利用
して作成した．円筒型導波管の数値モデルに対して得られた最適化形状は，テーパー
部が滑らかな形状に変化した．そのときのフィルタ性能は，リターンロス s11 のカッ
トオフ周波数付近での変化が初期形状と比べ急峻に改善されたことにより確認された．
また，経験則から導出された形状と本解析によって得られた形状を比較して，両者のリ
ターンロス s11 は非常に近い特性を示すことを明らかにした．これより，本導波管ハ
イパスフィルタの形状最適化を用いることでこれまでの経験則と同等の形状を導出で
きることが確認された．本研究では，サンプリング周波数が 2つしかとれなかったが，
その数を増やすことにより，経験則の設計以上のフィルタ設計も可能であると考える．

終わりに電磁場分野の形状最適化の今後の展望を整理し，今後の課題について考え
る．近年，様々な産業において電動化が急速に進み，電気・電子機器を使わない場所は
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もはや考えられない状況になっている．自動車業界をみれば，環境法規や自動運転の
出現によりその傾向は加速している．一台の自動車にさまざまな電子・電気機器部品，
例えばレーダや超音波ソナーなどの認識センサ群，ナビゲーションや運転支援システ
ムなどの処理システム，車速センサや舵角センサなど制御系，などが膨大に搭載され
るようになり，それらが連携して車両機能を実現するようになり始めている．このよ
うに従来までの「１部品１機能」の設計・開発から，「複数部品１機能」や「複数部品
複数機能」の設計・開発が必要となってきた．一方，電磁場領域における CAEは，20

世紀末より発展し，今では設計開発の基盤として生産性の向上に貢献している．しか
し，上記の高まる需要には応えられていない．
このような劇的な設計・開発状況の変化に対応していくためには，今後，電磁場領
域の形状最適化として以下の課題に対応していくことが必要であると著者は考える．

• 連成領域での形状最適化：
自動運転技術や車両の電動化において，これまで領域が切り分けられていた現
象が密接に絡みあう中で使われるケースが増えてきた．たとえば，近年近距離
向けのセンシングデバイスとして搭載が増えている自動車用超音波ソナーセン
サでは，圧電現象により電気信号を構造振動に変換し，その構造振動が空気振
動を生じさせ超音波として気中を伝播・反射し，その反射音波を再度電気信号
に変換することで測距を行っている．つまりソナーを設計する場合，電気・構
造・音響領域の連成問題を考えなければならない．形状最適化を試みる場合に
おいても連成問題を状態決定問題に設定しなければならなくなる．

• 電磁場分野でのロバスト最適化設計：
自動運転の機能のように，１機能に複数の部品が介在するようになった場合，現
実には量産において個々の部品に性能や特性のばらつきが生じる．このような
部品を組み合わせた場合，ばらつきの組み合わせにより，機能として所望の性
能を満たせない可能性が生じる．そこで，複数の部品に対する特性のばらつき
の影響を考慮した，ばらつきに強い (ロバストな)設計を構築できる技術の開発
が必要である．

最期に電磁場領域の形状最適化に関する研究動向を述べよう．最適化分野の国際
会議 WCSMO-11 (The 11th World Congress of Structural and Multidisciplinary

Optimization，2015年開催) [24]では全 343件の発表中，電磁場領域関連の発表はわ
ずか 6 件ほどであった．その 4年後，2019年の WCSMO-13 でも 9 件しかなく，ま
だまだ電磁場領域の形状最適化に取り組む研究者が少ない状況が伺える．上記で述べ
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たとおり課題とその解決が社会に寄与する影響も大きい分野であるため，これからも
多くの基礎研究および産業応用に向けた開発が進むことを期待したい．著者も当該分
野の研究開発を継続し，微力ながら貢献していく所存である．
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記号法

基本ルールを以下に示す．問題に依存する場合はより一般的な場合に従う．

a, α, · · · 小文字をスカラー，ベクトル，関数に用いる．
a, α, · · · 太文字を有限次元のベクトルとそれを値域にもつ関数に用いる．

A, A, Λ, · · · 大文字を集合，行列の要素に用いる．
A, Λ, · · · 太大文字を有限次元の行列とそれを値域にもつ関数に用いる．

L , H Lagrange 関数，Hamilton 関数に用いる．
x := x+ y x+ y を x に代入することを意味する．

集合
以下，m,n, d を自然数とする．

N, Z, Q, R, C それぞれ自然数 (正整数), 整数, 有理数, 実数, 複素数全体の集合
を表す．

A = {a1, · · · , am} 集合 A は a1, · · · , am の要素あるいは点からなることを表す．
|A| 有限集合 A の要素の数を表す．

a ∈ A a は集合 A の要素であることを表す．
{0} 0 だけからなる集合を表す．

{ak}∞k=1 無限点列 {a1, a2, · · · } を表す．
A ⊂ B 集合 A が集合 B の部分集合であることを表す．

A ∪B, A ∩B, A \ C 集合 A と集合 B の和集合，積集合，差集合を表す．
(0, 1), [0, 1], (0, 1] {x ∈ R | 0 < x < 1}, {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1}, {x ∈ R | 0 < x ≤ 1}

を表す．
Ω ⊂ Rd Rd の領域 (単連結開集合) を表す．

Ω̄ Ω の閉包 (closure) を表す．
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∂Ω Ω の境界 Ω̄ \ Ω を表す．
|Ω|

∫
Ω
dx を表す．

dx, dγ, da 領域積分，境界積分，部分境界の境界上の積分微小測度に用いる．

ベクトルと行列
以下，Rd, Rm, Rn のベクトルと行列を考える．

x = (x1, · · · , xd)
T ∈ Rd d 次元の縦実ベクトルを表す．xi は x の i 番目の要素を表

す．xT は x の転置を表す．
0Rd Rd の零元を表す．混乱がなければ 0 とかく．

∥x∥Rd,p p ∈ [1,∞] として，x ∈ Rd の p 乗ノルム p
√
|x1|p + · · ·+ |xd|p

を表す．p = ∞ のとき，最大値ノルム max {|x1|p , · · · , |xd|p}
を表す．混乱がなければ ∥x∥p とかく．

∥x∥Rd x ∈ Rd の Euclid ノルム √
x · x を表す．混乱がなければ ∥x∥

とかく．
A = (Aij)ij ∈ Rm×n m 行 n 列の実行列を表す．混乱がなければ A = (Aij) とかく．

0L(Rm;Rn) L (Rm;Rn) の零元を表す．混乱がなければ 0 とかく．
ai = Bijcj ai =

∑d
j=1 bijcj あるいは a = Bc を表す (Einstein 総和規約)．

a · b, A ·B aibi, AijBij を表す．

δij Kronecker デルタ δij =

1 (i = j)

0 (i ̸= j)
を表す．

IRm×m 単位行列 (δij) ∈ Rm×m を表す．混乱がなければ I とかく．
diagλ λ ∈ Rm に対して，Iλ = (δijλi) を表す．

Banach 空間
以下，V をノルム空間, X を Banach 空間とする．

∥x∥V x ∈ V のノルムを表す．混乱がなければ ∥x∥ とかく．
X ′ X の双対空間を表す．

⟨y,x⟩X′×X x ∈ X と y ∈ X ′ の双対積を表す．混乱がなければ ⟨y,x⟩ と
かく．
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関数と微分
以下，X,Y, Z を Banach 空間とする．

f : X → Y X から Y への写像 (関数) を表す．
f (x) : X ∋ x 7→ f ∈ Y 要素を明示した写像を表す．

L (X;Y ) X から Y への線形作用素全体の集合を表す．
∇f (x) f : Rd → R のとき，ある x ∈ Rd における，f の微分

∂f (x) /∂x ∈ Rd を表す．
∆f (x) f : Rd → R のとき，ある x ∈ X における，∇ ·∇f (x) を表す．

f ′ (x) [y] f : X → R のとき，ある x ∈ X における，任意の y ∈ X に対
する f の Fréchet 微分 ⟨f ′ (x) ,y⟩X′×X を表す．

fx (x,y) [z], ∂Xf (x,y) [z] f : X×Y → Rのとき，ある (x,y) ∈ X×Y における，任
意の z ∈ X に対する f の Fréchet偏微分 ⟨∂f (x,y) /∂x,z⟩X′×X

を表す．f (x,y) /∂x ∈ X ′ を fx (x,y) とかく．
∂f/∂xT, fxT f : Rd → Rm のとき，Jacobi 行列 (∂fi/∂xj) : Rd → Rm × Rd

を表す．
∂νf f : Rd ⊃ Ω → R のとき，ν を ∂Ω 上の外向き法線として，

ν ·∇f を表す．
∂φf f : Rd ⊃ Ω → R のとき，φ : Ω → Rd として，φ ·∇f を表す．

関数空間
C
(
Ω̄;Rn

)
Ω̄ ⊂ Rd 上で定義された連続関数 f : Rd → Rn 全体の集合を
表す．

Cm
(
Ω̄;Rn

)
m 階までの導関数が Cm

(
Ω̄;Rn

)
に属する関数全体の集合を

表す．
Cm

0

(
Ω̄;Rn

) {
f ∈ Cm

(
Ω̄;Rn

)∣∣ f = 0 on ∂Ω
}
を表す．

Cm,α
(
Ω̄;Rn

)
Hölder 指数 α, 0 < α ≤ 1, に対して，m 階までの導関数が
Hölder 連続な関数全体の集合を表す．α = 1 のとき，その関数
を Lipschitz 連続という．

Lp (Ω;Rn) 1 ≤ p < ∞ に対して，p 乗 Lebesgue 可積分な関数全体の集合
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を表す．p = ∞ に対して本質的有界な関数全体の集合を表す．
Wm,p (Ω;Rn) m 階までの導関数が Lp (Ω;Rn) に属する関数全体の集合を表す．
Wm,p

0 (Ω;Rn) m ≥ 1 に対して， {f ∈ Wm,p (Ω;Rn) (Ω;Rn)| f = 0 on ∂Ω}
を表す．

Hm (Ω;Rn) Wm,2 (Ω;Rn) を表す．
Hm

0 (Ω;Rn) m ≥ 1 に対して， {f ∈ Hm (Ω;Rn)| f = 0 on ∂Ω} を表す．
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付録 A

付録

A.1 外積の公式
(1) a = (ai)i ∈ R3 と b = (bi)i ∈ R3 の外積は，

a× b =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 e1
a2 b2 e2
a3 b3 e3

∣∣∣∣∣∣
= (a2b3 − a3b2) e1 + (a3b1 − a1b3) e2 + (a1b2 − a2b1) e3

=

a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 (A.1.1)

のように定義される．ただし，e1, e2 および e3 は座標系 (x1, x2, x3) の直交単
位ベクトルである．

(2) さらに，c = (ci)i ∈ R3 も加えて，

(a× b) · c = (b× c) · a = (c× a) · b (A.1.2)

が成り立つ．
(3) このとき，∇ = (∂/∂xi)i ∈ R3 に対して，

(∇× a) · b =

∣∣∣∣∣∣
∂

∂x1
a1 b1

∂
∂x2

a2 b2
∂

∂x3
a3 b3

∣∣∣∣∣∣
=

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

)
b1 +

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
b2 +

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
b3 (A.1.3)
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のようにかける．ここで，行列式の中の ∇ は a に作用することに注意する．
また，

∇ · (a× b) = ∂ (a2b3 − a3b2)

∂x1

+
∂ (a3b1 − a1b3)

∂x2

+
∂ (a1b2 − a2b1)

∂x3

=

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

)
b1 +

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
b2 +

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
b3

+

(
∂b2
∂x3

− ∂b3
∂x2

)
a1 +

(
∂b3
∂x1

− ∂b1
∂x3

)
a2 +

(
∂b1
∂x2

− ∂b2
∂x1

)
a3

= (∇× a) · b− (∇× b) · a (A.1.4)

が成り立つ．そこで，Gauss の定理と公式式 (A.1.2) より∫
Ω

∇ · (a× b) dx =

∫
∂Ω

(a× b) · ν dγ

=

∫
∂Ω

(ν × a) · b dγ =

∫
∂Ω

(b× ν) · a dγ

=

∫
Ω

(∇× a) · b dx−
∫
Ω

(∇× b) · a dx (A.1.5)

が成り立つ．
(4) さらに，

{∇× (∇× a)} · b =

∣∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

b1
∂

∂x2

∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

b2
∂

∂x3

∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

b3

∣∣∣∣∣∣
=

{
∂

∂x2

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
− ∂

∂x3

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)}
b1

+

{
∂

∂x3

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x1

)
− ∂

∂x1

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)}
b2

+

{
∂

∂x1

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
− ∂

∂x2

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

))
b3 (A.1.6)

のようにかける．ここで，行列式の中の ∇ は ∇× a に作用することに注意す
る．また，

∇ · {(∇× a)× b} =

∣∣∣∣∣∣
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

b1
∂

∂x1
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

b2
∂

∂x2
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

b3
∂

∂x3

∣∣∣∣∣∣
=

∂

∂x2

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
b1 +

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
∂b1
∂x2
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− ∂

∂x3

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
b1 −

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
∂b1
∂x3

+
∂

∂x3

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

)
b2 +

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

)
∂b2
∂x3

− ∂

∂x1

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
b2 −

(
∂a2
∂x1

− ∂a1
∂x2

)
∂b2
∂x1

+
∂

∂x1

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
b3 +

(
∂a1
∂x3

− ∂a3
∂x1

)
∂b3
∂x1

− ∂

∂x2

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

)
b3 −

(
∂a3
∂x2

− ∂a2
∂x3

)
∂b3
∂x2

= {∇× (∇× a)} · b+ (∇× a) · (∇× b) (A.1.7)

が成り立つ．ここで，行列式の中の ∇ は (∇× a)× b に作用することに注意
する．そこで，Gauss の定理と公式式 (A.1.2) より∫

Ω

∇ · {(∇× a)× b} dx =

∫
∂Ω

{(∇× a)× b} · ν dγ

=

∫
∂Ω

{ν × (∇× a)} · b dγ =

∫
∂Ω

(b× ν) · (∇× a) dγ

=

∫
Ω

{∇× (∇× a)} · b dx+

∫
Ω

(∇× a) · (∇× b) dx (A.1.8)

が成り立つ．

A.2 形状微分に関する公式
3.5節において下記公式を用いている ( [2] p. 96 Proposition 4.4).

命題 A.2.1 (領域積分の形状微分)

ϕ ∈ D, u ∈ U = C1
(
D;H1

(
Rd;R

))
,∇u ∈ V = C1

(
D;L2

(
Rd;Rd

))
, および

h (u,∇u) ∈ C1
(
U × V ;L2

(
Rd;R

))
において，任意の φ ∈ Dに対して,

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ)) dz

とおく．このとき f の形状微分 (領域変動に対する Fréchet微分)は，任意のφ ∈ X に
対して,

f ′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ)) [φ]
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=

∫
Ω(ϕ)

{
hu (u (ϕ) ,∇u (ϕ)) [u′ (ϕ) [φ]]

+ h∇u (u (ϕ) ,∇u (ϕ))
[
∇u′ (ϕ) [φ]−∇φT∇u (ϕ)

]
+ h (u (ϕ) ,∇u (ϕ))∇ ·φ

}
dx, (A.2.1)

ここで u′ (ϕ) [φ]は φ ∈ X に対する u (ϕ)の形状微分である． □
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